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Notations

Q un ouvert borné de R".

r = 0} la frontiere de (2.

H, U,V  espace de Hilbert.

A* adjoint de A.

Yo opérateur de trace.

Ck(Q) I’espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordre k est contuine.
C () I’espace des fonctions indéfiniment dérivable a support compact.

LP(Q) I'espace de Lebesgue, 1 < p < co.
D(0) I'espace des distributions.

Vf(x) = (g—jl(x), ce %(m)), le gradient de la fonction f en z € R™.
WmP(Q) Tespace de Sobolev, 1 < p < oo.

WP(Q)  la fermeture de C2°(Q2) dans W™P?(Q) , 1 < p < oc.

H™(Q) =Wm™2(Q).

A le Laplacian (A = E?:@%)-

Im(A)  Timage de A.

P-P- presque partout.

XY espace de Banach



Introduction

Ce mémoire est intitulé détectabilité de certains systemes gouvernés par des équations
aux dérivées partielles.

La détectabilité étant la propriété jouant un role primordial dans I'indentification et le
controle optimal des équations aux dérivées partielles, c’est le domaine de prédilection pour
une fonctionnelle.

Le systeme détectable considéré est a la forme suivante :

%:AerBu 0 < t<T,
2(0) = 0.

augmenté de 1’équation de sortie :

y(t) =Cz(t), 0 <t <T,. (2)

tels que :

1. A engendre un Cy-Semi-groupe,

2. Ce L(D(A)C X;Y) (X, Y sont des espaces de Hilber),

3. y(t) étant la fonction de sortie.

De tels systemes apparaissent naturellement dans des problemes de controle et détectabilité
citons a titre d’éxemples :

*Des systemes vibrants(’equation des ondes).

*Dans 'electromagnétisme (I'equation de Maxwell).

*Dans la mécanique quantique (I’equation de Schrodinger ).

*Des phénomenes thermiques (1’equation de la chaleur).

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on fait un rappel sur les éspaces fonctionnels, les opérateurs les

Co-Semi-groupes ainsi que les Cy-Semi-groupes avec les propriétés spéciales dont le contenu
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sont les Cyp-Semi-groupes analytiques, différentiables, de contraction, et compacts, et le
probleme d’évolution.

Le deuxieme chapitre on définit la controlabilité en dimension infinie, controlabilité
exacte, faible et régional et quelques notions de 1’actionneur.

Enfin, dans le troisieme chapitre nous donnons les principes généraux qui concernent

I’Observabilité, Stabilisabilité, et La détectabilité.



Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Espaces Fonctionnels

Soit 0 un domaine de R", de frontiere 02 suffisamment réguliere.
Soient X, Y deux espaces de Banach muni par les normes respectives || . ||x, || . ||y, on

désigne par L (X,Y’) l'espace des applications linéaires continues de X dans Y.

1.1.1 Espaces L (Q2)
Définition 1.1 :

LP(Q),p € [1; 400
Soit p € R avec 1 < p < 400, on désigne par L? () 'espace défini par :

LP(Q) = {f . — R, f mesurable et / ()P de < oo} | (1.1)
Q

On note par :

= ( If(af)\”);,

Pour p = oo, L* () muni de la norme :

La norme correspondante.

[fll e = {c,[f (z)] < ¢ pp sur Q}.

Parmi tout ces espaces, L? (2) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire

(f.g) = / f(2)g (z) d.
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Ce dernier est également le produit de dualité entre D (€2) (espace des fonctions C* (Q2)

et a support compact dans ), D' () (espace dual du D (€2)) dite espace des distributions.

1.1.2 L’ espace de Sobolev H' (Q)
Définition 1.2 :

On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 I'espace :

Hl(Q):{v/veLg(Q);%ELZ(Q),lgign} (1.2)

muni du produit scalire

et de la norme

Jun

ou
0@7

n
1 2
||U||1Q = (u,v>iQ = (HUHOQ + Z
i=1

2 ) (1.4)

Remarques 1.1 :

1) La dérivée g“

doit étre prise au sens des distributions.

7

2) H'(Q) est un espace de Hilbert séparable.
3) H'(Q) — L*(Q) est compact (—injection continue).
Définitionl.3 :

On désigne par Hj () la fermetur de D (Q) dans H' () c-a-d :

Hy () = D (Q),

avec H} (2) muni de la norme induite par H' (Q) est un espace de Hilbert.
On peut identifie le dual de Hj (€2) & H~' (€2) qui est un sous espace de D’ (Q)

H™H(Q) = (Hy ().

Par conséconce

Hy(Q) cCcL*(Q) cH' Q).

Chaque espace étant dense dans le suivant avec injection continue.

10
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Théoréme 1.1 : (Théoréme de trace)|14]

Soit € un ouvert borné de class C!, il existe un opérateur linéaire continue.
Y € L(H"(Q),L* (09))

tel que You = u |pn pour tout u € C! (Q)

L? (092) est I'espace de fonction réelles, de carreé intégrable sur 9.

Remarque 1.2 :

1) Le théoreme (1.1) va nous donner une caractérisation du lespace Hj (£2) comme suit :
Hy (Q) ={ue H (Q), yu=0} = le noyau de .

2) L’image de H' () par I'application v, est H 2 (092) , muni de la norme quotient donnée
par :

10,8 0my = 10l

est un espace de Hilbert, son dual est noté par H -3 (092), alor I'application :
Y H (Q) — H? (0Q2) est surjective.

1.1.3 L’espace L? (0,7, X):

Pour tout 7' > 0, on pose Q = 2 x |0, T le cylindre de frontiere Y = 9Q x |0, T7.

Définition 1.4 :

Pour tout p € R avec 1 < p < 0o, on désigne par L P (0,7, X) l'espace des fonctions f
fortement mesurables sur |0, 7 & valeur dans X tel que :
1
p

T
/ 1O dt | =11 lmors, < o (15)
0

C’est également un espace de Banach pour la norm (1.5).
Si X est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.)y , L? (0,7, X) est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire :

T

(f,9) L2(0,T,X) — / dt (1.6)

0
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1.1.4 L’espace W(0,7T) :

Soient U, V deux espaces de Hilbert séparables, U dense dans V' avec injection continue.

On identifie V' a son dual, alors si U’ désigne le dual de U, V' s’identifie a un sous espace
de U’ et 'on peut écrir U CV C U'.

Chaque espace étant dense dans le suivant avec injection continue.

On introduit I'espace W (0,T).

W(0,T) = {y / yelL*0,T,U), % e L*(0,T, U’)}. (1.7)

Qu’est un espace de Hilbert pour la norme :

N|=

2 2
Wlhwior = (Il320r0) + 1 122020 (18)

Ces élément vérifiant la propriété suivant :

Lemme 1.1 :

Soit y fonction y € W (0, T) est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure
nulle, est agale a une fonction continue de [0,7] — V.

En écrira en bref :

W(0,T) c C°(0,T,V).

ou CY (0,7, V) I'espace de fonctions continues sur [0, 7] & valeur dans V,

munit du norme de la convergence uniforme.

1.2 Introduction a la théorie du semi-groupes

1.2.1 Définitions

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe.

Définition 1.1 :

Un operateur linéaire non borné dans H est un application
A:DA)CH—H

définie sur un domaine D(A), (sous-espace vectoriel de H).

12
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Son image noté :
Im(A)={ye€ H,Jx € D(A),y = Ax}.
Définition 1.2 :
(A, D(A)) est dit fermé si son graph
G(A) ={(z,Az),z € D(A)}

est fermé dans la topologie produit de H x H.

Définition 1.3 :

L’ensemble résolvant de A est I’ensemble p(A) de A € C tels que AI — A soit inversible
et d'inverse borné.
Pour A € p(A), on not
Ry(A) = (M — AL,
Définition 1. 4 :

Soit :
A:DA) CU—YV

ou U etV sont deux espaces de Hilbert avec D(A) dense dans U.
L’opérateur adjoint A* de A est définit par:

D(A™) ={y € V,3ec = 0, [{y, Ay)y | < cllz]|,VzD(A)}.

<y7Ax>V = <A*y,l‘, >U ,VIE € D(A),\V/y € D(A*)

Définition 1.5 :

Soit A: D(A) Cc H — H,
A est dit auto-adjoint si :

D(A) = D(A*) et A = A*.

A est symétrique si :
(z, Ay) = (Ay,z), Yo,y € D(A).

13
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Définition 1.6 :
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire dans H.
On dit que :
1) A est dissipatif si :
(Az,z) <0,Vz € D(A). (1.9)

2) A est maximal si :
Im(I —A) =H. (1.10)

Lorsque A vérifie (1), on dit aussi souvent que —A est monotone ou coersif.

Théoreme 1 : [14]

(A, D(A)) est maximal dissipatif sur I’espace de Hilbert H.

On désigne L(H) les applicationes linéaires bornées de H dans H.
1) A est fermé.
2) A>0, (A — A)~" est bijectif de D(A) sur H et (\[ — A)~' € L(H)
avec
|(AL = A)~ <

>

s

3) D(A) est dense dans H.

1.2.2 Définitions et propriétés des semi-groupes agissant dans un

espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme z — ||z|| ;.
On désigne par L(H) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de H dans
lui meéme.
L(H) est un espace de Banach muni de la norme :
S|
IS = Sup [|Sz]|; = Sup=—==. (1.11)

2]l =1 220 ||l 5

14
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Définition d’un semi-group de classe C° :
Définition 1.1 :

Une famille {S (¢)},., d’éléments S () € L(H) pour ¢t > 0 forment un semi-groupe de
classe C%dans H.

(semi-groupe fortement continue dans H) si vérifie les conditions suivant :
1. S(t+s)=8(t)S(s) t,s>0.
2. S(0) = I identité dans L(H).
3. Lim |S(t)z — x|z =0 Vo € H.

t—o
Définition 1.2 :

La famille constitue un groupe de classe C° si 1 et 2 ont lieu avec s et t de signe

quelconque.
Premiéres propriétés des semi-groupes de classe C° :

Proposition 1 :

Soit {5 (t)}4~o un semi-groupe de classe C° sur H.
Alors :

1) t — ||S(t)|| est bornée sur tout intervalle compact [0, a].
2) Vz € X, la fonction : ¢ — S (t) x est continue (a valeur dans H ) sur R™.

3) Il existe des constantes réelles w et M telles que :
1S ()] < Mexput,

(noter que puisque S(0) = I alors nécessairement M > 1).

Preve :

1) Montrons que pour tout o € RT, il existe M, > 0 telle que :

IS ()] < Mo, Vtel0.al (1.12)

15
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En effet, si 'assertion était inexact,

il existerait une suite {¢,} t, — to telle que :

neN?

1S @)l = n.

Alors d’apres la théoreme de la borne uniforme de Banach-Steinhaus. Comme {5 (£,,) },cx
n’est pas bornée,
il existe au moins xg € H tel que la suite {[|S (t,) Zo|| 5}, oy D€ s0it pas bornée, ce qui

est en contraction avec la troisieme partie de la proposition 1.

2) Pour ¢t fixét>0,s>0etx € Hona:
15t + s)x = (@) zl| < S OIS (8) & — ]|
Donc :
Lim |[S(s)z —2f| =0,

implique

Lim ||S(t+ s)xz — S(t)z|| =0,
t—0*t

et la continuité a droite est prouvée.

Pour montrer la continuité a gauche, soit 0 < s < ¢, on a :
15t =s)x = SE)al| <[5 (E—=s)[[ |5 (s) x —zl] < Mo [[S (s) z — 2|

d’ou la continuité annoncée.

3) Dapres 1 [|S (¢)|| < M, Vt € [0,1], si maintenant ¢ et quelconque
de partie entier m, on a :
t=m+7,0<7<letS(t)=S(m)S(r)=I[S(1)]"S(7)
donc :
1SN < IS MI™ IS (P < My
M, < M expwt avec w = LogM,

Définissons a présent une catégorie de semi-groupe tres utile par la suite.

Définition 1.3 :

Si{S (t)},5, est un semi-groupe de classe C” dans H, alors 'opérateur adjoint {S* (t)},5,

est aussi un semi-groupe de classe C° dans H.

16
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Définition 1.4 :

Si IM > 0, tel que ||S(¢)|| < M pour tout ¢t > 0 le semi-groupe {S (t)},,, est dit

borné.

Définition 1.5 : «semi-groupe de contraction de classe C°»

Un semi-groupe {S (t)},5, de classe C° est appelé semi-groupe de contraction de classe
CYsilon a:
|S(t)]| <1 pour tout ¢ > 0. (1.13)

Définition 1.6 : «Type d’un semi-groupe»

Soit {S (¢)},5oun semi-groupe de classe C? dans H.
La borne inférieur @ de 'ensemble des w (avec w € R) tels qu'il existe un nombre M,
vérifiant :

IS (#)]] < M expwt ,t>0

est appelé «le type» d'un semi-groupe {S (t)},, -
On remarque que le type w du semi-groupe est indépendant du choix de la norme sur
H.

Proposition 2 : [6]
Soit un semi-groupe de classe C° et w son type, alors on a :
. . 1
i) = Lim_}Log|)S ()]
ii) (S (t)) = expwt

ou r (S (t)) désigne le rayon spectrale de 'opérateur S(t).

Définition 1.7 :

On appelle générateur infinitésimal d’'un semi-groupe {S (¢)},5, de classe C° Dans H,

lopérateur A défini par :

g — Lim 2T -2

Lim, - pour z € D (A) (1.14)

17
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ou D (A) est le domaine de définition, donné par :

D(A) = {x € H,si Lim W existe }

h—s0+t

Le générateur infinitésimal de {S* (t)},5, est (A*, D(A*)).

Théoréme 1 :

Soit {5 (t)}~, un semi-groupe de classe C° sur H de générateur infinitésimal A.
Alors :

i) D(A) est dense dans H.
ii) A est fermé.

iii) Vo € D(A), S(.) € C* (]0,+o00[; H)( C ([0, +o0[; D(A)) et on a :

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Az, Vt > 0.

Preuve :

i) D(A) est dense dans H.

Cela découle des remarques suivantes :

D’abord, pour tout x € H et tout t > 0,

1t+h
Limﬁ S(s)xds = S(t)x

h—0
t

qui est une conséquence immédiate de S (.)x € C ([0, +oo[; H) .

En suite, pour tout x € H et pour tout ¢ > 0,

t

y = /S (s)xzds € D(A).

0

En effet, par définition du générateur, il suffit de vérifier que :

1 :
;{’ﬁ%ﬁ [S(h)y —y] existe.

18
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Or
Sy _ 2 s<h>75<s>xds—]s<s>xds
1 ]s<h0+ ) d/s s

1 thw)xdszys)m

= - 75<s>xds / S (s) ads

1 t
Donc, d’apres la remarque précédente, }lein}]ES(h)y—y =S{t)z—zet [S(s)zds € D(A).
— 0
1t 1¢
On a donc aussi sz(s)mds € D(A) et comme z = Lim= [S(s)zds,
0

h—0 0

on déduit que D (A) = H.
Remarquer au passage, que l'on a établi la formule

t
AfS(s)zds =S (t)x —x, x € H, Vt>0
0

ii) A est fermé.
Soit (x,) C D(A) telle que :
Ty, — T
et

Ax, — .

Admettons momentanément la propriété

v € D(A) = S(t)z € D(A), ¥t > 0. (1.15)

Dans ce cas, on a :
t t
A/S(s)xds = /S(S)Axds =S({t)r—z, xe D(A)
0 0

pour tout = € D(A) et tout t > 0.

En particulier :

t
S(t)x, —x, = /S(S)Axnds.
0

19
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On en dédeuit par passage a la limite

t

St)e —x= /S(s)yds.

Et en utilisant (7) que :

Par conséquent :

Ax =y.

Pour finir, il sufffit de prouver (1.15).
Or

_S(h)S(t)r —St)x :
i - SWEmT

i11) Soit © € D(A) et posons

Par un calcul qui a déja été fait :

On a d’abord pour tout ¢t > 0

y(t+h) —y()

e e .
= S(t)Ax.

Et on sait que S (.) Az € C'([0. + o[, H).
Donc
y € C'(]0,+o0[; H).

Par ailleurs

ly@+h)—y@®lpay = lvE+h) —y@)|+[Ay(E+h) — Ay (1)]
= |S@)[S(h)x—z]|+|S(t)[S(h) Ax — Ax]|.

D’ou
%%\]y(t—i—h) =y ()llpay =0et y e C([0. +o00[; D(A)).

Il découle immédiatement que :

20
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Corollaire 1 :

Soit{S (t)},~, un semi-groupe de classe C° sur H de générateur infinitésimal (A, D(A)).
Alors :
Pour tout z € D (A) le systeme :

{ y = Ay.
y(0) ==,
A une unique solution y € C* (]0, +oo[; H) (N C ([0, +o0[; D(A))

donnée par :

On s’intéresse a présent a la réciproque du résultat précédent :

Etant donné un opérateur (A, D(A)),

et a quelles condition est - il générateur d’un semi-groupe de classe C° sur H ?

La réponse complete est donnée par le théoreme de ”Hille Yoshida” que nous énongons

sans démonstration.
Théoréme 2 : «HilleYoshida » [7]

Soit (A, D(A)) un opérateur sur H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. D(A) est dense dans H et il existe w € R, tel que pour tout A > w,

l'opérateur A\ — A est inversible (d’inverse borné) et que :
M
(ReX —w)™’

2. Alors (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe C° vérifiant :

|RY (A)] < VmeN, VA>uw.
Jw e R, AM > 1, [[S ()l ) < Mexpwt, Vi >0

Un résultat tres utilisé en pratique est le suivant :

Théoréme 3 : « Lumer-philips» [7]

Soit A un opérateur linéaire, les propositions suivantes sont équivalentes :
1) (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur H.
2) A est maximal dissipatif.

3) A* est maximal dissipatif.

21
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Théoréme 4 : «Cas auto-Adjoint» [6]

Soit (A, D(A)) un opérateur maximal dissipatif et symétrique sur un espace de Hilbert
H.
Alors :

1) A est auto-Adjoint.

2) Pour tout x € H, il existe une unique fonction

y € C ([0, +o0[; H) () C (10, +o0[; D(A)) (| C" (10, +o0[; H)

y' = Ay,
1.16
{ y(0) = x. (1.16)

solution de :

De plus
y € C* (]0,+o0[; D(A7)) ,Vj € N.

Noter ici que par définition :
D(A7) = {y € D (A1) ; Ay € D (A1)},

pour tout j > 2 avec D (A') = D (A)
1.2.3 Semi-groupes différentiables

On désigne par X un espace de Banach et {5 (t)},., une famille d’opérateurs linéaires

bornés dans X.
Définition 1 :
Un semi-groupe {S ()},5, de classe C° dans X est dit différentiable pour ¢ > t.
Si pour tout x € X, la fonction :
t— S(t)z

est différentiable pour t > t,.
Le semi-groupe {S (¢)},, est dit différentiable si t, = 0.
Notons si S(t)x est différentiale pour tout = € X et t > 0, alors D(A) = X et A est

nécessairement un opérateur borné d’aprés le théoreme du graphe fermé.
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Remarquons qu’un semi-groupe nul pour ¢t > t, est évidemment différentiable pour t > ¢,
ce qui montre que cette notion de différentiabilité pour ¢ > ¢, n’est pas fondamental.
Elle est utile simplement pour préparer 1’étude des semi-groupes différentiable pour ¢t > t,

qui, eux, sont fondamentaux.
Proposition 1 : [20]

Soit {S (t) },5, un semi-groupe de classe C° différentiable pour ¢ > t et A son générateur
infinitésimal, dans X.
Alors :
i) Pour t > to,
S(t): X — D(A)

et
S'(A)=AS(t): X = X

sont des opérateurs bornés.
ii) Pour t > ty, tS(t) est continu dans L(X).
iii) Pour ¢ > nty, t — S(t)x est n fois différentiable pour chaque x € X et

S () = A"S(t). (1.17)

De plus, pour t > (n + 1), t — S™(t) est continu dans L(X).

Corollaire 1 : Soit {S(t)},5, un semi-groupe de classe CY différentiable pour t > tg

dans X.
Sit> (n+1)alors t — S™(t) est différentiable au sens de L(X).

Corollaire 2 :  Soit {5 (t)},., un semi-groupe différentiable pour dans X,
alors t — S(t) indéfiniment différentiable dans L(X) pour ¢ > 0.

Proposition 2 : [20] Soit {S (f)},5, un semi-groupe différentiable A son générateur infi-
nitésimal dans X.
Alors :

s = [asch] = |

n
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Remarque 1 :  Un semi-groupe {5 (t)},5, est différentiable pour (¢ > 0) si et seulement
sl :

S(t)X C D(A),Vt >0

(ou encore si et seulement si AS(t) est un opérateur borné).
Si un semi-groupe {S ()}, est différentiable pour ¢ > ¢, alors :

pour tout x € X,

pour tout ¢ > tg
Il en résulte que S(t1)X C D(A).
Si A n’est pas un opérateur borné, S(t;) ne peut donc pas avoir d’inverse.

Le semi-groupe {S (t)},5, ne peut donc pas étre prolongé a un groupe.

1.2.4 Semi-groupes Holomorphes

Définition 1 :

Soit X un espace de Banach complex.
Soit A={z€ C;p; <argz < g, o1 <0< o}
Un famille {S(2)},., d’elément S(z) € L(X) forme une semi-groupe dans X holo-
morphes dans A,
si elle vérifie les conditions suivantes :
1) S(z1 + 22) = S(21)S(22) pour tout z1, 2o € A.
if)
S(0) =1 identité dans X. (1.18)
iii) limS(z)x = x pour tout z € X.
iv) L’a;);i)iéziﬁion z€ A*=A/{0} = S(z)x € X est holomorphe Vz € X.
Nous allons étudier la possibilité pour un semi-groupe de classe C°, {S(t)},.,
d’étre prolongeable en un semi-groupe holomorphe dans un angle
"secteur angulaire” du type A.

(contenant le demi-axe réel positif).
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Remarque 1 :

Comme la miltiplications par exp(wt) d'un semi-groupe {S(t)},., est sons effet sur la
possibilité.
Ou l'impossibilité d’éffectuer un tel prolongement, nous allons nous restrindre dans le

début de cette section au cas de semi-groupe {S(t)},., uniformément bornés i.e. vérifiant :
IS < M. (1.19)

Le résultat relatifs au cas générale des semi-groupes de classe C° se déduisent du classe

C° uniformément bornés.

Remarque 2 :

Pour un semi-groupe vérifiant :

[S@ <M

nous voyons que 'opérateur R(p) défini par :
RO)f = [S(0f expl-pt)i
0

vérifie I'égualité :
M
IR < 5

pour tout
A= R(p) > 0.

Cela entraine que dans le dommaine ) 5 (cv, B constantes positives quelconques, v et 5 > 0)

contenu dans le demi-plan complexe Re (p) > 0 défini par :

> ={w, A= 8ul,lpl > a, p=A+iu}.
a,f

Il existe une constante M; > 0 (dépendant de o, § et My > M) telle que :

M,
L+ |p|

[Re (p)| <
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=

En effet dans Zaﬁ, ona:A>m = «Q <1 + é)_ donc :

A 1 1)\2
—>1et = (\? D2 (1+4=) A=K\
—>let [p| = +u)_(+ﬁ2)

avec K et constante > 0,

donc :

et finalement :

AT 1+ pl m) = 1+|p|
Ainsi, & partir de I'inégalité ||Re (p)|| < &, on obtient I'inégalité (apparemment ) plus
M
forte || Re (p)|| < Tpen

restreignante le domaine de p, du demi-plan complexe Re(p) >0, a >, 5-
Nous allons voir qu’il y a des cas ou le domaine dans lequel R (p) vérifie une telle

inégalité peut étre étendu et contenir un demi-plan adroite {p € C; Re (p) = A > Ao} .

Théoreme 1 : [20]

Soit {S (t) }+>0 un semi-groupe de classe C°, uniformément bornés(i.e.vérifiant (1.19)),
A son générateur infinitésimal, dans X.
Les propriété suivantes sont équivalentes :

i)Sip=A+1ipu,

Lim_sup (|u| [[R (1 +ip)|]) < +oo (resp- sup (|l [[R(p)l]) < +OO> : (1.20)
|| —00 A>0, i €R

i) Si p(4) = {peC; (A—p])_lexiste}, il exite des constantes a, b > 0, M; >
0 (resp w, 0<w<§, M| > O) telles que :

p(A) D> ={piRe(p) >a—b[Im pl}

(resp p(A)D Z = {p, larg p| < g—i-w}) : (1.21)

et pour p € > (resp 207&)) :
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M M
R(p)|l < ! (resp R(p)|l < —1> 1.22
17 ()l T+ 7] 17 ()l ™ (1.22)
i1i) {S (1)} est différentiable pour t > 0 et
th% supt ||AS (b)| < +oo. (1.23)

vi){S (t)} est prolongeble en un semi-groupe holomorph dans un angle A contenant le
demi-axe réel positif,

et {S(t)} est uniformément borné d’un bas un (sous ) angle du méme type.
Théoreme 2 : [7]

Soit {S (t) }+>0 un semi-groupe différentiable (pour ¢ > 0). Si :

tLiﬂg supt ||[AS ()| < exp (—1).

Alors A est borné, et par coséquent {S (¢)} peut étre étendu en un (semi)-groupe holo-

morph dans le plan complexe tout entier.

Théoréme 3 : [7]

Soit A un opérateur fermé, de domaine dense dans un espace de Banach X.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i)EIaGR,wavecng<%(resp0<w<%),M>Otelleque:

T M
p(A)2 Y ={reClaglp-als g+ lIRE < 0 e Y, (120

i1) A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S (t)}:+ > différentiable

pour ¢t > 0, vérifiant (1.23)

Exemple :Le Laplacien dans R"
On considere
X ={uue > R"),Aue L*(R")}. (1.25)
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On a que A ainsi défini est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction.
On ala:

Proposition 1 : [20] L’opérateur A de domaine défini par (1.25) est le générateue infi-

nitésimale d’un semi-groupe holomorph, dans L? (R").

Proposition 2 : [20]

Soit A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert complexe X, et tel que
l'opérateur (—A) est borné inférieurement.

Alors le semi-groupe {S (t)}; >0 engendré par A s’étend en un semi-groupe holomorph
{S (t)} dans le demi plan Rez > 0

tel que, en désigne par {S (t)}; er le groupe unitaire engendré par iA,

on ait pour tout £ € R :

LimS (z) f = So (t) f,Vf € X.
Théoreme 4 : [9]

Soit A un opérateur fermé de domaine dense dans un espace de Banach complexe X, et
tel que (—A) vérifie la condition (1.24)

avec a = 0.

Alors le semi-groupe {S (¢)}; >¢ de générateur infinitésimal (—A) vérifie:

1) S(t): X — D (A*) = (ImA~®) pour tout t > 0 et tout a > 0.

2) pour tout = € D (A%)on a :

S(t) A% = A*S (t)xz, a0 € R.
3) pour tout ¢ > 0 l'opérateur A*S (t) est borné et
|A“S (1)|| < Cot™exp (—0t) , a0 > 0.
4) pour a € ]0,1] et z € D (A%) on a :

15 (@) 2 —zlx < Cat™ [[A%] x .
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1.2.5 semi-groupes compact

Définition et premieres propriétés

Définition 1 :

Un semi-groupe {5 (¢)}; >0 de classe C° dans X un espace de Banach,
est dit compact pour tout ¢ > tg, si :
S (t) est un opérateur compact dans X.

Le semi-groupe {S (t) }+ >0 est dit compact si S (t) est compact pour tout ¢ > 0.

Remarque 1 :

Si S (t) est compact pour ¢t > 0, alors en particulier I'identité I est un opérateur compact

et X est nécessairement de dimention finie.
Proposition 1 : [20]

Soit {5 (t)}+>0 un semi-groupe de classe C°, dans X.
Si pour ty > 0 lopérateur S (to) est compact, alors S (¢) est compact pour t > t.

Théoréme 1 : [20]

Soit {S (¢)}+ >0 un semi-groupe de classe C°, dans X.
Si {S (t)} est compact pour ¢t >ty > 0, alors ¢ — S (t) est continue dans L (X) pour
t > tg.

Caractérisation des semi-groupe compacts

Rappelons qu’il est d'usage de noter R (A, A) 'opérateur résolvant de A

qui est défini par :

RMA) = (—A+ M) = /exp(—)\t) S (t) dt.

pour A € p(A).
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Théoréeme 2 : [7]

Soit {S (¢)} un semi-groupe de classe C?, et A son générateur infinitésimal.

Une condition nécessaire et suffisante pour que {S (t)} soit compact est que 'on ait :

i)t — S (t) continue dans L (X).
ot (1.26)
i1)R (A, A) compact pour tout A € p(A).

Corollaire 1 :

Soit {S (t)} un semi-groupe de classe C°; A son générateur infinitésimal.
Si R (A, A) est compact pour un A € p(A) et sit — S (t) est continue dans L (X) pour
t > to, alors {S (t)} est compact pour t > ¢,

Corolaire 2 :

Soit {S (¢)} un semi-groupe de classe C° tel que son générateur infinitésimal A soit
borné.

Alors {S (t)} est compact si et seulement si R (A, A) est compact pour tout p € p(A).

Remarque 2 :

La caractérisation des semi-groupes compacts donnée n’est pas satisfaisante en ce sens
qu’elle ne caractérise pas un semi-groupe compact en termes des propriétés de son générateur
infinitésimal A.

La raison de ceci est que I’on connait pas de conditions nécessaires et suffisantes ne faisant
intervenir que les propriétés de A ou de R (A, A), qui assurent la continuité de t — S ()
dans L (X) pour ¢t > 0 (la théoreme de Hille Yoshida n’assure que la continuité de la fonction
t— S(t)reX).

Une condition nécessaire pour que t — S (t) soit continue dans L (X)) pour ¢ > 0 est le

théoréme suivant :
Théoreme 3 : [7]

Soit {S (¢)} un semi-groupe de classe CY et A son générateur infinitésimal.
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Si t — S (t) est continue dans L (X) pour ¢ > 0, alors il existe une fonction continue
et croissant :

U : [0, 00[ — [0, 00],

telle que :

{prp=XA+iplpl =V (A)} Cp(4), (1.27)

et

‘ ‘Lz‘m IR (p, A)|| = 0 pour tout réel A(p=A+1 pu). (1.28)
H|——+00

Proposition 2 : [7]

Soit {S (¢)} un semi-groupe de classe C° et A son générateur infinitésimal.

Pour tout couple «, 3, —0o < a < 3 < 400, I'intersection de la bande
{p=A+iua< <3}

avec le spectre 0 (A) de A contient au plus un nombre fini de valeurs propres de A.

Equations d’évolution

1 Données :

Soient V' et H des espaces de Hilbert, V' est le dual de V', H' identifié & H et donc :
VcHCcCV
On consider la famille des formes bilinéaires continues sur V :

0, — a(t;p, )

pour chaque t € ]0,77.

Relativement a cette famille on suppose :

Vo, € V,la fonction ¢ — a (t;p, 1) est mesurable sur |0, 7et

la (t;0,9)] < cllel 1] (1.29)

31



Rappels et définitions

et

Il existe A tel que : a(t;0,90) + Mo|> > alle||*,a > 0,Yo € V,t €]0,T]. (1.30)

Pour chaque ¢, on peut écrire :

{ a(t;0,9) = (A(t) ,0),

Atyp eV (1:31)

la parenthese désignant le produit scalaire V' "et V.
On introduit Pespace L? (0,T; V') des fonctions ¢ — f (¢) de |0, T[ — V, mesurables
et telle que :

2

/ 102t < ool

On définit de méme L? (0, T;V ') et note :

A(t) € £(L*(0,T;V); L*(0,T;V")). (1.32)

ie. :Si felL*(0,T;V), A(t) f est la fonction A (t)t — f(t) € V'
dont on vérifie qu’elle est mesurable et qui satisfait a :
A @) f Dl < cllf @O, (daprés(1.29)) d'ou (1.32).

Sife L2(0,T;V), on peut définir sa dérivée % de la facon suivante, on définit d’abord :

D (0. 7[:V) = £(D (0,T[;V)) (1.33)
espace des distributions sur |0, T & valeurs dans V' ; donc si f € D' (]0,T[; V), pour tout
v € D(]0,T]), f(p) €V est continue de D (]0,T[) — V.
On écrira (en notant les distributions comme des fonctions )

f (o) = / F () (t)dt (1.34)

intégrale généralisée a valeurs dans V.

On définit la dérivée % par :

d d
e — T =-1(%)

ce qui définit bien une application linéaire continue de D (]0,7[) — V.
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Donc :
df / _
o e D'(]0,T[;V).
On dit que :
fn — [ dans D'(]0,T[;V).
Si
fa (@) — f(¥), Yo € D(]0,T]).
Alors :
df,, d ,
% _>d_~’; dans D' (0,T[: V).

Si f e L*(0,T),on définit f (o) par (1.34) (intégrale de Lebesgue usuelle & valeurs dans V)
et ¢ — f () est continue de D (]0,7T[) — V.

On définit donc ainsi f € D’ (J0,T[; V) et une application linéaire f — f de L2 (0,T;V) —
D'(J0,T[;V)

qui est continue et biunivoque ; on identifie donc f a fetlona:

L*(0,7;V)c D'(]0,T[; V). (1.35)

Alors pour f € L?(0,7;V) on peut donc définir

d f / _
ﬂ €D (]O,T[,V)
On introduit alors :
d ,
W(0,t) = {f:feLQ(O,t,V),d—{ € L2 (O,T;V)}. (1.36)
Muni de la norme
r L\
o = | [ 15 @R+ [|5] ) - (1.37)
V/
0 0

Théoréme 1 : [9]
Tout fonction f € W (0,T) est, apres modification éventuelle sur un ensemble de

mesure nulle, continue de |0,7] — H

On écrira en breuv :

33



Rappels et définitions

W (0,T) c C°(]0,T[; H) espace des fonctions continues de ]0,7[ — H  (1.38)

Probleme d’évolution :
On considere le probleme d’évolution :

Trouver y € W (0,7 telle que :

d
A(t)y+=] = f. f domné dans L*(0,T5V "), (1.39)
et
y (0) = yo, yo donné dans H. (1.40)

Théoréme 2 : [9]

Si 'on suppose que (1.29) (1.30) ont lieu, le probleme (1.39) (1.40) admet une solution
unique dans W (0, 7))

Quelque exemples :  Les notations seront les suivantes :
Q=Qx]0,T[, € ouvert de R" (1.41)
> =1x]0,T]
I' : frontiere de (2,
> : frontiere latérale de Q.
Exemple 1 :  Soient q; ; des fonctions données dans () avec :
a;; € L*(Q),
n 9 9 (1.42)
Yoa; ()68 > a(&G+...+&),a>0,& € R p.pdans Q
ij=1
Pour p,v € H' () on pose :
- D O
t: = () 222 d, 1.43
a(t:.) /Z( ) o s (1.43)
0 bI=

Prenons V = H; (Q)
On est dans les conditions d’application du théoréme qui donne : existe y € W (0,7)

unique vérifiant
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At)y + % =f dans Q ouA(t)y = —Z 6% (aij (z,t) g—i) , (1.44)
avec Ve
y (2,0) = yo (v) dans Q. (1.45)
La condition<<y € W (0,7T")>> signifie :
yel? (O,T;V),% € L*(0,T;V").

Mais si y € L2 (0, T; V') et satisfait a (1.44) alors % est dans L? (0,T;V").
On peut donc garder seulement dans I’énoncé la condition <<y € L? (0,T;V)>>

ou encore :

{ v, gL € L*(Q), (1.46)

y=0sur > .
En résumé :
Sous I'hypothese (1.42) il existe y unique satisfaisant a(1.44) (1.45) (1.46) lorsque f est
donné L?(0,T; V') et yo est donné L? ().

Exemple 2 :  Méme notations que dans '’exemple précédent mais avec V = H* ().
Pour ne pas commettre d’erreur dans I'interprétation de V’, il est alors préférable de

remplacer (1.39) par la forme équivalente :

(5rv0.0) +attv® 0 =00 wev (147

Prenons :

f = f(z,t) donnée dans L*(Q), (1.48)

et en définissons

U@%Wz/f@ﬁwmmmweV

On obtient ainsi en particulier un élément de L? (0,T; V") et (1.47) s’interpréete alors

ainsi formellement

% +A(t)y=[f dans Q, (1.49)

9y =0 sur Z, (1.50)

aUA
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y(z,0) =yo(x) sur Q. (1.51)

Remarque :  Les probleme (1.44) (1.45) (1.46) et (1.49) (1.50) (1.51) sont des problemes
mixtes (au sens de J. Hadamard)

L’opérateur % + A(t) est un opérateur parabolique du deuxieme ordre. On doit se
donner, pour définir un probléme aux limites bien posé :

(i) La codition initiale (1.45) ou (1.51).

(#7) Une condition aux limites sur la frontiere latérale 3 ; dans (1.50) c’est une condition
de Dirichlet et c¢’est une condition de Neumann dans (1.50) ; il y a évidamment de nombreuses

autres possibilités.
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Chapitre 2

La controlabilité en dimension infinie

2.1 Systemes considérés

Soit € un ouvert de R" (n=1, 2, 3,.pour les applications) de frontier I" réguliére, et

soit T'> 0 considérons le systéme donné de facon formelle par :

{ au(t) = Ay(t) + Bu(t) 0<t<T, (2.1)

y(0) = vo.

ou A génerateur d'un semi-groupe fortement continue {5 (¢)},., sur 'espace d’etat

X=12(Q),Be £(UX),

avec U est un espace de Hilbert séparable (espace de controle) et u € L? (0,T;U) .

L’opérateur A fournit la dynamique du systeme tandis que 'opérateur B nous

renseigne sur la nature des actionneurs qui existent le systeme ainsi que sur leur

localisation.

Si A est auto-adjoint a résolvante compact alors le systeme (2.1) admet une solution
faible unique sera notée

Yy, () continue sur [0, 7] et donnée par :

t

yu(t)=S(t)yo+/5(t—s)Bu(s)ds.

Le probleme de la controlabilité consiste a trouver un contorle v € L? (0, T;U)

permet de transférer 1’état yo vers un état désiré choisi a priori yg4.
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2.1.1 Controlabilité exacte, faible et régionale

Définition 2.1 :

Le systeme (2.1) est dit controlable dans X sur [0;77] si :
Vys € X Jue L?(0,T;U)

tel que :
Yu (T) = ya-

Proposition 2.1 : ( Controlabilité exacte)[19]
Le systeme(2.1) est exactement controlable dans X sur [0; 77 si et seulement si :

Fy € Rtelque [|y*[|x. . < v[IB*S™ () y* || 20,001y YY" € X.

Pour montrer cette proposition on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1 : [4]

Soient V, W, Z des espaces de Banach réflixifs, et F' € £(V,Z),G (W, Z) alors on a
I’equivalence entre
1) ImF C ImG.
2) 3y > 0 tel que ||[F*2*||y. < 7| G* 2|y , V2~ € Z7.

2.1.2 Controlabilité faible
Définition 2.2 :

Le systeme (2.1) est dit faiblement controlable dans X sur [0,77] si :
Vya € X Ve > 0,3 u € L*(0,T;U)

tel que :
9 (T) = yall x <e.
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Soit I'opérateur H défini par :

H : L[*(0,T;U) — X,
T

U — Hu:/S(T—s)Bu(s)ds.
0

On a donc :
yu (T) = S (T) yo + Hu.

Proposition 2.2 : [11]

Les propriétés suivant sont équivalentes :
Le systeme (2.1)est faiblement controlable.
1) ImH = X
2) Ker H* = KerHH* = {0}

3) Si le semi-groupe {S (t)},5, est analytique on a :

U Im (A"S(s)B) = XVs €]0,T].

n €N

Remarque 2.1 :

Pour les systemes localiés les concepts d’exacte et faible controlabilité, sont identiques.
Définition 2.3 :

Soit : G C X un ensemble non vide convexe et fermé.
On dit que le systeme (2.1) est exactement controlable d’une maniere élargie dans G sur
[0; T si :
Ju e L?(0,T;U),

tel que :
v, (T) € G,

et on a controlabilité faiblement élargie dans G sur [0; 7] si :
Ve>03ue L?(0,T;U)Iy € G

tel que :
lyo (T) —yllx <e.
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2.1.3 Notion de ’actionneur

les actionneurs peuvent étre de natur, de forme et de conceptions divers, ces divers

types d’actionneurs peuvent étre localisés a l'intérieur du domaine €2 ou sur sa frontiere I'.

Définition 3.1 :

Soit D un partie non vide, fermée de Q et g € L* (D),
on appelle actioneur zon le couple (D, g) ou :
1- D représente le support de ’actionneur.
2- g représente la reparation spetiale.
Pour I'actionneur ponctuel ou frontiere la définition reste la méme.
Nous palerons : Actionneur zone frontiere (I'y, g) ou I'y € T et g € L? (T'y)

actionneur ponctuel (b, Sp) ou b€ QoubeT.

Définition 3.2 :

On dit que (D, g) ou (b, Sy) est stratégique si le systeme qu’il excite est faiblement
contolable.
Dans le cas de plusieure actionneurs (D, g;)1<i<p ou (b;, S, ).
On dira que la suite des actionneurs est stratégique si :

Le systeme qu’ils excitent est faiblement controlable.

2.1.4 Controlabilité régionale

Soit w sous-domaine de © non vid et y; € y, (T') |, -
Le probleme de la controllabilité régionale consiste a savoir s’il on peut trouver un
controle u € L? (0, T;U) premettant
d’amener le systeme (2.1) de yg & y, sur la région w.

L’etat residuel sur Q2 /w est sans importance.

Définitions et propriétés :

Définition 4.1 :

Le systeme (2.1) est dit exactement (resp. faiblement ) régionalement contrélable sur

w sl :
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pour tout

Ya € L2 (w)v

il existe un controle u € L* (0, T;u) tel que :

Yu (T> = Yd,

sur w (Vydﬁs > 0,3u. € L*(0,T;u), tel que ||y, (T) . Yl 2 < 5>
ou y, (T') |,désine la restriction de v, (T') sur w.

Le systeme sera aussi dit w-exactement (w-faiblement) controlable.
Remrques :

Les définitions ci-dessus signifient que 1’on ne s’intéresse qu’a 1’état atteint sur la région

Le controle u dépend de la variable de temps et la région w.
Pour I'étude de la controlabilité régionale exacte et faible, sans perte de généralité on
peut supposer que y = 0
Soit x,, : L?(Q) — L? (w) définie par xoy =¥ |
L’adjoint de x,, est x* : L? (w) — L? ().

. B y(x) T Ew,
(Xw)(y)—{ 0 e Q.

Proposition 4.1 : [19]
Le systeme (2.1) w-exactement ( resp faiblement ) controlable si et seulement si :
Imx,H + L? (w) (vesp.Imy,H = L* (2)).
proposition 4.2 : [19]
1) Le systéeme (2.1) w-exactement controlable si et seulement si :

Kery, + ImH = L*(Q). (2.2)

2)Le systeme (2.1) est w-faiblement controlable si et seulement si :

Kery, +ImH = L*(Q). (2.3)
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Remarque :

On peut trouver des systemes qui sont régionalement controlable mais qui ne sont pas

controlable sur tout le domaine, ceci est illustré par le contre-exemple suivant :

Contre-exemple : Soit le systeme :
% (I’,t) = 80_5322 (l’, t) + X[a,b]u (t) sur ]07 1[]07 1[7
y(z,0) =0 sur]0,1], (2.4)
y(0,t) =y (1,t) =0 sur]0,7T].

Corollaire 4.1 :

Le systeme (2.4) n’est pas controlable sur €2 = ]0; 1] mais il peut étre controlable sur

une région [a, 3] pour «, # convonablement choisis.

2.1.5 Controlablilité régionale et actionneurs

Dans cette section on fait apparaitre le lien entre la Controlablilité régionale et la
structure d’actionneurs.
Soit (D, g) I'actionneur de support D et de réparation spetiale g, qui exciter le systéme

(2.1).
Définition 4.2 :

On dit que l'actionneur (D, g) est régionalement stratégique sur w (w-stratégique)
si le systeme qu’il “excité est w-faiblement controlable.

On considéré que 'on a une suite (D;, g;), _ pd’actionneurs excittent un systeme, avec

D;, fermée et bornée et
DiD; = 0,Vi # j,
ou
D; C Q,dans le cas interne
D; = {b;} dans le cas ponctuel interne ou frontiére
D; =T, =T au cas zone frontiére

gi € L*(D;)cas ponctuel

g; = Op,cas zone
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Définition 4.3 :

La suite d’actionneurs (D;, g;); _, , est dit w-stratégique si le systeme qu’ils existent est
w-faiblement controlable.

On suppose qu’il existent un systeme complet de fonctions propres
((pl,j)z = 17 OO,j = 17 ri.

de L? (w) telles que ¢; ; € L*(Q) et \; les valeures propres associées de multiplicité r;.
Et supposons aussi que sup r; = r < 00.

Sous ces hypotheses nous avons :

Théoréme 4.1 : [4]

Le systeme est régionalement faiblement controlable si et seulement si :

Dp>r.
2) Rang G, =1, ,Vn=1,00
ou :
Gn:(Gn)ij 1<i<p ,1<i<r,
avec :

(Gn)i,j =

{ (On.js Gi) p, cas zone interne ou frontiére,

©n; (bi) cas ponctuel interne ou frontiére.

Remarque :

De ce théoreme le nombre d’actionneurs est au moins égale a :
r = supry,
n

pour que le systeme soit controlable sur une régione w.
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Chapitre 3

Observabilité, Stabilisabilité,

Détectabilité et capteurs

Nous considérons le systeme décrit par I’équation

{%:AZ—I—BU O<t<T. (S)

2(0) =0,

Ou A engendre un semi-groupe fortement continu {S(t)}, ., et B est linéaire borné de

I’espace de controle U dans 'espace d’etat H.

3.1 Notion de capteur

Pour tout systeme, on se donne, généralement, les moyens de superviser son évolution.
L’intermédiaire physique qui permet de recueillir des informations sur le systéeme et son
évolution est le ”capteur”.

Comme pour les actionneurs, on peut envisager divers types des capteurs.

Ainsi, si ) représente la configuration géométrique du systeme modélisé par (.5), des
informations peuvent étre recueillies :

¢ Dans des zones D; C 2 ou D; C 0f),

¢ en des poits z" € Q@ ou 2" € 09,

¢ suivant des lines L; C 2, ou L; C 0f2.

Le premier cas correspond a une lecture directe sur une partie D; du domaine (2.

Le deuxieme cas représenter, par exemple, le cas d’une information fournie par un
thermo-couple.

Enfin, le dernier cas est celui, par exemple, d'une lecture par miroir pivotant.
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Mais, le plus souvent, les capteurs sont de type ponctuel.
Dans le cas des capteurs zones, nous supposons évidemment, dans ce qui suit, que le

support D; du capteur est d’intérieur non vid.

Definition 1 :

Soit D; fermé C Q, et f; € L*(D;).
On appelle capteur zone le couple (D;,f;) ou :
-D; représente le support du capteur.

- f; définit la répartition spatiale de I'information sur D;.

Definition 2 :

Soit zj" € €, on appelle capteur ponctuel le couple (27", d,m ). out ,m est la masse de
Dirac au poit zj".
Les capteurs ponctuels correspondent souvent dans les systemes de diffusion a des ther-

mocouples.

Remarque 1 :

Dans le cas d’informations recueillies sur la frontiere 02 de €2, les définitions sont
identiques avec f; € L*(F;) ou F; C 99 pour le cas zone, et z7* € 9 pour le cas ponctuel
frontiere.

Fonction de sortie :

Supposons que, sur le systéme (.5), nous recueillons des mesures pendant l'intervalle de
temps [0.7;,] par l'intermédiaire de q capteurs (D;,fi)1 <i < ¢-

La fonction de sortie est :
y(t) =Cz(t), 0 <t <T, (E)

avec les hypotheses :
C € L(H,R?) (dans le cas non borné, il faut supposer que D(C') est contenu dans H et

qu’il est invariant par le semi-group {S(t)}, 5)-

y € L2(0,T; RY)
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y est une fonction vectorielle définie sur [0.7,,] par :

yi (1) (fL2(6) 12y,

yq(t)

L (far Z(t)>L2(D a)-

Si A possede un systeme orthonormé complet de fonctions propres (®,,), alors on a :

2(t) =) za(t) P,

et donc y (t) est un vecteur de dimension ¢ dont la composante d’indice i est donnée

par :

yi (1) = Zzn () (fis Pn) 12y

n
pour 2 =1,...,q.

Dans le cas ou les capteurs sont de type ponctuel, nous avons :

] | Do)

doza(t) P, (Jc?)

n

Yq (t)

3.2 Notion d’observabilité :

L’état d’un systeme distribué ne peut pas étre directement mesuré d’un poit de vue
physique. Le probleme qui se pose alors est celui de la reconstruction d’un tel état a partir
des mesures effectuées sur le systeme pendant un intervalle de temps donné : c¢’est le probleme
de l'observabilité.

Mais, connaissant la dinamique du systeme et la fonction de commande, il suffit de
pouvoir reconstruire 1’état initial z(0).

Par ailleurs, les systemes considéré étant linéaires, la solution du systeme s’obtient en
ajoutant au régime libre avec z (0) # 0 (a déterminer), le régime forcé correspondant a une

entrée v et un état initial nul.
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Nous pouvons donc supposer, pour résoudre le probleme de ’observabilité, que le systeme
est autonome.

La connaissance de I’état initial est nécessaire pour démarrer tout algorithme de controle
sur le systeme. Habituellement, on laisse le systeme en évolution libre pendant un certain
intervalle de temps [0.7},,] pendant le quel on effectue des messures par U'intermédiaire des
capteurs.

Ensuite, on utilise ces mesures pour la reconstruction de I’état initial.

La longueur de U'intervalle [7},,, T'c| est fonction du volume des calculs a effectuer et des
moyens dont on dispose pour le faire.

Donc, pour un systeme donné, on peut supposer que (T'c — T,,) est fixé.

Mais alors comment localliser I'intervalle [T,,, T¢| dans [0.77].

Toutes les simulations effectuées sur divers types des systemes montrent, de facon atten-
due, que :

- La précision sur ’état initial estimé z(0) croit avec Tp,.

-L’énergie dépensée sur I'intervalle de commande [T'c, T est une fonction décroissant de
T-T..

Supposons donc que ¢ capteurs fournissent des informations sur le systéme (.5), supposé
autonome, pendant l'intervalle de mesure [0.7,,].

Nous avons :

y(t) = Cs(t)2(0) = K (t)=(1). (3.3)

Le probleme de I'observabilité revient donc a celui de I'éxistence d'un opérateur :
G:Y—H

tel que :

L’équation (3.3) fait apparaitre 'opérateur K.
K:H—L*(0,T,,;0)=Y,
K est linéaire borné, et il est facille de voir que :
K*: L*(0,T,,;0") — X',

est donné par :

47



Observabilité, Stabilisabilité,Détectabilité et capteurs

Tm
Kz = /S* (t) C*z (t) dt. (3.4)
0
Comme pour la controlabilité, la différence avec le cas des systemes localisés vient du

fait que, sous certaines condition, nous ne pourrons pas observer n’importe quel état initial
Zo , mais observer des états aussi proches de z, qu’on le souhaite.

Introduisons alors les définitions suivantes :
Définition 3 : Exacte observabilité

Le systeme (S) augmenté de 1'équation de sortie (E) est dit exactement observable sur
[0.7,,] si :
H C Im (K*) .(3.5)

Définition 4 : Faible observabilité :
Le systeme (S) augmenté de I’équation de sortie (E) est dit faiblement observable sur

[0.7,,] si :

Ker(K) = {0}. (3.6)

Remarque 2 :

On peut également parler d’éxacte observabilité dans 1'éspace H C Hj,

quand H7 C Im (K*)

dans la suite, nous parlerons indifferemment de systeme (.S) observable ou bien paire (A4, C

) observable.

Propriete 1 : caratérisation de ’exacte observabilité.

Le systeme (S) augmenté de I’équation de sortie () est exactement observable sur [0.7,,]

si et selement si :

Sy > Otelque : |20 Il <7 1520 20,00 (3.7)

pour tout zg dans H.
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Propriete 2 : caratérisation de la faible observabilité.

Il y équivalence entre :

(a). (9), (F) faiblement observable.
(b). Im(K*) = Im(K*K) = H.

(c). OS%J<TIm(S (t)C*) = X

En fait, nous avons un résultat de caractirisation identique a celui de la propriété :

Propriete 3 : Reconstruction de I’état initial.

Le systeme (S) augmenté de 1'équation de sortie (F) est exactement (respectivement
faiblement ) observable sur [0.7,] si et seulement si 'opérateure N (N = K*K) est défini

positif (respectivement positif).

3.2.1 Capteurs strategiques :

Comme pour la notion de controlabilité, nous allons voir que ’observabilité d'un systeme
peut étre affectée par le choix des capteurs ( nombre, localisation, répartition spatiale).

Considérons toujour le systeme (5) :

%:Az+Bu 0<t<T,
2(0) = 0.

augmenté de ’équation de sortie (F) :

y(t) = Cz(t),0 <t < Tp,. (E)

ou les diver parametres vérifient les méme hypotheses qu’au paragraphe précédent.
Et soit :
Q2 le domaine géométrique du systeme modélisé par (.5).
D une partie fermée de Q ot 99 sa frontiere, et f € L*(D).
[0, T},,] un intervalle de mesure.
Supposons que les mesures sont faites par U'intermédiaire du seul capteur (D, f).
Ainsi, d’apres (1.2) :
y(t) = {f, 2(t) 12(p),

et si un systeme orthonomé complet de fonctions propres pour A, nous avons :
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y(t) = 2a () 8 o)

n

Définition 5 :Capteur stratégique

Nous dirons que le capteur (D, f) est stratégique si le systéme (.S) augmenté de I’équation

de sortie (E) correspondante est faiblement observable sur [0.7,,] .

Remarqe :

La définition est la méme dans le cas de capteur ponctuel, avec D réduit au point =™
et f = 0um.

Dans le cas ¢ capteurs, nous dirons que :

La suite de capteurs (D, fi)1<i<, est stratigique si le systeme (.S) augmenté de I’équation
de sortie (E) correspondante est faiblement observable sur [0.75,,].

Pour les systemes a parametres répartis, la notion d ’exacte observabilité est,

en général, trop forte.

C’est, pourquoi nous avons adopté celle de faible observabilité pour la définition des

capteurs stratégique.

3.3 Stabilisabilité et détectabilité

3.3.1 Notions de stabilisabilité et de détectabilité

Une des considérations les importans dans ’analyse et le controle des systemes est celle
de la stabilisabilité.

Considérons le systeme (95) :

0z
—=A B 0<t<T
En Z+ Dbu <t <1, ()

2(0) = 0.

ou A vérifie 'hypothese (H3), A est auto-adjoint, a résolvant compacte et engendre un

semi-groupe fortement continu {S(t)}, 5, sur H.
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Definition 1 : Semi-groupe exponentiellement stable.

Le semi-groupe {S(t)},5, est dit exponentiellement stable s’il existe deux constantes

positives M et w telles que :

IS < Mexp(—wt) > 0. (3.8)

Notans que si {S(t)}, -, est un semi-groupe exponentiellement stable alors, pour tout

Zy dans H, la solution du systeme autonome :

o = AZ (3.9)
Z(0) = Z. '

Vérifie :
1Z@)| = [IS() Zol| < M exp(—wt) || Zo]| -

3.3.2 Stabilisabilité

Définition 2 : Stabilisabilité.

Le systeme (5) est stabilisable (ou la paire (A, B) est stabilisable) s’il existe un control

en contre réaction :

u=—FZ7 (3.10)

tel que (A — BF') engendre un semi-groupe {S(t)}, -, exponentiellement stable.
Remarque 1 :

Le controle défini en (3.3) est un controle en retour d’état, et sa mise en oevre nécessite la
connaissance de I’état du systeme pour t > 0. Ceci est peu vraisemblable d’autant plus que
I’estimation de I’état par utilisation des informations fournies par les capteurs nécessite, pour
de tel systeme, beaucoup de temps pendant lequel le systeme peut subir des perturbation.

Dans la théorie des systemes linéaires de dimension finie nous savons qu’il y a une certaine
équivalence entre la controlabilité et la stabilisabilité .

En dimension infinie, pour les systemes de nature distribuée, la situation est beaucoup

plus complexe.
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Toute fois, on démontre que si I'on peut atteindre ’état nul, dans I'espace d’état H a
instant T, par un certain controle v € L*(0,T; U) alors il est toujours possible de stabiliser
le systeme.

Rappelons que I'état {0} peut étre atteint si :

{0} C Im(H). (3.11)

ou H: L*(0,T;U) — H est défini par :

Hu:/S(T—T)Bu(T)dT,

et (3.4) est equivalent & proprité (1.1)
v > 0 tel que
1875 () Z 20,00 2 v 157 (T) 27| (3.12)

pour tout Z* € H'
Pour les systemes paraboliques, en général, la condition (3.5) est beaucoup moins res-
trictive que celle de 'éxacte controlabilité.

Voyons maintenant une caractérisation de stabilisabilité via la structur des actionneurs.

Stabilisabilité et actionneurs

Les notations sont celles utilisées précédemment :

(®,, ;) désine la base de fonctions propres de A et (\,) les valeurs propres associées, A,
étant de multiplicité r,,.

Nous avons une caractérisation de la stabilisabilité par le choix des actionneurs, compa-
rable au résultat de la proposition (1.2) concernant la controlabilité.

La différence réside dans le fait que I'on ne s’intéresse qu’a la partie du systeme corres-

pondant au spectre de A a partie réelle positive.

Proposition : [2]

Supposons que le systeme (5) est existé par p actionneurs zones (£2;, ¢;)1<i<p €t que le
spectre de A compt J valeurs propres non négatives. Alors le systeme (5) est stabilisable si

et seulement si :

iyp> sup (ry).

1<n<J
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it) rg(Gy) = r, pour tout n = 1,2, ..., J
ot (Grn)ij = (i Pnj) 1o @y aveci=1..petj=1 . r,.

3.4 Détectabilité

La détectabilité est, en quelque sorte, la notion duale de celle de la stabilisabilité.

Considérons le systeme (S) :

%:Az—i-Bu 0 < t<T,
z(0) = 0.

augmenté de I’équation de sortie (F) :
y(t) = Cz(t), 0<t < T, ((E))

Nous supposons toujours que les divers parametres vérifient les hypotheses (Hy) (Hs) (Hs) .

Introduisons la définition suivante :

3.4.1 Définition : Détectabilité.

Le systeme (S) augmenté de 'équation de sortie (E) est dit détectable

(ou la paire (A, C) est détectable s’il éxiste un opérateur :
K:0—H

tel que (A — KC) engendre un semi-groupe {S(t)}, -, exponentiellement stable.

Il ne peut pas paraitre clair que la notion de détectabilité est importante pour un systeme.

La motivation essentielle de cette notion tient au fait que, pour un systeme détectable,
il est possible de construire un estimateur asymptotique de 1’état.

En effet, si on considere le systeme :

{%:Aw+Bu + K (y — Cw) 0<t<T, (31

w(0) = 0.

alors 'erreur e = 2z — w satisfait :

g = (A—KCQ)e,
w (0) = 0.
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et comme, par définition de la détectabilité, le semi-groupe {Sk(t)}, -, est exponentiel-

lement stable, alors :

lle ()] = [|Sk(t)eo]| — 0 quan dt — oo.

Evidemment l'estimateur défini en (3.13) est de dimension infinie.
Par ailleurs, on montre qu ’il ya détectabilité si le systeme est exactement observable a
I'instant 7T', cela se traduit par

v > 0 tel que :
1CS () 2l 200y Z YIS (T) 2l

pour tout z de H.
Ici encore, cette notion est moins restrictive que l'exacte observabilité caractérisée par

(3.7).

3.4.2 Détectabilité et capteurs :

Les hypotheses sont celle qui ont été rappelées au paragraphe précédent.
Par dualité, nous avons une caractérisation de la détectabilité par la structure des cap-

teurs.
Proposition :[2]

Supposons que des informations sont recueillies sur le systeme par l'intermédiaire de ¢
capteurs zone (D;, f;), <i<q €t que le spectre de A compt J valeurs propres non négatives.

Alors le systeme (5) augment de I’équation de sortie (E) est détectable si et seulement
si:

i) g> sup ().

1<n<J

it) rg (Gy) = rp,pour tout n=1,...3

ol (Gn)ij = <fJ,¢nJ>L2(DJ) avec i=1,...,r,, et j=1,...,q.

Remarquons que, dans les propositions de caractérisation (1) et (2), la différence es-
sentielle avec les propositions de caractérisation des capteurs et des actionneurs stratégique

vient du fait que 1’'on ne s’intéresse, dans ce cas, a rendre stratégique les actionneurs et les

capteurs que pour la partie instable du systeme.
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Détectabilité régionale

Ici on étend les résultats usuels sur la détectabilité au cas régionale.
Plus précisément, on s’intéresse au probleme de I'estimation asymptotique régionale de
I’état seulement sur une région donnée w de €.

Soit p,, I'opérateur restriction :
z€L*(Q) — poz =2, € L* (w).
Définition :

Le systeme (S) est dit régionalement détectable dans w (ou w—détectable) s'il existe un

opérateur :
H,:0— L*(w)

tel que : (AH,C) génére un semi-groupe fortement continu (@, (t)),5, qui est expo-
nentiellement stable sur L? (w) .
My, ey > 0 telque [|poz(t)| 2,y < Mo exp(—aut). (3.14)

Il est clair qu’un systeme qui est détectable, est w— détectable.

Un systeme qui est w— détectable est w;— détectable, pour tout w; C w
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Résumé :

Dans ce travail, nous considérons le systeme

{%:Az—l—Bu ;0 < t<T.

augmenté de ’équation de sortie (E) :

y(t) =Cz(t), 0 <t <T,. (E)

On cherche d’un modele détectable dans un domaine bidimensionnelle et trouver les
controls qui rendrent le systeme étudié détectable, par le biais d’analyse régionale des
systemes distribués et a travers la théorie de controlabilité.

On essaie de dégager une méthode de détectabilité régional.

Mots clés :

Evolution systemes, Controlabilité, Observabilité stabilisabilité, détectabilité.



Abstract :

In this work we consider the following system

%:Az—kBu ;o 0<t<T. (S)
2(0) =0,
and
y(t) = Cz(t),0 <t < T (E)

In this work we search for a model two dimensional domain detectabl and find the
controls that the system studied rendrent detectable though regional analysis of distributed
of controlability, we try to identify a method regional detectable.

This work consist to study som systems undetectable or detectable systems for the

sicentific and industrial.

Key word :
Evolutionary system, Controlability, Observability, Stabilisability, Detectability.
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