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Dans ce travail on a étudié divers problemes de point fixe commun dans des espaces métriques
probabilistes.

On a débuté dans un premier chapitre par des rappels de certaines notions préliminaires
fondamentales et les outils nécessaires qui nous aident dans la démonstration des résultats obtenus
dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude d'un point fixe commun pour deux paires d’applications
faiblement compatibles et satisfont la propriété CLR (The Common Limit Range property) dans des
espaces de Menger intuitionnistes.

Le troisieme chapitre est destiné a prouver des théorémes de point fixe commun pour deux paires
d’applications faiblement compatibles qui satisfont la propriété CLR et la relation implicite dans des
espaces de Menger intuitionnistes.

Ensuite, le quatriéme chapitre est voué a 1’étude de théoreme de point fixe commun pour des
applications sous des conditions @-contractives dans les espaces métriques de Menger intuitionnistes avec
application sur une équation intégrale non linéaire de Fredholm.

Enfin, dans le cinquiéme chapitre on étend le concept de la propriété (E.A), la propriété (CLR) et la
propriété (JCLR) pour les applications couplées et on prouve un résultat qui fournit une généralisation du
résultat de Zhong Xiao : « Jian-Zhong Xiao,Xing-Hua Zhu,Yin-Fang Cao. Common coupled fixed point
results for probabilistic ¢-contractions in Menger spaces. Nonlinear Analysis 74(2011) 4589-4600 ».

Mots clés : Espace métrique probabiliste; Espace de Menger; Espace de Menger intuitionniste; Point fixe
commun; Point fixe couplé commun; Condition ¢ contractive; Relation implicite; Application faiblement
compatible; Propriété CLR; t-norme de H-type; t-conorme of H-type; Propriété E.A.




Abstract

In this work we study several problems of common fixed point in the probabilistic metric spaces.
We started by the recalls of some fundamental preliminary concepts and necessary tools.

The second chapter is devoted to the study of a common fixed point for pairs of weakly compatible
mappings which satisfy the CLR property (The common limit Range property) in intuitionistic Menger
spaces.

The third chapter is intended to achieve common fixed point theorems for pairs of weakly
compatible mappings satisfying the CLR property and the implicit relation in intuitionistic Menger spaces.

Then, the fourth chapter is devoted to the study of the common fixed point theorem for mappings
under @-contractive conditions in intuitionistic Menger metric spaces with application on a non-linear
Fredholm integral equation.

Finally, in the fifth chapter we have extended the notions of E.A property, CLR property and JCLR
property for coupled mappings in Menger metric space then using these notions to establish common
coupled fixed point results for four self-mappings. Our work generalize the recent results of Jian-Zhong
Xiao : « Jian-Zhong Xiao,Xing-Hua Zhu,Yin-Fang Cao. Common coupled fixed point results for
probabilistic ¢-contractions in Menger spaces. Nonlinear Analysis 74(2011) 4589-4600 ».

Keywords: Probabilistic metric space; Intuitionistic Menger and Menger metric space; Common fixed
point; Common coupled fixed point; ¢-contractive condition, Weakly compatible mapping; Implicit
relation, t-norm of H-type; t-conorm of H-type; CLR property; E.A property.
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Introduction générale

«La théorie du point fixe» est un bon mélange d’analyse (pure et appliquée), de la topologie
et de la géométrie. Les idées topologiques sont présentées dans presque tous les domaines des
mathématiques d’aujourd’hui. Les théorémes du point fixe donnent les conditions dans lesquelles
les applications (simples ou & valeurs multiples) ont des solutions. Au cours des cinquante der-
niéres années, la théorie du point fixe a été révélée comme un outil trés puissant et important
dans I'étude des phénomeénes non linéaires. En particulier, les techniques du point fixe ont été
appliquées dans une diversité de domaines tels que la biologie, la chimie, I’économie, I'ingénierie,
la théorie des jeux et la physique.

Souvent, les constructions physiques sont décrites par des systémes mathématiques sur idéa-
lisés dans un sens fondamental : des quantités ou des concepts qui sont par nature imprécis dans
la situation réelle, sont traduits en termes précis dans le systéme abstrait. Un espace métrique
abstrait sert fréquemment comme objet mathématique utile dans la modélisation des systémes
physiques, méme si la distance entre deux points (objets) n'est plus un réel exact, mais plutot une
moyenne de processus de mesures ou une approximation de cette distance.

En 1942 Menger [45] a généralisé la métrique par P'association d’une fonction de distribution
avec chaque paire de points (z,y) d’un ensemble non vide que 'on note F,, . Cette idée a
joué un role majeur dans le développement probabiliste de I’espace métrique. Elle a conduit a
la naissance des espaces de Menger et par suite les espaces métriques probabilistes (briévement
PM-espace) comme une généralisation de 'espace métrique et qui trouvent leurs intérét dans

plusieurs domaines tels que la physique [59], [71]. Elle est également trés importante dans ’analyse
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fonctionnelle probabiliste, dans 1’analyse non linéaire et leurs applications [83], [81]. De tels
espaces ont été largement développés par Schweizer et Sklar [77, 78, 79, 91], Serstnev [74], Tardiff
[72], Thorp [73] et plus tard par de nombreux auteurs dans des directions diverses. Ces recherches
importantes touchent des questions primordiales au niveau du probléme de point fixe dans les
espaces métriques probabilistes.

La théorie du point fixe est I'une des célébres théories classiques en mathématiques. Dernie-
rement, elle a connu un développement considérable a cause de ses applications énormes dans
plusieurs branches de la science, en particulier, dans la théorie du controle, les systémes dyna-
miques, la théorie des équations différentielles, la théorie du chaos, la théorie des jeux, ainsi dans
I'intelligence artificielle et la programmation logique etc..., voir [86, 84].

La théorie du point fixe dans les espaces métriques probabilistes est une partie de I'analyse
probabiliste qui est un domaine trés dynamique dans la recherche mathématique. Cette théorie
consiste a résoudre un probléme trés simple et élémentaire : pour une application f d’un ensemble
non vide dans lui méme X (espace métrique probabiliste, espace métrique ordinaire), un point
fixe de f est un point  de X pour lequel f (z) = x. Un théoréme fondamentale concernant les
points fixes est celui de Banach [85]. Selon ce mathématicien, dans un espace métrique ordinaire
complet X muni d’une métrique d, toute contraction f, i.e., d(f (z),f(y)) < kd(z,y) avec
0 < k < 1 pour tout z,y € X admet un point fixe unique.

Par la suite, de nombreux chercheurs ont prouvé que la notion d’applications contractives dé-
finies précédemment dans les espaces métriques ordinaires, peut s’étendre aux espaces métriques
probabilistes. En effet, en 1966 Sehgal [75] a introduit la définition d’application k-contractive
dans les espaces métriques probabilistes. Quelques années plus tards, Sehgal et Bharucha-Reid
[59] ont obtenu une version probabiliste du célebre théoreme de point fixe de Banach dans un
espace de Menger complet sous la norme triangulaire Min, mais H. Sherwood [76] a montré que
ce théoréme n’est qu’un cas particulier plutdét qu'une régle, il a construit un espace de Menger
complet et une application contractive au sens de Sehgal qui n’admet aucun point fixe. Esuite,
Radu [80] en 1985 a étendu le théoreme de Sehgal et Bharucha-Reid & toute norme triangulaire
continue de type H. En 1983, Hicks [82] a reformulé une nouvelle classe d’applications contrac-

tives distinctes que celles de Sehgal et qui vérifie la propriété du point fixe. Plusieurs travaux ont
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été effectués dans ce sens, a citer par exemple, Ciric [87], Hadzic et al [24], Radu [90], Schweizer
et al [55], ... etc. Cependant, la majorité des travaux publiés sont restreints aux espaces de
Menger et les espaces métriques flous.

En 2001, Mbarki et al [88] ont obtenu un théoréme de point fixe pour une classe plus large
d’applications contractives dans un espace métrique probabiliste plus générale, ainsi, ils ont
étendu ce résultat au semi-groupes inversibles a gauche.

Récemment, grace a I’évolution des notions de la commutativité des applications (commu-
tativité, commutativité faible, compatibilité, compatibilité faible...), les mathématiciens ont pu
transformer le probléme du point fixe au point fixe commun pour plus d’une application qui
constitue pour nous un intérét vitale. Parmi les divers résultats publiés, on peut se référer en
particulier & Kumar et Pant [89], Mishra [47], Singh et al [93] et Singh et Pant [92]...etc.

Récemment, Park [49] a introduit la notion des espaces métriques flous intuitionnistes comme
une généralisation des espaces métriques floues. Dans [39], la notion des espaces de Menger
intuitionnistes est définie & I’aide de t-normes et t-conormes comme une généralisation des espaces
de Menger [45]. Une topologie de Hausdorff est définie sur cet espace de Menger intuitionniste
ol chaque métrique induit une métrique probabiliste intuitionniste

Or, jusqu’a présent, tous les travaux effectués dans cette direction concernent les espaces
métriques ordinaires, les espaces métrique flous et les espaces de Menger, ce qui nous a motivé
d’aborder le cas des espaces métriques probabilistes intuitionnistes et particuliérement les espaces
de Menger intuitionnistes.

La présente thése comporte des résultats intéressants et originaux ayant faits I’'objet de publi-
cation de trois articles scientifiques dans des revues internationales de renommée établie. Ceux-ci
pourront étre consultés selon les références citées dans la bibliographie.

La these est débutée par une introduction ot on a présenté un historique sur les problemes
étudiés, 'intérét et 'objectif du théme abordé. Elle est composée de cing chapitres présentés
comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fonda-
mentales et les outils nécessaires dans ce travail qui nous aident dans les démonstrations des

résultats obtenus.
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Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude d’un point fixe commun pour deux paires
d’applications faiblement compatibles et satisfont la propriété CLR (The common limit range
property) dans des espaces de Menger intuitionnistes [7].

Le troisiéme chapitre est destiné a obtenir des théorémes de point fixe commun pour
deux paires d’applications faiblement compatibles satisfaisant la propriété CLR et une relation
implicite dans des espaces de Menger intuitionnistes [8].

Notre travail publié dans [9] sera détaillé dans le quatriéme chapitre. Dans cette publi-
cation on trouve un théoréme de point fixe commun pour des applications sous des conditions
¢-contractives dans les espaces de Menger intuitionnistes avec application a une équation inté-
grale non linéaire de type Fredholm.

Dans le cinquiéme chapitre, on donne le concept du propriété (E.A), la propriété (CLR) et
la propriété (JCLR) pour des applications couplées ot on prouve un résultat qui fournit une

généralisation du résultat de Zhong Xiao [69].




Chapitre 1

Espaces métriques probabilistes

1.1 Introduction

En 1942 K. Menger a proposé une généralisation probabiliste d'un espace metrique. Il a
introduit la premiére définition d’un espace métrique probabiliste [45] (espace de Menger) qui a
été amélioré par Schweizer et Sklar [77]. L’idée de Menger était de remplacer la distance entre
deux points (d(p,q)) par une fonction de distribution de distance (F,,) qui fait correspondre
chaque réel positif ¢; la probabilité que la distance entre les deux points p et ¢ soit inférieure ou

égale a t; et qu'on la note par F,, (t), donc, il est évident d’avoir :

F,q(t) = F,, (t) pour tout t >0 et p,qg e M (1.1)
F,,(t) =1pourtout t >0 < p=g, (1.2)
Fpq (0) =0 (1.3)

Comme la probabilité est comprise entre 0 et 1, alors

0< F,(t) <1 (1.4)

Puisque la probabilité est croissante (au sens de 'inclusion), alors F},, est croissante pour tous

p,q € M.



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions et résultats qui nous seront utiles dans la

suite de notre travail.

1.2 Notions de base

1.2.1 Fonction de distribution de la distance

Définition 1.1 Une fonction réelle positive [ définie sur R, U {400} est dite fonction de dis-
tribution de la distance (f.d.d) si elle est croissante, continue & gauche sur ]0,+oo| telle que
f(0)=0 et f(+o0) =1.

On note par A" I’ensemble de toutes les f.d.d et par DT ’ensemble des éléments f de

AT vérifies limy ., f () = 1.

Exemple 1.1 [77]

1. Pour a € RT U {400}, l'unité a pas a est l’élément €, de AT défini par :

(2) 0,5t 0<zx<a,et s10<a<+o0
€, () =
1,851 a<x<4o00.

et

0, 0<z < +o0,

€oo () =
1, T = +00.
2. Pour 0 < a < b < 400, la distribution uniforme sur [a,b] est la fonction Uy, € DT définie

par

0, 0<z<a,

r—a
Uwp () = T a<x<b,

1, b <z < 4o0.

Remarque 1.1 Notons d’abord que €, est un élément de DT pour a € [0, +00].

On munit AT de la relation d’ordre suivante :

f < gsietseulement si f (z) < g(x) Vo € [0, +o0].

8



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Alors €, < €, si et seulement si b < a, de plus ¢ est ’élément maximal de A" et e, est I’élément
minimal.

Si{f;:i € I} est une famille d’éléments de AT, alors la fonction F définie par

F(t)y=sup{fi(t):1€ 1}

est un élément de A, par contre la fonction I' définie par
L(t)=inf{f;(t):iel},

n’est pas forcément continue & gauche, donc en général elle n’est pas dans AT, il suffit de consi-
dérer la suite {ea o1 } .
Comme une f.d.d est monotone, alors ’ensemble de ces points de discontinus est ou plus

dénombrable. Donc, la convergence des suites dans AT la plus utile pour nous est la suivante :

Définition 1.2 Une suite {f,} de f.d.d est dite convergente faiblement vers une f.d.d f (on écrit
lim f,, = f ou bien f, — f) si et seulement si la suite {f, (t)} converge vers f (t) en tout point

de continuité t de f.

Notons que la convergence faible n’implique pas la convergence en tout point de ]0, 400].

Par exemple : soit la suite des distributions uniformes {Ua_ 1 a} , on peut vérifier aisément
n7

que {Ua_ 1 ﬂ} converge faiblement vers ¢,, mais, pour tout entier naturel n, on a U, 1 ,(a) =

1#0=-¢,(a). "

1.2.2 Le modifié de la distance de Lévy

Le modifié de la distance de Lévy a été introduite par D. A. Sibley en 1971.

Définition 1.3 i. Soient f,g € AT et h €]0,1], on note par (f,g,h) la condition suivante :

1
0<g(t)<f(t+h)+h, pourtout tE}O,E{.




Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

1. ?a distance modifiée de Lévy est la fonction d;, définie sur AT x AT par

dp (f,g) =inf {h: h vérifie (f,g,h) et (g,f,h)}.

Remarquons que pour tous les éléments f et g de AT, 1 vérifie les deux conditions (f, g, 1) et

(g, f,1), donc la fonction dy, est bien définie et dy, (f,g) < 1, de plus on a les résultats suivants.

Proposition 1.1 [77]
i. Sid(f,g9) =h >0, alors on a (f,g,h) et (g, f, h).
#i. Pour tout f € A™

dr (f,e0) = inf{h: h vérifiant (f,eo0,h)}
= inf{h: lim f(t)>1—h}.

t—ht

2t. pour tout t > 0
ft)y>1—t sietseulement sidyg(f,e) <t.

tv. Pour tout f et g dans AT, si f < g alors dy (g,€0) < dp (f,€0) -

Géométriquement, dy, (f, €y) est Pabscisse du point d’intersection de la droite y =1 — x et le

graphe de f complété par des segments verticaux aux points de discontinuité.
Lemme 1.1 [77] La fonction dj, est une distance sur AT .

D’abord on va énoncer un résultat de Schweizer et Sklar qui montre que la topologie de la

convergence faible sur A™ est métrisable.

Lemme 1.2 [77] Soit (f,) une suite de f.d.d et f € AT, alors (f,) converge faiblement vers f

si et seulement si dp, (fn, f) — O.

En 1977, Helly [43] a montré que de toute suite infinie de f.d.d, on peut extraire une sous-suite

faiblement convergente. En combinant ce résultat avec le lemme 1.2 on obtient :

10



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Corollaire 1.1 L’espace métrique (A", dy) est ccomplet.D’ot l'on déduirai que 'espace (AT, dy)

est fermé et étant borné c’est donc un espace compact.

1.2.3 Norme triangulaire et fonction triangle

L’origine des normes triangulaires ( t-norme) était dans la théorie de ’espace métrique pro-
babiliste K. Menger [45]. Il apparait que les -normes sont liées a des opérations essentielles dans
plusieurs domaines, par exemple, les ensembles flous, la logique floue et ses applications. Elles

sont étroitement liées & la théorie du point fixe et pour plus de détails on se référe a [77], [36] et

23].

Définition 1.4 Une opération binaire T sur [0,1] est dite une t-norme si pour tout a,b,c et d

dans [0,1] on a

T (a,b) =T (b,a) : la commutativité,

T (a,b) < T (cd) st a<cb<d : la croissance,
T (a,T (byc)) =T(T (a,b),c) : l’associativité,

T (a,1) =a,

T(0,a) = 0.

Parmi les plus connues des t-normes, celles des exemples suivants :

Exemple 1.2 [2/]

1. La t-norme minimum, est définie par

Ty (a,b) = min (a, b).

2. La t-norme produit Tp ,est définie par

Tp (a,b) = ab

11
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3. La t-norme de Luckasiewiez T, ,est définie par
Ty, (a,b) =max (a+b—1,0).

4. La t-norme de Weakest T ,est définie par

min (a, b st max (a,b) = 1,
oy = | D (@)

0 S1 non.

5. La famille des t-normes de Domby (T)?) ] est définie par

A€[0,00

6. La famille des t-normes de Schweizer-Sklar (Tfs) est définie par

AE[—00,00]

Ty (a,b) st A= —o0,
(a’\—l—b)‘—l)% si A€ ]—00,0],
T35 (a,b) = Tp (a,b) s A =0,
(max (a’\—l-bA—l,O))% st A€]0,00],
Tp (a,b) si A = 00.

\

7. La famille des t-normes de Aszél-Alsina (TfA) ] est définie par

A€[0,00

Tp (a,b) si A=0,
T (a,b) = T (a,b) si A= 00,

1
o~ (logal* +logh )X oy €10, 00][.

12
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8. La famille des t-normes de Sugeno- Weber (T;\gw)/\e[_1 o] est définie par
Tp ((l,b) 1 A= —1,
7P (a,b) = Tp (a,b) si A=oo,
max (O,W) si A€ |—1,00].

Remarque 1.2 Notons que pour toute t-norme T, on a Tp (a,b) < T (a,b) < min (a,b) .

Définition 1.5 Une t-norme T est dite

i. Continue o gauche si, T (a,b) = sup{T (u,v): 0 < u < a,0 < v < b} pour tous a,b dans
10,1] .

1. Continue & droite si, T (a,b) = inf {T (u,v) :a <u<1,b<v <1} pour tous a,b dans
0, 1].
Définition 1.6 Soient T une t-norme et (x1,...,2,) € [0,1]" pour un certain n € N. On définit

Uopération T (x1, ..., x,) par :
T x;=1, Tz, =T (Ti’i‘llxi,wn) =T (z1,...,Tn)
et pour toute suite {x,} d’éléments de [0, 1]

- n—4oo

Remarque 1.3 Notons que la limite lim o, T]" x; existe toujours, puisque la suite (T x;) est
décroissante et minorée dans R.
Exemple 1.3 1. Ty (z1,...,2,) =max (> . x;— (n—1),0).

2. Ty (xy1,...,2,) = min (zq,...,2,).

3. Tp(x1,...,2n) = T1X2...2y.

Définition 1.7 Si T est une t-norme, v € [0,1] et n € N, alors on définit la suite (T" (x)),,cx

par
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Définition 1.8 Une t-norme T est dite de type Hadzic (type H), si la famille {T" (z)} est

équicontinue en x =1, i.e.,
Vee€ 0,1 IN€]0,1[:t>1—- A= T"(t) >1—¢€ pour tout n > 1.

Remarque 1.4 Une triviale t-norme de type H est Ty, et il existe des t-normes non triviales

de type H comme le montre [’exemple suivant :

Exemple 1.4 [2/] Soient T une t-norme continue, m € N et
Lp,=[1-2""1-2"""].
On définit la t-norme T par

) 1 —27m 4 27T (20 (g — 14 27) 27 (b — 14+ 27™))  si (a,b) € Ly x I,
T (a,b) =

Ty (a,b) st non

On montre que la suite (T” (x)) est équicontinue en © =1 donc T est de type H.
neN
Pour les t-normes de type H, on a la caractérisation suivante :

Théoréme 1.1 [24] Soit T une t-norme. Alors
i. Sl existe une suite strictement croissante {b,} C [0,1] telle que lim, ,i0cb, = 1 et
T (by,by) = by, alors T est de type H.

1. Si T est continue et de type H, alors il existe une suite {b,} qui satisfait (%).
En 1962, A. N. Serstnev a introduit la notion suivante :

Définition 1.9 On appelle fonction triangle sur A", toute application 7 : AT x AT — AT

commutative, associative, croissante et vérifiant

7(f,€0) = f pour tout f e A",

14
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Exemple 1.5 Soit T' une t-norme. On définit les applications T et T par

T(f,9)(t) = T(f(t),9(t)),
o (f,9) () = sup{T(f(u),g(v)):u+v=t},

pour f,g € AT ett € [0, +00].
S1T  est continue a gauche, alors T est Tr sont des fonctions triangles. De plus, pour toute

fonction triangle T, on a T < min.

Lemme 1.3 [77] SiT est une t-norme continue, alors la fonction triangle Tr est uniformément

continue sur (A1, dp) .

1.3 Espaces métriques probabilistes

Définition 1.10 Soit M wun ensemble non vide. On appelle distance probabiliste sur M toute

application F' de M x M dans A" et on écrit F,, au lieu de F (p,q).

Définition 1.11 Soit M un ensemble non vide et F' une distance probabiliste sur M. On dit
que (M, F') est un espace semi-métrique probabiliste si les propriétés (1.1) et (1.2) sont vérifiées.

S’il existe une fonction triangle T qui satisfait ["inégalité triangulaire suivante
Fpr 2 7 (Fpg, Fyr) (1.5)

pour tous p, q et r dans M, alors le triplet (M, F, T) est dit un espace métrique probabiliste (e.m.p).

Un tel espace est dit de Menger s’il existe une t-norme 7T telle que 7 = 71 et on écrit seulement
(M, F,T), ou (M, F) espace de Menger sous la t-norme T et dans ce cas I'inégalité triangulaire
(1.5) devient

Fog(t+38) =T (Fpr (), Frg (5))

pour tous p,q,r dans M et t,s dans R*.

15
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Exemple 1.6 Soit M = C. Pour tout z,y € M ett >0, on pose

1
oy (t) = e\
exp( t )

alors (M, F,T,) est un espace de Menger. En effet
1. 1l est evident que [y, = Fy,.
2. Pour tout t > 0,
r=y = |r—y|l=0

—l p—
= =y L

== F,(t)=1

lz—y
t

Inversement, si pour toutt > 0, F,, (t) =1 alors e:rp( ) =1, ce qui implique que |z — y| =0,
dou x =y.

3. Pour x,y,z€ M ett,s >0

oz <FEle—yl+ Sty -2 = ool < el | o
— exp (%) S exp (lﬂtyl) exp (\y;z|)
— Fo. (t+s) > Fo, (t) F,. (s).

L’exemple suivant montre que tout espace métrique ordinaire induit un espace métrique probabi-

liste.

Exemple 1.7 ([85]) Soit (M,d) un espace métrique. On considére la fonction F définie sur
M x M par :

ktm

F p—
kt™ +md (p, q)

pq (t>

Vte[0,00) sip#qetF,,=¢ YpeM,

ot k,m,n € N. Alors (M, F,T,) est un espace métrique probabiliste.

Exemple 1.8 [77]
1. Soit (M, d) un espace métrique, G une f.d.d.distincte de € et e, et a € [0, +00[. On définit

16
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la fonction F' sur M x M par :

qu(t):G<m) Vt € [0,00) sip#q et F,, =¢ VYpe M.

Le J-uplet (M, d, G, «) est appelé espace a-simple, de plus, pour tout 0 < a < 1, (M, F) est un
espace de Menger sous toute t-norme.

2. On appelle espace de Wald tout espace de Menger sous la t-norm T),.

Exemple 1.9 [26] Soient (2,2, P) un espace probabiliste et (S, d) un espace métrique séparable.
Soit M ’espace des classes d’equivalences X des variables aléatoires X : Q@ — S, i.e., X Y € X

si et seulement st X =Y presque sirement. Pour tout t > 0 et X, Y eM. On pose
Fep(t)=Pl{w:wedX (w),Y (w) <t}.

Alors (M, F,Ty,) est un espace de Menger.

1.4 Propriétés topologiques

1.4.1 Topologie

Plusieurs topologies différentes sont définies sur un espace métrique probabiliste, celles qui
portent plus d’intéret jusqu’a présent, sont la topologie forte et la (e, \)-topologie.
La topologie forte

Soit (M, F') un espace semi-métrique probabiliste. Pour p € M et ¢t > 0, on note :

N,(t) = {geM:F,,(t)>1—t}
= {geM:dy(Fye) <t}

N, = {N, (t) - t > 0},
N = {N,(t):pe Mett>0}.

Il est clair que N, (t) = M pour tout ¢ > 1.

17



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Proposition 1.2 i. Pourt,s >0, on a ou bien N, (t) C N, (s) ou bien N, (s) C N, (t).

11. Le systéme R vérifie le premier degré de la dénombrabilitée.

Preuve i. Soit ¢ € N, (t) et s >t on a

Fout) > 1—t

> 1—s

comme

alors ¢ € N, (s), ce qui implique que N, (t) C N, (s) .

1
ii. La collection {Np (—> n=1, 2} est équivalente a la famille V,. m
n

Lemme 1.4 [55] La fonction 6 : M x M — [0, +oo[ définie par

J (p7 q) = dL (qu7 60)

est une semi-métrique sur M dont les boules ouvertes sont N, (t). Si de plus T > 71, , alors 0 est

une métrique sur M.

Lemme 1.5 [77] Soit (M, F,T) un espace métrique probabiliste dont la fonction triangle T est
continue, alors la fomille F constituée par l’ensemble vide et la rénion quelconque des éléments

de N définie une topologie de Hausdorff sur M, appelée la topologie forte.

Une conséquence immediate est que la famille IV, est un systéme de voisinage de p pour la
topologie forte F.
Dans tous ce qui suit, quand on parlera d’un espace métrique probabiliste (M, F,T), on

suppose que T est continue.

Lemme 1.6 Soit (M, F,7) un espace métrique probabiliste séparable. Alors la topologie forte F

vérifie le deuriéme degré de la dénombrabilitée.

18
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Preuve Puisque (M, F,7) est séparable, il existe un ensemble A = {a, : n =0,1,2...} dé-
nombrable et dense dans M.

Soit O un ouvert et x € O, alors il existe t > 0 tel que N, (t) C O et puisque A est dense
dans M, il existe a,, € N, (t), ce qui implique que dj, (F,, ., €) < t.

Posons o = dy, (Fy, +, €0) , alors t — a > 0.
Ir>0:dp(g,60) <r=dr (7 (Fa,s,9),Fa,e) <t—au

1
On peut choisir un entier naturel m tel que — < min {%, r}, donc
m

1
Yy € Nan (E) — dL (Fany>€0> < %
— dL (Fanyy 60) <r

= dp (T (Fapzs Fany) s Fope) <t —a

dr, (Fuy,€0) < dp (7 (Fupe, Fany) s €0)
< dp (T (Fape Fany) s Fane)  +dr (Fa,z, €0)
< t—a+«a
< t

1
Ce qui montre que NN, (—) CN(t). m
m

Définition 1.12 Soit {p,} une suite dans un espace métrique probabiliste (M, F,T) . Alors
i. {pn} est dite convergente vers un point p € M si pour tout t > 0, il existe un entier positif
N tel que

F,.,(t)>1—t pour toutn > N,

et on écrit limp, = p ou bien p, — p.

1. {pn} est dite une suite de Cauchy, si pour tout t > 0 il existe un entier positif N tel que

Fyop (t) > 1 —1t pour tout m,n > N,
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1t . (M, F,7) est dite un espace métrique probabiliste complet si toute suite de Cauchy dans

M converge vers un point dans M.

Lemme 1.7 [77] Soit {p,} une suite dans un espace métrique probabiliste (M, F,T). Alors

limp, = p ssi limdy, (F},,,, ) = 0.

Ce qui est équivalent a

limp, = p ssi limd (p,,p) = 0.

De méme,{p,} est de Cauchy si et seulement si

lim dL (Fpnpm? 60) =0.

Lemme 1.8 [77] Soit (M, F,T) est un espace métrique probabiliste. On muni l’espace M x M
de la topologie produit de F, alors Uapplication F' est uniformément continue de M x M wvers

AT,
Finissons ce paragraphe par une conséquence tres utile du lemme précédent.

Lemme 1.9 [77] Soient {p,} et {q.} deux suites dans M.
i. Si limp, =p et limg, = q, alors lim,_, oo dr, (Fp,q,, Fpq) = 0,i.€.,{F}, 4.} converge faible-
ment vers I,

1. Si {pn} et {¢.} sont de Cauchy dans M, alors {F,,,.} est une suite de Cauchy dans
(AT, dp).

La (e, A\)-topologie
Soit (M, F, ) un espace métrique probabiliste. On appelle (¢, A)-voisinage d’un élément
p € M, ’ensemble
Np(e,N)={qge M :F,(e) >1—\}

pour € > 0 et A € |0, 1[. Puisque N, (¢,t) = N, (t) pour tout ¢ > 0 et Np (e, \) C N, (min (e, \))
pour tout € > 0 et A € |0, 1], alors le systéme des (e, \)-voisinages est équivalent a . Donc la

topologie forte F coincide avec la (e, A)-topologie engendrée par le systéme des (e, A)-voisinages.
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D’abord, donnons les définitions de la convergence des suites et des suites de Cauchy par

rapport a la (e, A)-topologie.

Définition 1.13 Soit {p,} une suite dans un espace métrique probabiliste (M, F,T) . Alors
i. {pn} est dite convergente vers un point p € M si pour tous € > 0 et X\ > 0 il existe un
entier positif N tel que
F,.p(€) >1—X\ pour tout n > N.

1. {p,} est dite une suite de Cauchy, si pour tous € > 0 et A\ > 0 il existe un entier positif
N tel que

Fypm (€) > 1 =X pour tout m,n > N.

1.4.2 Bolzano - Welerstrass

Dans tout ce qui suit, 7 est une fonction triangle continue sur A™ et (M, F,7) désigne un

espace métrique probabiliste.

Définition 1.14 Soit A un sous-ensemble de M. On dit que A vérifie la propriété de Bolzano-

Weierstrass, si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous suite convergente dans

A.

Théoréme 1.2 [61] Soit A un sous-ensemble de M vérifiant la propriété de Bolzano- Weierstrass
et (Us);e; un recouvrement d’ouverts de A. Alors :

de > 0 tel que Vp € A, N,(e) est inclue au moins dans un U;.

Théoréme 1.3 [61] Soit A un sous-ensemble de M vérifiant la propriété de Bolzano- Weierstrass.
Alors, Ye > 0, il existe une suite finie (p;),<;, d’élément de A telle que (Ny, (€)),,, est un

recouvrement de A.

Corollaire 1.2 [61] Soit A une partie de M. Alors, A est compacte si et seulement si A vérifie

la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 1.4 [61] Soit (p,), une suite dans M. On suppose que

21



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

. (pn>n est une suite de Cauchy;
2. il existe une sous-suite (pn)n de (pn), convergente vers p € M.

Alors, p, — p.

1.4.3 Diameétre probabiliste

en 1968, R. Egbert a introduit la notion du diamétre probabiliste d’une partie non vide

d’un espace métrique probabiliste.

Définition 1.15 Soient (M, F,T) un espace métrique probabiliste et A un sous-ensemble non
vide de M. On appelle diamétre probabiliste de A, la fonction D, définie sur [0, +o0] par :
1 st T =400
DA (J}) =
limy - s () st 0<z <400
ot

pa(t) =inf{F, () : p,q € A}.

1l est clair que D4 est une f.d.d pour toute partie A non vide de M.

Proposition 1.3 [77] Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique probabiliste
(M, F, 7). Alors on a les propriétés suivantes :

1. Dy = €q si est seulement si A se réduit a un point.

11. ST A C B alors Dg < Dy.

15t. St A= {p,q} alors Dy = F,,.

w. Vp,g € A, Fy > Da.

v. Si AN B # & alors Dayp > 7(Da, Dp).

vi. Dy=Dj; .

Le diameétre d’un ensemble non vide A dans un espace métrique ordinaire est fini ou infini;
en conséquent, A est borné ou non borné. Par contre, dans les espaces métriques probabilistes, il

Yy a un troisieme cas qui entre en jeu.
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Définition 1.16 Soient (M, F,T) un espace métrique probabiliste et A un sous-ensemble non
vide de M. Alors A est dite :

i. Borné silim, ., o Da(x) =1.d.e.,, Dy € D*.

5. Semi-borné, si 0 < lim,_, o D4 (z) < 1.

45. Non borné, silim, o Da(z) =0, i.e., Dg = €.

Exemple 1.10 Soit (M,d) un espace métrique ordinaire. Comme on a vu dans l'ezemple 1.7,
(M, F,'T,) est un espace métrique probabiliste. De plus la topologie F est équivalente a la topologie
induite par la métrique d. Donc (M, F,T,) est complet si et seulement si (M,d) est complet.

Si A est un ensemble non vide de M, alors on peut vérifier facilement que

t

Dalt) = i

pour tout t > 0,

avec

diam (A) = sup{d (p,q) : p,q € A}.

Remarque 1.5 Dans un espace métrique ordinaire, les boules sont des parties bornées, ce qui

n’est pas le cas dans un espace métrique probabiliste.

Exemple 1.11 Soit M = {0,1,2...}. On définit sur M [’application F par

Fom = (60 + 6|nfm|) .

DO | —

Il est facile de vérifier que (M, F) est un espace de Menger sous la t-norme Ty et Ny (%) = M.

Par contre DNO( )= % (€0 + €x0) - Done Ny (%) est semi-bornée.

3
1

Remarque 1.6 Dans un espace métrique probabiliste, il peut se produire que la réunion de deux

ensembles bornés n'est pas un ensemble borné. Par exemple : Posons M = {p,q}, F,, = €x, A =

{p}.B = {q}. Donc

Dy=Dp=¢y et Dyup = €co-

On conclut que A et B sont bornés, mais AU B est non borné.
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Lemme 1.10 /23] Soit (M, F) un espace de Menger muni d’une t-norme continue T. Alors toute

partie compacte de M est bornée.

Lemme 1.11 [66] Soit (M, F,7) un espace métrique probabiliste tel que RanF C D™. Alors

toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve Soit {z,,} une suite de Cauchy dans (M, F, 7). Posons A = {z, :n € N} et ¢ > 0.

Alors pour tout ¢ > 0 il existe un entier naturel N tel que :

Fxnﬂ:m <t> > 1 - 67 (1'6)

pour tous n, m > N.
€ DT (i.e limy o0 Fyp oz, (8) = 1)
Aussi, Ve > 0,37y >t tq Vt' > Ty on a

D’autre part, F,

n>Tm

F., z, (t') > 1— € pour tout n,m > N. (1.7)

D’aprés les inégalités (1.6) et (1.7), on a F,, ., (t') > 1 — € pour tout n,m € N. Alors

o (t)>1—e

Ensuite, pour s > ¢, on a

pa(s) = @a(t)

> 1 —e

pour tout s’ vérifie s > s’ > t’. Faisons ' — s on obtient

Dy(s) >1—c¢,
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ce qui montre que pour tout € > 0, il existe s > 0 tel que D4 (s) > 1 — €. Donc

lim D4 (s) =1.

§——+00

Ce qui achéve la démonstration. m

1.5 Espaces métriques flous

Les concepts des ensembles flous et logique floue ont été introduits par le Professeur Lotfi
Zadeh en 1965. Le succes de la rechereche dans ces notions a été démontré dans une variété de
champs tels que 'intelligence artificiel, 'informatique, le controle de I'ingénierie, des applications
informatiques, la robotique et beaucoup plus. Nous présentons quelques résultats liés aux espaces
métriques flous au sens de George et Veeramani qui est une modification de celle de Kramosil et
Michalek dans le but d’obtenir une topologie de Hausdorff.
La notion d’espace métrique flou donnée par George et Veeramani a beaucoup d’avantages
que de nombreuses notions et résultats classiques dans les espaces métriques ordinaires peuvent
étre étendues et généralisées a 1’établissement des espaces métriques flous, par exemple : la

convergence, suite de Cauchy, complétude...

Définition 1.17 Soit X un ensemble non vide. Un ensemble flou sur X est une application de

X dans Uintervalle [0, 1] .

Définition 1.18 (Kramosil et Michalek [37]) Soient X un ensemble non vide et M un ensemble
flou sur X? x [0,00) et T une t-norme continue. On dit que le triplet (X, M, T) est un espace
métrique flou si les conditions suivantes sont vérifiées pour tous p,q,r € X ett,s > 0.

i. M (p,q,0) =0,

2. M (p,q,t) = 1 pour tout t > 0 si et seulement si p = q,

wi. M(p,q,t) =M (q,p.1),

w. T (M (p,q,t), M (q,r,s)) < M (p,r,t +s),

v. M (p,q,.):[0,00] — [0,1] est continue & gauche.
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Définition 1.19 (George et Veeramani [19] ) Soient X un ensemble non vide et M un ensemble
flou sur X2 x [0,00) et T une t-norme continue. On dit que le triplet (X, M, T) est un espace
métrique flou si les conditions suivantes sont vérifiées pour tout p,q,r € X ett,s > 0.

i. M (p,q,t) >0,

1. M (p,q,t) = 1 pour tout t > 0 si et seulement si p = q,

iti. M (p,q,t) = M (¢,p,1),

w. T (M (p,q,t), M (q,7,8)) < M (p,r,t+s),

v. M (p,q,.) : [0,00[ — [0, 1] est continue.

Exemple 1.12 Soient (X, d) un espace métrique et My l'ensemble flou défini sur X? x ]0, 00|
par :
t

My (x,y,t) = A (1.8)

Alors (X, My, T,) est un espace métrique flou. Il est connu sous le nom d’espace métrique flou

standard induit par lespace métrique (X, d)

Exemple 1.13 Posons X = {1,2,3...} et pour tout t >0

st p<gq,

M (p,q,t) = (1.9)

VIR QI3

st q <p.
Alors (X, M, Ty) est un espace métrique flou.

Notons que dans 'exemple 1.13 il n’existe aucune métrique d sur X qui vérifie (1.9).
De plus M n’est pas une métrique floue sous la t-norme T);.
Dans un espace métrique flou (soit au sens de K.M soit au sens de G.V), la métrique floue
M (p,q,.) est une fonction croissante pour tout p et ¢q. En effet :

Soient p,g € M et t > s > 0, alors t = s + s pour un certain s’ > 0. Donc

M (p,q,s+s)
T (M (p,q,s), M (q,q,5))
- M(p7Qa S)‘

M (p,q,t)

v
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Remarque 1.7 Soit (X, M,T) un espace métrique flou. Si on définit 'application F' par F,, =
M (p,q,.), alors (X, F,T) est un espace de Menger.

Soit (X, M,T') un espace métrique flou au sens de George et Veeramani. Pour p € X,
r € 1]0,1] et t > 0, on appelle la boule ouverte de centre p et de rayon r > 0 par rapport a t > 0
I’ensemble

B(p,rt)={qe X : M (p,qt)>1—r},

et la boule fermée de centre p et de rayon r par rapport a ¢t ’ensemble
B[p7T’t] - {q € X : M(p7Q7t) Z 1 —7"}.

Comme on a vu pour la (e, \)-topologie, le systeme {B (p,r,t) : p € X,r €]0,1],¢ > 0} génére

une topologie de Hausdorff sur X.

Proposition 1.4 [20] Soit (X, M,T) un espace métrique flou au sens de George et Veeramani.
i. (X, M, T) est un espace de Hausdorff vérifiant le premier degré de la
dénombrabilité.
1t. Toute boule ouverte est un ouvert.

21t. Toute boule fermée est un fermé.

Remarque 1.8 Notons d’abord que B (p,r,t) C B [p,r,t], mais en générale, I’égalité est fausse,

pour plus de détails, on se référera o [70]

Définition 1.20 Soit (X, M, T) un espace métrique flou au sens de George et Veeramani.
i. Une suite {x,} dans X est dite convergente vers un point x € X et on écrit

lim, o x, = x, si pour tout 0 < r <1 ett >0, il existe un entier naturel N tel que :
M (z,,z,t) > 1—1r pour tout n > N.

3. Une suite {x,} dans X est dite de Cauchy, si pour tout 0 < r <1 ett > 0, il existe un

entier naturel N tel que :

M (x, Ty, t) > 1 —1r pour tout n,m > N.
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Remarque 1.9 On constate que
. limy, oo T, = x si et seulement silim, oo M (x,,2,t) = 1 pour tout t > 0.

5. {x,} dans X est de Cauchy si et seulement silim,, ;0o M (Tp, T, t) = 1 pour tout t > 0.

Définition 1.21 Soit (X, M,T) un espace métrique flou au sens de George et Veeramani. On
dit qu’une suite {x,} dans X est G-Cauchy (suite de Cauchy dans les espaces métriques flous
au sens de Grabiec [22]), si pour tout 0 < r < 1 ett > 0, il existe un entier naturel N tel que

pour tout entier naturel p.
M (zp, Tpyp, t) > 1 — 1 pour tout n > N.

Définition 1.22 Un espace métrique flou (X, M, T) est dit complet (respectivement G-complet),

si toute suite de Cauchy (respectivement G-Cauchy) est convergente.

George et Veeramani [19] ont donné un exemple d’espace métrique flou complet mais n’est
pas G-complet, ce qui implique que la définition de suite G-Cauchy est plus faible que la définition

de suite de cauchy.

1.6 Espace de Menger intuitionniste

La notion des espaces de Menger intuitionniste est définie a ’aide de t-normes et t-conormes
comme une généralisation des espaces de Menger [Menger [45]]. Une topologie de Hausdorff
définie sur cet espace métrique probabiliste intuitionniste est montrée. En outre, la notion de
suites de Cauchy est introduite et une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace de

Menger intuitionniste est complet est donnée.

Définition 1.23 Une opération binaire S sur [0,1] est dite une t-conorme si et seulement si
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pour tout a,b,c et d dans [0,1] on a

S (a,b) =S5 (b,a) : la commutativité,
S (a,b) < S(c,d) st a<eb<d : la croissance,

S(a,S(b,c)) =5(S(a,b),c) : l’associativité,
S (a,0) =a,

Remarque 1.10 Les notions de t-normes T' et t-conormes S sont connus comme les squelettes
axiomatiques qu’on utilise pour caractériser les intersections et les unions floues respectivement.
Ces concepts ont été introduits initialement par Menger [45] dans son étude sur les espaces
métriques statistiques. Plusieurs exemples de ces concepts ont été proposés par nombreux auteurs
[52],[23],[25],[36],[51],[19] ,[46]]. Dans [49], on a aussi :
(a) Pour tout a,b € (0,1) avec a > b, il existe c¢,d € (0,1) tels que T (a,c) > b, S (b,d) < a;
(b) Pour tout a € (0,1), il existe b,c € (0,1) tels que T'(b,b) > a, S (c,c) < a.

Définition 1.24 Une fonction de distribution de non-distance est une fonction L : R — R
continue a droite ,décroissante et infieg L (t) = 1, sup,eg L (t) = 0.

On désigne par E la famille de toutes les fonctions de distribution de non-distance et par G

‘ . _ 1, st t<0
une fonction spéciale de E définie par G(t) = )
0, s« t>0

S1 X est un ensemble non vide, L : X x X — E est appelé une non-distance probabiliste sur

X et on note L (x,y) par Ly,.

Définition 1.25 ([39]) Le triplet (X, F, L) est dit un espace métrique probabiliste intuitionniste
st X est un ensemble arbitraire, F' est une distance probabiliste et L est une non-distance proba-

biliste sur X satisfaisant aux conditions suivantes pour tout x,y,z € X ett,s >0

(IM-1) F,, (t) + Ly (1) < 1,

(IM-2) F,, (0) =0,
(IM-3) F,, (t) = H (t) si et seulement si x =y,
(IM-4) Fry (t) = Fya (t);

(IM-5) Si F,, (t) =1 et F, (s) =1, alors F,, (t +s) =1,
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(IM-6) L., (0)
(IM-7) Ly, (t) = G (t) si et seulement si x =y,
(IM-8) Lay (t) = Lya (1)

(IM-9) Si Ly, (t) =0 et Ly, (s) =0, alors L,, (t+s) = 0.

L,

Définition 1.26 ([39]) Une 5-tuple (X, F, L,*,Q) est dit un espace métrique de Menger intui-
tionniste, si (X, F, L) est un espace métrique probabiliste intuitionniste et en outre, les inégalités
sutvantes sont valables pour tout x,y,z € X ett,s >0

1) Fuy () % Fy (s) < Fuu (1 4 5).

2) Ly (t) OLy. (s) = Ly, (t+ 5),

ot x est une t-norme continue et { est une t-conorme continue.

les fonctions Iy, et Ly, dénotent le niveau de proximité et le niveau de non-proximité entre

x ety par rapport a t .

Remarque 1.11 Dans l’espace de Menger intuitionniste (X, F,L,*,Q), Fy, est croissante et

L, est décroissante pour tout x,y € X.

Remarque 1.12 ([39]) Tout espace de Menger (X, F, ) est un espace de Menger intuitionniste
de la forme (X, F,1 — F,x, Q) de telle sorte que la t-norme * et la t-conorme { sont associés,

voir [28], c’est a dire xQy=1— (1 —xz)x* (1 —y) pour tout z,y € X.

Exemple 1.14 (Espace métrique probabiliste intuitionniste induit) Soit (X, d) un espace mé-
trique. La métrique d induit une fonction de distribution de distance F définie par Fy, (t) =
H (t —d(x,y)) et une fonction de distribution de non-distance L définie par L, (t) = G (t — d (x,y))
pour tout x,y € X ett > 0. Alors (X, F, L) est un espace métrique probabiliste intuitionniste.
On appelle cet espace métrique probabiliste intuitionniste induit par une métrique d ’espace mé-
trique probabiliste intuitionniste induit. Si t-norme T est T (a,b) = min {a, b} et t-conorme S est
S (a,b) = min{1,a + b} pour tout a,b € [0,1] alors (X, F, L, Ty, Sy) est un espace de Menger

intuitionniste.

Remarque 1.13 Notons que l’exemple ci-dessus est valable méme avec la t-norme T (a,b) =

min {a, b} et la t-conorme S (a,b) = max{a,b} et donc (X, F,L,T,S) est un espace de Men-
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ger intuitionniste par rapport o toute t-norme et t-conorme. Aussi notons que dans l’exemple

précédent, t-norme T et t-conorme S ne sont pas associés.

Définition 1.27 [65] Supposons que infoy1 V (t,t) = 0. Une t-conorme ¥V est dite de type H

si la famille des fonctions {V™ (t)}.°_, est equicontinue ent =0, ow

V() =tVt, V") =tV (V™ (), m=1,2,....,t € [0,1] (1.9)

La t-conorme V); = max est un exemple de t-conorme de type H.
Evidement, V est une t-conorme de type H si et seulement si pour tout A € (0,1), il existe

d(N) €(0,1) tel que V™ (t) < X pour tout m € N, lorsque t < 0.

1.6.1 Topologie induite par la métrique probabiliste intuitionniste

Théoréme 1.5 Soient (X, F, L) un espace métrique probabiliste intuitionniste, T, S des opéra-
tions binaires sur [0,1] x [0,1] dans [0,1] satisfaisant T (a,b) < T (¢,d) et S(a,b) < S(c,d)
pour tout a,b,c,d € [0,1] tels que a < ¢,b < d et sup,.1 T (t,t) =1, inf,.; S(1 —¢,1—t) =0,
ot

respectivement. Alors la famille U = {U:\} o e (o.1)

Up={(z,y) e X x X : Fyy(e) >1 =X et Ly (e) <A}

est une base sur X x X pour une uniformitée Hausdorff.

Remarque 1.14 Le théoréme 1.5 est également vrai en particulier pour tous les espaces de
Menger intuitionnistes dans lequel sup, ., T (t,t) = 1 et inf,.4 S(1 —¢,1 —1t) = 0. Cependant,
1l est vrai pour les espaces métriques probabilistes intuitionnistes qui me sont pas des espaces

Menger intuitionnistes.

Corollaire 1.3 Soit (X, F, L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant I’hypo-
thése du théoréme 1.5. Alors les ensembles U.\(x) = {y € X : Fyy () > 1 — X et Ly, (e) < A}
forment une base de voisinage pour une topologie de Hausdorff T(pr) (ou (¢ — X) topologie) sur

X.

31



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Preuve Ces ensembles sont des bases de voisinage pour la topologie uniforme sur X dérivé

deU. m

Remarque 1.15 Selon le Corollaire 1.3, un sous-ensemble A de X est ouvert si pour chaque
z e A ilevistec >0et A€ (0,1) tel que Usp () ={y € X : Fpy(e) > 1 — X et Ly, () < A} est

inclus dans A.

Théoréme 1.6 Si un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfait I’hypothése du théoréme

1.5, la topologie déterminée par les ensembles U, \ (x) est métrisable.

Proposition 1.5 Soit (X, F, L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant I’hy-

pothése du théoreme 1.5. Alors pour chaque x € X,e > 0,X € (0,1), on a U, (x) = UL, ().

£

Preuve 1l est clair que U, (z) C Uf ) (). Supposons maintenant que y € Ug ) (z), alors
F.y (e) > 1 — A. Ainsi, par la condition (1) de la définition 1.25,
1> Foy(e)+ Ly (e) > 1 — A+ L,y (), par conséquent L, (¢) < A et doncy € U, (z). m

Théoréme 1.7 Soit (X, F, L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant I’hypo-

thése du théoréme 1.5. Alors les topologies T(pr) et T coincident sur X.

Théoréme 1.8 Soit (X, F, L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant I’hypo-
thése du théoréme 1.5, alors la suite {z,} est convergente vers x € X et on écrit x,, — x si et

seulement si F ,, (t) — 1 et L, ., (t) — 0 quand n — oo.

Preuve Fixons t > 0 et supposons que z,, — x puis pour A € (0,1), il existe un entier
no = no (g, \) € N tel que z,, € Uy, (x) pour tout n > ng. Alors 1 — Fy,, (t) < X et Ly, (1) < A
et par conséquent F,, (t) — 1 et Ly, (t) — 0 lorsque n — co.

Inversement, si pour chaque t > 0, F,,, (t) — 1 et Ly, (t) — 0 quand n — oo, alors pour
tout A € (0, 1), il existe un entier ng = ng (¢, A) € N tel que 1 — Fy.,., (t) < A et L,,, (t) < A pour
tout n > ng. Il s’ensuit que F,,, (t) > 1— et L,,, (t) < A pour tout n > ng. Donc z,, € Uy ) (2)

etxr, —x. 1
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Définition 1.28 Soit (X, F, L, T,S) un espace de Menger intuitionniste avec sup,, T (t,t) =1
etinf, 1 S(1—t,1—¢t)=0.

(1) Une suite {x,} dans X est dite une suite de Cauchy si pour tout ¢ > 0 et A € (0,1),
il existe un entier positif ng = no (e, \) tel que Fy, ., () > 1=\ et Ly, ., () < X pour tout
n,m > ng.

(2) Un espace de Menger intuitionniste dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit

complét.

Théoréme 1.9 Soit (X, F,L,T,S) un espace de Menger intuitionniste avec sup,, T (t,t) = 1
et inf,.1 S (1 —t,1—1t) =0, tel que toute suite de Cauchy dans X a une sous-suite convergente

alors (X, F,L,T,S) est complet.

Preuve Soient {x,} suite de Cauchy et {z,,} sous-suite de {z,} qui converge vers z. On
démontre que x, — x. Soient t > 0 et £ € (0,1). On choisit A € (0,1) tel que T'(1 — A\, 1 —\) >
1—eet S(A\A) <e. Puisque {x,} est une suite de Cauchy, il existe un entier positif ny tel que
From (£) > 1= Xet Ly,q, (5) < X pour tout n,m > ny. Comme z,, — z, il existe un entier

positif n; tel que pour tout n; > ng, on a Fy, . (L) >1—Xet Lz (£) < A. Alors si n > ny,

t t
et = 7(Ba (2) e (3)) 20121

Ly (t) = 8 (anxnj (g) s Lo G)) >S5 (M) <e

Alors, x,, — x donc (X, F, L, T, S) est complet. m

Remarque 1.16 Un espace de Menger intuitionniste induit (X, F, L, Ty, Syr) est complet si
(X,d) est complet.

Lemme 1.12 Soit (X, F,L,T,S) un espace de Menger intuitionniste avec sup,., T (t,t) =1 et
inf;.1 S (1—¢t,1—1t)=0. Soient {x,},{yn} deux suites dans X avec x,, — x,y, — y respective-
ment. Alors

(a) iminf, .o Fy,,, (£) > Fyy () et imsup,,_, o Ly, (t) < Ly, (t) pour tout t > 0.

(b) Sit >0 est un point continu de Fy, et Ly,, alors lim, o F . (t) = Fy, (t) et

limy, 00 Ly, (8) = Ly (2).
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Preuve Si t =0, alors F,,, (0) =0 = F,, (0) et L,,,, (0) =1= L,, (0) pour tout n.
(a) Supposons que t > 0 et 0 < e <t donné. En utilisant (1) et (2) de la définition 1.26, on

trouve

Frngo (1) 2 T (Fape (2/2), T (Foy (t = ), Fyy, (2/2))).

Lo (1) > 8Ly (6/2), 5 (Lay (t = ), Ly, (2/2)))
lim inf oy, (1) > T (LT (Fy(t—2),1)) = By (— <),
lim Sup Ly, (1) < S(0,5 (L (t = ),0)) = L, (1 — )

n—oo

Il en résulte que

lim inf F, ,, (t) > F,, (t) et lim sup L,,,, (t) < Ly, (2).

n—oo n—00

(b) Fixons € > 0 tel que £ < t/2. Donc il existe ny € N tel que

Fougo () 2 Frpy, (t =€) 2T (Frw (e/2), T (Fuy (t = 2¢), Fyy, (€/2))),
Loy, (1) < Loy, (t =€) <5 (Lo (6/2) 8 (Lay (t — 22, Lyy, (£/2)));
Foy(t+26) 2 Foy(t+e) 2T (Foa, (¢/2),T (Fopy, (8), Fyy (€/2))),
Loy (t+2e2) < Loy (t+¢) <5 (Law, (€/2),5 (Layy, (), Ly,y (£/2)))

pour tout n > ny. Lorsque n — oo on obtient

T By () > T(LT (Fyy (6 —26),1)) = oy (£~ 22),

T Loy, (1) < S (0,8 (Luy (t = 22),0)) = Luy (t — 22);
Foy(t+2) > T (1,T ( Tim F,y, (1), 1)) = lim Fy, (),
Lo, (t+2) > S (0,5 ( T Ly, (1) 0)) = lim Ly, (1).

Comme t > 0 est un point continu de Fj, et L,,, on déduit que F, (t) = lim,_,o F},y, (1) et

Luy (t) = limy—og Lo, ,, (£). m
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1.7 Espaces métriques flous intuitionnistes

Atanassov [6] a introduit le concept des ensembles flou intuitionnistes comme une généra-
lisation des ensembles flous. En 2004, Park [49] a généralisé la notion d’espace métrique flou
donnée par George et Veeramani [[19]] & ’aide de t-normes continues et t-conormes continues et
a introduit la notion d’espace métrique flou intuitioniste. Récemment, en 2006, Alaca et al [2],
en utilisant I'idée des ensembles flous intuitionnistes, ont défini la notion d’espace métrique flou
intuitionniste & I’aide de t-normes continues et t-conormes continues comme une généralisation

de 'espace métrique flou au sens de Kramosil et Michalek [37].

Définition 1.29 (Park [49]) Une 5-tuple (X, M, N,x,Q) est dite un espace métrique flou in-
tuitionniste si X est un ensemble arbitraire, * est une t-norme continue, { est une t-conorme
continue et M et N sont des ensembles flous sur X2 x [0, 00) satisfaisant aux conditions suivantes
pour tout x,y,z € X et s,t >0,

(1) M (z,y,t) +N(:c,y,t) <1,

(2) M (z,y,t) >
(8) M (x,y,t) =1 ssix =y,
(4) M (2,y,t) = M (y, 1),
(5) M (x,y,t) « M (y,2,t) < M (x,z,t + s),
(6) M (z,y,-) :
(7) N (x,y,t) >0
(8) N (x,y,t) =
(9) N (z,y,t) = N (y, 1),
(10) N (z,y,t) ON (y,z,t) > N (x,z,t + s),
(11) N (z,y,-) : [0,00) — [0, 1] est continue.

[0,00) — [0,1] est continue,

0 sstx =y,

Donc (M, N) est appelé un espace métrique flou intuitionniste sur X . Les fonctions M (x,y,t)
et N (z,y,t) désignent le niveau de proximité et le niveau de mon-prozimité entre x et y par

rapport o t.

Définition 1.30 (Alaca [2]) Une 5-tuple (X, M, N,*, ) est dite un espace métrique flou in-

tuitionniste si X est un ensemble arbitraire, * est une t-norme continue, ) est une t-conorme
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continue et M et N sont des ensembles flou sur X*x [0, 00) satisfaisant aux conditions suivantes :
pour tout x,y,z € X et s,t > 0,
(1) M (x,y,t) +N(w,y,t) <1;
(2) M (z,y,0) =
(8) M (z,y,t) =1 ssi z = y;
(4) M (z,y,t) = M (y,,1);
(5) M (z,y,t) « M (y,2,t) < M (z,2,t + s);
(6) M (x,y,-) : [0,00) — [0,1] est continue a gauche,
(7) limy_oo M (z,y,t) = 1;
(8) N (2,y,0) =1,
(9) N (z,y,t) =0 ssix =y,
(10) N (z,y,t) = N (y,z,t)
(11) N (z,y,t) ON (y, z,t) > N (x,z,t + s),
(12) N (z,y,-) : [0,00) — [0, 1] est continue a droite,
(18) limy_o N (x,y,t) = 0.
Donc (M, N) est appelé un espace métrique flou intuitionniste sur X. M (x,y,t) et N (x,y,t)

désignent le niveau de proximité et le niveau de non-proximité entre x et y par rapport a t.

Remarque 1.17 Tout espace métrique flou intuitionniste (X, F, L, *, ) est un espace de Menger
intuitionniste en considérant F : X x X — D et L : X x X — E définies par F,,(t) = M(x,y,t)
et L,y (t) = N(z,y,t) pour tout z,y € X.

Soit (X, M, N,*,{) un espace métrique flou intuitionniste. Pour ¢ > 0, la boule ouverte

B (z,r,t) de centre x € X et de rayon r : 0 < r < 1 est définie par
B(z,r,t)={ye X : M (xz,y,t) >1—ret N(x,y,t) <r}.

Un sous ensemble A C X est dite ouverte si pour tout x € A, ilexistet > 0et 0 < r < 1
telle que B (x,r,t) C A. Soit & la famille de tous les sous-ensembles ouverts de X. Alors & est

appelée la topologie induite sur X par la métrique flou intuitionniste (M, N). Cette topologie
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est Hausdorff et dénombrable. Dans [49], Park a prouvé que la famille des ensembles de la forme

{B(z,rt):x € X,0<r <1,t>0} est une base pour la topologie & sur X.

Exemple 1.15 Soit (X,d) un espace métrique. On définit t-norme et t-conorme par a x b =
min {a, b} et a®b = max {a, b} respectivement. Soit

d
M (z,y,t) etN(a:,y,t)—M,pow“toutm,ye)( ett>0.

t
Ct+d(xy) Ct+d(x,y)
Alors (X, M, N,*,0) est un espace métrique flou intuitionniste. Nous appelons cette métrique
floue intuitionniste (M, N) induite par la métrique d la métrique floue intuitionniste standard.

Il est évident que N (x,y,t) =1 — M (z,y,t).
Définition 1.31 Soit (X, M, N,*, Q) un espace métrique flou intuitionniste. Alors

(1) la suite {x,} dans X est dite convergente s’il existe x € X tel que

lim M (z,,z,t) =1 et lm N (x,,z;t) =0, pour tout t > 0.

n—oo n—oo

(2) la suite {x,} dans X est dite une suite de Cauchy si pour toute € > 0, il existe ng € N

tels que
M (zy, T, t) > 1 —c et N (zp,xm;t) <&, pour toutt >0 et n,m > ng.
(3) L’espace métrique flou intuitionniste (X, M, N,*,Q) est dit complet si et seulement si

toute suite de Cauchy dans X est convergente.

Remarque 1.18 Dans l’espace métrique flow intuitionniste (X, M, N,*,Q), M (z,y,-) est crois-

sante et N (x,y,-) est déroissante pour tout x,y € X.

Remarque 1.19 ] est facile de prouver que si x, — ,y, — y,t, — t, alors

im M (2, Yn,tn) = M (z,y,t) et lim N (2., Y, tn) = N (z,9y,t).

n—oo n—oo

Remarque 1.20 Dans l’espace métrique flou intuitionniste (X, M, N, *,0), si M (x,y,t) > 1—r
et N (x,y,t) < r pour tout xt,y € X,;t >0 et 0 < r < 1, on peut trouver 0 < ty < t tel que

M (z,y,tg) >1—1 et N(x,y,to) <r .
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Remarque 1.21 1l est clair que si (X, M, N,x, Q) est un espace métrique flou intuitionniste,
alors (X, M, %) est un espace métrique flou. Inversement, si (X, M, *) est un espace métrique flou,
alors (X, M,1 — M, *, Q) est un espace métrique flou intuitionniste ot aQb = 1—[(1 — a) * (1 — b)]
pour tout a,b € [0, 1].

1.8 Définitions de base

1.8.1 Applications compatibles

Définition 1.32 Deux applications A et S d’un espace de Menger intuitionniste dans lui méme

sont dites compatibles si

lim Fase, 54z, (t) =1 et lim Lags, saz, (t) =0, pour tout t > 0,

n—-+o0o n—-+o0o

pour toute suite {x,} C X vérifiant

lim Az, = lim Sz, =2z, pour un certain z € X.
n—-+o0o n—-+o00

Définition 1.33 Deux applications A et S d’un espace de Menger intuitionniste dans lui méme
sont dites non-compatibles s’il existe une suite {x,} dans X telle que lim, .o Fas, .(t) =
lim,, 4 Fsy, -(t) = 1 pour un certain z € X, mais pour un certaint > 0, soit lim,, 1 Fasz, sAx, (t) #

1 oulimy,—, oo Lasz, 54z, (t) # 0 ou l'une des limites n’existe pas.

1.8.2 Applications faiblement compatibles

Définition 1.34 ([34]) Deux applications A et S d’un ensemble non vide X sont dites faible-
ment compatibles si elles commutent & leurs points de coincidence, (i.e., si Az = Sx ) pour un

certain v € X : ASx = SAx.

Remarque 1.22 La compatibilité imlique la compatibilité faible, mais la réciproque n’est pas

vraie en général, voir [59], exemple 1.
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1.8.3 La propriété (E.A)

Définition 1.35 ([34], [1]) Soient A et S deux applications d’un espace de Menger intuition-
niste (X, F, L, %, Q) dans lui méme. La paire (A, S) est tangentielle ou satisfait la propriété (E,A)

s’il existe une suite {x,} dans X telle que pour un certain z € X on a

lirf Fus, -(t) = lirf Fsu, .(t) =1 et (1.10)
lirf Lag, (1) = lirf Lg,, .(t) = 0 pour tout t > 0.

Remarque 1.23 Si (A, S) est compatible, alors elle satisfait la propriété (E.A), mais il existe

des applications qui ne sont pas compatibles et satisfont cette propriété.

Définition 1.36 ([[41]]) Soient A, B,S et T des applications d’un espace de Menger intuition-
niste (X, F, L, %, Q) dans lui méme. On dit qu’elles satisfont la propriété (E.A) commune s’il

existe deux suites {x,} et {y,} dans X telles que pour un certain z € X et pour toutt >0 on a

i Fa, () =l Fe ()= lim Fpy, (1) lim Fr,.(1)=1 e
A L) = lm Le, () = Tim Ly, .(t) T Ln,.(t) =0,

Si B= Aet T =S dans cette définition, on obtient la définition de la propriété (E.A).

1.8.4 La propriété (CLR)

Définition 1.37 ([64]) Soient A et S deux applications d’un espace de Menger intuitionniste
(X, F, L, *,Q) dans lui méme. La paire (A, S) satisfait la propriété "valeur limite commune” par
raport a S (brievement CLRg property), s’il existe une suite {x,} dans X telle que (1.10) est

vérifiée, ot z € S(X).

Exemple 1.16 Soit (X, F, L,*,Q) un espace de Menger intuitionniste, ou X = [0,00), la t-
norme * est définie par a * b = min{a,b}, la t-conorme { est définie par aQb = max{a,b}
et

Foy () = H(t =[x = yl), Lay (1) = Gt = |z —y])
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pour tout x,y € X ett > 0. On définit les applications A et S de X dans X par : Ar = x + 4,

1
Sz = bz Soit la suite {mn =1+ —} dans X . Puisque lim,, ., Ax, = Sz, =5, alors
neN*

h[_iI_l FA:cn,S(t) = hI_{l Fan,S(t) =1et
liIJrrl Lz, 5(t) = liIE Lg,, 5(t) = 0 pour tout t > 0,

ou b € S(X) ett>0. Par conséquent, les applications A et S satisfont la propriété CLRg.

D’aprés cet exemple, il est clair qu'une paire (A, S) satisfait la propriété (E, A) avec la

fermeture du sous-espace S (X) vérifie toujours la propriété CLRg.

Définition 1.38 ([[30]]) Deuz paires (A,S) et (B,T) des applications d’un espace de Menger
intuitionniste (X, F, L, *, Q) dans lui méme satisfont la propriété"common limit range" par rap-
port aux application S et T (brievement, CLRgsy property), s’il existe deux suites {x,} et {y,}

dans X telles que pour tout t > 0

nETOO FAxnyz (t) = n];l)l}»loo stnyz (t) - TLETOO FByn72 (t) HETOO FTy7L72 (t) - ]' et
HEEI—].OO LA$7L73(t) = n1—1>1_|1:loo LS$naZ(t> = nl_l)l}_loo LByn,z (t) n]'_l)r_,’I_loo LTyn,Z (t) = 07

o z€S(X)NT(X).

Remarque 1.24 Si B = A etT = S dans cette définition, on obtient la définition de la propriété
CLRgs.

Remarque 1.25 La propriété CLRsr implique la propriété commune (E.A.), mais la réciproque

n'est pas vraie en général, voir [12], exemple 21.

Proposition 1.6 ([[15]]) Siles paires (A, S) et (B, T) satisfont la propriété (E.A.) commune et
S(X) et T(X) sont deux sous-ensembles fermés de X, alors les paires satisfont aussi la propriété

CLRgr.

Définition 1.39 ([[12]]) Deux paires (A, S) et (B,T) des applications d’un espace de Menger

intuitionniste (X, F, L, %, Q) dans lui méme satisfont la propriété "the joint common limit range"”
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par rapport aux applications S et T (brievement, JCLRsy property), s’il existe deux suites {x,}

et {yn} dans X telles que pour toutt >0

nl_lgloo Fap, -(t) = nEI-il:loo Fsy, (1) = nl_{r_{loo Fgy, -(t) nl—l}—‘?oo Fry, .(t)=1cet
TLETOO LAxn,z (t) = nETOO LS$7L7Z(t) = nEI%I}OO LByn,Z (t) nEIEw LTyn72 (t) = 07

ot z=Su=Tu, u € X.

Remarque 1.26 57 B = A etT' = S dans cette définition, on obtient la définition de la propriété
CLRg.

Définition 1.40 ([[4]]) Deuz familles d’applications {A;} et {S;} commutent deux o deux si
(1) AjAj = AjA;, 0,5 € {1,2,...,m},
(2) SkS; = SiSk, k,l € {1,2,....,n},
(3) A;Sk = SrAii € {1,2,...m}, k€ {1,2,...,n}.

1.8.5 Point fixe couplé

Définition 1.41 ([42]) Un élément x € X est appelé un point fixe commun des applications
f:XXxX—>Xetg: X —X si

v =f(@2)=g()

Définition 1.42 ( [67]) Un élément (z,y) € X x X est appelé

(i) un point fize couplé de application f: X x X — X si

fley) =2 et f(yx)=y.

(ii) un point de coincidence couplé des applications f: X x X — X et g: X — X si

fle,y)=g(x) et f(y,x)=g(y)
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(#ii) un point fixe commun couplé des applications f: X x X — X et g: X — X si

r=f(z,y)=g() et y=[(y,z)=g(y)

Définition 1.43 Soient (X, F, A) un espace de Menger et f: X x X — X et g: X — X deux
applications. On dit que f et g sont faiblement compatibles (ou w-compatible) si elles commutent
a leurs points de coincidence couplés, i.e; si (z,y) est un point de coincidence couplé de f et g,

alors

g(f(xy)=f(g(x),9() et g(f(y,z)=f(g9(y),g9(z)).

Définition 1.44 ([11]) Soient A : X x X - X, B: X xX - X, T: X - X, 5: X - X
quatre applications. On dit les paires (B, S) et (A, T) ont un point de coincidence couplé commun

s’il existe a,b € X tel que

B (a,b) =S (a) =T (a) = A(a,b) et B(b,a) =S (b)=T(b) =A(b,a).
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Chapitre 2

Théorémes de points fixe commun dans
les espaces de Menger intuitionnistes en

utilisant la propriété CLR

2.1 Introduction

Il est intéressant d’étudier la théorie du point fixe commun des applications, cette problé-
matique a été liée aux relations entre les applications : commutatives, compatibles, faiblement
compatibles...etc. Le développement des notions de la commutativité des applications a été étendu
dans des espaces métriques probabilistes par plusieurs mathématiciens. Par exemple, Singh et
Pant [62] ont étendu la notion de commutativité faible (introduite par Sessa [60] dans les es-
paces métrique ordinaires), Mishra [47] a élargi la notion de compatibilité (introduite par Jungck
[33] dans les espaces métrique ordinaires), or Singh et Jain [63] ont introduit le concept des
applications faiblement compatibles dans les espaces de Menger.

En 2011, Sintunavarat et Kuman [64] ont obtenu que les notions de proprieté (E.A) requiére
toujours la complétude (ou fermeture) des sous espaces pour l'existence du point fixe commun.
Par conséquent, ils ont inventé 1'idée de limite commune dans la propriété (dite CLR ) qui détend
'exigence de la complétude (ou fermeture) des sous-espaces. Recemment, Chauhan et al [12] ont

defini la notion de JC'LRgy proprieté qui ne requiére pas la fermeture des sous espaces pour
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I’existence des points fixes pour deux paires d’applications.

Etant donné quatre applications A, B, S et T" d’un espace de Menger intuitionniste dans lui
méme, dans ce chapitre on va démontrer quelques résultats concernant des théorémes de point fixe
commun entre A, B, S et T en utilisant ces propriétés. Nos théorémes généralisent et améliorent

les théoremes dans [15], [13], [14], [18], [4], [44] et [58].

2.2 Reésultats principaux

Lemme 2.1 Soient A, B, S et T des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, x, ()
dans lui méme satisfaisant les conditions suivantes :

1) [La paire (A, S) satisfait la propriété CLRg | ou [le pair (B,T) satisfait la propriété

CLRy|.

2)A(X)CT(X) ouB(X)CS(X).

3) T (X) ou S (X) est un sous-ensemble fermé de X.

4) [B (yn) converge pour toute suite {y,} dans X quand T (y,) converge | ou [ A (x,) converge
pour toute suite {x,} dans X quand S (x,) converge].

St

(1+ aFsqry (1) Faz By (t) > amin {FAx,Sx (t) Fpyry (t) s Fsu By () Fazmy ()}

) Fsery (t) 50Dy, 4y 2, min { Fag sz (t1) , Fyy (t2)}

+ min k
Supt3+t4:2t min {FSx,By (tg) y FA:E,Ty <t4)}

(1+ BLsx1y (1) L az,By (t) < Bmax {LAJ:,SJ: (t) Lpyry (1), Ls: By (t) L azry (t)}

Lz my (t) ainftlthg:%t max {LAx,Sx (t1) s Ly ry (t2)},

(2.1)

+ max
inft3+t4:2t max {LSI,By (tB) 5 LAI,Ty <t4)}

pour tout ,y € X, t > 0, pour certains a, § >0 et 1 < k < 2, alors les paires (A, S) ,(B,T)

satisfont la propriété CLRgr.

Preuve Supposons que la paire (A, S) vérifie la propriété (CLRg) et T'(X) est un sous-

ensemble fermé de X.
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la paire (A4, S) vérifie la propriété (CLRg) ,alors, il existe une suite {z,} dans X telle que

lim Az, = lim Sz, =2z ouze S(X).

n—-+o0o n—-+o0o

Comme A (X) C T'(X), il existe une suite {y, } dans X telle que Ax, = Ty,. Donc

lim Ty,= lim Az,=2z ouzeS(X)NT(X).

n—-+o0o n—-+o0o

Ainsi Az, — 2z, Sz, — z et Ty, — z. Maintenant, on va montrer que By, — z.
Solent lim,, 1o Figy, 1 (to) = 1 et lim,, 1o Ly, ; (to) = 0. On affirme que [ = z.

On suppose que [ # z. On démontre qu’il existe t, > 0 tel que

2 2
F., <Et0> > F,(to) et L,y (Eto) < L, (to). (2.2)

Supposons le contraire. Alors, pour tout ¢ > 0, on a

2 2
F,, (%t) <F.;(t) ouL,, <Et> > L. (). (2.3)

En utilisant (2.3) de fagon répétée, on obtient

2 2\"
Fz,l (t) Z Fz,l <Et> 2 2 Fz,l <(E> t) — 1 ou
2 2\"
— < < — :
Lz,l (t) Lzl (k)t) ~ ~ Lz,l <(/{3) t) — O,

Lorsque n — 400, on trouve F,; (t) =1 ou L., (t) = 0 pour tout ¢t > 0, ce qui contredit [ # =z
et par conséquent (2.2) est prouvée.
Sans perte de généralité, on peut supposer que ty dans (2.2) est un point de continuité de F,
et L,;. Comme chaque fonction de distribution distance est continue & gauche et chaque fonction
de distribution non-distance est continue & droite, (2.2) implique qu’il existe € > 0 telle que (2.2)
soit vérifiée pour tout t € (to — €, o).

Comme F,; est croissante et L,; est décroissante, I'ensemble des points discontinuité de F
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et L,; est un ensemble dénombrable au plus. Ainsi, lorsque ¢, est un point de discontinuité de
F., et L,;, on peut choisir un point de continuité ¢; du F,; et F,; dans (¢ — €, to) pour remplacer

to. En utilisant I'inégalité (2.1) avec = x,, ¥y = y,, on obtient pour un certain ¢ty > 0

FAZ"!L,S-T'” (to) FBy'ruTyn (to) )
Fan,Byn (tO) FAzn,Tyn (t[])

[ FS:cn,Tyn (tO) 5

(1 + OéstnyTyn (to)) FAxnyByn <t0> >« mln

+ min

min {FAzn,Sacn (8) 7FByn,Tyn < 0 5)}

mln {stnyByn (2t0 ) FAafruTyn( }
et

LA.Z‘7L,SQ?7L (to) LBy7L7Ty7L (to) ’
Lan,Byn (t[)) LAxn,Tyn (tO)

Lsq, Ty, (to) ;

+max { max {LAM’S% (€), Ly, Tym < to — 5) } ,

max {Lsx'mByn (2t0 ) LAafruTyn }

(1 + BLan,Tyn (t0)> LAxn,Byn (tO) < ﬁ max

2
pour tout € € <O, Et()). En faisant n — +o00, on a

2
Fz,l (to) -+ OKFZJ (to) 2 OLFZJ (to) + min {E,z <Et0 — 6) ;E,z (Zto — 6)} et

2
Lz,l (to) < max {Ll,z <Et0 — 6) 7Ll,z <2t0 — 5)}

Lorsque € — 0, on obtient

2 2
F.u(to) > Fuy (%t()) et L. (to) < L., (%t())

ce qui contredit (2.2), donc on a z = [. Ainsi, les paires (A, S) et (B, T) satisfont la propriété
CLRST. |
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Remarque 2.1 La réciproque du lemme 2.1 n’est pas vraie en général, voir l’exemple 2.1 ci-

dessous.

Théoréme 2.1 Soient A, B, S etT des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, *, Q)
dans lui méme satisfaisant linégalité (2.1) du (lemme 2.1). Si les paires (A, S) et (B, T) satisfont
la propriété CLRsr, alors (A,S) et (B,T) ont des points de coincidence. De plus, si (A,S) et

(B, T) sont faiblement compatibles, alors A, B, S et T ont un point fize commun unique dans X .

Preuve Puisque les paires (A, S) et (B, T) satisfont la propriété CLRgr, il existe deux suites
{z,} et {y,} dans X telles que

lim Az, = lim Sx,= lim By,= Ilim Ty, =z,
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo

ouz € S(X)NT(X). Donc, il existe u,v € X tels que Su = z et Tv = z.

Comme dans la preuve du lemme 2.1, on peut prouver que Au = Su = z en posant £ = u et
y = y, dans l'inégalité (2.1). D’ol u est un point de coincidence de la paire (A, .5).

Maintenant, on affirme que Bv = Tv = 2. Si 2z # Bv, on posant x = u et y = v dans

'inégalité (2.1), on obtient pour un certain ¢y > 0

2
(1 + OZFSu,Tv (t[))) FAu,BU (to) > aFBu,z (to) + min {FBv,z (Eto) 7FBv,z (2t0)} ot
2
(1 + BLsurv (t0)) Laupy (to) < max {LBW <Et0> . L..po (2?50)}
Donc
2 2
FZ,BU (tO) > Fz,Bv (Eto) et Lz,Bv (to) < LZ,B’U <Et0> ’

ce qui contredit (2.2), donc Bv = Tv = z. Par conséquent, v est un point de coincidence de la
paire (B, T). Puisque la paire (A, S) est faiblement compatible et Au = Su on obtient Az = Sz.
Maintenant, on prouve que z est un point fixe commun de A et S. Si z # Az, en appliquant

I'inégalité (2.1) avec x = z et y = v, on trouve pour un certain t, > 0

(1 + aFSZ,T’U (tD)) FAZ,BU (tO) > a(FAz,z (t))Q + min {FAz,z (t0> 7FAZ,Z (tD)}
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et
(1 + /BLSZ,T’U (tO)) LAz,Bv (t0> < 6(LAz7z (tO))z + max {LAZ,Z (tO) >LAz,z (tO)} .

Donc

FAz,z (tO) > FAz,z (tO) et LAz,z (t[]) < LAz,z (tO) )

ce qui est impossible, d’ou Az = z = Sz, ce qui montre que z est un point fixe commun de A et
S. Comme la paire (B, T') est faiblement compatible, on obtient Bz = BTv = TBv = T'z. De la
méme maniére, on peut prouver que z est un point fixe commun de B et T en posant x =y = 2
dans l'inégalité (2.1). Par conséquent, z est un point fixe commun de A, B, S et T'. L’unicité de

z suit facilement de l'inégalité (2.1). m
Remarque 2.2 Le théoréme 2.1 améliore et généralise le théoréme 3.1 de [18].
L’exemple suivant soutient notre théoréme 2.1.

Exemple 2.1 Soit (X, F, L,*,Q) un espace de Menger intuitionniste, ou X = [3;11], ax b =
min {a, b} et aOb = max {a, b} avec
Foy(t)=H(t — |z —yl), Luy(t) =Gt — |z —yl|)

pour tout v,y € X et t > 0. On définit les applications A, B,S et T de X danx X par

3 ze{3}U]5 11] 3 xze{3}U]l5,11]
Ax = , Bx =
10 z€l3,5 9  2e]3,5
3 st =3 3 s x=3
Sz = 7T s oxe)35 ,Tr=4 xv+4 si x€]3,5
+1
’ si x€]5,11] r—2 si xelb 1l

1 1
On prend {x, = 3}, {yn =5+ —} ou {mn =5+ —} . {yn = 3}. Puisque lim,, ., o, Ax,, = lim,,_, o, Sz, =
n n
lim,, 400 Bz, =lim, oo T, =3 € S(X)NT (X), alors, les paires (A, S) et (B,T) satisfont la
propriété CLRgy. Aussi, A(X) = {3,10} ¢ 13,9[ =T (X) et B(X) ={3;9} ¢ ({7} U]3,6]) =
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S (X). Ainsi, toutes les conditions du théoréme 2.1 sont vérifiées et 3 est un point fize commun
unique de A, B,S et T. On remarque que toutes les applications sont discontinues au point 3.

Dans cet exemple, S (X) et T (X) ne sont pas des sous-ensembles fermés de X .

Lemme 2.2 Soient A, B, S et T des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, x, ()

dans lui méme satisfaisant les conditions 1,2,3,4 du lemme 2.1 et

(14 aFspry (1) Fazpy (t) > amin{Fa, 5. (t) Fpyry (1) s Fseny (t) Fazry (8)}
Faary ( Suptlﬂrz min { Faz.sqe (1) , Fszpy (t2)}
SUD¢;444=2¢ min { Fpgy 1y (t3) , Fazry (t2)}
(14 BLsz,ry (1)) Lae,py (t) < Bmax{Lagse (t) Lpyry (1), Lse,y (t) Lazry ()}
Lz my (1) 7inft1+t2:%t max { Lz 52 (t1) , Lsa,By (t2)}

inft3+t4=%t max {LBy,Ty (t3) Ly (ta)}

(2.4)

+ max
pour tout x,y € X, t > 0 pour certaines o, >0 et 1 < k < 2. Alors les paires (A, S) et (B, T)
satisfont la propriété CLRsr.

Preuve Comme dans la preuve du lemme 2.1, il existe ¢ty > 0 tel que (2.2) soit vérifice. En

2
utilisant I'inégalité (2.4) avec = x,, y = y, et lorsque n — 400, on a pour tout € € (O, Et[))

2 2
Fz,l (t0> > min {LE,z (Eto - 8)} - E,z (%t() - 5) )
2 2
Lz,l(tO) < {0 le(k’ 0_5)} le(k’ 0_5)

Lorsque € — 0, on obtient

2 2
Fou(to) = Fey (Et‘)) et L.;(to) < L., (Eto)

ce qui contredit (2.2) et donc on a z = [. Ainsi, les paires (A,S) et (B,T) satisfont la propriété
CLRgr. D’une maniere similaire, on peut démontrer que les paires (A, S) et (B,T) satisfont la
propriété CLRgr si la paire (B, T') satisfait la propriété CLRy, B(X) C S(X) et S(X) est un

sous- ensemble fermé de X. m
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Théoréme 2.2 Soient A, B, S et T des applications d’un espace de Menger intuitionniste dans
lui méme (X, F, L, %, Q) satisfaisant les inégalités (2.4) du lemme 2.2. Si les paires (A, S) et (B, T)
satisfont la propriété CLRgy, alors (A,S) et (B,T) ont des points de coincidence. De plus, si
(A, S) et (B, T) sont faiblement compatibles. alors A, B, S et T ont un point fire commun unique
dans X.

Preuve Comme dans la preuve du théoreme 2.1, il existe u, v € X tels que Su = z et Tv = 2.
On montre que Au = Su = 2. Si z # Au, en posant © = u et y = y,, dans l'inégalité (2.4) et

2
en faisant n — 400, on a pour tout ¢ € (O, Et())

2 2
FAu,z (tO) 2 FAu,z (Eto - 5) et LAu,z (tO) S LAu,z (Et() - 5) .

Lorsque € — 0, on obtient

2 2
Fauz (to) 2 Fau,: (Eto) et Lau (to) < Lau. (Et°> 7

ce qui contredit (2.2) et donc Au = Su = 2. Par conséquent, u est un point de coincidence de la
paire (A, S). Ensuite, on affirme que Bv = Tv = z. Si z # Bv, en posant * = u et y = v dans
'inégalité (2.4), on trouve pour un certain £y > 0

2
(1 + aFSu,TU (tO)) FAu,Bv (tO) > an,Bv (tO) + Fz,Bv (Eto - 8) et

2
(1 + BLSu,Tv (t(])) LAu,Bv (tO) < Lz,Bv (Eto - 5) )

2
pour tout € € (0, Eto)' Lorsque € — 0 on a

2 2
F. gy (to) = F. o (Etg) et L. gy (to) < L. By <Et0) :

ce qui contredit (2.2) et donc Bv = Twv = z. D’ou, v est un point de coincidence de la paire
(B, T). Puisque la paire (A, S) est faiblement compatible et Au = Su on obtient Az = Sz.

On prouve que z est un point fixe commun de A et S. Si z # Az, en appliquant 'inégalité
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(2.4) avec = z et y = v, on obtient pour un certain ¢ty > 0

2
(1+ aFs.zo (10)) Fae.po (to) > o Fac.» (t0))? + min {FA (to) , Fau.r (Eto) }

et
(1 + 5LSZ,TU (tO)) LAz,Bv (tO) < B(LAZ,Z (t))2 + max {LAZ,Z (t0> >LAz,z (%tO) } .

Par conséquent

2
FAz,z (tO) > min {FAZ,Z (tO) s FAZ,z (EtO) } = FAz,z (tO) et

2
LAz7z (tO) < max {LAz,z (tO) 7LAz,z (EtO) } = LAz7z (tO) .

ce qui est impossible et donc Az = z = Sz, ce qui montre que z est un point fixe commun de
A et S. Puisque la paire (B, T) est faiblement compatible, il vient que Bz = T'z. D’une maniére
similaire, on peut montrer que z est un point fixe commun de B et T. Alors, z est un point fixe

commun de A, B,S et T.

L’unicité de z provient facilement de I'inégalité (2.4). m

Remarque 2.3 Le théoréme 2.2 améliore et généralise le théoréme 3.2 de [18] et le théoréme

2.1 de [4).

Si B=Aet T =S dans les théorémes 2.1 et 2.2, on trouve un point fixe commun pour une
paire d’applications.
En appliquant les théorémes 2.1, 2.2, on déduit le point fixe commun pour quatre familles

finies d’applications données par le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Soient {A;}.",, {Br}—,, {Sk}h_, et {Tn}i_, quatre familles finies d’applica-
tions d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L,*, Q) dans lui méme, ot x est une t-norme
continue et { est une t-conorme continue avec A = A1 Ay... A, B = DB1DB,...B,, S =515....5,

et T = T\T5... T, satisfont les inégalités (2.1) du lemme 2.1 ou les inégalités (2.4) du lemme
2.2. On suppose que les paires (A, S) et (B,T) vérifient la propriété (CLRgsr). Alors {A;};", ,
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{B,}_, {Se}i_, et {Tn}i_, ont un point fixe commun unique a condition que les paires des

familles ({A;}:"  {SkYr_y) s B}y {Th}_,) commutent deux o deu.

EHpOS&HtAleQZ....:Am:A, B1:B2:....:BHZB, 51252:....:SPZS
et Ty =T, = ... =T, = T dans le corollaire 2.1, on trouve que A, B,S et T ont un point fixe
commun unique a condition que les paires (A™, SP) et (B",T?) commutent deux a deux.

Dans la preuve du lemme suivant, on n’a pas besoin de prouver l'inégalité (2.2).

Lemme 2.3 Soient A, B, S et T des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, , Q)

dans lui méme satisfont les conditions 1,2,3,4 du lemme 2.1 et

(1 + aFsery (1) Faz,py (t) > amin {Fap s, (1) Fyry (1), Fse,y (t) Faery (1)}
. Fszmy (t) y SUPy, 44,=24 MAX {FAx,Sw (t1), Fpy 1y (t2)},
+ min k
Supt3+t4:2t max {FSx,By (t3> 7FA:5,Ty (t4)}
(14 BLsSzry (1) Law,py (t) < Bmax{Lagse (t) Lpyry (1), Lse,py (t) Lazry (1)}

Lgzry (1), inft1+t2=%t min {LAx,Sx (t1), Lpyry (t2)}

(2.5)

+ max
infy, 14, —ormin{Ls, gy (t3), Lazry (t4)}

pour tout x,y € X, t > 0, pour certains a,, 5 >0 et 1 < k < 2. Alors les paires (A, S) et (B,T)

satisfont la propriété CLRgr.

Preuve Comme dans la preuve du lemme 2.1, Az,, — 2, Sx,, — 2z et Ty, — z. Maintenant,

on montre que By, — z. On affirme que [ = z. On suppose que | # z. En utilisant 'inégalité

2
(2.5) avec x = x,, Y = Yn, et lorsque n — +00, on a pour tout ¢ € (O, Eto)

Fz,l (tO) 2 Let Lz,l (tO) g 0

donc, z = [. Ainsi, les paires (A, 5) et (B, T) satisfont la propriété CLRgr. ®

Théoréme 2.3 Soient A, B, S etT des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, *, Q)
dans lui méme satisfaisant l'inégalité (2.5) du lemme 2.3. Si les paires (A, S) et (B,T) satisfont
la propriété CLRst, alors (A,S) et (B,T) ont des points de coincidence. De plus, Si (A,S) et

(B, T) sont faiblement compatibles. alors A, B, S et T ont un point fire commun unique dans X .
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Preuve Comme dans la preuve du théoreme 2.1, il existe u,v € X tels que Au = Su = Bv =
Tv = z. D’ou, u est un point de coincidence de la paire (A, S) et v est un point de coincidence
de la paire (B, T).

Puisque la paire (A, S) est faiblement compatible et Au = Su, on obtient Az = Sz. Mainte-
nant, on affirme que z est un point fixe commun de A et S. Si z # Az, en appliquant I'inégalité

(2.5) avec © = z et y = v, on a pour un certain to > 0

(1 + aFSz,Tv (tO)) FAz,Bv (tO) > CV(F‘Az,z (tO))z + min {FAz,z (tO) 7FAz,z (t(])}

et
(1 + BLSz,Tv (tO)) LAz,Bv (tO) < ﬁ(LAz,z (t0>)2 + max {LAz,z (tO) ; LAz,z (t())} .

Donc

FAz,z (tO) > FAz,z (t()) et LAz,z (tO) < LAz,z (tO) )

ce qui est impossible, ainsi Az = z = Sz, ce qui montre que z est un point fixe commun A et S.
Comme la paire (B,T) est faiblement compatible, on trouve Bz = T'z. De méme, on peut
prouver que z est un point fixe commun de B et T en posant z = y = z dans 'inégalité (2.5).
L’unicité du z provient facilement de I'inégalité (2.5). m
Soit ® ’ensemble de toutes les fonctions croissantes et continues ¢ : (0,1] — (0, 1] telle que
©(t) > t pour tout ¢t € (0,1] et ¥ I’ensemble de toutes les fonctions décroissantes et continues

¥ :(0,1] — (0,1] telle que ¥(t) < t pour tout t € (0, 1].

Lemme 2.4 Soient A, B, S et T des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, , Q)

dans lui méme satisfaisant les conditions 1,2,3,4 du lemme 2.1 et

(1+ aFsury (t) Fazpy (t) > amin{Fay s, (t) Fyry (1), Fsepy (1) Fagry (t)}
i Fazmy ( Sllpt1+t2:2t min { Faz se (t1) , Fyry (t2)},
SUDy, 1 4,—2, TN {Fse.By (t3) , Fawry (t1)}
L+ BLsery (t) Laz,sy (t) < Bmax{Lagys. (t) Lpyry (t); Lse,sy (t) Lazry (t)}

LSw,Ty (t) Jinftl—i-tg:%t max {LAI,SI (tl) ) LBy,Ty (t2)} )

(2.6)

¥ | max
inft3+t4:%t max {LSx,By (t3), Lazry (ta)}
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pour tout x,y € X, t >0, pour certains a, B >0 et 1 <k <2, oup € ® et p € V. Alors les
paires (A, S) et (B,T) satisfont la propriété CLRgr.

Preuve Elle résulte de la preuve du lemme 2.1. =

Remarque 2.4 Les lemmes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.} restent vrais si ['on suppose que la paire (B, T) satisfait

la propriété CLRr, B (X) C S (X) et S(X) est un sous-ensemble fermé de X.

Théoréme 2.4 Soient A, B, S etT des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, %, ()
dans lui méme satisfaisant l'inégalité (2.6) du lemme 2.4. Si les paires (A, S) et (B,T) satisfont
la propriété CLRgsr, alors (A,S) et (B,T) ont des points de coincidences. De plus, si (A,S) et

(B, T) sont faiblement compatibles, alors A, B, S et T ont un point fixze commun unique dans X .

Preuve Comme dans la démonstration du théoreme 2.1, z = Au = Su = Bv = Tv. Comme
la paire (A, S) est faiblement compatible et Au = Su on trouve Az = Sz. Maintenant, on affirme
que z est un point fixe commun de A et S. Si z # Az, en appliquant l'inégalité (2.6) avec z = z

et y = v, on obtient pour un certain tq > 0

(]- + aFSZ,Tv (tO)) FAz,BU (tO) 2 O5(1:1Az,,7,' (t0)>2 +

. <mm {FA (to) , min {FA (), Fae (%“ - 6) }}>

et

(1 + ﬂLSz,Tv (tO)) LAZ,BU (tO) S B(LAz,z (t0>)2 +

o (o L) {0 Laes (o) 1))

2
pour tout € € (0, Et(])' Lorsque € — 0, on obtient

FAz,Bv (tO) Z 2 (mln FAZ,Z (tO)) > FAZ,Z (tO)

LAz,z (tO) S ¢ (maX LAz,z (tO)) < LAz,z (t(])

ce qui est impossible, ainsi Az = z = Sz, ce qui montre que z est un point fixe commun de A et

S.
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Comme la paire (B,T) est faiblement compatible, on obtient Bz = Tz. D’une maniére si-
milaire, on peut prouver que z est un point fixe commun de B et T" en posant x = y = z dans
I'inégalité (2.6). Donc, z est un point fixe commun de A, B, S et T. L’unicité du z suit facilement

de l'inégalité (2.6). m

Remarque 2.5 Le Théoréme 2.4 améliore et généralise le théoréme 3,2 de [13], le théoréme 3.1

de [14], le théoréme 1 de [53], le théoréme 2.6 de [15] et les théorémes 3.1, 3.2 de [44).

Remarque 2.6 Dans les théoréemes 2.1, 2.2, 2.3et 2.4, et d’une maniére similaire, on peut
prouwver que A, B, S et T ont un point fire commun unique dans X si on suppose que les paires
(A, S) et (B,T) vérifient la propriété JCLRsr ou la propriété CLRap au lieu de la propriété
CLRgsr.

Remarque 2.7 1] est facile de voir que le théoréme 2.1 reste vrai si on remplace

sup min{Fs, py (t3), Fazry (ta)} et inf max{Lgy py (t3), Lazry (ta)}
t3+ta=2t t3+ta=2t

dans linégalité (2.1) par

sup max {FSx,By (tg) s FAw,Ty (t4)} et inf min {LS:E,By (tg) s LA:E,Ty (t4)}
t3+ta=2t t3+ta=2t

Aussi, les théorémes 2.2 et 2.4 restent vrais si on remplace

sup min{Fpy 1y, (t3), Fazry (t4)} et inf , max {Lpyry(ts), Lazry (ts)}
tatta=3t tatta=7t

dans les inégalités (2.4) et (2.6) par

sup max {FBy,Ty (tg) s FAx,Ty (t4)} et inf ) min {LBy,Ty (tg) s LAI,Ty (t4)}
ta+ta=2t t3t+ta=%t

respectivement.

Théoréme 2.5 Soient A, B, S etT des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, *, Q)

dans lut méme satisfaisant les conditions du lemme 2.1 ou lemme 2.2 ou lemme 2.3 ou lemma
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2.4. Si les paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles, alors A, B,S et T ont un point

fixe commun unique dans X.

Preuve En vertu des lemme 2.1, lemme 2.2, lemme 2.3 et lemme 2.4, les paires (A, S) et

(B,T) vérifient la propriété CLRgr. D’ou, il existe deux suites {z,} et {y,} dans X telles que

lim Az, = lim Sx,= lim By,= Ilim Ty, =z,
n—-+0o n—-+o00o n—-+0o n—-—+o00

ouz € S(X)NT(X). Le reste de la preuve suit comme dans la preuve des théorémes 2.1, 2.2,

2.3, 24t 25 m

Remarque 2.8 Le théoréme 2.5 améliore et généralise le théoréme 3.3 de [14], le théoréme 2.3

de [4]. et le théoréme 2.8 de [15].

Exemple 2.2 On garde A et B et on remplace S et T dans l’exemple 2.1 par les applications

suivantes
3 if =3 3 if x=3
Sz = 6 if x€]3,5 ,Tx= 9 if ze€]3,5]
1
T e e s =2 if zel511)

Ona A(X) ={3,4} C 3,9 =T (X) et B(X) = {3,5} C [3,6] = S(X). Ainsi, toutes les
conditions du théoréme 2.3 sont satisfaites et 3 est un point fire commun unique de A, B, S et
T. En outre, il est noté que le théoréme 2.1 ne peut pas étre utilisé dans le cadre de cet exemple

tant que S (X) et T (X) sont des sous-ensembles fermés de X.
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Chapitre 3

Théorémes de point fixe commun dans
les espaces de Menger intuitionnistes en

utilisant la relation implicite

3.1 Introduction

Dans la théorie du point fixe, les relations implicites sont utilisées comme un outil pour trouver
le point fixe commun pour des applications impliqués. Plusieurs auteurs ont étudié ’existence et
'unicité de points fixe commun dans différents espaces par les relations implicites, voir [5], [17],
[21], [27], [38] et [50]. Inspiré par un travail due & Pope [50], on a remarqué que la preuve des
théorémes de poinst fixes communs via une relation implicite est une bonne idée, car il couvre
plusieurs conditions contractifs plutoét d’une condition de contraction.

Le but de ce chapitre est de démontrer des théorémes de points fixe commun pour deux pairs
des applications faiblement compatibles dans des espaces de Menger intuitionnistes en utilisant
le propriété CLRgr via une relation implicite. Des exemples illustratifs sont également donnés
pour soutenir nos principaux résultats. Comme application, on donne un théoréme de point
fixe commun pour six applications et de quatre familles finies des applications dans des espaces
de Menger intuitionnistes en utilisant la notion de "deux a deux commutent". Nos théorémes

généralisent les théorémes de [3], [5], [15], [16], [17], [21], [27], [28], [31], [32], [44], [48] et [64]. On
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corrige également des erreurs dans article [28] qui ne sont pas corrigées dans [29].

3.2 Relations implicites

Soit Fg I'ensemble de toutes les fonctions ¢ : [0,1] — R et 1 : [0,1]® — R telles que ¢ semi-
continue inférieurement, 1) semi-continue supérieurement sur [0, 1]° et satisfont aux conditions
suivantes :

(1) ¢ (u,1,u,1,1,u) < 0 pour tout u € (0, 1),
i1) ¢ (u,1,1,u,u,1) < 0 pour tout u € (0,1),

i) ¢ (u,u,1,1,u,u) < 0 pour tout v € (0,1),
¥ (v,0,v,0,0,v) > 0 pour tout v € (0,1),
Y (v,0,0,v,v,0) > 0 pour tout v € (0,1),
Y (v,v,0,0,v,v) > 0 pour tout v € (0,1).

Exemple 3.1

2 (t17t27t37t4a t57t6) = tl —4g (mln {t27t3a t47 t57t6}) )

¢(t17t27t37t4at57t6) - tl —h(maX{tQ,tg,t47t5,t6}),

ot g : [0,1] — [0,1] est une fonction croissante et continue telle que g (t) >t pour tout t € (0,1)
et h : [0,1] — [0,1] est une fonction décroissante et continue telle que h(t) < t pour tout

te€(0,1).

Exemple 3.2

@(t17t27t37t47t57t6) - tl _a’min {t27t37t47t57t6}7

w (t17t27 t37 t47t57t6) = tl — bmax {t27t37t47t57t6} )

ota>1let 0<b< 1.
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Exemple 3.3

@ (t1,ta, ts, ta, ts,ts) = (14 pta)ty — pmin {tsta, tste} — g (min {to, t3,t4,t5,t6}) ,

7~/J(tla-1527t37t47t57tﬁ) — (1 +qt2> tl — gmax {t3t47t5t6} - h(maX {t27t37t47t57t6})7

ot p,q >0, g:[0,1] — [0,1] est une fonction croissante, semi-continue inférierement telle que
g (t) >t pour tout t € (0,1) et h: [0,1] — [0,1] est une fonction décroissante et semi-continue

supérieurement telle que h (t) <t pour tout t € (0,1).

Exemple 3.4

©(t1,ta, t3,ta, ts,tg) = t] — cimin{ts, 13,13} — co min{tste, tats} — cststs,

Y(ty, ta, ts, by, ts5,t6) = 13 —bymax{ts t2,t3} — by max{tsts, tats} — bststs

0’&01,62,03>0, Cl+0221, Cl+6321, bl,bg,b3>0, by +by <1 et by + b3 <1.

Exemple 3.5

©(t1,ta, ts, by, ts, tg) = t3 —amin{t>ty, titsty, tats, tsta}, a > 1,

U(ty, by, ts, by, ts,t6) = t3 —bmax{tity, titsty, tote, tsta}, 0 < b <1,

Exemple 3.6

t
oty ta, ts, ta ts, tg) = 2 —agmin{t2, 2,82} —ay——, ay > 1 et ag > 0,
ts + t5
t
Uty to, by, ta, b5, te) = 2 — by max{t3, 2,12} — @ﬁ, 0<b <1 ethy>0.
3 5

Exemple 3.7

262 + t2t2

tr, o, tg, by, ts,lg) = 5 —a—2—56 4>29
90(17 2y 03,04, U5, 6) 1 t2+t3+t4 el
5 t3th + 13t

b1, o, b, e, b5, tg) = ¢ ,0<b<1.
w(123456> 1 t2+t3+t4
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Exemple 3.8

2 412 + 12

t1,to, s, ty, ts, tg) = 2 —
@(17 2y 03,04, U5, 6) 1 a t5—|—t6 ) = 4,
ty + 13 + 13
U(ty, ty, ts, by, b5, ) = 13 —b2—2—2 0<b<l.
ts + tg
Exemple 3.9
3 t313
t1,t0,13,14,15,1 = tj]—a—————, a > 3,
90(123456) 1 ty + ts + tg
3 t5t3
bt to g, ta, s, t) = 8 —b—24 b >0.
P(t1, ta, ts, ta, ts, te) 1 ty+ ts 1 1o
Exemple 3.10
t
ot to, by, ta, ts, t6) = {3 — aymin{t3, 13,63} —bi——, a1 > 1 et by >0,
ts + tg
t
¢(t1,t2,t3,t4,t5,t6) = t% — a2 max{t%,t%,ti} — bgﬁ, 0< as < 1 et b2 > 0.
5 6
Exemple 3.11
t1 min{t27t3,t4,t5,t6}
pltntatstitnt) = [oma—o [ otan,
0 0
t1 max{t27t3,t4,t5,t6}
2ﬁ(tlat277537t47t57tf3) = /¢(t>dt - h( / ¢<t>dt)’
0 0

ot g : [0,1] — [0, 1] est une fonction croissante et semi-continue inférieurement telle que g (t) >t
pour tout t € (0,1), h : [0,1] — [0,1] est une fonction déroissante et semi-continue supérieure-
ment telle que h (t) <t pour toutt € (0,1) et ¢ : R, — Ry est une fonction intégrable au sens

de Lebesque qui est sommable et satisfait

0</ ¢(s)ds <1 pour tout 0 < e < 1.
0
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Exemple 3.12

t1 to

@(tl,t27t3,t4,t5,t6) = (/¢(S>d8)p — al(/¢(s)ds)p

0 0

—by min{?qﬁ(s)ds, fqﬁ(s)ds, (fgb(s)ds)

N
—~
<
—~

»
~—

.

Vo)
~—

N

( / $(s)ds)? ( / $(s)ds)?}",

¢(t1,t2,t37t4,t5,t6) = (/gb(S)dS)p — CLQ(/QS(S)CZS)p

N[
—
<
—~
V)
SN—
QL

»
S—
N[

—by max{fgzﬁ(s)ds,jgb(s)ds, (7¢(s)ds)
( / 6 (s)ds) / 6(s)ds)?}?,

o a; >0,b; >1,a,b0>0,a+by<1,p>0¢et¢:R, — R, est une application intégrable

au sens de Lebesgue qui est sommable et satisfait

€ 1
0< / o(s)ds <1 pourtout0 <e<1 et / o(s)ds = 1.
0 0

Exemple 3.13

@(tlat27t37t47t57t6) == G(tl) - g(G(min{t27t37t4at5at6})

¢(t1,t2,t3,t47t5,t6) - G(tl) - h<G(maX{t27t37t47t57t6})

ot g :[0,1] — [0,1] est une fonction croissante, semi-continue inférieurement telle que g (t) >t
pour tout t € (0,1), h : [0,1] — [0,1] est une fonction déroissante et semi-continue supérieure-
ment telle que h(t) <t pour tout t € (0,1) et G : R} — R satisfait :

(i) G(0) =0 et G(t) > 0 pour tout t € (0, A), A € (0,00], R} = [0, A4),

ii) G est croissante sur R et
(i1) A
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(i1i) G est continue.

On définit ®[0, A) = {G : G satisfait (i)-(iii)}.

Exemple 3.14

oty ta, ts, by, ts,ts) = (G(t1))? — a1 (G(t2))?
—by min{G(ts), G(ta), (G(ts))? - (G(ts))?,
(G(ts))2 - (Glts))2 }7),
Y(tr,ta,ts,ta,ts,t6) = (G(t1))" — aa(G(t2))”
~bymax{G(ts), G(ts), (G(ts)) - (G(t5))?,
(G(ts))? - (G(te))2}7),

4~
w
N

D=

otay>0,bp>1,a,>0,as+by<1,p>0¢etGe P0,A).

Les exemples suivants ont été donnés par [68],
1) Soit G(t) =t, alors G € ®[0, A) pour tout A € (0, +o0].

2) On suppose que ¢ est positive et intégrable au sens de lebesgue sur [0, A) et vérifie

€

/¢(t)dt > 0 pour tout € € (0, A).
0

t
Soit G(t) = /gb(s)ds, alors G € [0, A).
0

3) On suppose que 1 est positive et intégrable au sens de lebesgue sur [0, A) et vérifie

/¢(t)dt > 0 pour tout € € (0, A)
0
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A

et ¢ est positive et intégrable au sens de lebesgue sur |0, / Y(s)ds) et vérifie

0

€ A

/qﬁ(t)dt > 0 pour tout € € (0, /w(s)ds).

0 0

t

o

0
Soit G(t) = / o(u)du, alors G € [0, A).

0
4) Si H € ®[0,A) et G € ®[0, H(A — 0)), alors la fonction composée G o H € ®[0, A). Par
G()

exemple, soit L(t) = /gb(s)ds, alors L € [0, A), G € F [0, A) et ¢ est positive et intégrable au

0

sens de lebesgue sur [0, G(A — 0)) et satisfait
/(b(t)dt > 0 pour tout € € (0, G(A —0)).
0

Lemme 3.1 ([[68]]) Soit A € (0,+c0] et G € ®[0, A). Silim,, .., G(e,) = 0 pour tout €, € R},

alors lim,, . €, = 0.

3.3 Reésultats principaux

Lemme 3.2 Soient A, B, S etT des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, %, )
dans lui méme satisfisant les conditions suivantes

1) La paire (A, S) satisfait la propriété CLRs ou Le pair (B,T) satisfait la propriété CLRy.

2) A(X)CT(X) ouB(X)CS(X).

3) T(X) ou S (X) est un sous-ensemble fermé de X.

4) B (yn) converge pour toute suite {y,} dans X quand T (y,) converge ou A(x,) converge

pour toute suite {x,} dans X quand S (x,) converge.
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Si
2 (FAI,By (t) ) FSx,Ty <t> ) FACL‘,SCL‘ (t> ) FBy,Ty (t) ) FSx,By (t) ) FAm,Ty (t)) 2 07
2/) (LAm,By (t) 7LSac,Ty (t> 7LA£E,S£E (t> >LBy,Ty (t> ) LS:E,By (t) 3 LAx,Ty (t>> S 07

(3.1)

pour tout x,y € X, t >0 et p, 9 € Fg. Alors les paires (A, S) et (B,T) satisfont la propriété
CLRgr.

Preuve Supposons que le paire (A,S) satisfait la propriété CLRg et T'(X) est un sous-

ensemble fermé de X. Alors, il existe une suite {z,,} dans X telle que

hI}_l Az, = lil}rl Sz, =2, oz e S(X).

Puisque A (X) C T (X), il existe une suite {y,} dans X telle que Az,, = T'y,. Donc

lim Ty, = lim Az, =zetzeS(X)NT(X).

n—-+00 n—-+o00

Ainsi Az,, — z, Sx,, — z et Ty, — z. D’apreés la condition (4), B (y,) converge aussi.
Maintenant, on montre que By, — z. Soit lim,, o Fgy, 1 (to) = 1 et lim,, o Ly, 1 (to) = 0.
On affirme que [ = z. On suppose que | # z. En utilisant I'inégalité (3.1) avec x = z,, y = Yy,

on trouve

,l7b (LAx'ruByn (t> 7LS$7L7Tyn (t) ) LA:r‘ILHS’xTL (t) ) LBynyTyn (t) ’ LSiEnyByn (t) ) LAx'ruTyn (t)) S 0'

v
=

Lorsque n — o0, on obtient

2 (Fz,l (t) ) Fz,z (t) ) Fz,z (t) 3 E,z (t) ) Fz,l (t) 7Fz,z(t)) Z 07

%ZJ (Lz,l (t) 3 Lz,z (t) ) Lz,z (t) >Ll,z (t) 9 Lz,l (t) 7Lz,z (t)) S 0

64



Chapitre 3. Théorémes de point fixe commun dans les espaces de Menger
intuitionnistes en utilisant la relation implicite

Y
o

SO(FZJ (t) Y 17 17 E,Z (t) Y FZJ (t) Y 1)

¥ (L. (t),0,0,L;.(t), L., (t),0)

IN
=

ce qui contredit (ii) et (b). Par conséquent z = [. Ainsi, les paires (A, S) et (B,T) satisfont la
propriété CLRgr.

D’une maniére similaire, on peut prouver que les paires (A, S) et (B, T) satisfont la propriété
CLRgr si on suppose que le paire (B,T) satisfait la propriété CLRy, B(X) C S (X) et S (X)

est un sous-ensemble fermé de X. m

Remarque 3.1 La réciproque du lemme 3.2 n’est pas vraie en général, voir l’exemple 17 ci-

dessous.

Théoréme 3.1 Soient A, B, S etT des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, *, Q)
dans lui méme satisfaisant l'inégalité (3.1) du lemme 3.2. Si les paires (A, S) et (B,T) satisfont
la propriété CLRgr, alors (A,S) et (B,T) ont des points de coincidence. De plus, si (A,S) et

(B, T) sont faiblement compatibles, alors A, B, S et T ont un point fixze commun unique dans X .

Preuve Puisque les paires (A, S) et (B, T) satisfont la propriété CLRgr, il existe deux suites

{z,} et {yn} dans X telles que

lim Az, = lim Sx,= lim By,= Ilm Ty, =z,
n—-+4o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

ouz € S(X)NT(X). Donc, il existe u,v € X tels que Su = z et Tv = 2.
Comme dans la preuve du lemme 3.2, on peut prouver que Au = Su = z en posant x = u et
y = y, dans I'inégalité (3.1). Ainsi, u est un point de coincidence de la paire (A, S). Maintenant,

on affirme que Bv = T'v = 2. Sinon, en posant z = u et y = v dans I'inégalité (3.1), on obtient

2 (FAU,BU <t> 7FSu,TU (t) 7FAu,Su <t> 7FB'U,TU <t> ) FSu,Bv <t> 7FAu,Tv (t)) Z 07
¢ (LAu,Bv (t) ) LSU,TU <t> 7LAu,Su (t> ) LB'U,TU (t) ) LSu,Bv (t) 7LAu,Tv (t)) S 0
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Donc
@ (F.po (t),1,1, Fg,. (t), F.p,(t),1) >0,

’l/} (LZ,B'U (t) 707 07 LBv,z (t) ) Lz,Bv <t> 70) S 0

ce qui contredit (ii) et (b). D’ot Bv = T'v = z. Par conséquent, v est un point de coincidence du
paire (B, T). Puisque la paire (A, S) est faiblement compatible et Au = Su, on obtient Az = Sz.
Maintenant, on affirme que z est un point fixe commun de A et S. Si z # Az, en appliquant

'inégalité (3.1) avec x = z et y = v, on trouve

v
o

@ (FAz,Bv (t> 7FSZ,TV (t) 7FAz,Sz <t> 7FB'U,TU (t) ) FSZ,B'U (t) ) FAz,Bv (t))

@D (LAZ,BU (t) 7LSZ,TU (t) 7LAZ,S'Z (t) 7LBU,Tv (t) ) LSZ,BU (t) 7LAZ,Bv (t)) S 0.

2 (FAz,z (t) ) FAZ,Z (t) ) 17 ]-a FAz,z (t) ) FAz,z (t))

1/} (LAz,z (t> 7LAz,z (t) 707 07 LAz,z (t) 7LAz,z (t)) S 0

Y
o

ce qui contredit (iii) et (¢), donc Az = z = Sz, ce qui montre que z est un point fixe commun
de A et S. Comme la paire (B,T) est faiblement compatible, on a Bz = BTv = TBv = T'z.
On peut prouver d’une maniére similaire que z est un point fixe commun de B et T en posant
x =y = z dans l'inégalité (3.1). D’ou, z est un point fixe commun de A, B, S et T. L’unicité de

z suit facilement de l'inégalité (3.1). m

Remarque 3.2 La conclusion du théoréme 3.1 reste vraie si on suppose que les paires (A, S) et

(B, T) vérifient la propriété JCLRst ou la propriété CLRap au lieu de la propriété CLRgy .
Maintenant, on donne un exemple pour soutenir notre théoréme 3.1.

Exemple 3.15 Soit (X, F,L,*,0) un espace de Menger intuitionniste, ot X = (0,9], a x b =

min {a, b} et aOb = max {a, b} avec

Foy () = H(t =[x = yl),  Lay (1) = Gt — |z —yl)
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pour tout z,y € X ett > 0. On définit les applications A, B, S etT" de X dans X par

( 1 1
l—z z€(0,=] x x€(0,=]
AH?I 12 ,BI’: 12 ,
0 -9 9 -9
k z € (5,9] z € (5.9
(z 1 1 1 1
P ‘TG(O?_] 5 :EE(O’_}
1 -9 - -9
\ z € (5,9] 7 v€(59

et p,1:[0,1]° = R par

2 (t17t27t37t47 t5a tﬁ) = tl —4g (mln {t27t37 t4a t57t6}) ’

¢(t1>t2’t37t4;t57t6> — tl _h(max{t27t37t47t57t6})7

1 1 1
ot g (s) = /s, h(s) = s* pour tout s € [0, 1]. Considérons les suites {xn = — —} et {yn = 5}
nenN
dans X. On a

1
lim Az, = lim Sz, = lim By, = lim Tyn:§€S(X)ﬂT(X),

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo

Alors, les paires (A,S) et (B,T) satisfont la propriété CLRgr. Notons que les paires (A,S)

1
et (B,T) sont faiblement compatibles en 3 Ainsi, toutes les conditions du théoréme 3.1 sont
1
vérifiées et 3 est un point fire commun unique de A, B,S et T. On remarque que toutes les
L. : . . , 1
applications sont discontinues a leur point fize commun 3 En outre

AX) = [ U0}, B(X)=(0,5]uo},

00 = Gplu, T ={3.5}.

Par conséquent, A(X) G T(X) et B(X) & S(X). Aussi, A(X),B(X),S(X) et T (X) ne sont
pas des sous-ensembles fermés de X .

Théoréme 3.2 Soient A, B, S etT des applications d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L, *, Q)

dans lui méme satisfaisant les conditions du lemme 3.2. Si les paires (A, S) et (B,T) sont fai-
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blement compatible, alors A, B, S et T ont un point fire commun unique dans X.

Preuve Comme dans la preuve du lemme 3.2, les paires (A, S) et (B, T') vérifient la propriété

CLRgr. Dong, il existe deux suites {x,} et {y,} dans X telles que

lim Az, = Ilim Sxz,= lim By,= Ilm Ty, =z,
n—-+4+o0o n—-+o0o n—-+4o0o n—-+o0o

oz € S(X)NT(X). La suite de la preuve suit comme dans la preuve du théoréme 3.1. m

Exemple 3.16 Dans le cadre de l'exemple 3.15, on remplace les applications A, B, S et T par

les applications suivantes

1 1 1 1
- x€(0,-] - x€(0,Z]
Av =1 3 12 Br=4q % 12
Zl ‘TE(§79] Z ‘Te(iag]
1 1
z x€(0,<] l—z z€(0,Z]
0 Z‘E(§,9] 1 $€(§,9]

Alors
13 1 11 1
AX)=<=,- - 1=T(X) et B(X)=|-,= - =5(X).
0 ={33} cGU=T() @B =[5 cb5=5(0
Ainsi, toutes les conditions du théoréme 3 sont vérifiées et 3 est un point fixe commun unique
de A, B,S etT. En outre, le théoréme 3.2 ne peut pas étre utilisé dans le cadre de cet exemple

tant que S (X) et T (X) sont des sous-ensembles fermés de X .

Remarque 3.3 Si B = A et T = S dans les théorémes 3.1 et 3.2, on obtient un point fize

commun pour une paire des applications.

Maintenant, on utilise la définition 1.40 pour prouver un théoréme de point fixe commun pour

six applications dans ’espace de Menger intuitionniste.

Théoréme 3.3 Soient A, B, S, R,T et H des applications d’un espace de Menger intuitionniste

(X, F, L,%,Q) dans lui méme satisfaisant les conditions suivantes :
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(1) Les paires (A, SR) et (B,TH) vérifient la propriété CLRsrr.
(2) Il existe ¢ et ip dans (Fg) telles que

2 (FAm,By (t) 7F5'Rr,THy (t) ’FAx,SRm (t) ’ FBy,THy (t) ) FSRm,By (t) ’ FA:E,THy (t))

>0,
(3.2)
¢ (LAx,By (t) ) LSRZ,THy (t> 7LAx,SR:c (t) ) LBy,THy (t) 5 LSRx,By (t) 7LAw,THy (t)) S 07

pour tout x,y € X ett > 0. Alors les paires (A, SR) et (B, TH) ont des points de coincidence.
De plus, A,B,S, R, T et H ont un point fire commun unique dans X lorsque les deux paires
(A,SR) et (B,TH) commutent deux & deuz, c’est-a-dire, AS = SA, AR = RA,SR = RS, BT =
TB,BH=HB etTH =HT.

Preuve Puisque (A, SR) et (B,TH) commutent deux a deux, alors les deux paires sont
faiblement compatibles. D’aprés le théoréme 3.1 A, B, SR et TH ont un point fixe commun
unique z dans X. On montre que z est un point fixe commun unique pour les applications
A B,S,R,T et H.

Si z # Rz, en appliquant I'inégalité (3.2) avec x = Rz et y = z, on obtient

© (FARZ,BZ (1), Fspre)ri- (t) s Fare srers) (), Fperm: (t) s Fsrere),B: (), Far:TH- (t)) >0,
¢ (LARZ,BZ (t) s LSR(Rz),THz (t) ) LARz,SR(Rz) (t) 7LBz,THz (t) 5 LSR(RZ),Bz (t) ) LARZ,THZ (t)) < 07
2 (FRz,z <t> 7FRz,z (t) ) 17 17 FRZ,Z (t) 3 Fz,Rz (t)) Z 07
¢ (LRz,z (t) y LRz,z (t) aO) 07 LRz,z (t) yLz,Rz 07

ce qui contredit (iii) et (c). Alors, z = Rz et donc S (Rz) = Sz = z. D’une maniére similaire, on
peut prouver que z = Hz et T (Hz) =Tz =2 Don, z=Az2=Bz=Sz=Rz=Tz=Hz et 2
est un point fixe commun unique de A, B, S, R, T et H. m

Comme une application du théoréme 3.1, on donne le résultat suivant pour quatre familles

finies des applications.

Corollaire 3.1 Soient {A;};",, {B:}—,, {Sk}h_, et {Th}}_, quatre familles finies des appli-
cations d’un espace de Menger intuitionniste (X, F, L,*,) dans lui méme, ot * est une t-

norme continue et { est une t-conorme avec A = A Ay... A, B = B1Bs...B,, S = 515,....5,
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et T = NT,...T, satisfont linégalité (3.1) du lemme 3.2. Supposons que les paires (A,S)
et (B,T) vérifient la propriété CLRgy. Alors {A;}." ., {Brhi_, {Sktr_, et {Tn}i_, ont un
point fize commun unique dans X & condition que les paires des familles ({A;};", ., {Sk}o_,) et

{Br}_, ATw}i ;) commutent deuzx & deu.

Remarque 3.4 Posons Ay = Ay =...=A,=AB =By=..=B,=B,5=5=..=
Sp=5SetTh=T,=.. =T, =T dans le corollaire 5.1, on obtient que A, B, S et T" ont un point
fixe commun unique dans X a condition que les paires (A™, SP) et (B",T9) commutent deuzx a

deuzx.
Remarque 3.5 Dans l’article [28] page 5, l'inégalité
(P3) : @ (u, 1,u, 1, u,u) <0
devrait étre
S (u,u,1,1,u,u) <0

parce que dans la page 8, les auteurs ont écrit : si At # t, puis en utilisant l'inégalité 3.1, on

trouve

d (FAt,Bv (l’) ) FSt,T'u ([E) ; FSt,At (I) ’ FTU,BU (I) ’ FSt,Bv (:E) 7FT1),At (l’)) Z 0;

ou

o (FAt,t (x) , 1 FAt,t ($) , 1, FAt,t (x) 7FAt,t (x)) > 0.

Cette inégalité est incorrecte car Fsiry (x) = Fare (v) €t Fsyar () = Fagae () = 1.
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Chapitre 4

Théorémes de point fixe couplé dans les
espaces de Menger intuitionnistes avec

application aux équations intégrales

4.1 Introduction

Dans [11], Bhaskar et Lakshmikantham ont introduit la notion du point fixe couplé et les
applications monotones mixtes et ont donné quelques théorémes de point fixe couplé. Bhaskar
et Lakshmikantham [11] ont appliqué ces résultats pour étudier I'existence et I'unicité du solu-
tion pour les problémes périodiques de valeur-limite. Aussi, Lakshmikantham et Ciric [40] ont
introduit le concept du point de coincidence couplé et ont prouvé certains théorémes de point
fixe commun couplé. Sedghi et al [57] ont donné un théoréme de point fixe couplé pour des
contractions dans des espaces métriques floues.

D’autre part, les équations intégrales se posent dans de nombreux problémes scientifiques
et techniques. Une grande classe de problémes aux limites peut étre convertie a des équations
intégrales deVolterra ou Fredholm.

Les modeles de physique mathématique comme les problémes de diffraction, diffusion en
mécanique quantique, la cartographie des conformal et de vagues d’eau ont également contribué

a la création des équations intégrales. De nombreuses autres applications en sciences et en génie
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sont décrites par les équations intégrales ou des équations intégro-différentielles. Le modeéle de
croissance des populations de Volterra, les espéces biologiques vivant ensemble, la propagation
des poissons stockés dans un nouveau lac et le rayonnement du chaleur font partie de nombreux
domaines qui sont décrits par des équations intégrales.

Les équations intégrales se posent souvent dans l’electrostatics, les problémes électromagné-
tiques, les problémes de diffusion électromagnétiques et dans la propagation des ondes acoustiques
et de elastical.

Dans cet article, on montre un théoréme de point fixe commun pour des applications sous
des conditions ¢-contractives dans les espaces de Menger intuitionnistes. Comme application de
notre résultat, on étudie I'existence et 1'unicité de la solution pour une équation intégrale non

linéaire de Fredholm. On donne également un exemple pour valider notre résultat.

4.2 Reésultats principaux

Dans cette section, L et F' sont supposées satisfaire aux conditions sup,., Fy, () = 1 et
inf;~¢ L, (t) = 0 pour tout z,y € X. Si ¢ : R — R, est une fonction telle que ¢ (0) = 0, alors
¢ est appelée une function jauge. Si ¢t € R, alors ¢" (t) désigne la n-iéme itération de ¢ (¢) et
¢ ({0}) = {teRy : 4 (t) =0}

En utilisant la continuité de *, { et [[?], Lemme 1], on obtient le résultat suivant.

Lemme 4.1 Soientn € N, g, : (0,00) — (0,00) et F,, : R — [0, 1] . Supposons quesup {F (t) : t > 0} =
let
lim g, (t) =0; F, (g, (t)) > +> (F (t)) pour tout t > 0.

n—-+00

Si chaque F,, est croissante, alors lim, . o F, (t) =1 pur tout t > 0.

Lemme 4.2 Soient n € N, g, : (0,00) — (0,00) et L, : R — [0,1]. Supposons que :
inf{L(t):t>0}=0 et

lim g, (t) =0; Ly, (g (t)) <O*(L(t)), pour toutt >0

n—-+o00
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Si chaque L, est déroissante, alors lim,_. o L, (t) = 0, pour tout t > 0.
Preuve Fixons ¢ > 0 et ¢ > 0. Par hypothese, il existe tg > 0 tel que L (ty) < e. Puisque

gn (to) — 0, il existe k € N tel que g, (to) < t pour tout n > k. Par monotonicité, on a
Ly (t) < Ly, (gn (to)) < 0* (L (ty)) < & pour tout n >k

On déduit que lim,, oo Ly, (t) = 0. ®

Théoréme 4.1 Soit (X, F, L,*,) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue x de type H et une t-conorme & continue de type H. Soient ¢ : (0,00) — (0, 00) une fonction
vérifiant lim,,_, ;o ¢" (t) = 0 pour tout t > 0, T : X x X — X, g : X — X deuz applications
satisfaisant T (X x X) C g (X) et pour toutt >0, x,y,u,v € X

v

Frey) re) (@ (t)) Fy) gty (1) * Fy) g00) (1) (4.1)

Ly rw) (@ (8) < Lg),gw (1) OLg(y).gw) (t)

Supposons que T (X x X) est complet et que g et T sont faiblement compatibles, alors g et T

ont un point fixe commun unique * dans X, c’est a dire x* =T (z*,2*) = g (x*).

Preuve Comme T (X x X) C ¢g(X), il existe deux suites {x,} et {y,} dans X telles que

9Tni1 = T(xn,yn) €t gyns1 =T (Yn,x,) pour tout n € N (4.2)

En utilisant (4.1) et (4.2), on a

ngn,grnﬂ <¢ (t)) - FT(wnfl,ynq),T(xn,yn) (¢ <t>> > Fg(an),g(arn) (t) * Fg(ynfl)yg(yn) (t) (4'3)

Lz gonir (0(1) = L, _1yn1)T@nyn) (@ (1) < Lyn_1)g@n) ) OLg(yn_1).g0m) ()
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et

ngmgynﬂ (?b (t)) = FT(yn_1,a:n_1),T(yn,xn) (¢ (t)) > Fg(:cn_l)y(xn) (t) * Fg(yn_l),g(yn) (t) (4-4)

Lgyn,gyn+1 (¢ (t)) - LT(yn71,xn71)7T(ynya:n) (fb (t)) < Lg(acnq),g(zn) (t) OLg(yn—l)vg(yn) (t)

Il résulte de (4.3) et (4.4) que

Fyingrnia (@7 (1) * Fy gynsr (0" (1))
+? (Fg:vn—hgxn (¢n71 (t)) * Foy 1 gyn (¢n71 (t)))

> > (Fyzo,gz1 (1) * Fayo gur (1))

v

et

Lo, gznir (9" (1)) OLgy, gynin (0" (1))
<>2 (Lgxnfhgxn (¢n—1 (t)) <>Lgyn,1,gyn (¢n_1 (t)))
< LSO (Lgzo,gar (1) OLgyogy, ()

IN

Soient E, (t) = Fya, gonis (t) * Fyy gynir () €6 Py (t) = Lga, gonys (t) OLgy, gynsq (). Alors

v
v

B (0" (1) 2 % (But (6" (1) 2 o 2 =" (Bo (1)

Po(¢" (1) < O (Paa (6" (1)) < o SO (R0 (1))
Puisque ¢" (t) — 0, sup,~o Eo (t) =1 et infi~q P, (t) = 0, D’aprés les lemmes 4.1 et 4.2, on a
lim E,(f)=1 et lim P,(t)=0

n—-+o0o n—-+00

Comme min {ngn,gwnﬂ () Foygynia (t)} > E, (t) et max {ngn,gxnﬂ (), Lgya,gynss (t)} < P (1),
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on trouve pour tout ¢ > 0

HETOO Forpgraa (1) = nEIfoo Fyygynia (1) =1 et (4.5)
nl_i)f_iloo Lyz,, genir (t) = nl_{rfoo Loy, gynis (t) =0,

Puisque lim,, ;4 ¢" (t) = 0, il existe ng = ng (t) € N tel que ¢"" () < ¢™ (t) < t. Ensuite,

on montre par induction que pour tout k£ € N, il existe b, € N tel que

Fyrngen i (9" (1) % Foyp gy, (070 (1)) (4.6)
> (Fga g (67 () = 6™ () # Fgygyonn (€7 (6) — 07 (1))

et

ngn:gxrrrk <¢n0 <t>) OLgynvgynJrk (qbno (t)) (47)
< O™ (Lysngonss (07 (8) = ™ (1)) OLgygyars (67 (8) — 0™ (1))

Elle est évidente pour k = 0 car F,, gz, (0™ (1)) = Fyyp.gpn (0™ (1)) = 1 €t Lgs, gu, (0™ () =
Ly, gun (0™ (t)) = 0. Supposons que (4.6) et (4.7) sont vraies pour un certain £ € N. Puisque
@™ (t) — @™t (t) > 0, D’aprés (1) et (2) dans la définition (1.26) on a

Fysngrnins (9" (1)) = Fyopgois (7 () = ™7 (1) + 0™ (1)) (4.8)

2 Fgfmglnﬂ (¢n0 (t) - gbnO—H (t)) * ngn+1yg$n+k+1 (¢n0+1 (t)) .

et

ngnvg$n+k+1 (¢n0 (t» = Lgﬂ?mgfcn+k+1 (¢n0 (t) - ¢n0+1 (t) + ¢n0+1 (t)) (49)
Lya.gonin (87 (1) = ™1 (1) OLga,y1 ganinen (077 (1))

IN
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Il résulte de (4.1), (4.6) et (4.7) que

Fgmn+1,ga)n+k+1 (¢n0+1 (t)) (410)

o FT(%“yn%T(ng,ynJrk) (¢n0+1 (t))

2 Fovngwnin (8" (1) * Fyypgynys (0™ ()
2 *bk (ngn7gxn+1 (¢n0 (t) - ¢n0+1 (t)) * ngn7gyn+1 (¢n0 (t) — ¢n0+1 (t)))
et
Lgu’vn+1,gﬂcn+k+1 <¢n0+1 (t)) (411)
= LT(In7yn)7T(In+k7yn+k) (¢n0+1 (t))
<

Lga g (0" (8)) OLgy, gy, (0™ (1))
S <>bk (Lgmn’9$n+l (¢n0 (t) - ¢”0+1 <t>) <>Lgyn,gyn+1 (¢n0 <t> - ¢”0+1 (t)))

Maintenant, a partir de (4.8), (4.9), (4.10) et (4.11) il vient

Fyon gninis (677 (1)) (4.12)
70 o no+1
S Fppgs (670 (1) — gm0 (1) = [t | Foomsmnns (970 () =077 (1)
*ng7z7gyn+1 (gbno (t) - ¢n0+1 (t))

et

ngmgwn+k+1 (¢n0+1 (t>) (4.13)

Lys,gonss (070 (t) — 6™ (1))
OLgyngynin (6" (£) = ™7 (1))

IN

Lo, gonis (07 (1) — 0™ (£)) O | O™
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De la méme fagon, on a

ngn79yn+k+1 (gbnO—H (t)) (414)

ngn»ger—l (¢n0 (t) - ¢n0+1 (t))

> F s (¢ng (t) - ¢no+1 (t)) s | %%
9Yn,gy *F gy gumin (qﬁ”o (t) — gt (t))

et

Loy gy i1 (¢HOH (t)) (4.15)
Ly ganir (6™ () = "7 (1))
<>Lgyn,gyn+1 (¢n0 (t) - ¢n0+1 (t))

IN

Lgy.gynia (Cbno (t) — ¢n0+1 (t)) O [ o™

En utilisant (4.12), (4.13), (4.14) et (4.15) on conclut que

Fyangorin (0 (1) * Foynguir (6™ (1)
> Fyrgrnr (0 (8) = 6" (D) % Fyyp gyr (67 (1) = 6™ (1))

# [ (Fpraganin (87 (8) = 0" (8) # Py gy (67 () = ™71 (1)))]
= S (Fya ganin (87 (8) = "7 (1) * Faygynn (87 (8) — 0™ (1)) -

et

Ly g2nin (9" (1) OLgyn gy inir (7 (1))
< Lgangona (67 (1) = 6" (1) OLgyn gy (67 (1) — 6™ (1))
O [0% (Lgan.gonsn (87 (£) = 6™ (8) OLgy, gyasr (67 (8) = 6™ (1)))]
O™ (Lya gor (070 (1) = ™1 (1) OLgy gy (67 (1) — 6™ (1))

Comme by 1 = 2b, + 1 € N, (4.6) et (4.7) sont vérifiees pour k + 1. Par conséquent, il existe
br € N tel que (4.6) soit vérifiée pour tout k£ € N.
Maintenant, on prouve que {7 (z,,yn)} €t {T (yn,z,)} sont des suites de Cauchy dans

X. Soient t > 0 et ¢ > 0. Comme lim,,_, ¢" (t) = 0, il existe n; = n; (t) € N tel que
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¢m(t) < o™ (1) <t.

Si {#" : n € N} est équicontinue en 1 et * (1) = 1, il existe 6 > 0 tel que
sis€(1—9,1], alors %" (s) >1—¢ pour tout n € N
Si {O0" : n € N} est équicontinue en 0 et ¢ (0) = 0, il existe 6 > 0 tel que
si s €[0,9), alors 0" (s) <e pour tout n € N

D’apres (4.5), on a

im Fyp gons (6™ (1) — ™ (1) =

n—-4oo

Hm Fyy gyny (0™ (8) — ™ (1) = 1.

n—-+o0o

et

i Ly, go,y (¢ (8) = 6™ (1))

n—-+o0o

= lim Lgy, gy, (¢m (t) — ot (t)) = 0.

n—-+0o

Comme * est continue, il existe N € N tel que pour tout n > N,
Fgmn,gmn+1 (gbnl (t) - ¢n1+1 (t)) * ngn7gyn+1 (qbnl <t> - ¢n1+1 (t)) >1-9

Lgz gans (0™ (1) = ™ (1) OLgy, gy (6™ (8) — ™71 (1)) <0

Ainsi, d’apres (4.6), (4.7), (4.16) et (4.17), on obtient

Fyengwn i (0" (1) % Foyp gy, (971 (1) > 1 — ¢

Ly genin (0" (1) OLgy gy (0™ (1) < e

(4.16)

(4.17)
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pour tout k£ € N. Puisque

min{ Fotp g2n s (@™ (1)) s F o gn (o™ (t))}

> ngnygwnﬁ»k <¢nl <t>> * ngnvgyn+k <¢n1 (t)) .
et

max{ Lgrygenin (0" (1)) Loyn gymrr (6™ (t>)}
< Lgop,gunis (0" (£)) OLgyn gynir (¢ (1))

on trouve
min{ ngn)gmrkfk (¢n1 (t)) Y ngnvgynnfk (¢n1 (t)>} > 1 —&

maX{ Lgtrginir (0" (1)) s Loyngynsr (6™ (t))} <ée

Par monotonicité de F' et L, on a pour tout k£ € N

min { ngnvgx7z+k (t) ) ngnvgyn+k (t)}
Z mln{ Fgacn,gacn+k (gbnl (t)) ) ng'rl7gyn+k (gbnl (t))}

> 1—¢

et

max { ng7L7gIn+k (t) 7Lgyn,gyn+k (t)}
S maX{ L9$7zygmn+k (¢nl <t>> 7Lgyn,gyn+k (¢n1 (t>)}

< €

Donc {gz,} et {gyn}, i.e., {T (n,yn)} et {T (Yn,2,)} sont des suites de Cauchy dans X.
Comme T (X x X) est complet et T (X x X) C g (X), il existe a,b € X tel que {T (zp,yn)}
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converge vers ga et {T (y,,x,)} converge vers gb. Ensuite, on prouve que ga = T (a,b) et gb =
T (b,a). Soit t > 0, puisque lim,,_, 1 ¢" (t) = 0, il existe ny = ny (t) € N tel que ¢" (¢ (1)) <
¢ (t) . En utilisant (1) et (2) dans la définition (1.26) et (4.1), on trouve

Fr(ap).ga (¢ (1)) (4.18)
= FT(a,b)vT($"+"21yn+"2) (¢n2+1 (t)) ¥ FT<$"+nzvyn+"2)aga (¢ (t) - ¢n2+1 (t))
>

Fgagrnin, (8" () % Fopgynin, (0 (D)% Frg oy g0 (68 = ¢ (1))

et

L1(ap).ga (¢ (1)) (4.19)
LT(a7b)vT(~’Cn+n2:yn+nz) (¢n2+1 <t>) OLT(In+n2,yn+n2):ga (¢ (t) - ¢n2+1 (t))
Lga,g:vn_H,Q (¢n2 (t>) <>Lgb,gyn+n2 (¢n2 (t)) <>LT<xn+n2,yn+n2),ga (qS <t> B ¢n2+1 (t))

IN

IN

Notons que gr, — ga,gyn — gb et {T (anrnzaynJrnz)} — ga. Ail’lSi, en faisant n — +oo dans

(4.18) et (4.19), on obtient

FT(a,b),ga (¢ (t>) >1x1=1
Lr(ap).ga (¢ (1) <000 =0

Par induction, on trouve

Friap)ga (" (1)) > 1

Lr(ap)ga (9" (1)) <0

En utilisant (IM-3) et (IM-7) on a ga = T (a,b) . De méme, on peut prouver que gb =T (b,a).
Prochainement, on prouve que si (a*,b*) € X x X est un autre point de coincidence couplé

de g et T, alors ga = ga* et gb = gb*. En effet, en appliquant (4.1), on obient

Fga,ga* (¢ (t)) = FT(a,b),T(a*,b*) (gb (t)) > Fga,ga* (t) * ng,gb* (t)

Fop,gb~ (p(t) = Fr(b,0),1(b*,a%) (1) > Fya.gar (t) * Fop,gb~ (t)
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et

Lga,ga* (gb (t)) = LT(a,b),T(a*7b*) (gb (t)) < Lga7ga* (t) <>Lgb,gb* (t)
Lgb,gb* (¢ (t)) = LT(b,a),T(b*,a*) (¢ (t)) < Lga,ga* <t) QLgb,gb* (t)

Il en découle que
Fhaga (0 (1) * Fopg (0 (1)) > +2 (Fya.gar () * Fgpgb- (1))

et
Lga,gar (¢ (t)) % Lgp g+ (¢ (1)) > +2 (Lgagar (t) * Lgp.go (1)) -

Par induction, on obtient
min { Fyaga- (6" (1)), Fopgoe (6" (1))}

Fagar (9" (1)) * Fgpgpe (" (1))

> " (Fyagar (t) % Fgpgp+ (1))

v

et

max{ Lgqga (0" (t)), Lgbg (0" (1))}
Lga,gar (9" (1)) OLgp.go- (8" (1))
< O™ (Lyagar (1) O Loy gp (1))

IN

Il résulte du lemme 4.1 et lemme 4.2 et (IM —3) et (IM — 7) que ga = ga* et gb = gb*. Ceci

montre que g et T ont un point couplé de coincidence unique.
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Maintenant, on montre que ga = gb. En appliquant (4.1), on obtient

Fga,gyn (?b (t)) = FT(a7b),T(yn—1,xn—1) (?b (t)) > Fga,gynﬂ (t) * ngymnq (t) (4-20)
ng,gwn (¢ (t)) = FT(b,a),T(xnfl,ynq) (925 (t)) > ng,gmnﬂ (t) * Fga,gynfl (t> .

et
Lga,gyn (¢ (t» - LT(ayb)7T(yn71a-73n71) (fb (t)) < Lga,gynfl (t) <>Lgb,gxnf1 (t) (4-21)
Lgb,gzn (¢ (t)) = LT(bva‘)’T(mnfl,ynfl) <¢ (t)) S Lgb,gzn_l (t) <>Lgaygyn—1 (t)

Soient

Fo(t) = Faga, (1) * Fgagy, (t) et

Ly, (t) = Lgb,grn (t) <>Lga7gyn (t) .

D’apres (4.20) et (4.21), il vient
Fo(6" (1) 2 42 (Far (6" (1)) > . > 42 (Fo (1)

Ly (¢" (1) < 0% (Lo (0”71 (1)) < oo O™ (Lo (1))

En appliquant les lemmes 4.1 et 4.2, on a lim, ., F,, (t) = 1 et lim,, ..o L, () = 0, ce qui

implique que

lim Fyp g, (£) = Hm Fy, g, (1) =1

n—-+00 n—-+o00

im Lgpge, (1) = Hm Lggg, (t) =0.

n——4o00 n——+o0o

Puisque {gx,} converge vers ga et {gy,} converge vers gb, on trouve gb = ga = u. Comme T et

g sont w-compatibles, on obtient

gu=g(ga) = g(T (a,0)) =T (ga,gb) =T (u,u).
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ce qui implique que (u, u) est un point de coincidence couplé de T" et g. Donc T' et g ont un point
couplé unique de coincidence, d’ou, gu = ga. Enfin, on démontre I'unicité du point fixe commun

de T et g. Soit v € X tel que v = gv = T (v,v) . En utilisant (4.1), on a

Fuw (@) = Frau.rwe (¢ (1))
Fugo (t) * Faugo (t) = +2 (Fuw (1)) -

v

et

ce qui implique

En appliquant les Lemmes 4.1,4.2 et (IM-3),(IM-7) on trouve que u = v. Ce qui achéve a la

démonstration. m

Théoréme 4.2 Soit (X, F, L,*,) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue x de type H et une t-conorme continue { de type H. Soient ¢ : (0,00) — (0, 00) une fonction
vérifiant lim,, ., o ¢" (t) = 0o pour toutt >0 etT : X XX — X et g: X — X deux applications
telles que T (X x X) C g(X) et pour tout t >0, x,y,u,v € X.

v

Fy()gu) (¢ (1)) = Fyy).9) (¢ (1)) (4-22)

Loy re) () < Lg)g) (@ (8) OLg) g0) (@ (1))

Er(e,), T u) ()

Supposons que T (X x X) est complet et que g et T sont faiblement compatibles, alors g et T

ont un point fixze commun unique z* € X, c’est a dire x* =T (a*,2*) = g (z*) .

Preuve Comme T (X x X) C g(X), on peut construire deux suites {x,} et {y,} dans X
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telles que

91 =T (Tn,Yn) €t gYns1 = T (Yn, ) pour tout n € NU {0} (4.23)

En appliquant (4.22) et (4.23) on a

Fozp 92011 (t) = FT(wn_hyn—l),T(xn,yn) (t) (4.24)
> Pyl 1)gn) (0 (1) * Fyy )90 (@ (1))

Lyzngonss 1) = LT 1,90-1)T(@nwn) ()
< Ly(u)gt@n) (@ (1) OLg(y1).g0m) (¢ (1))

et
ngn,gyn+1 (t) = FT(ynflyx'rzfl):T(yn»mn) (t) (425)
Z Fg(xn—l)yg(xn) <¢ (t)) * Fg(yn—1)7g(yn) (QS (t))
Lgynzgyn+1 (t) - LT(ynflya?nfl)yT(ynaxn) (t)
< Lylwn)g@n) (@ (1) OLyg(ya1) gt (@ (1))

Maintenant, soient E, (t) = Fyz, ganir (1) * Foyo gynir (t) €t P (t) = Lga, ganiy (8) OLgyn gynsn (1) -
En utilisant (4.24) et (4.25) on obtient E,, 11 (t) > E,, (¢ (t)) et Py (t) < P, (¢ (t)) . Il en résulte

que

Buni(t) 2 #(Ba(6(1) = . 2+ (B (6" (1)) (4.26)
P () < 02 (Pa(9(D)) < o < O™ (P (6" (1))

Vv

Comme limy_ ¢ o B4y (t) = Uy o0 Fyug gay (8)%Fgyo.gun (1) = 1, im0 Py (8) = limy 4 oo Lgag gy ()%
Lyyogrn (1) = 0 et lim,_, . ¢" (t) = oo pour chaque t > 0, on a lim,_; £y (¢" () = 1 et
lim,, 100 P1 (¢" (t)) = 0.
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D’apres le lemme 4.1 et lemme 4.2, on a

lir+n E,(t) = 1 pourtoutt>0 (4.27)
lir}rq P,(t) = 0 pourtoutt>0

Pour tout ¢ > 0 fixe et lim,, ., ¢" () = oo, il existe ng = ng () € N tel que ™ (1) < ¢™ (1) <
t.
De méme, puisque lim, ;o ¢" (¢™7" (£) — ¢™ (t)) = oo, il existe mg = mq (t) € N tel que

P (¢n0+1 (t) — o™ (1)) > " (t) — ¢ (t) . D’aprés (4.24), on trouve

Fya g ganimgs (0" (8) = 0™ () 2 B (6 (677 (8) — 0™ (1)) (4.28)
> 2 (B (970 (671 (1) — 9™ (1))
> 20 (B, (¢ (1) — ¢™ (1))
Lyt mygonimgss (877 () = 8™ () < Paymg (¢ (™7 (1) = 0™ (1))
< S0P (P (07 (¢ (1) — 9™ (1))
< 0T (P (¢ (1) — 0™ (1))

Ensuite, on montre par induction que pour tout k € N, il existe by € N tel que

Ftnimesgznsmosn (@77 (1)) By ("7 (1) — 0™ (1)) (4.29)
Lg$n+m0,gl'n+m0+k (¢n0+1 (t)) < <>bk (Pn (gbnO—H (t) - ¢n0 (t)))

v

et

F gy gvmimgin (0771 (1)) (B, (¢ (1) — 0™ (1)) (4.30)
Lgyn+m0,gyn+m0+k (¢n0+1 <t>) < O (Pn (¢n0+1 (t) — o™ (t)))

v

C’est une évidence pour k = 0 puisque Fye,, .. gz im, (™" (1) = F gyt g g (o7t (1)) =1

et L9$n+m0=9xn+m0 (¢n0+1 (t)> = Lgyn+m0,gyn+m0 (¢n0+1 (t)) =0.
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Supposons que (4.29) et (4.30) sont vraies pour un certain k£ € N. En utilisant (4.22), (4.29),
(4.28) et (IM —5), on obtient

Fg$n+m0 9Tn+mg+k+1 (¢n0+1 (t))

= Py grnsmgsnen (7 (1) = 67 (6) + 67 (1)
> Finimpgznimo (0707 (8) = 0" (1)) % Fap g 102mimosrss (97 (1))
= Fornimarnrmon (077 (6) = 6™ (0) * Frp o), (xn+m0+k yn+m0+k) (6™ (1))
> Fpanimgarnings (677 () = 6" OV (Fran gty (6" 0) 5 Foprgimgsn (677 (1))
> Figaningns (677 (0) = 67 (1) 5 (=2 (B, (6" (1) = 67 (1))
(1)) * (2 (B (977 (1) — o™ (¢ ))))

> «2mo (En (¢no+1 (t) o ¢no
_ 20 (B, (6 (1) - 4 (1)

et

Lsnmggnimpsiss (677 (1))

= Ly ons (677 (8) = 67 (8) + 6™ (1))

< Lypnmgginemges (67 (8) = 6" (1)) OLiger gy aes (67 (1)

= Ly imggonimges ("7 (£) — 0™ (1)) OLp (s g ) T (g tinemg ) (O (E))

< Lypcmpazaimgss (677 (0 = 6 (1) O (Lypmp oo (87 (1) OLugyginimgss (877 (1))
< Lypigginemges (677 (1) = 67 (£)) 0 (02 (B (6 (1) = 6™ (1))

< <>2mo (En (¢no+1 (t) _ ¢n0 (t))) O (<>2blc
— <>2(m0+bk) (En (¢n0+1 (t) . qbno (t))) )
De méme, on peut prouver que Fy,, o, - (¢"0F (1)) > #2mot) (B, (™1 (1) — ¢™ (1))

et L9y7l+m0 9Yn+mo+k+1 (¢n0+1 (t)) S <>2 m0+bk) (ETL (¢n0+1 (t) - ¢n0 (t))) :
Comme b1 = 2 (mo + b;) € N, (4.29) est vraie pour k + 1. Par conséquent, il existe b, € N

E, ("1 (t) = o™ (1))

tel que (4.29) est vraie pour tout k£ € N.
Soient ¢t > 0 et ¢ > 0. Par hypothese {x" : n € N} est équicontinu au 1 et * (1) = 1, il existe
0 > 0 tel que
sise(1—9,1],ona %" (s) >1—¢ pour tout n € N (4.31)

et {0" : n € N} est équicontinu au 0 et ¢ (0) = 0, il existe § > 0 tel que

si s €[0,0),onad"(s) <e pour tout n € N (4.32)
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D’autre part, & partir de (4.20) lim,,_ ;o0 By, (™7 (£) — ¢ (¢)) = Let lim, oo Py (¢"F (£) — 9™ () =
0, il existe Ny € N telle que pour tout n > Ny,

E, (™% (t) — ¢™ (1)) € (1—6,1] et P, (¢"°*' (t) — ¢™ (t)) € [0,). D’ouy, il résulte de (4.29),
(4.30), (4.31) et (4.32) que

ngnero 9Tn4mg+k (¢n0+1 (t)) * ngn+m0>9yn+mo+k (¢n0+1 (t)) > 11— €

Lgffn-‘rmo 9Tn+mg—+k (¢n0+1 (t>) <>L9yn+m0,gyn+mo+k (¢n0+1 (t)) < ¢

pour tout n > Ny et tout k& € N. A partir de (4.17) et (4.18), on trouve
min {F F

g$n+m0+n0+1,g$n+m0+n0+1+k <t> Y gyn+m0+n0+11gyn+m0+n0+1+k (t)

" no+1 T
2 >I<2 o+l (ngn+m079x7l+m0+k (Qb or (t)) * ngn+mo7gyn+m0+k‘ (¢ " (t))>

>1-—¢

max {LganrmoJrnoJrl7gxn+m0+no+1+k (t) ) Lgyn+m0+n0+l’gyn+m0+n0+1+k (t)}

S <>27’Lo+1 <Lg$n+m079xn+mo+k (¢n0+1 (t)) <>Lgyn+m079yn+m0+k (¢n0+1 (t))>
<e€

Ceci implique que pour tout k € N,

Fovgomen () > 1—c and Fy o0 (1) >1—¢

Lgxm:gx7rz+k (t) < € and Lgym,gmerk (t) <ée

oum > No+ ng+mg+ 1. Alors, {gx,} et {gyn}, i.e, {T (xn,yn)} et {T (yn,z,)} sont des suites
de Cauchy. Comme T (X x X) est complet et T (X x X) C g (X), il existe (a,b) € X x X tels
que {T (zn,y,)} converge vers ga et {T (y,,x,)} converge vers gb.

Ensuite, on montre que ga = T (a,b) et gb = T (b,a). Daprés (IM — 5) et (4.22), on a

pour tout ¢t > 0,

v

Flagen (6 (1)) % Fyp gy, (6 (1)) (4.33)

LT(a:b),T(ﬂcmyn) (t) < Lga,gen (¢ (t)) OLgb.gyn (¢ (t)) .

Er(ap) T @nyn) (t)

Puisque lim,, 1 gz, = ga et lim, .o gy, = ¢gb, lorsque n — +oo dans (4.33), on trouve
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lim, 1o T (2, yn) = T (a,b) . Notons que lim,, .o T (%, yn) = ga, on obtient T (a,b) = ga. De
méme, on peut prouver que T (a,b) = gb.

Soient u = ga et v = gb. Comme g et T' sont faiblement compatibles, on a

gu = g(ga) =g (T (a,b)) =T (ga,gb) =T (u,v) (4.34)
gv = g(gb) =g (T (b,a)) =T (gb,ga) =T (v,u).

Ce qui montre que (u,v) est un point de coincidence couplé de g et T
Maintenant, on montre que gu = ga et gv = gb. En utilisant (4.22), on trouve
Fgu,gfcn (t) - FT(U7U)7T(CCn—17yn—1) ( ) > Fgu 9Tn—1 (Cb( )) * ng 9Yn—1 (QS (t))
ngg:tn (t) = LT(u,v),T(zn_l,yn_l) (t) < Lgu,gwnq (¢ (t)) <>Lsmgyn—l (Qb (t))
et
gv 9Yn <t> w),T(Yn—1,Tn—1) (t) F 9v,9Yn—1 (¢ (t)) * FgU,grnA ( (t))
( L

Lo gy, (t) = w),T(Yn—1,0n—1) (1) < Lgv.gy,—r (¢ (1)) OLguga,_, (¢ (1))
Soient F, (t) = Fgu gn ( ) % Egy gy (t) €t Ly, (t) = Lyyga, (t) OLgu gy, (). Alors on obtient

¢
¢

<
=
v

* (Foe1 (6(1) 2 oo 2 " (Fo (6" (1))
Li(t) < O (La-1 (6 (1)) < ... O™ (Lo (0" (1))

Comme lim,, ., ¢" (t) = 0o et *,{ sont continues, on a

20 (Fy (6" (1)) = 42" (Fygea (6" (1) * Fygun (6" (1)) — 1 Torsque n — +o

et

02 (Lo (6" (1)) = O™ (Lyu.geo (6" (1)) O Lyugun (6" (1)) — 0 lorsque 1 — +0c

Ce qui montre que F, (t) — 1 et L, (t) — 0 lorsque n — oo, d’ou, on a gu = ga et gv = gb.
Par conséquent, on trouve gu = u et gv = v. Maintenant, a partir de (4.34) il en résulte que
u=gu="T (u,v) et v=gv=T(v,u).

Enfin, on démontre que u = v. En effet, d’apreés (4.22), on a pour tout ¢ > 0,

Fo (1) = Friurwan 8) = Fpugo (6 () % Fpogu (6 (1)) = 42 (Fus (6(8))

L (1) = Lrguay o) () < Lyuge (6(1) OLauu (6 (1)) = 02 (Lus (6 (1))).

> 7 (Fup (0" (1)) et Luy () < 0% (Luw (6" (1)) -
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Soit n — +o00 et notant que ¢" (t) — co; n — +oo, on a Fy,, (t) =1 et L,, (t) = 0 pour tout
t >0, i.e., u = v. Donc, u est un point fixe commun de g et T

La preuve de 'unicité de u est similaire & la preuve de I'unicité dans le théoréme 4.1. Ce qui
achéve la démonstration. m

Dans les théoréme 4.1 et 4.2, si gr = x pour tout z € X, on obtient les corollaires suivants.

Corollaire 4.1 Soit (X, F, L, *,0) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue x de type H et une t-conorme continue { de type H. Soient ¢ : (0,00) — (0, 00) une fonction
vérifiant lim,,_, 1o ¢" (t) = 0 pour tout t > 0 et T : X x X — X wune application satisfaisant
I'inégalité suivante

FT(x,y),T(u,’U) <¢ (t)) > FSL“,U (t) * Fyﬂ) (t)

LT(:v,y),T(u,’U) (¢ (t)) < Lx,u (t) <>Ly,v (t)
pour tout t > 0,z,y,u,v € X. Supposons que T (X x X) est complet. Alors T a un point fixe

unique x* € X, c’est a dire, z* =T (z*,z%).

Corollaire 4.2 Soit (X, F, L, *,0) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue x de type H et une t-conorme continue { de type H. Soient ¢ : (0,00) — (0, 00) une fonction

satisfaisant im,,_, o ¢" (t) = 0o pour toutt > 0 et T : X x X — X wérifiant l'inégalité suivante
FT(x,y),T(u,v) (t) > F:c,u (¢ (t)) * Fy,v (¢ (t))

LT(w,y),T(u,v) (t) < Lamu (¢ (t)) OLy,v (Qb (t))

pour tout t > 0,x,y,u,v € X. Supposons que T (X x X) est complet. Alors T a un point fixe

unique z* € X, c’est a dire, x* =T (x*,z*).
Maintenant, on illustre le théoréme 4.1 par I’exemple suivant :

Exemple 4.1 Soient X = [0, %)U{%}, r*xy = min (z,y) et Oy = max (x,y) pour tout x,y € X.

On définit F,, (t) = et Ly, (t) ]

= ——— pour tout x,y € X ett > 0. Alors
t+ |z —yl

t+ |z -yl
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X, F,L,%, Q) un espace de Menger intuitionniste, mais il n’est pas complét. On définit les deux
P g p 4

applications g : X — X etT : X x X — X par

(@ , 1

7 T € 0,1—6

g(@)=19 z si ze 11

1678

, 1

\ 1 StT=7

et

Lo xE[O,l)

T(:c,y)z{ml 4

Tos S T=7

1),9(:) T(XxX) <

1l est facile de voir que g et T' ne commutent pas puisque g (T

g(X) et T (X x X) est complet. Soit ¢ : (0,+00) — (0,400

~—
=
=
SN—
SN—

N

~
~

s

—

définie par

Cb(t):{t
i #1

Alors lim,,_, 1 ¢" (t) = 0 pour tout t > 0. Les équations T (z,y) = g (x) et T (y,z) = g (y), nous
donne (z,y) = (0,0) et on a g7 (0,0) = T (g0, g0), ce qui implique que T et g sont faiblement

compatibles. Les inégalités suivantes sont faciles a vérifier

t t t
— 2> miny—,——,
X+t {Y+t Z—i—t}

X Yy oz
a —_— ——
X+t BNy T Z [
X < max{Y,Z}, VX,Y,Z>0,t> 0.

IN

Par la définition de F, L, ¢ et le résultat ci-dessus, on peut obtenir l'inégalité (4.1)

Fr(ay) mw) (9 () = Fye).g) () * Fyy) g00) (£)
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et
L) r(uw) (@ (8) < Lg),gu) (1) OLg(y),g0) (t)

Ce qui est équivalent a
2|T (z,y) = T (u,v)| < max{|gz — gul, |lgy — gvl} . ((*9))

Maintenant, on vérifie l'inégalité (*) pourt # 1; on doit considérer les quatre cas suivants :

1 1
Cas 1 : Soient x # 1 et u # 7 Dans ce cas, il y a quatre possibilités :

1
Cas 1.1 : Soit 0, —
as 02$€{’16

] , alors on a

i u
2|T —T = 2|= - —

liz wu

IN
=
"

Ui-al -3l
4 4114 4

max {|gz — gu|, |gy — gv|} pour tout y,v € X

IN

Done, (*) est vérifiée.

1 11
Cas 1.2 : Soient x € [0, —} et u € (1_6’ §> . Alors

16
2T (z,y) — T (u,v)] = 2 %—%
Lz w
o204 4
< L,
- 2 4
< ol 1)
41°14 4
< max{|gz — gu|, |gy — gv|} pour tout z,u,v,v € X

11 1
Cas 1.3 : Soient v € (1_6’ §> et u € [0, 1_6] . Ce cas est similaire au cas 1.2.
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1 1 11
Cas 1.4 : Soient x € (— g) et u e ( ) . Alors

16’ 16°8
T u
B 11z U
214 4
T u
< |2 =
- 14 4

A
=
Qo
5
—
8
|
s

IN

max {|gz — gu|,|gy — gv|} pour tout x,u,y,v € X

1 1
Cas 2 : Soient x = 1 et u = 1 Alors on a :

T u
2|T -T = 2|= —

= 0
1 1
< max\ |g AW . |lgy — gv| ¢ pour tout y,v € X

1 1
Cas 3 : Soient v = 1 et u # e Alors on a

Cas 3.1 : Siu e [0, %} , alors

2T (z,y) — T (u,v)] = 2’T (%,y) — T (u,v)
B 1 u
- ’1_28_E
1w
- 6_4_§'
< 1—u
- |8
< |i_u
- |4 4

gy — gv|} pour tout y,v € X

1
()
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Cas 3.2. Siu € (i 1) , alors

16’ 8
1 U
2|T (z,y) =T (u,v)] = 2 98 16
1 U
< |=—_Z
- |64 8
1
< |=-—u
- |8
< 1
= 12 Uu
1
< max{g(1>—gu ,\gy—gv|} pour tout y,v € X

1 1 X
Cas 4. v # 1 et u = 1 Ce cas est similaire au 3¢ cas. Il est facile de voir que (0,0) est un
point de coincidence couplé de g et T'. Aussi g et T sont faiblement compatibles en (0,0) . D’apreés
le théoréeme 4.1, on conclue que g et T ont un point fire commun unique dans X . Il est évident

dans cet exemple que 0 est le point fixe commun unique de g et T dans X.

4.3 Application aux équations intégrales

Comme une application des théorémes (4.1) , on étudie 'existence et I'unicité de la solution
a une équation intégrale de Fredholm non linéaire.

On considére ’équation intégrale suivante :

2 (p) = / (K2 (5, @) + Ko (0.:0) [f (0,2(0) + 9 (@, ()] da + B () (4.35)

pour tout p € I = [a, b].
Soit © désigne 'ensemble de toutes les fonctions 6 : [0, 1] — [0, 1] vérifiant
(i9) O est croissante,
(i1g) 0 () < p.

On suppose que les fonctions K1, Ky, f, g satisfont les conditions suivantes.
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(i) K1 (p,q) > 0 et Ky (p,q) <0 pour tout p,q € I,

(71) 11 existe 6 € © telle que pour tout =,y € R avec x >y, on a

0< f(q,2)— f(qy) <N (r—y) (4.36)

et
—pb (x —y) < g(q,7) —g(q,y) <0, (4.37)

(1) b
max {\, it} sup/ (K1 (p,q) — Kz (p,q)] dg <

pel
a

(4.38)

ool —

Considérons 'équation intégrale (4.35) avec Ky, Ky € C (I x I,R) et h € C (I,R). Supposons
que 1’Assomption 1 est satisfaite, alors I’équation intégrale (4.35) a une solution unique dans
C(I,R).

Preuve Soit X = C (I, R). Il est facile de vérifier que (X, F, L, %, {) est un espace de Menger

intuitionniste complet pour

t |z — ]
F,,t) = —— et L,,(t)=—— pourtout xr,y € X ett>0
avec rxy = min(z,y) et 0y = max (z,y) pour tout x,y € X.

On définit maintenant ’application 7" : X x X — X par

b
T (2,) (p) = / Ky (0. 0) [f (002 (0)) + 9 (0,9 (0))) dg + (4.39)

+ / K> (0,0) [ (0,9/(9)) + 9 (0,2 (q))] dg + A (p)

t
pour tout p € I et ¢ (t) = 3 pour tout ¢ > 0. Maintenant, pour tout x,y,u,v € X, en utilisant
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(4.36) et (4.37), on obtient
T E}m,y) (p) =T (u,v) (p) (4.40)
= [ K0l @ @) + oty @)dy
+ /ab K> (p, ) [f (4,9 () + 9 (¢, 2 (q))] dg
[ Kl @) 4ol @)y
- [ K @) + o)l g
= /ab K1 (p,g) [f (@7 (q)) — f (g, u(9) + 9 (a4 (q) — g(q,v(q)]dg
+ /ab K2 (p,q) [f (0,9 () = [ (g,0(q) + 9 (¢, 2 (q)) — g (q,u(q))] dg
= /: K1 (p, @) [(f (g2 (q)) = f(g,u(q))) — (9 (q,v(9)) — 9 (¥ (q)))] dg
- /ab K2 (p,g) [(f (q,v (@) = (a9 () = (9(g,2(q)) — 9 (q,u(q)))] dg

IN

b
/ K, (prq) M (2 (q) — u(9)) + 16 (v (9) — y ()] dg

- [ K ) DO @) ~ (@) + 68 ()~ u ()] dy
Puisque la fonction 6 est croissante on a
0(x(q) —u(q) <0(lx(q) —ulqg))

et
0(v(g) —y(q) <O(v(g) —y(al),
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D’apres (4.40) et compte tenu du fait que K5 (p,q) < 0, on trouve

ITb(fL’, y) (p) — T (u,v) (p)] (4.41)
< / Ky (9, q) (M (| (q) — u (a)]) + 16 (v (9) — v (q)])] dg

b
—/ Ky (0, 0) M (10 (0) — 5 (@) + 0 (| (q) — u ()])] dag
b
< / K, (p,q) [max {\, 11} 0 |z (q) — u (g)]) + max {\, 1} 6 (jo (q) — v (4)])] dg

~ [ Ka o) max (01 6 (1 (@) — (@) + max {1} 6 (2 (@) ~ u (@)} dg

En utilisant (4.39), on trouve

T (z,y) = T (u,v)] (4.42)

maX{A,u}/ (K1 (p,q) — K2 (p, )] dg. [0 (|7 (q) — u(q)]) + 0 (Jv(q) —y(q)])]

IN

IN

max {\, yi} s;él;/ (K1 (p,q) — K2 (p,q)] dq. [0 (|2 (q) —u(q)]) + 0 (Jv(q) —y(q)])]
0 (Jz —wul) +6(v—yl)

IN

Ainsi
0(|x — 0(lv—
2T (w,y) — T (u, )] < U “DI (Jv—yl) (4.43)
Comme @ est croissante, on a
O(lz—ul) < 0(z—ul)+0(y—vl), (4.44)
O(ly—vl) < 0(lz—ul)+6(y—2l),
et a l'aide de (i7p) on obtient
<z —uf+ |y — v
< 2max{[r —ul, |y —vl},

96



Chapitre 4. Théorémes de point fixe couplé dans les espaces de Menger
intuitionnistes avec application aux équations intégrales

Donc
0 (|lx— 0 (ly—
Ur =D 0T =D < e o — .y — o) (1.46)
Ainsi, d’aprés (4.43) et (4.46) , on trouve
2T (2,5) = T (u,0)] < max {|z — ], |y — o]} (4.47)

Maintenant, d’aprés (4.47) et (sx), il en résulte que

t
Fry) ) (@) = F%uwawW>(§)

2

t
5 +H1T (2,y) = T (u,v)|
t

t—|—2|T(a;,y)—T(u,v)|
t

>
Tt max{|z —ul,|y — |}
.{ t t }
> min )
t+ | —ul t+ |y — vl
> min{F,, (t), Fy. (1)},

et
t
Lry)rws (1) = Lreyrwn | 5
_ |T(3§',y) _T(ua,U)’
_ max{lz—ul.ly ]}
~ t+max{|r —ul,|y —v[}
< mw{ M—U\’Iy—ﬂ }
t+ | —ul t+ |y — v
< max{L,, (t),L,,(t)}
C’est ainsi

FT(:v,y),T(um) (¢ (t)) > Fﬂc,u (t) * Fyﬂ) (t)
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et
LT(:v,y),T(u,’U) (¢ (t)) < Lx,u (t) <>Ly,v (t)

qui sont les conditions (4.1), Donc toutes les hypothéses de corollaire 4.1 sont satisfaites et T a
un point fixe unique a € X, c’est a dire a = T (a,a) et a € C' (I,R) est la solution unique de

'équation intégrale (4.35). m
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Chapitre 5

Théorémes de point fixe couplé pour
des applications faiblement compatibles
dans les espaces de Menger en utilisant

la propriété CLR

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne le concept de la propriété (E£.A), la propriété (C'LR) et la propriété
(JCLR) pour les applications couplées et on prouve un résultat qui fournit une généralisation

du résultat de Zhong Xiao [69].

5.2 Reésultats préliminaires

Lemme 5.1 Soit (X, F,A) un espace de Menger. Pour chaque \ € (0, 1], on definit la fonction
dy: X x X — R, par
dy(z,y) =inf{t >0: F,, (t) >1—\}. (*F)

Alors,les assertions suivantes sont vérifiées.
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(1) dy(x,y) <t ssi Fp,(t) >1—X\
(2) dy(x,y) = dy (y,z) pour tout z,y € X et A € (0,1];
(3) dx (x,y) =0 pour tout A € (0,1] ssi x = y.

Lemme 5.2 Soient (X, F, A) un espace de Menger et {dA}Ae(O,l] une famille de pseudo-métriques
sur X défine par (**¥*). Si A est une t-norme de type H, alors pour chaque A € (0, 1], il existe
w € (0, A tel que pour tout m € Z,

dy (zg, Tm) < Z?:Ol d, (xi, Ti41) , pour tout xg, o1, ..., Ty € X.

5.3 Reésultats principaux

Maintenant, on introduit les concepts suivants.

Définition 5.1 Soit (X, F,A) un espace de Menger. Les applications A : X x X — X et
S : X — X wérifient la propriété E.A s’il existe deux suites {x,},{y,} € X telles que

lim A(z,,y,) = lim S(z,) =2z et
lim A(yn,z,) = lim S(y,) =y

pour certains x,y € X.

Définition 5.2 Soient (X, F,A) un espace de Menger et A : X x X — X, B: X x X — X,
T:X — X,S: X — X quatres applications. Les deux paires (A,S) et (B,T) vérifient la
propriété E.A s’il existe des suites {x,} ,{yn}, {2}, {y.} € X telles que

lim A (2,,y,) = lim S(z,) = lim B(2,y),) = lim T (z}) = «,

n—oo n—oo n—oo n—oo

lim A (yn, 2,) = lim S (y,) = lim B (y,, ;) = lim T (y,) =y

n—oo n—oo n—oo

pour x,y € X.
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Définition 5.3 Soit (X, F,A) un espace de Menger. Les applications A : X x X — X et
S : X — X wvérifient la propriété CLRg s’il existe des suites {x,},{yn} € X telles que

lim A(z,,y,) = lim S(z,) =Sz et
lim A (yn,z,) = lim S(y,) = Sy

pour z,y € X.

Définition 5.4 Soient (X, F,A) un espace de Menger et A : X x X — X, B: X x X — X,
T:X — X, S: X — X quatre applications. Les deuzx paires (A,S) et (B,T) vérifient la
propriété CLRgr s’il existe des suites {x,},{yn}, {2z}, {y.} € X telles que

lim A (2, y,) = lim S (z,) = lim B(z),y),) = lim T (z]) = «,

n—oo n—oo n—oo n—oo

im A (yn, 2,) = lim S (y,) = lim B (y,,r,) = lim T (y,) =y

n—oo n—oo n—oo

onx,ye S(X)NT(X).
Jian-Zhong Xiao [69] a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 5.1 Soient (X, F,A) un espace de Menger complet avec A une application t-norme
de type H telle que A > A, et p : Ry — R, une fonction mesurable telle que ¢=* ({0}) = {0}
et Y 0 9" (t) < 400 pour tout t > 0. Soient A : X x X — X, T : X — X deux applications

satisfaisant

FA(:v,y),A(u,v) (tp(t)) > [A (FTI,Tu (t) ) FTy,Tv (t))}l/Q

pour tout x,y,u,v € X ett >0, o A(X x X) C T(X), T est continue et commute avec A.

Alors, il existe u € X unique telle que v =Tu = A (u,u).
On donne maintenant notre résultat principal qui fournit une généralisation du théoréme 5.1.

Théoréme 5.2 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A une application t-norme de type H
telle A > A, et o : Ry — Ry une fonction mesurable telle que o= ({0}) = {0} et > 07 " (t) <
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+00 pour tout t > 0. Soient A : X x X — X et S: X — X deux applications satisfaisant les
conditions suivantes :
(1)
Faea) o) (9(8) = [A (Fopsu (), Fsyso (0)]' (5.1)

pour tout x,y,u,v € X ett >0
(2) Le paire (A, S) est faiblement compatible.
(3) Le paire (A, S) satisfait la proprieté CLRg.
Alors A et S ont un point de coincidence couplé dans X. En outre,, il existe un point unique

xe X tel quex = A(z,z) =S ().

Preuve Puisque A et S satisfont la propriété C'LRg, il existe des suites {z,} et {y,} dans
X telles que

lim A(z,,y,) = lim S(z,) =95(p), lim A(y,,z,) = lim S (y,) =5 (q) (5.2)

n—oo n—oo n—oo n—oo

pour certains z,y € X.
Etape 1. On montre que A et S ont un point de coincidence couplé. Puisque Y 7, ¢" (t) <

+00, on a lim, ., ¢" (t) = 0, donc il existe ng € Z, tel que "™ (t) < t. En appliquant (5.1), on

obtient
FA(In,yn)A(p,q) (t) > FA(xn,yn),A(p,q) (SOnO (t)) (5-3)
> [A (Fsas6) (#7 (1)  Fsgay s (%7 1))]
2 [FS(ac"),S(p) ((‘On()il <t)) FS(yn),S(q) (SOnOil <t>)] 1/2 :

En faisant n — oo dans (5.3), on trouve Fy,) a(pq) (t) = 1, c’est a dire, A (p,q) = S (p) = x. De
méme, on a S (q) = A(q,p) = y. Comme la paire (A, S) est faiblement compatible, il s’ensuit

que A (z,y) = S(x) et A(y,x) =S5 (y). D’ou A et S ont un point de coincidence couplé.
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Etape 2. On montre que S (z) =y, S (y) = z. En utilisant (5.1), on a

1/2
Fs@a.sw) (0 (1) = Fa,yn)awa) (@ (0) = [A (Fs@a).sw ) Fsga.se )] (5.4)
1/2
> [Fs@a.sw) @) Fsw),s@) (1))
De méme, on obtient
1/2
Fs(@).s(m) (9 (1) = [Fs@a).st) &) Fsy,).s@) (1)] (5.5)

Posons @y, (1) = Fs(z,),50) (t) Fsn),s@) (t) - En utilisant (5.4) et (5.5), on trouve @, (¢ (t)) >
Qn—1 (1), donc
Qn(¢" () = Qu-a (0" (1) 2 . 2 Qo (). (5.6)

En outre, a partir de (5.4) - (5.6), il en résulte que

Fsenyst) (€7 (1) > [Qo (0] et Fsgy st (0" (1) > [Qo (£)]'? (5.7)

1l est évident que [Qo (t)]*/? € D+ puisque lim,_.o ¢" () = 0. D’apres (5.7) et le lemme 4.1, on
obtient
lim S(z,) =S5 (y) et lim S(y,) =S5 (x).

ce qui montre que S (z) =y et S (y) = x. Alors A (z,y) =y et A(y,x) = x.
Etape 3. On va montrer que = y. En appliquant (5.1) on a

Foy (0 (1) = Faga),a@y (@ (1) = [A (Fsw).se) () Fs@),s) (t))]l/z > Iy (). (5.8)

D’aprés (5.8), on obtient F, , (¢" (t)) > F,, (t) . En utilisant le lemme 4.1, on trouve F, , (t) = 1,

i.e., x = y. L’unicité de = découle de (5.1). m

Théoréme 5.3 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A est une application t-norme de type
H ety : Ry — R, une fonction mesurable telle que o ({0}) = {0}, p (¢) < t etlim,, .o @™ () =
0 pour toutt > 0. Soient A : X x X — X, S5 : X — X deux applications satisfaisant les conditions
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sutvantes :
(1)
Faa) At (1) = [Foosu (t) Fsyso (0] (5.9)

pour tout x,y,u,v € X ett >0
(2) Le paire (A, S) est w-compatible.
(3) Le paire (A, S) satisfait la propriété CLRg.
Alors A et S ont un point de coincidence couplé dans X. En outre, il existe un point unique

reX tel quex = A(x,z) =8 ().

Preuve Puisque A et S satisfont la propriété C'LRg, il existe des suites {z,} et {y,} dans
X telles que

lim A(z,,y,) = lim S (z,) =S(p) et lm A(yn,z,) = nLIgoS (yn) = S (q) (5.10)

n—oo n—oo n—oo

pour certains x,y € X.
Etape 1. On montre que A et S ont un point de coincidence couplé. En appliquant (5.9) et
¢ (t) < t, on obtient

v

FS(en),A(pa) (9 (1) = Fate, yn).A(pag) (# (1)) (5.11)

1/2
> [Fs@).se) () Fsn).s@ )]

Fs(xn)vA(pv‘I) (t)

Laissant n — oo dans (5.11), on trouve lim, ., S (x,) = A (p,q). Donc, S (p) = A(p,q) = x. De
méme, on peut montrer que S (¢) = A(q,p) = v.

Puisque la paire (A4, S) est faiblement compatible, il résulte que : A (z,y) = S (z) et A (y,z) =
S(y).

Etape 2 :

On montre que S (z) =y, S (y) = .

En fait, a partir de (5.9), on a

1/2
Fs@).5w) (¢ (1) = Fagoya).awa) (0 () = [Fs@a).sw) () Fsga).se ()] (5.12)
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De méme, on a

1/2
Fs(a),55) (¢ (1) = [Fs(@n).s) () Fsn).s@) (£)] (5.13)

Supposons que @y, (t) = Fs(z,),50) (t) Fsyn),s(z) () - Par (5.12) et (5.13), on obtient
Qu(¢" (1) = Qu-a (¢ (1) 2 . 2 Qo (1)

Fsenysw) (@™ (1) > [Qo (]2 et Foy s (¢ (£) > [Qo (8)]"*

Puisque [Qo (¢)]/? € D et lim,,_.oc ¢" (t) = 0, par le lemme 4.1 on conclue que

lim S(z,) =5 (y) et lim S(y,) =S5 (z).

n—oo n—oo

Cela montre que S (z) =y et S (y) = x. Donc, A (z,y) =y et A(y,z) = .
Etape 3 :
Enfin, on démontre que x = y.

Par (5.9), on a

1/2

Foy (9 (1) = Fawa)a@y) (9 (1) = [Fsw).s@) () Fs@.sw (0] = Fuy (1) (5.14)

De (5.14), on a F,, (¢™ (t)) > F,, (t). En utilisant le lemme (4.1), on obtient F,, (t) = 1, i.e.,

x = y. L’unicité de x découle de (5.9). Ceci termine la preuve. m

Théoréme 5.4 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A est une application t-norme de type
H ety : Ry — R, une fonction mesurable telle que o= ({0}) = {0}, p (¢) < t etlim,, .o @™ () =
0 pour toutt > 0. Soient A : X x X — X, 5 : X — X deux applications satisfaisant les conditions
suivantes :
(1)
Fwy) Ay () = min{ Fs, 50 (¢ (1)), Fsys0 (0 (1))} (5.15)

pour tout x,y,u,v € X ett > 0.
(2) Le paire (A, S) est w-compatible.
(3) Le pair (A, S) satisfont la propriété (CLRg).
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Alors A et S ont un point de coincidence couplé en X. En outre, il existe un point unique
x e X tel que v = A(x,x) =S5 (x).
Preuve Comme A et S satisfont la propriété (C'LRg), il existe des suites {z,} et {y,} dans

X telles que

lim A (z,,y,) = lim S(xz,) =S(p), lim A(y,,z,) = lim S (y,) =5 (q) (5.16)

n—o0 n—o0 n—oo n—oo

pour certains x,y € X.
Etape 1 :
On montre que A et S ont un point de coincidence couplé.

De (5.15) et (5.16), on trouve
Fs(xn)7A(paQ) (t) = FA(mnyyn)’A(pJJ) (t) 2 mln {Fs(mn)ys(p) (SO (t)) I FS(yn),S(q) (SO (t))} (517)

Laissant n — oo dans (5.17), on obtient lim,, .., S (x,) = A(p,q). Donc, S (p) = A(p,q) = x.
De méme, on peut montrer que S (¢) = A (q,p) = y.
Comme le paire (A, S) est faiblement compatible, il résulte que : A (z,y) = S (z) et A(y,x) =

S(y).
Etape 2 :
On montrer que S (z) =y, S (y) = .
En fait, a partir de (5.15), on a

Fs@a),5) (t) = Fage, g Awe) (8) > min { Fsg,) s0) (9 (8)) 5 Fsgya),se) (9 ()} (5.18)
De méme, on a
Fs(2),8(n) (1) = min { Foz,) s (¢ () s Fsgyay,s) (9 () } (5.19)
Supposons que M, (t) = min { Fs@,).s05) () s Fs(gn)s) (t) } - De (5.18) et (5.19) on trouve

My (8) 2 My (@ () = ... = Mo (9" (1)) -
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De lim,, o ¢" (t) = +00, on obtient

Mo (¢" (t)) = min { Fs(ug),500) (), Fso),s) ()} — 1 as n — oo
Cela montre que M, (t) — 1 comme n — oo, alors

lim S (z,) =S (y) et lim S(y,) =S5 (x).

n—oo n—oo

Par conséquent S (z) =y et S (y) =
Etape 3 :
Enfin, on démontre que x = y.

Par (5.15), on a

ijy (t) = FA(y,q:),A(@y) (t) Z min {Fg(y),T(z) ( ( )) FS T(y) } Fa;y . (520)

A partir (5.20), on a F, , (t) > F,, (¢" (t)) . On laisse n — oo, on trouve F, , (t) = 1, i.e, z =y.
L’unicité de = découle de (5.15). Ceci acheve la preuve du théoréme 5.4. m

Maintenant on donne une autre généralisation du théoreme 1.

Corollaire 5.1 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A une application t-norme de H-type
et ¢ : Ry — R une fonction mesurable telle que ' ({0}) = {0}, 0 (t) < t etlim, .o " (t) =0
pour tout t > 0. Soient A: X x X — X, S5 : X — X deux applications satisfaisant les conditions
suivantes:
(1)
Fagy). A (2(8)) > [A (Fsasu (), Fsys (£)]77

pour tout x,y,u,v € X ett > 0.
(2) Le paire (A, S) est w-compatible.
(3) Le paire (A, S) satisfait la propriété (E.A).
Si S (X) est un sous-espace fermé de X, alors A et S ont un point fixre commun unique dans

X .
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Preuve Puisque A et S satisfont la propriété (E.A), il existe des suites {x,} et {y,} dans X
telles que

lim A(zp,yn) = lim S(x,) =2, lim A(y,,z,) = lim S(y,) =y

n—oo n—oo n—oo

pour certains z,y € X.
11 résulte de S (X) étant un sous-espace fermé de X que x = S (p), y = S (¢) pour certains
p,q € X et alors A et S satisfont la propriété (C'LRs). D’aprés le théoréme 5.2, on obtien que A

et S ont un point fixe commun unique dans X. m

Corollaire 5.2 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A une application t-norme de H-type
et p : Ry — R une fonction mesurable telle que o' ({0}) = {0}, ¢ (t) < t et lim, .o @™ (t) =0
pour tout t > 0. Soient A: X x X — X,5: X — X deux applications satisfaisant les conditions
de corollaire 5.1. Supposons que A (X x X) C S(X), si le rang de l'une des applications A et S

est un sous-espace fermé de X, alors A et S ont un point fire commun unique dans X.

Preuve Elle s’ensuit immédiatement du Corollaire 5.1. =

En prenant S = Ix dans le théorém 5.2, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.3 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A est une application t-norme de type
H ety : Ry — R, une fonction mesurable telle que o ({0}) = {0}, p (¢) < t etlim,, .o @™ (t) =
0 pour tout t > 0. Soient A : X x X — X wune application satisfaisant les conditions suivantes :
(1)
Faea) o) (0(0) 2 [A (Fou (8), Fyo (6)]'

pour tout x,y,u,v € X ett > 0.

(2) il existe deux suites {x,} et {y,} dans X telles que

lim A(z,,y,) = lim z, =z,
lim A(yp,z,) = limy,=y

pour certains x,y € X. Alors, il existe un unique z € X tel que z = A(z, z).
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Maintenant, on démontre les théoréme 5.2,5.3,5.4 pour quatre applications satisfaisant la
propriété (CLRgr) avant de prouver nos principaux théorémes, on commence par le lemme

suivant.

Lemme 5.3 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A une application t-norme de type H avec
A> A, et p: Ry — Ry une fonction mesurable telle que o= ({0}) = {0} et Y07 " (t) < 4
pour tout t > 0. Sotent A: X XX - X, B: XxX—->X,T:X —XetS:X — X quatre
applications satisfaisant les conditions suivantes :

(1) Le paire (A,S) satisfait la propriété CLRs ou (le paire (B,T) satisfait la propriété
CLRy).

(2) A(X x X)CT(X) (ou B(X xX)CS(X)).

(3) T(X) (ou S (X)) est un sous-espace complet de X.

(4) B(xl,y.) converge pour toutes les suites {x]} et {y.} dans X quand T (x}),T (y.)
convergent (ou A (T, yn) converge pour toutes les suites {x,,} et {y,} dans X quand S (z,),S (yn)
convergent).

(5)

Fawa) ) (2 (1) = [A (Fsara (1), Fsyro ()] (5.21)

pour tout x,y,u,v € X ett > 0. Alors (A,S) et (B, T) vérifient la propriété C LRsr.

Preuve Supposons que la paire (A, S) satisfait la propriété (C'LRg), alors il existe {z,} et
{yn} dans X telles que

lim A(z,,y,) = lim S(z,)=a€ S (X)

lim A (yn,z,) = lim S(y,) =beS(X).

Comme A (X x X) C T (X), ou T (X) est complet, pour chaque {z,},{y,} dans X correspond

deux suites {z/,} et {y/,} dans X telles que

A(Tn,yn) =T (x;z) et A(Yn,2n) =T (y;z)
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Par conséquent

lim A (zn,y,) = lm T (2,)=a et
lim A (yp,,) = lim T (y,) =b,ouabe S(X)NT(X).

Maintenant, on prouve que B (xn, yn) —aet B (yn, mn) — b.
Puisque Y 7, ¢™ (t) < 400, on alim,,_, ¢™ (t) = 0, donc il existe ng € Z tel que ™ (t) < t.
Ainsi, & partir de (5.21) on obtient

FA(CIZnayn)»B(fn’y:n) (t) Z FA(xn,yn),B(a:;L,y;L) (9077/0 (t)) (522)
1/2
= [A (F st (e,) @0 0) ) Fsgri) (077 (t)))}

1/2
> [Fore) (91 ) Fegurii) (0 0)]

Lorsque n — oo dans (5.22), on trouve lim,, .., B (xn, yn) = a. De méme, on peut montrer que
lim, o B (y,,7,) =b.
Ainsi, les paires (A, S) et (B, T) satisfont la propriété (CLRgr). m

Théoréme 5.5 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A une application t-norme de type H
avec A > A, et p : Ry — Ry une fonction mesurable telle que o= ({0}) = {0} et >0 " (t) <
+00 pour toutt > 0. Soient A: X XX - X, B: XxX —->X,T: X —>XetS:X — X quatre
applications satisfaisant l'inégalité (5.21) du lemme 5.4. Si les paires (A, S) et (B, T) vérifient la
propriété CLRgr, alors (A, S) et (B,T) chacune a un point de coincidence. De plus, si les deux
paires (A, S) et (B,T) sont faiblement compatibles, alors A, B,S et T ont un point fixre commun
unique dans X.

Preuve Comme les deux paires (A, S) et (B, T) vérifient la propriété C LRgr, il existe quatre
suites {xn}, {yn}, {2} et {y.} dans X telles que

lim A(x,,y,) = lim S(z,) = lim T (2)) = lim B(z],y,) =a (5.23)
lim A (y,,z,) = lim S(y,) = lim T (y,) = lim B (y,, ) =b.
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ot a,be S(X)NT(X). Done, il existe des points r,s,p,q € X tels que :
S(ry=a, S(s)=b, T(p)=a et T(q) =b.

Etape 1. On montre que B (p,q) = T (p) et B(q,p) = T (q). Puisque Y .- @™ (t) < +00, on
trouve lim, ., ¢" (t) = 0, donc il existe ng € Z, tel que ™ (t) < t. En utilisant (5.21), on

obtient

Frie)eoa ) 2 Fr)sea " ) = Fag,unsea (¢ (1) (5.24)
> [A (Fsnre ("7 (1), Fsgur@ ("7 1)]7
> [Fsore (07 () Fsgaorm (9™ 0)]77.

Lorsque n — oo dans (5.24), on alim, .o T (z,) = B (p,q). D’aprés (5.23), on trowve T (p) =
B (p,q) = a. De méme, on peut montrer que T (q) = B (q,p) = b. Puisque la paire (B,T) est
faiblement compatible, on a T (p) = B (p,q) = a ce qui implique que T (a) = B (a,b). D’une
maniére similaire on obtient T (b) = B (b, a).

Maintenant, on montre que : S (r) = A(r,s) et S(s) = A(s,r).

Puisque Y77 " (t) < +00, on alim, .« ¢" (t) = 0, donc il existe ng € Z tel que ™ (t) < t.
Ainsi, & partir de (5.21) on obtient

Fa@,s),8(2n) t) > Fa@r,s),(n) (" (1) = FA(r,s),B(x;l,y'n) ("™ (1)) (5.25)
1/2
2 [A (Fs(r),:r(m‘n) (90”0_1 (t)) ’FS(s%T(y'n) (('Dno_l (t))ﬂ

|:FS(T)7T(36}L> (™ (1) Fso)r(v,) (. (t))} v

v

En faisant n — oo dans (5.25), on alim, o S (x,) = A(r,s). D’aprés (5.23), S (r) = A(r,s) =
a. De méme, on peut montrer que S (s) = A(s,r) = b. Puisque la paire (A,S) est faiblement

compatible, il s’ensuit que A (a,b) = S (a) et A(b,a) =S (b).
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Etape 2. On affirme que Ta = b, Tb =a et Sa =b,Sb = a. A partir de (5.21), on a

1/2
FT(y;L)Ta (90 (t)) = FA(yn,xn),B(a,b) (90 (t)) > [A (FS(yn),T(a) (t) 7FS(xn)7T(b) (t))} (526)
1/2
> [Fsu)r@ () Fs@a)re) (t)]
De méme, on a
1/2
FT(z'n),Tb (v () = [FS(xn),T(b) (t) Fsy.).ra (t)] (5.27)

Posons Qn (t) = Fs@re) (t) Fsw.)ra (). En utilisant (5.26) et (5.27), on obtient Q, (¢ (1)) >

Qn-1(t). Par consequent

Qn (" (1) = Qua ("1 (1) > .. > Qo (1) (5.28)
En outre, a partir de (5.26)-(5.28), il en résulte que

Er(i)ara (0" (0) 2 Qo] et Frppypy (9" (1) 2 [Qo (0] (5.29)

Il est évident que [Qo (1)]"/* € DT . Puisque lim,,_.o ™ (t) = 0, d’apres (5.29) et le lemme 4.1 on
a

lim 7' (yn) =Ta and lim T (mn) =Tb.

Ce qui montre que Ta = b et Tb = a. Donc B (a,b) = b et B(b,a) = a. De méme, on peut
montrer que Sa = b et Sb = a. Donc A(a,b) =b et A(b,a) = a.

Etape 3. On prouve que a = b. En appliquant (5.21) on a

1/2

Fup (0 (1) = Fapa),n (0 1) > [A (Fsp)r@ (t), Fs@re ()] > Fap (t). (5.30)

D’aprés (5.30), on trouve F,p, (™ (t)) > Fuyp (). En utilisant le lemme 4.1, on obtient F,; (t) =

l,5.e., a =b.

Théoréme 5.6 Soit (X, F,A) un espace de Menger avec A une application t-norme de type H
avec A > A, et p : Ry — R, une fonction mesurable telle que ="' ({0}) = {0} et D02, @™ (1) <
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+oo pour toutt > 0. Sotent A : X x X - X, B: XXX > X, T: X —>XetS:X—>X
quatre applications satisfaisant les conditions (1) - (5) du lemme 5.4. Si les deux paires (A, S) et

(B, T) sont w-compatibles, alors A, B, S et T ont un point fize commun couplé unique dans X.

Preuve En vertu du lemme 5.4, les deux paires (A4, S) et (B, T) vérifient la propriété C'LRgr.
Dong, il existe des suites {z,}, {yn}, {2} et {y,,} dans X telles que

lim A(z,,y,) = lim S(z,)= lim T (2)) = lim B(z],y,) = a,
lim A (y,,x,) = lim S(y,) = lim T (y),) = lim B (y,,z.) =,

ot a,b € S(X)NT(X). Le reste de la preuve suit comme dans la démonstration du théoréme
55.

De méme, on peut démontrer le théoréme 5.5 pour quatre applications en utilisant la propriété
CLRgr.

Maintenant, nous présentons un exemple qui démontre la validité de '’hypotheése et le degré

d’utilité de nos résultats.

Exemple 5.1 Soient X = [0,1) U {1} et F, () pour tout v,y € X ett > 0.

Tt -y
Alors (X, F,A) est un espace de Menger, mais il n’est pas complet. On définit les applications

A XXX —->X, B: XxX->XT:X—>XetS: X — X par

Aley) { 0 si(z,y)=(1,1)
T,y I
L i @y A0,
S s (my) =)
B(m,y) = {x+y ’
5 st (wy) £ (L),
1 six=1
s@) - {8
3 stx # 1,
1 six=1
- {2 B
T() {x six #1,
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Il est noté que A(X x X) =[0,5) ZT(X)=[0,1], B(X xX)=1[0,1] £ 5(X)=1[0,5] et
T(X) et S(X) sont complets

On prouve que A, B, S et T satisfont la propriété CLRgr. On considére les suites {x,} ,{yn}, {x}}
et {y.} dans X définies par

1 .
r,=-—ety,=—, n=1223 ..
n n
Puisque

lim A(x,,y,) = lim S(z,) = lim T (2}) = lim B(z),y,) =0 S(X)NT(X),

lim A(yn,x,) = lim S(yn)_hmT(yn)—hm B(y,,z,)=0€S(X)NT(X).

alors A, B, S et T satisfont la propriété CLRgr.

Ensuite, on va montrer que les pairs (A, S) et (B,T) sont w-compatibles. On a

1. A(z,y) = S(x) et A(y,x) = S(y) ssi z =y =0, puisque A(S (0),S5(0)) = S(A(0,0)), donc
les applications A et S sont w-compatibles,

2. B(z,y) = T(z) et B(y,z) = T(y) ssi x =y = 0, puisque B(T (0),7(0)) = T(B(0,0)),
donc les applications B et T sont w-compatibles.

Enfin, on va démontrer que pour tout x,y,u,v € X, on a

FA(x,y),B(u,v) (90 (t)) > [A (FSw,Tu <t> >F5y,Tv (t))]1/2 )

t
Soit ¢ : (0,00) — (0,00) définie par ¢ (t) = 2 alors lim,,_, 1o, @™ (t) = 0 pour tout t > 0. Pour

tout x,y,u,v € X, on distingue les cas suivants :
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Cas 1. (z,y) # (1,1) et (u,

FA(y),B(uw) (k1)

Vv

v

v) #(1,1). On a

t
st |76~

15 -
min {FSx,Tu (t> 5 FSy,TU (t)}

Cas 2. (v,y) # (1,1) et (u,v) =(1,1). On a

Fa(e,),Buw) (k)

v

v

¢
2
t z24y? 1
3+ 6y _2)
t
¢ |22 w
t
2 1
t+ |5 -3

min {FSI,Tu (t) ) FSy,T'U (t)}

Cas 3. (z,y) = (1,1) et (u,v) # (1,1). On a

FA(;r,y),B(u,v) (kt)

v

v

t+ |$ - 1—12
min {FSZ,Tu (t) ) FSy,Tv (t)}
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Cas 4. (v,y) = (1,1) et (u,v) =(1,1). On a

I

Fa(ey),Buw) (k) =

D
~ +
[

t+3
min {FSI,TU (t> ) FSy,TU (t>}

v

D’ou, toutes les hypothéses du théoréme 5.5 sont verifiées et (0,0) est l'unique point fize commun

couplé de A, B, S et T.
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Conclusion

Dans cette thése on a pu parvenir aux résultats suivants :

1. Obtenir des théoremes de point fixe commun pour des paires d’applications faiblement
compatibles satisfaisant la propriété CLR dans les espaces de Menger intuitionnistes.

2. Obtenir des théorémes de point fixe commun pour des paires d’applications faiblement
compatibles qui satisfont la propriété CLR et une relation implicite dans des espaces de Menger
intuitionnistes.

3. Obtenir des théorémes de point fixe couplé dans les espaces de Menger intuitionnistes avec
application aux équations intégrales

4. Obtenir des théorémes de point fixe commun couplé pour des applications faiblement
compatibles dans les esapces de Menger en utilisant la propriété CLR.

On signale que beaucoup de problémes intéressants pour mieux enrichir cette étude restent
ouverts, on cite ici quelques uns :

Théorémes de point fixe commun pour des applications faiblement compatibles dans les
esapces de Menger non-Archimédiens utilisant la propriété CLR et avec application aux sys-

téemes dynamiques..
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