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Résumé 

 

Dans ce travail on a étudié divers problèmes de point fixe commun dans des espaces métriques 

probabilistes. 

On a débuté dans un premier chapitre par des rappels de certaines notions préliminaires 

fondamentales et les outils nécessaires qui nous aident dans la démonstration des résultats obtenus 

dans ce travail. 

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude d'un point fixe commun pour deux paires d’applications 

faiblement compatibles et satisfont la propriété CLR (The Common Limit Range property) dans des 

espaces de Menger intuitionnistes. 

Le troisième chapitre est destiné à prouver des théorèmes de point fixe commun pour deux paires 

d’applications faiblement compatibles qui satisfont la propriété CLR et la relation implicite dans des 

espaces de Menger intuitionnistes. 

Ensuite, le quatrième chapitre est voué à l’étude de théorème de point fixe commun pour des 

applications sous des conditions φ-contractives dans les espaces métriques de Menger intuitionnistes avec 

application sur une équation intégrale non linéaire de Fredholm. 

Enfin, dans le cinquième chapitre on étend le concept de la propriété (E.A), la propriété (CLR) et la 

propriété (JCLR) pour les applications couplées et on prouve un résultat qui fournit une généralisation du 

résultat de Zhong Xiao : «  Jian-Zhong Xiao,Xing-Hua Zhu,Yin-Fang Cao. Common coupled fixed point 

results for probabilistic ϕ-contractions in Menger spaces. Nonlinear Analysis 74(2011) 4589-4600 ». 

 

 

Mots clés : Espace métrique probabiliste; Espace de Menger; Espace de Menger intuitionniste; Point fixe 

commun; Point fixe couplé commun; Condition ϕ contractive; Relation implicite; Application faiblement 

compatible; Propriété CLR; t-norme de H-type; t-conorme of H-type; Propriété E.A. 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

 

In this work we study several problems of common fixed point in the probabilistic metric spaces. 

We started by the recalls of some fundamental preliminary concepts and necessary tools. 

The second chapter is devoted to the study of a common fixed point for pairs of weakly compatible 

mappings which satisfy the CLR property (The common limit Range property) in intuitionistic Menger 

spaces. 

The third chapter is intended to achieve common fixed point theorems for pairs of weakly 

compatible mappings satisfying the CLR property and the implicit relation in intuitionistic Menger spaces. 

Then, the fourth chapter is devoted to the study of the common fixed point theorem for mappings 

under φ-contractive conditions in intuitionistic Menger metric spaces with application on a non-linear 

Fredholm integral equation. 

Finally, in the fifth chapter we have extended the notions of E.A property, CLR property and JCLR 

property for coupled mappings in Menger metric space then using these notions to establish common 

coupled fixed point results for four self-mappings. Our work generalize the recent results of Jian-Zhong 

Xiao : «  Jian-Zhong Xiao,Xing-Hua Zhu,Yin-Fang Cao. Common coupled fixed point results for 

probabilistic ϕ-contractions in Menger spaces. Nonlinear Analysis 74(2011) 4589-4600 ». 

 

Keywords: Probabilistic metric space; Intuitionistic Menger and Menger metric space; Common fixed 

point; Common coupled fixed point; φ-contractive condition, Weakly compatible mapping; Implicit 

relation, t-norm of H-type; t-conorm of H-type; CLR property; E.A property. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 لخصـم

 

 .الاحتمالية المترية الفضاءات في مشتركةال ثابتةال نقطةحول ال المختلفةيهدف هذه العمل إلى دراسة العديد من المسائل 

 المهمة المستعملة في هذا العمل. دواتنبدأ بالتذكير ببعض المفاهيم الأساسية والأولية والأ

في  CLRالفصل الثاني يهدف الى دراسة النقطة المشتركة الثابتة من اجل زوجين من التطبيقات الضعيفة توافقيا و تحقق خاصية 

 فضاءات مانجا الحدسية.

الى نظريات تخص النقطة المشتركة الثابتة من اجل زوجين من التطبيقات الضعيفة توافقيا و يرمي  الى التوصل  ثالثالفصل ال

 في فضاءات مانجا الحدسية. الضمنية العلاقةو خاصية   CLRتحقق خاصية 

الانقباضية في فضاءات مانجا   Φ النقطة الثابتة المشتركة لتطبيقات تحت شرط   خصص لدراسة رابعالفصل ال ،بعد ذلك               

 الحدسية مع تطبيقات على معادلات تكاملية غير خطية لفردهولم.

 

من اجل تطبيقات مقترنة  E.A، خاصية JCLR، خاصية CLRنقوم بتطوير المفاهيم التالية: خاصية ، الخامسأخيرا، في الفصل 

في فضاءات مانجا و نستخدم هذه الخصائص من اجل تأسيس نتائج النقطة المشتركة الثابتة المقترنة من اجل أربعة تطبيقات. و يعتبر هذا 

 العمل تعميم للنتائج الحالية المنشورة في مقال:

 Jian-Zhong Xiao : «  Jian-Zhong Xiao,Xing-Hua Zhu,Yin-Fang Cao. Common coupled fixed point 

results for probabilistic ϕ-contractions in Menger spaces. Nonlinear Analysis 74(2011) 4589-4600 ». 

 

 الكلمات المفتاحية:

النقطة الثابتة، النقطة الثابتة المشتركة، التطبيقات الضعيفة  ،فضاءات مانجا، فضاءات مانجا الحدسية، الاحتمالية المترية الفضاءات

 .CLR، خاصية E.Aالانقباضية، خاصية  Φتوافقيا، شرط  
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Introduction générale

«La théorie du point �xe» est un bon mélange d�analyse (pure et appliquée), de la topologie

et de la géométrie. Les idées topologiques sont présentées dans presque tous les domaines des

mathématiques d�aujourd�hui. Les théorèmes du point �xe donnent les conditions dans lesquelles

les applications (simples ou à valeurs multiples) ont des solutions. Au cours des cinquante der-

nières années, la théorie du point �xe a été révélée comme un outil très puissant et important

dans l�étude des phénomènes non linéaires. En particulier, les techniques du point �xe ont été

appliquées dans une diversité de domaines tels que la biologie, la chimie, l�économie, l�ingénierie,

la théorie des jeux et la physique.

Souvent, les constructions physiques sont décrites par des systèmes mathématiques sur idéa-

lisés dans un sens fondamental : des quantités ou des concepts qui sont par nature imprécis dans

la situation réelle, sont traduits en termes précis dans le système abstrait. Un espace métrique

abstrait sert fréquemment comme objet mathématique utile dans la modélisation des systèmes

physiques, même si la distance entre deux points (objets) n�est plus un réel exact, mais plutôt une

moyenne de processus de mesures ou une approximation de cette distance.

En 1942 Menger [45] a généralisé la métrique par l�association d�une fonction de distribution

avec chaque paire de points (x; y) d�un ensemble non vide que l�on note Fx;y . Cette idée a

joué un rôle majeur dans le développement probabiliste de l�espace métrique. Elle a conduit à

la naissance des espaces de Menger et par suite les espaces métriques probabilistes (brièvement

PM-espace) comme une généralisation de l�espace métrique et qui trouvent leurs intérêt dans

plusieurs domaines tels que la physique [59], [71]. Elle est également très importante dans l�analyse

3



Table des matières

fonctionnelle probabiliste, dans l�analyse non linéaire et leurs applications [83], [81]. De tels

espaces ont été largement développés par Schweizer et Sklar [77, 78, 79, 91], Serstnev [74], Tardi¤

[72], Thorp [73] et plus tard par de nombreux auteurs dans des directions diverses. Ces recherches

importantes touchent des questions primordiales au niveau du problème de point �xe dans les

espaces métriques probabilistes.

La théorie du point �xe est l�une des célèbres théories classiques en mathématiques. Derniè-

rement, elle a connu un développement considérable à cause de ses applications énormes dans

plusieurs branches de la science, en particulier, dans la théorie du contrôle, les systèmes dyna-

miques, la théorie des équations di¤érentielles, la théorie du chaos, la théorie des jeux, ainsi dans

l�intelligence arti�cielle et la programmation logique etc..., voir [86, 84].

La théorie du point �xe dans les espaces métriques probabilistes est une partie de l�analyse

probabiliste qui est un domaine très dynamique dans la recherche mathématique. Cette théorie

consiste à résoudre un problème très simple et élémentaire : pour une application f d�un ensemble

non vide dans lui même X (espace métrique probabiliste, espace métrique ordinaire), un point

�xe de f est un point x de X pour lequel f (x) = x. Un théorème fondamentale concernant les

points �xes est celui de Banach [85]. Selon ce mathématicien, dans un espace métrique ordinaire

complet X muni d�une métrique d, toute contraction f , i.e., d (f (x) ; f (y)) � kd (x; y) avec

0 < k < 1 pour tout x; y 2 X admet un point �xe unique.

Par la suite, de nombreux chercheurs ont prouvé que la notion d�applications contractives dé-

�nies précédemment dans les espaces métriques ordinaires, peut s�étendre aux espaces métriques

probabilistes. En e¤et, en 1966 Sehgal [75] a introduit la dé�nition d�application k-contractive

dans les espaces métriques probabilistes. Quelques années plus tards, Sehgal et Bharucha-Reid

[59] ont obtenu une version probabiliste du célèbre théorème de point �xe de Banach dans un

espace de Menger complet sous la norme triangulaire Min, mais H. Sherwood [76] a montré que

ce théorème n�est qu�un cas particulier plutôt qu�une règle, il a construit un espace de Menger

complet et une application contractive au sens de Sehgal qui n�admet aucun point �xe. Esuite,

Radu [80] en 1985 a étendu le théorème de Sehgal et Bharucha-Reid à toute norme triangulaire

continue de type H. En 1983, Hicks [82] a reformulé une nouvelle classe d�applications contrac-

tives distinctes que celles de Sehgal et qui véri�e la propriété du point �xe. Plusieurs travaux ont
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été e¤ectués dans ce sens, à citer par exemple, Ciric [87], Hadzic et al [24], Radu [90], Schweizer

et al [55], ... etc. Cependant, la majorité des travaux publiés sont restreints aux espaces de

Menger et les espaces métriques �ous.

En 2001, Mbarki et al [88] ont obtenu un théorème de point �xe pour une classe plus large

d�applications contractives dans un espace métrique probabiliste plus générale, ainsi, ils ont

étendu ce résultat au semi-groupes inversibles à gauche.

Récemment, grâce à l�évolution des notions de la commutativité des applications (commu-

tativité, commutativité faible, compatibilité, compatibilité faible...), les mathématiciens ont pu

transformer le problème du point �xe au point �xe commun pour plus d�une application qui

constitue pour nous un intérêt vitale. Parmi les divers résultats publiés, on peut se référer en

particulier à Kumar et Pant [89], Mishra [47], Singh et al [93] et Singh et Pant [92]...etc.

Récemment, Park [49] a introduit la notion des espaces métriques �ous intuitionnistes comme

une généralisation des espaces métriques �oues. Dans [39], la notion des espaces de Menger

intuitionnistes est dé�nie à l�aide de t-normes et t-conormes comme une généralisation des espaces

de Menger [45]. Une topologie de Hausdor¤ est dé�nie sur cet espace de Menger intuitionniste

où chaque métrique induit une métrique probabiliste intuitionniste

Or, jusqu�à présent, tous les travaux e¤ectués dans cette direction concernent les espaces

métriques ordinaires, les espaces métrique �ous et les espaces de Menger, ce qui nous a motivé

d�aborder le cas des espaces métriques probabilistes intuitionnistes et particulièrement les espaces

de Menger intuitionnistes.

La présente thèse comporte des résultats intéressants et originaux ayant faits l�objet de publi-

cation de trois articles scienti�ques dans des revues internationales de renommée établie. Ceux-ci

pourront être consultés selon les références citées dans la bibliographie.

La thèse est débutée par une introduction où on a présenté un historique sur les problèmes

étudiés, l�intérêt et l�objectif du thème abordé. Elle est composée de cinq chapitres présentés

comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fonda-

mentales et les outils nécessaires dans ce travail qui nous aident dans les démonstrations des

résultats obtenus.
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Le deuxième chapitre est consacré à l�étude d�un point �xe commun pour deux paires

d�applications faiblement compatibles et satisfont la propriété CLR (The common limit range

property) dans des espaces de Menger intuitionnistes [7].

Le troisième chapitre est destiné à obtenir des théorèmes de point �xe commun pour

deux paires d�applications faiblement compatibles satisfaisant la propriété CLR et une relation

implicite dans des espaces de Menger intuitionnistes [8].

Notre travail publié dans [9] sera détaillé dans le quatrième chapitre. Dans cette publi-

cation on trouve un théorème de point �xe commun pour des applications sous des conditions

�-contractives dans les espaces de Menger intuitionnistes avec application à une équation inté-

grale non linéaire de type Fredholm.

Dans le cinquième chapitre, on donne le concept du propriété (E:A), la propriété (CLR) et

la propriété (JCLR) pour des applications couplées où on prouve un résultat qui fournit une

généralisation du résultat de Zhong Xiao [69]:
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Chapitre 1

Espaces métriques probabilistes

1.1 Introduction

En 1942 K. Menger a proposé une généralisation probabiliste d�un espace metrique. Il a

introduit la première dé�nition d�un espace métrique probabiliste [45] (espace de Menger) qui a

été amélioré par Schweizer et Sklar [77]. L�idée de Menger était de remplacer la distance entre

deux points (d (p; q)) par une fonction de distribution de distance (Fpq) qui fait correspondre

chaque réel positif t; la probabilité que la distance entre les deux points p et q soit inférieure ou

égale a t ; et qu�on la note par Fpq (t), donc, il est évident d�avoir :

Fpq (t) = Fqp (t) pour tout t > 0 et p; q 2M (1.1)

Fpq (t) = 1 pour tout t > 0 , p = q; (1.2)

Fpq (0) = 0 (1.3)

Comme la probabilité est comprise entre 0 et 1, alors

0 � Fpq (t) � 1 (1.4)

Puisque la probabilité est croissante (au sens de l�inclusion), alors Fpq est croissante pour tous

p; q 2M:

7



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Dans ce chapitre, on va citer quelques dé�nitions et résultats qui nous seront utiles dans la

suite de notre travail.

1.2 Notions de base

1.2.1 Fonction de distribution de la distance

Dé�nition 1.1 Une fonction réelle positive f dé�nie sur R+ [ f+1g est dite fonction de dis-

tribution de la distance (f.d.d) si elle est croissante, continue à gauche sur ]0;+1[ telle que

f (0) = 0 et f (+1) = 1:

On note par �+ l�ensemble de toutes les f.d.d et par D+ l�ensemble des éléments f de

�+ véri�és limt!+1 f (t) = 1:

Exemple 1.1 [77]

1. Pour a 2 R+ [ f+1g, l�unité à pas a est l�élément �a de �+ dé�ni par :

�a (x) =

8<: 0; si 0 � x � a; et si 0 � a < +1

1; si a < x � +1:

et

�1 (x) =

8<: 0; 0 � x < +1;

1; x = +1:

2. Pour 0 � a < b < +1, la distribution uniforme sur [a; b] est la fonction Uab 2 D+ dé�nie

par

Uab (x) =

8>>><>>>:
0; 0 � x � a;

x� a

b� a
; a � x � b;

1; b � x < +1:

Remarque 1.1 Notons d�abord que �a est un élément de D+ pour a 2 [0;+1[.

On munit �+ de la relation d�ordre suivante :

f � g si et seulement si f (x) � g (x) 8x 2 [0;+1[.

8



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Alors �a � �b si et seulement si b � a, de plus �0 est l�élément maximal de �+ et �1 est l�élément

minimal.

Si ffi : i 2 Ig est une famille d�éléments de �+, alors la fonction F dé�nie par

F (t) = sup ffi (t) : i 2 Ig

est un élément de �+, par contre la fonction � dé�nie par

� (t) = inf ffi (t) : i 2 Ig ;

n�est pas forcément continue à gauche, donc en général elle n�est pas dans �+, il su¢ t de consi-

dérer la suite
n
�a+ 1

n

o
:

Comme une f.d.d est monotone, alors l�ensemble de ces points de discontinus est ou plus

dénombrable. Donc, la convergence des suites dans �+ la plus utile pour nous est la suivante :

Dé�nition 1.2 Une suite ffng de f.d.d est dite convergente faiblement vers une f.d.d f (on écrit

lim fn = f ou bien fn ! f) si et seulement si la suite ffn (t)g converge vers f (t) en tout point

de continuité t de f .

Notons que la convergence faible n�implique pas la convergence en tout point de ]0;+1[.

Par exemple : soit la suite des distributions uniformes
n
Ua� 1

n
;a

o
; on peut véri�er aisément

que
n
Ua� 1

n
;a

o
converge faiblement vers �a, mais, pour tout entier naturel n, on a Ua� 1

n
;a (a) =

1 6= 0 = �a (a) :

1.2.2 Le modi�é de la distance de Lévy

Le modi�é de la distance de Lévy a été introduite par D. A. Sibley en 1971.

Dé�nition 1.3 i. Soient f; g 2 �+ et h 2]0; 1]; on note par (f; g; h) la condition suivante :

0 � g (t) � f (t+ h) + h; pour tout t 2
�
0;
1

h

�
:

9



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

ii. ?a distance modi�ée de Lévy est la fonction dL dé�nie sur �+ ��+ par

dL (f; g) = inf fh : h véri�e (f; g; h) et (g; f; h)g :

Remarquons que pour tous les éléments f et g de �+; 1 véri�e les deux conditions (f; g; 1) et

(g; f; 1), donc la fonction dL est bien dé�nie et dL (f; g) � 1; de plus on a les résultats suivants.

Proposition 1.1 [77]

i. Si dL (f; g) = h > 0, alors on a (f; g; h) et (g; f; h) :

ii. Pour tout f 2 �+

dL (f; �0) = inf fh : h véri�ant (f; �0; h)g

= inf

�
h : lim

t!h+
f (t) > 1� h

�
:

iii. pour tout t > 0

f (t) > 1� t si et seulement si dL (f; �0) < t:

iv. Pour tout f et g dans �+; si f � g alors dL (g; �0) � dL (f; �0) :

Géométriquement, dL (f; �0) est l�abscisse du point d�intersection de la droite y = 1� x et le

graphe de f complété par des segments verticaux aux points de discontinuité.

Lemme 1.1 [77] La fonction dL est une distance sur �+:

D�abord on va énoncer un résultat de Schweizer et Sklar qui montre que la topologie de la

convergence faible sur �+ est métrisable.

Lemme 1.2 [77] Soit (fn) une suite de f.d.d et f 2 �+; alors (fn) converge faiblement vers f

si et seulement si dL (fn; f)! 0:

En 1977, Helly [43] a montré que de toute suite in�nie de f.d.d, on peut extraire une sous-suite

faiblement convergente. En combinant ce résultat avec le lemme 1.2 on obtient :

10



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Corollaire 1.1 L�espace métrique (�+; dL) est ccomplet.D�où l�on déduirai que l�espace (�+; dL)

est fermé et étant borné c�est donc un espace compact.

1.2.3 Norme triangulaire et fonction triangle

L�origine des normes triangulaires ( t-norme) était dans la théorie de l�espace métrique pro-

babiliste K. Menger [45]. Il apparaît que les t-normes sont liées à des opérations essentielles dans

plusieurs domaines, par exemple, les ensembles �ous, la logique �oue et ses applications. Elles

sont étroitement liées à la théorie du point �xe et pour plus de détails on se réfère à [77], [36] et

[23].

Dé�nition 1.4 Une opération binaire T sur [0; 1] est dite une t-norme si pour tout a; b; c et d

dans [0; 1] on a

T (a; b) = T (b; a) : la commutativité,

T (a; b) � T (c; d) si a � c; b � d : la croissance,

T (a; T (b; c)) = T (T (a; b) ; c) : l�associativité,

T (a; 1) = a;

T (0; a) = 0:

Parmi les plus connues des t-normes, celles des exemples suivants :

Exemple 1.2 [24]

1. La t-norme minimum, est dé�nie par

TM (a; b) = min (a; b) :

2. La t-norme produit TP ,est dé�nie par

TP (a; b) = ab

11
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3. La t-norme de Luckasiewiez TL ,est dé�nie par

TL (a; b) = max (a+ b� 1; 0) :

4. La t-norme de Weakest TD ,est dé�nie par

TD (a; b) =

8<: min (a; b) si max (a; b) = 1;

0 si non.

5. La famille des t-normes de Domby
�
TD�
�
�2[0;1] est dé�nie par

TD� (a; b) =

8>>>><>>>>:
TD (a; b) si � = 0

TM (a; b) si � =1�
1 +

��
1�a
a

��
+
�
1�b
b

��� 1
�

��1
si � 2 ]0;1[

6. La famille des t-normes de Schweizer-Sklar
�
T SS�

�
�2[�1;1] est dé�nie par

T SS� (a; b) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

TM (a; b) si � = �1;�
a� + b� � 1

� 1
� si � 2 ]�1; 0[ ;

TP (a; b) si � = 0;�
max

�
a� + b� � 1; 0

�� 1
� si � 2 ]0;1[ ;

TD (a; b) si � =1:

7. La famille des t-normes de Aszél-Alsina
�
TAA�

�
�2[0;1] est dé�nie par

TAA� (a; b) =

8>>><>>>:
TD (a; b) si � = 0;

TM (a; b) si � =1;

e�(jlog aj
�+jlog bj�)

1
�

si � 2 ]0;1[ :

12
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8. La famille des t-normes de Sugeno-Weber
�
T SW�

�
�2[�1;1] est dé�nie par

TD� (a; b) =

8>>><>>>:
TD (a; b) si � = �1;

TP (a; b) si � =1;

max
�
0; a+b�1+�ab

1+�

�
si � 2 ]�1;1[ :

Remarque 1.2 Notons que pour toute t-norme T; on a TD (a; b) � T (a; b) � min (a; b) :

Dé�nition 1.5 Une t-norme T est dite

i. Continue à gauche si, T (a; b) = sup fT (u; v) : 0 < u < a; 0 < v < bg pour tous a; b dans

]0; 1] .

ii. Continue à droite si, T (a; b) = inf fT (u; v) : a < u < 1; b < v < 1g pour tous a; b dans

[0; 1[.

Dé�nition 1.6 Soient T une t-norme et (x1; :::; xn) 2 [0; 1]n pour un certain n 2 N: On dé�nit

l�opération T (x1; :::; xn) par :

T 0i=1xi = 1; T ni=1xi = T
�
T n�1i=1 xi; xn

�
= T (x1; :::; xn)

et pour toute suite fxng d�éléments de [0; 1]

T+1i=1 xi = lim
n!+1

T ni=1xi:

Remarque 1.3 Notons que la limite lim+1 T
n
i=1xi existe toujours, puisque la suite (T

n
i=1xi) est

décroissante et minorée dans R:

Exemple 1.3 1. TL (x1; :::; xn) = max (
Pn

i=1 xi � (n� 1) ; 0) :

2. TM (x1; :::; xn) = min (x1; :::; xn) :

3. TP (x1; :::; xn) = x1x2:::xn:

Dé�nition 1.7 Si T est une t-norme, x 2 [0; 1] et n 2 N; alors on dé�nit la suite (T n (x))n2N
par

T n (x) =

8<: 1 si n = 0;

T (T n�1 (x) ; x) sinon.
:
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Dé�nition 1.8 Une t-norme T est dite de type Hadzic (type H), si la famille fT n (x)g est

équicontinue en x = 1, i.e.,

8� 2 ]0; 1[ 9� 2 ]0; 1[ : t > 1� � =) T n (t) > 1� � pour tout n � 1:

Remarque 1.4 Une triviale t-norme de type H est TM , et il existe des t-normes non triviales

de type H comme le montre l�exemple suivant :

Exemple 1.4 [24] Soient T une t-norme continue, m 2 N et

Im =
�
1� 2�m; 1� 2�m�1

�
:

On dé�nit la t-norme ~T par

~T (a; b) =

8<: 1� 2�m + 2�m�1T (2m+1 (a� 1 + 2�m) ; 2m+1 (b� 1 + 2�m)) si (a; b) 2 Im � Im;

TM (a; b) si non

On montre que la suite
�
~T n (x)

�
n2N

est équicontinue en x = 1 donc ~T est de type H.

Pour les t-normes de type H, on a la caractérisation suivante :

Théorème 1.1 [24] Soit T une t-norme. Alors

i. S�il existe une suite strictement croissante fbng � [0; 1[ telle que limn!+1 bn = 1 et

T (bn; bn) = bn, alors T est de type H.

ii. Si T est continue et de type H, alors il existe une suite fbng qui satisfait (i).

En 1962, A. N. Serstnev a introduit la notion suivante :

Dé�nition 1.9 On appelle fonction triangle sur �+, toute application � : �+ � �+ ! �+

commutative, associative, croissante et véri�ant

� (f; �0) = f pour tout f 2 �+:
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Exemple 1.5 Soit T une t-norme. On dé�nit les applications T et �T par

T (f; g) (t) = T (f (t) ; g (t)) ;

�T (f; g) (t) = sup fT (f (u) ; g (v)) : u+ v = tg ;

pour f; g 2 �+ et t 2 [0;+1] :

Si T est continue à gauche, alors T est �T sont des fonctions triangles. De plus, pour toute

fonction triangle � ; on a � � min.

Lemme 1.3 [77] Si T est une t-norme continue, alors la fonction triangle �T est uniformément

continue sur (�+; dL) :

1.3 Espaces métriques probabilistes

Dé�nition 1.10 Soit M un ensemble non vide. On appelle distance probabiliste sur M toute

application F de M �M dans �+ et on écrit Fpq au lieu de F (p; q) :

Dé�nition 1.11 Soit M un ensemble non vide et F une distance probabiliste sur M . On dit

que (M;F ) est un espace semi-métrique probabiliste si les propriétés (1.1) et (1.2) sont véri�ées.

S�il existe une fonction triangle � qui satisfait l�inégalité triangulaire suivante

Fpr � � (Fpq; Fqr) (1.5)

pour tous p; q et r dansM , alors le triplet (M;F; �) est dit un espace métrique probabiliste (e.m.p).

Un tel espace est dit de Menger s�il existe une t-norme T telle que � = �T et on écrit seulement

(M;F; T ), où (M;F ) espace de Menger sous la t-norme T et dans ce cas l�inégalité triangulaire

(1.5) devient

Fpq (t+ s) � T (Fpr (t) ; Frq (s)) ;

pour tous p; q; r dans M et t; s dans R+:
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Exemple 1.6 Soit M = C. Pour tout x; y 2M et t > 0 , on pose

Fxy (t) =
1

exp
�
jx�yj
t

� ;
alors (M;F; Tp) est un espace de Menger. En e¤et

1. Il est evident que Fxy = Fyx:

2. Pour tout t > 0;

x = y =) jx� yj = 0

=) 1

exp( jx�yjt )
= 1

=) Fxy (t) = 1:

Inversement, si pour tout t > 0; Fxy (t) = 1 alors exp
�
jx�yj
t

�
= 1; ce qui implique que jx� yj = 0;

d�où x = y:

3. Pour x; y; z 2M et t; s > 0

jx� zj � t+s
t
jx� yj+ t+s

s
jy � zj =) jx�zj

t+s
� jx�yj

t
+ jy�zj

s

=) exp
�
jx�zj
t+s

�
� exp

�
jx�yj
t

�
exp

�
jy�zj
s

�
=) Fxz (t+ s) � Fxy (t)Fyz (s) :

L�exemple suivant montre que tout espace métrique ordinaire induit un espace métrique probabi-

liste.

Exemple 1.7 ([85]) Soit (M;d) un espace métrique. On considère la fonction F dé�nie sur

M �M par :

Fpq (t) =
ktn

ktn +md (p; q)
8t 2 [0;1) si p 6= q et Fpp = �0 8p 2M;

où k;m; n 2 N: Alors (M;F;Tp) est un espace métrique probabiliste.

Exemple 1.8 [77]

1. Soit (M;d) un espace métrique, G une f.d.d.distincte de �0 et �1 et � 2 [0;+1[: On dé�nit
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la fonction F sur M �M par :

Fpq (t) = G

�
t

(d (p; q))�

�
8t 2 [0;1) si p 6= q et Fpp = �0 8p 2M:

Le 4-uplet (M;d;G; �) est appelé espace �-simple, de plus, pour tout 0 < � � 1, (M;F ) est un

espace de Menger sous toute t-norme.

2. On appelle espace de Wald tout espace de Menger sous la t-norm Tp:

Exemple 1.9 [26] Soient (
;�; P ) un espace probabiliste et (S; d) un espace métrique séparable.

Soit M l�espace des classes d�equivalences X̂ des variables aléatoires X : 
! S; i.e., X;Y 2 X̂

si et seulement si X = Y presque sûrement: Pour tout t > 0 et X̂; Ŷ 2M . On pose

FX̂Ŷ (t) = P f! : ! 2 
; d (X (!) ; Y (!)) < tg :

Alors (M;F; TL) est un espace de Menger.

1.4 Propriétés topologiques

1.4.1 Topologie

Plusieurs topologies di¤érentes sont dé�nies sur un espace métrique probabiliste, celles qui

portent plus d�intérèt jusqu�à présent, sont la topologie forte et la (�; �)-topologie.

La topologie forte

Soit (M;F ) un espace semi-métrique probabiliste. Pour p 2M et t > 0; on note :

Np (t) = fq 2M : Fpq (t) > 1� tg

= fq 2M : dL (Fpq; �0) < tg ;

Np = fNp (t) : t > 0g ;

@ = fNp (t) : p 2M et t > 0g :

Il est clair que Np (t) =M pour tout t > 1:
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Proposition 1.2 i. Pour t; s > 0; on a ou bien Np (t) � Np (s) ou bien Np (s) � Np (t) :

ii. Le système @ véri�e le premier degré de la dénombrabilitée.

Preuve i. Soit q 2 Np (t) ;et s > t on a

Fpq (t) > 1� t

> 1� s

comme

Fpq (s) � Fpq (t)

alors q 2 Np (s) ; ce qui implique que Np (t) � Np (s) :

ii. La collection
�
Np

�
1

n

�
: n = 1; 2:::

�
est équivalente à la famille Np:

Lemme 1.4 [55] La fonction � :M �M ! [0;+1[ dé�nie par

� (p; q) = dL (Fpq; �0)

est une semi-métrique sur M dont les boules ouvertes sont Np (t). Si de plus � � �TL ; alors � est

une métrique sur M:

Lemme 1.5 [77] Soit (M;F; �) un espace métrique probabiliste dont la fonction triangle � est

continue, alors la fomille F constituée par l�ensemble vide et la rénion quelconque des éléments

de @ dé�nie une topologie de Hausdor¤ sur M , appelée la topologie forte.

Une conséquence immediate est que la famille Np est un système de voisinage de p pour la

topologie forte F :

Dans tous ce qui suit, quand on parlera d�un espace métrique probabiliste (M;F; �), on

suppose que � est continue.

Lemme 1.6 Soit (M;F; �) un espace métrique probabiliste séparable. Alors la topologie forte F

véri�e le deuxième degré de la dénombrabilitée.
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Preuve Puisque (M;F; �) est séparable, il existe un ensemble A = fan : n = 0; 1; 2:::g dé-

nombrable et dense dans M:

Soit O un ouvert et x 2 O, alors il existe t > 0 tel que Nx (t) � O et puisque A est dense

dans M , il existe an 2 Nx (t) ; ce qui implique que dL (Fanx; �0) < t:

Posons � = dL (Fanx; �0) ; alors t� � > 0:

9r > 0 : dL (g; �0) < r =) dL (� (Fanx; g) ; Fanx) < t� �:

On peut choisir un entier naturel m tel que
1

m
� min

�
1
n
; r
	
, donc

y 2 Nan

�
1

m

�
=) dL (Fany; �0) <

1
m

=) dL (Fany; �0) < r

=) dL (� (Fanx; Fany) ; Fanx) < t� �

dL (Fxy; �0) � dL (� (Fanx; Fany) ; �0)

� dL (� (Fanx; Fany) ; Fanx) +dL (Fanx; �0)

< t� �+ �

< t

Ce qui montre que Nan

�
1

m

�
� Nx (t) :

Dé�nition 1.12 Soit fpng une suite dans un espace métrique probabiliste (M;F; �) : Alors

i. fpng est dite convergente vers un point p 2M si pour tout t > 0, il existe un entier positif

N tel que

Fpnp (t) > 1� t pour tout n � N;

et on écrit lim pn = p ou bien pn ! p:

ii. fpng est dite une suite de Cauchy, si pour tout t > 0 il existe un entier positif N tel que

Fpnpm (t) > 1� t pour tout m;n � N;
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iii : (M;F; �) est dite un espace métrique probabiliste complet si toute suite de Cauchy dans

M converge vers un point dans M:

Lemme 1.7 [77] Soit fpng une suite dans un espace métrique probabiliste (M;F; �) : Alors

lim pn = p ssi lim dL (Fpnp; �0) = 0.

Ce qui est équivalent à

lim pn = p ssi lim � (pn; p) = 0:

De même,fpng est de Cauchy si et seulement si

lim dL (Fpnpm ; �0) = 0:

Lemme 1.8 [77] Soit (M;F; �) est un espace métrique probabiliste. On muni l�espace M �M

de la topologie produit de F , alors l�application F est uniformément continue de M �M vers

�+:

Finissons ce paragraphe par une conséquence très utile du lemme précédent.

Lemme 1.9 [77] Soient fpng et fqng deux suites dans M:

i. Si lim pn = p et lim qn = q; alors limn!+1 dL (Fpnqn ; Fpq) = 0;i.e.,fFpnqng converge faible-

ment vers Fpq:

ii. Si fpng et fqng sont de Cauchy dans M; alors fFpnqng est une suite de Cauchy dans

(�+; dL) :

La (�; �)-topologie

Soit (M;F; �) un espace métrique probabiliste. On appelle (�; �)-voisinage d�un élément

p 2M; l�ensemble

NP (�; �) = fq 2M : Fpq (�) > 1� �g

pour � > 0 et � 2 ]0; 1[. Puisque Np (t; t) = Np (t) pour tout t > 0 et NP (�; �) � Np (min (�; �))

pour tout � > 0 et � 2 ]0; 1[ ; alors le système des (�; �)-voisinages est équivalent à @: Donc la

topologie forte F coincide avec la (�; �)-topologie engendrée par le système des (�; �)-voisinages.
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D�abord, donnons les dé�nitions de la convergence des suites et des suites de Cauchy par

rapport à la (�; �)-topologie:

Dé�nition 1.13 Soit fpng une suite dans un espace métrique probabiliste (M;F; �) : Alors

i. fpng est dite convergente vers un point p 2 M si pour tous � > 0 et � > 0 il existe un

entier positif N tel que

Fpnp (�) > 1� � pour tout n � N .

ii. fpng est dite une suite de Cauchy, si pour tous � > 0 et � > 0 il existe un entier positif

N tel que

Fpnpm (�) > 1� � pour tout m;n � N:

1.4.2 Bolzano - Weierstrass

Dans tout ce qui suit, � est une fonction triangle continue sur �+ et (M;F; �) désigne un

espace métrique probabiliste.

Dé�nition 1.14 Soit A un sous-ensemble de M: On dit que A véri�e la propriété de Bolzano-

Weierstrass, si de toute suite d�éléments de A, on peut extraire une sous suite convergente dans

A:

Théorème 1.2 [61] Soit A un sous-ensemble deM véri�ant la propriété de Bolzano-Weierstrass

et (Ui)i2I un recouvrement d�ouverts de A: Alors :

9� > 0 tel que 8p 2 A; Np (�) est inclue au moins dans un Ui:

Théorème 1.3 [61] Soit A un sous-ensemble deM véri�ant la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Alors, 8� > 0, il existe une suite �nie (pi)1�i�n d�élément de A telle que (Npi (�))1�i�n est un

recouvrement de A:

Corollaire 1.2 [61] Soit A une partie de M . Alors, A est compacte si et seulement si A véri�e

la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Théorème 1.4 [61] Soit (pn)n une suite dans M: On suppose que
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i. (pn)n est une suite de Cauchy ;

ii. il existe une sous-suite
�
pni
�
n
de (pn)n convergente vers p 2M:

Alors, pn ! p:

1.4.3 Diamètre probabiliste

en 1968, R. Egbert a introduit la notion du diamètre probabiliste d�une partie non vide

d�un espace métrique probabiliste.

Dé�nition 1.15 Soient (M;F; �) un espace métrique probabiliste et A un sous-ensemble non

vide de M . On appelle diamètre probabiliste de A, la fonction DA dé�nie sur [0;+1] par :

DA (x) =

8<: 1 si x = +1

limt!x� 'A (t) si 0 � x < +1

où

'A (t) = inf fFpq (t) : p; q 2 Ag :

Il est clair que DA est une f.d.d pour toute partie A non vide de M .

Proposition 1.3 [77] Soient A et B deux parties non vides d�un espace métrique probabiliste

(M;F; �). Alors on a les propriétés suivantes :

i. DA = �0 si est seulement si A se réduit à un point.

ii. Si A � B alors DB � DA:

iii. Si A = fp; qg alors DA = Fpq:

iv. 8p; q 2 A, Fpq � DA:

v. Si A \B 6= ? alors DA[B � � (DA; DB).

vi. DA = D �A .

Le diamètre d�un ensemble non vide A dans un espace métrique ordinaire est �ni ou in�ni ;

en conséquent, A est borné ou non borné. Par contre, dans les espaces métriques probabilistes, il

y a un troisième cas qui entre en jeu.
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Dé�nition 1.16 Soient (M;F; �) un espace métrique probabiliste et A un sous-ensemble non

vide de M . Alors A est dite :

i. Borné si limx!+1DA (x) = 1. i.e., DA 2 D+:

ii. Semi-borné, si 0 < limx!+1DA (x) < 1:

iii. Non borné, si limx!+1DA (x) = 0, i.e., DA = �1:

Exemple 1.10 Soit (M;d) un espace métrique ordinaire. Comme on a vu dans l�exemple 1.7,

(M;F;Tp) est un espace métrique probabiliste. De plus la topologie F est équivalente à la topologie

induite par la métrique d. Donc (M;F;Tp) est complet si et seulement si (M;d) est complet.

Si A est un ensemble non vide de M , alors on peut véri�er facilement que

DA (t) =
t

t+ diam (A)
pour tout t > 0;

avec

diam (A) = sup fd (p; q) : p; q 2 Ag :

Remarque 1.5 Dans un espace métrique ordinaire, les boules sont des parties bornées, ce qui

n�est pas le cas dans un espace métrique probabiliste.

Exemple 1.11 Soit M = f0; 1; 2:::g. On dé�nit sur M l�application F par

Fnm =
1

2

�
�0 + �jn�mj

�
:

Il est facile de véri�er que (M;F ) est un espace de Menger sous la t-norme TM et N0
�
3
4

�
=M .

Par contre DN0( 34)
= 1

2
(�0 + �1) : Donc N0

�
3
4

�
est semi-bornée.

Remarque 1.6 Dans un espace métrique probabiliste, il peut se produire que la réunion de deux

ensembles bornés n�est pas un ensemble borné. Par exemple : Posons M = fp; qg ; Fp;q = �1; A =

fpg ; B = fqg. Donc

DA = DB = �0 et DA[B = �1:

On conclut que A et B sont bornés, mais A [B est non borné.
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Lemme 1.10 [23] Soit (M;F ) un espace de Menger muni d�une t-norme continue T: Alors toute

partie compacte de M est bornée.

Lemme 1.11 [66] Soit (M;F; �) un espace métrique probabiliste tel que RanF � D+. Alors

toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve Soit fxng une suite de Cauchy dans (M;F; �). Posons A = fxn : n 2 Ng et � > 0.

Alors pour tout t > 0 il existe un entier naturel N tel que :

Fxn;xm (t) > 1� �; (1.6)

pour tous n;m > N:

D�autre part,Fxn;xm 2 D+ (i.e limn!+1 Fxn;xm (t) = 1)

Aussi, 8� > 0;9T0 > t tq 8t0 > T0 on a

Fxn;xm (t
0) > 1� � pour tout n;m > N: (1.7)

D�aprés les inégalités (1.6) et (1.7), on a Fxn;xm (t
0) > 1� � pour tout n;m 2 N: Alors

'A (t
0) > 1� �:

Ensuite, pour s > t0, on a

'A (s
0) � 'A (t

0)

> 1� �:

pour tout s0 véri�e s > s0 > t0: Faisons s0 ! s on obtient

DA (s) > 1� �;
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ce qui montre que pour tout � > 0; il existe s > 0 tel que DA (s) > 1� �: Donc

lim
s!+1

DA (s) = 1:

Ce qui achève la démonstration.

1.5 Espaces métriques �ous

Les concepts des ensembles �ous et logique �oue ont été introduits par le Professeur Lot�

Zadeh en 1965. Le succès de la rechereche dans ces notions a été démontré dans une variété de

champs tels que l�intelligence arti�ciel, l�informatique, le contrôle de l�ingénierie, des applications

informatiques, la robotique et beaucoup plus. Nous présentons quelques résultats liés aux espaces

métriques �ous au sens de George et Veeramani qui est une modi�cation de celle de Kramosil et

Michalek dans le but d�obtenir une topologie de Hausdor¤.

La notion d�espace métrique �ou donnée par George et Veeramani a beaucoup d�avantages

que de nombreuses notions et résultats classiques dans les espaces métriques ordinaires peuvent

être étendues et généralisées à l�établissement des espaces métriques �ous, par exemple : la

convergence, suite de Cauchy, complétude...

Dé�nition 1.17 Soit X un ensemble non vide. Un ensemble �ou sur X est une application de

X dans l�intervalle [0; 1] :

Dé�nition 1.18 (Kramosil et Michalek [37]) Soient X un ensemble non vide et M un ensemble

�ou sur X2 � [0;1) et T une t-norme continue. On dit que le triplet (X;M; T ) est un espace

métrique �ou si les conditions suivantes sont véri�ées pour tous p; q; r 2 X et t; s > 0:

i. M (p; q; 0) = 0,

ii. M (p; q; t) = 1 pour tout t > 0 si et seulement si p = q,

iii. M (p; q; t) =M (q; p; t),

iv. T (M (p; q; t) ;M (q; r; s)) �M (p; r; t+ s),

v. M (p; q; :) : [0;1[! [0; 1] est continue à gauche.
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Dé�nition 1.19 (George et Veeramani [19] ) Soient X un ensemble non vide etM un ensemble

�ou sur X2 � [0;1) et T une t-norme continue. On dit que le triplet (X;M; T ) est un espace

métrique �ou si les conditions suivantes sont véri�ées pour tout p; q; r 2 X et t; s > 0:

i. M (p; q; t) > 0,

ii. M (p; q; t) = 1 pour tout t > 0 si et seulement si p = q,

iii. M (p; q; t) =M (q; p; t),

iv. T (M (p; q; t) ;M (q; r; s)) �M (p; r; t+ s),

v. M (p; q; :) : [0;1[! [0; 1] est continue.

Exemple 1.12 Soient (X; d) un espace métrique et Md l�ensemble �ou dé�ni sur X2 � ]0;1[

par :

Md (x; y; t) =
t

t+ d (x; y)
: (1.8)

Alors (X;Md; Tp) est un espace métrique �ou. Il est connu sous le nom d�espace métrique �ou

standard induit par l�espace métrique (X; d)

Exemple 1.13 Posons X = f1; 2; 3:::g et pour tout t > 0

M (p; q; t) =

8<:
p
q
si p � q;

q
p
si q � p:

(1.9)

Alors (X;M; TL) est un espace métrique �ou.

Notons que dans l�exemple 1.13 il n�existe aucune métrique d sur X qui véri�e (1.9).

De plus M n�est pas une métrique �oue sous la t-norme TM :

Dans un espace métrique �ou (soit au sens de K.M soit au sens de G.V), la métrique �oue

M (p; q; :) est une fonction croissante pour tout p et q. En e¤et :

Soient p; q 2M et t > s > 0; alors t = s+ s0 pour un certain s0 > 0: Donc

M (p; q; t) = M
�
p; q; s+ s

0�
� T

�
M (p; q; s) ;M

�
q; q; s

0��
= M (p; q; s) :
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Remarque 1.7 Soit (X;M; T ) un espace métrique �ou. Si on dé�nit l�application F par Fpq =

M (p; q; :), alors (X;F; T ) est un espace de Menger.

Soit (X;M; T ) un espace métrique �ou au sens de George et Veeramani. Pour p 2 X,

r 2 ]0; 1] et t > 0, on appelle la boule ouverte de centre p et de rayon r > 0 par rapport à t > 0

l�ensemble

B (p; r; t) = fq 2 X :M (p; q; t) > 1� rg ;

et la boule fermée de centre p et de rayon r par rapport à t l�ensemble

B [p; r; t] = fq 2 X :M (p; q; t) � 1� rg :

Comme on a vu pour la (�; �)-topologie, le système fB (p; r; t) : p 2 X; r 2 ]0; 1] ; t > 0g génére

une topologie de Hausdor¤ sur X:

Proposition 1.4 [20] Soit (X;M; T ) un espace métrique �ou au sens de George et Veeramani.

i. (X;M; T ) est un espace de Hausdor¤ véri�ant le premier degré de la

dénombrabilité.

ii. Toute boule ouverte est un ouvert.

iii. Toute boule fermée est un fermé.

Remarque 1.8 Notons d�abord que B (p; r; t) � B [p; r; t], mais en générale, l�égalité est fausse,

pour plus de détails, on se référera à [70]

Dé�nition 1.20 Soit (X;M; T ) un espace métrique �ou au sens de George et Veeramani.

i. Une suite fxng dans X est dite convergente vers un point x 2 X et on écrit

limn!1 xn = x, si pour tout 0 < r < 1 et t > 0, il existe un entier naturel N tel que :

M (xn; x; t) > 1� r pour tout n � N:

ii. Une suite fxng dans X est dite de Cauchy, si pour tout 0 < r < 1 et t > 0, il existe un

entier naturel N tel que :

M (xn; xm; t) > 1� r pour tout n;m � N:
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Remarque 1.9 On constate que

i. limn!1 xn = x si et seulement si limn!1M (xn; x; t) = 1 pour tout t > 0:

ii. fxng dans X est de Cauchy si et seulement si limn;m!1M (xn; xm; t) = 1 pour tout t > 0:

Dé�nition 1.21 Soit (X;M; T ) un espace métrique �ou au sens de George et Veeramani. On

dit qu�une suite fxng dans X est G-Cauchy (suite de Cauchy dans les espaces métriques �ous

au sens de Grabiec [22]), si pour tout 0 < r < 1 et t > 0; il existe un entier naturel N tel que

pour tout entier naturel p:

M (xn; xn+p; t) > 1� r pour tout n � N:

Dé�nition 1.22 Un espace métrique �ou (X;M; T ) est dit complet (respectivement G-complet),

si toute suite de Cauchy (respectivement G-Cauchy) est convergente.

George et Veeramani [19] ont donné un exemple d�espace métrique �ou complet mais n�est

pas G-complet, ce qui implique que la dé�nition de suite G-Cauchy est plus faible que la dé�nition

de suite de cauchy.

1.6 Espace de Menger intuitionniste

La notion des espaces de Menger intuitionniste est dé�nie à l�aide de t-normes et t-conormes

comme une généralisation des espaces de Menger [Menger [45]]. Une topologie de Hausdor¤

dé�nie sur cet espace métrique probabiliste intuitionniste est montrée. En outre, la notion de

suites de Cauchy est introduite et une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un espace de

Menger intuitionniste est complet est donnée.

Dé�nition 1.23 Une opération binaire S sur [0; 1] est dite une t-conorme si et seulement si
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pour tout a; b; c et d dans [0; 1] on a

S (a; b) = S (b; a) : la commutativité,

S (a; b) � S (c; d) si a � c; b � d : la croissance,

S (a; S (b; c)) = S (S (a; b) ; c) : l�associativité,

S (a; 0) = a;

Remarque 1.10 Les notions de t-normes T et t-conormes S sont connus comme les squelettes

axiomatiques qu�on utilise pour caractériser les intersections et les unions �oues respectivement.

Ces concepts ont été introduits initialement par Menger [45] dans son étude sur les espaces

métriques statistiques. Plusieurs exemples de ces concepts ont été proposés par nombreux auteurs

[52],[23],[25],[36],[51],[19] ,[46]]. Dans [49], on a aussi :

(a) Pour tout a; b 2 (0; 1) avec a > b, il existe c; d 2 (0; 1) tels que T (a; c) � b; S (b; d) � a;

(b) Pour tout a 2 (0; 1) ; il existe b; c 2 (0; 1) tels que T (b; b) � a; S (c; c) � a:

Dé�nition 1.24 Une fonction de distribution de non-distance est une fonction L : R ! R+
continue a droite ;décroissante et inft2R L (t) = 1; supt2R L (t) = 0:

On désigne par E la famille de toutes les fonctions de distribution de non-distance et par G

une fonction spéciale de E dé�nie par G(t) =

8<: 1; si t 6 0
0; si t > 0

:

Si X est un ensemble non vide, L : X �X ! E est appelé une non-distance probabiliste sur

X et on note L (x; y) par Lxy:

Dé�nition 1.25 ([39]) Le triplet (X;F; L) est dit un espace métrique probabiliste intuitionniste

si X est un ensemble arbitraire, F est une distance probabiliste et L est une non-distance proba-

biliste sur X satisfaisant aux conditions suivantes pour tout x; y; z 2 X et t; s > 0

(IM-1) Fxy (t) + Lxy (t) 6 1;
(IM-2) Fxy (0) = 0;

(IM-3) Fxy (t) = H (t) si et seulement si x = y;

(IM-4) Fxy (t) = Fyx (t) ;

(IM-5) Si Fxy (t) = 1 et Fyz (s) = 1; alors Fxz (t+ s) = 1;
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(IM-6) Lxy (0) = 1;

(IM-7) Lxy (t) = G (t) si et seulement si x = y;

(IM-8) Lxy (t) = Lyx (t)

(IM-9) Si Lxy (t) = 0 et Lyz (s) = 0; alors Lxz (t+ s) = 0.

Dé�nition 1.26 ([39]) Une 5-tuple (X;F; L; �;�) est dit un espace métrique de Menger intui-
tionniste, si (X;F; L) est un espace métrique probabiliste intuitionniste et en outre, les inégalités

suivantes sont valables pour tout x; y; z 2 X et t; s > 0

1) Fxy (t) � Fyz (s) 6 Fxz (t+ s) ;

2) Lxy (t)�Lyz (s) > Lxz (t+ s),

où � est une t-norme continue et � est une t-conorme continue.
les fonctions Fxy et Lxy dénotent le niveau de proximité et le niveau de non-proximité entre

x et y par rapport à t .

Remarque 1.11 Dans l�espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�), Fxy est croissante et
Lxy est décroissante pour tout x; y 2 X.

Remarque 1.12 ([39]) Tout espace de Menger (X;F; �) est un espace de Menger intuitionniste

de la forme (X;F; 1� F; �;�) de telle sorte que la t-norme � et la t-conorme � sont associés,
voir [23], c�est à dire x�y = 1� (1� x) � (1� y) pour tout x; y 2 X:

Exemple 1.14 (Espace métrique probabiliste intuitionniste induit) Soit (X; d) un espace mé-

trique. La métrique d induit une fonction de distribution de distance F dé�nie par Fxy (t) =

H (t� d (x; y)) et une fonction de distribution de non-distance L dé�nie par Lxy (t) = G (t� d (x; y))

pour tout x; y 2 X et t > 0: Alors (X;F; L) est un espace métrique probabiliste intuitionniste.

On appelle cet espace métrique probabiliste intuitionniste induit par une métrique d l�espace mé-

trique probabiliste intuitionniste induit. Si t-norme T est T (a; b) = min fa; bg et t-conorme S est

S (a; b) = min f1; a+ bg pour tout a; b 2 [0; 1] alors (X;F; L; TM ; SM) est un espace de Menger

intuitionniste.

Remarque 1.13 Notons que l�exemple ci-dessus est valable même avec la t-norme T (a; b) =

min fa; bg et la t-conorme S (a; b) = max fa; bg et donc (X;F; L; T; S) est un espace de Men-
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ger intuitionniste par rapport à toute t-norme et t-conorme. Aussi notons que dans l�exemple

précédent, t-norme T et t-conorme S ne sont pas associés.

Dé�nition 1.27 [65] Supposons que inf0<t<1r (t; t) = 0. Une t-conorme r est dite de type H

si la famille des fonctions frm (t)g1m=1 est equicontinue en t = 0, où

r1 (t) = trt; rm+1 (t) = tr (rm (t)) ;m = 1; 2; :::; t 2 [0; 1] (1.9)

La t-conorme rM = max est un exemple de t-conorme de type H.

Evidement, r est une t-conorme de type H si et seulement si pour tout � 2 (0; 1), il existe

� (�) 2 (0; 1) tel que rm (t) < � pour tout m 2 N, lorsque t < �.

1.6.1 Topologie induite par la métrique probabiliste intuitionniste

Théorème 1.5 Soient (X;F; L) un espace métrique probabiliste intuitionniste, T; S des opéra-

tions binaires sur [0; 1] � [0; 1] dans [0; 1] satisfaisant T (a; b) � T (c; d) et S (a; b) � S (c; d)

pour tout a; b; c; d 2 [0; 1] tels que a � c; b � d et supt<1 T (t; t) = 1; inft<1 S (1� t; 1� t) = 0,

respectivement. Alors la famille U = fU";�g">0;�2(0;1) où

U";� = f(x; y) 2 X �X : Fxy (") > 1� � et Lxy (") < �g

est une base sur X �X pour une uniformitée Hausdor¤.

Remarque 1.14 Le théorème 1.5 est également vrai en particulier pour tous les espaces de

Menger intuitionnistes dans lequel supt<1 T (t; t) = 1 et inft<1 S (1� t; 1� t) = 0: Cependant,

il est vrai pour les espaces métriques probabilistes intuitionnistes qui ne sont pas des espaces

Menger intuitionnistes.

Corollaire 1.3 Soit (X;F; L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant l�hypo-

thèse du théorème 1.5. Alors les ensembles U";� (x) = fy 2 X : Fxy (") > 1� � et Lxy (") < �g

forment une base de voisinage pour une topologie de Hausdor¤ � (F;L) (ou ("� �) topologie) sur

X:
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Preuve Ces ensembles sont des bases de voisinage pour la topologie uniforme sur X dérivé

de U .

Remarque 1.15 Selon le Corollaire 1.3, un sous-ensemble A de X est ouvert si pour chaque

x 2 A; il existe " > 0 et � 2 (0; 1) tel que U";� (x) = fy 2 X : Fxy (") > 1� � et Lxy (") < �g est

inclus dans A:

Théorème 1.6 Si un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfait l�hypothèse du théorème

1.5, la topologie déterminée par les ensembles U";� (x) est métrisable.

Proposition 1.5 Soit (X;F; L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant l�hy-

pothèse du théorème 1.5. Alors pour chaque x 2 X; " > 0; � 2 (0; 1) ; on a U";� (x) = UF
";� (x) :

Preuve Il est clair que U";� (x) � UF
";� (x). Supposons maintenant que y 2 UF

";� (x) ; alors

Fxy (") > 1� �. Ainsi, par la condition (1) de la dé�nition 1:25,

1 � Fxy (") + Lxy (") > 1� �+ Lxy (") ; par conséquent Lxy (") < � et donc y 2 U";� (x) :

Théorème 1.7 Soit (X;F; L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant l�hypo-

thèse du théorème 1.5. Alors les topologies � (F;L) et �F coïncident sur X:

Théorème 1.8 Soit (X;F; L) un espace métrique probabiliste intuitionniste satisfaisant l�hypo-

thèse du théorème 1.5, alors la suite fxng est convergente vers x 2 X et on écrit xn ! x si et

seulement si Fx;xn (t)! 1 et Lx;xn (t)! 0 quand n!1:

Preuve Fixons t > 0 et supposons que xn ! x puis pour � 2 (0; 1), il existe un entier

n0 = n0 ("; �) 2 N tel que xn 2 Ut;� (x) pour tout n � n0: Alors 1� Fxxn (t) < � et Lxxn (t) < �

et par conséquent Fxxn (t)! 1 et Lxxn (t)! 0 lorsque n!1:

Inversement, si pour chaque t > 0; Fxxn (t) ! 1 et Lxxn (t) ! 0 quand n ! 1, alors pour

tout � 2 (0; 1) ; il existe un entier n0 = n0 ("; �) 2 N tel que 1�Fxxn (t) < � et Lxxn (t) < � pour

tout n � n0: II s�ensuit que Fxxn (t) > 1�� et Lxxn (t) < � pour tout n � n0: Donc xn 2 Ut;� (x)

et xn ! x:

32



Chapitre 1. Espaces métriques probabilistes

Dé�nition 1.28 Soit (X;F; L; T; S) un espace de Menger intuitionniste avec supt<1 T (t; t) = 1

et inft<1 S (1� t; 1� t) = 0 .

(1) Une suite fxng dans X est dite une suite de Cauchy si pour tout " > 0 et � 2 (0; 1),

il existe un entier positif n0 = n0 ("; �) tel que Fxnxm (") > 1 � � et Lxnxm (") < � pour tout

n;m � n0:

(2) Un espace de Menger intuitionniste dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit

complét.

Théorème 1.9 Soit (X;F; L; T; S) un espace de Menger intuitionniste avec supt<1 T (t; t) = 1

et inft<1 S (1� t; 1� t) = 0; tel que toute suite de Cauchy dans X a une sous-suite convergente

alors (X;F; L; T; S) est complet.

Preuve Soient fxng suite de Cauchy et fxnig sous-suite de fxng qui converge vers x. On

démontre que xn ! x: Soient t > 0 et " 2 (0; 1). On choisit � 2 (0; 1) tel que T (1� �; 1� �) �

1� " et S (�; �) � ": Puisque fxng est une suite de Cauchy, il existe un entier positif n0 tel que

Fxnxm
�
t
2

�
> 1 � � et Lxnxm

�
t
2

�
< � pour tout n;m � n0. Comme xni ! x; il existe un entier

positif nj tel que pour tout nj > n0; on a Fxnjx
�
t
2

�
> 1� � et Lxnjx

�
t
2

�
< �: Alors si n � n0;

Fxnx (t) � T

�
Fxnxnj

�
t

2

�
; Fxnjx

�
t

2

��
> T (1� �; 1� �) � 1� ";

Lxnx (t) � S

�
Lxnxnj

�
t

2

�
; Lxnjx

�
t

2

��
> S (�; �) � ":

Alors, xn ! x donc (X;F; L; T; S) est complet.

Remarque 1.16 Un espace de Menger intuitionniste induit (X;F; L; TM ; SM) est complet si

(X; d) est complet.

Lemme 1.12 Soit (X;F; L; T; S) un espace de Menger intuitionniste avec supt<1 T (t; t) = 1 et

inft<1 S (1� t; 1� t) = 0. Soient fxng ; fyng deux suites dans X avec xn ! x; yn ! y respective-

ment. Alors

(a) lim infn!1 Fxnyn (t) � Fxy (t) et lim supn!1 Lxnyn (t) � Lxy (t) pour tout t � 0:

(b) Si t > 0 est un point continu de Fxy et Lxy, alors limn!1 Fxnyn (t) = Fxy (t) et

limn!1 Lxnyn (t) = Lxy (t).
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Preuve Si t = 0; alors Fxnyn (0) = 0 = Fxy (0) et Lxnyn (0) = 1 = Lxy (0) pour tout n:

(a) Supposons que t > 0 et 0 < " < t donné. En utilisant (1) et (2) de la dé�nition 1:26, on

trouve

Fxnyn (t) � T (Fxnx ("=2) ; T (Fxy (t� ") ; Fyyn ("=2))) ;

Lxnyn (t) � S (Lxnx ("=2) ; S (Lxy (t� ") ; Lyyn ("=2))) ;

lim inf
n!1

Fxnyn (t) � T (1; T (Fxy (t� ") ; 1)) = Fxy (t� ") ;

lim sup
n!1

Lxnyn (t) � S (0; S (Lxy (t� ") ; 0)) = Lxy (t� ") :

Il en résulte que

lim inf
n!1

Fxnyn (t) � Fxy (t) et lim sup
n!1

Lxnyn (t) � Lxy (t) :

(b) Fixons " > 0 tel que " < t=2. Donc il existe n0 2 N tel que

Fxnyn (t) � Fxnyn (t� ") � T (Fxnx ("=2) ; T (Fxy (t� 2") ; Fyyn ("=2))) ;

Lxnyn (t) � Lxnyn (t� ") � S (Lxnx ("=2) ; S (Lxy (t� 2") ; Lyyn ("=2))) ;

Fxy (t+ 2") � Fxy (t+ ") � T (Fxxn (�=2) ; T (Fxnyn (t) ; Fyny ("=2))) ;

Lxy (t+ 2") � Lxy (t+ ") � S (Lxxn (�=2) ; S (Lxnyn (t) ; Lyny ("=2)))

pour tout n � n0: Lorsque n!1 on obtient

lim
n!1

Fxnyn (t) � T (1; T (Fxy (t� 2") ; 1)) = Fxy (t� 2") ;

lim
n!1

Lxnyn (t) � S (0; S (Lxy (t� 2") ; 0)) = Lxy (t� 2") ;

Fxy (t+ 2") � T
�
1; T

�
lim
n!1

Fxnyn (t) ; 1
��
= lim

n!1
Fxnyn (t) ;

Lxy (t+ 2") � S
�
0; S

�
lim
n!1

Lxnyn (t) ; 0
��
= lim

n!1
Lxnyn (t) :

Comme t > 0 est un point continu de Fxy et Lxy; on déduit que Fxy (t) = limn!1 Fxnyn (t) et

Lxy (t) = limn!1 Lxnyn (t).
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1.7 Espaces métriques �ous intuitionnistes

Atanassov [6] a introduit le concept des ensembles �ou intuitionnistes comme une généra-

lisation des ensembles �ous. En 2004, Park [49] a généralisé la notion d�espace métrique �ou

donnée par George et Veeramani [[19]] à l�aide de t-normes continues et t-conormes continues et

a introduit la notion d�espace métrique �ou intuitioniste. Récemment, en 2006, Alaca et al [2],

en utilisant l�idée des ensembles �ous intuitionnistes, ont dé�ni la notion d�espace métrique �ou

intuitionniste à l�aide de t-normes continues et t-conormes continues comme une généralisation

de l�espace métrique �ou au sens de Kramosil et Michalek [37].

Dé�nition 1.29 (Park [49]) Une 5-tuple (X;M;N; �;�) est dite un espace métrique �ou in-
tuitionniste si X est un ensemble arbitraire, � est une t-norme continue, � est une t-conorme
continue etM et N sont des ensembles �ous sur X2�[0;1) satisfaisant aux conditions suivantes

pour tout x; y; z 2 X et s; t > 0;

(1) M (x; y; t) +N (x; y; t) � 1;

(2) M (x; y; t) > 0;

(3) M (x; y; t) = 1 ssi x = y;

(4) M (x; y; t) =M (y; x; t) ;

(5) M (x; y; t) �M (y; z; t) �M (x; z; t+ s) ;

(6) M (x; y; �) : [0;1)! [0; 1] est continue,

(7) N (x; y; t) > 0;

(8) N (x; y; t) = 0 ssi x = y;

(9) N (x; y; t) = N (y; x; t) ;

(10) N (x; y; t)�N (y; z; t) � N (x; z; t+ s) ;

(11) N (x; y; �) : [0;1)! [0; 1] est continue.

Donc (M;N) est appelé un espace métrique �ou intuitionniste sur X. Les fonctionsM (x; y; t)

et N (x; y; t) désignent le niveau de proximité et le niveau de non-proximité entre x et y par

rapport à t.

Dé�nition 1.30 (Alaca [2]) Une 5-tuple (X;M;N; �;�) est dite un espace métrique �ou in-
tuitionniste si X est un ensemble arbitraire, � est une t-norme continue, � est une t-conorme
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continue etM et N sont des ensembles �ou sur X2�[0;1) satisfaisant aux conditions suivantes :

pour tout x; y; z 2 X et s; t > 0;

(1) M (x; y; t) +N (x; y; t) � 1 ;

(2) M (x; y; 0) = 0 ;

(3) M (x; y; t) = 1 ssi x = y;

(4) M (x; y; t) =M (y; x; t) ;

(5) M (x; y; t) �M (y; z; t) �M (x; z; t+ s) ;

(6) M (x; y; �) : [0;1)! [0; 1] est continue à gauche,

(7) limt!1M (x; y; t) = 1;

(8) N (x; y; 0) = 1;

(9) N (x; y; t) = 0 ssi x = y;

(10) N (x; y; t) = N (y; x; t) ;

(11) N (x; y; t)�N (y; z; t) � N (x; z; t+ s) ;

(12) N (x; y; �) : [0;1)! [0; 1] est continue à droite,

(13) limt!1N (x; y; t) = 0:

Donc (M;N) est appelé un espace métrique �ou intuitionniste sur X. M (x; y; t) et N (x; y; t)

désignent le niveau de proximité et le niveau de non-proximité entre x et y par rapport à t.

Remarque 1.17 Tout espace métrique �ou intuitionniste (X;F; L; �;�) est un espace de Menger
intuitionniste en considérant F : X�X ! D et L : X�X ! E dé�nies par Fxy(t) =M(x; y; t)

et Lxy(t) = N(x; y; t) pour tout x; y 2 X.

Soit (X;M;N; �;�) un espace métrique �ou intuitionniste. Pour t > 0, la boule ouverte

B (x; r; t) de centre x 2 X et de rayon r : 0 < r < 1 est dé�nie par

B (x; r; t) = fy 2 X :M (x; y; t) > 1� r et N (x; y; t) < rg :

Un sous ensemble A � X est dite ouverte si pour tout x 2 A, il existe t > 0 et 0 < r < 1

telle que B (x; r; t) � A: Soit = la famille de tous les sous-ensembles ouverts de X: Alors = est

appelée la topologie induite sur X par la métrique �ou intuitionniste (M;N). Cette topologie
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est Hausdor¤ et dénombrable. Dans [49], Park a prouvé que la famille des ensembles de la forme

fB (x; r; t) : x 2 X; 0 < r < 1; t > 0g est une base pour la topologie = sur X:

Exemple 1.15 Soit (X; d) un espace métrique. On dé�nit t-norme et t-conorme par a � b =

min fa; bg et a�b = max fa; bg respectivement. Soit
M (x; y; t) =

t

t+ d (x; y)
et N (x; y; t) =

d (x; y)

t+ d (x; y)
; pour tout x; y 2 X et t > 0:

Alors (X;M;N; �;�) est un espace métrique �ou intuitionniste. Nous appelons cette métrique
�oue intuitionniste (M;N) induite par la métrique d la métrique �oue intuitionniste standard.

Il est évident que N (x; y; t) = 1�M (x; y; t) :

Dé�nition 1.31 Soit (X;M;N; �;�) un espace métrique �ou intuitionniste. Alors
(1) la suite fxng dans X est dite convergente s�il existe x 2 X tel que

lim
n!1

M (xn; x; t) = 1 et lim
n!1

N (xn; x; t) = 0; pour tout t > 0:

(2) la suite fxng dans X est dite une suite de Cauchy si pour toute " > 0; il existe n0 2 N

tels que

M (xn; xm; t) > 1� " et N (xn; xm; t) < "; pour tout t > 0 et n;m � n0:

(3) L�espace métrique �ou intuitionniste (X;M;N; �;�) est dit complet si et seulement si
toute suite de Cauchy dans X est convergente.

Remarque 1.18 Dans l�espace métrique �ou intuitionniste (X;M;N; �;�) ; M (x; y; �) est crois-

sante et N (x; y; �) est déroissante pour tout x; y 2 X:

Remarque 1.19 Il est facile de prouver que si xn ! x; yn ! y; tn ! t; alors

lim
n!1

M (xn; yn; tn) =M (x; y; t) et lim
n!1

N (xn; yn; tn) = N (x; y; t) :

Remarque 1.20 Dans l�espace métrique �ou intuitionniste (X;M;N; �;�), siM (x; y; t) > 1�r

et N (x; y; t) < r pour tout x; y 2 X; t > 0 et 0 < r < 1; on peut trouver 0 < t0 < t tel que

M (x; y; t0) > 1� r et N (x; y; t0) < r .
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Remarque 1.21 Il est clair que si (X;M;N; �;�) est un espace métrique �ou intuitionniste,
alors (X;M; �) est un espace métrique �ou. Inversement, si (X;M; �) est un espace métrique �ou,

alors (X;M; 1�M; �;�) est un espace métrique �ou intuitionniste où a�b = 1�[(1� a) � (1� b)]

pour tout a; b 2 [0; 1].

1.8 Dé�nitions de base

1.8.1 Applications compatibles

Dé�nition 1.32 Deux applications A et S d�un espace de Menger intuitionniste dans lui même

sont dites compatibles si

lim
n!+1

FASxn;SAxn (t) = 1 et lim
n!+1

LASxn;SAxn (t) = 0, pour tout t > 0;

pour toute suite fxng � X véri�ant

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = z; pour un certain z 2 X:

Dé�nition 1.33 Deux applications A et S d�un espace de Menger intuitionniste dans lui même

sont dites non-compatibles s�il existe une suite fxng dans X telle que limn!+1 FAxn;z(t) =

limn!+1 FSxn;z(t) = 1 pour un certain z 2 X, mais pour un certain t > 0, soit limn!+1 FASxn;SAxn (t) 6=

1 ou limn!+1 LASxn;SAxn (t) 6= 0 ou l�une des limites n�existe pas.

1.8.2 Applications faiblement compatibles

Dé�nition 1.34 ([34]) Deux applications A et S d�un ensemble non vide X sont dites faible-

ment compatibles si elles commutent à leurs points de coïncidence, (i.e., si Ax = Sx ) pour un

certain x 2 X : ASx = SAx:

Remarque 1.22 La compatibilité imlique la compatibilité faible, mais la réciproque n�est pas

vraie en général, voir [59], exemple 1.
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1.8.3 La propriété (E.A)

Dé�nition 1.35 ([34], [1]) Soient A et S deux applications d�un espace de Menger intuition-

niste (X;F; L; �;�) dans lui même. La paire (A; S) est tangentielle ou satisfait la propriété (E,A)
s�il existe une suite fxng dans X telle que pour un certain z 2 X on a

lim
n!+1

FAxn;z(t) = lim
n!+1

FSxn;z(t) = 1 et (1.10)

lim
n!+1

LAxn;z(t) = lim
n!+1

LSxn;z(t) = 0 pour tout t > 0.

Remarque 1.23 Si (A; S) est compatible, alors elle satisfait la propriété (E.A), mais il existe

des applications qui ne sont pas compatibles et satisfont cette propriété.

Dé�nition 1.36 ([[41]]) Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuition-

niste (X;F; L; �;�) dans lui même. On dit qu�elles satisfont la propriété (E.A) commune s�il
existe deux suites fxng et fyng dans X telles que pour un certain z 2 X et pour tout t > 0 on a

lim
n!+1

FAxn;z(t) = lim
n!+1

FSxn;z(t) = lim
n!+1

FByn;z(t) lim
n!+1

FTy;z(t) = 1 et

lim
n!+1

LAxn;z(t) = lim
n!+1

LSxn;z(t) = lim
n!+1

LByn;z(t) lim
n!+1

LTy;z(t) = 0.,

Si B = A et T = S dans cette dé�nition, on obtient la dé�nition de la propriété (E.A).

1.8.4 La propriété (CLR)

Dé�nition 1.37 ([64]) Soient A et S deux applications d�un espace de Menger intuitionniste

(X;F; L; �;�) dans lui même. La paire (A; S) satisfait la propriété "valeur limite commune" par
raport à S (brièvement CLRS property), s�il existe une suite fxng dans X telle que (1:10) est

véri�ée, où z 2 S (X) :

Exemple 1.16 Soit (X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste, où X = [0;1), la t-

norme � est dé�nie par a � b = minfa; bg, la t-conorme � est dé�nie par a�b = maxfa; bg

et

Fxy (t) = H(t� jx� yj), Lxy (t) = G(t� jx� yj)
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pour tout x; y 2 X et t > 0: On dé�nit les applications A et S de X dans X par : Ax = x + 4;

Sx = 5x Soit la suite
�
xn = 1 +

1

n

�
n2N�

dans X. Puisque limn!+1Axn = Sxn = 5, alors

lim
n!+1

FAxn;5(t) = lim
n!+1

FSxn;5(t) = 1 et

lim
n!+1

LAxn;5(t) = lim
n!+1

LSxn;5(t) = 0 pour tout t > 0,

où 5 2 S (X) et t > 0: Par conséquent, les applications A et S satisfont la propriété CLRS.

D�après cet exemple, il est clair qu�une paire (A; S) satisfait la propriété (E;A) avec la

fermeture du sous-espace S (X) véri�e toujours la propriété CLRS.

Dé�nition 1.38 ([[30]]) Deux paires (A; S) et (B; T ) des applications d�un espace de Menger

intuitionniste (X;F; L; �;�) dans lui même satisfont la propriété"common limit range" par rap-
port aux application S et T (brièvement, CLRST property), s�il existe deux suites fxng et fyng

dans X telles que pour tout t > 0

lim
n!+1

FAxn;z(t) = lim
n!+1

FSxn;z(t) = lim
n!+1

FByn;z(t) lim
n!+1

FTyn;z(t) = 1 et

lim
n!+1

LAxn;z(t) = lim
n!+1

LSxn;z(t) = lim
n!+1

LByn;z(t) lim
n!+1

LTyn;z(t) = 0,

où z 2 S (X) \ T (X).

Remarque 1.24 Si B = A et T = S dans cette dé�nition, on obtient la dé�nition de la propriété

CLRS.

Remarque 1.25 La propriété CLRST implique la propriété commune (E.A.), mais la réciproque

n�est pas vraie en général, voir [12], exemple 21.

Proposition 1.6 ([[15]]) Si les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété (E.A.) commune et

S(X) et T (X) sont deux sous-ensembles fermés de X, alors les paires satisfont aussi la propriété

CLRST .

Dé�nition 1.39 ([[12]]) Deux paires (A; S) et (B; T ) des applications d�un espace de Menger

intuitionniste (X;F; L; �;�) dans lui même satisfont la propriété "the joint common limit range"
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par rapport aux applications S et T (brièvement, JCLRST property), s�il existe deux suites fxng

et fyng dans X telles que pour tout t > 0

lim
n!+1

FAxn;z(t) = lim
n!+1

FSxn;z(t) = lim
n!+1

FByn;z(t) lim
n!+1

FTyn;z(t) = 1 et

lim
n!+1

LAxn;z(t) = lim
n!+1

LSxn;z(t) = lim
n!+1

LByn;z(t) lim
n!+1

LTyn;z(t) = 0,

où z = Su = Tu, u 2 X.

Remarque 1.26 Si B = A et T = S dans cette dé�nition, on obtient la dé�nition de la propriété

CLRS.

Dé�nition 1.40 ([[4]]) Deux familles d�applications fAig et fSjg commutent deux à deux si

(1) AiAj = AjAi, i; j 2 f1; 2; :::;mg;

(2) SkSl = SlSk; k; l 2 f1; 2; :::; ng;

(3) AiSk = SkAi; i 2 f1; 2; :::;mg; k 2 f1; 2; :::; ng.

1.8.5 Point �xe couplé

Dé�nition 1.41 ([42]) Un élément x 2 X est appelé un point �xe commun des applications

f : X �X ! X et g : X ! X si

x = f (x; x) = g (x)

Dé�nition 1.42 ( [67]) Un élément (x; y) 2 X �X est appelé

(i) un point �xe couplé de l�application f : X �X ! X si

f (x; y) = x et f (y; x) = y:

(ii) un point de coïncidence couplé des applications f : X �X ! X et g : X ! X si

f (x; y) = g (x) et f (y; x) = g (y)
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(iii) un point �xe commun couplé des applications f : X �X ! X et g : X ! X si

x = f (x; y) = g (x) et y = f (y; x) = g (y)

Dé�nition 1.43 Soient (X;F;�) un espace de Menger et f : X �X ! X et g : X ! X deux

applications. On dit que f et g sont faiblement compatibles (ou w-compatible) si elles commutent

à leurs points de coïncidence couplés, i.e ; si (x; y) est un point de coïncidence couplé de f et g;

alors

g (f (x; y)) = f (g (x) ; g (y)) et g (f (y; x)) = f (g (y) ; g (x)) .

Dé�nition 1.44 ([11]) Soient A : X � X ! X; B : X � X ! X; T : X ! X; S : X ! X

quatre applications. On dit les paires (B; S) et (A; T ) ont un point de coïncidence couplé commun

s�il existe a; b 2 X tel que

B (a; b) = S (a) = T (a) = A (a; b) et B (b; a) = S (b) = T (b) = A (b; a) .
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Théorèmes de points �xe commun dans

les espaces de Menger intuitionnistes en

utilisant la propriété CLR

2.1 Introduction

Il est intéressant d�étudier la théorie du point �xe commun des applications, cette problé-

matique a été liée aux relations entre les applications : commutatives, compatibles, faiblement

compatibles...etc. Le développement des notions de la commutativité des applications a été étendu

dans des espaces métriques probabilistes par plusieurs mathématiciens. Par exemple, Singh et

Pant [62] ont étendu la notion de commutativité faible (introduite par Sessa [60] dans les es-

paces métrique ordinaires), Mishra [47] a élargi la notion de compatibilité (introduite par Jungck

[33] dans les espaces métrique ordinaires), or Singh et Jain [63] ont introduit le concept des

applications faiblement compatibles dans les espaces de Menger.

En 2011, Sintunavarat et Kuman [64] ont obtenu que les notions de proprieté (E:A) requière

toujours la complétude (ou fermeture) des sous espaces pour l�existence du point �xe commun.

Par conséquent, ils ont inventé l�idée de limite commune dans la propriété (dite CLR ) qui détend

l�exigence de la complétude (ou fermeture) des sous-espaces. Recemment, Chauhan et al [12] ont

de�ni la notion de JCLRST proprieté qui ne requière pas la fermeture des sous espaces pour
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l�existence des points �xes pour deux paires d�applications.

Etant donné quatre applications A;B; S et T d�un espace de Menger intuitionniste dans lui

mème, dans ce chapitre on va démontrer quelques résultats concernant des théorèmes de point �xe

commun entre A;B; S et T en utilisant ces propriétés. Nos théorèmes généralisent et améliorent

les théorèmes dans [15], [13], [14], [18], [4], [44] et [58].

2.2 Résultats principaux

Lemme 2.1 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant les conditions suivantes :

1) [La paire (A; S) satisfait la propriété CLRS ] ou [le pair (B; T ) satisfait la propriété

CLRT ].

2) A (X) � T (X) ou B (X) � S (X) :

3) T (X) ou S (X) est un sous-ensemble fermé de X:

4) [B (yn) converge pour toute suite fyng dans X quand T (yn) converge ] ou [ A (xn) converge

pour toute suite fxng dans X quand S (xn) converge].

Si

(1 + �FSx;Ty (t))FAx;By (t) > �min fFAx;Sx (t)FBy;Ty (t) ; FSx;By (t)FAx;Ty (t)g

+min

8<: FSx;Ty (t) ; supt1+t2= 2
k
tmin fFAx;Sx (t1) ; FBy;Ty (t2)g ;

supt3+t4=2tmin fFSx;By (t3) ; FAx;Ty (t4)g

9=;
(1 + �LSx;Ty (t))LAx;By (t) < �max fLAx;Sx (t)LBy;Ty (t) ; LSx;By (t)LAx;Ty (t)g

+max

8<: LSx;Ty (t) ; inft1+t2= 2
k
tmax fLAx;Sx (t1) ; LBy;Ty (t2)g ;

inft3+t4=2tmax fLSx;By (t3) ; LAx;Ty (t4)g

9=;
(2.1)

pour tout x; y 2 X; t > 0, pour certains �, � � 0 et 1 � k < 2; alors les paires (A; S) ,(B; T )

satisfont la propriété CLRST .

Preuve Supposons que la paire (A; S) véri�e la propriété (CLRS) et T (X) est un sous-

ensemble fermé de X.
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la paire (A; S) véri�e la propriété (CLRS) ,alors, il existe une suite fxng dans X telle que

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = z; où z 2 S (X) :

Comme A (X) � T (X), il existe une suite fyng dans X telle que Axn = Tyn. Donc

lim
n!+1

Tyn = lim
n!+1

Axn = z; où z 2 S (X) \ T (X) :

Ainsi Axn ! z; Sxn ! z et Tyn ! z. Maintenant, on va montrer que Byn ! z:

Soient limn!+1 FByn;l (t0) = 1 et limn!+1 LByn;l (t0) = 0. On a¢ rme que l = z:

On suppose que l 6= z. On démontre qu�il existe t0 > 0 tel que

Fz;l

�
2

k
t0

�
> Fz;l (t0) et Lz;l

�
2

k
t0

�
< Lz;l (t0) : (2.2)

Supposons le contraire. Alors, pour tout t > 0, on a

Fz;l

�
2

k
t

�
� Fz;l (t) ou Lz;l

�
2

k
t

�
� Lz;l (t) : (2.3)

En utilisant (2:3) de façon répétée, on obtient

Fz;l (t) � Fz;l

�
2

k
t

�
� ::: � Fz;l

��
2

k

�n
t

�
! 1 ou

Lz;l (t) � Lz;l

�
2

k
t

�
� ::: � Lz;l

��
2

k

�n
t

�
! 0;

Lorsque n! +1; on trouve Fz;l (t) = 1 ou Lz;l (t) = 0 pour tout t > 0, ce qui contredit l 6= z

et par conséquent (2:2) est prouvée.

Sans perte de généralité, on peut supposer que t0 dans (2:2) est un point de continuité de Fz;l

et Lzl. Comme chaque fonction de distribution distance est continue à gauche et chaque fonction

de distribution non-distance est continue à droite, (2:2) implique qu�il existe � > 0 telle que (2:2)

soit véri�ée pour tout t 2 (t0 � �; t0).

Comme Fz;l est croissante et Lz;l est décroissante, l�ensemble des points discontinuité de Fz;l
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et Lz;l est un ensemble dénombrable au plus. Ainsi, lorsque t0 est un point de discontinuité de

Fz;l et Lz;l, on peut choisir un point de continuité t1 du Fz;l et Fz;l dans (t0 � �; t0) pour remplacer

t0. En utilisant l�inégalité (2:1) avec x = xn; y = yn; on obtient pour un certain t0 > 0

(1 + �FSxn;Tyn (t0))FAxn;Byn (t0) > �min

8<: FAxn;Sxn (t0)FByn;Tyn (t0) ;

FSxn;Byn (t0)FAxn;Tyn (t0)

9=;
+min

8>>>><>>>>:
FSxn;Tyn (t0) ;

min

�
FAxn;Sxn (") ; FByn;Tyn

�
2

k
t0 � "

��
;

min fFSxn;Byn (2t0 � ") ; FAxn;Tyn(")g

9>>>>=>>>>;
et

(1 + �LSxn;Tyn (t0))LAxn;Byn (t0) < �max

8<: LAxn;Sxn (t0)LByn;Tyn (t0) ;

LSxn;Byn (t0)LAxn;Tyn (t0)

9=;
+max

8>>>><>>>>:
LSxn;Tyn (t0) ;

max

�
LAxn;Sxn (") ; LByn;Tyn

�
2

k
t0 � "

��
;

max fLSxn;Byn (2t0 � ") ; LAxn;Tyn (")g

9>>>>=>>>>;
pour tout " 2

�
0;
2

k
t0

�
. En faisant n! +1, on a

Fz;l (t0) + �Fz;l (t0) � �Fz;l (t0) + min

�
Fl;z

�
2

k
t0 � "

�
; Fl;z (2t0 � ")

�
et

Lz;l (t0) < max

�
Ll;z

�
2

k
t0 � "

�
; Ll;z (2t0 � ")

�

Lorsque "! 0; on obtient

Fz;l (t0) � Fz;l

�
2

k
t0

�
et Lz;l (t0) � Lz;l

�
2

k
t0

�

ce qui contredit (2:2), donc on a z = l: Ainsi, les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété

CLRST .
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Remarque 2.1 La réciproque du lemme 2.1 n�est pas vraie en général, voir l�exemple 2.1 ci-

dessous.

Théorème 2.1 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant l�inégalité (2:1) du (lemme 2.1). Si les paires (A; S) et (B; T ) satisfont

la propriété CLRST , alors (A; S) et (B; T ) ont des points de coïncidence. De plus, si (A; S) et

(B; T ) sont faiblement compatibles, alors A;B; S et T ont un point �xe commun unique dans X.

Preuve Puisque les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété CLRST , il existe deux suites

fxng et fyng dans X telles que

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = lim
n!+1

Byn = lim
n!+1

Tyn = z;

où z 2 S (X) \ T (X) : Donc, il existe u; v 2 X tels que Su = z et Tv = z:

Comme dans la preuve du lemme 2.1, on peut prouver que Au = Su = z en posant x = u et

y = yn dans l�inégalité (2:1). D�où u est un point de coïncidence de la paire (A; S).

Maintenant, on a¢ rme que Bv = Tv = z. Si z 6= Bv, on posant x = u et y = v dans

l�inégalité (2:1); on obtient pour un certain t0 > 0

(1 + �FSu;Tv (t0))FAu;Bv (t0) > �FBv;z (t0) + min

�
FBv;z

�
2

k
t0

�
; FBv;z (2t0)

�
et

(1 + �LSu;Tv (t0))LAu;Bv (t0) � max

�
LBv;z

�
2

k
t0

�
; Lz;Bv (2t0)

�

Donc

Fz;Bv (t0) � Fz;Bv

�
2

k
t0

�
et Lz;Bv (t0) � Lz;Bv

�
2

k
t0

�
;

ce qui contredit (2:2), donc Bv = Tv = z. Par conséquent, v est un point de coïncidence de la

paire (B; T ). Puisque la paire (A; S) est faiblement compatible et Au = Su on obtient Az = Sz:

Maintenant, on prouve que z est un point �xe commun de A et S. Si z 6= Az, en appliquant

l�inégalité (2:1) avec x = z et y = v; on trouve pour un certain t0 > 0

(1 + �FSz;Tv (t0))FAz;Bv (t0) > �(FAz;z (t))
2 +min fFAz;z (t0) ; FAz;z (t0)g
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et

(1 + �LSz;Tv (t0))LAz;Bv (t0) < �(LAz;z (t0))
2 +max fLAz;z (t0) ; LAz;z (t0)g :

Donc

FAz;z (t0) > FAz;z (t0) et LAz;z (t0) < LAz;z (t0) ;

ce qui est impossible, d�où Az = z = Sz, ce qui montre que z est un point �xe commun de A et

S. Comme la paire (B; T ) est faiblement compatible, on obtient Bz = BTv = TBv = Tz. De la

même manière, on peut prouver que z est un point �xe commun de B et T en posant x = y = z

dans l�inégalité (2:1). Par conséquent, z est un point �xe commun de A;B; S et T . L�unicité de

z suit facilement de l�inégalité (2:1) :

Remarque 2.2 Le théorème 2.1 améliore et généralise le théorème 3.1 de [18].

L�exemple suivant soutient notre théorème 2.1.

Exemple 2.1 Soit (X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste, où X = [3; 11[ ; a � b =

min fa; bg et a�b = max fa; bg avec

Fxy (t) = H(t� jx� yj), Lxy (t) = G(t� jx� yj)

pour tout x; y 2 X et t > 0: On dé�nit les applications A;B; S et T de X danx X par

Ax =

8<: 3 x 2 f3g [ ]5; 11[

10 x 2 ]3; 5]
, Bx =

8<: 3 x 2 f3g [ ]5; 11[

9 x 2 ]3; 5]

Sx =

8>>><>>>:
3 si x = 3

7 si x 2 ]3; 5]
x+ 1

2
si x 2 ]5; 11[

, Tx =

8>>><>>>:
3 si x = 3

x+ 4 si x 2 ]3; 5]

x� 2 si x 2 ]5; 11[

On prend fxn = 3g ;
�
yn = 5 +

1

n

�
ou
�
xn = 5 +

1

n

�
; fyn = 3g. Puisque limn!+1Axn = limn!+1 Sxn =

limn!+1Bxn = limn!+1 Txn = 3 2 S (X)\T (X), alors, les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la

propriété CLRST . Aussi, A (X) = f3; 10g  ]3; 9[ = T (X) et B (X) = f3; 9g  (f7g [ ]3; 6[) =
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S (X) : Ainsi, toutes les conditions du théorème 2.1 sont véri�ées et 3 est un point �xe commun

unique de A;B; S et T . On remarque que toutes les applications sont discontinues au point 3.

Dans cet exemple, S (X) et T (X) ne sont pas des sous-ensembles fermés de X.

Lemme 2.2 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant les conditions 1,2,3,4 du lemme 2.1 et

(1 + �FSx;Ty (t))FAx;By (t) > �min fFAx;Sx (t)FBy;Ty (t) ; FSx;By (t)FAx;Ty (t)g

+min

8<: FSx;Ty (t) ; supt1+t2= 2
k
tmin fFAx;Sx (t1) ; FSx;By (t2)g ;

supt3+t4= 2
k
tmin fFBy;Ty (t3) ; FAx;Ty (t4)g

9=;
(1 + �LSx;Ty (t))LAx;By (t) < �max fLAx;Sx (t)LBy;Ty (t) ; LSx;By (t)LAx;Ty (t)g

+max

8<: LSx;Ty (t) ; inft1+t2= 2
k
tmax fLAx;Sx (t1) ; LSx;By (t2)g ;

inft3+t4= 2
k
tmax fLBy;Ty (t3) ; LAx;Ty (t4)g

9=;
(2.4)

pour tout x; y 2 X; t > 0 pour certaines �, � � 0 et 1 � k < 2: Alors les paires (A; S) et (B; T )

satisfont la propriété CLRST .

Preuve Comme dans la preuve du lemme 2.1, il existe t0 > 0 tel que (2:2) soit véri�ée. En

utilisant l�inégalité (2:4) avec x = xn; y = yn et lorsque n! +1; on a pour tout " 2
�
0;
2

k
t0

�

Fz;l (t0) > min

�
1; Fl;z

�
2

k
t0 � "

��
= Fl;z

�
2

k
t0 � "

�
;

Lz;l (t0) 6 max

�
0; Ll;z

�
2

k
t0 � "

��
= Ll;z

�
2

k
t0 � "

�

Lorsque "! 0; on obtient

Fz;l (t0) � Fz;l

�
2

k
t0

�
et Lz;l (t0) � Lz;l

�
2

k
t0

�

ce qui contredit (2:2) et donc on a z = l: Ainsi, les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété

CLRST . D�une manière similaire, on peut démontrer que les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la

propriété CLRST si la paire (B; T ) satisfait la propriété CLRT , B (X) � S (X) et S (X) est un

sous- ensemble fermé de X:
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Théorème 2.2 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste dans

lui même (X;F; L; �;�) satisfaisant les inégalités (2:4) du lemme 2.2. Si les paires (A; S) et (B; T )
satisfont la propriété CLRST , alors (A; S) et (B; T ) ont des points de coincidence. De plus, si

(A; S) et (B; T ) sont faiblement compatibles. alors A;B; S et T ont un point �xe commun unique

dans X.

Preuve Comme dans la preuve du théorème 2.1, il existe u; v 2 X tels que Su = z et Tv = z:

On montre que Au = Su = z. Si z 6= Au, en posant x = u et y = yn dans l�inégalité (2:4) et

en faisant n! +1; on a pour tout " 2
�
0;
2

k
t0

�

FAu;z (t0) > FAu;z

�
2

k
t0 � "

�
et LAu;z (t0) � LAu;z

�
2

k
t0 � "

�
.

Lorsque "! 0; on obtient

FAu;z (t0) � FAu;z

�
2

k
t0

�
et LAu;z (t0) � LAu;z

�
2

k
t0

�
;

ce qui contredit (2:2) et donc Au = Su = z. Par conséquent, u est un point de coïncidence de la

paire (A; S). Ensuite, on a¢ rme que Bv = Tv = z. Si z 6= Bv, en posant x = u et y = v dans

l�inégalité (2:4); on trouve pour un certain t0 > 0

(1 + �FSu;Tv (t0))FAu;Bv (t0) > �Fz;Bv (t0) + Fz;Bv

�
2

k
t0 � "

�
et

(1 + �LSu;Tv (t0))LAu;Bv (t0) < Lz;Bv

�
2

k
t0 � "

�
,

pour tout " 2
�
0;
2

k
t0

�
. Lorsque "! 0 on a

Fz;Bv (t0) � Fz;Bv

�
2

k
t0

�
et Lz;Bv (t0) � Lz;Bv

�
2

k
t0

�
;

ce qui contredit (2:2) et donc Bv = Tv = z. D�où, v est un point de coïncidence de la paire

(B; T ). Puisque la paire (A; S) est faiblement compatible et Au = Su on obtient Az = Sz:

On prouve que z est un point �xe commun de A et S. Si z 6= Az, en appliquant l�inégalité
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(2:4) avec x = z et y = v; on obtient pour un certain t0 > 0

(1 + �FSz;Tv (t0))FAz;Bv (t0) > �(FAz;z (t0))
2 +min

�
FAz;z (t0) ; FAz;z

�
2

k
t0

��

et

(1 + �LSz;Tv (t0))LAz;Bv (t0) < �(LAz;z (t))
2 +max

�
LAz;z (t0) ; LAz;z

�
2

k
t0

��
.

Par conséquent

FAz;z (t0) > min

�
FAz;z (t0) ; FAz;z

�
2

k
t0

��
= FAz;z (t0) et

LAz;z (t0) < max

�
LAz;z (t0) ; LAz;z

�
2

k
t0

��
= LAz;z (t0) .

ce qui est impossible et donc Az = z = Sz; ce qui montre que z est un point �xe commun de

A et S. Puisque la paire (B; T ) est faiblement compatible, il vient que Bz = Tz. D�une manière

similaire, on peut montrer que z est un point �xe commun de B et T . Alors, z est un point �xe

commun de A;B; S et T:

L�unicité de z provient facilement de l�inégalité (2:4) :

Remarque 2.3 Le théorème 2.2 améliore et généralise le théorème 3.2 de [18] et le théorème

2.1 de [4].

Si B = A et T = S dans les théorèmes 2.1 et 2.2, on trouve un point �xe commun pour une

paire d�applications.

En appliquant les théorèmes 2.1, 2.2, on déduit le point �xe commun pour quatre familles

�nies d�applications données par le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Soient fAigmi=1 ; fBrgnr=1 ; fSkg
p
k=1 et fThg

q
h=1 quatre familles �nies d�applica-

tions d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�) dans lui même, où � est une t-norme
continue et � est une t-conorme continue avec A = A1A2::::Am; B = B1B2::::Bn; S = S1S2::::Sp

et T = T1T2::::Tq satisfont les inégalités (2:1) du lemme 2.1 ou les inégalités (2:4) du lemme

2.2. On suppose que les paires (A; S) et (B; T ) véri�ent la propriété (CLRST ). Alors fAigmi=1 ;
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fBrgnr=1 ; fSkg
p
k=1 et fThg

q
h=1 ont un point �xe commun unique à condition que les paires des

familles (fAigmi=1 ; fSkg
p
k=1) ; (fBrgnr=1 ; fThg

q
h=1) commutent deux à deux.

En posant A1 = A2 = :::: = Am = A; B1 = B2 = :::: = Bn = B; S1 = S2 = :::: = Sp = S

et T1 = T2 = :::: = Tq = T dans le corollaire 2.1, on trouve que A;B; S et T ont un point �xe

commun unique à condition que les paires (Am; Sp) et (Bn; T q) commutent deux à deux.

Dans la preuve du lemme suivant, on n�a pas besoin de prouver l�inégalité (2:2).

Lemme 2.3 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfont les conditions 1,2,3,4 du lemme 2.1 et

(1 + �FSx;Ty (t))FAx;By (t) > �min fFAx;Sx (t)FBy;Ty (t) ; FSx;By (t)FAx;Ty (t)g

+min

8<: FSx;Ty (t) ; supt1+t2= 2
k
tmax fFAx;Sx (t1) ; FBy;Ty (t2)g ;

supt3+t4=2tmax fFSx;By (t3) ; FAx;Ty (t4)g

9=;
(1 + �LSx;Ty (t))LAx;By (t) < �max fLAx;Sx (t)LBy;Ty (t) ; LSx;By (t)LAx;Ty (t)g

+max

8<: LSx;Ty (t) ; inft1+t2= 2
k
tmin fLAx;Sx (t1) ; LBy;Ty (t2)g ;

inft3+t4=2tmin fLSx;By (t3) ; LAx;Ty (t4)g

9=;
(2.5)

pour tout x; y 2 X; t > 0, pour certains �, � � 0 et 1 � k < 2: Alors les paires (A; S) et (B; T )

satisfont la propriété CLRST .

Preuve Comme dans la preuve du lemme 2.1, Axn ! z; Sxn ! z et Tyn ! z: Maintenant,

on montre que Byn ! z. On a¢ rme que l = z: On suppose que l 6= z. En utilisant l�inégalité

(2:5) avec x = xn; y = yn; et lorsque n! +1; on a pour tout " 2
�
0;
2

k
t0

�

Fz;l (t0) > 1 et Lz;l (t0) 6 0

donc, z = l: Ainsi, les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété CLRST .

Théorème 2.3 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant l�inégalité (2:5) du lemme 2.3. Si les paires (A; S) et (B; T ) satisfont

la propriété CLRST , alors (A; S) et (B; T ) ont des points de coïncidence. De plus, Si (A; S) et

(B; T ) sont faiblement compatibles. alors A;B; S et T ont un point �xe commun unique dans X.
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Preuve Comme dans la preuve du théorème 2.1, il existe u; v 2 X tels que Au = Su = Bv =

Tv = z. D�où, u est un point de coïncidence de la paire (A; S) et v est un point de coïncidence

de la paire (B; T ):

Puisque la paire (A; S) est faiblement compatible et Au = Su, on obtient Az = Sz: Mainte-

nant, on a¢ rme que z est un point �xe commun de A et S. Si z 6= Az, en appliquant l�inégalité

(2:5) avec x = z et y = v; on a pour un certain t0 > 0

(1 + �FSz;Tv (t0))FAz;Bv (t0) > �(FAz;z (t0))
2 +min fFAz;z (t0) ; FAz;z (t0)g

et

(1 + �LSz;Tv (t0))LAz;Bv (t0) 6 �(LAz;z (t0))
2 +max fLAz;z (t0) ; LAz;z (t0)g :

Donc

FAz;z (t0) > FAz;z (t0) et LAz;z (t0) < LAz;z (t0) ;

ce qui est impossible, ainsi Az = z = Sz; ce qui montre que z est un point �xe commun A et S.

Comme la paire (B; T ) est faiblement compatible, on trouve Bz = Tz. De même, on peut

prouver que z est un point �xe commun de B et T en posant x = y = z dans l�inégalité (2:5).

L�unicité du z provient facilement de l�inégalité (2:5) :

Soit � l�ensemble de toutes les fonctions croissantes et continues ' : (0; 1] ! (0; 1] telle que

'(t) > t pour tout t 2 (0; 1] et 	 l�ensemble de toutes les fonctions décroissantes et continues

 : (0; 1]! (0; 1] telle que  (t) < t pour tout t 2 (0; 1].

Lemme 2.4 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant les conditions 1,2,3,4 du lemme 2.1 et

(1 + �FSx;Ty (t))FAx;By (t) � �min fFAx;Sx (t)FBy;Ty (t) ; FSx;By (t)FAx;Ty (t)g

+'

0@min
8<: FSx;Ty (t) ; supt1+t2= 2

k
tmin fFAx;Sx (t1) ; FBy;Ty (t2)g ;

supt3+t4= 2
k
tmin fFSx;By (t3) ; FAx;Ty (t4)g

9=;
1A

(1 + �LSx;Ty (t))LAx;By (t) � �max fLAx;Sx (t)LBy;Ty (t) ; LSx;By (t)LAx;Ty (t)g

 

0@max
8<: LSx;Ty (t) ; inft1+t2= 2

k
tmax fLAx;Sx (t1) ; LBy;Ty (t2)g ;

inft3+t4= 2
k
tmax fLSx;By (t3) ; LAx;Ty (t4)g

9=;
1A

(2.6)
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pour tout x; y 2 X; t > 0, pour certains �, � � 0 et 1 � k < 2, où ' 2 � et  2 	. Alors les

paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété CLRST .

Preuve Elle résulte de la preuve du lemme 2.1.

Remarque 2.4 Les lemmes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 restent vrais si l�on suppose que la paire (B; T ) satisfait

la propriété CLRT , B (X) � S (X) et S (X) est un sous-ensemble fermé de X:

Théorème 2.4 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant l�inégalité (2:6) du lemme 2.4. Si les paires (A; S) et (B; T ) satisfont

la propriété CLRST , alors (A; S) et (B; T ) ont des points de coïncidences. De plus, si (A; S) et

(B; T ) sont faiblement compatibles, alors A;B; S et T ont un point �xe commun unique dans X.

Preuve Comme dans la démonstration du théorème 2.1, z = Au = Su = Bv = Tv. Comme

la paire (A; S) est faiblement compatible et Au = Su on trouve Az = Sz: Maintenant, on a¢ rme

que z est un point �xe commun de A et S. Si z 6= Az, en appliquant l�inégalité (2:6) avec x = z

et y = v; on obtient pour un certain t0 > 0

(1 + �FSz;Tv (t0))FAz;Bv (t0) � �(FAz;z (t0))
2 +

'

�
min

�
FAz;z (t0) ;min

�
FAz;z (�) ; FAz;z

�
2

k
t0 � �

����

et

(1 + �LSz;Tv (t0))LAz;Bv (t0) � �(LAz;z (t0))
2 +

 

�
max

�
LAz;z (t0) ;max

�
LAz;z (�) ; LAz;z

�
2

k
t0 � �

����
:

pour tout " 2
�
0;
2

k
t0

�
. Lorsque "! 0; on obtient

FAz;Bv (t0) � ' (minFAz;z (t0)) > FAz;z (t0)

LAz;z (t0) �  (maxLAz;z (t0)) < LAz;z (t0)

ce qui est impossible, ainsi Az = z = Sz; ce qui montre que z est un point �xe commun de A et

S.
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Comme la paire (B; T ) est faiblement compatible, on obtient Bz = Tz. D�une manière si-

milaire, on peut prouver que z est un point �xe commun de B et T en posant x = y = z dans

l�inégalité (2:6). Donc, z est un point �xe commun de A;B; S et T: L�unicité du z suit facilement

de l�inégalité (2:6) :

Remarque 2.5 Le Théorème 2.4 améliore et généralise le théorème 3,2 de [13], le théorème 3.1

de [14], le théorème 1 de [53], le théorème 2.6 de [15] et les théorèmes 3.1, 3.2 de [44].

Remarque 2.6 Dans les théorèmes 2.1, 2.2, 2.3et 2.4, et d�une manière similaire, on peut

prouver que A;B; S et T ont un point �xe commun unique dans X si on suppose que les paires

(A; S) et (B; T ) véri�ent la propriété JCLRST ou la propriété CLRAB au lieu de la propriété

CLRST .

Remarque 2.7 Il est facile de voir que le théorème 2.1 reste vrai si on remplace

sup
t3+t4=2t

min fFSx;By (t3) ; FAx;Ty (t4)g et inf
t3+t4=2t

max fLSx;By (t3) ; LAx;Ty (t4)g

dans l�inégalité (2:1) par

sup
t3+t4=2t

max fFSx;By (t3) ; FAx;Ty (t4)g et inf
t3+t4=2t

min fLSx;By (t3) ; LAx;Ty (t4)g

Aussi, les théorèmes 2.2 et 2.4 restent vrais si on remplace

sup
t3+t4=

2
k
t

min fFBy;Ty (t3) ; FAx;Ty (t4)g et inf
t3+t4=

2
k
t
max fLBy;Ty (t3) ; LAx;Ty (t4)g

dans les inégalités (2:4) et (2:6) par

sup
t3+t4=

2
k
t

max fFBy;Ty (t3) ; FAx;Ty (t4)g et inf
t3+t4=

2
k
t
min fLBy;Ty (t3) ; LAx;Ty (t4)g

respectivement.

Théorème 2.5 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant les conditions du lemme 2.1 ou lemme 2.2 ou lemme 2.3 ou lemma
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2.4. Si les paires (A; S) et (B; T ) sont faiblement compatibles, alors A;B; S et T ont un point

�xe commun unique dans X.

Preuve En vertu des lemme 2.1, lemme 2.2, lemme 2.3 et lemme 2.4, les paires (A; S) et

(B; T ) véri�ent la propriété CLRST . D�où, il existe deux suites fxng et fyng dans X telles que

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = lim
n!+1

Byn = lim
n!+1

Tyn = z;

où z 2 S (X) \ T (X) : Le reste de la preuve suit comme dans la preuve des théorèmes 2.1, 2.2,

2.3, 2.4 et 2.5.

Remarque 2.8 Le théorème 2.5 améliore et généralise le théorème 3.3 de [14], le théorème 2.3

de [4]. et le théorème 2.8 de [15].

Exemple 2.2 On garde A et B et on remplace S et T dans l�exemple 2.1 par les applications

suivantes

Sx =

8>>><>>>:
3 if x = 3

6 if x 2 ]3; 5]
x+ 1

2
if x 2 [5; 11)

, Tx =

8>>><>>>:
3 if x = 3

9 if x 2 ]3; 5[

x� 2 if x 2 [5; 11)

On a A (X) = f3; 4g � [3; 9] = T (X) et B (X) = f3; 5g � [3; 6] = S (X) : Ainsi, toutes les

conditions du théorème 2.3 sont satisfaites et 3 est un point �xe commun unique de A;B; S et

T: En outre, il est noté que le théorème 2.1 ne peut pas être utilisé dans le cadre de cet exemple

tant que S (X) et T (X) sont des sous-ensembles fermés de X:
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Chapitre 3

Théorèmes de point �xe commun dans

les espaces de Menger intuitionnistes en

utilisant la relation implicite

3.1 Introduction

Dans la théorie du point �xe, les relations implicites sont utilisées comme un outil pour trouver

le point �xe commun pour des applications impliqués. Plusieurs auteurs ont étudié l�existence et

l�unicité de points �xe commun dans di¤érents espaces par les relations implicites, voir [5], [17],

[21], [27], [38] et [50]. Inspiré par un travail due à Pope [50], on a remarqué que la preuve des

théorèmes de poinst �xes communs via une relation implicite est une bonne idée, car il couvre

plusieurs conditions contractifs plutôt d�une condition de contraction.

Le but de ce chapitre est de démontrer des théorèmes de points �xe commun pour deux pairs

des applications faiblement compatibles dans des espaces de Menger intuitionnistes en utilisant

le propriété CLRST via une relation implicite. Des exemples illustratifs sont également donnés

pour soutenir nos principaux résultats. Comme application, on donne un théorème de point

�xe commun pour six applications et de quatre familles �nies des applications dans des espaces

de Menger intuitionnistes en utilisant la notion de "deux à deux commutent". Nos théorèmes

généralisent les théorèmes de [3], [5], [15], [16], [17], [21], [27], [28], [31], [32], [44], [48] et [64]. On
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corrige également des erreurs dans l�article [28] qui ne sont pas corrigées dans [29].

3.2 Relations implicites

Soit F6 l�ensemble de toutes les fonctions ' : [0; 1]6 ! R et  : [0; 1]6 ! R telles que ' semi-

continue inférieurement,  semi-continue supérieurement sur [0; 1]6 et satisfont aux conditions

suivantes :

(i) ' (u; 1; u; 1; 1; u) < 0 pour tout u 2 (0; 1),

(ii) ' (u; 1; 1; u; u; 1) < 0 pour tout u 2 (0; 1),

(iii) ' (u; u; 1; 1; u; u) < 0 pour tout u 2 (0; 1),

(a)  (v; 0; v; 0; 0; v) > 0 pour tout v 2 (0; 1),

(b)  (v; 0; 0; v; v; 0) > 0 pour tout v 2 (0; 1),

(c)  (v; v; 0; 0; v; v) > 0 pour tout v 2 (0; 1).

Exemple 3.1

' (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t1 � g (min ft2; t3; t4; t5; t6g) ,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t1 � h (max ft2; t3; t4; t5; t6g) ,

où g : [0; 1]! [0; 1] est une fonction croissante et continue telle que g (t) > t pour tout t 2 (0; 1)

et h : [0; 1] ! [0; 1] est une fonction décroissante et continue telle que h (t) < t pour tout

t 2 (0; 1).

Exemple 3.2

' (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t1 � amin ft2; t3; t4; t5; t6g ,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t1 � bmax ft2; t3; t4; t5; t6g ,

où a > 1 et 0 < b < 1.

58



Chapitre 3. Théorèmes de point �xe commun dans les espaces de Menger
intuitionnistes en utilisant la relation implicite

Exemple 3.3

' (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = (1 + pt2) t1 � pmin ft3t4; t5t6g � g (min ft2; t3; t4; t5; t6g) ,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = (1 + qt2) t1 � qmax ft3t4; t5t6g � h (max ft2; t3; t4; t5; t6g) ,

où p; q � 0, g : [0; 1] ! [0; 1] est une fonction croissante, semi-continue inférierement telle que

g (t) > t pour tout t 2 (0; 1) et h : [0; 1] ! [0; 1] est une fonction décroissante et semi-continue

supérieurement telle que h (t) < t pour tout t 2 (0; 1).

Exemple 3.4

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � c1minft22; t23; t24g � c2minft3t6; t4t5g � c3t5t6;

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � b1maxft22; t23; t24g � b2maxft3t6; t4t5g � b3t5t6

où c1; c2; c3 > 0, c1 + c2 � 1, c1 + c3 � 1, b1; b2; b3 > 0, b1 + b2 < 1 et b1 + b3 < 1.

Exemple 3.5

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t31 � aminft21t2; t1t3t4; t25t6; t5t26g, a > 1,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t31 � bmaxft21t2; t1t3t4; t25t6; t5t26g, 0 < b < 1,

Exemple 3.6

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � a1minft22; t25; t26g � a2
t3

t3 + t5
, a1 � 1 et a2 > 0,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � b1maxft22; t25; t26g � b2
t3

t3 + t5
, 0 < b1 < 1 et b2 � 0.

Exemple 3.7

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t31 � a
t23t

2
4 + t25t

2
6

t2 + t3 + t4
, a � 2.

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t31 � b
t23t

2
4 + t25t

2
6

t2 + t3 + t4
, 0 < b < 1.
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Exemple 3.8

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � a
t22 + t23 + t24
t5 + t6

, a � 1,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � b
t22 + t23 + t24
t5 + t6

, 0 < b < 1.

Exemple 3.9

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t31 � a
t23t

2
4

t2 + t5 + t6
, a � 3,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t31 � b
t23t

2
4

t2 + t5 + t6
, b > 0:

Exemple 3.10

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � a1minft22; t23; t24g � b1
t5

t5 + t6
, a1 � 1 et b1 > 0,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t21 � a2maxft22; t23; t24g � b2
t5

t5 + t6
, 0 < a2 < 1 et b2 > 0.

Exemple 3.11

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) =

t1Z
0

�(t)dt� g(

minft2;t3;t4;t5;t6gZ
0

�(t)dt),

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) =

t1Z
0

�(t)dt� h(

maxft2;t3;t4;t5;t6gZ
0

�(t)dt),

où g : [0; 1]! [0; 1] est une fonction croissante et semi-continue inférieurement telle que g (t) > t

pour tout t 2 (0; 1), h : [0; 1] ! [0; 1] est une fonction déroissante et semi-continue supérieure-

ment telle que h (t) < t pour tout t 2 (0; 1) et � : R+ ! R+ est une fonction intégrable au sens

de Lebesgue qui est sommable et satisfait

0 <

Z �

0

�(s)ds < 1 pour tout 0 < � < 1.
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Exemple 3.12

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = (

t1Z
0

�(s)ds)p � a1(

t2Z
0

�(s)ds)p

�b1minf
t3Z
0

�(s)ds;

t4Z
0

�(s)ds; (

t3Z
0

�(s)ds)
1
2 � (

t5Z
0

�(s)ds)
1
2 ;

(

t5Z
0

�(s)ds)
1
2 (

t6Z
0

�(s)ds)
1
2gp,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = (

t1Z
0

�(s)ds)p � a2(

t2Z
0

�(s)ds)p

�b2maxf
t3Z
0

�(s)ds;

t4Z
0

�(s)ds; (

t3Z
0

�(s)ds)
1
2 � (

t5Z
0

�(s)ds)
1
2 ;

(

t5Z
0

�(s)ds)
1
2 (

t6Z
0

�(s)ds)
1
2gp,

où a1 > 0, b1 � 1, a2; b2 > 0, a2 + b2 < 1, p > 0 et � : R+ ! R+ est une application intégrable

au sens de Lebesgue qui est sommable et satisfait

0 <

Z �

0

'(s)ds < 1 pour tout 0 < � < 1 et
Z 1

0

'(s)ds = 1.

Exemple 3.13

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = G(t1)� g(G(minft2; t3; t4; t5; t6g)

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = G(t1)� h(G(maxft2; t3; t4; t5; t6g)

où g : [0; 1]! [0; 1] est une fonction croissante, semi-continue inférieurement telle que g (t) > t

pour tout t 2 (0; 1), h : [0; 1] ! [0; 1] est une fonction déroissante et semi-continue supérieure-

ment telle que h (t) < t pour tout t 2 (0; 1) et G : R+A ! R satisfait :

(i) G(0) = 0 et G(t) > 0 pour tout t 2 (0; A), A 2 (0;1], R+A = [0; A),

(ii) G est croissante sur R+A et
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(iii) G est continue.

On dé�nit �[0; A) = fG : G satisfait (i)�(iii)g.

Exemple 3.14

'(t1; t2; t3; t4; t5; t6) = (G(t1))
p � a1(G(t2))

p

�b1minfG(t3); G(t4); (G(t3))
1
2 � (G(t5))

1
2 ;

(G(t5))
1
2 � (G(t6))

1
2gp],

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = (G(t1))
p � a2(G(t2))

p

�b2maxfG(t3); G(t4); (G(t3))
1
2 � (G(t5))

1
2 ;

(G(t5))
1
2 � (G(t6))

1
2gp],

où a1 > 0, b1 � 1, a2 > 0, a2 + b2 < 1, p > 0 et G 2 �[0; A).

Les exemples suivants ont été donnés par [68],

1) Soit G(t) = t, alors G 2 �[0; A) pour tout A 2 (0;+1].

2) On suppose que � est positive et intégrable au sens de lebesgue sur [0; A) et véri�e

�Z
0

�(t)dt > 0 pour tout � 2 (0; A).

Soit G(t) =

tZ
0

�(s)ds, alors G 2 �[0; A).

3) On suppose que  est positive et intégrable au sens de lebesgue sur [0; A) et véri�e

�Z
0

 (t)dt > 0 pour tout � 2 (0; A)
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et � est positive et intégrable au sens de lebesgue sur [0;

AZ
0

 (s)ds) et véri�e

�Z
0

�(t)dt > 0 pour tout � 2 (0;
AZ
0

 (s)ds).

Soit G(t) =

tZ
0

 (s)dsZ
0

�(u)du, alors G 2 �[0; A).

4) Si H 2 �[0; A) et G 2 �[0; H(A � 0)), alors la fonction composée G � H 2 �[0; A). Par

exemple, soit L(t) =

G(t)Z
0

�(s)ds, alors L 2 �[0; A), G 2 z[0; A) et ' est positive et intégrable au

sens de lebesgue sur �[0; G(A� 0)) et satisfait

�Z
0

�(t)dt > 0 pour tout � 2 (0; G(A� 0)).

Lemme 3.1 ([[68]]) Soit A 2 (0;+1] et G 2 �[0; A). Si limn!1G(�n) = 0 pour tout �n 2 R+A,

alors limn!1 �n = 0.

3.3 Résultats principaux

Lemme 3.2 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satis�sant les conditions suivantes

1) La paire (A; S) satisfait la propriété CLRS ou Le pair (B; T ) satisfait la propriété CLRT .

2) A (X) � T (X) ou B (X) � S (X) :

3) T (X) ou S (X) est un sous-ensemble fermé de X:

4) B (yn) converge pour toute suite fyng dans X quand T (yn) converge ou A (xn) converge

pour toute suite fxng dans X quand S (xn) converge.
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Si
' (FAx;By (t) ; FSx;Ty (t) ; FAx;Sx (t) ; FBy;Ty (t) ; FSx;By (t) ; FAx;Ty (t)) � 0,

 (LAx;By (t) ; LSx;Ty (t) ; LAx;Sx (t) ; LBy;Ty (t) ; LSx;By (t) ; LAx;Ty (t)) � 0,
(3.1)

pour tout x; y 2 X, t > 0 et ';  2 F6: Alors les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété

CLRST .

Preuve Supposons que le paire (A; S) satisfait la propriété CLRS et T (X) est un sous-

ensemble fermé de X. Alors, il existe une suite fxng dans X telle que

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = z; où z 2 S (X) .

Puisque A (X) � T (X), il existe une suite fyng dans X telle que Axn = Tyn. Donc

lim
n!+1

Tyn = lim
n!+1

Axn = z et z 2 S (X) \ T (X) .

Ainsi Axn ! z; Sxn ! z et Tyn ! z. D�après la condition (4), B (yn) converge aussi.

Maintenant, on montre que Byn ! z. Soit limn!+1 FByn;l (t0) = 1 et limn!+1 LByn;l (t0) = 0.

On a¢ rme que l = z: On suppose que l 6= z. En utilisant l�inégalité (3:1) avec x = xn; y = yn;

on trouve

' (FAxn;Byn (t) ; FSxn;Tyn (t) ; FAxn;Sxn (t) ; FByn;Tyn (t) ; FSxn;Byn (t) ; FAxn;Tyn(t)) � 0,

 (LAxn;Byn (t) ; LSxn;Tyn (t) ; LAxn;Sxn (t) ; LByn;Tyn (t) ; LSxn;Byn (t) ; LAxn;Tyn (t)) � 0.

Lorsque n!1, on obtient

' (Fz;l (t) ; Fz;z (t) ; Fz;z (t) ; Fl;z (t) ; Fz;l (t) ; Fz;z(t)) � 0,

 (Lz;l (t) ; Lz;z (t) ; Lz;z (t) ; Ll;z (t) ; Lz;l (t) ; Lz;z (t)) � 0
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' (Fz;l (t) ; 1; 1; Fl;z (t) ; Fz;l (t) ; 1) � 0,

 (Lz;l (t) ; 0; 0; Ll;z (t) ; Lz;l (t) ; 0) � 0,

ce qui contredit (ii) et (b). Par conséquent z = l. Ainsi, les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la

propriété CLRST .

D�une manière similaire, on peut prouver que les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété

CLRST si on suppose que le paire (B; T ) satisfait la propriété CLRT , B (X) � S (X) et S (X)

est un sous-ensemble fermé de X.

Remarque 3.1 La réciproque du lemme 3.2 n�est pas vraie en général, voir l�exemple 17 ci-

dessous.

Théorème 3.1 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant l�inégalité (3:1) du lemme 3.2. Si les paires (A; S) et (B; T ) satisfont

la propriété CLRST , alors (A; S) et (B; T ) ont des points de coïncidence. De plus, si (A; S) et

(B; T ) sont faiblement compatibles, alors A;B; S et T ont un point �xe commun unique dans X.

Preuve Puisque les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété CLRST , il existe deux suites

fxng et fyng dans X telles que

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = lim
n!+1

Byn = lim
n!+1

Tyn = z,

où z 2 S (X) \ T (X). Donc, il existe u; v 2 X tels que Su = z et Tv = z.

Comme dans la preuve du lemme 3.2, on peut prouver que Au = Su = z en posant x = u et

y = yn dans l�inégalité (3:1). Ainsi, u est un point de coïncidence de la paire (A; S). Maintenant,

on a¢ rme que Bv = Tv = z. Sinon, en posant x = u et y = v dans l�inégalité (3:1), on obtient

' (FAu;Bv (t) ; FSu;Tv (t) ; FAu;Su (t) ; FBv;Tv (t) ; FSu;Bv (t) ; FAu;Tv (t)) � 0,

 (LAu;Bv (t) ; LSu;Tv (t) ; LAu;Su (t) ; LBv;Tv (t) ; LSu;Bv (t) ; LAu;Tv (t)) � 0
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Donc
' (Fz;Bv (t) ; 1; 1; FBv;z (t) ; Fz;Bv (t) ; 1) � 0,

 (Lz;Bv (t) ; 0; 0; LBv;z (t) ; Lz;Bv (t) ; 0) � 0

ce qui contredit (ii) et (b). D�où Bv = Tv = z. Par conséquent, v est un point de coïncidence du

paire (B; T ). Puisque la paire (A; S) est faiblement compatible et Au = Su; on obtient Az = Sz.

Maintenant, on a¢ rme que z est un point �xe commun de A et S. Si z 6= Az, en appliquant

l�inégalité (3:1) avec x = z et y = v, on trouve

' (FAz;Bv (t) ; FSz;TV (t) ; FAz;Sz (t) ; FBv;Tv (t) ; FSz;Bv (t) ; FAz;Bv (t)) � 0,

 (LAz;Bv (t) ; LSz;Tv (t) ; LAz;Sz (t) ; LBv;Tv (t) ; LSz;Bv (t) ; LAz;Bv (t)) � 0.

' (FAz;z (t) ; FAz;z (t) ; 1; 1; FAz;z (t) ; FAz;z (t)) � 0,

 (LAz;z (t) ; LAz;z (t) ; 0; 0; LAz;z (t) ; LAz;z (t)) � 0

ce qui contredit (iii) et (c), donc Az = z = Sz, ce qui montre que z est un point �xe commun

de A et S. Comme la paire (B; T ) est faiblement compatible, on a Bz = BTv = TBv = Tz.

On peut prouver d�une manière similaire que z est un point �xe commun de B et T en posant

x = y = z dans l�inégalité (3:1). D�où, z est un point �xe commun de A;B; S et T . L�unicité de

z suit facilement de l�inégalité (3:1).

Remarque 3.2 La conclusion du théorème 3.1 reste vraie si on suppose que les paires (A; S) et

(B; T ) véri�ent la propriété JCLRST ou la propriété CLRAB au lieu de la propriété CLRST .

Maintenant, on donne un exemple pour soutenir notre théorème 3.1.

Exemple 3.15 Soit (X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste, où X = (0; 9], a � b =

min fa; bg et a�b = max fa; bg avec

Fxy (t) = H(t� jx� yj), Lxy (t) = G(t� jx� yj)
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pour tout x; y 2 X et t > 0. On dé�nit les applications A;B; S et T de X dans X par

Ax =

8><>:
1� x x 2 (0; 1

2
]

0 x 2 (1
2
; 9]

, Bx =

8><>:
x x 2 (0; 1

2
]

9 x 2 (1
2
; 9]

,

Sx =

8><>:
x

2
+
1

4
x 2 (0; 1

2
]

1 x 2 (1
2
; 9]

, Tx =

8><>:
1

2
x 2 (0; 1

2
]

3

4
x 2 (1

2
; 9]

et ';  : [0; 1]6 ! R par

' (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t1 � g (min ft2; t3; t4; t5; t6g) ,

 (t1; t2; t3; t4; t5; t6) = t1 � h (max ft2; t3; t4; t5; t6g) ,

où g (s) =
p
s; h (s) = s2 pour tout s 2 [0; 1]. Considérons les suites

�
xn =

1

2
� 1

n

�
et
�
yn =

1

2

�
n2N

dans X. On a

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = lim
n!+1

Byn = lim
n!+1

Tyn =
1

2
2 S (X) \ T (X) ,

Alors, les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété CLRST . Notons que les paires (A; S)

et (B; T ) sont faiblement compatibles en
1

2
. Ainsi, toutes les conditions du théorème 3.1 sont

véri�ées et
1

2
est un point �xe commun unique de A;B; S et T . On remarque que toutes les

applications sont discontinues à leur point �xe commun
1

2
. En outre

A (X) = [
1

2
; 1) [ f0g , B (X) = (0;

1

2
] [ f9g ,

S (X) = (
1

4
;
1

2
] [ f1g , T (X) =

�
1

2
;
3

4

�
.

Par conséquent, A (X)  T (X) et B (X)  S (X). Aussi, A (X) ; B (X) ; S (X) et T (X) ne sont

pas des sous-ensembles fermés de X.

Théorème 3.2 Soient A;B; S et T des applications d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�)
dans lui même satisfaisant les conditions du lemme 3.2. Si les paires (A; S) et (B; T ) sont fai-
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blement compatible, alors A;B; S et T ont un point �xe commun unique dans X.

Preuve Comme dans la preuve du lemme 3.2, les paires (A; S) et (B; T ) véri�ent la propriété

CLRST . Donc, il existe deux suites fxng et fyng dans X telles que

lim
n!+1

Axn = lim
n!+1

Sxn = lim
n!+1

Byn = lim
n!+1

Tyn = z,

où z 2 S (X) \ T (X). La suite de la preuve suit comme dans la preuve du théorème 3.1.

Exemple 3.16 Dans le cadre de l�exemple 3.15, on remplace les applications A;B; S et T par

les applications suivantes

Ax =

8><>:
1

2
x 2 (0; 1

2
]

3

4
x 2 (1

2
; 9]

, Bx =

8><>:
1

2
x 2 (0; 1

2
]

1

4
x 2 (1

2
; 9]

,

Sx =

8><>:
x x 2 (0; 1

2
]

0 x 2 (1
2
; 9]

, Tx =

8><>:
1� x x 2 (0; 1

2
]

1 x 2 (1
2
; 9]

.

Alors

A (X) =

�
1

2
;
3

4

�
� [1
2
; 1] = T (X) et B (X) = [

1

4
;
1

2
] � [0; 1

2
] = S (X) .

Ainsi, toutes les conditions du théorème 3 sont véri�ées et
1

2
est un point �xe commun unique

de A;B; S et T . En outre, le théorème 3.2 ne peut pas être utilisé dans le cadre de cet exemple

tant que S (X) et T (X) sont des sous-ensembles fermés de X.

Remarque 3.3 Si B = A et T = S dans les théorèmes 3.1 et 3.2, on obtient un point �xe

commun pour une paire des applications.

Maintenant, on utilise la dé�nition 1.40 pour prouver un théorème de point �xe commun pour

six applications dans l�espace de Menger intuitionniste.

Théorème 3.3 Soient A;B; S;R; T et H des applications d�un espace de Menger intuitionniste

(X;F; L; �;�) dans lui même satisfaisant les conditions suivantes :
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(1) Les paires (A; SR) et (B; TH) véri�ent la propriété CLRSRTH .

(2) Il existe ' et  dans (F6) telles que

' (FAx;By (t) ; FSRx;THy (t) ; FAx;SRx (t) ; FBy;THy (t) ; FSRx;By (t) ; FAx;THy (t)) � 0,

 (LAx;By (t) ; LSRx;THy (t) ; LAx;SRx (t) ; LBy;THy (t) ; LSRx;By (t) ; LAx;THy (t)) � 0,
(3.2)

pour tout x; y 2 X et t > 0. Alors les paires (A; SR) et (B; TH) ont des points de coïncidence.

De plus, A;B; S;R; T et H ont un point �xe commun unique dans X lorsque les deux paires

(A; SR) et (B; TH) commutent deux à deux, c�est-à-dire, AS = SA;AR = RA;SR = RS;BT =

TB;BH = HB et TH = HT .

Preuve Puisque (A; SR) et (B; TH) commutent deux à deux, alors les deux paires sont

faiblement compatibles. D�après le théorème 3.1 A;B; SR et TH ont un point �xe commun

unique z dans X. On montre que z est un point �xe commun unique pour les applications

A;B; S;R; T et H.

Si z 6= Rz, en appliquant l�inégalité (3:2) avec x = Rz et y = z, on obtient

'
�
FARz;Bz (t) ; FSR(Rz);THz (t) ; FARz;SR(Rz) (t) ; FBz;THz (t) ; FSR(Rz);Bz (t) ; FARz;THz (t)

�
� 0,

 
�
LARz;Bz (t) ; LSR(Rz);THz (t) ; LARz;SR(Rz) (t) ; LBz;THz (t) ; LSR(Rz);Bz (t) ; LARz;THz (t)

�
� 0,

' (FRz;z (t) ; FRz;z (t) ; 1; 1; FRz;z (t) ; Fz;Rz (t)) � 0,

 (LRz;z (t) ; LRz;z (t) ; 0; 0; LRz;z (t) ; Lz;Rz (t)) � 0,

ce qui contredit (iii) et (c). Alors, z = Rz et donc S (Rz) = Sz = z. D�une manière similaire, on

peut prouver que z = Hz et T (Hz) = Tz = z. D�où, z = Az = Bz = Sz = Rz = Tz = Hz et z

est un point �xe commun unique de A;B; S;R; T et H.

Comme une application du théorème 3.1, on donne le résultat suivant pour quatre familles

�nies des applications.

Corollaire 3.1 Soient fAigmi=1 ; fBrgnr=1 ; fSkg
p
k=1 et fThg

q
h=1 quatre familles �nies des appli-

cations d�un espace de Menger intuitionniste (X;F; L; �;�) dans lui même, où � est une t-
norme continue et � est une t-conorme avec A = A1A2::::Am; B = B1B2::::Bn; S = S1S2::::Sp
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et T = T1T2::::Tq satisfont l�inégalité (3:1) du lemme 3.2. Supposons que les paires (A; S)

et (B; T ) véri�ent la propriété CLRST . Alors fAigmi=1 ; fBrgnr=1 ; fSkg
p
k=1 et fThg

q
h=1 ont un

point �xe commun unique dans X à condition que les paires des familles (fAigmi=1 ; fSkg
p
k=1) et

(fBrgnr=1 ; fThg
q
h=1) commutent deux à deux.

Remarque 3.4 Posons A1 = A2 = :::: = Am = A;B1 = B2 = :::: = Bn = B; S1 = S2 = :::: =

Sp = S et T1 = T2 = :::: = Tq = T dans le corollaire 3.1, on obtient que A;B; S et T ont un point

�xe commun unique dans X à condition que les paires (Am; Sp) et (Bn; T q) commutent deux à

deux.

Remarque 3.5 Dans l�article [28] page 5, l�inégalité

(�3) : � (u; 1; u; 1; u; u) < 0

devrait être

� (u; u; 1; 1; u; u) < 0

parce que dans la page 8, les auteurs ont écrit : si At 6= t, puis en utilisant l�inégalité 3.1, on

trouve

� (FAt;Bv (x) ; FSt;Tv (x) ; FSt;At (x) ; FTv;Bv (x) ; FSt;Bv (x) ; FTv;At (x)) � 0,

où

� (FAt;t (x) ; 1; FAt;t (x) ; 1; FAt;t (x) ; FAt;t (x)) � 0.

Cette inégalité est incorrecte car FSt;Tv (x) = FAt;t (x) et FSt;At (x) = FAt;At (x) = 1.
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Chapitre 4

Théorèmes de point �xe couplé dans les

espaces de Menger intuitionnistes avec

application aux équations intégrales

4.1 Introduction

Dans [11], Bhaskar et Lakshmikantham ont introduit la notion du point �xe couplé et les

applications monotones mixtes et ont donné quelques théorèmes de point �xe couplé. Bhaskar

et Lakshmikantham [11] ont appliqué ces résultats pour étudier l�existence et l�unicité du solu-

tion pour les problèmes périodiques de valeur-limite. Aussi, Lakshmikantham et Ciric [40] ont

introduit le concept du point de coïncidence couplé et ont prouvé certains théorèmes de point

�xe commun couplé. Sedghi et al [57] ont donné un théorème de point �xe couplé pour des

contractions dans des espaces métriques �oues.

D�autre part, les équations intégrales se posent dans de nombreux problèmes scienti�ques

et techniques. Une grande classe de problèmes aux limites peut être convertie à des équations

intégrales deVolterra ou Fredholm.

Les modèles de physique mathématique comme les problèmes de di¤raction, di¤usion en

mécanique quantique, la cartographie des conformal et de vagues d�eau ont également contribué

à la création des équations intégrales. De nombreuses autres applications en sciences et en génie
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sont décrites par les équations intégrales ou des équations intégro-di¤érentielles. Le modèle de

croissance des populations de Volterra, les espèces biologiques vivant ensemble, la propagation

des poissons stockés dans un nouveau lac et le rayonnement du chaleur font partie de nombreux

domaines qui sont décrits par des équations intégrales.

Les équations intégrales se posent souvent dans l�electrostatics, les problèmes électromagné-

tiques, les problèmes de di¤usion électromagnétiques et dans la propagation des ondes acoustiques

et de elastical.

Dans cet article, on montre un théorème de point �xe commun pour des applications sous

des conditions �-contractives dans les espaces de Menger intuitionnistes. Comme application de

notre résultat, on étudie l�existence et l�unicité de la solution pour une équation intégrale non

linéaire de Fredholm. On donne également un exemple pour valider notre résultat.

4.2 Résultats principaux

Dans cette section, L et F sont supposées satisfaire aux conditions supt>0 Fx;y (t) = 1 et

inft>0 Lx;y (t) = 0 pour tout x; y 2 X. Si � : R+ ! R+ est une fonction telle que � (0) = 0, alors

� est appelée une function jauge. Si t 2 R+, alors �n (t) désigne la n-ième itération de � (t) et

��1 (f0g) = ft 2 R+ : � (t) = 0g :

En utilisant la continuité de �;� et [[?], Lemme 1], on obtient le résultat suivant.

Lemme 4.1 Soient n 2 N , gn : (0;1)! (0;1) et Fn : R! [0; 1] : Supposons que sup fF (t) : t > 0g =

1 et

lim
n!+1

gn (t) = 0 ; Fn (gn (t)) � �2n (F (t)) pour tout t > 0.

Si chaque Fn est croissante, alors limn!+1Fn (t) = 1 pur tout t > 0:

Lemme 4.2 Soient n 2 N , gn : (0;1) ! (0;1) et Ln : R ! [0; 1] : Supposons que :

inf fL (t) : t > 0g = 0 et

lim
n!+1

gn (t) = 0 ; Ln (gn (t)) � �2n (L (t)) ; pour tout t > 0
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Si chaque Ln est déroissante, alors limn!+1 Ln (t) = 0, pour tout t > 0:

Preuve Fixons t > 0 et " > 0: Par hypothèse, il existe t0 > 0 tel que L (t0) < ". Puisque

gn (t0)! 0; il existe k 2 N tel que gn (t0) < t pour tout n � k: Par monotonicité, on a

Ln (t) � Ln (gn (t0)) � �2n (L (t0)) < " pour tout n � k

On déduit que limn!+1 Ln (t) = 0.

Théorème 4.1 Soit (X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue � de type H et une t-conorme � continue de type H. Soient � : (0;1)! (0;1) une fonction

véri�ant limn!+1 �
n (t) = 0 pour tout t > 0, T : X � X ! X, g : X ! X deux applications

satisfaisant T (X �X) � g (X) et pour tout t > 0, x; y; u; v 2 X

FT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Fg(x);g(u) (t) � Fg(y);g(v) (t) (4.1)

LT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Lg(x);g(u) (t)�Lg(y);g(v) (t)

Supposons que T (X �X) est complet et que g et T sont faiblement compatibles, alors g et T

ont un point �xe commun unique x� dans X, c�est à dire x� = T (x�; x�) = g (x�).

Preuve Comme T (X �X) � g (X) ; il existe deux suites fxng et fyng dans X telles que

gxn+1 = T (xn; yn) et gyn+1 = T (yn; xn) pour tout n 2 N (4.2)

En utilisant (4:1) et (4:2), on a

Fgxn;gxn+1 (� (t)) = FT (xn�1;yn�1);T (xn;yn) (� (t)) � Fg(xn�1);g(xn) (t) � Fg(yn�1);g(yn) (t) (4.3)

Lgxn;gxn+1 (� (t)) = LT (xn�1;yn�1);T (xn;yn) (� (t)) � Lg(xn�1);g(xn) (t)�Lg(yn�1);g(yn) (t)
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et

Fgyn;gyn+1 (� (t)) = FT (yn�1;xn�1);T (yn;xn) (� (t)) � Fg(xn�1);g(xn) (t) � Fg(yn�1);g(yn) (t) (4.4)

Lgyn;gyn+1 (� (t)) = LT (yn�1;xn�1);T (yn;xn) (� (t)) � Lg(xn�1);g(xn) (t)�Lg(yn�1);g(yn) (t)

Il résulte de (4:3) et (4:4) que

Fgxn;gxn+1 (�
n (t)) � Fgyn;gyn+1 (�n (t))

� �2
�
Fgxn�1;gxn

�
�n�1 (t)

�
� Fgyn�1;gyn

�
�n�1 (t)

��
� ::: � �2n (Fgx0;gx1 (t) � Fgy0;gy1 (t))

et

Lgxn;gxn+1 (�
n (t))�Lgyn;gyn+1 (�n (t))

� �2
�
Lgxn�1;gxn

�
�n�1 (t)

�
�Lgyn�1;gyn

�
�n�1 (t)

��
� ::: � �2n (Lgx0;gx1 (t)�Lgy0;gy1 (t))

Soient En (t) = Fgxn;gxn+1 (t) � Fgyn;gyn+1 (t) et Pn (t) = Lgxn;gxn+1 (t)�Lgyn;gyn+1 (t). Alors

En (�
n (t)) � �2

�
En�1

�
�n�1 (t)

��
� ::: � �2n (E0 (t)) :

Pn (�
n (t)) � �2

�
Pn�1

�
�n�1 (t)

��
� ::: � �2n (P0 (t)) .

Puisque �n (t)! 0, supt>0E0 (t) = 1 et inft>0 Pn (t) = 0; D�après les lemmes 4:1 et 4:2, on a

lim
n!+1

En (t) = 1 et lim
n!+1

Pn (t) = 0

Commemin
�
Fgxn;gxn+1 (t) ; Fgyn;gyn+1 (t)

	
� En (t) etmax

�
Lgxn;gxn+1 (t) ; Lgyn;gyn+1 (t)

	
� Pn (t),
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on trouve pour tout t > 0

lim
n!+1

Fgxn;gxn+1 (t) = lim
n!+1

Fgyn;gyn+1 (t) = 1 et (4.5)

lim
n!+1

Lgxn;gxn+1 (t) = lim
n!+1

Lgyn;gyn+1 (t) = 0;

Puisque limn!+1 �
n (t) = 0, il existe n0 = n0 (t) 2 N tel que �n0+1 (t) < �n0 (t) < t: Ensuite,

on montre par induction que pour tout k 2 N, il existe bk 2 N tel que

Fgxn;gxn+k (�
n0 (t)) � Fgyn;gyn+k (�n0 (t)) (4.6)

� �bk
�
Fgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
� Fgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

��
et

Lgxn;gxn+k (�
n0 (t))�Lgyn;gyn+k (�n0 (t)) (4.7)

� �bk
�
Lgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

��
Elle est évidente pour k = 0 car Fgxn;gxn (�

n0 (t)) = Fgyn;gyn (�
n0 (t)) = 1 et Lgxn;gxn (�

n0 (t)) =

Lgyn;gyn (�
n0 (t)) = 0. Supposons que (4:6) et (4:7) sont vraies pour un certain k 2 N: Puisque

�n0 (t)� �n0+1 (t) > 0; D�après (1) et (2) dans la dé�nition (1:26) on a

Fgxn;gxn+k+1 (�
n0 (t)) = Fgxn;gxn+k+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t) + �n0+1 (t)

�
(4.8)

� Fgxn;gxn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
� Fgxn+1;gxn+k+1

�
�n0+1 (t)

�
:

et

Lgxn;gxn+k+1 (�
n0 (t)) = Lgxn;gxn+k+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t) + �n0+1 (t)

�
(4.9)

� Lgxn;gxn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgxn+1;gxn+k+1

�
�n0+1 (t)

�
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Il résulte de (4.1), (4.6) et (4.7) que

Fgxn+1;gxn+k+1
�
�n0+1 (t)

�
(4.10)

= FT (xn;yn);T (xn+k;yn+k)
�
�n0+1 (t)

�
� Fgxn;gxn+k (�

n0 (t)) � Fgyn;gyn+k (�n0 (t))

� �bk
�
Fgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
� Fgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

��
et

Lgxn+1;gxn+k+1
�
�n0+1 (t)

�
(4.11)

= LT (xn;yn);T (xn+k;yn+k)
�
�n0+1 (t)

�
� Lgxn;gxn+k (�

n0 (t))�Lgyn;gyn+k (�n0 (t))

� �bk
�
Lgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

��
Maintenant, à partir de (4.8), (4.9), (4.10) et (4.11) il vient

Fgxn;gxn+k+1
�
�n0+1 (t)

�
(4.12)

� Fgxn;gxn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�

0@�bk
0@ Fgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Fgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
1A1A

et

Lgxn;gxn+k+1
�
�n0+1 (t)

�
(4.13)

� Lgxn;gxn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�

0@�bk
0@ Lgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
1A1A
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De la même façon, on a

Fgyn;gyn+k+1
�
�n0+1 (t)

�
(4.14)

� Fgyn;gyn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�

0@�bk
0@ Fgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Fgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
1A1A

et

Lgyn;gyn+k+1
�
�n0+1 (t)

�
(4.15)

� Lgyn;gyn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�

0@�bk
0@ Lgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
1A1A

En utilisant (4:12), (4:13), (4:14) et (4:15) on conclut que

Fgxn;gxn+k+1 (�
n0 (t)) � Fgyn;gyn+k+1 (�n0 (t))

� Fgxn;gxn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
� Fgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�
�
�2bk

�
Fgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
� Fgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

���
= �2bk+1

�
Fgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
� Fgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

��
:

et

Lgxn;gxn+k+1 (�
n0 (t))�Lgyn;gyn+k+1 (�n0 (t))

� Lgxn;gxn+1
�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�
�
�2bk

�
Lgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

���
= �2bk+1

�
Lgxn;gxn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n0 (t)� �n0+1 (t)

��
:

Comme bk+1 = 2bk + 1 2 N, (4:6) et (4:7) sont véri�ées pour k + 1. Par conséquent, il existe

bk 2 N tel que (4:6) soit véri�ée pour tout k 2 N:

Maintenant, on prouve que fT (xn; yn)g et fT (yn; xn)g sont des suites de Cauchy dans

X. Soient t > 0 et " > 0. Comme limn!+1 �
n (t) = 0; il existe n1 = n1 (t) 2 N tel que
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�n1+1 (t) < �n1 (t) < t.

Si f�n : n 2 Ng est équicontinue en 1 et � (1) = 1, il existe � > 0 tel que

si s 2 (1� �; 1], alors �n (s) > 1� " pour tout n 2 N (4.16)

Si f�n : n 2 Ng est équicontinue en 0 et � (0) = 0; il existe � > 0 tel que

si s 2 [0; �); alors �n (s) < " pour tout n 2 N (4.17)

D�après (4.5), on a

lim
n!+1

Fgxn;gxn+1
�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
=

lim
n!+1

Fgyn;gyn+1
�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
= 1:

et

lim
n!+1

Lgxn;gxn+1
�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
= lim

n!+1
Lgyn;gyn+1

�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
= 0:

Comme � est continue, il existe N 2 N tel que pour tout n > N;

Fgxn;gxn+1
�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
� Fgyn;gyn+1

�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
> 1� �

Lgxn;gxn+1
�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
�Lgyn;gyn+1

�
�n1 (t)� �n1+1 (t)

�
< �

Ainsi, d�après (4.6), (4.7), (4:16) et (4:17), on obtient

Fgxn;gxn+k (�
n1 (t)) � Fgyn;gyn+k (�n1 (t)) > 1� "

Lgxn;gxn+k (�
n1 (t))�Lgyn;gyn+k (�n1 (t)) < "
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pour tout k 2 N: Puisque

min
�
Fgxn;gxn+k (�

n1 (t)) ; Fgyn;gyn+k (�
n1 (t))

	
> Fgxn;gxn+k (�

n1 (t)) � Fgyn;gyn+k (�n1 (t)) :

et

max
�
Lgxn;gxn+k (�

n1 (t)) ; Lgyn;gyn+k (�
n1 (t))

	
< Lgxn;gxn+k (�

n1 (t))�Lgyn;gyn+k (�n1 (t))

on trouve

min
�
Fgxn;gxn+k (�

n1 (t)) ; Fgyn;gyn+k (�
n1 (t))

	
> 1� "

max
�
Lgxn;gxn+k (�

n1 (t)) ; Lgyn;gyn+k (�
n1 (t))

	
< "

Par monotonicité de F et L; on a pour tout k 2 N

min
�
Fgxn;gxn+k (t) ; Fgyn;gyn+k (t)

	
� min

�
Fgxn;gxn+k (�

n1 (t)) ; Fgyn;gyn+k (�
n1 (t))

	
> 1� "

et

max
�
Lgxn;gxn+k (t) ; Lgyn;gyn+k (t)

	
� max

�
Lgxn;gxn+k (�

n1 (t)) ; Lgyn;gyn+k (�
n1 (t))

	
< "

Donc fgxng et fgyng ; i.e., fT (xn; yn)g et fT (yn; xn)g sont des suites de Cauchy dans X:

Comme T (X �X) est complet et T (X �X) � g (X), il existe a; b 2 X tel que fT (xn; yn)g
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converge vers ga et fT (yn; xn)g converge vers gb. Ensuite, on prouve que ga = T (a; b) et gb =

T (b; a). Soit t > 0, puisque limn!+1 �
n (t) = 0; il existe n2 = n2 (t) 2 N tel que �n2 (� (t)) <

� (t) : En utilisant (1) et (2) dans la dé�nition (1:26) et (4:1), on trouve

FT (a;b);ga (� (t)) (4.18)

� FT (a;b);T(xn+n2 ;yn+n2)
�
�n2+1 (t)

�
� FT(xn+n2 ;yn+n2);ga

�
� (t)� �n2+1 (t)

�
� Fga;gxn+n2 (�

n2 (t)) � Fgb;gyn+n2 (�
n2 (t)) � FT(xn+n2 ;yn+n2);ga

�
� (t)� �n2+1 (t)

�
:

et

LT (a;b);ga (� (t)) (4.19)

� LT (a;b);T(xn+n2 ;yn+n2)
�
�n2+1 (t)

�
�LT(xn+n2 ;yn+n2);ga

�
� (t)� �n2+1 (t)

�
� Lga;gxn+n2 (�

n2 (t))�Lgb;gyn+n2 (�
n2 (t))�LT(xn+n2 ;yn+n2);ga

�
� (t)� �n2+1 (t)

�
Notons que gxn ! ga; gyn ! gb et fT (xn+n2 ; yn+n2)g ! ga: Ainsi, en faisant n ! +1 dans

(4.18) et (4.19), on obtient

FT (a;b);ga (� (t)) � 1 � 1 = 1

LT (a;b);ga (� (t)) � 0�0 = 0

Par induction, on trouve

FT (a;b);ga (�
n (t)) � 1

LT (a;b);ga (�
n (t)) � 0

En utilisant (IM-3) et (IM-7) on a ga = T (a; b) : De même, on peut prouver que gb = T (b; a) :

Prochainement, on prouve que si (a�; b�) 2 X �X est un autre point de coïncidence couplé

de g et T , alors ga = ga� et gb = gb�: En e¤et, en appliquant (4:1), on obient

Fga;ga� (� (t)) = FT (a;b);T (a�;b�) (� (t)) � Fga;ga� (t) � Fgb;gb� (t)

Fgb;gb� (� (t)) = FT (b;a);T (b�;a�) (� (t)) � Fga;ga� (t) � Fgb;gb� (t)
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et

Lga;ga� (� (t)) = LT (a;b);T (a�;b�) (� (t)) � Lga;ga� (t)�Lgb;gb� (t)

Lgb;gb� (� (t)) = LT (b;a);T (b�;a�) (� (t)) � Lga;ga� (t)�Lgb;gb� (t)

Il en découle que

Fga;ga� (� (t)) � Fgb;gb� (� (t)) � �2 (Fga;ga� (t) � Fgb;gb� (t))

et

Lga;ga� (� (t)) � Lgb;gb� (� (t)) � �2 (Lga;ga� (t) � Lgb;gb� (t)) :

Par induction, on obtient

min f Fga;ga� (�
n (t)) ; Fgb;gb� (�

n (t))g

� Fga;ga� (�
n (t)) � Fgb;gb� (�

n (t))

� �2n (Fga;ga� (t) � Fgb;gb� (t))

et

max f Lga;ga� (�
n (t)) ; Lgb;gb� (�

n (t))g

� Lga;ga� (�
n (t))�Lgb;gb� (�n (t))

� �2n (Lga;ga� (t)� Lgb;gb� (t))

Il résulte du lemme 4:1 et lemme 4:2 et (IM � 3) et (IM � 7) que ga = ga� et gb = gb�: Ceci

montre que g et T ont un point couplé de coïncidence unique.
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Maintenant, on montre que ga = gb. En appliquant (4:1), on obtient

Fga;gyn (� (t)) = FT (a;b);T (yn�1;xn�1) (� (t)) � Fga;gyn�1 (t) � Fgb;gxn�1 (t) (4.20)

Fgb;gxn (� (t)) = FT (b;a);T (xn�1;yn�1) (� (t)) � Fgb;gxn�1 (t) � Fga;gyn�1 (t) :

et

Lga;gyn (� (t)) = LT (a;b);T (yn�1;xn�1) (� (t)) � Lga;gyn�1 (t)�Lgb;gxn�1 (t) (4.21)

Lgb;gxn (� (t)) = LT (b;a);T (xn�1;yn�1) (� (t)) � Lgb;gxn�1 (t)�Lga;gyn�1 (t)

Soient

Fn (t) = Fgb;gxn (t) � Fga;gyn (t) et

Ln (t) = Lgb;gxn (t)�Lga;gyn (t) :

D�après (4.20) et (4.21), il vient

Fn (�
n (t)) � �2

�
Fn�1

�
�n�1 (t)

��
� ::: � �2n (F0 (t)) :

Ln (�
n (t)) � �2

�
Ln�1

�
�n�1 (t)

��
� ::: � �2n (L0 (t))

En appliquant les lemmes 4.1 et 4.2, on a limn!+1 Fn (t) = 1 et limn!+1 Ln (t) = 0; ce qui

implique que

lim
n!+1

Fgb;gxn (t) = lim
n!+1

Fga;gyn (t) = 1

lim
n!+1

Lgb;gxn (t) = lim
n!+1

Lga;gyn (t) = 0:

Puisque fgxng converge vers ga et fgyng converge vers gb, on trouve gb = ga = u. Comme T et

g sont w-compatibles, on obtient

gu = g (ga) = g (T (a; b)) = T (ga; gb) = T (u; u) :
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ce qui implique que (u; u) est un point de coïncidence couplé de T et g: Donc T et g ont un point

couplé unique de coïncidence, d�ou, gu = ga. En�n, on démontre l�unicité du point �xe commun

de T et g. Soit v 2 X tel que v = gv = T (v; v) : En utilisant (4.1), on a

Fu;v (� (t)) = FT (u;u);T (v;v) (� (t))

� Fgu;gv (t) � Fgu;gv (t) = �2 (Fu;v (t)) :

et

Lu;v (� (t)) = LT (u;u);T (v;v) (� (t))

� Lgu;gv (t)�Lgu;gv (t) = �2 (Lu;v (t)) :

ce qui implique

Fu;v (�
n (t)) � �2n (Fu;v (t))

Lu;v (�
n (t)) � �2n (Lu;v (t))

En appliquant les Lemmes 4.1,4.2 et (IM-3),(IM-7) on trouve que u = v: Ce qui achève à la

démonstration.

Théorème 4.2 Soit (X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue � de type H et une t-conorme continue � de type H. Soient � : (0;1)! (0;1) une fonction

véri�ant limn!+1 �
n (t) =1 pour tout t > 0 et T : X�X ! X et g : X ! X deux applications

telles que T (X �X) � g (X) et pour tout t > 0, x; y; u; v 2 X.

FT (x;y);T (u;v) (t) � Fg(x);g(u) (� (t)) � Fg(y);g(v) (� (t)) (4.22)

LT (x;y);T (u;v) (t) � Lg(x);g(u) (� (t))�Lg(y);g(v) (� (t))

Supposons que T (X �X) est complet et que g et T sont faiblement compatibles, alors g et T

ont un point �xe commun unique x� 2 X, c�est à dire x� = T (x�; x�) = g (x�) :

Preuve Comme T (X �X) � g (X), on peut construire deux suites fxng et fyng dans X
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telles que

gxn+1 = T (xn; yn) et gyn+1 = T (yn; xn) pour tout n 2 N [ f0g (4.23)

En appliquant (4:22) et (4:23) on a

Fgxn;gxn+1 (t) = FT (xn�1;yn�1);T (xn;yn) (t) (4.24)

� Fg(xn�1);g(xn) (� (t)) � Fg(yn�1);g(yn) (� (t))

Lgxn;gxn+1 (t) = LT (xn�1;yn�1);T (xn;yn) (t)

� Lg(xn�1);g(xn) (� (t))�Lg(yn�1);g(yn) (� (t))

et

Fgyn;gyn+1 (t) = FT (yn�1;xn�1);T (yn;xn) (t) (4.25)

� Fg(xn�1);g(xn) (� (t)) � Fg(yn�1);g(yn) (� (t))

Lgyn;gyn+1 (t) = LT (yn�1;xn�1);T (yn;xn) (t)

� Lg(xn�1);g(xn) (� (t))�Lg(yn�1);g(yn) (� (t))

Maintenant, soient En (t) = Fgxn;gxn+1 (t) � Fgyn;gyn+1 (t) et Pn (t) = Lgxn;gxn+1 (t)�Lgyn;gyn+1 (t) :
En utilisant (4:24) et (4:25) on obtient En+1 (t) � En (� (t)) et Pn+1 (t) � Pn (� (t)) : Il en résulte

que

En+1 (t) � �2 (En (� (t))) � ::: � �2n (E1 (�n (t))) (4.26)

Pn+1 (t) � �2 (Pn (� (t))) � ::: � �2n (P1 (�n (t)))

Comme limt!+1E1 (t) = limt!+1 Fgx0;gx1 (t)�Fgy0;gy1 (t) = 1; limt!+1 P1 (t) = limt!+1 Lgx0;gx1 (t)�

Lgy0;gy1 (t) = 0 et limn!+1 �
n (t) = 1 pour chaque t > 0; on a limn!+1E1 (�

n (t)) = 1 et

limn!+1 P1 (�
n (t)) = 0.
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D�après le lemme 4.1 et lemme 4.2, on a

lim
n!+1

En (t) = 1 pour tout t > 0 (4.27)

lim
n!+1

Pn (t) = 0 pour tout t > 0

Pour tout t > 0 �xe et limn!+1 �
n (t) =1, il existe n0 = n0 (t) 2 N tel que �n0+1 (t) < �n0 (t) <

t:

De même, puisque limn!+1 �
n
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
= 1; il existe m0 = m0 (t) 2 N tel que

�m0
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
> �n0+1 (t)� �n0 (t) : D�après (4.24), on trouve

Fgxn+m0 ;gxn+m0+1
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
� En+m0

�
�
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
(4.28)

� ::: � �2m0
�
En
�
�m0

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

���
� �2m0

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
Lgxn+m0 ;gxn+m0+1

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
� Pn+m0

�
�
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
� ::: � �2m0

�
Pn
�
�m0

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

���
� �2m0

�
Pn
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
Ensuite, on montre par induction que pour tout k 2 N; il existe bk 2 N tel que

Fgxn+m0 ;gxn+m0+k
�
�n0+1 (t)

�
� �bk

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
(4.29)

Lgxn+m0 ;gxn+m0+k
�
�n0+1 (t)

�
� �bk

�
Pn
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
et

Fgyn+m0 ;gyn+m0+k
�
�n0+1 (t)

�
� �bk

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
(4.30)

Lgyn+m0 ;gyn+m0+k
�
�n0+1 (t)

�
� �bk

�
Pn
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
C�est une évidence pour k = 0 puisque Fgxn+m0 ;gxn+m0

�
�n0+1 (t)

�
= Fgyn+m0 ;gyn+m0

�
�n0+1 (t)

�
= 1

et Lgxn+m0 ;gxn+m0
�
�n0+1 (t)

�
= Lgyn+m0 ;gyn+m0

�
�n0+1 (t)

�
= 0:
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Supposons que (4:29) et (4:30) sont vraies pour un certain k 2 N: En utilisant (4:22), (4:29),

(4:28) et (IM � 5), on obtient

Fgxn+m0 ;gxn+m0+k+1
�
�n0+1 (t)

�
= Fgxn+m0 ;gxn+m0+k+1

�
�n0+1 (t)� �n0 (t) + �n0 (t)

�
� Fgxn+m0 ;gxn+m0+1

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
� Fgxn+m0+1;gxn+m0+k+1 (�

n0 (t))

= Fgxn+m0 ;gxn+m0+1
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
� FT(xn+m0 ;yn+m0);T(xn+m0+k;yn+m0+k) (�

n0 (t))

� Fgxn+m0 ;gxn+m0+1
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
�
�
Fgxn+m0 ;gxn+m0+k

�
�n0+1 (t)

�
� Fgyn+m0 ;gyn+m0+k

�
�n0+1 (t)

��
� Fgxn+m0 ;gxn+m0+1

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
�
�
�2bk

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

���
� �2m0

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
�
�
�2bk

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

���
= �2(m0+bk)

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
et

Lgxn+m0 ;gxn+m0+k+1
�
�n0+1 (t)

�
= Lgxn+m0 ;gxn+m0+k+1

�
�n0+1 (t)� �n0 (t) + �n0 (t)

�
� Lgxn+m0 ;gxn+m0+1

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
�Lgxn+m0+1;gxn+m0+k+1 (�

n0 (t))

= Lgxn+m0 ;gxn+m0+1
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
�LT(xn+m0 ;yn+m0);T(xn+m0+k;yn+m0+k) (�

n0 (t))

� Lgxn+m0 ;gxn+m0+1
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
�
�
Lgxn+m0 ;gxn+m0+k

�
�n0+1 (t)

�
�Lgyn+m0 ;gyn+m0+k

�
�n0+1 (t)

��
� Lgxn+m0 ;gxn+m0+1

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
�
�
�2bk

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

���
� �2m0

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
�
�
�2bk

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

���
= �2(m0+bk)

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
:

Demême, on peut prouver que Fgyn+m0 ;gyn+m0+k+1
�
�n0+1 (t)

�
� �2(m0+bk)

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
et Lgyn+m0 ;gyn+m0+k+1

�
�n0+1 (t)

�
� �2(m0+bk)

�
En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

��
:

Comme bk+1 = 2 (m0 + bk) 2 N; (4.29) est vraie pour k + 1: Par conséquent, il existe bk 2 N

tel que (4:29) est vraie pour tout k 2 N.

Soient t > 0 et " > 0: Par hypothèse f�n : n 2 Ng est équicontinu au 1 et � (1) = 1; il existe

� > 0 tel que

si s 2 (1� �; 1], on a �n (s) > 1� " pour tout n 2 N (4.31)

et f�n : n 2 Ng est équicontinu au 0 et � (0) = 0; il existe � > 0 tel que

si s 2 [0; �), on a �n (s) < " pour tout n 2 N (4.32)
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D�autre part, à partir de (4:20) limn!+1En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
= 1 et limn!+1 Pn

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
=

0; il existe N0 2 N telle que pour tout n > N0;

En
�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
2 (1��; 1] et Pn

�
�n0+1 (t)� �n0 (t)

�
2 [0; �): D�où, il résulte de (4:29),

(4:30), (4:31) et (4:32) que

Fgxn+m0 ;gxn+m0+k
�
�n0+1 (t)

�
� Fgyn+m0 ;gyn+m0+k

�
�n0+1 (t)

�
> 1� "

Lgxn+m0 ;gxn+m0+k
�
�n0+1 (t)

�
�Lgyn+m0 ;gyn+m0+k

�
�n0+1 (t)

�
< "

pour tout n > N0 et tout k 2 N. A partir de (4:17) et (4:18), on trouve

min
n
Fgxn+m0+n0+1;gxn+m0+n0+1+k (t) ; Fgyn+m0+n0+1;gyn+m0+n0+1+k (t)

o
� �2n0+1

�
Fgxn+m0 ;gxn+m0+k

�
�n0+1 (t)

�
� Fgyn+m0 ;gyn+m0+k

�
�n0+1 (t)

��
> 1� "

max
n
Lgxn+m0+n0+1;gxn+m0+n0+1+k (t) ; Lgyn+m0+n0+1;gyn+m0+n0+1+k (t)

o
� �2n0+1

�
Lgxn+m0 ;gxn+m0+k

�
�n0+1 (t)

�
�Lgyn+m0 ;gyn+m0+k

�
�n0+1 (t)

��
< "

Ceci implique que pour tout k 2 N;

Fgxm;gxm+k (t) > 1� " and Fgym;gym+k (t) > 1� "

Lgxm;gxm+k (t) < " and Lgym;gym+k (t) < "

où m > N0 + n0 +m0 + 1. Alors, fgxng et fgyng, i.e, fT (xn; yn)g et fT (yn; xn)g sont des suites

de Cauchy. Comme T (X �X) est complet et T (X �X) � g (X), il existe (a; b) 2 X �X tels

que fT (xn; yn)g converge vers ga et fT (yn; xn)g converge vers gb:

Ensuite, on montre que ga = T (a; b) et gb = T (b; a). Daprès (IM � 5) et (4:22), on a

pour tout t > 0;

FT (a;b);T (xn;yn) (t) � Fga;gxn (� (t)) � Fgb;gyn (� (t)) (4.33)

LT (a;b);T (xn;yn) (t) � Lga;gxn (� (t))�Lgb;gyn (� (t)) :

Puisque limn!+1 gxn = ga et limn!+1 gyn = gb, lorsque n ! +1 dans (4:33), on trouve
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limn!+1 T (xn; yn) = T (a; b) : Notons que limn!+1 T (xn; yn) = ga; on obtient T (a; b) = ga: De

même, on peut prouver que T (a; b) = gb:

Soient u = ga et v = gb. Comme g et T sont faiblement compatibles, on a

gu = g (ga) = g (T (a; b)) = T (ga; gb) = T (u; v) (4.34)

gv = g (gb) = g (T (b; a)) = T (gb; ga) = T (v; u) :

Ce qui montre que (u; v) est un point de coïncidence couplé de g et T:

Maintenant, on montre que gu = ga et gv = gb: En utilisant (4:22), on trouve

Fgu;gxn (t) = FT (u;v);T (xn�1;yn�1) (t) � Fgu;gxn�1 (� (t)) � Fgv;gyn�1 (� (t))

Lgu;gxn (t) = LT (u;v);T (xn�1;yn�1) (t) � Lgu;gxn�1 (� (t))�Lgv;gyn�1 (� (t))
et

Fgv;gyn (t) = FT (v;u);T (yn�1;xn�1) (t) � Fgv;gyn�1 (� (t)) � Fgu;gxn�1 (� (t))

Lgv;gyn (t) = LT (v;u);T (yn�1;xn�1) (t) � Lgv;gyn�1 (� (t))�Lgu;gxn�1 (� (t))
Soient Fn (t) = Fgu;gxn (t) � Fgv;gyn (t) et Ln (t) = Lgu;gxn (t)�Lgv;gyn (t). Alors on obtient

Fn (t) � �2 (Fn�1 (� (t))) � ::: � �2n (F0 (�n (t)))

Ln (t) � �2 (Ln�1 (� (t))) � ::: � �2n (L0 (�n (t))) :

Comme limn!+1 �
n (t) =1 et �;� sont continues, on a

�2n (F0 (�n (t))) = �2n (Fgv;gx0 (�n (t)) � Fgu;gy0 (�n (t)))! 1 lorsque n! +1

et

�2n (L0 (�n (t))) = �2n (Lgv;gx0 (�n (t))�Lgu;gy0 (�n (t)))! 0 lorsque n! +1

Ce qui montre que Fn (t)! 1 et Ln (t)! 0 lorsque n !1, d�ou, on a gu = ga et gv = gb:

Par conséquent, on trouve gu = u et gv = v: Maintenant, à partir de (4:34) il en résulte que

u = gu = T (u; v) et v = gv = T (v; u) :

En�n, on démontre que u = v: En e¤et, d�après (4.22), on a pour tout t > 0;

Fu;v (t) = FT (u;v);T (v;u) (t) � Fgu;gv (� (t)) � Fgv;gu (� (t)) = �2 (Fu;v (� (t))) :

Lu;v (t) = LT (u;v);T (v;u) (t) � Lgu;gv (� (t))�Lgv;gu (� (t)) = �2 (Lu;v (� (t))) :
Par induction, on peut obtenir Fu;v (t) � �2n (Fu;v (�n (t))) et Lu;v (t) � �2n (Lu;v (�n (t))) :
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Soit n ! +1 et notant que �n (t) ! 1 ; n ! +1; on a Fu;v (t) = 1 et Lu;v (t) = 0 pour tout

t > 0, i.e., u = v. Donc, u est un point �xe commun de g et T .

La preuve de l�unicité de u est similaire à la preuve de l�unicité dans le théorème 4.1. Ce qui

achève la démonstration.

Dans les théorème 4.1 et 4.2, si gx = x pour tout x 2 X; on obtient les corollaires suivants.

Corollaire 4.1 Soit (X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue � de type H et une t-conorme continue � de type H. Soient � : (0;1)! (0;1) une fonction

véri�ant limn!+1 �
n (t) = 0 pour tout t > 0 et T : X � X ! X une application satisfaisant

l�inégalité suivante

FT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Fx;u (t) � Fy;v (t)

LT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Lx;u (t)�Ly;v (t)

pour tout t > 0; x; y; u; v 2 X. Supposons que T (X �X) est complet. Alors T a un point �xe

unique x� 2 X, c�est à dire, x� = T (x�; x�) :

Corollaire 4.2 Soit (X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste avec une t-norme conti-
nue � de type H et une t-conorme continue � de type H. Soient � : (0;1)! (0;1) une fonction

satisfaisant limn!+1 �
n (t) =1 pour tout t > 0 et T : X�X ! X véri�ant l�inégalité suivante

FT (x;y);T (u;v) (t) � Fx;u (� (t)) � Fy;v (� (t))

LT (x;y);T (u;v) (t) � Lx;u (� (t))�Ly;v (� (t))

pour tout t > 0; x; y; u; v 2 X. Supposons que T (X �X) est complet. Alors T a un point �xe

unique x� 2 X, c�est à dire, x� = T (x�; x�) :

Maintenant, on illustre le théorème 4.1 par l�exemple suivant :

Exemple 4.1 Soient X = [0; 1
8
)[
�
1
4

	
, x�y = min (x; y) et x�y = max (x; y) pour tout x; y 2 X:

On dé�nit Fx;y (t) =
t

t+ jx� yj et Lx;y (t) =
jx� yj

t+ jx� yj pour tout x; y 2 X et t > 0: Alors
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(X;F; L; �;�) un espace de Menger intuitionniste, mais il n�est pas complèt. On dé�nit les deux
applications g : X ! X et T : X �X ! X par

g (x) =

8>>>>><>>>>>:

x

4
si x 2

�
0;
1

16

�
x si x 2

�
1

16
;
1

8

�
1

4
si x =

1

4

et

T (x; y) =

� x

16
si x 2 [0; 1

4
)

1

128
si x =

1

4

Il est facile de voir que g et T ne commutent pas puisque g
�
T
�
1
4
; 1
4

��
6= T

�
g
�
1
4

�
; g
�
1
4

��
; T (X �X) �

g (X) et T (X �X) est complet. Soit � : (0;+1)! (0;+1) dé�nie par

� (t) =

�3
2
; t = 1

t

2
; t 6= 1

Alors limn!+1 �
n (t) = 0 pour tout t > 0. Les équations T (x; y) = g (x) et T (y; x) = g (y), nous

donne (x; y) = (0; 0) et on a gT (0; 0) = T (g0; g0) ; ce qui implique que T et g sont faiblement

compatibles. Les inégalités suivantes sont faciles à véri�er

t

X + t
� min

�
t

Y + t
;

t

Z + t

�
;

X

X + t
� max

�
Y

Y + t
;

Z

Z + t

�
;

X � max fY; Zg ; 8X; Y; Z � 0; t > 0:

Par la dé�nition de F;L, � et le résultat ci-dessus, on peut obtenir l�inégalité (4.1)

FT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Fg(x);g(u) (t) � Fg(y);g(v) (t)
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et

LT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Lg(x);g(u) (t)�Lg(y);g(v) (t)

Ce qui est équivalent à

2 jT (x; y)� T (u; v)j � max fjgx� guj ; jgy � gvjg : ((**))

Maintenant, on véri�e l�inégalité (*) pour t 6= 1 ; on doit considérer les quatre cas suivants :

Cas 1 : Soient x 6= 1

4
et u 6= 1

4
: Dans ce cas, il y a quatre possibilités :

Cas 1.1 : Soit x 2
�
0;
1

16

�
; alors on a

2 jT (x; y)� T (u; v)j = 2
��� x
16
� u

16

���
=

1

2

���x
4
� u

4

���
<

���x
4
� u

4

���
� max

n���x
4
� u

4

��� ; ���y
4
� v

4

���o
� max fjgx� guj ; jgy � gvjg pour tout y; v 2 X

Donc, (*) est véri�ée.

Cas 1.2 : Soient x 2
�
0;
1

16

�
et u 2

�
1

16
;
1

8

�
: Alors

2 jT (x; y)� T (u; v)j = 2
��� x
16
� u

16

���
=

1

2

���x
4
� u

4

���
� 1

2

���x� u

4

���
� max

n���x� u

4

��� ; ���y
4
� v

4

���o
� max fjgx� guj ; jgy � gvjg pour tout x; u; v; v 2 X

Cas 1.3 : Soient x 2
�
1

16
;
1

8

�
et u 2

�
0;
1

16

�
: Ce cas est similaire au cas 1.2.
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Cas 1.4 : Soient x 2
�
1

16
;
1

8

�
et u 2

�
1

16
;
1

8

�
: Alors

2 jT (x; y)� T (u; v)j = 2
��� x
16
� u

16

���
=

1

2

���x
4
� u

4

���
�

���x
4
� u

4

���
� max

n
jx� uj ;

���y
2
� v

2

���o
� max fjgx� guj ; jgy � gvjg pour tout x; u; y; v 2 X

Cas 2 : Soient x =
1

4
et u =

1

4
: Alors on a :

2 jT (x; y)� T (u; v)j = 2
��� x
128

� u

128

���
= 0

� max

�����g�14
�
� g

�
1

4

����� ; jgy � gvj
�
pour tout y; v 2 X

Cas 3 : Soient x =
1

4
et u 6= 1

4
: Alors on a

Cas 3.1 : Si u 2
�
0;
1

8

�
, alors

2 jT (x; y)� T (u; v)j = 2

����T �12 ; y
�
� T (u; v)

����
= 2

���� 1128 � u

16

����
=

���� 164 � u

8

����
�

����18 � u

����
�

����14 � u

4

����
� max

�����g�14
�
� gu

���� ; jgy � gvj
�

pour tout y; v 2 X
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Cas 3.2. Si u 2
�
1

16
;
1

8

�
; alors

2 jT (x; y)� T (u; v)j = 2

���� 1128 � u

16

����
�

���� 164 � u

8

����
�

����18 � u

����
�

����14 � u

����
� max

�����g�14
�
� gu

���� ; jgy � gvj
�

pour tout y; v 2 X

Cas 4. x 6= 1

4
et u =

1

4
: Ce cas est similaire au 3ème cas. Il est facile de voir que (0; 0) est un

point de coïncidence couplé de g et T . Aussi g et T sont faiblement compatibles en (0; 0) : D�après

le théorème 4.1, on conclue que g et T ont un point �xe commun unique dans X. Il est évident

dans cet exemple que 0 est le point �xe commun unique de g et T dans X:

4.3 Application aux équations intégrales

Comme une application des théorèmes (4.1) , on étudie l�existence et l�unicité de la solution

à une équation intégrale de Fredholm non linéaire.

On considère l�équation intégrale suivante :

x (p) =

bZ
a

(K1 (p; q) +K2 (p; q)) [f (q; x (q)) + g (q; x (q))] dq + h (p) ; (4.35)

pour tout p 2 I = [a; b] :

Soit � désigne l�ensemble de toutes les fonctions � : [0; 1]! [0; 1] véri�ant

(i�) � est croissante,

(ii�) � (p) � p:

On suppose que les fonctions K1; K2; f; g satisfont les conditions suivantes.
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(i) K1 (p; q) � 0 et K2 (p; q) � 0 pour tout p; q 2 I;

(ii) Il existe � 2 � telle que pour tout x; y 2 R avec x � y, on a

0 � f (q; x)� f (q; y) � �� (x� y) (4.36)

et

��� (x� y) � g (q; x)� g (q; y) � 0; (4.37)

(iii)

max f�; �g sup
p2I

bZ
a

[K1 (p; q)�K2 (p; q)] dq �
1

8
(4.38)

Considérons l�équation intégrale (4:35) avec K1; K2 2 C (I � I;R) et h 2 C (I;R) : Supposons

que l�Assomption 1 est satisfaite, alors l�équation intégrale (4:35) a une solution unique dans

C (I;R) :

Preuve Soit X = C (I;R) : Il est facile de véri�er que (X;F; L; �;�) est un espace de Menger

intuitionniste complet pour

Fx;y (t) =
t

t+ jx� yj et Lx;y (t) =
jx� yj

t+ jx� yj pour tout x; y 2 X et t > 0

avec x � y = min (x; y) et x�y = max (x; y) pour tout x; y 2 X:

On dé�nit maintenant l�application T : X �X ! X par

T (x; y) (p) =

Z b

a

K1 (p; q) [f (q; x (q)) + g (q; y (q))] dq + (4.39)

+

Z b

a

K2 (p; q) [f (q; y (q)) + g (q; x (q))] dq + h (p)

pour tout p 2 I et � (t) = t

2
pour tout t > 0: Maintenant, pour tout x; y; u; v 2 X; en utilisant
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(4:36) et (4:37), on obtient

T (x; y) (p)� T (u; v) (p) (4.40)

=

Z b

a

K1 (p; q) [f (q; x (q)) + g (q; y (q))] dq

+

Z b

a

K2 (p; q) [f (q; y (q)) + g (q; x (q))] dq

�
Z b

a

K1 (p; q) [f (q; u (q)) + g (q; v (q))] dq

�
Z b

a

K2 (p; q) [f (q; v (q)) + g (q; u (q))] dq

=

Z b

a

K1 (p; q) [f (q; x (q))� f (q; u (q)) + g (q; y (q))� g (q; v (q))] dq

+

Z b

a

K2 (p; q) [f (q; y (q))� f (q; v (q)) + g (q; x (q))� g (q; u (q))] dq

=

Z b

a

K1 (p; q) [(f (q; x (q))� f (q; u (q)))� (g (q; v (q))� g (q; y (q)))] dq

�
Z b

a

K2 (p; q) [(f (q; v (q))� f (q; y (q)))� (g (q; x (q))� g (q; u (q)))] dq

�
Z b

a

K1 (p; q) [�� (x (q)� u (q)) + �� (v (q)� y (q))] dq

�
Z b

a

K2 (p; q) [�� (v (q)� y (q)) + �� (x (q)� u (q))] dq

Puisque la fonction � est croissante on a

� (x (q)� u (q)) � � (jx (q)� u (q)j)

et

� (v (q)� y (q)) � � (jv (q)� y (q)j) ;
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D�après (4:40) et compte tenu du fait que K2 (p; q) � 0, on trouve

jT (x; y) (p)� T (u; v) (p)j (4.41)

�
Z b

a

K1 (p; q) [�� (jx (q)� u (q)j) + �� (jv (q)� y (q)j)] dq

�
Z b

a

K2 (p; q) [�� (jv (q)� y (q)j) + �� (jx (q)� u (q)j)] dq

�
Z b

a

K1 (p; q) [max f�; �g � (jx (q)� u (q)j) + max f�; �g � (jv (q)� y (q)j)] dq

�
Z b

a

K2 (p; q) [max f�; �g � (jv (q)� y (q)j) + max f�; �g � (jx (q)� u (q)j)] dq

En utilisant (4:39), on trouve

jT (x; y)� T (u; v)j (4.42)

� max f�; �g
Z b

a

[K1 (p; q)�K2 (p; q)] dq: [� (jx (q)� u (q)j) + � (jv (q)� y (q)j)]

� max f�; �g sup
p2I

Z b

a

[K1 (p; q)�K2 (p; q)] dq: [� (jx (q)� u (q)j) + � (jv (q)� y (q)j)]

� � (jx� uj) + � (jv � yj)
8

;

Ainsi

2 jT (x; y)� T (u; v)j � � (jx� uj) + � (jv � yj)
4

(4.43)

Comme � est croissante, on a

� (jx� uj) � � (jx� uj) + � (jy � vj) ; (4.44)

� (jy � vj) � � (jx� uj) + � (jy � vj) ;

et à l�aide de (ii�) on obtient

� (jx� uj) + � (jy � vj)
2

� � (jx� uj+ jy � vj) (4.45)

� jx� uj+ jy � vj

� 2max fjx� uj ; jy � vjg ;
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Donc
� (jx� uj) + � (jy � vj)

4
� max fjx� uj ; jy � vjg (4.46)

Ainsi, d�après (4:43) et (4:46) ; on trouve

2 jT (x; y)� T (u; v)j � max fjx� uj ; jy � vjg (4.47)

Maintenant, d�après (4:47) et (��) ; il en résulte que

FT (x;y);T (u;v) (� (t)) = FT (x;y);T (u;v)

�
t

2

�
=

t
2

t
2
+ jT (x; y)� T (u; v)j

=
t

t+ 2 jT (x; y)� T (u; v)j

� t

t+max fjx� uj ; jy � vjg

� min

�
t

t+ jx� uj ;
t

t+ jy � vj

�
� min fFx;u (t) ; Fy;v (t)g ;

et

LT (x;y);T (u;v) (� (t)) = LT (x;y);T (u;v)

�
t

2

�
=

jT (x; y)� T (u; v)j
t
2
+ jT (x; y)� T (u; v)j

=
2 jT (x; y)� T (u; v)j

t+ 2 jT (x; y)� T (u; v)j

� max fjx� uj ; jy � vjg
t+max fjx� uj ; jy � vjg

� max

�
jx� uj

t+ jx� uj ;
jy � vj

t+ jy � vj

�
� max fLx;u (t) ; Ly;v (t)g

C�est ainsi

FT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Fx;u (t) � Fy;v (t)
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et

LT (x;y);T (u;v) (� (t)) � Lx;u (t)�Ly;v (t)

qui sont les conditions (4:1), Donc toutes les hypothèses de corollaire 4.1 sont satisfaites et T a

un point �xe unique a 2 X, c�est à dire a = T (a; a) et a 2 C (I;R) est la solution unique de

l�équation intégrale (4:35).
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Chapitre 5

Théorèmes de point �xe couplé pour

des applications faiblement compatibles

dans les espaces de Menger en utilisant

la propriété CLR

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne le concept de la propriété (E:A), la propriété (CLR) et la propriété

(JCLR) pour les applications couplées et on prouve un résultat qui fournit une généralisation

du résultat de Zhong Xiao [69]:

5.2 Résultats préliminaires

Lemme 5.1 Soit (X;F;�) un espace de Menger. Pour chaque � 2 (0; 1], on de�nit la fonction

d� : X �X ! R+ par

d� (x; y) = inf ft > 0 : Fx;y (t) > 1� �g . (***)

Alors,les assertions suivantes sont véri�ées.

99



Chapitre 5. Théorèmes de point �xe couplé pour des applications faiblement
compatibles dans les espaces de Menger en utilisant la propriété CLR

(1) d� (x; y) < t ssi Fx;y (t) > 1� �;

(2) d� (x; y) = d� (y; x) pour tout x; y 2 X et � 2 (0; 1];

(3) d� (x; y) = 0 pour tout � 2 (0; 1] ssi x = y:

Lemme 5.2 Soient (X;F;�) un espace de Menger et fd�g�2(0;1] une famille de pseudo-métriques

sur X dé�ne par (***). Si � est une t-norme de type H, alors pour chaque � 2 (0; 1], il existe

� 2 (0; �] tel que pour tout m 2 Z+;

d� (x0; xm) �
Pm�1

i=0 d� (xi; xi+1) ; pour tout x0; x1; :::; xm 2 X:

5.3 Résultats principaux

Maintenant, on introduit les concepts suivants.

Dé�nition 5.1 Soit (X;F;�) un espace de Menger. Les applications A : X � X ! X et

S : X ! X véri�ent la propriété E.A s�il existe deux suites fxng ; fyng 2 X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = x et

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = y

pour certains x; y 2 X:

Dé�nition 5.2 Soient (X;F;�) un espace de Menger et A : X � X ! X; B : X � X ! X;

T : X ! X; S : X ! X quatres applications. Les deux paires (A; S) et (B; T ) véri�ent la

propriété E:A s�il existe des suites fxng ; fyng ; fx0ng ; fy0ng 2 X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = lim
n!1

B (x0n; y
0
n) = lim

n!1
T (x0n) = x;

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = lim
n!1

B (y0n; x
0
n) = lim

n!1
T (y0n) = y

pour x; y 2 X:
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Dé�nition 5.3 Soit (X;F;�) un espace de Menger. Les applications A : X � X ! X et

S : X ! X véri�ent la propriété CLRS s�il existe des suites fxng ; fyng 2 X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = Sx et

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = Sy

pour x; y 2 X:

Dé�nition 5.4 Soient (X;F;�) un espace de Menger et A : X � X ! X; B : X � X ! X;

T : X ! X; S : X ! X quatre applications. Les deux paires (A; S) et (B; T ) véri�ent la

propriété CLRST s�il existe des suites fxng ; fyng ; fx0ng ; fy0ng 2 X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = lim
n!1

B (x0n; y
0
n) = lim

n!1
T (x0n) = x;

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = lim
n!1

B (y0n; x
0
n) = lim

n!1
T (y0n) = y

où x; y 2 S (X) \ T (X) :

Jian-Zhong Xiao [69] a prouvé le résultat suivant :

Théorème 5.1 Soient (X;F;�) un espace de Menger complet avec � une application t-norme

de type H telle que � � �p et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g

et
P1

n=1 '
n (t) < +1 pour tout t > 0: Soient A : X � X ! X; T : X ! X deux applications

satisfaisant

FA(x;y);A(u;v) ('(t)) � [� (FTx;Tu (t) ; FTy;Tv (t))]1=2

pour tout x; y; u; v 2 X et t > 0, où A (X �X) � T (X), T est continue et commute avec A:

Alors, il existe u 2 X unique telle que u = Tu = A (u; u) :

On donne maintenant notre résultat principal qui fournit une généralisation du théorème 5.1.

Théorème 5.2 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � une application t-norme de type H

telle � � �p et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g et
P1

n=1 '
n (t) <
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+1 pour tout t > 0: Soient A : X � X ! X et S : X ! X deux applications satisfaisant les

conditions suivantes :

(1)

FA(x;y);A(u;v) ('(t)) � [� (FSx;Su (t) ; FSy;Sv (t))]1=2 (5.1)

pour tout x; y; u; v 2 X et t > 0

(2) Le paire (A; S) est faiblement compatible.

(3) Le paire (A; S) satisfait la proprieté CLRS.

Alors A et S ont un point de coïncidence couplé dans X: En outre�il existe un point unique

x 2 X tel que x = A (x; x) = S (x) :

Preuve Puisque A et S satisfont la propriété CLRS, il existe des suites fxng et fyng dans

X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = S (p) ; lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = S (q) (5.2)

pour certains x; y 2 X:

Etape 1. On montre que A et S ont un point de coïncidence couplé. Puisque
P1

n=1 '
n (t) <

+1; on a limn!1 '
n (t) = 0, donc il existe n0 2 Z+ tel que 'n0 (t) < t: En appliquant (5.1), on

obtient

FA(xn;yn);A(p;q) (t) � FA(xn;yn);A(p;q) ('
n0 (t)) (5.3)

�
�
�
�
FS(xn);S(p)

�
'n0�1 (t)

�
; FS(yn);S(q)

�
'n0�1 (t)

���1=2
�

�
FS(xn);S(p)

�
'n0�1 (t)

�
FS(yn);S(q)

�
'n0�1 (t)

��1=2
:

En faisant n!1 dans (5.3), on trouve FS(p);A(p;q) (t) = 1, c�est à dire, A (p; q) = S (p) = x. De

même, on a S (q) = A (q; p) = y. Comme la paire (A; S) est faiblement compatible, il s�ensuit

que A (x; y) = S (x) et A (y; x) = S (y). D�ou A et S ont un point de coïncidence couplé.
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Etape 2. On montre que S (x) = y; S (y) = x. En utilisant (5.1), on a

FS(xn);S(y) (' (t)) = FA(xn;yn);A(y;x) (' (t)) �
�
�
�
FS(xn);S(y) (t) ; FS(yn);S(x) (t)

��1=2
(5.4)

�
�
FS(xn);S(y) (t)FS(yn);S(x) (t)

�1=2
De même, on obtient

FS(x);S(yn) (' (t)) �
�
FS(xn);S(y) (t)FS(yn);S(x) (t)

�1=2
(5.5)

Posons Qn (t) = FS(xn);S(y) (t)FS(yn);S(x) (t) : En utilisant (5.4) et (5.5), on trouve Qn (' (t)) �

Qn�1 (t), donc

Qn ('
n (t)) � Qn�1

�
'n�1 (t)

�
� ::: � Q0 (t) : (5.6)

En outre, à partir de (5.4) - (5.6), il en résulte que

FS(xn);S(y) ('
n (t)) � [Q0 (t)]1=2 ; et FS(x);S(yn) ('

n (t)) � [Q0 (t)]1=2 (5.7)

Il est évident que [Q0 (t)]
1=2 2 D+ puisque limn!1 '

n (t) = 0. D�après (5.7) et le lemme 4.1, on

obtient

lim
n!1

S (xn) = S (y) et lim
n!1

S (yn) = S (x) :

ce qui montre que S (x) = y et S (y) = x: Alors A (x; y) = y et A (y; x) = x:

Etape 3. On va montrer que x = y. En appliquant (5.1) on a

Fx;y (' (t)) = FA(y;x);A(x;y) (' (t)) �
�
�
�
FS(y);S(x) (t) ; FS(x);S(y) (t)

��1=2 � Fx;y (t) : (5.8)

D�après (5.8), on obtient Fx;y ('n (t)) � Fx;y (t) : En utilisant le lemme 4.1, on trouve Fx;y (t) = 1,

i.e., x = y: L�unicité de x découle de (5.1).

Théorème 5.3 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � est une application t-norme de type

H et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g ; ' (t) < t et limn!1 '
n (t) =

0 pour tout t > 0. Soient A : X�X ! X;S : X ! X deux applications satisfaisant les conditions
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suivantes :

(1)

FA(x;y);A(u;v) ('(t)) � [FSx;Su (t) FSy;Sv (t)]1=2 (5.9)

pour tout x; y; u; v 2 X et t > 0

(2) Le paire (A; S) est w-compatible.

(3) Le paire (A; S) satisfait la propriété CLRS.

Alors A et S ont un point de coïncidence couplé dans X. En outre, il existe un point unique

x 2 X tel que x = A (x; x) = S (x) :

Preuve Puisque A et S satisfont la propriété CLRS, il existe des suites fxng et fyng dans

X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = S (p) et lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = S (q) (5.10)

pour certains x; y 2 X:

Etape 1. On montre que A et S ont un point de coïncidence couplé. En appliquant (5.9) et

' (t) < t; on obtient

FS(xn);A(p;q) (t) � FS(xn);A(p;q) (' (t)) = FA(xn;yn);A(p;q) (' (t)) (5.11)

�
�
FS(xn);S(p) (t)FS(yn);S(q) (t)

�1=2
Laissant n!1 dans (5.11), on trouve limn!1 S (xn) = A (p; q). Donc, S (p) = A (p; q) = x. De

même, on peut montrer que S (q) = A (q; p) = y.

Puisque la paire (A; S) est faiblement compatible, il résulte que : A (x; y) = S (x) et A (y; x) =

S (y) :

Etape 2 :

On montre que S (x) = y; S (y) = x.

En fait, à partir de (5.9), on a

FS(xn);S(y) (' (t)) = FA(xn;yn);A(y;x) (' (t)) �
�
FS(xn);S(y) (t)FS(yn);S(x) (t)

�1=2
(5.12)
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De même, on a

FS(x);S(yn) (' (t)) �
�
FS(xn);S(y) (t)FS(yn);S(x) (t)

�1=2
(5.13)

Supposons que Qn (t) = FS(xn);S(y) (t)FS(yn);S(x) (t) : Par (5.12) et (5.13), on obtient

Qn ('
n (t)) � Qn�1

�
'n�1 (t)

�
� ::: � Q0 (t) :

FS(xn);S(y) ('
n (t)) � [Q0 (t)]1=2 ; et FS(x);S(yn) ('n (t)) � [Q0 (t)]

1=2

Puisque [Q0 (t)]
1=2 2 D+ et limn!1 '

n (t) = 0, par le lemme 4.1 on conclue que

lim
n!1

S (xn) = S (y) et lim
n!1

S (yn) = S (x) :

Cela montre que S (x) = y et S (y) = x: Donc, A (x; y) = y et A (y; x) = x:

Etape 3 :

En�n, on démontre que x = y:

Par (5.9), on a

Fx;y (' (t)) = FA(y;x);A(x;y) (' (t)) �
�
FS(y);S(x) (t)FS(x);S(y) (t)

�1=2 � Fx;y (t) : (5.14)

De (5.14), on a Fx;y ('n (t)) � Fx;y (t) : En utilisant le lemme (4.1), on obtient Fx;y (t) = 1; i.e.,

x = y: L�unicité de x découle de (5.9). Ceci termine la preuve.

Théorème 5.4 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � est une application t-norme de type

H et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g ; ' (t) < t et limn!1 '
n (t) =

0 pour tout t > 0. Soient A : X�X ! X;S : X ! X deux applications satisfaisant les conditions

suivantes :

(1)

FA(x;y);A(u;v) (t) � min fFSx;Su (' (t)) ; FSy;Sv (' (t))g (5.15)

pour tout x; y; u; v 2 X et t > 0:

(2) Le paire (A; S) est w-compatible.

(3) Le pair (A; S) satisfont la propriété (CLRS).

105



Chapitre 5. Théorèmes de point �xe couplé pour des applications faiblement
compatibles dans les espaces de Menger en utilisant la propriété CLR

Alors A et S ont un point de coïncidence couplé en X. En outre, il existe un point unique

x 2 X tel que x = A (x; x) = S (x) :

Preuve Comme A et S satisfont la propriété (CLRS), il existe des suites fxng et fyng dans

X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = S (p) ; lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = S (q) (5.16)

pour certains x; y 2 X:

Etape 1 :

On montre que A et S ont un point de coïncidence couplé.

De (5:15) et (5:16); on trouve

FS(xn);A(p;q) (t) = FA(xn;yn);A(p;q) (t) � min
�
FS(xn);S(p) (' (t)) ; FS(yn);S(q) (' (t))

	
(5.17)

Laissant n ! 1 dans (5.17), on obtient limn!1 S (xn) = A (p; q) : Donc, S (p) = A (p; q) = x.

De même, on peut montrer que S (q) = A (q; p) = y.

Comme le paire (A; S) est faiblement compatible, il résulte que : A (x; y) = S (x) et A (y; x) =

S (y) :

Etape 2 :

On montrer que S (x) = y; S (y) = x.

En fait, à partir de (5.15), on a

FS(xn);S(y) (t) = FA(xn;yn);A(y;x) (t) � min
�
FS(xn);S(y) (' (t)) ; FS(yn);S(x) (' (t))

	
(5.18)

De même, on a

FS(x);S(yn) (t) � min
�
FS(xn);S(y) (' (t)) ; FS(yn);S(x) (' (t))

	
(5.19)

Supposons que Mn (t) = min
�
FS(xn);S(y) (t) ; FS(yn);S(x) (t)

	
: De (5.18) et (5.19) on trouve

Mn (t) �Mn�1 (' (t)) � ::: �M0 ('
n (t)) :
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De limn!1 '
n (t) = +1; on obtient

M0 ('
n (t)) = min

�
FS(x0);S(y) (t) ; FS(y0);S(x) (t)

	
! 1 as n!1

Cela montre que Mn (t)! 1 comme n!1; alors

lim
n!1

S (xn) = S (y) et lim
n!1

S (yn) = S (x) :

Par conséquent S (x) = y et S (y) = x:

Etape 3 :

En�n, on démontre que x = y:

Par (5.15), on a

Fx;y (t) = FA(y;x);A(x;y) (t) � min
�
FS(y);T (x) (' (t)) ; FS(x);T (y) (' (t))

	
= Fx;y (' (t)) : (5.20)

A partir (5.20), on a Fx;y (t) � Fx;y ('
n (t)) : On laisse n!1; on trouve Fx;y (t) = 1; i.e., x = y:

L�unicité de x découle de (5.15). Ceci acheve la preuve du théorème 5.4.

Maintenant on donne une autre généralisation du théorème 1.

Corollaire 5.1 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � une application t-norme de H-type

et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g ; ' (t) < t et limn!1 '
n (t) = 0

pour tout t > 0. Soient A : X �X ! X;S : X ! X deux applications satisfaisant les conditions

suivantes:

(1)

FA(x;y);A(u;v) ('(t)) � [� (FSx;Su (t) ; FSy;Sv (t))]1=2

pour tout x; y; u; v 2 X et t > 0:

(2) Le paire (A; S) est w-compatible.

(3) Le paire (A; S) satisfait la propriété (E.A).

Si S (X) est un sous-espace fermé de X, alors A et S ont un point �xe commun unique dans

X .
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Preuve Puisque A et S satisfont la propriété (E.A), il existe des suites fxng et fyng dans X

telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = x; lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = y

pour certains x; y 2 X:

Il résulte de S (X) étant un sous-espace fermé de X que x = S (p) ; y = S (q) pour certains

p; q 2 X et alors A et S satisfont la propriété (CLRS). D�après le théorème 5.2, on obtien que A

et S ont un point �xe commun unique dans X.

Corollaire 5.2 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � une application t-norme de H-type

et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g ; ' (t) < t et limn!1 '
n (t) = 0

pour tout t > 0. Soient A : X �X ! X;S : X ! X deux applications satisfaisant les conditions

de corollaire 5.1. Supposons que A (X �X) � S (X), si le rang de l�une des applications A et S

est un sous-espace fermé de X; alors A et S ont un point �xe commun unique dans X:

Preuve EIle s�ensuit immédiatement du Corollaire 5.1.

En prenant S = IX dans le théorèm 5.2, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.3 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � est une application t-norme de type

H et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g ; ' (t) < t et limn!1 '
n (t) =

0 pour tout t > 0. Soient A : X �X ! X une application satisfaisant les conditions suivantes :

(1)

FA(x;y);A(u;v) ('(t)) � [� (Fx;u (t) ; Fy;v (t))]1=2

pour tout x; y; u; v 2 X et t > 0:

(2) il existe deux suites fxng et fyng dans X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

xn = x;

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

yn = y

pour certains x; y 2 X. Alors, il existe un unique z 2 X tel que z = A (z; z) :
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Maintenant, on démontre les théorème 5.2,5.3,5.4 pour quatre applications satisfaisant la

propriété (CLRST ) avant de prouver nos principaux théorèmes, on commence par le lemme

suivant.

Lemme 5.3 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � une application t-norme de type H avec

� � �p et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g et
P1

n=1 '
n (t) < +1

pour tout t > 0: Soient A : X �X ! X; B : X �X ! X; T : X ! X et S : X ! X quatre

applications satisfaisant les conditions suivantes :

(1) Le paire (A; S) satisfait la propriété CLRS ou (le paire (B; T ) satisfait la propriété

CLRT ).

(2) A (X �X) � T (X) (ou B (X �X) � S (X)).

(3) T (X) (ou S (X)) est un sous-espace complet de X:

(4) B (x0n; y
0
n) converge pour toutes les suites fx0ng et fy0ng dans X quand T (x0n) ; T (y

0
n)

convergent (ou A (xn; yn) converge pour toutes les suites fxng et fyng dans X quand S (xn) ; S (yn)

convergent).

(5)

FA(x;y);B(u;v) (' (t)) � [� (FSx;Tu (t) ; FSy;Tv (t))]1=2 (5.21)

pour tout x; y; u; v 2 X et t > 0. Alors (A; S) et (B; T ) véri�ent la propriété CLRST .

Preuve Supposons que la paire (A; S) satisfait la propriété (CLRS), alors il existe fxng et

fyng dans X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = a 2 S (X)

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = b 2 S (X) :

Comme A (X �X) � T (X), où T (X) est complet, pour chaque fxng,fyng dans X correspond

deux suites fx0ng et fy0ng dans X telles que

A (xn; yn) = T (x0n) et A (yn; xn) = T (y0n)
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Par conséquent

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

T
�
x�n
�
= a et

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

T
�
y�n
�
= b, où a; b 2 S (X) \ T (X) .

Maintenant, on prouve que B
�
x�n; y

�
n

�
! a et B

�
y�n; x

�
n

�
! b.

Puisque
P1

n=1 '
n (t) < +1; on a limn!1 '

n (t) = 0, donc il existe n0 2 Z+ tel que 'n0 (t) < t:

Ainsi, à partir de (5.21) on obtient

FA(xn;yn);B(x�n;y�n) (t) � FA(xn;yn);B(x�n;y�n) ('
n0 (t)) (5.22)

�
h
�
�
FS(xn);T(x�n)

�
'n0+1 (t)

�
; FS(yn);T(y�n)

�
'n0+1 (t)

��i1=2
�

h
FS(xn);T(x�n)

�
'n0+1 (t)

�
FS(yn);T(y�n)

�
'n0+1 (t)

�i1=2
Lorsque n !1 dans (5.22), on trouve limn!1 B

�
x�n; y

�
n

�
= a: De même, on peut montrer que

limn!1 B
�
y�n; x

�
n

�
= b:

Ainsi, les paires (A; S) et (B; T ) satisfont la propriété (CLRST ).

Théorème 5.5 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � une application t-norme de type H

avec � � �p et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g et
P1

n=1 '
n (t) <

+1 pour tout t > 0. Soient A : X�X ! X; B : X�X ! X; T : X ! X et S : X ! X quatre

applications satisfaisant l�inégalité (5.21) du lemme 5.4. Si les paires (A; S) et (B; T ) véri�ent la

propriété CLRST , alors (A; S) et (B; T ) chacune a un point de coïncidence. De plus, si les deux

paires (A; S) et (B; T ) sont faiblement compatibles, alors A;B; S et T ont un point �xe commun

unique dans X.

Preuve Comme les deux paires (A; S) et (B; T ) véri�ent la propriété CLRST , il existe quatre

suites fxng ; fyng ; fx0ng et fy0ng dans X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = lim
n!1

T (x0n) = lim
n!1

B (x0n; y
0
n) = a (5.23)

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = lim
n!1

T (y0n) = lim
n!1

B (y0n; x
0
n) = b:
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où a; b 2 S (X) \ T (X). Donc, il existe des points r; s; p; q 2 X tels que :

S (r) = a; S (s) = b; T (p) = a et T (q) = b:

Etape 1. On montre que B (p; q) = T (p) et B (q; p) = T (q) : Puisque
P1

n=1 '
n (t) < +1, on

trouve limn!1 '
n (t) = 0, donc il existe n0 2 Z+ tel que 'n0 (t) < t. En utilisant (5.21), on

obtient

FT(x�n);B(p;q) (t) � FT(x�n);B(p;q) ('
n0 (t)) = FA(xn;yn);B(p;q) ('

n0 (t)) (5.24)

�
�
�
�
FS(xn);T (p)

�
'n0�1 (t)

�
; FS(yn);T (q)

�
'n0�1 (t)

���1=2
�

�
FS(xn);T (p)

�
'n0�1 (t)

�
FS(yn);T (q)

�
'n0�1 (t)

��1=2
:

Lorsque n ! 1 dans (5.24), on a limn!1 T
�
x�n
�
= B (p; q). D�après (5.23), on trouve T (p) =

B (p; q) = a. De même, on peut montrer que T (q) = B (q; p) = b. Puisque la paire (B; T ) est

faiblement compatible, on a T (p) = B (p; q) = a ce qui implique que T (a) = B (a; b). D�une

manière similaire on obtient T (b) = B (b; a).

Maintenant, on montre que : S (r) = A (r; s) et S (s) = A (s; r) :

Puisque
P1

n=1 '
n (t) < +1; on a limn!1 '

n (t) = 0, donc il existe n0 2 Z+ tel que 'n0 (t) < t:

Ainsi, à partir de (5.21) on obtient

FA(r;s);S(xn) (t) � FA(r;s);S(xn) ('
n0 (t)) = FA(r;s);B(x�n;y�n) ('

n0 (t)) (5.25)

�
h
�
�
FS(r);T(x�n)

�
'n0�1 (t)

�
; FS(s);T(y�n)

�
'n0�1 (t)

��i1=2
�

h
FS(r);T(x�n)

�
'n0�1 (t)

�
FS(s);T(y�n)

�
'n0�1 (t)

�i1=2
En faisant n!1 dans (5.25), on a limn!1 S (xn) = A (r; s). D�après (5.23), S (r) = A (r; s) =

a. De même, on peut montrer que S (s) = A (s; r) = b. Puisque la paire (A; S) est faiblement

compatible, il s�ensuit que A (a; b) = S (a) et A (b; a) = S (b) :
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Etape 2. On a¢ rme que Ta = b; T b = a et Sa = b; Sb = a. A partir de (5.21), on a

FT(y�n);Ta (' (t)) = FA(yn;xn);B(a;b) (' (t)) �
�
�
�
FS(yn);T (a) (t) ; FS(xn);T (b) (t)

��1=2
(5.26)

�
�
FS(yn);T (a) (t)FS(xn);T (b) (t)

�1=2
De même, on a

FT(x�n);T b (' (t)) �
�
FS(xn);T (b) (t)FS(yn);Ta (t)

�1=2
(5.27)

Posons Qn (t) = FS(xn);T (b) (t)FS(yn);Ta (t). En utilisant (5:26) et (5.27), on obtient Qn (' (t)) �

Qn�1 (t). Par consequent

Qn ('
n (t)) � Qn�1

�
'n�1 (t)

�
� ::: � Q0 (t) : (5.28)

En outre, à partir de (5.26)-(5.28), il en résulte que

FT(y�n);Ta ('
n (t)) � [Q0 (t)]1=2 et FT(x�n);T b ('

n (t)) � [Q0 (t)]1=2 (5.29)

Il est évident que [Q0 (t)]
1=2 2 D+:Puisque limn!1 '

n (t) = 0; d�après (5.29) et le lemme 4.1 on

a

lim
n!1

T
�
y�n
�
= Ta and lim

n!1
T
�
x�n
�
= Tb:

Ce qui montre que Ta = b et Tb = a: Donc B (a; b) = b et B (b; a) = a. De même, on peut

montrer que Sa = b et Sb = a: Donc A (a; b) = b et A (b; a) = a:

Etape 3. On prouve que a = b. En appliquant (5.21) on a

Fa;b (' (t)) = FA(b;a);B(a;b) (' (t)) �
�
�
�
FS(b);T (a) (t) ; FS(a);T (b) (t)

��1=2 � Fa;b (t) : (5.30)

D�après (5.30), on trouve Fa;b ('n (t)) � Fa;b (t) : En utilisant le lemme 4.1, on obtient Fa;b (t) =

1;i.e., a = b:

Théorème 5.6 Soit (X;F;�) un espace de Menger avec � une application t-norme de type H

avec � � �p et ' : R+ ! R+ une fonction mesurable telle que '�1 (f0g) = f0g et
P1

n=1 '
n (t) <
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+1 pour tout t > 0. Soient A : X � X ! X; B : X � X ! X; T : X ! X et S : X ! X

quatre applications satisfaisant les conditions (1) - (5) du lemme 5.4. Si les deux paires (A; S) et

(B; T ) sont w-compatibles, alors A;B; S et T ont un point �xe commun couplé unique dans X.

Preuve En vertu du lemme 5.4, les deux paires (A; S) et (B; T ) véri�ent la propriété CLRST .

Donc, il existe des suites fxng, fyng, fx0ng et fy0ng dans X telles que

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = lim
n!1

T (x0n) = lim
n!1

B (x0n; y
0
n) = a,

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = lim
n!1

T (y0n) = lim
n!1

B (y0n; x
0
n) = b,

où a; b 2 S (X) \ T (X). Le reste de la preuve suit comme dans la démonstration du théorème

5.5.

De même, on peut démontrer le théorème 5.5 pour quatre applications en utilisant la propriété

CLRST .

Maintenant, nous présentons un exemple qui démontre la validité de l�hypothèse et le degré

d�utilité de nos résultats.

Exemple 5.1 Soient X =
�
0; 1

2

�
[ f1g et Fx;y (t) =

t

t+ jx� yj pour tout x; y 2 X et t > 0.

Alors (X;F;�) est un espace de Menger, mais il n�est pas complet. On dé�nit les applications

A : X �X ! X; B : X �X ! X; T : X ! X et S : X ! X par

A (x; y) =

� 0 si (x; y) = (1; 1)
x2 + y2

6
si (x; y) 6= (1; 1) ,

B (x; y) =

� 1

2
si (x; y) = (1; 1)

x+ y

2
si (x; y) 6= (1; 1) ,

S (x) =

� 1

12
si x = 1

x2

3
si x 6= 1,

T (x) =

� 1
2
si x = 1

x si x 6= 1,
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Il est noté que A (X �X) =
�
0; 1

12

�
* T (X) =

�
0; 1

2

�
; B (X �X) =

�
0; 1

2

�
* S (X) =

�
0; 1

12

�
et

T (X) et S(X) sont complets

On prouve que A;B; S et T satisfont la propriété CLRST . On considére les suites fxng ; fyng ; fx0ng

et fy0ng dans X dé�nies par

xn =
1

2n
; yn =

1

3n
; x�n =

1

4n
et y�n =

1

5n
; n = 1; 2; 3; :::

Puisque

lim
n!1

A (xn; yn) = lim
n!1

S (xn) = lim
n!1

T (x0n) = lim
n!1

B (x0n; y
0
n) = 0 2 S (X) \ T (X) ;

lim
n!1

A (yn; xn) = lim
n!1

S (yn) = lim
n!1

T (y0n) = lim
n!1

B (y0n; x
0
n) = 0 2 S (X) \ T (X) :

alors A;B; S et T satisfont la propriété CLRST .

Ensuite, on va montrer que les pairs (A; S) et (B; T ) sont w-compatibles. On a

1. A(x; y) = S(x) et A(y; x) = S(y) ssi x = y = 0, puisque A(S (0) ; S (0)) = S(A (0; 0)), donc

les applications A et S sont w-compatibles,

2. B(x; y) = T (x) et B(y; x) = T (y) ssi x = y = 0, puisque B(T (0) ; T (0)) = T (B (0; 0)),

donc les applications B et T sont w-compatibles.

En�n, on va démontrer que pour tout x; y; u; v 2 X, on a

FA(x;y);B(u;v) (' (t)) � [� (FSx;Tu (t) ; FSy;Tv (t))]1=2 ;

Soit ' : (0;1)! (0;1) dé�nie par ' (t) =
t

2
, alors limn!+1 '

n (t) = 0 pour tout t > 0: Pour

tout x; y; u; v 2 X, on distingue les cas suivants :
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Cas 1. (x; y) 6= (1; 1) et (u; v) 6= (1; 1). On a

FA(x;y);B(u;v) (kt) =
t
2

t
2
+
���x2+y26

� u+v
2

���
=

t

t+
����x23 � u

�
+
�
y2

3
� v

����
� t

t+
��x2
3
� u

��
� min fFSx;Tu (t) ; FSy;Tv (t)g

Cas 2. (x; y) 6= (1; 1) et (u; v) = (1; 1). On a

FA(x;y);B(u;v) (kt) =
t
2

t
2
+
���x2+y26

� 1
2

���
=

t

t+
���x2+y23

� 1
���

� t

t+
��x2
3
� 1

2

��
� min fFSx;Tu (t) ; FSy;Tv (t)g

Cas 3. (x; y) = (1; 1) et (u; v) 6= (1; 1). On a

FA(x;y);B(u;v) (kt) =
t
2

t
2
+
��x+y
2

��
=

t

t+ jx+ yj

� t

t+
��x� 1

12

��
� min fFSx;Tu (t) ; FSy;Tv (t)g
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Cas 4. (x; y) = (1; 1) et (u; v) = (1; 1). On a

FA(x;y);B(u;v) (kt) =
t
2

t
2
+ 1

2

=
t

t+ 1
2

� min fFSx;Tu (t) ; FSy;Tv (t)g

D�où, toutes les hypothèses du théorème 5.5 sont veri�ées et (0; 0) est l�unique point �xe commun

couplé de A;B; S et T:
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Conclusion

Dans cette thèse on a pu parvenir aux résultats suivants :

1. Obtenir des théorèmes de point �xe commun pour des paires d�applications faiblement

compatibles satisfaisant la propriété CLR dans les espaces de Menger intuitionnistes.

2. Obtenir des théorèmes de point �xe commun pour des paires d�applications faiblement

compatibles qui satisfont la propriété CLR et une relation implicite dans des espaces de Menger

intuitionnistes.

3. Obtenir des théorèmes de point �xe couplé dans les espaces de Menger intuitionnistes avec

application aux équations intégrales

4. Obtenir des théorèmes de point �xe commun couplé pour des applications faiblement

compatibles dans les esapces de Menger en utilisant la propriété CLR.

On signale que beaucoup de problèmes intéressants pour mieux enrichir cette étude restent

ouverts, on cite ici quelques uns :

Théorèmes de point �xe commun pour des applications faiblement compatibles dans les

esapces de Menger non-Archimédiens utilisant la propriété CLR et avec application aux sys-

tèmes dynamiques..
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