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Résumé

Dans ce travail, nous nous concentrerons sur les conditions d’apparition
d’un type particulier de bifurcations dans le cas général d’'une application 2D
linéaire par morceaux, appelée bifurcations bissectrices. Ce type de bifurca-
tion est médié par un ensemble infini d’orbites périodiques neutres stables,
c’est-a-dire cycles avec multiplicateur égal & un. Nous avons utilisé la dé-
finition du rang des matrices des coeflicients et des matrices complétes en
fonction des mineurs pour trouver les conditions nécessaires et suffisantes
dans lesquelles la bifurcation bissectrice se produit.

Mots clés: Systéme dynamique, chaos, attracteur étrange, bifurcation,
bifurcation bissectrice, orbites périodiques neutres stables, rang d’une ma-
trice.
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Abstract

In this work, we will focus on the conditions for the occurrence of a
special type of bifurcations in the general two-dimensional piecewise linear
mapping called bisecting bifurcations. This kind of bifurcation is mediated by
an infinite set of neutrally stable periodic orbits, i.e., cycles with multiplier
unity. We used the definition of the rank of both coefficient and augmented
matrices based on minors to find the necessary and sufficient conditions in
which the bisecting bifurcation occurs.

Key words: Dynamic system, chaos, strange attractor, bifurcation, bi-
secting bifurcation, neutrally stable periodic orbits, rank of matrix.
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Introduction générale

L’étude des systemes dynamiques a débuté dans les mi-années 1600 avec
les travaux de Newton sur les systémes dans lesquels il y a des notions de
déplacements ou de mouvements. Ils étaient dirigés par des lois simples et
déterministes. Mais les travaux d’un mathématicien francais Henri Poincaré
ébranlérent cette théorie qui faisait de I'univers un systéme géant muni de
lois simples qu’il suffisait de trouver. Beaucoup plus tard la réflexion scienti-
fique engendrée par ces travaux donnera naissance a la théorie de chaos. La
théorie du chaos s’applique aux systémes dynamiques. Ils sont développés et
spécialisés au cours du XIXe siécle.

Au cours du XIXe siécle, le mathématicien russe Alexandre Lyapunov
effectue des recherches sur la stabilité du mouvement. Il introduit 'idée de
mesure de ’écart entre deux trajectoires ayant des conditions initiales voi-
sines. Lorsque cet écart évolue exponentiellement on parle de sensibilité aux
conditions initiales. Le météologue Edward Lorenz venait de découvrir le
phénomeéne de sensibilité aux conditions initiales, les systémes répondant a
cette propriété seront, & partir de 1975, dénommés systémes chaotiques.

En termes généraux, la théorie de chaos décrit le comportement de cer-
tains systémes dynamiques qu’est, les systémes dont I'état évolue avec du
temps que peut exhiber la dynamique qui est extrémement sensible aux condi-
tions initiales (populairement désignées sous le nom du effet de papillon).
L’un des principals théorie du chaos est la théorie des bifurcations car son
importance pour décrire le comportement d’un systéme dynamique. La théo-
rie de bifurcation est ’étude mathématique des changements qualitatifs ou
topologiques de la structure d’'un systéme dynamique. Une bifurcation sur-
vient lorsqu’une variation quantitative d’un parameétre du systéme engendre
un changement qualitatif des propriétés d’un systéme tel que la stabilité,
le nombre de points d’équilibre ou la nature des régimes permanents. Les
valeurs des parametres au moment du changement sont appelées valeurs de

X1



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

bifurcation et les comportements possibles d’un systéme, a long terme, en
fonction des parametres de bifurcation sont montrées dans un diagramme
de bifurcation. Plusieurs types de bifurcations se produisent dans différents
types des systémes dynamiques comme la bifurcation globale, la bifurcation
locale, la bifurcation des collisions de frontiére...etc.

Une autre spéciale et importante bifurcation est ce qu’on appelle bifur-
cation bissectrice. Ce type de bifurcation est étudié et décrit dans beaucoup
de travaux liés aux systémes linéaires par morceaux ot l'espace d’état dis-
cret est divisé en deux ou plusieurs compartiments avec différentes formes
fonctionnelles séparées par des frontieres [19-20-21-22-23]. Cette bifurcation
est médiée par des ensembles infinis d’orbites périodiques neutres stables,
c’est-a- dire des cycles a unité multiplicatrice(multiplicateur égal a 1). La ca-
ractéristique principale de cette bifurcation est la présence d’un continuum
de cycles neutre stable. Ainsi, au méme point de bifurcation, ’attracteur dans
I’espace de phase contient un ensemble infini d’orbites réguliéres. En fonction
des paramétres le passage peut avoir lieu de régulier au régulier aussi bien
qu’a régimes chaotiques.

Ce mémoire se présente comme suit:

Le premier chapitre a pour principal objectif d’introduire quelques
notions sur les systémes dynamiques et la théorie du chaos.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux attracteurs et les exposants de
Lyapunov.

Le troisiéme chapitre est consacré aux bifurcations et routes vers le
chaos.

Le quatriéme chapitre est consacré aux bifurcations bissectrices, nous
donnons comme cas particulier en 1D I’étude de ’application VGH et comme
cas particulier en 2D I’étude du systeme de Lozi.

Dans le cinquiéme chapitre nous donnons une idée générale aux bifur-
cations de collisions de frontiére dans les systémes 2D linéaires par morceaux.

Le sixiéme chapitre est consacré aux conditions nécessaires et suffi-
santes dans lesquelles la bifurcation bissectrice se produit dans le cas général
d’un systéme 2D linéaire par morceaux donnés par:

(7 () () e
(7 () (5)m o

xii



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

Ou les quatre parametres, 71, g, 01, g peuvent prendre n’importe quelle valeur
en R en méme temps et p est un petit parameétre qui controle la bifurcation
de collisions de frontiére.

xiii



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Les systémes dynamiques

Les systémes dynamiques représentent des phénomeénes qui évoluent dans
I’espace et /ou de temps. Ces systémes viennent de Biologies, Physique, Chi-
mie, ou méme des sciences sociales, le systéme dynamique est le sujet qui
fournit des outils mathématiques pour son analyse. Ils sont développés et
spécialisés au cours du XIXe siécle.

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique est une application continue ¢ :
R x R" — R"™ wérifiant: ¢ (0,29) = xo,p(t+ s,20) = @ (t, ¢ (s,20)),00
(t,z0) e RxR" s e R.

Un tel systéme dynamique présente deux aspects, sont état et sa dynamique;
c’est-a~dire son évolution en fonction du temps [1]. Les systémes dynamiques
sont classés en deux catégories:

-Systéme dynamique a temps discret,

-Systéme dynamique a temps continu.

1.1.1 Systéme dynamique a temps discret

Un systeme dynamique discret est un systéme d’équations algebriques
récurrentes défini par:

g1 = F (v, 1), k€N (1.1)
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Ou X (k) = 2, € U C R™ le vecteur d’etat a l'instant t.u € V' C RP le
vecteur des parametres. F' la fonction de récurrence définit la dynamique
du systéme discret. Si nous associons a cette dynamique un état initial xq =
X (0) nous pourrons avoir une solution unique de F.

Exemple 1.1.1 La fonction polynome de Chebychev d’ordre 2:
Tpp1 = 225 — 1 (1.2)
ot X (k) = {wp},, est réel.

1

0.5

n+1 0

-0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
Xn

Fig. 1.1- La trajéctoire pour la récurrence (1.2) avec xo = 0.15.

Définition 1.1.2 Un point fire X* est une point de l’éspace d’état vérifiant
X* =T (X").

Cycle d’ordre k

C’est la genéralisation d’un point fixe 'orsqu’on considére la récurence
obtenue aprés k applications de 7' noté T*).

Les k pointes X, 7 = 1,2, ...,k avec k > 1, appartenant a un cycle d’ordre
k vérifiant les deux relations:

Xr o= TW(X})
Xr # TO (X)) si0<s<k

2

avec:
T®) =T oTo..oT
S——’
k fois
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En dimension N = 1, le multiplicateur d’un point fixe X*est A = 7" (X*)

*

avec T" = % et le multiplicateur d’un cycle d’ordre k (X7, X5, ..., X}) est

k
A= 7 (x).
i=1
Un point fixe ou un cycle est dit:
- attractif(ou stable) si |A| < 1.

- répulsif(ou instable) si || > 1.
Exemple 1.1.2 (La fonction logistique).

On considére ’équation définie par la relation suivante:
z(n+1) = Ax(n)(1—=z(n), A€]0,4]

On a f(z) = Az(1 —z) et f'(z) = A(1 — 2z). Cette équation a deux points
fixes

oa=0.1Il et attractif si 0 < A < 1.

o= % Il est attractif si 1 < A < 3.

Si A > 3, ces deux points fixes sont répulsifs. Les trois cas sont représentés
sur les Figures 1.2-1.4 pour: A = 0.5, A = 2, A = 3.5 respectivement.

1 "
.
xn+l 0 - T
-0.5
4 -
-1 -0.5 0 0.5 1

xn

Fig. 1.2-Diagramme de toile d’araignée de I'application logistique pour:
A =0.5.
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1.5
1 L
in+1 0.5
0 -
-0.5 '
-0.5 0 0.5 1 1.5
Xn
Fig. 1.3 —Diagramme de toile d’araignée de 1’application logistique pour:
A=2.
1.5
1 L - Lr
sl
=%
w1 03 =
0 L
-0.5 '
-0.5 0 0.5 1 1.5
Xn
Fig. 1.4 —Diagramme de toile d’araignée de ’application logistique pour:
A =3.5.

Remarque 1.1.1 En dimension N > 1, pour disciter si un point fixe (ou un
cycle) est attractif ou non, il faut calculer les valeurs propres de la matrice
jacobienne DT (z) = J (x).

e Si toutes les valeurs propres sont a 'interieur du disque unité, le point
fize (ou le cycle) est stable.
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e Si une de ces valeurs propres a un module plus grand que un, le point
fize (ou le cycle) est instable.

1.1.2 Systéme dynamique a temps continu

Un systéme dynamique & temps continu est décrit par un systeme d’équa-
tions différentielles:

X' ()= G(X (), 1) (13)

Ou G de classe C! : R" x RT—R" définit la dynamique du systéme continu.

Définition 1.1.3 Une solution de l’équation (1.3) est une application déri-
vable définie sur un intervalle ouvert non vide I C R, x : [ — R" t — x (t)
et vérifiant, pour tout t € I,

(t,x(t)) € I x R"
et
' (t) =G (t,z(t)).
- A chaque couple (X (0), to), nous pouvons associer une solution unique du
systéme défini a laide de [’équation (1.3).

- Lorsque G dépend explicitement du temps (1.3) est dit non autonome,
dans le cas contraire on dit que (1.3) est autonome.

Définition 1.1.4 Soit zy une condition initiale et X (t,x¢) la solution de
(1.3), [ ’ensemple des points {Vt € R; (t,z0)} est la trajectoire dans l’espace
d’etat passant au xo a 'instant initial.

Définition 1.1.5 On appelle orbite du systéme (1.3) l'ensemble { X (t); t € R}.

Exemple 1.1.3 (Le systéme de Lorenz) Le systéme de Lorenz est défini par
les équations suivantes:

Zi—if:é(v—u),
&l—it’ = —uw + pu — v, (1.4)
G = uv — Bw.

Ou u, v et w sont les variables d’etat du systéme, 9, p et B sont des paramétres
réels. Les paramétres et les conditions initiales de 'equation (1.4) ont été
choisis de la maniére suivante: 6 = 10; p = 28; 5 = 2.5 avec (ug, vy, wy) =
(1.5,4.8,19.5) . Cette systéme est autonome car l’équation (1.4) n’a pas de
dépendance explicite par rapport au temps t.

5
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el il

el B

== ot o= B o= o = &

o

3 | 0
u b
Fig. 1.5 ~Illustration d’une trajectoire particuliére du systéme de Lorenz.

Définition 1.1.6 Un point fixe (ou critique, ou singulier, ou stationaire) de
léquation x’' = F (x) est un point X*de l’éspace de phase vérifiant F' (X*) =
0.

1.2 Chaos

La théorie du chaos traite des systémes dynamiques déterministes qui
présentent un phénoméne fondamantal d’instabilité appelé "sensibilité aux
conditions initiales", ce qui les rend non prédictibles en pratique sur le "long"
terme. Le Chaos est défini généralement comme un comportement semblant
alétoire (ou imprévisible) d’un systéme dynamique défini par des équations
déterministes.

1.2.1 Définitions du chaos

Il n’ya aucune définition standard du chaos néanmoins, les dispositifs du
chaos incluent:

-La non-linéarité. Si le systéme est linéare, il ne peut pas étre chaotique.

-La déterminisme. Un systéme chaotique a des régles fandamentales
déterministes(platot que probabilistes).

-La sensibilité aux conditions. De trés changements sur 1’état initial
peuvent mener a un comportement radicalement différent dans son état final.
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-L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui
peuvent étre connues seulement & un degré fini de précision.

-L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modeles
périodiques instables.

Définition 1.2.1 Soit un ensemble V. L’application f : V. — V est dite
chaotique sur V' s

1. f posséde une sensibilité aux conditions initiales.

2. [ est topologiquement transitive.

3. Les points périodiques sont denses dans V.

Définition 1.2.2 (Devaney,1989). L’application f : J — J posséde une
sensibilité auzr conditions initiales s’il existe 6 > 0 tel que, pour un cer-
tain x € J et un cetain voisinage V. C J de x, il existe y € V tel que

1f @) = F" Wl >0

Définition 1.2.3 f : V — V est dite topologiquement transitive si pour

n’importe quelles paires d’ensembles ouverts U, J C V il existe un nombre
entier k > 0 tel que: f*(U)NJ # 0.

Définition 1.2.4 Un sous-ensemble U de V est dense dansV siU = V.

Définition 1.2.5 Un systéme dynamique a une dépendance sensible aux va-

leurs initiales si, quand on considére 2 valeurs initiales x (0) et y (0) qui sont

proches l'une de lautre, alors x (k) et y (k) pewvent étre éloinyés 'une de

Uautre, i.e., pour chaque € > 0, tel que |x (0) — y (0)| < ¢, alors limsup, |z (k) —y (k)| >
E.

Mo

40

30

20 f-----

G E e o B BE IS S S R R

. i i i i i i i i i
o

Fig. 1.6 —L’évolution de x,y, z par rapport a t pour le systéme de Lorenz
avee: (x(0),y/(0), = (0)) = (1,0,2).
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2o H

30
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¥
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Fig. 1.7 —L’évolution de x,y, z par rapport a t pour le systéme de Lorenz
avec: (x(0),y(0),2(0)) = (1.5,0.5,2.5).

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous rapllons quelques notions fondamantaux qui ca-
ractirise les systémes dynamiques dont nous présentons les différents types
des systemes dynamiques (discrets et continus) et leurs propriétés caracté-
ristiques, puis nous parlerrons sur la théorie du chaos qui traite des systémes
dynamiques déterministes qui présente un phénomeéne fondamantale d’insta-
bilité appelé "sensibilité aux conditions initiales".



Chapitre 2

Les attracteurs et les exposants
de Lyapunouv

2.1 Attracteurs et ensembles attractantes

Lors de I’étude du comportement asymptotique des solutions d’un sys-
teme dynamique, on trouve des objets dans I’espace des phase qui attirent
un grand nombre de solutions issues de conditions initiales différentes. Ces
objets sont appelés attracteurs et ensembles attractantes. plus formellement:

2.1.1 Ensemble invariant

Définition 2.1.1 Un ensemble M C I est dit invariant par un champ de
vecteur si toute solution x (t) du systéme différentiel associe au champ de
vecteurs issu de M vérifie x (t) C M pour tout t pour lequel cette solution est

définie.

2.1.2 Ensemble attractant

Définition 2.1.2 Un ensemble invariant fermé A est un ensemble attractant
s’il existe un voisinage U tel que:

{ FU)cU 2.1)

Ve e U, F ()" 3% A
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Définition 2.1.3 Le bassin d’attraction (ou simplement le bassin) d’un en-
semble attractif A est l’ensemble ouvert de tous les points x € R™ tels que:

F® () #2254,

¥n

-5

-10

-15
-3 -2 -1 0 1 2 3
“n

Fig. 2.1-Bassin d’attraction (en bleu) de lattracteur de Hénon pour a = 1.4
et b =0.3. L’attracteur est représenté en jaune.

2.1.3 Attracteurs

Définition 2.1.4 Un ensemble attractif est appelé attracteur lorsq’il est to-
pologiquement transitif.

Définition 2.1.5 Un ensembe A est un attracteur si:

1) Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V' de A tel que toute
solution x (xg,t) = ¢, (xo) restera dans U si xy € V.

2)Np, (V)=A,t>0.

3) 1l existe un orbite dense dans A.

Differents types d’attracteurs

Il y a deux type d’attracteurs:

1-Attracteurs réguliers Ils caractérisent ’évolution des systémes non
chaotiques.

10
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2.Attracteurs étrange (chaotiques) Les attracteurs étranges sont des
formes géométriques complexes qui caractérisent 1’évolution des systémes
chaotiques. L’attracteur étrange se caractérise par:

1. La sensibilité aux conditions initiales (deux trajectoires de lattracteur
initialement voisines finissent toujours par s’éloigner 'une de l'autre, ceci
traduit un comportement chaotique).

2. La dimension d de 'attracteur est fractale (non entiéres) avec 2 < d <
n ( ce qui justifie 'adjectif étrange).

3. L’attracteur est de volume nulle dans I’espace des phases.

0.4
0.3
0.2
0.1
y 0
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

45 [,
40 ||
35
30
z 25
20
15
10
5

-15 10 -5 0 5 10 15
Fig. 2.3 —L’attracteur étrange de Lorenz pour: § = 10, p = 28, 3 = 8/3.
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2.2 Les exposants de Lyapunov

Alexandre Lyapunov a développé une quantité permettant de mesurer
la divergence des trajectoires qui sont voisines au départ, cette quantité est
appelée "exposant de Lyapunov" qui est souvent utilisé pour déterminer si
un systéme est chaotique ou non.

2.2.1 Cas d’une application discréte unidimentionnelle.

Soit une application discréte f de R dans R qui applique x,, sur x, .
Choisissons deux conditions initiales trés proches, soit xg et z¢+c et regardons
comment se comportent les trajectoires qui en sont issues. Supposons qu’elles
s’écartent en moyenne & un rythme exponentielle. On pourra trouver un réel
A tel que aprés n itérations on a:

1f " (20 +¢) — f™ (w0)] = ee™ doun)=In " (o +€) = f " (20)]

€
et pour e — 0 on a:
A~ In |f " (w0 +2) = " (20)] _ lln‘df (7o)
€ n dx o
~ 1y df " (zo) df "' (wo) df ! (w0)
oon df () df M2 (xg) T dag
n —1
o L |8 ) F ) )| L 1R N (o)
n dz, _1 dz,, _o dxg n<— dz;
Finalement pour n — +00 on a:
1n -1
N 3 _ ! .
A=t 23l ) 22)

avec la notation f'(z;) = %.
A est appelé exposant de L}Zfapunov il indique le taux moyen de divergence.
- Si A > 0 alors il y a une sensibilité aux conditions initiales.
- Si A < 0 les trajectoires se rapprochent et on perd l'information sur les
conditions initiales.
Appliquant la formule précédente pour z; = z* tel que z* est le point

d'équilibre, il faut que A =In|f ' (z*)].

12
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Exemple 2.2.1 (L’application logistique)
fx;) =42, (1 —2;); x; €[0,4]

En apliquant la formule (2.3) pour caluler l’exposant de Lyapunov de f.

1 n
A= lim =) In|f’(z;)]
=0

n—-+oo M <

1
= lim —

n_)ngln 14 (1 — 22;)|
=0
Soit: A =1n2 > 0 d’ou le comportement est chaotique.

2.2.2 Cas d’une application discréte multidimension-
nelle

Soit f une application discréte de R™ dans R™ définie par:

Tp 1 = f (xn)

Un systéme m-dimensionenel possede m exposants de Lyapunov, chacun
d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du systéme,
de sorte qu’en moyenne un hyper-volume initial V; évolue selon une loi de

type:
V — %e(/\1+>\2+...+>\m)n

Pour avoir du chaos, il est nécéssaire qu’au moins un \; soit positif, pour avoir
étirement selon au moins un axe. Mais il faut aussi que la somme des \; soit
négative. Puisque, dans le cas contraire, le volume initial finirait par remplir
tout I'espace dans lequel il est immergé et on n’aurait plus un attracteur de
faible dimension, ce qui signifie qu’on n’aura pas du chaos détérministe. Tout
d’abord nous devons calculer les \;. Dans ce but, nous fixons une hyper sphére
dans notre espace m-dimensionenel de rayon ¢ (petit) de conditions initiales,
et examinons son évolution. Comme précédemment, nous nous intéressons a:

f" (xo+¢e)— f" (w0)

13
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Posons ) = x¢+¢, on a le développement en série limité d’ordre 1 de f ™ (x)
au voisinage de z} suivant:

df" (o)

dq (o —p)

J (zo) J (1) ... (x) (0 — )

[TV @) (o — ;)

i =1

Q

Ty — T,

Q

Q

On note HJ (x;) par J™ (xq), ainsi

7 =1
Ty — x5, = J" (20) (10 — Tp)

J" (z9) dénote la matrice jacobienne de f ™ au point xq. Il s’agit d’une matrice
carrée mxm, si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P,
telle que D! = P, 'J"P,, D! est une matrice diagonale des valeurs propres
wi (f ™ (x0)),i=1,....,m de J"

On définit alors les m exposants de Lyapunov de la maniére suivante:

1
Ai= lim —Infu; (f"(z0))|, i=1,2,....m (2.3)

n—-+oon

Pour le point d’équilibre z* la formule (2.4) devient:

ANi=Inu; (2], i=1,2,....,m (2.4)

2.2.3 Cas d’une application continue multidimension-
nelle

Pour un systéme différentiel de dimension n défini par f tel que:
x=f(x(t)) telquet € R, x(t) € R"

L’exposant de Lyapunov dans la direction 7 est donné par:

1o o (t) — 3 ()] (2.5)
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LYAPUNOUV
Exemple 2.2.2 Le systéme de Lorenz
x =10(y — z),
y =28 —y—uzz, (2.6)
z =xy — %z.

Les exposants de Lyapunov du systéme (2.7) pour une condition initiale x
choisie sont:
/\1 ~ 216, )\2 ~ 000, )\3 ~ —32.40.

Différents algorithmes ont été développés pour calculer les exposants de
Lyapunov, I'un des algoritmes utilisé pour le calcul est celui appelé algorithme
de Wolf.

Cet algorithme permet de calculer les exposants de Lyapunov & partir
du calcul effectif de la dévergence de deux trajectoires aprés t pas de temps
par rapport a la perturbation introduite parallélement, et ce au sein d’un
attracteur, les étapes de ’algorithme sont:

1. Changement du paramétre de controle,

2. Choix aléatoire d’une condition initiale,

3. Création d’une nouvelle trajectoire a partir courante & laquelle on
ajoute une perturbation,

4. Evolution dans 'attracteur de ces deux trajectoires voisines et calcul
de la moyenne de la divergence renormalisée entre ces deux trajectoires,

5. Réajustement de I’écart, permettant ainsi & chaque pas de temps de
I’évolution du point précédent le calcul d’une moyenne de la divergence,

6. Retour au point (5) effectué selon un nombre donné,

7. Retour au point (1),

8. Dessin de 'exposant de Lyapunov le plus grand en fonction du para-
meétre de controle donné.

Exemple 2.2.3 FEzxposants de Lyapunov du systéme de Lorenz par [’algo-
rithme de Wolf
y =T (T - Z) - Y,

z =uxy — bz.
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Pour 6 = 16.0; » = 45.92; b = 4.0 on a Ay = 1.4971, Ay = 0.0031274,
A3 = —22.4445 avec At = 0.01; le nombre de pas 10000.

i.,= 14974
|

1= 0.0031274

Les Exposants de Lyapunoy
3

20t
1= -22.4445

25

| | | |
0 2000 4000 6000 8000 10000
Temps (sec)

Fig. 2.4 —Varriations des exposants de Lyapunov pour le systeme de Lorenz.

2.2.4 Caractérisation d’un attracteur par le signe des
exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positif indique que selon la direction qu’il re-
présente la divergence entre deux trajectoires voisines augmente exponen-
tiellement avec le temps. Il s’agit donc bien 14 d’une caractérisation d’'un
attracteur étrange. Les différents types d’attracteurs d’un systéme de dimen-
sion n en fonction des signes des exposants de Lyapunov sont représentés
dans le tableau ci-dessous.

Type d’attracteur | Signe des exposants de Lyapunov

Point fixe 0> X > Ao > A\,
CYCIG Al = 0, 0> XA > A > A,
Tore )\1 = /\2 = 0,0 > )\3 > )\4 > )\n

Attracteur étrange | Ay > 0,> )\, <0
Table.(1). Caractérisation des attracteurs par le signe des exposants de
Lyapunov.
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2.2.5 Utilisation au calcul de dimension de ’attracteur

Le terme de dimension est souvent implicitement associé & celui de co-
ordonnée, c’est a dire de variable nécessaire pour décrire la position d’un
élément d’un ensemble. La dimension par définition est un nombre entier.

-Le point est une attracteur de dimension 0.

-La dimension d’une courbe fermé ou une ligne est 1.

Il ya un lien, entre les exposants de Lyapunov et la dimension de I'attrac-
teur, si tous les exposants sont positifs la sphére de conditions initiales va
remplir tout I'espace, mais s’il sont tous négatifs la sphére va se contracter
en un point.

(a) Dimension de Mori : Soient m le nombre des exposants de Lya-
punov qui sont nuls, m. le nombre d’exposants positifs, A, la moyenne des
exposants positifs et A_ celle des exposants négatifs.La dimension de mori
est donnée par la relation suivante:

At
D: 1 —_

(b) Dimension de Kaplan et Yorke : Soit j, un entier positif tel que:

Jo+1

jZOAiZOet > Xi<0
i=1 =1

La dimension de Kaplan et Yorke est donnée par la relation suivante:

Jo
> oA

i=1

S v
Il existe aussi d’autres dimensions fractales comme la dimension de Lyapunov,
la dimension de Hausdorff, la dimension de corrélation.

Tous ces dimensions sont trés proches les unes des autres et satisferont
les propriétés suivantes:

1-Si A C B alors d(A) < d(B).

2-Si A= ¢ alors d(A) =0.

3-d(Ax B)=d(A) xd(B).

4- Si f est une application différentiable sur A alors d (A) = (f (A)).

17
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2.3 Conclusion

Ce chapitre est consacré aux attracteurs et les exposants de Lyapunov.
Dans le premier partie, nous donnons quelques définitions sur les ensembles
attractants et les différents types d’attracteurs et particuliérement aux at-
tracteurs étranges (chaotiques), celles qui sont caractérisé I’evolution des sys-
téemes chaotiques. La deuxiéme partie est consacré aux exposants de Lyapu-
nov qui sont souvent utilisé pour déterminer si un systemes est chaotiques
ou non.

18



Chapitre 3

Bifurcation et routes vers le
chaos dans les systémes a
temps discrets

3.1 Introduction

La théorie de bifurcation est I’étude mathématique des changements qua-
litatifs ou topologiques de la structure d’un systéme dynamique. Une bifur-
cation survient lorsqu’une variation quantitative d’un parameétre du systéme
engendre un changement qualitatif des propriétés d’un systéme tel que la sta-
bilité, le nombre de points d’équilibre ou la nature des régimes permanents.
Les valeurs des parameétres au moment du changement sont appelées valeurs
de bifurcation. Dans les systémes dynamiques, un diagramme de bifurcation
montre les comportements possibles d’un systéme, a long terme, en fonction
des parametres de bifurcation.

3.1.1 Bifurcation noeud-col

Cette bifurcation est le mécanisme de base pour l'apparition et la dis-
parition de points fixes. La forme prototypique (ou forme normale) d’une
bifurcation en point de selle dans le cas 1D est:

Tpa1 = M+ Ty — mi (3.1)

La valeur critique de p est 4 = p. = 0. On a les cas suivants:
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LES SYSTEMES A TEMPS DISCRETS

Pour 1 > 0; le systeme posseéde un attracteur en x = ,/u et un point fixe
instable en z = —, /1,

Pour y = 0; le systéme posséde un point fixe semi-stable en x = 0,

Pour 1 < 0; le systéme ne posséde aucun point fixe,

En tracant la position des points fixes en fonction du parametre de controle,
on obtient le digramme de bifurcation de la Figure 3.1 qui est typique de ce
type de bifurcation.

0.5

xn 0

-0.5

-1 0.5 0 0.5 1
u
Fig. 3.1 —Diagramme de bifurcation en point de selle (noeud-col).

Théoréme 3.1.1 Soit f (x,, 1) une famille de fonctions ayant des dérivées

partielles continues en x et en u. Supposons qu’il existe un couple (o, iig) tel
que le systéme

Tpt1 = f (*rna :uo)

a un point fixe en x

f (moaﬂo) = o
et of
O (@0, po) =1

Supposons aussi que:

fu (x07,u0> # 0 et fx:p (‘TOMLLO) % 0

On dit alors que le systéme subit au point (xo, p,) une bifurcation du type
noeud-col.
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Pour (3.1) lorigine o = 0 est toujours un point fixe quelle que soit
la valeur de p. Calculons la dérivée de f on obtient g—i (0, ) = 1. Ainsi,
quand p = py = 0 on a: f(0,0) = 0 et %(0,0) = 1 avec f,(0,0) = 1 et
Juz (0,0) = —2.

Alors les conditions du théoréme sont satisfaits et on a une bifurcation
du type noeud-col.

3.1.2 Bifurcation trans-critique

Il y a une bifurcation trans-critique lorsque deux points fixes échangent
leur nature (stable/instable). Quelle que soit la valeur du parametre, le point
fixe existe. En 1D la forme normale est:

Tpy1 = (u+ 1)z, — 22, (3.2)

Elle posséde un point fixe x = 0 pour toute valeur de p. On a:
Pour ;4 < 0, un point fixe instable x = p et x = 0 est attracteur;
Pour 1 = 0; z = 0 absorbe le point fixe instable et devient semi-stable;
Pour 1 > 0; z = 0 est instable et il existe un attracteur en z = pu.
Le diagramme de bifurcation typique est donné a la Figure 3.2.

1

0.5

xn 0

-0.5

-1 0.5 0 0.5 1
U

Fig. 3.2 —Diagramme de bifurcation transcritique.

Théoréme 3.1.2 Soit f (x,, 1) une famille de fonctions ayant des dérivées
partielles continues en x et en u. Supposons qu’il existe un couple (o, ig) tel
que le systéme:

Tnt1 = f (ZL’n, :U’O)
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a un point fixe en x
f (3707 MO) = Zo

of
% (l’o, :u0> =1

et

Supposons aussi que:

af B o0 f o*f
o (zo, f19) = 0, D20 (w0, po) # 0, ) (0, 1o) # 0.

On dit alors que le systéme subilt au point (xo, p,) une bifurcation du type
transcritique.

Pour (3.2) lorigine o = 0 est toujours un point fixe quelle que soit
la valeur de p. Calculons la dérivée de f on obtient % (0,) = 1. Ainsi,

quand g = gy = 0 on a: f(0,0) = 0, %(0,0) = 1 avec %(aﬁo,uo) =0,

32 82
S (w0, 10) = 1, 54 (0,0) = —2.

Alors les conditions du théoréme sont satisfaits et on a une bifurcation
du type transcritique.

3.1.3 Bifurcation en fourche

Les bifurcations en fourche existent dans des systémes possédant une
symétrie. De fait, les points fixes sont créés et disparaissent par paire. Il en
existe deux types, les super-critiques (ou douces) (voir la Figure 3.3(a)) et
les sous-critiques (ou dures) (voir la Figure 3.3(b)).

Dans 1D la forme normale pour la bifurcation en fourche supercritique
est:

Tor1 = (p+ )z, — 3. (3.3)

Ce systéme est invariant dans une transformation r — —zx.

pour p > 0, deux attracteurs existent pour z = £,/u et un point fixe
instable existe pour x = 0;

En p = 0, les trois points fixes se fondent en un seul attracteur situé en
z =0;

pour p < 0, le systéme posséde un seul point fixe attracteur en x = 0.

La forme normale pour la bifurcation en fourche sous-critique est:

Tpy1 = (p+ ), + 22 (3.4)

22



CHAPITRE 3. BIFURCATION ET ROUTES VERS LE CHAOS DANS
LES SYSTEMES A TEMPS DISCRETS

Ce systéme est invariant dans une transformation x — —z. On a:

Pour pu < 0, deux points fixes instables existent en r = +,/p et un
attracteur existe en x = 0;

En p = 0, les trois points fixes se fondent en un seul point fixe instable
situé en r = 0;

Pour 1 > 0, le systéme posséde un seul point fixe instable en x = 0.

3 b)
Fig. 3.3 —Diagramme de bifurcation fourche a) sur-critique. b) sou-critique.

Théoréme 3.1.3 Soit f (x,, 1) une famille de fonctions ayant des dérivées
partielles continues en x et en u. Supposons qu’il existe un couple (g, iy) tel
que le systéme:

Tnt1 = [ (Tn, po)

a un point fixe en x
f (3307 :U’O) = 2o

of
% (an /‘LO) =1

et

Supposons aussi que:

af 0 f 0 f Bf
o (%o, o) = 0, ) (20, o) = 0, D20} (2o, o) # 0, 93 (%o, o) # 0.

On dit alors que le systéme subit au point (xg, py) une bifurcation du type
fourche.

Pour (3.3) lorigine zp = 0 est toujour un point fixe quelle que soit la
valeur de p. Calculons la dérivée de f on obtient g—j: (0, 1) = 1. Ainsi, quand
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p=po=00na: f(0,0)=0,2%(0,0)=1avec 5 (0,0)=0, 2L (0,0) =1,
21(0,0) = —6 < 0.

Alors les conditions du théoréme sont satisfaits et on a une bifurcation
du type fourche supercritique.

Pour (3.4) lorigine xg = 0 est toujours un point fixe quelle que soit la
valeur de u. Calculons la dérivée de f on obtient g—i (0, ) = 1. Ainsi, quand

p=po=0ona: f(0,0)=0, 2% (0,0)=1avec 5 (0,0)=0, 2L (0,0) =1,
21(0,0) =6 > 0.

Alors les conditions du théoréme sont satisfaits et on a une bifurcation
du type fourche sous-critique.

3.1.4 Bifurcations de doublement de période

Lorsqu’une valeur propre réelle de D f(x) quitte (ou rentre) dans le cercle
unité a —1, on a alors une bifurcation de doublement de période (ou flip). Au
lieu de cela, la perte de stabilité est typiquement associée a I’apparition ou a la
disparition des orbites de la période deux prés du point fixe. Le théoréme qui
suit détermine les conditions sous lesquelles un point de bifurication (xg, p)
ol % (xo, ptg) = —1 entraine apparition des points périodiques.

Théoréme 3.1.4 Soit f (z,, 1) une famille de fonctions ayant des dérivées
partielles continues en x et en . Supposons qu’il existe un couple (o, iig) tel
que le systéme:

Tny1 = [ (Tn; 1)
a un point fixe en x

f (2o, po) = o

et of
% (‘1'07”0) =-1

Supposons aussi que:

*f of O*f
8x8p (xo, Mo) + 8_,u (%7,%) @ ($07 Mo) # 0,

u (.ZU07 IU’O) =2

1 [(0%f 193
v (2o, fg) = 3 (@ (%Mo)) + 3923 (w0, itg) # 0.

On dit alors que le systéme subit au point (xo, f1y) une bifurcation de double-
ment de période.
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Exemple 3.1.1 Considérons [’application:
Tpy1 = —(p+ 1), — 3. (3.5)

L’origine x¢y = 0 est un point fixe quelle que soit la valeur de p et on
a: % (z,p) = —(u+ 1) — 322 Donc, quand x = 0 cela donne: % (0,0) = —1.
On calcule facilement les valeurs u (0,0) et v (0,0) définies dans le théoréme
on obtient:
w(0,0) = =2, v(0,0) = —2.
On a donc une bifurcation de doublement de période. Le diagramme de
bifurcation de cette application est donné a la Figure 3.4.

1

0.5

xn 0

-0.5

-1 0.5 0 0.5 1
u

Fig. 3.4 —Diagramme de bifurcation de doublement de période.

3.1.5 Bifurcations de Neimark-Sacker

Soit la famille d’applications F' : R? x R — R appartenant & la classe
C? et F, (z) = F (z, p) . Une bifurcation de Neimark-Sacker (bifurcation dis-
crete de Hopf), est une bifurcation locale dans laquelle un point fixe d’'un
systéme dynamique discret perd sa stabilité tandis qu’une paire de valeurs
propres complexes conjuguées Ao (1) = r (1) e de I’application linéari-
sée autour d’un point fixe 2* de I’application F}, croisent le cercle unité i.e.,
la bifurcation de Neimark-Sacker se produit lorsque A (1), A2 (1) satisfaits
aux conditions suivantes:

i) 7 () =1,0 <0 (py) <7 mais

ii) 3_; (ko) # 0,

i) e™*0(to) £ 1, pour k = 1,..., 4.

Ou p est le parametre de bifurcation calculé au point de bifurcation et

() = A2 ()]
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Exemple 3.1.2 Considérons le systéme:

Tpt+1 = HTn (1 - yn) )
(3.6)

Yn+1 = Tn-
ou p > g, est le paramétre de bifurcation. Les points fixes de (3.6) sont:

p1(0,0), po (1 — i, 1-— i) . La matrice jacobienne de (3.6) au point fize p

J(p) = ( M(ll—y> —6555 )

Au point fixe ps devient:

est:

Les valeures propres sont:

1 1 1 1
At (p) = 5 tigvan =5, A2 (1) = 3 TigVan =5
Alors ‘
Mo () = 7 ) €409
avec:

r(u) =+/pn—1, 6 (u) = arctan(y/4p — 5).
La condition: r () = 1 donne g = 2 et ainsi 0 (uy) = 5. D’autre part:
dr

1
@(Mo)zﬁ%(),

GikO() _ ikE _ 1+N§7 —1+N§7 13

=e"3 1, ———— #1, pourk =1,...,4 respectivement.

2 2 2

D’aprés ce qui précéde le systéeme (3.6) subit une bifurcation de type de
Neimark-Sacker.

IL existe deux types de bifurcation de Neimark-Sacker: 'une est quali-
fiee de supercritique (ou excitation douce), l'autre de sous-critique (ou
excitation forte). Le portrait de phase pour la bifurcation supercritique de
Neimark-Sacker est donné a la Figure 3.5.
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/ j/s\ \\‘\ \*-.,,’
[ K a\"t‘l //f%\ : | 1
RSN s ;
N/
<l Lo P

Fig. 3.5 —Portrait de phase pour la bifurcation supercritique de
Neimark-Sacker.

Le portrait de phase pour la bifurcation sous-critique de Neimark-Sacker
est donné a la Figure 3.6.

/ / /
/ /
f A o
| [N
.-""l'-'".-':\ i f f' \"
'
— ——t Tt
Mo \OAE ..?'!; i \ L B
o O X -
Wl ./
iy

Fig. 3.6 —Portrait de phase pour la bifurcation sous-critique de
Neimark-Sacker.

3.2 Routes vers le chaos

Plusieurs travaux décrivent les scénarios possibles pour q’un systéme dy-
namique faire une transition vers le chaos selon ces paramétres de controle.
La variation continue d’un parameétre de controle du systéme menent & des
régimes dynamiques qualitativement différent.
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Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos.
En général le passage vers le chaos peut suivre trois scénarios d’évolution
définis ci-dessous.

3.2.1 Par doublement de période

En changeant un parametre, la fréquence du régime, initialement pé-
riodique, est doublée consécutivement. Les doublements de fréquences de-
viennent de plus en plus proches, avec une tendance d’accumulation vers
I'infini. C’est dans cet instant ou le systéme devient chaotique. Un exemple
de ce comportement est représenté par la suite logistique qui sera décrite
postérieurement. Il a été étudié en particulier en dynamique de populations
par R.May sur I'application logistique, =,.1 = rz,(1 — z,,). Selon la valeur
du parametre a, la suite converge soit vers un point fixe nul ou pas. Dés que
a est plus grand que 3 le systéme bifurque, c’est & dire qu’il oscille entre 2
valeurs autour du point fixe. On parle de cycle attracteur de période 2. En
continuant & augmenter a, ces 2 attracteurs s’écartent du point fixe jusqu’a ce
qu’une nouvelle bifurcation ait lieu. Chaque point se dédouble et on obtient
un cycle attracteur de période 4. On dit qu’il y a doublement de période.
C’est a partir de cet exemple que Feigenbaum pressentit I'existence d’une
forme d’universalité dans cette transition vers le chaos sous forme de cascade
de doublement de période.

1
0.8
0.6
xn

0.4

0.2

0

0 05 1 15 2 25 3 35 4
r
Fig. 3.7 —Cascade de doublements de période pour ’application logistique.
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3.2.2 Par Intermittences

Il présente des apparitions erratiques du chaos qui reviennent vers un
comportement périodique du systéme. Il se déstabilise brutalement, puis il
s’éloigne de la valeur critique qui I’a amenée a un tel état, en continuant vers
un comportement périodique puis en revenant successivement. Un exemple
de ce comportement s’observe dans le systéme de Rossler. L’intermittence
suppose en particulier que le cycle limite (correspondant a 1’état périodique
d’ou est issu ce phénomeéne de transition) bifurque de fagon sous-critique et
qu’il n’y ait pas d’attracteur & proximité.

3.2.3 Quasi-périodicité

IT est illustrée par le modéle de Lorenz. II résulte de la concurrence de
différentes fréquences dans le systéme, de facon a osciller entre un état dans
la limite de la périodicité, qui permet de transiter vers le chaos.

Le scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux
théoriques de Ruelle et Takens (1971). Elle a été confirmé par de nombreuses
expériences. Dans un systéme & comportement périodique & une seule fré-
quence, si nous changons un parametre alors il apparait une deuxiéme fré-
quence. Si le rapport entre les deux fréquences est rationnel le comporte-
ment est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel, le comportement est
quasi périodique. Dans ce cas, les trajectoires couvrent la superficie d’un
tore. Alors, on change de nouveau le parameétre et il apparait une troisiéme
fréquence, et ainsi de suite jusqu’au chaos. il existe aussi des systémes qui
passent directement de deux fréquences au chaos.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous donnons une idée générale sur les bifurcations dont
nous présentons les plus connues bifurcations peut exister dans un systéme
dynamique, puis nous présentons les différentes routes pour qu'un systéme
dynamique faire une transition vers le chaos.
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Chapitre 4

Les bifurcations bissectrice

4.1 Bifurcation bissectrice dans une applica-
tion unidimensionnelle: Cas étudié de ’ap-

plication VGH

4.1.1 Introduction

Dans cette section, nous avons revisité I'application VGH unidimension-
nelle dans le but de montrer qu’elle présente ce que nous appelons les bifur-
cations bissectrices: celles qui sont médiées par un ensemble infini d’orbites
périodiques neutres et stables. Nous avons déterminé explicitement I’empla-
cement de certains ainsi que leurs éléments de cycle. Nous avons également
expliqué leur existence en termes algébriques et géométriques.

4.1.2 Description et quelques propriétés

L’application VGH (Varley-Gradwell-Hassell) est une application unidi-
mensionnelle lisse et discontinue proposée a l'origine dans des études sur
I’écologie des populations [24, 25]. Il s’agit d’une application & trois para-
metres composée d’une partie linéaire et d’une loi puissance:

Ty, Tn < C,

Tny1 = (41)

1-b
TT, ", Ty > C.
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Our, b>1etc>0. Lorsque ¢ = 1, I’application est continu, discontinu
sinon. Selon le choix des parameétres, 'application (4.1) présente un compor-
tement régulier et chaotique et sa dynamique expose un certain nombre de
phénomeénes, dont les crises intérieures et I'intermittence induite par la crise
[19].

4.1.3 Localisation de la bifurcation dans I’espace des
parametres

Dans cette section, nous montrons que pour l'application (4.1), la bifur-
cation bissectrice ne se produit que pour b = 2.

Nous commencons par introduire un changement de variables qui nous
permettent de linéariser exactement ’application (4.1)

z = 2log(z)/log(r); & = 2log(c)/log(r) (4.2)

En termes de z et &, 'application (4.1) peut étre jetée en forme linéaire

suivante:
242, z<E,

L(z) = (4.3)

(1=b)z+2, z>¢.
Cette version linéarisée permet ’approche algébrique suivante. Dans le nou-
veau forme L(z), les éléments {z;; 29; ...; 27} d’un cycle de période T satisfont:

Zn—1 + 27 Zn—1 S 57
Zn = n=2,...T (4.4)
(1 — b) Zn—1 T+ 2, Zn—1 > f,

zr+2, 2r <&,
(1—b)ZT—|—2, Vi >§.
Ces expressions peuvent &tre exprimées sous la forme:

21 — Q2 = 27

n=23 .T (4.6)
Zp — Op_12p—-1 = 27
avec
_17 2k S 57
A = (47)
b— 1,2 > f
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Le systéme linéaire des équations (4.6) peut étre exprimé sous forme matri-
cielle

=T
Y Ayz=2i=12..T, (4.8)
j=1
O la matrice A est:
a; 1 0 .. 0
0 a, 1 0 0
e 0 0 a3 1 0 (4.9)
0 0 O % | 1
1 0 0 aT

Pour trouver un attracteur constitué d’un nombre infini de cycles limites
de période T, nous avons besoin que le systéme des équations (4.6) soit
compatible et indéterminé. Une condition nécessaire est donc det(A) = 0. Le
déterminant de la matrice A est:

det(A) = [[ e + (-1)"" (4.10)

Si le cycle a d de ses éléments satisfaisant z; > ( cela donne:
det(A) = (=) (b —1)" + (—=1)""! (4.11)

Qui s’annule pour b = 0 et, si d est pair, aussi pour b = 2.

Puisque nous sommes seulement intéressés par b > 1, la seule solution
possible est alors b = 2. C’est précisément la valeur trouvée a partir des
diagrammes de bifurcation dans la section suivante. Il est important de noter
que cette valeur de b et I’équation (4.3) implique une stabilité neutre pour
tout cycle possible.

Dans la section suivante, nous montrerons explicitement que I’ensemble
infini d’orbites périodiques existe.

4.1.4 Explication géométrique de la bifurcation bissec-
trice

Nous développons une explication heuristique pour I’émergence d’une bi-
furcation bissectrice basée sur le diagramme en toile d’araignée d’une appli-
cation générale unidimensionnelle f(z;p) avec un parameétre p. Notons qu’'un
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ensemble infni de trajectoires réguliéres de période n sera observé pour une
valeur critique p, de paramétre lorsque £ (le n’*™ itéré de I'application f)
a une piece qui est co-linéaire avec la bissectrice. Par conséquent, le nom
que nous utilisons pour ces bifurcations.

Plus explicitement, & la bifurcation, fI™ sera de la forme:

M (@spe) =S @ w € (w,2), (4.12)

ceey

Un exemple de ce phénomeéne dans 'application (4.1) est donné par son
deuxiéme itéré:

VE (2 p,) = (4.13)

1
2, 1-b r\5-1
| Y, x> (—) .
Lorsque b = 2, la troisiéme piéce devient x et on a une bifurcation bissec-
trice médisée par un ensemble infini de cycles de limite de période-2 neutres

stables, pourvu que ¢ < /7. Ceci est illustré dans la Figure. 4.2.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
xn
Fig. 4.1 ~Diagramme de toile d’araignée de V?(x) pour: b= 1.6 (¢ =1,
r=2).
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
xn

Fig. 4.2 —Diagramme de toile d’araignée de V?(x) pour: b=2 (c = 1, r = 2).

3

2.5

2

n+1 1.5

1

0.5

o L=
0 05 1 15 2 25 3
xn
Fig. 4.3 ~Diagramme de toile d’araignée de V?(z) pour: b = 2.4 (¢ =1,
r=2).

Dans les trois cas, les mémes trois conditions initiales ont été évaluées.

Les Figure. 4.1-4.3 représentent une séquence de trois tracés de dia-
gramme de la toile d’araignée de V?(z) illustrant la bifurcation bissectrice
de l'ordre au chaos. Lorsque b = 1,6, 'application présente un point fixe
stable et toutes les trajectoires convergent vers ce point fixe. Lorsque b = 2,
la troisiéme partie de 'application devient x, produisant un ensemble infini
de points fixes de V?(z) (période 2 orbites de V(x)) c’est a dire que chaque
condition initiale évolue vers un point fixe neutre stable différent de V?(z)).
Lorsque b = 2,4, 'application présente deux points fixes instables et la dy-
namique est chaotique.

En regardant les trois cas montrés dans l'ordre décroissant de b, nous
pouvons voir comment ces deux points fixes instables entrent en collision
avec les bords (les frontiéres) de 'application a b = 2.
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En principe, plusieurs itérations de V' peuvent avoir des pieces co-linéaires
avec la bissectrice simultanément pour la méme valeur de p.. Dans de tels
cas, les ensembles infinis de cycles de différentes périodes coexisteront quand
p = pe. Clest le cas de I'application (4.1). Lorsque b = 2 et ¢ > 1, les cycles
limites neutres stables peuvent présenter différentes périodes. Ceci est illustré
sur les Figures. 4.4-4.6, ou ’évolution dans le diagramme de la toile d’arai-
gnée et les trajectoires de deux conditions initiales différentes de V(x) sont
montrées pour b = 2,7 = 4 et ¢ = /2. L'une des trajectoires évolue vers
un cycle limite de période 2 tandis que I'autre évolue vers un cycle limite de
période 4.

5]

5

4

xn+1 3
2

1

0

0 1 2 3 4 5 6
Xn
Fig. 4.4 -Diagramme de toile d’araignée de V (x) pour: b= 2,c = v/2,r = 4
et Ty = 0.3.
6
5
4
¥n+1 3
2
1
0
0 1 2 3 4 S 6
xn
Fig. 4.5 ~Diagramme de toile d’araignée de V(x) pour: b= 2,c = v/2,r = 4
et o = 0.6.
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| | |
| | | | |
xn 3 ||||,I'||I|||I fMELATL N A i |||| |"'||

Fig. 4.6 —Les trajectoires de V' (x) pour deux conditions initials xy = 0.3,
:U():O.Getb:2,c:\/§,r:4.

4.2 Bifurcation bissectrice en systémes dyna-
miques discrets 2D: Cas étudier du sys-
téme de Lozi

En fonction des parameétres, le transit peut avoir lieu de régimes réguliers
a réguliers ainsi qu’a des régimes chaotiques. Comme nous ’avons vu dans le
chapitre précédent, dans les systémes unidimensionnels, ce genre de transition
se produit chaque fois qu'un morceau d’un itérateur de ’application devient
co-linéaire avec la bissectrice dans le diagramme de la toile d’araignée pour
une valeur de parameétre particulier. Nous allons étendre cette explication
aux systemes en deux dimensions. dans cette section, nous montrerons que
le systéme de Lozi présente également des bifurcations bissectrices.

4.2.1 Description et quelques propriétés

Le systeme de Lozi est un modeéle proposé en 1978 par le mathématicien
René Lozi [2] pour le but de simplifier 'attracteur de Hénon. Il s’agit d'un
systéme qui introduit des itérations dans le plan. Ces itérations sont définies
par les relations suivantes:

Ynt1 = brn = g(Tn,Yn)
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Ou: (a,b) € R* x R*. L’attracteur chaotique de Lozi est représenté sur la
Figure 4.7 pour: a = 1.7 et b = 0.5.

-1 -0.5 0 0.5 1
v
Fig. 4.7 -L’attracteur chaotique de Lozi pour: a = 1.7 et b = 0.5.

4.2.2 Dynamique du systéme de Lozi: Attracteurs iso-
lés et stabilité

Il est courant de commencer I’étude d’un systéme dynamique avec un
catalogue de ses points fixes, attracteurs périodiques et ainsi de suite, en
accordant une attention particuliére a leur stabilité et 1’évolution avec les
parameétres du systéme. Nous commencgons par collecter certaines de ces fonc-
tionnalités pour le systeme (4.14).

Pour des considérations de stabilité, nous avons besoin de la matrice ja-
cobienne de (4.14) donnée par:

J(,y) = ( ~eeignle) 1 ) (4.15)

L’application de Lozi n’a aucun point fixe si a < b — 1. Il a comme point fixe
unique P; sib—1 < a <1—b et un point fixe additionnel, P,, si a > 1 — b,
avec:

1 b 1 b
P, = P, = : 4.1
! (1+a—b’1+a—b>’ ? <1—a—b’1+a—b) (4.16)

En outre J(P,) = J4, J(P2) = J_. Par conséquent, seulement P; peut étre
stable et ceci se produit pour des systémes avec les valeurs de parameétre (b, a)
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a lintérieur du triangle avec sommets (1.0), (—1,2), (—1, —2) dans 'espace
de paramétre.

Les cycles d’isolement de la période T' = 2 existent pour |b| < 1, a > 1—b.
Leurs éléments sont (z1, bzs) et (29,bz1), avec:

1+a-—09 1—a—>5

=0’ +a = (-0 +a (1D

Z1 =

4.2.3 Bifurcation bissectrice et ensembles attractants

Les points fixes et les cycles mentionnés ci-dessus sont des points iso-
lés dans 'espace de phase. Cependant, pour des valeurs particuliéres des
parametres a et b, on peut aussi trouver des séries continues de points pério-
diques qui agissent comme des attracteurs pour certaines régions de I’espace
des phases. Ceux-ci peuvent servir de médiateur aux bifurcations bissectrices
comme nous "avons décrit pour 'application unidimensionnelle (4.1). Nous
suivrons 'approche algébrique que nous avons décrite ici pour localiser les
valeurs a et b qui donnent lieu & des ensembles infinis de cycles limites. Nous
résolvons d’abord les cas des périodes deux et quatre qui, & notre avis, illus-
trent suffisamment la procédure. Aprés cela, nous déterminons complétement
les éléments des cycles. La période trois et cing sont ensuite analysées de la
méme maniére et montrées pour produire un modeéle différent. La stabilité des
cycles est également résolue. Des cycles périodiques d’ordre supérieur pour-
raient étre étudiés sur la méme ligne mais la méthode algebrique devient plus
impliquée.

4.2.4 Cycles de période 2

Soit {(z1,41), (z2,92)} un cycle de période-2 de (4.14). Ensuite, au lieu
de (4.14), nous utilisons I’équation équivalente de différence de second ordre:

Tpr1 = 1 — alz,| + brpq (4.18)

De (4.18) et la condition de périodicité pour un orbit de période 2 on
obtient:
xg = 1 — alxy| + bxs,
(4.19)

r1 =1 — a|xs| + bx;.
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ie.,

AX =b (4.20)

ou

~( asign(xy) 1-0 iy iy
A= ( 1—b asign(xg) 5 X = (Il,l‘g) y b= (]_, ].) . (421)
Les 2 cycles correspondants de (4.14) seront {(z1,bxs), (x2,bx1)}.

Lorsque le systéme des équations (4.19) est compatible mais indéterminé,
il existe une infinité de solutions et donc de périodes-2 cycles. D’un point de
vue algébrique, cela signifie que rang(A) = rang(A/b) = 1.

rang(A) = rang(A/b) = 1 si et seulement si det (A) =0, rang(A/b) =1
(4.22)
i.e.,

a?sign(xy)sign(xs) = (1 —0)°, asign(z;)—(1—b) =0, (1 —b)—asign(zs) = 0.

(4.23)
Qui donne les contraintes: a > 0 et a = 1—b ou a = b— 1. En conséquence, il
existe deux familles & un parameétre de 2 cycles dans R?, {S1, So} et {Uy, Uy}
avec:

S =(x,b(1 —ax)/a), So=((1—az)/a,bzr), (0<z<l/a, b=1-—a)

(4.24)
Uy =(z,=b(1+ax) /a), Uy =(—(1+ax) /a,bzx), (—=1/a <z <0, b= 1+a)
(4.25)
Pour la stabilité nous utilisons la matrice jacobienne.
Pour la famille S, nous avons:

J=J(51)J(5) = <J+)2 (4.26)

Alors: 2y

[ a+0 —a

J = < —ab b ) (4.27)

Les valeurs propres de la matrice J sont:

a4+ b+ ava®+4b a?+b—ava®+4b

2 ’ 2
Dans le cas critique, a = 1 — b, ils se réduisent aux valeurs 1 et (1 — a)?, et

donc ces orbites sont neutres stables quand 0 < a < 2. Ensuite, le continuum
qu’ils forment est un attracteur dans I’espace de phase.

2
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4.2.5 Cycles de période 4

Soit {(z1,v1), (2, y2), (3, y3), (24, ys) } un cycle de période-4 de (4.14). De
(4.18) et la condition de périodicité pour un orbit de période 4 on obtient:

( To = 1 —CL|IL‘1| +bl‘4,

xr3 =1 — alxs| + by,

(4.29)
gy =1 — alxz| + bry,
| 21 =1 — a|zy| + bus.
ie.,
AX = b (4.30)
ou
( asign(xy) 1 0 —b
. —b asign(zs) 1 0
n 0 —b asign(x3) 1 ’
1 0 —b asign(xy) (4.31)

X =t (‘r17x27x37$4)7

b='(1,1,1,1).

\

Les 4 cycles correspondants de (4.14) seront {(x1, bz4), (z9, bx1), (23, bxs), (T4, bx3)}.
Lorsque le systéme des équations (4.29) est compatible mais indéterminé, il
existe une infinité de solutions et donc de périodes-4 cycles.

Cela signifie que:

rang(A) = rang(A/b) = 3 ou rang(A) = rang(A/b) = 2. (4.32)

1) rang(A) = rang(A/b) = 3 si et seulement si det (A) = 0, rang(A/b) =
3, l.e.,
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262 — b* + a’boay + a’bagoy + a?basas 4+ albasas + atoqasasas — 1 =0,

acg — b+ b? + b3 + abay + abas + ab®o; — a’asas + adaqasas + a?bajos — 1 =0,

acy — b+ b? + b3 + aboy + abay + ab’oy — a’aq s + adaqasay + a?bajoy — 1 =0,

aoy — b+ b? + b3 + aboy + abas + ab’as — aoqay + adaqagoy + a?basoy — 1 =0,

acy — b+ b? + b3 + aboy + abay + ab’as — a?asay + adasasay + a’basos — 1 =0,
et

aboy + abas + adoqagas # 0,

ajopa? — b2+ b # 0,

aa3b2 + aag 7é 0,

—paza?b — b2 4+ 1 #0,

—aiana?b — b2+ 140,

aboy + aboy + adonagay # 0,

ajoga® — b+ b #0,

acob? + aoy # 0,

aonb? + aas # 0,

—oaga?b — b2 4+ 140,

aboy + abas + adoyazay # 0,

azoga® — b2+ b # 0,

asaa? — b3+ b # 0,

CLOé4b2 + ao 7£ 0,

—agaga?b — b2 4+ 140,

abay + aboy + adasazay # 0.

.

(4.33)
ou
a; = sign(x;) , Vi€ {l1,2,3,4}.
Ce qui donne les résultats suivants;
1) Les contraintes sur les parameétres sont: a = 1 +bet 0 < b < 1,
1<a<?2
2) Les éléments du cycle en fonction du paramater p sont :

(x1,bxy), (x2,bx1), (T3,bx2), (74,bx3) (4.34)

telque:
1 =—pu—(b+1)B <0,
Ty =pu+2B >0,
x3:—,u<0,
ry=p—(b—-1)B>0.

(4.35)
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avec:0<u<letB:1+%52.
La matrice jacobienne correspondante est:

4 2 2 2

B 2 [ a*—=3a*b+b* a(2b—a”)

J= (T _< —ab (2b — a?)  b* —a%b (4.36)
Dans le cas critique a = 1+ b on a:

(VPP b+ PP —-b—1

‘]_< b(BP+024+b+1) —b(B2+b+1) (4.37)

Les valeurs propres de J deviennent: b* 1. Par conséquent, ces orbites de
période 4 sont neutres stables et leur union est un attracteur.

4.2.6 Cycles de periode 3

Soit {(x1,11), (x2,y2), (z3,y3)} un cycle de période-3 de (4.14). De (4.18)
et la condition de périodicité pour un orbit de période 3 on obtient:

zg = 1 — alxy| + bxs,
3 =1 — alxs| + bay, (4.38)

1 =1 — alxs| + bxs.

ie.,
AX = b (4.39)
Ou
asign(zy) 1 —b
A= —b asign(zs) 1 , X = (21,29, 73), b = (1,1,1).
1 —b asign(xs)
(4.40)

Les 3 cycles correspondants de ’application de Lozi seront :

{(z1,bx3), (x2,bx1), (23, bxs)}

Nous avons déterminé qu’'un ensemble infini de cycles de trois éléments
n’existe que si a = 1 et b = —1. Cependant, dans ce cas, le rang des ma-
trices des coefficients et complétes est égal a 1 et, par conséquent, on obtient
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un continuum de solutions en fonction de deux parameétres. Les éléments du
cycle sont donnés par (¢,—n), (1 — ¢ —n;—C), (n;—1+ ¢ + n), en fonction
des parametres ( et n tel que: ( > 0,7 >0,0<(+n < 1.

Pour la stabilité nous utilisons la matrice jacobienne J. Nous avons:

J=J.JJy = (J.)

Alors: , )
—a*—2b a*+b
/= < ba® + 0> —ab ) (441)
Pour a = 1 et b = —1 les valeurs propres de la matrice J devient \; =

A2 = 1. Qui signifie la stabilité neutre double. D’ot1, 'ensemble des orbites
de période-3 est bidimensionnel dans I’espace de phase.Un portrait de phase
qui comprend les orbites de la période 3 est représenté sur la Figure 4.8.
Les orbites de la période 3 remplissent complétement le triangle blanc au
centre de la Figure 4.8, avec le sommet de ’angle droit & (0, 0). Les sommets
angulaires aigus sont situés a (1,0) et (0, 1).

Fig. 4.8 —Un portrait de phase qui comprend les orbites de période 3 pour
le systéme (4.14).

4.2.7 Cycles de période 5

Soit. {(z1,1), (2, 2), (¥3,38), (24, 4a), (25, 35)} un cyele de période-5 de
(4.14). De (4.18) et la condition de périodicité pour un orbit de période 5 on
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obtient:
(29 =1 — al|zy| + bzs,
3 =1 — alzs| + bxy,
0 4 =1 afas| + bas, (4.42)
x5 =1 — alxy| + bxs,
| 21 =1 — alzs| + bay.
lLe.,
AX =0 (4.43)
ou
( asign(zy) 1 0 0 b
—b asign(zs) 1 0 0
A= 0 —b asign(zs) 1 0 7
0 0 —b asign(zy) 1
1 0 0 —b asign(xs)
X =" (21,29, 23,24, 25), b="(1,1,1,1,1).

\

(4.44)

Les 5 cycles correspondants de (4.14) seront:

{(z1,bx5), (x2,bx1), (x3,bx2), (x4,bx3), (x5,b14)}. (4.45)

Lorsque le systéme des équations (4.42) est compatible mais indéterminé,

il existe une infinité de solutions et donc de périodes-5 cycles.

Cela signifie que rang(A) = rang(A/b) < 5, i.e., rang(A) = rang(A/b) =

4 ou rang(A) = rang(A/b) = 3.

Nous remarquons qu’au moins A et A/b sont de rang 3.
1) rang(A) = rang(A/b) = 3 si et seulement si det (A) = 0, rang(A/b) =
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b — ab’ay + ab?ay + ab®as — ab®ay + ab’os + a®baqasas + aPbaycsas+
adbasasoy — adbagagos + albasouos + a’ogasasogas +1 =0,

b— acy + b> + b3 — b* — abasy + abay — ab?*aq — ab3ay + ab?as + a*asay — aPayaso+
2()2 2b _ 2b Qb 3b 4 1=0
a“b oo + a“ba g — a“bay oy + a“bazayy + a0 oty + A ersry + 1 =0,

b+ aas + b2 + b2 4+ b* — abay + abas — ab’as — ab’ay + abPas — a’asas + aPoq agos+
a’b?ara — a?basas + a’bogas — albasos — albagasas — atajosasos — 1 =0,

b — acs + b> — b® — b* — abay — abas — ab’a; — ab®ay — abdoy + a’aian — aoagas—
a’b’ a0 + a?baq s + a’bogay + a’boyas — albayouas + atoasouas +1 =0,

ac; — b —b? — b — bt + abay + abay — ab’as — ab®as — ab’as — a’ayas 4+ adagagas—
a?b’asay — a’boias — a’bajos — a’basay — albasasas — atayasouas — 1 =0,

b—aas —b? — b® — b* — abas — abas + ab’as + ab®ay — ab’ay + a?oayas — adasagas+
L a?b?asas + a?basas + a’basas — a’bagas 4+ albasasay + atasasagas + 1 = 0.

(4.46)

avec o, = sign(x;), Vi € {1,2,3,4,5}.

Ce qui donne les résultats suivants:

1) Les contraintes sur les paramétres sont: b = —1 et a = %\/5 + % ou
a= % — % d.

2) Les éléments du cycle en fonction du paramater p sont:

{(z1,bx5), (x2,bx1), (x3,bx2), (x4,bx3), (T5,b14)}. (4.47)

-Pourb=—-1leta= %\/S—F% on obtient:

$1—1—£4—£5(%\/5+%),

v = (354 3) s (V5 +3) - 1+

vy =1—15— 4 (35 +3), (4.48)
Ty = 1y,

x5 = 5.
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-Pour b = —1 eta:%—% 5 on obtient:
$1:£5(%\/5—% —t4+1,
1 ~ o1 1 1 1 1
f2:§\/§—t5(g\/_j§)—’54(5\/5—5)+§a
T3 = 154 (5\/5 — 5) — t5 + 1, (449)
I’4:t4,
Iy = U5.

Avec t, et t5 deux parameétres définissent la famille des orbites de la
période 5 varient dans le pentagone des sommets

{(©%0); (9:0); (¢%0%); (L) (0;9%)}

dans 'espace des paramétres, pour ¢ = a, et varient dans le pentagone des
somimets

{(0;0); (1;0); (o;1); (1;9); (0;1)}

pour ¢ = —a. Notez que: ¢ = ¢ — 1 = 1/¢. La matrice jacobienne corres-
pondante est:

J_ —a* — a®b — 3a%b — ab® — 20> a® + a®b + 2ab + b? (4.50)
- b(a* + 3a®b + 1?) —ab (a® 4 2b) '
Qui devient J = (1) ? pourb:—leta:%\/g—kéoua:%—% D.

Dont les valeurs propres de .J sont: 1,1. Par conséquent, ces orbites de
période 5 sont doubles neutres stables et leur union est un attracteur.

4.3 Diagrammes de bifurcation

Il est courant de résumer le comportement d’un systeme avec des pa-
rametres variables au moyen de diagrammes de bifurcation. En principe, il
existe deux fagons un peu extrémes de construire ces diagrammes. Le mode
idéal pour procéder est clair: on détermine par une analyse théorique les
points périodiques et leur stabilité et les trace en fonction d’un paramétre.
Cela est souvent impossible a réaliser complétement et alors il faut recourir
a une méthode plus expérimentale:

Itérer I’application pour un certain nombre de conditions initiales, jeter
un transitoire dans les trajectoires et tracer ensuite un composant en fonction
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du parameétre. Les limites inévitables de la derniére approche sont claires et il
faut veiller particulierement & identifier les résultats obtenus. En particulier,
une barre densément remplie dans un diagramme est habituellement prise
comme une signature du chaos.

Dans 'application (4.14), lorsque des conditions initiales suffisantes sont
considérées pour la simulation numérique, les continus de 2 et 4 cycles dé-
crits ci-dessus peuvent agir comme attracteur et apparaitre aussi comme
ligne verticale dans le diagramme de bifurcation. Ceci est clairement visible
sur la Figure 4.9 pour b fixé & 0, 1. Pour construire ce diagramme, une atten-
tion particuliére a été accordée pour balayer un grand nombre de conditions
initiales. Pour chaque trajectoire, un transitoire suffisamment important est
rejeté. En outre, si une composante augmente au-dela d’un seuil donné, la
trajectoire est considérée comme non bornée.

La Figure 4.9 présente une bifurcation de la période 1 a la période 2 pour
a = 0,9 et une autre de la période 2 au chaos pour a = 1, 1. Ce diagramme
numériquement obtenu illustre clairement que ces deux bifurcations sont mé-
disées par les phénomenes décrits en sous-sections 4.2.4 et 4.2.5 respective-
ment. Une autre caractéristique de la Figure 4.9 est que dans les intervalles
approximatifs 1.1 < a < 1.237 et 1.237 < a < 1.406, les trajectoires sautent
entre les bandes chaotiques d’une maniére cyclique, avec des périodes 4 et 2
respectivement.

06 08 1 1.2 14
d

Fig. 4.9 —Diagramme de bifurcation pour: b = 0, 1. Noter que les
bifurcations bissectrices ont lieu & a = 1 F b.

De méme, dans la Figure 4.10, pour ¢ = 1,5 fixé, deux bifurcations se
produisent a b = 0,5, & nouveau médisées par le méme mécanisme. Le
systéme est chaotique pour b = 0,1 et a > 1,1 dans la figure 4.9, et a =
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1,5 et —0,5 < b < 0,5 dans la Figure 4.10. La présence de ces segments
verticaux correspondant aux attracteurs décrits composés d’ensembles infinis
d’orbites périodiques est la caractéristique la plus saillante du phénomene que
nous traitons ici. Nous I'appelons bifurcation bissectrice pour des raisons qui
apparaitront clairement dans la section suivante. Finalement, le saut cyclique
entre les bandes chaotiques du diagramme a lieu avec les périodes 2 et 4 a
gauche et a droite de la Figure 4.10, respectivement.

1.5

1

0.5

0

-0.5

-0.4  -0.2 0 0.2 0.4
b
Fig. 4.10 —Diagramme de bifurcation pour: a = 1, 5. Noter que les
bifurcations bissectrices ont lieu & b = F(a — 1).

Nous rassemblons les informations discutées jusqu’a ici dans la Figure 4.11
ol le comportement de I'application Lozi dans différentes régions de I’espace
des parameétres est indiqué. Les trajectoires ne sont pas bornées pour |b| > 1.
Des simulations numériques indiquent que c’est également le cas pour les
parties nord et sud du diagramme. L’identification de la zone chaotique a été
réalisée en calculant numériquement les exposants de Lyapunov [28]; Ainsi,
le bord supérieur du chaos est approximatif. Les points fixes stables de L et
L!Z sont inclus dans les graphiques. La variété des comportements que les
trajectoires de (4.14) peuvent développer [41].
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2
1
s 0
-1

-2 ’ . . ) )

-1 -0.5 0 0.5 1

b
Fig. 4.11 —Comportement de I'application de Lozi dans ’espace du
parametre.

4.4 Explication géométrique des bifurcations
bissectrices dans 1’application de Lozi

Nous développons ici une généralisation pour ’application de Lozi, bien
que l'illustration graphique soit plus impliquée. La Figure 4.12 représente la
surface f14(z;y) et permet d’apprécier comment la forme simple de f(z;y)
en (4.14) devient convolutée aprés itération.

Sy~ 20

2

Fig. 4.12 -Surface définie par I'itération f4(z,%) obtenu a partir de (4.14),
aveca = 1,5 et b=0,5.
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Notons que pour (4.14), 'existence d’une bifurcation bissectrice dans la
variable x implique sa présence dans le variable y, et vice-versa. Cela est da
au fait que y est juste une version d’une itération retardée et redimensionnée
de x. Cette observation facilitera la conception et I'interprétation de certains
diagrammes tridimensionnels.

D’un point de vue algébrique, on trouvera une infinité de limites cycles
de période n si:

Fl(zyy) = 2; G"(ayy) = y; (4.51)

Pour une gamme de valeurs (z;y), comme illustré pour n = 2 4 5 dans la
section 2. Il s’agit clairement de I’état du point fixe étendu & un ensemble
continu de points dans l'espace de phase. En outre, la condition (4.51) ne
s’agit 14 que d’une condition nécessaire pour 'observation de l'infinité des
cycles de limite car sa stabilité n’est pas assurée par elle.

Dans une généralisation bidimensionnelle, on peut visualiser f(z;y) et
g™ (2;7) comme surfaces auxquelles un point p(X,.;%,) du plan de phase
est projetée vers le haut afin de trouver les nouveaux Tp,1 = f™(Zm; Ym)
et Ymi1 = 9" (2m;ym) sur Iaxe vertical. Cette procédure est illustrée & la
Figure 4.13 pour le cas particulier n = 1.

Dans la Figure 4.13. Le plan horizontal représente ici le plan de phase et
I'axe vertical est commun pour les deux surfaces fI"(z;y) et ¢"(z;y), qui
ont été esquissées seulement partiellement.

Fig. 4.13 —Représentation de deux surfaces f(x,y) et g(z,y) et ces
projections dans R2.

En utilisant la technique du diagramme en toile d’araignée, les valeurs z,,1
et Y11 sont renvoyées au plan de phase.
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Ainsi, la valeur z,,, est d’abord projetée vers le bissecteur f"l(x;0) = z,
puis vers le bas jusqu’a I’axe des z. De méme, y,,.1 est d’abord projeté vers
le bissecteur gl (0; %) = y puis vers le bas jusqu’a I'axe y. Cela donne le point
q(Xom41; Ym1) sur le plan de phase dans la Figure 4.13.

Considérons maintenant la condition (4.51) en termes géométriques. La
présence dans une application bidimensionnelle d’une bifurcation médiée par
un ensemble infini de cycles neutres stables implique ’existence d’un segment,
ou ensemble de segments, dans le plan de phase dont les projections vers le
haut sur les surfaces f"l(z;y) et gl (x; y) sont contenues respectivement dans
les plans bissecteurs f"(z;y) = x et gi"l(z;y) = y. Cette explication justifie
le nom bifurcation bissectrice que nous avons donnée au phénomeéne dont
nous discutons.

Dans le cas de I'application de Lozi, f et g permettent de trouver des solu-
tions explicites pour la condition (4.51), au moins pour des valeurs basses de
n. Dans la bifurcation se produisant & a = 1 —b avec a > 0. Les limites cycles
au point de bifurcation sont tous des cycles de période 2, c’est-a-dire des
points fixes de L% (z;y). Dans la Figure 4.14, nous avons représenté la sur-
face f?(z;%) et la procédure de toile d’araignée généralisée décrite ci-dessus.
Par souci de clarté, toute représentation analogue concernant g?(z;y) a été
omise. Le graphique a été généré pour b = 0,1 et a = 0,9. Toute condi-
tion initiale (xo;y0) débarque, aprés un certain transitoire, sur le segment
y = b(l —az)/a avec 0 < x < 1/a (ligne rouge sur la Figure 4.14). Chaque
point de ce segment est un point fixe de LI?(z;y). Lorsqu’elles sont proje-
tées sur la surface f2/(z;y), elles parcourent le plan bissecteur f?(z;y) = z,
puis reviennent a leur position dans le plan de phase. Comme ce segment
est invariant sous la transformation LI (z;y), tout point du segment est un
élément d’un cycle de période-2 de L(x;y).
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o4l T

0.24 S
ol e y=(bla)<BX
g Y

e
0.5 _ pget 0.1

X

Fig. 4.14 -Représentation de la surface f2(z,y). Les trajectoires de la toile
d’araignée de deux conditions initiales différentes (zo = 0,3,0,7 et
Yo = b(1 — o) /a) ont été représentées.

A partir d’une perspective géométrique tridimensionnelle, nous trouve-
rons un ensemble infini de cycles limites de période n & partir de (4.14)
lorsque les projections sur le plan de phase des deux courbes produites par
les intersections de:

i) La surface f"l(x;%) et le plan bissecteur z = z et; i) La surface
g™ (x;y) et le plan bissecteur z = y, se superposent dans une certaine plage
des variables x, y. Chaque fois que 'intersection n’est pas un segment linéaire
mais une zone, le systéme a deux orbites neutres et stables, ce qui est le cas
des orbites période-3 et période-5 que nous avons étudiées.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous présentons deux études pour deux systéemes dy-
namiques, I'une est I’application VGH unidimensionnelle et I'autre est ’ap-
plication de Lozi en deux dimensions dans le but de montrer que les deux
peuvent présenter ce que nous appelons les bifurcations bissectrices: celles
qui sont médisées par un ensemble infini d’orbites périodiques neutres et
stables. Nous avons déterminé explicitement ’emplacement de certains ainsi
que leurs éléments de cycle. Nous avons également expliqué leur existence en
termes algébriques et géométriques.
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Chapitre 5

Bifurcation de collision de
frontiére dans les systémes 2-D
linéaire par morceaux

5.1 Introduction

De nombreux problémes liés a I'ingénierie et a la science appliquée nous
permettent d’envisager des systémes linéaires par morceaux ot ’espace d’état
discret est divisé en deux ou plusieurs compartiments avec différentes formes
fonctionnelles séparées par des frontiéres [3]. On sait que, pour les systémes
dynamiques par morceaux, nous pouvons en général distinguer deux types de
bifurcations : 'une comprend les bifurcations qui se produisent dans des sys-
témes dynamiques lisses (locaux, liés aux valeurs propres traversant le cercle
de I'unité ou globales, par exemple la bifurcation homoclinique), tandis que
lautre est la bifurcation de collision de frontiére [5], [6]. Cette bifurcation se
produit lorsqu’un point fixe (ou une orbite périodique) entre en collision avec
la frontiere (la bordure) entre deux régions dans lesquelles la fonction change
sa définition. Le terme bifurcation de collision frontaliére a été inventé et uti-
lisé pour la premiére fois par Nusse et Yorke dans [5]. Cette bifurcation a été
étudiée dans la littérature russe sous le nom de C bifurcations par Feigin [36],
[37]. Les résultats de Feigin ont été introduits dans la littérature occidentale
dans [38]. Un simple type de bifurcation de collision de frontiére consiste en
la transition directe d’une orbite périodique & une autre avec la méme pé-
riode. Cependant, des phénomeénes plus compliqués sont également possibles,
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y compris les bifurcations multipliant les périodes, et la transition directe de
la périodicité au chaos [3], [4]. Le phénomene des bifurcations de collision de
frontiére a été observé a la fois numériquement et expérimentalement dans
de nombreux systémes, dans des applications telles que des appareils électro-
niques de puissance [10], [39], [40] et dans des études d’impact de paturage
dans les oscillateurs mécaniques [42], [43].

Nous considérons un systéme par morceaux lisse bidimensionnel général
g(z*,y*) dépend d’'un parameétre simple p . Soit I',, donné par

x* = g(y*, p) dénoter une courbe lisse qui divise le plan de phase (fron-
tiere) en deux régions Ry, et Rp.

Le systéme est donné par:

91(17*79*7/0)7 HAS RL
9(x*,y" p) = (5.1)
QQ(x*,y*,p), YIS RR'

On le suppose que les deux fonctions g; et go sont continus et ont les dérivés
continus. Le systéme (5.1) est continue mais son dérivé est discontinu a la
frontiere I',. On le suppose encore que les dérivés partiels unilatéraux a la
frontiére sont finis. Nous étudions les bifurcations de ce systéme pendant que
le parametre p est varié.

Etant donné que la structure locale des bifurcations de collision de fron-
tiere dépend uniquement des propriétés locales du systéme dans le voisinage
de la frontiére, nous étudions les bifurcations de collision de frontiére a ’aide
de "formes normales": les approximations linéaires par morceaux dans le
voisinage de la frontiére.

5.2 La forme normale de collision de frontiére
en 2D

Il a été démontré qu’une forme normale pour un systéme donné par (5.1)
au voisinage d’un point fixe sur la frontiére peut étre exprimée en [5, 18, 32]

T 1
AL(y>+<0)u, r <0

N(z,y) = (5.2)
AR(;)+((1))/L7 x>0

54



CHAPITRE 5. BIFURCATION DE COLLISION DE FRONTIERE DANS
LES SYSTEMES 2-D LINEAIRE PAR MORCEAUX

_f T 1 (e 1
(7 D)o (1), o

Ou p est un parametre et 7 g, 07 g sont les traces et les déterminants des
matrices correspondantes du systéme linéarisé dans les deux sous-régions R,
et Rr donné par:

Avec:

RL:{(:E,y)G]RQ, x <0, yER}

Rp={(z,y) eR* z>0, ye R} (5.4)

évaluée au point fixe:

Iz OLp

Py = —
L (1—’7'L+5L’ 1_7—L+5L

) € Ry (5.5)

(avec les valeurs propres A1z, \or) et au point fixe et au point fixe

Iz ORft
Pp = - .
r (1_7—R+5R’ 1—TR+5R>ERR (56)

(avec les valeurs propres Aigr, A2gr), respectivement. La stabilité des points
fixes est déterminée par les valeurs propres de la matrice Jacobienne corres-

pondante, c’est-a-dire,
SN
5 .

Dans les régions Ry, et Ry le systéme (5.1) est lisse, et la frontiére entre elles
est donnée par:

A= (5.7)

Y ={(z,y) eR?* ©=0, y e R} (5.8)

5.3 Les types possibles de points fixes de la
forme normale de I’application (5.1)

Les types possibles de points fixes de la forme normale du systéme (5.1)
sont donnés par les éléments suivants:
(1) Pour un déterminant positif:
(1-a) Pour 2v/0 < 7 < (1 +6), alors la matrice jacobienne a deux valeurs
propres réelles 0 < A\i1, Aoy, < 1, et le point fixe est un attracteur régulier.
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(1-b) Pour 7 > (14 4), alors la matrice jacobienne a deux valeurs propres
réelles 0 < A, < 1, Ao, > 1, et le point fixe est une selle réguliére.

(1-c) Pour —(1 +6) < 7 < —2v/4, alors la matrice jacobienne a deux
valeurs propres réelles —1 < A\, < 0, =1 < A\yp, < 0, et le point fixe est un
attracteur flip.

(1-d) Pour 7 < —(1+9), alors la matrice jacobienne a deux valeurs propres
réelles —1 < Aip, < 0, Ay, < —1, et le point fixe est une sellette flip.

(1-e) Pour 0 < 7 < 2+/6, alors la matrice jacobienne a deux valeurs
propres complexes | A1z |, |A2z| < 1, et le point fixe est une spirale dans le sens
des aiguilles d’'une montre.

(1-g) Pour —2v/6 < 7 < 0, alors la matrice jacobienne a deux valeurs
propres complexes |A17|, [Aar| < 1, et le point fixe est une spirale anti-horaire.

(2) Pour un déterminant négatif:

(2-a) Pour —(149) < 7 < (1 + ¢), alors la matrice jacobienne a deux
valeurs propres réelles —1 < A, < 0, 0 < Ao, < 1, et le point fixe est un
attracteur flip.

(2-b) Pour 7 > 1 + 4, alors la matrice jacobienne a deux valeurs propres
réelles A\ip, > 1, —1 < Ayp, < 0, et le point fixe est une sellette flip.

(2-c) Pour 7 < —(1+90), alors la matrice jacobienne a deux valeurs propres
réelles 0 < A\ < 1, Ao, < —1, et le point fixe est une sellette flip.

Ensuite, nous résumons les cas connus dans lesquels un point fixe lo-
calement unique avant que la frontiére rapporte, aprés la frontiére, soit un
nouveau point fixe localement unique, soit un attracteur de période-2 loca-
lement unique. La discussion commence par le cas ou les déterminants du
systéme sont positifs des deux codtés de la frontiere, suivis du cas ou les dé-
terminants sont négatifs des deux cotés de la frontiére, se terminant par les
cas dans lesquels les déterminants des deux cotés de la frontiére sont des
signes opposés.

5.3.1 Le cas des déterminants positifs des deux cotés
de la frontiére

Scénario A: (Point fixe stable localement unique sur les deux
cotés de la frontiére).
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0, >0, 6p >0
—(1+(5L) <7 < <1+(5L) (59)

—(1+(5R)<TR<(1+(SR>,

Alors un point fixe stable persiste lorsque le parameétre de bifurcation pu
est augmenté (ou diminué) par I'intermédiaire du zéro.

0.4

0.2

xn 0

-0.2

-0.4

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
u

Fig. 5.1 —Diagramme de bifurcation pour le scénario A obtenu pour:
T = ]_2, TR — ]_2, (5[1 = 05, 5R =0.5.

Pour la gamme de parameétres donnée par (5.9), un point fixe stable pro-
duit un point fixe stable apres le passage de la frontiére avec ou sans orbites
périodiques étrangeres émergeant du point critique. Ces cas sont les suivants:

(1) Si 26, < 7 < (1 +61), —(1 +6g) < dr < —21/dg, alors un
attracteur régulier rapporte un attracteur flip.

(2) Si 20, <7 < (146L),2v0r < 7 < (1+6g), alors un attracteur
régulier rapporte un attracteur régulier.

(3) Si —(1+6) < 71 < =201, —(1+01) < 71, < —21/d1, alors un
attracteur flip rapporte un attracteur régulier.

(4) Si—(1+07) < 7 < =201, —(1+6p) < Tr < —24/dg, alors un
attracteur flip rapporte un attracteur flip.

(5) If 2¢/0 < 71 < (14 01), —2v/0r < Tr < 2V/0, alors un attracteur
régulier rapporte un attracteur en spirale.

(6) If —2v/0, < 7, < 2v/01, 2v/0r < T < (1 + dR), alors un attracteur
en spirale rapporte un attracteur régulier.
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(NI —(1401) < 71 < —24/01, —2v/0r < TR < 24/0R, alors un attracteur
flip rapporte un attracteur en spirale.

(8) If—2v/0r < T < 2/0R, —(1+6R) < Tr < —21/Jg, alors un attracteur
en spirale rapporte un attracteur flip.

(9) If 0 < 71, < 2V/01, —2/0r < Tr < 0, alors un attracteur en spirale
dans le sens des aiguilles d’'une montre rapporte un attracteur en spirale dans
le sens contraire des aiguilles d’une montre.

(10) If —2v/0, < 71 < 0, 0 < TR < 21/0R, alors un attracteur en spirale
dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre rapporte un attracteur en
spirale dans le sens des aiguilles d’une montre.

(11) If 0 < 7, < 2¢/01, 0 < T < 21/0g, alors un attracteur en spirale
dans le sens des aiguilles d'une montre rapporte un attracteur en spirale dans
le sens des aiguilles d’une montre.

(12) If —2/6, < 71, <0, —21/6r < T < 0, alors un attracteur en spirale
dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre rapporte un attracteur en
spirale dans le sens contraire des aiguilles d'une montre.

Notez que des orbites périodiques étrangeres se produisent aux bifurca-
tions dans les cas (9) et (10). Pour les cas (5), (6), (11) et (12), il n’existe
pas d’exemples connus, mais aucune preuve n’a encore été signalée que des
orbites périodiques étrangeéres ne se produisent pas. Pour les cas (1) a (4), les
orbites périodiques étrangeres ne peuvent pas apparaitre, c’est-a-dire que les
points fixes des deux cotés de la frontiére sont localement uniques et stables.
Cela se produit lorsque le point fixe passe de (1) un attracteur régulier & un
attracteur flip, (2) un attracteur régulier & un attracteur régulier, (3) un at-
tracteur flip & un attracteur régulier, et (4) un attracteur flip a un attractor
flip , comme g est varié a travers sa valeur critique.

Scénario B: (Bifurcation de collision de frontiére de doublement
de période supercritique).

Dans ce cas, il existe deux régions dans I’espace de parameétres ou se pro-
duit la bifurcation de collision de frontiére de doublement de période, c’est-a-
dire qu’'un point fixe stable localement unique méne & un point fixe instable
plus une orbite de période-2 attractive localement unique. Ce scénario est
divisé en scénario Bl et Scénario B2 comme suit:
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Scénario B1:

\

0, >0, 6p >0

—(].—i—(SL) <7 < —2@
(5.10)

7—R<_(1+5R)

TRTL < (1 + 53)(1 + 5L)

\

Scénario B2:
( (SL > 0, 6R >0

2\/E<7'L<(1—|-(5L>
(5.11)

TR<—(1+5R)

TRTL > —(]_ — 6R)(1 — 5L)

\

0.1

0.05

xn 4]

-0.05

-0.1 : :
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

u

Fig. 5.2 —Diagramme de bifurcation pour le scénario B obtenu pour:
TL — —1.35, TR — —1.52, 6L = 05, (SR = 0.5.

5.3.2 Le cas des déterminants négatifs des deux cotés
de la frontiére

Si les déterminants des deux cotés de la frontiére sont négatifs, alors si le
point fixe est stable, il est localement unique. La condition d’un point fixe
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stable localement unique sur les deux cotés de la frontiére est donnée dans le
scénario C ci-dessous:
Scénario C: (Point fixe stable localement unique sur les deux
cOtés de la frontiére).
Si
0, <0, g <0

_(1+5L><7—L<(1+6L) (512)

—(1+(5R)<TR<(1+5R),

alors un point fixe stable localement unique conduit & un point fixe stable
localement unique comme g est augmenté a zéro.

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
u
Fig. 5.3 —Diagramme de bifurcation pour le cas d’'un point fixe stable

localement unique sur les deux cotés de la frontiére obtenu pour: 7, = 0.20,
TR = 05, 5L = —0.75, 5R = —0.25.

Scénario D: (Bifurcation de collision de frontiére de doublement
de période supercritique).
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Si
( 0, <0, 6 >0

—(1+(SL) <7 < (1+(SL)
Tr < —(1 +5R) (513)

TRTL < (1+5R)(1+6L>

\ TRTL > —(1 — 53)(1 — (SL)
alors un point fixe stable localement unique a la gauche de la frontiére pour
1 < 0 croise la frontiere et devient instable, et une orbite de periode 2 local-
lement unique est née lorsque p est augmenté a zéro, c’est-a-dire qu’il s’agit
d’une condition pour une collision de frontiére de doublement de période
supercritique sans des orbites périodiques étrangeres.

5.3.3 Le cas du déterminant négatif & la gauche de
la frontiére et déterminant positif a4 droite de la
frontiére

Si le déterminant est négatif a la gauche de la frontiére, i.e., g < 0, alors
les valeurs propres sont réelles. Si le déterminant est positif & la droite de
la frontiere, i.e., 6 > 0, alors les valeurs propres sont réelles si 7% > 40g.
Ainsi, une condition suffisante pour avoir un point fixe localement unique
conduisant & un point fixe localement unique lorsque p est varié a travers la
valeur critique est donné comme suit:

Scénario E: (Point fixe stable localement unique sur les deux
cotés de la frontiére).

Cela se produit si:

( 0, <0, g >0

_(1+6L) <7 < (1+5L)
(5.14)
—(14+6r) <Tr < (1+6g)

T%% >4(53.

\

Le scénario E est montré dans la Figure 5.4.
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2.5

2

1.5

xn 1

0.5

0

-0.5 :
-0.1 -0.05 0 0.05 01

U

Fig. 5.4 —Diagramme de bifurcation pour le cas d’'un point fixe stable
localement unique sur les deux cotés de la frontiére obtenu pour:
T = 0.25,’7'3 = 1.2,5L = —0.5,53 = 0.25.

Les conditions (5.14) peuvent étre divisées en deux cas suivants :
Scénario E1: cela se produit si

0, <0, 6p >0
_(1+5L)<7—L<(1+5L) (515)

(14 8g) < TR < —2V/3%.

Scénario E2: cela se produit si

(SL < 0, 51{ >0
_(1+5L)<7—L<(1+5L) (516)
2V0p < Tr < (1+dR).

5.3.4 Le cas du déterminant positif & la gauche de la
frontiére et le déterminant négatif a droite de la
frontiére

Si le déterminant est négatif a droite de la frontiére, i.e., 65 < 0, alors
les valeurs propres sont réelles. Si le déterminant est positif a la gauche de
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la frontiere, i.e., 7 > 0, alors les valeurs propres sont réelles si 72 > 447.
Ainsi, une condition suffisante pour avoir un point fixe localement unique
conduisant & un point fixe localement unique lorsque p est varié a travers la
valeur critique est donné comme suit:

Scénario F: (Point fixe stable localement unique sur les deux
cotés de la frontiére).

Cela se produit si:

( 0, >0, 0 <0
—(1+5L)<TL<<].+(SL)

(5.17)
—(14+6r) <Tr < (1+6g)

T% > 46L

\

Le scénario F est montré dans la Figure 5.5.

1.5

1

0.5

0

Xxn -05
-1

-1.5

2

-2.5
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

u

Fig. 5.5 -Diagramme de bifurcation pour le cas d’'un point fixe stable
localement unique sur les deux cotés de la frontiére obtenu pour:
TL = 1.2,7’R = 0-575L = 025,53 = —0.25.

Les conditions (5.17) peuvent étre divisées en deux cas suivants:
Scénario F1: cela se produit si:

0, >0, 6p <0
2¢/0r <7 < (1+6p) (5.18)
—(1+(SR) <Tp< (1+5R)
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Scénario F2: cela se produit si:

5L > 0, 5R <0
—(1+467) <71 < =241 (5.19)

_(1+5R)<7—R<(1+5R>-

En fait, il n’existe pas de conditions connues pour les doublements de collision
de frontiére supercritique qui se produisent sans EBO lorsque les détermi-
nants des deux cotés de la frontiére sont des signes opposés. Les scénarios
A-F sont présentés dans les Figures 5.6 et 5.7, i.e., les gammes de parameétre
dans lespace (71, 01, Tr, 0r) tels que les points fixes sont des attracteurs
uniques des deux cotés de la frontiere (dans ces Figures, §;, et g sont fixes,
tandis que 71, et T sont des variables).

> ]
L5 L+
e
- L L]
B &
“(l+5gh 45
AR NE O ONR 4R +&) 1-5)

{a) (1]

Fig. 5.6-Aucune bifurcation ne se produit dans les régions ombragées
lorsque 1 est augmenté (diminué). Seulement le chemin du point fixe change
aup=0.(a)0<dp<let0O<idgp<l. (b)—1<d,<0et—1<dg<D0.
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Fig. 5.7-Aucune bifurcation ne se produit dans les régions ombragées
lorsque 1 est augmenté (diminué). Seulement le chemin du point fixe change
aupu=0.(a)0<dp<let—1<dgp<0.(b)—1<d,<0et0<dp<l.

5.3.5 Point fixe stable menant au point fixe stable plus
des orbites périodiques étrangéres

Il y a certaines bifurcations de frontiére-collision qui, tout en n’entrainant
pas un effondrement catastrophique du systéme, peuvent mener au compor-
tement du systéme indésirable [Banerjee & Grebogi (1999), Banerjee et al.
(2000)], i.e., le cas d’un point fixe stable menant & un point fixe stable plus des
orbites périodiques étrangeres, celui-ci peut montrer les bifurcations multiples
d’attractor de chaque coté de la frontieére ou des deux cotés de la frontieére
en plus des points fixes stables. Les conditions pour ce cas ne sont pas ac-
tuellement disponibles. Un premier exemple de cette situation est le cas d’un
point fixe stable plus un attracteur de période-4 & un point fixe stable plus
un attracteur de période-3 lorsque p est augmenté par zéro. Cette situation
est montrée par ’application:

(0 0) (5)(a)m ==
N(z,y) = (5.20)

122 1 v\, (1 o
~0.36 0 y o)t T
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et représenter sur la Figure 5.8. Dans ce cas, le point fixe pour u < 0 est en
attelage en spirale et pour p > 0 est un attracteur a bascule.

0.2
o \ /
0 ———————__.;.-4-__ -
o T
0.2
03

-0.41 -0.05 0 0.05 041
u
Fig. 5.8 —Diagramme de bifurcation pour le cas d’un point fixe stable plus

un attracteur de période-4 & un point fixe stable plus un attracteur de
période-3 obtenu pour: 7, = 0.5, 7 = —1.22, 67, = 0.90, 6z = 0.36.

Le deuxiéme exemple est donné par le cas d’un point fixe stable & un point
fixe stable plus un attracteur de période-7 affiché par I’application:

(ot o) (5)+ (o) e
N(z,y) = (5.21)
(a6 0) (5) = (0)m >0

et montré dans la Figure 5.9. Dans ce cas, le point fixe pour u < 0 est attiré
en spirale et pour g > 0 est également attiré en spirale avec un sens de
rotation opposé.
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-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
u
Fig. 5.9 -Diagramme de bifurcation pour le cas d’'un point fixe stable

menant & un point fixe stable plus un attracteur de période-7 obtenu pour:
T = 1.6,7’R = —1.4, 5L = 080,(53 = 0.6.

5.3.6 Bifurcations indésirables et dangereuses

« Les bifurcations dangereuses » considérées commencent par un systéme
fonctionnant & un point fixe stable d’'un coté de la frontiére, disent le coté
gauche. Les principales «bifurcations dangereuses» pouvant résulter d’une
collision de frontiére sont les suivantes:

Bifurcation de paires de frontiére-collision

Cela se produit si:

_(1+5L) <7 < <1+5L)
(5.22)
TR > <1+5R)

ol un point fixe stable et un point fixe instable fusionnent et disparaissent
lorsque p est augmenté par zéro. C’est analogue aux bifurcations de noeud
col dans les systémes lisses. Dans ce cas, les trajectoires du systéme divergent
pour des valeurs positives de p car des attracteurs local n’existent pas.
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Bifurcation de collision de frontiére de doublement de période sous-
critique

Cela se produit si:

_(1+6L> <7 < (1+5L)
Tr < —(1 + 5R) (523)

TrTL > (14 0r)(1 4 6p).

ou une bifurcation d’un point fixe stable et d’une orbite de period-2 instable
a la gauche de la frontiére a un point fixe instable & la droite de la frontiére
se produit lorsque p est augmenté par zéro. Ce type de bifurcation n’est pas
classifié comme «bifurcation dangereuse», il est indésirable dans quelques
applications.

Point fixe stable menant au chaos:

If
2\/& <7 <1+ 5L
(5.24)

TR < —(1+5R)

Il y a une bifurcation d’un point fixe (attracteur de period-1) a un attrac-
teur chaotique lorsque p est augmenté par zéro. Cet attracteur chaotique est
robuste. ce cas est montré dans la Figue 5.10.

1

0.5

XN 0 /*
-0.5

-1
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

U
Fig. 5.10 ~Diagramme de bifurcation pour le cas d’un point fixe stable
menant au chaos pour: 7, = 1.2, 75 = —2,0;, = 0.4,05g = 0.5.
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Dans ce cas-ci: le comportement du systéeme change directement au chaos
(sans bifurcation par intermittence ou par doublement de période) quand un
cycle de limite perd sa stabilité. Voir [Ohnishi et Inaba (1994)] pour plus de
détails.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous étudions les bifurcations de collision de frontiére a
l’aide de "formes normales": les approximations linéaires par morceaux dans
le voisinage de la frontiere. Nous résumons les cas connus et les scénarios
possibles pour ce type de bifurcation selon le signe des déterminants des
deux cotés avec les diagrammes de bifurcations obtenus pour des valeurs
particuliéres des parameétres.
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Chapitre 6

Conditions nécessaires et
suffisantes pour I’apparition des
bifurcations bissectrices dans
les systémes générales 2-D
linéaire par morceaux

Dans ce chapitre, nous concentrerons sur les conditions pour ’apparition
d’un type particulier de bifurcations dans le cas général d’un systéme 2-D li-
néaire par morceaux appelés bifurcations bissectrices. Ce type de bifurcation
est médié par un ensemble infini d’orbites périodiques neutres stables, c’est-
a-dire des cycles a unité multiplicatrice. Nous avons utilisé la définition du
rang des matrices des coefficients et complétes sur la base des mineurs pour
trouver les conditions nécessaires et suffisantes dans lesquelles la bifurcation
bissectrice se produit. Ce chapitre est comme suit; aprés une bréve introduc-
tion a la définition de I'application considérée, nous avons fourni quelques
concepts préliminaires sur le rang et les déterminants mineurs d’une matrice,
puis nous avons déterminé explicitement les conditions nécessaires et suffi-
santes pour I'apparition de la bifurcation bissectrice et puis nous avons donné
une généralisation de cette méthode au cas de 'orbite R™ L.

70



CHAPITRE 6. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES
POUR L’APPARITION DES BIFURCATIONS BISSECTRICES DANS
LES SYSTEMES GENERALES 2-D LINEAIRE PAR MORCEAUX

6.1 Introduction

Les systémes linéaires par morceaux sont une classe attrayante de sys-
témes non linéaires en raison de ses applications réelles en sciences et en
ingénierie [11-12]. L’analyse et le controle des systémes linéaires par mor-
ceaux ont été étudiés dans de nombreux travaux (par exemple [13]). On a
trouvé de grands systémes physiques et techniques qui sont mieux représentés
par des systémes par morceaux. Voir par exemple [14-15-16-17] ou Iespace
d’état discret est divisé en deux ou plusieurs compartiments avec différentes
formes fonctionnelles séparées par des frontiéres.

Considérons la forme normale d’un systéme linéaire par morceaux en 2D

donnée dans [18] par:
Ap ( z? ) + ( é ) H, X; <0
< aji-i—l ) — (6.1)
Yi+1 z; 1
AR<yi>—l—(0>u, x; >0

. T1 1 o T2 1
(7 ) (1), 62

Ou les quatre parameétres, 71, 79, 01, 02 peuvent prendre n’importe quelle va-
leur en R en méme temps, 4 est un petit parametre qui controle la bifurcation
de collisions de frontiére.

La bifurcation se produit a p = 0. Cependant, pour p # 0, la structure
de la dynamique de (6.1) est indépendante de la grandeur de p. Dans cette
étude, nous avons limité notre attention & un type particulier de bifurcation
appelé bifurcations bissectrices. Ce type de bifurcation présenté dans de nom-
breux travaux [19-20-21-22-23]. Ce type de bifurcation est caractérisé par la
présence d’'un continuum de cycles neutres stables. On note qu’une matrice a
rang p si au moins un mineur d’ordre p n’est pas nul et que tous les mineurs
strictement supérieurs de I'ordre p sont zéros.

Le but principal de ce chapitre est de donner une généralisation des tra-
vaux donnés dans [19-20] pour le cas de 'application linéaire 2-D par mor-
ceaux donnés par (6.1). Pour étudier les orbites de (6.1), il est utile de consi-
dérer les séquences symboliques, S : N — {L, R}. On peut associer une telle
séquence de symboles & n’importe quelle orbite de (6.1) en mettant: S; = L
siz; <0etS; =R six; >0, pour tout 7 € N. Notons que si I’on considére

avec:
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une orbite périodique Og du systéme (6.1) alors la séquence symbolique S
d’un cycle de période n est donnée par Sy....S,_1.
Pour un point initial (xg, ), un calcul simple conduit a:

<zZ>:JS<z§)+MS(é)M, (6.3)

Js = [[A4s..
=1

-+ ASn—lASn—2+“' + Ag

n—1

ou:

(6.4)
Mg =1+ Ag

n—1

As, ... Ag,

Rappelons qu’en raison de la linéarité des fonctions du systéme, la matrice
jaccobienne de la fonction itérative n iéme est responsable pour la stabilité
de lorbite n-périodique Og.

6.2 Concepts préliminaires

Dans cette section, nous donnerons quelques clarifications sur quelques
concepts utilisés dans ce chapitre.

Définition 6.2.1 Pour une n X n matrice A, soit A;; la matrice obtenue en
omettant la i“"¢ ligne et la j°™¢ colonne de A. La matrice A;; est appelée
matrice cofactrice, et son déterminant est appelé mineur de A.

Définition 6.2.2 Le rang d’une matrice A est égal a la dimension de la plus
grande sous-matrice carrée de A qui a un déterminant non nul. Une matrice
est dite de rang r si et seulement si elle a au moins une sous-matrice d’ordre r
avec un déterminant non nul mais n’a pas de sous-matrices d’ordre supérieur
ar avec des déterminants non nuls.

Théoréme 6.2.1 Considérons le systéme Ax = b, avec, les tailles de b, A,
et AJb sontnx 1, nxn, et nx (n+1), respectivement. Alors, les possibilités
de résoudre ce systéme sont les suivantes:

(1) Az = b est incompatible (c’est-a-dire, aucune solution n’existe) si et
seulement si rang (A) < rang (A/b).
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(2) Az = b a une solution unique si et seulement sirang (A) = rang (A/b) =
n.

(3) Az = b a une infinité de solutions si et seulement si rang (A) =
rang (A/b) < n. Ou n est le nombre d’inconnues et A, A/b sont la matrice
des coefficients et la matrice compléte respectivement.

6.3 Existence et admissibilité des orbites de
période 2

Dans cette section, nous cherchons des conditions pour ’existence et 1’ad-
missibilité des orbites de période-2 orbits pour (6.1). Puisque le systéme est
linéaire de chaque coté; les orbites de période 2 (resp. Période supérieure)
ne peuvent pas exister avec tous les points de L ou tous les points de R.
Cependant, dans certaines parties de 1’espace des parametres; une orbite de
période 2 peut exister avec un point en L et un point en R.

Proposition 6.3.1 Une orbite de période -2 du type LR existe si l'une des
conditions des deuxr ensembles est vérifiée:

((T1T9 — (14 61) (14 82) <0

p(ry+01+1) >0, (6.5)
L M(72+52+1)<0.

ou

(7179 — (14+01) (1 +62) >0

,U,(T1+51+1)<0, (66)

{ p(re+02+1)>0.

Preuve. Soit {(z1,v1), (22,92)} un cycle de période 2 du type LR du sys-
téme (6.1). Nous pouvons écrire:

=70 )6+ On
=7 )@+ On
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ol
21 <0, 22 >0 (6.8)

De (6.7) on obtient le systéme donné par:

—71x1 + (1 + ) 22 = p,

(6.9)
(1+51)!L‘1 — T2Xl2 = U.
avec la condition (6.8), i.e.,
AX = b (6.10)
Avec
—711 1446, T i
(s ) () o= () o
on a:
detA:Tng— (1+51) (1—|—(52) (612)
Si detA # 0, le systéme a une solution (z1, z2) donnée par:
)
— K T2 _ p(ra+d2+1) P
T = (AT — When(iten) s 6 négatit.
(6.13)
—T1 M
1+01 p p(r1461+1) s
| 2= n e — (16, rir; ©b positif

Alors il existe toujours une orbite de la période -2 dans une certaine région
de I'espace des paramétres. Cela implique que:
1) Si det A < 0, alors une orbite période -2 existe si

,u(7’1+51+1)>0,

(6.14)
,U,(T2+(52+1) < 0.
2) Si det A > 0, alors une orbite période -2 existe si
[L(T1+51+1) <0,
(6.15)

M<T2+(52+1)>0.
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Remarque 6.3.1 1) Une preuve similaire peut étre utilisée pour l’orbite RL.
2) Sidet A =0, le systéme a une infinité de solutions (infinité des orbites de

période-2) ou pas de solution.
Proposition 6.3.2 Pour 1 # 0 et si les conditions suivantes sont vraies:

( (14 01) (1+d2) = 7172,
T1=—(0+1),
Ty =—(62+1), (6.16)

72— 46 > 0,

. |5152| < 1.
avec T = tr(Jpg), 0 = det(Jpr), Alors, le systéme (6.1) a un ensemble infini
d’orbites de période-2 neutres stables.

Preuve. Le systéme a une infinité de solutions, si et seulement si rang (A) =
rang (A/b) =1 < 2, i.e., det(A) =0, rang(A/b) =1, i.e.,

(((1+01) (L +0) = 7179,
p(ry+01+1)=0, (6.17)

L IM(T2+52+1) = 0.
quand 4 # 0 on obtient:
(((1401) (1402) = 7172,

Ty =—(0;+1), (6.18)

L 7'2:—<52+1).

Par conséquent, il y a deux familles & un parametre de 2 cycles dans R?,
{P1, Py} et {S1, S} tel que:

W+ 7121 W+ 7121
! <xl’ 2(52+1))’ 2 (52+1 ’ 2331)
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pour tout x; < 0, d5 # —1.

_ (ntrers (4 5 (BT
Sl_< 51+1 ) 622:2)75’2_(1'27 51( 51+1 ))

pour tout xzo > 0, 0; # —1. Pour la stabilité, on utilise la matrice jacobienne
qui est donnée par:

(6.19)

JLR:JRJL:<T1T2—51 T2 )

—7'152 —52

Le polynéme caractéristique est: p(\) = A\* — 7A + & avec 7 = tr(JgJr) ,
0 = det(JgJy), alors:

p(A) = A2 = (1172 — 01 — 62) A + 016 (6.20)

Si 72 — 46 > 0 alors il existe deux valeurs propres réelles données par:

— /T2 —4) VT2 — 45
A\ = L,)Q _THVTT A0 (6.21)
2 2
Pour 79 = — (§; + 1) et 79 = — (62 + 1) les deux valeurs propres se réduisent

aux valeurs 1 et §10,. Alors les orbites ci-dessus sont neutres stables quand

Enfin, si les deux conditions données dans (6.18) et (6.22) sont vraies, alors
le systéme (6.1) a un ensemble infini d’orbites de période-2 neutres stables.
n

6.4 Existence et admissibilité des orbites de
période 3

Pour ce cas, tous les types possibles sont : RRL ou LLR ou LRR ou RLL
ou RLRou LRL ou LLL ou RRR. RRL, LRR, RLR, (respectivement, LLR,
LRL, RLL) représente le méme cas dans une représentation binaire, et LLL,
RRR ne sont pas possibles car il n’y a pas d’orbites de période 3 dans un
systéme linéaire. Ensuite, il existe deux orbites de période 3 des types RRL
et LLR.
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Proposition 6.4.1 Les conditions pour l’existence d’un ensemble infini d’or-
bites périodiquement neutres stables du type RRL par rapport & u sont les
sutvantes:

1) Pour p =0, les conditions sont les suivantes:

( 5153"‘<71+T2)52—T1T%+T2(51+1:0,
72— 46 > 0,
16,62 < 1,
et
( 1+527_27é07
OU51—7'17'27£0,
ou 0201 + 71 # 0, (6.23)
0U—7’2—((52)27é0,
ou 1+ 7109 # 0,
OU(52-7’1T2#0,
ou (7’2)2—527&0,
OU—72—51(52#0,
[ | ou 147301 #0.

2) Pour i # 0, les conditions sont les suivantes:

/ (

(5153"‘(7'14—7'2)52—7'17'%4‘7'2514‘1:0,
52(51—52+T1+7’172+517’2+1:O,
5251—51+72+T172+5271+1:O,
53—(52—{—7'24—7'%-{—(52’7'24—1:0,

72 — 46 > 0,

16,02 < 1,

la

( 1+52T2§£0,

ou 6y — 1179 # 0,
0u5251+71750,
ou — Tg — ((52)2 # 0,
0U1—|—7'1(527é0,
ou 0y — 7179 # 0,
ou (75)° — 65 # 0,
OU—TQ—(Sl(;Q?éO,
(| ou 14796, #0.

(6.24)

avec 7T = tT(JRRL), 0= det(JRRL).
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Preuve. Pour 'orbite RRL, nous avons:
( 71 1 1
=T 0 )6+ On

= %0 ) G)e 629

=7 o) e+ On

\

ou
1 >0, 29 >0et 23 <0 (626)

Ceci donne le systéme des équations:
X1 = T1T3 — 02%o + [
To = ToX1 — 0123+ U (6.27)
T3 = Taly — 0221 + [

avec les conditions (6.26). Le systéme linéaire des équations (6.27) peut-étre
exprimé sous la forme matricielle comme suit:

AX = (6.28)
avec:
1 (52 —T1 T1 %
A= —19 1 01 et X=| 2o |, 0= p |. (6.29)
62 —T9 1 T3 ol
Nous avons:
det(A) = 515% + (7'1 + ’7'2) (52 — 7'17'% + 7'251 + 1. (630)

Le systéme a infinité de solutions comme période-3 cycles si et seulement
si rang(A) = rang(A/b) < 3. Au moins A et A/b sont avec rang=1 parce
que le premier mineur de A (égal & 1) # 0, alors nous avons deux cas:
rang(A) = rang(A/b) = 1 ou rang(A) = rang(A/b) = 2.
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Cas 1: rang(A) = rang(A/b) = 2 est possible si et seulement si:

(( (51(53"‘(T1—|—7'2)52—7'17'§+7'251+1:0,
M(5251—52+7’1+7'17'2+517'2+1):0,
/A((Sg(sl—51+72+7172+52T1+1):0,
M(53—62+7-2+7—%+527_2+1> :0,

(140272 #0,
011(51—7'1T27é0,
ou 0261 + 71 # 0,
OH-T2-(52)27£0,
0111+7'1527é0,
ou 0y — 7179 # 0,
ou (7'2)2—(52 #0,
OI'—TQ—51(527£0,
orl 4+ 7901 # 0.

(6.31)

\ \

Nous étudions deux cas: = 0 ou p # 0. Si p = 0, alors rank(A) =
rank(A/B) = 2, i.e.,

( (515%4-(Tl+72)52—7173+7251+1:0,
et

( 1+52727é07
OU(Sl—TlTQ#O,
ou 0201 + 71 # 0,
ou— 79 — (02)° # 0, (6.32)
oul+ 7165 # 0,
OU(SQ—TlTQ?éO,
ou (T2)2—(527é0,
ou—72—51(527§0,

L L Ou1+7'2(517é0.
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Si pu # 0, alors rang(A) = rang(A/b) = 2, i.e.,

( 51(53"‘(7'14—7'2)52—7'17'34‘7'2514‘1:0,
0201 — 0o+ 71+ T1T2 + 0172 + 1 =0,
5251—(51+7’2+7'1T2+527'1+1:O,
53—(52—{—7'24—7'%-{—(52’7'24—1:0,

[ 1+ 0272 #0,
011(51—7'1T27é0,
ou 0261 + 71 # 0,
OH-T2-(52)27£0,
0111+7'1527é0,
ou 0y — 7179 # 0,
ou (7'2)2—(52 #0,
ou—72—51527é0,
ou 1+ 7967, # 0.

(6.33)

\ \

La stabilité des périodiques-3 orbites pour chaque cas peut étre obtenue par
les valeurs propres de la matrice jacobienne Jj JgJg, ou

—T152_7—2(52+7_17—§ 7'1’7'2—52) (634)

— 2 _
Jrrr = Jitp = < 0102 — 7'551 —T201

Le polynodme caractéristique correspondant est p (\) = N —TA+6 avec T =
TITS — To0y — Tody — T109, 6 = 0105. Si 72 — 46 > 0, il existe deux valeurs
propres réelles:

_ 2_ 4 2_4
Al:%{ A2:T++5 (6.35)

Pour les conditions (6.32) et (6.33) eux réduisent aux valeurs 1 et 4,03, et
par conséquent les orbites sont neutres stables quant ‘(51(53‘ < 1.
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Cas 2: On a rang(A) = rang(A/b) = 1 si et seulement si det(A) = 0,
rang(A/b) =1, i.e.,

(0165 + (71 +T2) 82 — 7175 + 7901 + 1 =0,
/J(ég&l—(52+T1+7’1T2+(51T2+1) O,
/J((SQ(Sl—51+T2+T1T2+627’1+1) 0,
(1 (65— 024 T2+ 734 0272 + 1) =0,
1+527’2:O,
51—7'17'2:0,
52(51"‘7’1:0,

—T9 — (52)2 :O,
1—|-7'152:0,

0y — 7172 = 0,
(7'2)2—52207
—Ty — 0102 =0,
1+7'2(51:O,
(1+79)pu=0,
6 — 1) u=0,

(6.36)

Nous étudions deux cas: 4 = 0 or p # 0. Si p = 0, alors det(4) = 0,
rang(A/b) =1, i.e.,

(

(5153"‘<71+T2)(52—71T%+7251+1:O,
1+52T2:O,
0y — 71172 = 0,
5251+71:O,
—7'2—(5320,
1+T152 :O, (637)
(52—7'17'2:0,
(7’2)2—(52:0,
—T9 — 0102 = 0,
\ 1+7’2(51:O.
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Sipu # 0, alors det(A) =0, rang(A/b) =1, i.e.,

(515%4-(Tl+72)52—7173+7251+1:0,
5251—52+Tl+7172+5172+1:0,
52(51—(51+7’2+T17’2+527’1+1:0,
(53—(52+72+T%—|—527‘2+1:0,
140975 =0,

(51—7'17'2:0,

5251+71:O,

—Ty— 05 =0,

1+7'152:O,

52—7'17'2:0,

T%—(SQZO,

—7'2—(5152:0,

1+7'2(51:O,

1+7'2:0,

9o —1=0,

—7'1—(51:0,

1 -9, =0,

52+T2:O,

—71—1=0,

—T2—52:07

1—|—’7‘2:0,

01 —1=0.

(6.38)

\

Cela ne se produit que pour:
T1 =T9 = —1et 51 = (52 =1. (639)
Ce cas n’est pas important car le systéme sera linéaire. m

Proposition 6.4.2 Les conditions pour [’apparition d’un ensemble infini
d’orbites périodiques 3 neutres stables du type LLR par rapport & p sont
les suivantes:
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1) Pour 1 =0

"

\

2) Pour i # 0 les

( (

~

\ \

avec 7 = tr(JrLr),

<~ 7

les conditions sont:

7101 + 7102 + 7201 — 7372 + 6705 + 1 =0,

72— 46 >0,
16202 < 1,

et

( 1+7'1(517é0,

ou by — 7179 # 0,
ou 79 + 6102 # 0,
ou T+ 02 #0,
oul+ 7901 # 0,
O’U/(51—7'1T27£O,
ou T2 — 4, #£0,

ou —T1—51527é0,
L OU1+7'1(527£0.

conditions sont:

7101 + T102 + 7201 — 7372 4 0102 + 1 =0,

TL—0 + 724054+ 7161+1=0,
T1— 09+ T1To + 7201 + 0100 + 1 =0,
T2—51+T1T2+T152+5162+1:0,
72— 46 > 0,

15202 < 1.

1+71517é07
0U52—7'17'27é0,
OU72+(51527AO,
ou Ty + 03 # 0,
0U1+T2517AO,
ou 61 — 7179 # 0,
ou T3 — 061 #0,
0U-7’1-(51(527é0,
ou 1+ 7109 # 0.

0= det(JLLR).

(6.40)

(6.41)

Preuve. L’orbite LLR est une orbite de période 3 avec deux points dans
le coté gauche et un point dans le coté droite. Supposons que cette orbite
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ait les points (x1,41), (z2,¥2) , (3, y3) . Pour calculer 'emplacement du point
fixe (1, y1) on doit résoudre la condition (x1, y1) — (22, y2) — (x3,y3) —
(x1,y1) . D’autres points sont également trouvés. En utilisant la forme nor-
male (6.1), on obtient:

(= (T o)+ m

0= (5 o) 6+ G 42

G =( 7 o) on
ou
11 < 0,79 <0et zg > 0. (6.43)
i,e.,
.’13'1"—(51332—7'2{['3 = U

—T1Z1 + T2 + 52.%3 = U (644)

0121 — T1T2 + X3 = [

Avec les conditions (6.43). Nous obtenons le systéme linéaire:

AX =b (6.45)
ou
1 01 —T2 T H
A=| -1 1 09 s X = etb=1| p |. (6.46)
0, —-11 1 T3 14
On a
det(A) = —7'27'% + 7'1(51 + 527'1 + (525% + T2(51 +1 (647)

Le systéme a infinité de solutions comme période-3 cycles si et seulement
si rang(A) = rang(A/b) < 3. Aumoins A et A/b sont avec rang = 1 a cause
du premier mineur de A (égal a 1) # 0.
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Cas 1: rang(A) = rang(A/b) = 1 si et seulement si det(A) = 0, rang(A/b) =

1, i.e.,
(

T1(51+7'152+7'2(51—T%Tg—l-é?dg—l-l:o,
p(ri— 01 +73+ 685 + 716, +1) =0,
—/L(Tl—(52+T17’2+T2(51+(5152+1>:O,
M(TQ—51+7'17'2+7'1(52+5152+1>:O,
1+ 7101 =0,
0y — 1172 = 0,
7'2+51(52:0,
p(ri+1) =0,
:u((sl_l)zov
M(52—ET2):0;
T1—|—(51:0,
1+7251 = 0, (648)
51—7’17’2:0,
p(l—=26d1)=0,
,LL(§1+T1):O,
p(l+72)=0.
T%—(Sl:(),
—7'1—5152:0,
1—'—7’1(52:0,
M(_Tl _61) 207
M(1+71):0,
( 1 (02—1)=0.

Nous étudions deux cas: p = 0or p # 0. Sipu=0,det(A) =0, rang(A/b ) =
1, i.e.,

( 71(51+7152+T251—T%T2+5%62+1:0,
1+T1(51:0,

0y — 7179 = 0,

T2+5152:0,

T1+(5?:0,

1—|—T251:0,

51—7’17’2:0,

T%—(Slzo,

—T1—51(52:O,

L 1+7'152:0.

(6.49)
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Si p # 0, alors det(A) = 0, rang(A/b) = 1, si et seulement si

La solution est:

(

7151+7152—|—7251—7%72—1—5362+1 =0,
TL— 61+ T2+ 03 +716,+1=0,
T1—52+T172+T251+5152+1:0,
7'2—61+7172+7152+61(52—|—1:0,
1+ 70, =0,

(52—7'17'2:0,

72+6152:0,

T1+1:0,

01 —1=0,

(52+7'2:0,

T1+5%:0,

1+ 790, =0,

(51—7'17'2:0,

]_—(51:07

01+711 =0,

1+T2:0,

T%—(Slzo,

—7'1—5152:(),

]_+’7'1(52:0,

—7'1—(51:0,

1+T1:0,

0o —1=0.

(6.50)

T1 = —1,7'2 = —1,51 = 1,52 =1 (651)

Ce cas n’est pas important car le systéme sera linéaire.
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Cas 2: On arang(A) = rang(A/b) = 2, si et seulement si

(7101 4+ 7102 + To61 — TITo + 625, +1 =10,
p(ri =01+ 73+ 685 + 71161 +1) =0,
p(7T1 — 02 + 7172 + 721 + 9102+ 1) =0,
\M(TQ_51+7172+7162+5152+1):0,
et
([ 147161 #0,
0u52—7'17'27é0,
0117'2+51527£0,
ou Ty + 67 #0,

ou l+ 796, #0,
01151—7'1T27£O,
ourt?—08; #0,
0u—71—51527£0,
. 0u1+7’1(527é0,

(6.52)

Nous étudions deux cas: 4 = 0 or u # 0. Si p = 0, alors rang(A4) =
rang(A/B) = 2 si et seulement si;

( 71(51+T1(52+T2(51—T%T2+(5%52+1:0,
et
( 1-’-7’1517&0,
0u52—71727é0,
011T2+51(527é0,
ou 7y + 85 #0, (6.53)
oul+ 7901 #0,
01161—7'17'2%0,
ourts—0d;#0,
ou —71—51527&0,
(| oul-+70s #0.
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Si p # 0, alors rang(A) = rang(A/b) = 2 si et seulement si

(

7'1514-7'1(524-7’251—T%Tg—f—(ﬁ(;g‘i‘l:o,
T1— 61+ T2+ +710, +1=0,
71—62+7172+7251+5152+1:07
\’7'2-51—{-7’17'2—{-7’1524—5152-{-1:0,

et
([ 14+ 7101 #0,
OU(SQ—TlTQ?éO,
OUT2+5152§£0,
ou Ty + 67 #0,
ou 1+ 7961 #0,
ou(51—71727£0,
ourt?—08; #0,
ou —7'1—(5152#0,
L ou1+7'1527é0.

(6.54)

La condition de stabilité des orbites est donnée par les valeurs propres de
la matrice composite J = JgJrJr, qui réduisent a la valeur 1 et 52(5%. Par
conséquent les orbites périodiques-3 de type L LR sont neutres stables quand
6262 < 1. m

Remarque 6.4.1 La forme continue des orbites périodiques-3 de type RRL
(ou LLR) est un attracteur dans l’espace de phase.

6.5 Le cas de (n+ 1) -periodique de la forme
R"L

Une orbite périodique R™L est une orbite (n+1) -périodique avec n points
dans le coté droite et un point dans le coté gauche. Nous avons le systéme
de n + 1 équations:

6= (5 o) G e O
(6.55)

(;lﬁ) = ( T; é ) (z’) + (;)p, pour tout 1 <i <n
i 0 i
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ou
x; >0, 1€{1,2,3,....,n} et x,11 <O. (6.56)

On obtient le systéme d’équations suivant:

Ty + 09y — T1Tpg1 = [,

Ty — ToZy + 01%ny1 = U,
T3 — Toly + 021 = [i,

Ty — Tol3 + 02y = [, (6.57)

Ty, — ToTp—1 + 02%p_o = [,

 Tni1 — T2%p + 02Tn 1 = fi.

Avec la condition (6.56). La forme matricielle du systéme (6.57) est donnée

par:
AX =b (6.58)

ou
—T9 1 0 (51
52 —T9 1 0

An—&—l,n—&—l - ..
0 0 (52 —T9 1 0
0 0 0 (52 —T9 1
X = (21, 22, T3, ...,xn,an)T
\ b=(1,1,1,...1,1)" p
La matrice jacobienne correspondant & I'orbite R"L est donnée par:
JRnL = AL (AR)TL (6.60)
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Maintenant, si 72 — 48, > 0, alors la matrice Ar a deux valeurs propres
distinctes A\; et A\y. Pour prendre les puissances de Ag, nous utilisons la forme
normale de Jordan pour la matrice Ag. On obtient alors A% = PJ"P~! ou

( - 1 1
b= Al — T2 Ay — T

J = ( Aol A02 ) (6.61)

Ao — 7y —1
-1 _ 1 2 2
L _>‘2_>‘1<—/\1+7'2 1 >

Ensuite nous avons:

AT(Aa—72) = Ay (A1—T2) AZ—AT
n o __ Aa—A Aa—A
AR - )\?(}\1772)()\27T237)\é(/\177‘2)()\277'2) AS’(}\Q*T23*)\%L()\17T2) (662)
/\27)\1 )\2*)\1
Donc: .
& 52)
I — Jgnp = 6.63
e Al—AZ(ﬁg & (6:63)

ou

( 61 = )\1 — )\2 + )\7117'% — )\37’% — )\1’7’1)\3 + )\?—H)\g — )\71H_l7'2 + )\711’7'1)\2 — )\7117'1’7'2
— AT MASTS + TIAG Ty — AT AgTa + ATy,

62 = — (/\71H_1 + )\?Tl - Tl)\g - )\7117'2 - /\721—~_1 + )\37’2) s

53 = 51 ()\1)\3 — )\?)\2 + )\?7'2 — )\ZTQ) s

L &a =AM — A+ 01AT — 015,
(6.64)

et donc:

det (A) = det (] — JR”L) (665)
)\1 — /\2 + )\?T% - )\;LT% + /\?(51 - /\3(51 — /\17’1)\3 + )\?+1)\2
—A?+1T2+)\?Tl)\2 - )\?7'17'2 — )\1)\g+1 + )\1)\37’2 + 7'1>\ng

N XoTo AT g ATTINDG, — NPADTES,
N M — Ao
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Nous avons deux cas: det(A) # 0 et det(A) = 0.

Cas(1): det(A) # 0, dans ce cas, le systéme (6.57) a une solution (xy, ..., Tp11)
déterminée par la régle de Crammer et Donc une orbite unique (n + 1) -
periodique du type R"L existe pour le systéme (6.1). L’admissibilité de cette
orbite est déterminée par la condition (6.56).

Cas (2): Si det(A) = 0, alors le systéme a infiniment de solutions ou pas
de solutions. Alors, les critéres pour 'occurrence de solutions infinies (infinité
de n + 1 orbites périodiques de la forme R"L) sont les suivants: Infinité de
solutions se produisent si seulement si rang(A) = rang(A/b) < n + 1. Nous
avons d’abord que A et A/b sont tous deux de rang n — 1 alors, nous avons
deux cas:

1) rang(A) = rang(A/b) =n —1, ie., det(A) =0, rang(A/b) =n — 1,

ie.,

([ det(A) =0,
YV det(A/b) =0
e/ =0, (6.66)
¥ det(A/b) = 0.

2) rang(A) = rang(A/b) =n, i.e.,

([ det(A) =0,
v det(A/b) =0,
HAz) (6.67)
3 det(A) # 0.
ou det(A), det(A/b) (respectivementdet(A), det(A/b)) désignent le déter-
n n n+1 n+1

minant de la sous-matrice (mineure) d’ordre n (respectivement d’ordre n+1)
des matrices A, A/b respectivement.

La stabilité de ces orbites est donnée par les valeurs propres de la matrice
composite Jrap, = Ar (Ag)" : Si 72 — 46 > 0, alors il existe deux valeurs
propres réelles se réduisent aux valeurs 1 et A dans le cas critique obtenu
par det(A) = 0ie., 7 =03+ 1, avec T = tr (Jrnr) et 6 = 9105. Les orbites
obtenues lorsque les conditions ci-dessus sont vraies sont neutres stables pour
’(51(53’ < 1.
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6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous montrons que certains cas du systéme général &
2 dimensions linéaires par morceaux présentent des bifurcations bissectrices:
celles qui sont médiées par un ensemble infini d’orbites périodiques neutres
stables. Nous avons déterminé explicitement les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour 'apparition de la bifurcation bissectrice et nous avons donné
une généralisation de cette méthode au cas de I'orbite R"L.

6.7 Conclusion générale

La théorie des bifurcations est I'une des théories principales des systémes
dynamiques, car son importance pour décrire le comportement pour ces sys-
temes. L’analyse et le controle des systémes linéaires par morceaux ont été
étudiés dans nombreux travaux. Dans ce genre des systémes dynamiques
I’espace d’état discret est divisé en deux ou plusieurs compartiments avec
différentes formes fonctionnelles séparées par des frontieéres. Le but essentiel
dans ce travail est de donner une généralisation des travaux donnés dans [19-
20] pour le cas de Papplication linéaire 2D par morceaux donnés par (6.1).
Le travail de cette these est constitué de 6 chapitres. Le premier est un cha-
pitre préliminaire contient les notions fondamental consernons les systémes
dynamiques (discrets et continus) et le deuxiéme est consacré aux attracteurs
et les exposants de Lyapunov. Ensuite, nous donnons une idée générale sur
les bifurcations et les routes vers le chaos dans un systéme a temps discret.
Dans le quatriéme chapitre, nous considérons deux études de deux applica-
tions, dont le but de montrer que les deux peuvent présenter ce que nous
appelons les bifurcations bissectrices. Le cinquiéme chapitre, est une idée
générale sur les bifurcations de collisions de frontiére dans les sysemes 2D
linéaires par morceaux dont nous étudions ce genre de bifurication a l'aide
des approximations linéaires par morceaux dans le voisinage de la frontiére
appelons " formes normales". Le sixiéme chapitre est le travail principal de
cette theése qui est consacré aux conditions nécessaires et suffisantes pour
I’apparition de la bifurcation bissectrice dans le cas général d’un systéme a
2 dimensions linénaires par morceaux données par (6.1), celles qui sont mé-
diées par des ensembles infinis d’orbites périodiques neutres stables. Nous
avons déterminé explicitement les conditions nécessaires et suffisantes pour
I’apparition de ce type de bifurcation sur la base de la définition du rang des
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matrices des coefficients et des matrices complétes en fonction des mineurs,

puis, nous avons donné une généralisation de cette méthode au cas de I'orbite
R"L.
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