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Chapitre 1

Introduction générale

Depuis la civilisation gréco-romaine, la physique a toujours constitué,
tout comme les mathématiques, un socle important pour le développement
et l’amélioration des conditions de vie de l’humanité et dans ce sens, les
théories de la science physique ont ouvert des perspectives de recherche dans
différents domaines, tels que la mécanique quantique relativiste, la théorie
des cordes, la théorie des champs, . . . etc.

Un des plus importants changements de point de vue de notre compréhension
du monde physique est sans doute apparu avec les travaux de Albert Ein-
stein, Henri Poincaré, W. Heisenberg, Minkowski et Snyder-de Sitter. Je
rappelle leur travaux comme suit : En 1905 Albert Einstein a publie la
théorie de la relativité restreinte [1], elle a été l’une des avancées majeures
du 20ème siècle, puis en 1907, suite à des travaux initiés par Henri Poincaré
qui considérait le temps comme étant imaginaire[2], Hermann Minkowski
en 1908 donne une nouvelle formulation de la relativité restreinte, utilisant
l’espace-temps qui porte aujourd’hui son nom[1], cet espace-temps de Min-
kowski est une variété différentielle M de dimension 4 qu’on peut décrire
dans un certain système de coordonnées. En 1947, Snyder a introduit une
formulation d’espace éponyme plus générale[3], qui a montré une possibilité
de définir un modèle d’espace-temps déformé sans briser l’invariance de Lo-
rentz. Il a proposé l’idée de la déformation des relations de commutation
comme une façon d’éliminer les divergences de la théorie du champ quan-
tique [3], cette déformation de l’espace met en œuvre une nouvelle constante
fondamentale qui est la longueur minimale. Elle a également maintenu l’in-
variance de Lorentz en même temps que celle de Poincaré. Puis, elle a envi-
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sagé le champ électromagnétique dans un espace-temps déformé [4]. Snyder
a commencé avec une approche géométrique projective de l’espace des mo-
ments de Snyder (ds) avec une échelle α proportionnelle à ~/a [3] proche ou
égale à l’échelle de Planck, et pour cela l’énergie et le moment d’une par-
ticule ont été identifiées aux coordonnées projectives non homogènes. Cette
algèbre de Snyder a été le premier exemple de la géométrie non commutative
à être proposé dans la littérature, basé sur une déformation de l’algèbre de
Heisenberg, ce modèle implique, outre la vitesse de la lumière, deux autres
constantes indépendantes de l’observateur ; l’énergie de Planck et le rayon
de Snyder-de Sitter lié à la constante cosmologique [5]. Ledit modèle est
aussi appelé la Relativité Doublement Spéciale (relativité spéciale déformée)
(DSR) dans l’espace de Snyder, ou relativité tridimensionnelle [6.7]. Plusieurs
caractéristiques intéressantes de ce modèle ont été discutées dans les articles
[6.8.9.10], notons que Amelino-Camelia a récemment proposé la relativité
spéciale déformée (DSR) [11, 12, 13]. Cette théorie est une nouvelle tentative
pour aborder le problème de la gravité quantique et elle repose sur deux
hypothèses fondamentales, à savoir le principe de la relativité et le postulat
de l’existence de deux échelles indépendantes de l’observateur soient ; la vi-
tesse identifiée à la vitesse de la lumière c, et la masse (ou longueur = 1/k
) identifiée à l’énergie de Planck[14]. Cette théorie DSR est généralement
associée à la déformation de la symétrie de Lorentz. Les modèles DSR sont
réalisés en déformant l’invariance de Poincaré de la relativité restreinte [15].
Il y a certains modèles (DSR) qui peuvent être réalisés par l’identification
de 4-impulsions avec certaines coordonnées sur un espace de Sitter (ds) ou
anti-de Sitter (ads) d’impact [14, 16], peut être considéré le modèle de Sny-
der comme le premier d’entre eux. La théorie de la relativité restreinte basée
sur le groupe de Snyder pourrait être conservée en présence d’une constante
cosmologique non nulle. Il y a une autre étude sur la théorie de la relativité
restreinte à constante cosmologique SR {c,R}, liée à la longueur invariante
[7, 17].

Les propriétés de l’espace de Snyder et sa dynamique, dans les cas non
relativiste et relativiste, ont été examinés dans plusieurs articles et dans les
contextes classique ou quantique[18− 19], et la connexion des résultats dans
l’espace de Snyder-de Sitter avec l’espace standard est éclairée par une carte
explicite reliant notre modèle dynamique au modèle de particules relativiste
libre habituel [5]. Aussi, il a été montré que l’espace est discrétisé [3, 20] et
que les relations d’incertitude de Heisenberg déformées sont valides, ce qui
implique une limite inférieure de longueur mesurable [18]. Les dynamiques
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classiques et quantiques sont modifiées par rapport aux résultats standards
et les déviations d’ordre est l’énergie du système [18], et pour la symétrie
d’espace de Snyder-de Sitter, il y’a lieu de se conférer aux références [5, 6].

Les objectifs d’introduire le modèle de Snyder-de Sitter sont : L’espace de
Snyder est l’une des solutions de l’équation d’Einstein avec terme constant
de la cosmologie, aussi la généralisation des résultats ordinaires obtenus dans
la mécanique quantique, thermodynamique, ...etc. Également du fait que
sa symétrie est maximale, il est préférable de comprendre les effets quan-
tiques non triviaux qui se produisent dans une période de développement
accéléré[21]. Notre univers a accéléré l’expansion et peut-être asymptotique
à l’espace de Snyder avec une constante cosmologique positive. La cosmologie
précise défie la physique à l’échelle cosmique de la relativité générale d’Ein-
stein. Pour cela, il devrait exister une nouvelle cinématique de la physique à
l’échelle cosmique.

Il y a une méthode intéressante de généraliser des algèbres déformés avec
une longueur minimale consistant à les étendre d’un troisième paramètre in-
variant pouvant être interprété comme une constante cosmologique [22], et
dans ce cadre, on doit noter que des relations de commutation déformées
intégrant la constante cosmologique, pour certains choix spécifiques de pa-
ramètres de déformation, pourraient conduire à l’apparition de longueurs
minimales, ainsi que d’un moment minimal [18].

Dans le domaine de la recherche, il y a beaucoup d’applications de l’algèbre
de Snyder-de Sitter, soient entre autres :l’étude de l’oscillateur harmonique
dans l’espace de Snyder dans les cas classique et quantique [23] ;l’oscillateur
de Dirac dans l’espace de Snyder dans le cas non relativiste [22] ; l’oscillateur
de Duffin-Kemmer-Petiau avec l’algèbre de Snyder-de Sitter [24] ; le problème
de Kepler dans l’espace de Snyder [25] ; la théorie des champs scalaires dans
l’espace-temps de Snyder[26] ; l’homogénéisation entre la Relativité Double-
ment Spéciale (DSR) dans le cas de l’espace énergie-impulsion et l’espace de
Snyder à quatre dimensions [14, 16] ; les symétries de l’espace de Snyder-de
Sitter et la dynamique des particules relativistes [5].

Les objectifs essentiels de ce travail sont : le traitement des problèmes de
la mécanique quantique dans l’espace-temps courbé dans le cadre des algèbres
déformés, pouvant constituer un nouveau type d’interaction entre la matière
quantique et la gravitation dans le monde microscopique.

Dans cette thèse, nous avons organisé notre travail selon la structure sui-
vante : Le chapitre 2 est consacré au formalisme du modèle de Snyder-de
Sitter. Au chapitre 3, on a exposé un calcul explicite des équations de Klein-
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Gordon et Dirac avec l’algèbre de Snyder-de Sitter dans la représentation
d’espace d’impulsion en présence des potentils scalaire et vectoriel linéaires.
Au chapitre 4, l’algèbre de Snyder-de Sitter a été appliquée aux oscillateurs
de Klein-Gordon et Dirac soumises à l’action du champ électrique uniforme
pour déterminer les spectres d’énergie et les fonctions d’onde associées. Aussi,
une étude de quelques propriétés des grandeurs physiques de la thermodyna-
mique a été présentée. Dans le chapitre 5, nous avons traité le problème de
l’oscillateur Bosonique de Duffin-Kemmer-Petiaux (DKP) dans le contexte
de l’algèbre de Sitter (ds) et anti-de Sitter (ads), en présence d’un champ
électrique uniforme. Nous avons calculé le spectre d’énergie et les fonctions
d’onde correspondantes puis nous avons déduit les cas particuliers, comme
le cas de l’absence de la déformation et le cas du champ électrique nul. Le
dernier chapitre est consacré à un récapitulatif des principaux résultats et
aux conclusions générales.
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Chapitre 2

Formalisme de la Mécanique
Classique et Quantique
Déformé

2.1 Formalisme Classique Déformé :

Récemment, la théorie de la déformation de structure algébrique a trouvé
un grand nombre d’intérêts, représenté de nombreuses applications dans le
domaine de la physique. Ses racines remontent à l’incapacité de la physique
classique pour expliquer certains phénomènes macroscopiques. Mathématiquement
décrit par une variété de Poisson M, et notons F (M). Le crochet de Poisson
de deux fonctions f et g défini sur le fibré cotangent T ∗N à une variété
M a été découvert par Siméon Denis Poisson en 1809[27]. Lagrange et Pois-
son l’ont employée pour résoudre le problème de variation des constantes
d’intégration. Ils n’ont considéré cependant que le crochet des fonctions co-
ordonnées, pas celui de deux fonctions quelconques, et n’ont pas mentionné
la propriété la plus importante de ce crochet : l’identité de Jacobi, découverte
par Carl Gustav Jacobi [28].

Dans la mécanique classique, le crochet de Poisson est antisymétrique et
vérifie l’identité de Leibniz (c’est une dérivation) et qu’il satisfait à l’iden-
tité de Jacobi et écrit dans le système de coordonnées (q, p) sous la forme
suivante :
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{f, g} =
n∑
i=1

(
∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂f

∂qi
∂g

∂pi

)
(2.1)

·Antisymétrie

{f, g} = −{g, f} (2.2)

·La régle de Leibniz

{f, gh} = {f, g}h+ g {f, h} (2.3)

Où, f, g , h ∈ C∞ (M)
·Identité de Jacobi

{{f, g} , h}+ {{g, h} , f}+ {{h, f} , g} = 0 (2.4)

Considérons le modèle Snyder-de Sitter (SdS) non relativiste à N-dimensions.
Ceci est défini sur un espace de phase 2N-Dimensional avec les coordonnées
de position xi et les coordonnées de moment pi (i = 1, ....., N) , nous rap-
pelons que le modèle de Snyder, dans sa limite classique, est basé sur les
crochets de Poisson non canoniques. Cette l’algèbre classique de Snyder-de
Sitter est donné par les formules suivantes [29] :

{xi, xj} = β2Jij (2.5)

{pi, pj} = α2Jij (2.6)

{xi, pj} = δij + α2xixj + β2pipj + 2αβpixj (2.7)

L’algèbre (2.7) est compatible avec la symétrie de Lorentz standard[5].
où Jij sont des générateurs des rotations définies comme suit :

Jij = xipj − xjpi (2.8)

Nous notons que le signe des constantes de couplages α2 et β2 est po-
sitive pour modèle Snyder-de Sitter (SdS) avec un rayon de sphère est
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1
α

, et négative pour modèle anti-Snyder-de Sitter (aSdS) pour une pseu-
dosphère[18], la constante de couplage β2 = − 1

k2
, où k est énergie de Planck

et α2 = − 1
R2 , où R est le rayon de Sitter [5] .

Dans les unités ordinaires, β ∼ ~/cMPl ∼ 10−17(s/Kg)1/2 [30] .
Dans la limite k → ∞ on récupère l’algèbre d’une particule libre dans

l’espace de Sitter, dans la limite α→∞ , on récupère l’algèbre de Snyder et
lorsque α et k tendent vers l’infini, on retrouve l’algèbre habituelle.

Bien entendu, ces crochets de Poisson obéissent à l’identité de Jacobi et
définissent donc une structure symplectique cohérente sur l’espace des phases.

Selon ces définitions, les Jij obéissent aux crochets de Poisson habituels
des générateurs du groupe de rotation à N-dimensions, tandis que xi et pi
se transforment en N-vecteurs sous le même groupe. L’invariance de rotation
est donc préservée. Cependant, l’invariance en translation, générée par le pi,
est réalisée de manière non linéaire sur l’espace de position [31, 15], comme il
est évident de (2.7). Dans la limite α→ 0, l’algèbre (2.7) se réduit à celle du
modèle de Snyder non relativiste ordinaire, alors que pour β → 0 , il s’agit
de l’algèbre de symétrie d’une sphère avec des coordonnées projectives.

Une autre possibilité est que le signe devant les constantes de couplage
soit inversé, et donc

{xi, xj} = −β2Jij (2.9)

{pi, pj} = −α2Jij (2.10)

{xi, pj} = δij − α2xixj − β2pipj − 2αβpixj (2.11)

Ceci peut être vu comme une continuation analytique du modèle précédent
pour α → iα et β → iβ , appelé modèle anti-Snyder-de Sitter (aSdS) dans
[18]. Notez qu’il n’est pas possible de faire la suite analytique d’une seule des
constantes de couplage. De plus, dans ce cas, la borne (αxk + βpk)

2 < 1 doit
être imposée dans l’espace des phases [18], par analogie avec d’autres modèles
dérivés de la relativité doublement spéciale. La limite α = 0 correspond au
modèle anti-Snyder non relativiste dans un espace plat[32] , alors que β = 0
est l’algèbre de symétrie d’un espace hyperbolique.
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Les crochets de Poisson peuvent être obtenus à partir de ceux du modèle
de Snyder à plat, avec les variables de position xi et les variables de moment
pi [22].

{xi, xj} = β2 (xipj − xjpi) (2.12)

{pi, pj} = 0 (2.13)

{xi, pj} = δij + β2pipj (2.14)

La métrique de la N-sphère peut être obtenue en l’intégrant dans un es-
pace euclidien de dimension (N + 1) , de coordonnées Xα , avec α = 1, ...., N
, sur laquelle est imposée la contrainte Xα = 1

α2 . Si on choisit les coordonnées
projectives xi = Xi/ (αXN+1) pour paramétrer la sphère, sa métrique prend
la forme :

gij =
(1 + α2x2) δij − α2xixj

(1 + α2x2)2
(2.15)

avec inverse

gij =
(
1 + α2x2

) (
δij + α2xixj

)
(2.16)

Il est facile de voir que le groupe de symétrie de cette métrique est SO (N ,
1), généré par les générateurs de rotation Jij, et les générateurs de translation
pi, vérifiant l’algèbre (2.11) avec β = 0 . L’algèbre admet l’opérateur de
Casimir p2 − α2

2
J2 .

L’action pour le modèle dynamique discuté dans [6, 31]qui donne l’algèbre
de Snyder :

S =

∫ [
ẋ.p−

(
λ1

1

2
p2 + λ2x.p+ λ3

1

2
x2
)]

dτ (2.17)

avec λ1, λ2 et λ3 sont multiplicateurs de Lagrange qui imposent la contraintes.
L’Hamiltonien H et ẋ et ṗ sont :

H = λ1
1

2
p2 + λ2x.p+ λ3

1

2
x2 (2.18)
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ẋ = {x,H} = λ1p+ λ2x (2.19)

ṗ = {p,H} = −λ2p− λ3x (2.20)

Les crochets de Poisson pour les coordonnées polaires dans l’espace de
Snyder à partir de (2.12) , (2.13) et (2.14) sont [30] :

{ρ, pρ} = 1 + β2

(
p2ρ +

p2θ
ρ2

)
, {θ, pθ} = 1, {ρ, θ} = β2pθ

ρ
, {θ, pρ} = β2pρ pθ

ρ2

{t, pt} = −1 + β2p2t , {t, pρ} = β2

(
pt pρ +

tp2θ
ρ3

)
, {t, ρ} = β2 (t pρ − ρ pt) ,

{t, θ} = β2 t pθ
ρ2

, {pt, pρ} = −β2pt p
2
θ

ρ3
, {pt, pθ} {pt, pρ} = {t, pθ} = {ρ, pρ} = 0,

{ρ, pt} = β2pt pρ, {θ, pt} = β2pt pθ
ρ2

(2.21)

L’Hamiltonien est choisi comme dans la relativité restreinte

H =
λ

2

(
−p2t + p2ρ +

p2θ
ρ2

+m2

)
= 0 (2.22)

où λ est un multiplicateur de Lagrange appliquant la contrainte de masse.

2.2 Formalisme Quantique Déformé

Dans le modéle non-relativiste de Snyder-de Sitter, l’algèbre de Heisen-
berg déformée est définie par les relations de commutations suivantes [22, 33] :

[Xi, Pj] = i~ (δij + α1XiXj + α2PiPj +
√
α1α2 (XiPj + PiXj)) (2.23)

[Xi, Xj] = i~α2εijkLk, [Pi, Pj] = i~α1εijkLk (2.24)

où α1, α2 sont des petits paramètres positifs de déformation et Lk est la
composante du moment cinétique, qui peut être exprimée par :

Lk = εijkXiPj (2.25)
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On a aussi une autre formule :

Jij = εijkLk =
1

2
(XiPj + PjXi −XjPi − PiXj) (2.26)

satisfaisant l’algèbre habituelle :

[Li, Pj] = i~εijkPk, [Li, Xj] = i~εijkXk, [Li, Lj] = i~εijkLk (2.27)

Comme en mécanique quantique ordinaire, la relation de commutation (2.23)
donne lieu à une relation d’incertitude de Heisenberg :

∆Xi∆Pj ≥
1

2

(
δij + ξij + α1 (∆Xi)

2 + α2 (∆Pi)
2 − 2

√
α1α2∆Xi∆Pj

)
, i = 1, 2, 3

(2.28)

où ξij =
(√

α1 〈Xi〉+
√
α2 〈Pj〉

)2
> 0.

La relation (2.28) illustre l’apparition d’une longueur minimale non nulle
en incertitudes de position et d’impulsion :

(∆Xi)min =

√
α2 (1 + ξ)

1 + 2
√
α1α2

, (∆Pi)min =

√
α1 (1 + ξ)

1 + 2
√
α1α2

(2.29)

Aucune incertitude minimale ne se produit lorsque α2
1 et α2

2 sont négatifs.

Dans ce cas, cependant une combinaison spécifique de coordonnées spatiales
et cinétiques doit satisfaire une limite supérieure. Ceci peut être interprété
comme le signe d’une dépendance de la géométrie à l’énergie[18] .

Xi et Pi sont réalisés dans l’espace cinétique par les transformations sui-
vantes :

Xi = i~
√

1− α2p2∂pi + λ

√
α2

α1

pi√
1− α2p2

(2.30)

Pi = −i~
√
α1

α2

√
1− α2p2∂pi + (1− λ)

pi√
1− α2p2

(2.31)

où p est varie dans le domaine
]
− 1√

α2
, 1√

α2

[
et λ est une constante réelle

arbitraire.
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De l’autre côté, on peut considérer les relations de commutation de Sitter
qui peuvent être écrites dans la représentation de position comme suit :

Xi = (1− µ)
xi√

1− α1x2
− i~

√
α2

α1

√
1− α1x2∂xi (2.32)

Pi = −i~
√

1− α1x2∂xi + µ

√
α1

α2

xi√
1− α1x2

(2.33)

et µ ici, est un paramètre arbitraire.
Les opérateurs Xi et Pi sont symétriques pour la mesure d3p√

1−α2
2p

2
i

,où p2i 〈 1
α2
2

.
Comme la relation d’incertitude de Heisenberg (2.28) représente une généralisation

de la relation d’incertitude de longueur minimale avec deux paramètres de
déformation, nous avons choisi de travailler dans la représentation en mo-
ment, afin de comparer notre résultats avec ceux obtenus dans la littérature.

En particulier, le modèle de Snyder peut être interprété comme un
exemple de DSR [10] .Ce modèle est basé sur ces hypothèses a été appelé
relativité restreinte triple ( Triply special relativity TSR) [8], la (TSR) est
basé sur l’algèbre générée par les positions xµ, le moment pµ et les générateurs
de Lorentz Jµν . Les générateurs de Lorentz satisfont les relations de commu-
tation habituelles de l’algèbre de Lorentz, selon les formules suivantes on pose
} = c = 1 :

[Jµν , xλ] = i (ηµλxν − ηνλxµ) (2.34)

[Jµν , pλ] = i (ηµλpν − ηνλpµ) (2.35)

tandis que

[xµ, xν ] = iβ2Jµν (2.36)

[pµ, pν ] = iα2Jµν (2.37)

[xµ, pν ] = i
[
ηµν + α2xµxν + β2pµpν + αβ (xµpν + pµxν − Jµν)

]
(2.38)

µ et ν sont des paramètres prennent les valeurs 0, 1,2,3.
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Jµν et pµ génèrent une sous-algèbre de Sitter ou anti-de Sitter (en fonction
du signe de α2 ) qui décrit les symétries espace-temps du modèle.

Les constantes de couplage α et β ont des dimensions inverse de longueur
et inverse de masse respectivement. Ils sont généralement identifiés avec la
racine carrée de la constante cosmologique, α ∼ 10−24 cm, et l’inverse de
la masse de Planck β ∼ 105 g−1 . Dans ce qui suit, nous avons besoin αβ
� 1/~. La limite α → 0 donne le modèle de Snyder plat, et donc la limite
β → 0 donne l’algèbre de Heisenberg de la mécanique quantique dans un
arrière-plan de de Sitter doté des coordonnées projectives.

La dualité du modèle d’échange de position et d’impulsion à travers
xµ ←→ pµ ,α ←→ β est également remarquable. De plus, comme cela a
été reconnu dans[34] , la TSR peut être considéré comme une réalisation non
linéaire d’un modèle introduit par Yang [35] .

Récemment, la cinématique et la dynamique du modèle de Snyder ont été
étudiées dans sa version tridimensionnelle (non relativiste) pour les systèmes
classiques et quantiques [32].

Les recherches ont montré que les propriétés physiques du modèle dépendent
du signe de la constante de couplage apparaissant dans son algèbre. Pour une
constante de couplage positif, les moments sont autorisés à prendre toute va-
leur réelle, mais dans la théorie quantique, une incertitude minimale existe
dans les positions. Au contraire, dans le cas de la constante de couplage
négatif, appelée anti-Snyder, le moment est limité, mais aucune incertitude
minimale pour les positions ne se produit dans la théorie quantique[18].

Les composants de l’opérateur de moment cinétique défini comme suit :

Li = iεijkpk
∂

∂pj
(2.39)

Les composants de l’opérateur de moment cinétique prennent la même
forme que dans la représentation du moment cinétique en mécanique quan-
tique ordinaire. Et en cas de position, les composants du moment angulaire
sont données comme suit :

Li = iεijkx̃j
∂

∂x̃k
(2.40)

où x̃j =
√

α2

α1
pj
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Chapitre 3

Résolution des équations de
Klein-Gordon et de Dirac avec
l’algèbre de Snyder-de Sitter

Il est bien connu que la théorie des champs quantiques est un point
culminant indiscutable, bien que toujours en développement de la mécanique
quantique et des lois de la relativité. Malgré le succès de ses prédictions
expérimentales, elle doit encore faire face à des problèmes de divergence qui
ne peuvent être éliminés que par une régularisation mathématique et des
méthodes de renormalisation physique. Des approches ont été développées
pour résoudre cette difficulté, parmi lesquelles le modèle de Snyder basé sur
la géométrie non commutative. fournit un motif pour introduire une coupure
efficace des ultraviolets. En plus de la constante universelle, la vitesse de la
lumière, ce modèle importe deux autres constantes, l’énergie de Planck et
le rayon Sitter qui est lié à la constante cosmologique [31], dont l’algèbre
associée est caractérisée par une modification des relations de commutation
canoniques des opérateurs de position et de moment.

Ceci implique l’apparition d’une longueur minimale non nulle dans les
incertitudes de position et de moment. A l’échelle de la mécanique classique et
de la mécanique quantique, un avantage particulier a été observé dans le cadre
en discussion. A savoir, les équations mécaniques classiques et quantique
décrivant les mouvements libres sont
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exactement résoluble, comme c’est aussi le cas du mouvement dans le
potentiel de l’oscillateur harmonique [18 − 32]. Les symétries conformation-
Poincaré déformées cohérentes avec l’espace de Snyder-de Sitter sont étudiées
dans [31]. La trajectoire classique, la quantification semi-classique et le problème
de Kepler sont discutés dans [23, 25]. Le cas de l’oscillateur de Dirac dans
le modèle de Snyder a été étudié dans [23] et une solution exacte de l’os-
cillateur bosonique unidimensionnel pour les particules de spin 1 et spin 0
avec le modèle de Snyder-de Sitter est présentée par [24]. D’autre part, dans
la littérature, une interaction de grande importance a trouvé de nombreuses
applications dans divers domaines de la physique, qui est l’interaction du
potentiel linéaire. Il a été établi pour décrire phénoménologiquement les in-
teractions de gluons non perturbatives [36], et a joué un rôle majeur dans
la description des théories des confinements entre quarks statiques dans la
théorie pure de Yang-Mills [37]. En outre, il est nécessaire dans le domaine
scalaire cosmologique en relativité générale et dans la théorie de Kaluza-
Klein comme les cinq dimensions [38, 39] et d’une manière générale pour les
phénomènes liés au confinement [40 − 44]. Le but principal dans ce cha-
pitre est de clarifier le phénomène de confinement à travers la résolution des
équations de Klein-Gordon (K-G) et de Dirac (1 + 1) dimensionnelles avec
potentiels linéaire scalaire et vectoriel dans l’espace des impulsions dans le
cadre du modèle de Snyder-de Sitter déformé en premier lieu. D’autre part,
nous montrerons que le problème admet des solutions analytiques exactes et
qu’un potentiel linéaire unidimensionnel pour le système relativiste dans un
espace déformé peut être équivalent au potentiel trigonométrique de Rosen-
Morse dans un espace régulier. Ce chapitre est organisé comme suit : dans
Sect. 2, nous fournissons le formalisme de la mécanique quantique dans le
modèle de Snyder-de Sitter déformé dans la représentation de l’impulsion.
En Sect. 3, en utilisant la représentation de l’espace de mouvement, nous
résolvons exactement l’équation K-G, les spectres d’états liés sont déterminés
et la fonction d’onde d’espace de mouvement correspondante est obtenue et
exprimée en termes de polynômes de Romonovski. En Sect. 4, nous suivons les
mêmes étapes de la section précédente, nous résolvons exactement l’équation
de Dirac dans le cadre du modèle de Snyder-de Sitter déformé. Les valeurs
propres d’énergie et les fonctions propres de moment correspondantes sont
déterminées.

Dans cette section, on expose un bref rappel de l’algèbre de Heisenberg
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déformée dans le modèle de Snyder-de Sitter dont les coordonnées de position
et de moment respectivement x̂ et p̂ sont définies comme suit [18, 22, 33]

x̂ = χ̂+ λ
α2

α1

P̂ (3.1)

p̂ = −α1

α2

χ̂+ (1− λ)P̂ (3.2)

où, χ̂ et P̂ sont definé par

χ̂ =i
√

1− α2
2p

2
∂

∂p

P̂ =
p√

1− α2
2p

2
.

(3.3)

ces opérateurs satisfie la relation de commutation deformé [18, 22, 24]

[x, p] = i[1 + α2
1x

2 + α2
2p

2 + α1α2(xp+ px)], (2.4)

Les grendeurs ∆x et ∆p, sont liées entre elles par inégalité, établie par
Heisenberg. pour déterminer cette relation, nous utilisons la fonction sivante :

φ(x) = (x+ iκp)ψ (x) , (3.5)

où κ est un paramètre réal.
alors

〈φ | φ〉 =

∫ +∞

−∞
φ(x)∗φ(x)dx, (3.6)

on remplace la dernière relation, on obtient comme suit

〈φ | φ〉 =

∫ +∞

−∞
ψ (x)∗ (x− iκp) (x+ iκp)ψ (x) d3x, (3.7)

après les calcule, on obtient

〈φ | φ〉 = 〈p2〉κ2 + i〈[x, p]〉κ+ 〈x2〉 (3.8)

La relation de commutation (3.4) donne l’incertitude de la relation de
Heisenberg à l’apparition d’une longueur minimale non nulle dans les incer-
titudes de position et de moment comme la forme suivante [22] :
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nous avons la dernière relation, est une équation de deuxième dégré, quand
je résoudrs l’équation suivante :

〈p2〉κ2 + i〈[x, p]〉κ+ 〈x2〉 = 0 (3.9)

on a trois cas, selon la signe de déscriminant delta (∆)
∆〈0 (n’y a pas des solutions), ∆ = 0 (il y a des racines sont doublés et

réales ), ∆〉0 (on a deux racines sont complexes conjuguées), l’incertitude de
la relation de Heisenberg est réalisé pour le premier cas, où ∆〈0, la relation
obtenue être comme suit :

∆x∆p ≥ 1

2
(1+(α1〈x〉+α2〈p〉)2+α2

1(∆x)2+α2
2(∆p)

2−2α1α2∆x∆p), (3.10)

où α et β sont deux constantes de couplage et nous distinguons deux
types de sous-algèbre. Lorsque α2 > 0, et β2 > 0, cette algèbre déformée
est caractérisée par l’existence à la fois d’une longueur minimale et d’un
moment minimal et s’appelle modèle de Snyder-de Sitter (SdS)) et pour
α2 < 0,et β2 < 0, elle est appelée modèle anti-Snyder-de Sitter (aSdS ) et
aucune restriction[3].

3.1 Resolution de l’équation de Klein-Gordon

avec modèle de Snyder-de Sitter

La dynamique de la particule de Klein-Gordon en (1 + 1) dimension sans
spin de masse m, en présence d’un potentiel scalaire S (x) et d’un potentiel
vectoriel V (x) dans le cadre du modèle de Snyder-de Sitter est régie par
cette équation : on met } = c = 1[

p2 + (m+ S(x))2
]
ψ =

[
E − V (x)

]2
ψ, (3.11)

où le potentiel scalaire S(x) et vectoriel V (x) sont choisis comme suit :

S(x) =γx̂

V (x) =µx̂.
(3.12)
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Nous remplaçons S(x) et V (x) dans l’équation de Klein-Gordon, nous
obtenons sur l’expression suivante :

[
p2 + (m+ γ χ̂+ γλ

α2

α1

P̂)2
]
ψ =

[
E − µχ̂− µλα2

α1

P̂
]2
ψ, (3.13)

nous calculons p2ψ comme suit :
nous avous :

p2ψ = p.(pψ) =

(
−α1

α2

χ̂+ (1− λ) P̂
)
.

(
−α1

α2

χ̂ψ + (1− λ) P̂ψ
)

(3.14)

après les calculs directs, nous obtenons sur l’expression suivante :

p2ψ =

(
α2
1

α2
2

χ̂2 + (1− λ)2 P̂2 − α1

α2

(1− λ)
(
χ̂P̂ + P̂χ̂

))
ψ (3.15)

et ainsi que on a :

[
m+ γ χ̂+ γλ

α2

α1

P̂
]2
ψ =

[
γ2χ̂2 + γ2λ2

α2
2

α2
1
P̂2 + γ2λα2

α1

(
χ̂P̂ + P̂χ̂

)
+

+2mγχ+ 2mγλα2

α1
P̂+m2

]
ψ

(3.16)
et pour l’autre terme on a :

[
E − µ χ̂− µλα2

α1

P̂
]2
ψ =

[
µ2χ̂2 + µ2λ2

α2
2

α2
1
P̂2 + µ2λα2

α1

(
χ̂P̂ + P̂χ̂

)
−2µEχ̂− 2µEλα2

α1
P̂+E2

]
ψ

(3.17)
on remplace les relations (3.15), (3.16), (3.17) dans l’équation (3.13), on

obtien la relation suivante :[
(
α2
1

α2
2

+ γ2 − µ2)χ̂2 + ((1− λ)2 + λ2
α2
2

α2
1

(γ2 − µ2))P̂2 +
(
λ
α2

α1

(γ2 − µ2))−
α1

α2

(1− λ)
)
(χ̂P̂ + P̂χ̂) + 2(mγ + µE)χ̂+ 2λ

α2

α1

(mγ + µE)P̂+

m2 − E2
]
ψ(p) = 0.

(3.18)
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Afin de réduire l’équation différentielle (3.18) à une forme plus simple
et de préserver la symétrie des opérateurs, pour éviter les valeurs propres
complexes, on élimine le terme (χ̂P̂ + P̂χ̂) par la fixation de la valeur du
paramètre λ comme suit :

on pose

λ
α2

α1

(
γ2 − µ2

)
− α1

α2

(1− λ) = 0 (3.19)

pour cela, on trouve la relation suivante :

λ =
α2
1

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

, (3.20)

avec α2
1 + α2

2γ
2 6= α2

2µ
2.

nous utilisons la relation (3.20), la dernière équation eq. (3.18) dans l’es-
pace d’impulsion sa devient,

[
(
α2
1

α2
2

+ γ2 − µ2)χ̂2 + ((1− λ)2 + λ2
α2
2

α2
1

(γ2 − µ2))P̂2

+ 2(mγ + µE)χ̂+ 2λ
α2

α1

(mγ + µE)P̂

+m2 − E2
]
ψ(p) = 0.

(3.21)

on a

(1− λ)2 + λ2
α2
2

α2
1

(
γ2 − µ2

)
=

α2
2 (γ2 − µ2)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

(3.22)

et aussi

2
α2

α1

λ = 2
α1α2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

(3.23)

nous remplacons les relations (3.22) et (3.23) dans l’équation (3.21) ,cette
equation se obtient :
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[
(
α2
1

α2
2

+ γ2 − µ2)χ̂2 +
α2
2 (γ2 − µ2)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

P̂2

+ 2(mγ + µE)χ̂+ 2
α1α2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

(mγ + µE)P̂

+m2 − E2
]
ψ(p) = 0.

(3.24)

nous utilisons la relation (3.3), on trouve

χ2ψ = χ. (χψ) =

(
i
√

1− α2
2p

2
d

dp

)(
i
√

1− α2
2p

2
dψ

dp

)
(3.25)

après les calcules, nous trouvons comme suit :

χ2ψ = χ. (χψ) = −
(
1− α2

2p
2
) d2ψ
dp2

+ α2
2p
dψ

dp
(3.26)

et ainsi que :

P̂2ψ = P̂ .
(
P̂ψ
)

=
p2

1− α2
2p

2
ψ (3.27)

nous remplacons les relation (3.3), (3.25), et (3.26) dans l’équation (3.24),
on obtien la relation suivante :

[ [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

α2
2

(1− α2
2p

2)
d2

dp2
+
( [
α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

]
p+

2i(mγ + µE)
√

1− α2
2p

2
) d
dp

+
α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

p2

1− α2
2p

2
+

2
α1α2(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

p√
1− α2

2p
2

+m2 − E2
]
ψ(p) = 0.

(3.28)

on a une forme simplifiée, maintenant en introduisant le changement du
variable suivant :

q = − 1

α2

cos−1(α2p), (3.29)
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pour ce changement, nous obtenons sur l’équation différentielle suivante :

[
− [α2

1 + α2
2(γ

2 − µ2)]

α2
2

d2

dq2
+ 2i(mγ + µE)

d

dq
+

(γ2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

cot2(α2q) +
2α1(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

cot(α2q)+

m2 − E2
]
ψ(q) = 0,

(3.30)

où l’intervalle de nouveau changement variable est : q ∈]− ∝,+ ∝ [.
Pour éliminer la première dérivée, on joue le rôle d’une phase, donc nous

faisons cette substitution,

ψ(q) = f(q) exp
(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))
(3.31)

pour ce changement, on besoin les calcules suivantes :
pour la première dérivée on a :

2i (mγ + µE)
d

dq

[
f(q) exp

(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))]
=

2i (mγ + µE) exp
(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))df(q)

dq

− α2
2(mγ + µE)2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

f (q) exp
(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))
(3.32)

pour la deuxième dérivée on a :

− [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

α2
2

d2

dq2

[
f(q) exp

(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))]
=

−2i (mγ + µE) exp
(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))df(q)

dq

+
α2
2(mγ + µE)2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

f (q) exp
(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))
(3.33)
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maintenant on remplace les relations (3.32) et (3.33) dans l’equation
différentielle (3.30) on obtient sur l’équation suivante en fonction de f(q),[
− d2

dq2
+

α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 cot2(α2q) + 2
α1α

2
2(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 cot(α2q)

− α4
2(mγ + µE)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 +
α2
2(m

2 − E2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

]
f(q) = 0,

(3.34)

nous avons :

cot2(α2q) =
1

sin2(α2q)
− 1 = csc2(α2q)− 1 (3.35)

quand nous remplacons la relation (3.35) dans l’équation différentielle
(3.34) , on obtien la forme en fonction csc2(α2q) et cot(α2q), comme suit

[ d2
dq2
− α2

2(γ
2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 csc
2(α2q)− 2

α1α
2
2(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 cot(α2q)

+
α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 +
α4
2(mγ + µE)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 −
α2
2(m

2 − E2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

]
f(q) = 0,

(3.36)

la dernière équation qui peut être mis sous forme d’équation de type
Schrödinger, avec un potentiel trigonométrique de Rosen-Morse sous forme
suivante :

[
d2

dq2
− A1csc

2(α2q)−D cot(α2q) + ε]f(q) = 0, (3.37)

cette équation est exprimé des termes de csc2(α2q) et A1, D et ε , qui
sont donnés par :

A1 =
α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2

D =
2α1α

2
2(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2

(3.38)
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ε =
α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 +
α4
2(mγ + µE)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 −
α2
2(m

2 − E2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

. (3.39)

Maintenant, pour résoudre l’équation ci-dessus eq. (3.37), nous utilisons
l’expression suivante,

f (q) = (1 + y2)(β−1)
(

exp(−α cot−1(y))
)
g(y), (3.40)

où y = cot(α2q) , les paramètres α et β sera déterminé plus tard.
par manière de la substitution donnée par l’équation (3.40), l’équation

différentielle (3.37) pour g(y) réduira aux polynômes de RomanovskiR
(k,l)
n (y),[

(1 + y2)
d2

dy2
+ 2
(

(2β − 1)y + α
) d
dy

+(
α2 − 4(β − 1)2 + ε

α2
2

)
+
(

4α(β − 1)− D
α2
2

)
y

1 + y2
+

4(β − 1)2 + 2(β − 1)− (γ2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2

]
g(y) = 0.

(3.41)

Comme il est bien connu dans la littérature, il existe une méthode ap-
pelée Sturm-Liouville pour résoudre des équations différentielles de second
ordre, qui est utilisée par plusieurs auteurs [45]. De sorte que notre équation
différentielle (3.41) cöıncide avec celle vérifiant les polynômes de Romanovski

R
(k,l)
n (y) [46] , où k = 2− 2β, et l = 2α.

S1(y)
d2R

(k,l)
n (y)

dy2
+ t(y)

dR
(k,l)
n (y)

dy
+ ΩnR

(k,l)
n (y) = 0, (3.42)

où
S1(y) = 1 + y2, t(y) = 2

(
(2β − 1)y + α

)
. (3.43)

Il est maintenant facilement de fixer les paramètres α et β dans les conditions
suivantes,

4α(β − 1)− D

α2
2

= 0 (3.44)

α2 − 4(β − 1)2 +
ε

α2
2

= 0 (3.45)
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et

Ωn = −n
[dt(y)

dy
+

1

2
(n− 1)

d2S1(y)

dy2

]
=

4(β − 1)2 + 2(β − 1)− (γ2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 . (3.46)

on a :

d2S1(y)

dy2
= 2, et

dt(y)

dy
= 2(2β − 1) (3.47)

Après un calcul simple, en utilisant les relations (3.43) et (3.46) , nous
trouvons

βn = −1

2
n+

3

4
± 1

4

√
1 + 4

(γ2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 (3.48)

αn =
2α1(mγ + µEn)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2

[
−2n− 1±

√
1 + 4 (γ2−µ2)

[α2
1+α

2
2(γ

2−µ2)]
2

] , (3.49)

en imposant µ2− γ2 ≤ 1
4

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2
pour éviter les valeurs propres

complexes.
Pour déterminer les expressions du spectre d’énergie et la fonction d’onde,

nous utilisons les relations (3.39) et (3.45), on a ,

ε =
α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 +
α4
2(mγ + µE)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 −
α2
2(m

2 − E2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

=

α2
2

[
4(β − 1)2 − α2

]
(3.50)

Après les calcules nous obtonons sur la forme de la relation de l’énergie
en fonction de θn et βn comme suivante :
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E±n = − mγµθn
α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2) + µ2θn

± m [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)] + µ2θn

[ γ2µ2(θn)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2−(
1 +

µ2θn
[α2

1 + α2
2(γ

2 − µ2)]

)( γ2θn
[α2

1 + α2
2(γ

2 − µ2)]
+

γ2 − µ2

m2 [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

−

4 [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)] (βn − 1)2

m2
− 1
)] 1

2

(3.51)

où

θn = α2
2 +

α2
1

4 [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2
(βn − 1)2

. (3.52)

Maintenant, la forme du spectre d’énergie, on peut l’avoir tester ; en utilisant

la limite α1 → 0 , alors : θn = α2
2 , et, βn = −1

2
n+ 3

4
± 1

4

√
1 + 4 1

α4
2(γ

2−µ2) . Nous

obtenons le même résultat de l’équation de Klein-Gordon avec la présence
d’une longueur minimale [42] [43],

lim
α1→0

E±n = −mµ
γ
±γ

2 − µ2

γ

√√√√α2
2(n

2 + n+
1

2
)± α2

2(n+
1

2
)

√
1 + 4

1

α4
2(γ

2 − µ2)
,

(3.53)
et quand nous étudions la limite α2 → 0 , on obtient :

lim
α2→0

(
lim
α1→0

E+
n

)
= −mµ

γ
± (γ2 − µ2)

3
4

γ

√
2n+ 1, (3.54)

ce resultat cöıncide exactement avec le résultat de l’équation de Klein-Gordon
en présence d’un potentiel scalaire et d’un potentiel vectoriel dans un espace
régulier par [40] .

par les relations (3.31) et (3.40), nous aurons la forme finale de la fonction
d’onde dans la première variable p comme suit :
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ψ(q) = f(q) exp
(
i

(
α2
2(mγ + µE)q

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

))
(3.55)

où f (q) = (1 + y2)(β−1)
(

exp(−α cot−1(y))
)
g(y), (3.56)

après les calcules, on obtien sur la forme de la fonction d’onde en fonction
de polynômes de Romanovski comme suivante :

ψn(p) = Cn

(
1− α2

2p
2
)(1−βn)

×[
exp

(
αn − i

(mγ + µEn)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

)
cos−1(α2p)

]
R(kn,ln)
n

( α2p√
1− α2

2p
2

) (3.57)

où Cn est la constante de normalisation.
Pour déterminer Cn , nous utilisons la condition de normalisation∫ + 1

α2

− 1
α2

dp
2
√

1− α2
2P

2
ψ∗n (p)ψn (p) = 1, (3.58)

maintenant, on remplace ψn (p) et ψ∗n (p) dans la relation (3.58), puis on
change le variable comme suit :

q =
α2p

2
√

1− α2
2P

2
(3.59)

nous utilisons la relation d’orthogonalité des polynômes de Romanovski
[46], ∫ +∞

−∞
w(kn,ln) (x)R(kn,ln)

m (x)R(kn,ln)
n (x) dx = δmn, (3.60)

où la fonction de poids w(kn,ln) (x) est donné comme suit :

w(kn,ln) (x) =
(
1 + x2

)−kn
exp(lntg

−1 (x)). (3.61)

Après des calculdes, et changements des variables, nous trouvons :

Cn =
√
α2 (3.62)
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3.2 Resolution de l’équation de Dirac avec

modèle de Snyder-de Sitter

Dans cette section, nous suivons les mêmes étapes que le premier cas
sans spin pour examiner l’équation de Dirac (1+1)-dimensionnelle avec le
potentiel scalaire S(x) et vectoriel V (x) sont linéaires, dans le contexte
du modèle de Snyder-de Sitter, nous considérons l’équation de Dirac défini
comme suit, (on pose ~ = c = 1 ),

[(E − V (x))− σ2p− σ3 (m+ S(x))]ψ = 0, (3.63)

où, nous avons remplacé les matrices de Dirac par les matrices de Pauli
σ2 et σ3 sont données par

σ2 =

 0 −i
i 0

 et σ3 =

 1 0
0 −1

 . (3.64)

Pour résoudre l’équation de Dirac, nous utilisons l’expréssion suivante :

ψ =
{

(E − V (x)) + σ2p+ σ3

[
m+ S(x)

]}
φ. (3.65)

Par un calcul direct, à partir des relations (3.63) et (3.65), nous trouvons
l’équation de Dirac avec sa forme quadratique,{ [

E − V (x)
]2
− p2 −

[
m+ S(x)

]2
+
[
p, σ3S(x) + V (x)

]
σ2

}
φ = 0 (3.66)

qui est similaire à celle de l’équation de Klein-Gordon avec un terme d’in-

teraction de spin supplémentaire et
[
p, σ3S(x) + V (x)

]
est le commutateur

entre p et (σ3S(x) + V (x)) .
Pour résoudre eq.(3.66), nous utilisons les relations (3.1) , (3.2) et (3.12),

alors l’équation (3.66) sera convertie en :{
(
α2
1

α2
2

+ γ2 − µ2)χ̂2 +
(

(1− λ)2 + λ2
α2
2

α2
1

(γ2 − µ2)
)
P̂2+(

λ
α2

α1

(γ2 − µ2)− α1

α2

(1− λ)
)(
χ̂P̂ + P̂χ̂

)
+ 2(mγ + µE)χ̂+

2λ
α2

α1

(mγ + µE)P̂ +
i(γσ3 + µ)σ2

1− α2
2p

2
+m2 − E2

}
φ = 0.

(3.67)
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Nous imposons une condition pour éliminer le terme (χ̂P̂ + P̂χ̂) qui fixe la
valeur du paramètre arbitraire λ comme indiqué dans la section précédente,
nous trouvons la même valeur que celle de l’équation (3.21), et l’équation
(3.67) aura ce formulaire :[

− α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

α2
2

(1− α2
2p

2)
d2

dp2
+(

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)p+ 2i(mγ + µE)

√
1− α2

2p
2
) d
dp

+
α2
2(γ

2 − µ2)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

p2

1− α2
2p

2
+ 2

α1α2(mγ + µE)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

p√
1− α2

2p
2

+
i(γσ3 + µ)σ2

1− α2
2p

2
+m2 − E2

]
φ(p) = 0.

(3.68)

En utilisant l’ancien changement de variable eq.(3.31), on a la transformation
suivante

φ(q) = ξ(q) exp

(
i
α2
2(mγ + µE)q

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

)
, (3.69)

L’équation(3.68) devient,[
− d2

dq2
+

α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 cot2(α2q) + 2
α1α

2
2(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 cot(α2q)

+
iα2

2(γσ3 + µ)σ2
[α2

1 + α2
2(γ

2 − µ2)] sin2(α2q)
− α4

2(mγ + µE)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2+

α2
2(m

2 − E2)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

]
ξ(q) = 0,

(3.70)

et qui peut être exprimé en termes de csc(α2q)[
− d2

dq2
+

α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 csc
2(α2q)

+
α2
2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

√
γ2 − µ2 csc2(α2q)Σ + 2

α1α
2
2(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 cot(α2q)

− α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 −
α4
2(mγ + µE)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 +
α2
2(m

2 − E2)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

]
ξ(q) = 0

(3.71)
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où Σ est la matrice donnée par Σ =

 0 γ+µ√
γ2−µ2

γ−µ√
γ2−µ2

0

 dont les valeurs

propres de la matrice sont σ± = ±1.
Pour résoudre l’équation (3.71), nous posons la solution comme suit :

ξ(q) = uσησ(q) (3.72)

où uσ est un vecteur propre à deux composantes de la matrice Σ avec la
valeur propre σ,

nous avons les valeurs propres σ+, σ− et les vecteurs propres correspen-
dants V1 et V1 respectivement, sont données comme suit :

σ+ = +1 et V1 = K1

(
1
γ−µ√
γ2−µ2

)
(3.73)

σ− = −1 et V2 = K2

(
1

− (γ−µ)√
γ2−µ2

)
(3.74)

où, K1 et K2 sont des constantes arbitraires.
pour utiliser les relations (3.71), (3.72) on obtient sur l’équation différentielle

suivante : [ d2
dq2
− A2csc

2(α2q)−D cot(α2q) + ε
]
ησ(q) = 0, (3.75)

où

A2 =
α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 + σ
α2
2

√
γ2 − µ2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

(3.76)

D =
2α1α

2
2(mγ + µE)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 (3.77)

et

ε =
α2
2(γ

2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 +
α4
2(mγ + µE)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 −
α2
2(m

2 − E2)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

. (3.78)
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Cette dernière équation (3.75) a la même forme que (3.37) sauf que A1 est
transformé au A2 , pour cela nous suivons les mêmes étapes que celle de
Klein-Gordon et par un calcul direct, nous obtenons l’expression de l’énergie
comme suit :

E±n = − mγµπn
α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2) + µ2πn

± m [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2) + µ2πn

[ γ2µ2(πn)2

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 −
(

1 +
µ2πn

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

)
( γ2πn

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

+
γ2 − µ2

m2 [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

− 4 [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)] (τn − 1)2

m2
− 1
)] 1

2
,

(3.79)

où

τn = −1

2
n+

3

4
± 1

4

√√√√1 + 4

[
(γ2 − µ2)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2 + σ

√
γ2 − µ2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

]
,

(3.80)
qui peut être écrit sous la forme simplifiée suivante :

τn = −1

2
n+

3

4
± σ

4
± 1

2

√
γ2 − µ2

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

(3.81)

et

ρn =
2α1(mγ + µEn)

[α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2
(
− 2n− 1±

√
1 + 4

[
(γ2−µ2)

[α2
1+α

2
2(γ

2−µ2)]
2 + σ

√
γ2−µ2

α2
1+α

2
2(γ

2−µ2)

])
(3.82)

πn = α2
2 +

α2
1

4 [α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)]

2
(τn − 1)2

. (3.83)

au ce niveau, on peut étudier les cas limites, pour α1 → 0, on a : πn = α2
2 ,et

τn = −1
2
n + 3

4
± σ

4
± 1

2

√
γ2−µ2

α2
2(γ

2−µ2) , nous trouvons le même résultat dans le cas

de longueur minimale pour l’équation de Dirac [47] , où :

lim
α1→0

E±n = −mµ
γ
± 1

γ

√
α2
2(γ

2 − µ2)2n2 ± 2(γ2 − µ2)
3
2n, (3.84)
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et aussi, quand α2 → 0, on obtient :

lim
α2→0

(
lim
α1→0

E+
n

)
= −mµ

γ
± 1

γ

√
2(γ2 − µ2)

3
2n, (3.85)

qui est le même résultat dans le cas ordinaire [48].
De la même manière que dans la section précédente, nous pouvons déterminer

la solution de l’équation (3.68) comme suit :

φn(p) = uσ

(
1− α2

2p
2
)(1−τn)[

exp
(
i
α2(mγ + µEn)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

− ρn
)

cot−1(
α2p√

1− α2
2p

2
)
]
×R(kn,ln)

n (
α2p√

1− α2
2p

2
).

(3.86)

Pour déduire l’expression du spineur des états-liés, on utilise les relations
(3.65) et (3.86), et par un calcul direct, on obtient la solution finale en terme
de l’ancienne variable (p) sous forme condensée,

(ψ1
nσ)(p) = C

′

n

{[
− σα1

α2

(γ − µ)√
γ2 − µ2

+ i(γ − µ)
]√

1− α2
2p

2
d

dp

+
1

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

[
α1α2(γ − µ)− σiα2

2(γ − µ)
√
γ2 − µ2

] p√
1− α2

2p
2

+m+ En

}
Qn(p),

(3.87)

et

(ψ2
nσ)(p) = C ′n

{[α1

α2

− σi
√
γ2 − µ2

]√
1− α2

2p
2
d

dp

− σ 1

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

[
α1α2

√
γ2 − µ2 + iα2

2(γ
2 − µ2)

] p√
1− α2

2p
2
+

(γ − µ)√
γ2 − µ2

(En −m)
}
Qn(p),

(3.88)

où
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Qn(p) =
(

1− α2
2p

2
)(1−τn)[

exp
(
i
α2(mγ + µEn)

α2
1 + α2

2(γ
2 − µ2)

− ρn
)

cot−1(
α2p√

1− α2
2p

2
)
]
×

R(kn,ln)
n (

α2p√
1− α2

2p
2
),

(3.89)

et C
′
n est la constante de normalisation.

nous notons qu’il est également possible d’étudier le même problème dans
l’espace de position, en utilisant ces relations suivantes,

X = (1− ν)
x√

1− α1x2
− i~

√
α2

α1

√
1− α1x2∂x, (3.90)

P = −i~
√

1− α1x2∂x + ν

√
α1

α2

x√
1− α1x2

, (3.91)

où ν est un paramètre arbitraire , car il est également possible de généraliser
ce travail dans les cas à deux et trois dimensions en introduisant les formes
généralisées suivantes [18],

x̂i = χ̂i + λ
α2

α1

P̂i (3.92)

p̂i = −α1

α2

χ̂i + (1− λ)P̂i, (3.93)

où χ̂i et P̂i sont définis par :

χ̂i =i
√

1− α2
2p

2
k

∂

∂pi

P̂i =
pi√

1− α2
2p

2
k

,
. (3.94)

seule la situation de ce domaine en trois dimensions peut sembler un peu com-
pliquée, car en plus du terme centrifuge du moment orbital et du couplage
spin-orbite pour le cas du système spineur, il existe des corrections d’inter-
action supplémentaires qui dépendent de la déformation les paramètres α1

et α2 , qui pourraient être interprétés comme une interaction du moment
dipolaire électrique avec le moment magnétique et rendant les calculs si ex-
cessivement difficiles.
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Dans ce travail, nous avons démontré un calcul explicite des équations
relativistes de Klein-Gordon et Dirac soumises à des potentiels vectoriels et
scalaires linéaires dans le contexte du modèle de Snyder-de Sitter déformé
en utilisant la représentation de l’espace de moment. En utilisant certaines
transformations, nous avons montré qu’un potentiel linéaire unidimension-
nel pour le système relativiste dans un espace déformé peut être équivalent
au potentiel de Rosen-Morse trigonométrique dans un espace régulier. Ces
transformations utilisées ici sont exactement semblables à celles utilisées en
relativité générale, en opposition à une transformation galiléenne additive
qui peut être interprétée comme un opérateur de traduction non additif res-
ponsable de la dilatation et de la contraction [49] .

Dans les deux cas, il est montré que le problème admet des solutions
analytiques exactes exprimées en termes de polynômes de Romanovski. Le
spectre d’énergie exact est déterminé en fonction de deux paramètres de
déformation α1et α2 , et il varie directement avec les puissances dans n, qui
explique le phénomène de confinement dans notre étude dans le cadre du
modèle de Snyder-de Sitter déformé, comme dans le cas non commutatif. Les
cas limites pour α1 → 0 et α2 → 0 sont étudiés et les résultats obtenus sont
en parfait accord avec ceux de la littérature.

Enfin, il serait intéressant d’étudier la généralisation de notre étude pour
le cas de deux et trois dimensions, comme le cas du champ électromagnétique
à potentiel scalaire confinant. Ce travail est actuellement en cours.

En général, par l’équation hypergéométrique généralisée suivante,

(
ax2 + bx+ c

) d2yn (x)

dx2
+(dx+e)

dyn (x)

dx
−(n (n− 1) + 2n (p− 1)) yn (x) = 0

(3.95)
on pose
a = c = 1, b = 0 , d = 2 (1− p) et e = q , on obtient les polynômes de

Romanovski R
(p,q)
n (x), l’équation différentielle comme [50]

(
1 + x2

) d2R(p,q)
n (x)

dx2
+(2 (−p+ 1)x+ q)

dR
(p,q)
n (x)

dx
−(n (n− 1) + 2n (1− p))R(p,q)

n (x) = 0

(3.96)

et la correspondance avec la représentation de Rodrigues est donnée par,
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R(p,q)
n (x) =

1

w(x)

dn

dxn
((

1 + x2
)n
w(x)

)
(3.97)

avec la fonction de poids w(x) est

w(x) =
(
1 + x2

)−p
exp

(
q tan−1 (x)

)
(3.98)

Nous avons aussi l’équation différentielle vérifiée par les polynômes de
Jacobi P

(u,v)
n (x) comme suit :

(
1− x2

) d2P (u,v)
n (x)

dx2
+(u− v − (u+ v + 2)x)

dP
(u,v)
n (x)

dx
−(n+ u+ v + 1)P (u,v)

n (x) = 0

(3.99)

Par la complexification de l’argument, x→ ix dans Eq.(3.99), et compa-
rons les deux équations, nous en déduisons les paramètres suivants.

u = −p− iq
2
, v = u∗ (3.100)

et la relation entre les polynômes de Romanovski et les polynômes de
Jacobi complexes, diffère au plus par un facteur de phase, comme suit :

R(p,q)
n (x) = inP

(−p−i q2 ,−p+i
q
2)

n (ix) (3.101)

ou par la façon inverse

P (p,q)
n (x) = − (in)R

(i(p−q), 12 (p+q)+1)
n (ix) (3.102)

Maintenant, nous utilisons cette relation entre les polynômes de Jacobi
P

(u,v)
n (ix) et la fonction hypergéométrique F comme la forme suivante [51] :

P (u,v)
n (ix) =

(−1)n

n!

Γ (v + 2)

Γ (v − n+ 2)
F

(
−n, n+ 1 + 2 Re v; 1 + v;

1 + ix

2

)
(3.103)

on obtient cette nouvelle relation :

R(p,q)
n (x) =

(−i)n

n!

Γ
(
−p+ i q

2
+ 2
)

Γ
(
−p+ i q

2
− n+ 2

)F (−n, n+ 1− 2p; 1− p+ i
q

2
;
1 + ix

2

)
(3.104)
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Chapitre 4

Oscillateurs Klein-Gordon et
Dirac avec le modèle de Snyder
généralisé

En général, la dynamique de certains systèmes physiques est modélisée
par des algèbres déformées, par exemple, la description des excitations de
graphène à basse énergie et la vitesse de Fermi est basée sur une déformation
de l’algèbre de Heisenberg qui rend le collecteur de moment proportionnel
au pseudo-spin [52]. La dynamique des systèmes à masses variables dans
les hétérostructures semiconductrices est formulée par l’algèbre quadratique
déformée [53], il y a aussi le mouvement d’un atome d’impureté 3He dans
le liquide de Bose, où une algèbre de Heisenberg déformée est suggérée [54].
et dans le contexte de la gravitation quantique, les algèbres de Heisenberg
généralisées ont été proposées [55, 56] ...etc.

En outre, au cours des dernières années, il y a eu un intérêt croissant
pour étudier certains problèmes de mécanique quantique dans le contexte
du modèle Snyder-de Sitter. Ce modèle est caractérisé par une modification
des relations de commutation canoniques des opérateurs de position et de
moment, ce qui implique l’apparition d’une longueur minimale non nulle
dans les incertitudes de position et de moment.

L’opérateur des coordonnées de position x̂ et l’opérateur des coordonnées
d’impulsion p̂ sont définis comme suit [18][22]
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x̂ = χ̂+ λ
α2

α1

P̂ (4.1)

p̂ = −α1

α2

χ̂+ (1− λ)P̂ (4.2)

où, χ̂ et P̂ sont définis par{
χ̂ = i

√
1− α2

2p
2 ∂
∂p

P̂ = p√
1−α2

2p
2

(4.3)

et λ est un paramètre arbitraire.
Ces opérateurs satisfont la relation de commutation déformée dans une

dimension [18][22]

[x, p] = i[1 + α2
1x

2 + α2
2p

2 + α1α2(xp+ px)] (4.4)

et cette relation de commutation donne lieu à la relation d’incertitude de
Heisenberg à l’apparition d’une longueur minimale non nulle dans les incer-
titudes de position et de moment comme suit [22] :

∆x∆p ≥ 1

2
(1+(α1〈x〉+α2〈p〉)2+α2

1(∆x)2+α2
2(∆p)

2−2α1α2∆x∆p) (4.5)

où α et β sont deux constantes de couplage et nous distinguons deux types
de sous-algèbre. Lorsque α2, β2 > 0, cette algèbre déformée est caractérisée
par l’existence à la fois d’une longueur minimale et d’une impulsion minimale
et est appelée modèle de Snyder-de Sitter (SdS)) et pour α2, β2 < 0 ,il est
appelé modèle anti-Snyder-de Sitter (aSdS) et aucune restriction ne se pose
[3].

D’autre part, dans ce cadre de solutions certains problèmes ont été trouvés,
par exemple, la solution des équations classiques et quantique pour la par-
ticule libre et de l’oscillateur harmonique est explicitement donnée dans les
modèles de Snyder-de Sitter et anti-Snyder [18] [23] [33] [32]. La trajectoire
classique, la quantification semi-classique et le problème de Kepler sont dis-
cutés par [25] , le cas de l’oscillateur de Dirac dans le modèle de Snyder a
été considéré dans[22] , et la solution exacte des équations de Klein-Gordon
et de Dirac avec l’algèbre de Snyder-de Sitter est présentée par [57] .
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Notre but dans le travail présent est de résoudre les oscillateurs harmo-
niques relativistes unidimensionnels (avec un spin 0, 1/2) soumis exactement
à un champ électrique avec le modèle de Snyder-de Sitter dans l’espace de
moment, connu sous le nom d’effet Stark confiné quantique. D’autre part,
c’est de voir l’influence de cette déformation sur les propriétés des systèmes
comme phénomène de confinement, valeur énergétique du décalage de Stark
et propriétés thermodynamiques.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous présentons
les relations principales de la mécanique quantique sur le modèle de Snyder-
de Sitter, où nous donnons la solution exacte de l’équation de l’oscillateur de
Klein-Gordon avec un champ électrique uniforme. Le cas de l’oscillateur de
Dirac à un champ électrique uniforme est traité dans la section 3. La section
4 est construit la conclusion finale.

4.1 Resolution de l’oscillateur de Klein-Gordon

en présence d’un champ électrique uni-

forme avec le modèle de Snyder-de Sitter

Dans l’espace régulier, l’oscillateur de Klein-Gordon soumis à un champ
électrique dans un espace à une dimension (1+1) est défini par : on pose (}
= c = 1) [

(p̂+ imωx̂) (p̂− imωx̂) +m2 − (E − qεx̂)2
]
ψ = 0 (4.6)

où q est la charge électrique et ε est l’intensité du champ électrique.
Maintenant, en utilisant la représentation (4.1) et (4.2), l’équation (4.6)

peut être écrite dans le modèle de Snyder-de Sitter comme suit :


(
α2
1

α2
2

+m2ω2 − q2ε2
)
χ̂2 +

(
(1− λ)2 +

α2
2

α2
1

(m2ω2 − q2ε2)λ2
)
P̂2

+
(
α2

α1
(m2ω2 − q2ε2)λ− α1

α2
(1− λ)

)(
χ̂P̂ + P̂χ̂

)
+2qεEχ̂+ 2

α2

α1

qεEλP̂ − mω

1− α2
2
p2

+m2 − E2

}
ψ(p) = 0, (4.7)
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Maintenant pour simplifier l’équation différentielle (4.7) et assurer la

symétrie du système, on élimine le terme
(
χ̂P̂ + P̂χ̂

)
par fixation de la

valeur de λ comme suit :

λ =
α2

1

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

. (4.8)

Alors l’équation (4.7) devient :−
(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)(
1− α2

2
P 2
)

α2
2

d2

dp2

+
[(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)
p+ 2iqεE

√
1− α2

2
P 2
] d
dp

+
α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P 2

1− α2
2
P 2

+2qεE
α

1
α

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P√
1− α2

2
P 2
− mω

1− α2
2
P 2

+m2 − E2

ψ(p) = 0,

(4.9)
Pour éliminer la première dérivée , nous jouons le rôle d’une phase, ce qui

rend cette substitution

ψ(τ) = f(τ) exp

(
i

α2

2
qεE

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

τ

)
, (4.10)

où

τ = − 1

α
2

cos−1(α
2
p) (4.11)

et s’intervalle est τ ∈ ]−∞,+∞[ .
Nous obtenons sur l’équation suivante pour f(τ){
d2

dτ 2
−

α2
2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

−mω) csc2(α
2
τ)

−
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

cot(α
2
τ) +

α4

2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2
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−
α2

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)}
f(τ) = 0,

(4.12)
qui peut être mis sous forme d’équation de type Schrödinger dans le potentiel
trigonométrique de Rosen-Morse[

d2

dτ 2
− A1 csc2(α

2
τ)− A2 cot(α

2
τ) + A3

]
f(τ) = 0 (4.13)

où csc(α
2
τ) = 1

sin(α
2
τ)

et les paramètres A1, A2 et A3 sont donnés par

A1 =
α2

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

−mω

)
(4.14)

A2 =
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

(4.15)

A3 =
α4

2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

−
α2

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)
. (4.16)

Pour réduire cette dernière équation à un modèle d’équations différentielles
connues, nous utilisons la formule suivante :

f(y) = (1 + y2)(β−1)
(
exp

(
−α cot−1(y)

))
g(y) , (4.17)

on obtient[
(1 + y2)

d2

dy2
+ 2 (α + (2β − 1) y)

d

dy
+ 4 (β − 1)2 + 2 (β − 1)− A1

α2
2

+

(
4α (β − 1)− A2

α2
2

)
y + α2 + A3

α2
2

− 4 (β − 1)2

1 + y2

 g(y) = 0 (4.18)
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qui est une équation différentielle polynomiale de Romanovski avec y =
cot(α

2
τ) variant dans ]−∞,+∞[ et les paramètres α, β sont fixés par :

4α (β − 1)− A2

α2
2

= 0 (4.19)

α2 +
A3

α2
2

− 4 (β − 1)2 = 0 (4.20)

4 (β − 1)2 + 2 (β − 1)− A1

α2
2

= −n [(2β − 1 + (n− 1)] . (4.21)

Après un calcul direct, avec utilisation des relations (4.19) et (4.21), on déduit

βn = −1

2
n+

3

4

± 1

4

√√√√1 + 4
1

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

−mω

)
(4.22)

et

αn =
2α

1
qεE(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2×
1(

−2n− 1±
√

1 + 4 1
α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

(
m2ω2−q2ε2

α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2) −mω

)) (4.23)

Pour déterminer l’expression du spectre d’énergie, nous utilisons les relations
(4.16) et (4.20) et par un calcule direct nous trouvons,

E±n = ±m

 1

q2ε2 +
[
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

] [
1 +

(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)
θ2n

]×
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4
(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)2
(βn − 1)2 + q2ε2

m2
− ω2 + α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)




1
2

(4.24)
où

θn =
2α

1
qε(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2×
1(

−2n− 1±
√

1 + 4 1
α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

(
m2ω2−q2ε2

α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2) −mω

)) (4.25)

et par les relations (4.10) et (4.17) nous déterminons la fonction d’onde dans
la première variable p comme suit :

Ψn (p) = C1

(
1− α2

2
p2
)(1−βn) [

exp

(
αn −

iqεE

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)
cos−1 (α2p)

]

×R(kn,ln)

(
α2p√

1− α2
2p

2

)
(4.26)

où kn, ln sont donnés par

kn = 2− 2βn, ln = 2αn (4.27)

et C1 est une constante de normalisation.
Nous devons souligner que l’expression du spectre d’énergie contient toutes

les corrections de tous les ordres de
(
α

2
ε
)2
, (α1ε)

2 , cela signifie la contribu-
tion exacte à l’effet Stark dans le cadre du modèle Snyder-de Sitter déformé.
D’autre part, il varie avec toute la puissance de n, ce qui explique le phénomène
de confinement.

Maintenant, pour obtenir l’oscillateur de Klein-Gordon pur avec le modèle
de Snyder-de Sitter dans le cas en l’absence de champ électrique extérieur ,
nous mettons (ε = 0) dans (4.9) , alors l’équation devient[

−
α2

1
+ α2

2
m2ω2

α2
2

(
1− α2

2
P 2
) ∂2

∂P 2
+
(
α2

1
+ α2

2
m2ω2

)
p
∂

∂P
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+
α2

2
m2ω2

α2
1

+ α2
2
m2ω2

P 2

1− α2
2
P 2
− mω

1− α2
2
P 2

+m2 − E2

]
ψ(p) = 0 (4.28)

qui peut être écrit sous la forme de l’équation différentielle hypergéométrique
suivante,[

z (1− z)
∂2

∂z2
+

(
µ+

1

2
− (1 + 2µ)z

)
∂

∂z
− (m2 − E2)

α2
1

+ α2
2
m2ω2

]
f(z) = 0

(4.29)
où nous avons utilisé le changement suivant

ψ(p) = [z (1− z)]
µ
2
f (z) (4.30)

avec

z =
1

2
(1− α

2
p) and µ =

mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

(4.31)

La solution de cette équation différentielle (4.29) est

f(z) = C1F (a, b, c; z) + C2z
1−cF (a+ 1− c, b+ 1− c, 2− c; z) (4.32)

avec

a =
mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+

√
m2ω2

(α2
1

+ α2
2
m2ω2)2

− (m2 − E2)

α2
1

+ α2
2
m2ω2

(4.33)

b =
mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

−
√

m2ω2

(α2
1

+ α2
2
m2ω2)2

− (m2 − E2)

α2
1

+ α2
2
m2ω2

(4.34)

et

c =
mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+
1

2
(4.35)

Considérant la condition aux limites que (z → 0) et (z → 1) conduit à f(z)
tendant à être fini, la fonction hypergéométrique est réduite à un polynôme
avec la restriction suivante :
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b = −n , (4.36)

alors la solution peut être écrite sous la forme suivante :

f(z) = C1F (
2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+ n,−n, mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+
1

2
; z) (4.37)

et en appliquant les relations (4.34) et (4.36) , nous obtenons le spectre
d’énergie pour l’oscillateur de klein-Gordon comme l’équation suivante

En = ±m

√√√√( α2
1

m2
+ α2

2
ω2

)
n2 + 2

ω

m
n+ 1. (4.38)

Nous notons que ces résultats peuvent être obtenus exactement et directe-
ment en utilisant la limite ε → 0 dans les résultats précédents (4.23) et
(4.25).

Pour ε→ 0,
lim
ε→0

θn = 0, lim
ε→0

αn = 0 (4.39)

et

lim
ε→0

βn = −1

2
n+

3

4
± 1

4

(
1− 2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

)
(4.40)

on remplaçe ces limites dans (4.24), on obtient exactement le même spectre
d’énergie dans (4.38) et la même fonction d’onde en utilisant les propriétés re-
liant les polynômes de Romanovski et la fonction hypergéométrique [45− 46] .

Par conséquent, l’expression de la fonction d’onde en termes de l’ancienne
variable p peut être écrite comme suit :

ψ(p) = C1

(
1− α2

2
P 2
) mω

2
(
α2
1
+α2

2
m2ω2

)

× F (
2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+ n,−n, mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+
1

2
;
1

2
(1− α

2
p)) (4.41)

Où C1est une constante de normalisation.
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4.2 Resolution de l’oscillateur de Dirac en

prsénce d’un champ électrique uniforme

avec le modèle de Snyder-de Sitter

L’oscillateur de Dirac avec champ électrique uniforme dans le modèle
de Snyder-de Sitter est défini par l’expression suivante [58, 59] : on pose (}
= c = 1)

[α (p̂− imωβx̂) + βm] Ψ(p) = (E − qεx̂) Ψ(p) (4.42)

où Ψ(p) =

(
Ψ1(p)
Ψ2(p)

)
et α, β sont les matrices de Dirac données par

α = σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, et β = σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(4.43)

Pour résoudre l’oscillateur de Dirac, nous utilisons l’expression suivante :

Ψ = [(E − qεx̂) + α (p̂− imωβx̂) + βm] φ (4.44)

on obtient la forme quadratique de l’oscillateur de Dirac pour la fonction à
deux composantes φ dans l’équation suivante :

[
(E − qεx̂)2 − (p̂+ imωβx̂) (p̂− imωβx̂)−m2 − qεα [x̂, p̂]

]
φ = 0 (4.45)

où :

[x̂, p̂]φ =
i

1− α2
2
p2
φ (4.46)

Après un calcul simple mais long, notre système sera écrit comme suit :

[
−
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)
α2

2

(
1− α2

2
P 2
) d2

dp2
+
(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)
p
d

dp

+2iqεE
√

1− α2
2
P 2

d

dp
+

α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P 2

1− α2
2
P 2
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+2qεE
α

1
α

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P√
1− α2

2
P 2

+
iqεα−mωβ

1− α2
2
P 2

+m2 − E2

ψ(p) = 0

(4.47)

où nous avons utilisé les relations (4.1) et (4.2) et nous avons fixé le

paramètre arbitraire λ en éliminant le terme (χ̂P̂+P̂χ̂). Comme indiqué dans
la section précédente, nous trouvons la même valeur que celle de l’équation
(4.8).

A cette étape, pour simplifier l’équation (4.47), nous effectuons cette sub-
stitution

ψ(τ) = f(τ) exp

(
i

α2

2
qεE

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

τ

)
, (4.48)

où τ = − 1

α
2

cos−1(α
2
p) et τ ∈ ]−∞,+∞[

nous obtenons sur l’équation suivante pour f(τ)

 d2

dτ 2
−

α2
2

(m2ω2 − q2ε2)(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)2 csc2(α
2
τ)−

α2
2

√
m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

csc2(α
2
τ)M

−
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

cot(α
2
τ) +

α4

2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

−
α2

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)]
f(τ) = 0

(4.49)

où M est la matrice donnée par M =

 − mω√
m2ω2−q2ε2

qε√
m2ω2−q2ε2

− qε√
m2ω2−q2ε2

mω√
m2ω2−q2ε2

 dont

les valeurs propres de la matrice sont σ± = ±1.
et pour les vecteurs propres de cette matrice on a la formule MV = σV
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et pour cella il y a deux vecteurs propres corspondants les valeurs propres
σ± = ±1.

pour σ+ = +1, on a le vecteur propre u1 est donné comme suit :

u1 = K1

(
1

mω
qε

+

√
m2ω2−q2ε2

qε

)
(4.50)

et pour σ− = −1, on a le vecteur propre u2 est donné comme suit :

u2 = K2

(
1

mω
qε
−
√
m2ω2−q2ε2

qε

)
(4.51)

Pour résoudre cette équation (4.49), nous posons la solution comme suit :
f(τ) = uσησ avec uσ est un vecteur propre à deux composantes de la matrice
M avec la valeur propre σ, alors on obtient :

[
d2

dτ 2
− A4 csc2(α

2
τ)− A2 cot(α

2
τ) + A3

]
f(τ) = 0 (4.52)

où

A4 =
α2

2
(m2ω2 − q2ε2)(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2 + σ
α2

2

√
m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(4.53)

A2 =
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

(4.54)

A3 =
α4

2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

−
α2

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)
(4.55)
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Nous notons que cette équation (4.52) a la même forme que (4.13) sauf que
A1 est changé en A4, donc nous suivons les mêmes étapes que Klein-Gordon
avec un calcul direct, nous obtenons sur l’expression de l’énergie comme suit :

E±n = ±m

 1

q2ε2 +
[
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

] [
1 +

(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)
π2
n

]×
4

(
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

)2
(ρn − 1)2 + q2ε2

m2
− ω2 + α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)




1
2

(4.56)
où

ρn = −1

2
n+

3

4
± σ

4
± 1

2

√
m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(4.57)

avec

πn =
2α

1
qε(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2 [
−2n− 1± σ ± 2

√
m2ω2−q2ε2

α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

] (4.58)

et les fonctions d’onde seront calculées comme suit :

(ψ1
nσ)(p) = C

′

n

{[
− α1

α2

(
mω + σ

√
m2ω2 − q2ε2
qε

)
+

i

(
mω

(
mω + σ

√
m2ω2 − q2ε2
qε

)
− qε

)]√
1− α2

2p
2
d

dp

+
[ α1α2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
mω

(
mω + σ

√
m2ω2 − q2ε2
qε

)
− qε

)

− i α2
2 (m2ω2 − q2ε2)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(
mω + σ

√
m2ω2 − q2ε2
qε

)] p√
1− α2

2p
2

+ En +m
}
Qn(p),

(4.59)
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(ψ2
nσ)(p) = C

′

n

{[α1

α2

− iσ
√
m2ω2 − q2ε2

]√
1− α2

2p
2
d

dp

+
[
− σ α1α2

√
m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

+ i
α2
2 (m2ω2 − q2ε2)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

] p√
1− α2

2p
2

+ (En −m)

(
mω + σ

√
m2ω2 − q2ε2
qε

)}
Qn(p),

(4.60)

où

Qn(p) =
(

1− α2
2p

2
)(1−βn)[

exp
(
i

α2qεEn
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

− αn
)

cot−1(
α2p√

1− α2
2p

2
)
]

×R(kn,ln)
n (

α2p√
1− α2

2p
2
), (4.61)

Pour obtenir l’oscillateur de Dirac pur avec le modèle de Snyder-de Sitter,
on met (ε = 0) dans (4.47) et avec un calcul direct on obtient la même
équation différentielle associée à l’oscillateur de Klein-Gordon (4.28) pour le
spineur Ψ1(p) dont la solution est

Ψ1(p) = D1

(
1− α2

2
P 2
) mω

2
(
α2
1
+α2

2
m2ω2

)

× F (
2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+ n,−n, mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+
1

2
;
1

2
(1− α

2
p)) (4.62)

avec la même expression de l’énergie (4.38), D1est la constante de norma-
lisation.

Pour déduire l’autre composante Ψ2(p), on prend en compte la propriété
suivante des dérivées de la fonction hypergéométrique

d

dx
F (a, b; c;x) =

ab

c
F (a+ 1, b+ 1; c+ 1;x) (4.63)
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nous trouvons le résultat comme suit

Ψ2(p) = D1

(
α

1
+ iα

2
mω
) [(

α2

1
+ α2

2
m2ω2

)
n2 + 2mωn

]
(E +m)

(
2mω + α2

1
+ α2

2
m2ω2

) [
1− α2

2
P 2
]
mω+α2

1
+α2

2
m2ω2

2(α2
1
+α2

2
m2ω2)



×F (
2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+ 1 + n,−n+ 1,
mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

+
3

2
;
1

2
(1− α

2
p)) (4.64)

Avant de terminer cette section, nous signalons que nous pouvons obtenir les
résultats de l’oscillateur de Dirac pur en prenant la limite ε → 0, on obtien
comme suit :

lim
ε→0

πn = 0 (4.65)

et

lim
ε→0

(ρn − 1)2 =

(
−1

2
n− 1

4
(1± σ)± 1

2

mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

)2

(4.66)

et nous obtenons exactement le même spectre ;

lim
ε→0

E±n = ±m

[(
α2

1

m2
+ α2

2
ω2

)
n2 + 2

ω

m
n+ 1

] 1
2

(4.67)

Pour conclure cette section, il est préférable d’étudier certaines propriétés
thermodynamiques du système. La fonction de partition Z des oscillateurs
KG et Dirac déformés avec des relations de commutation de Snyder-de Sitter
à température finie T est donnée par Euler-Maclaurin comme suit :

Z =
∞∑
n=0

exp
− En
KBT =

∞∑
n=0

exp

− m

KBT

√√√√( α2
1

m2
+ α2

2
ω2

)
n2 + 2

ω

m
n+ 1


(4.68)

où KB est la constante de Boltzmann.
Selon la procédure d’évaluation habituelle et en conservant les contribu-

tions dominantes d’ordre 0 et 1 en α1 et α2, on obtient
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Z ' (KBT )2

ωm
− 3α2 (KBT )4

ωm

(
1− 1

6

(
m

KBT

)2
)
− 3α1 (KBT )4

ω3m3
(4.69)

qui peut être pour les hautes températures

Z ' (KBT )2

~ωmc2
− 3 (KBT )4

~ωmc4
( α1

m2ω2
+ α2

)
(4.70)

En utilisant les formules habituelles des propriétés thermodynamiques telles
que l’énergie libre F , l’énergie interne U , la capacité thermique C et l’entro-
pie S,

F = −KBT lnZ,U = KBT
2∂ lnZ

∂T
,C =

∂U

∂T
and S = −∂F

∂T
(4.71)

on obtient

F = −KBT ln

(
(KBT )2

ωm

[
1− 3 (KBT )2

( α
1

m2ω2
+ α

2

)])
(4.72)

U = 4KBT

[
1− 1

2
(
1− 3 (KBT )2

( α
1

m2ω2 + α
2

))] (4.73)

C = 4KB

[
1−

1 + 3 (KBT )2
( α

1

m2ω2 + α
2

)
2
(
1− 3 (KBT )2

( α
1

m2ω2 + α
2

))2
]

(4.74)

S = KB

[
2− 12 (KBT )2

( α
1

m2ω2 + α
2

)
1− 3 (KBT )2

( α
1

m2ω2 + α
2

) + ln

(
(KBT )2

ωm

[
1− 3 (KBT )2

( α
1

m2ω2
+ α

2

)])]
(4.75)

Nous avons établi une solution exacte et explicite des oscillateurs de Klein
Gordon et de Dirac déformés unidimensionnels soumis à un champ
électrique dans le contexte du modèle de Snyder-de Sitter dans l’espace des
moments ; est connu sous le nom d’effet Stark. Dans les deux cas, la
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solution exacte est déterminée, les fonctions d’onde sont obtenues et sont
exprimées en termes de polynômes de Romonovski. Le spectre d’énergie
exact est extrait et il contient des corrections supplémentaires dépendent
des paramètres de déformation α1, α2 et de toutes les corrections de tous
les ordres de

(
α

2
ε
)
, (α1ε) , cela signifie exactement contribution à l’effet

Stark dans le modèle de Snyder-de Sitter. D’autre part, il varie avec toute
la puissance de n, ce qui explique le phénomène de confinement dans ce
cadre de déformation. Le cas de l’oscillateur relativiste pur pour spin (0 et
1/2) est déterminé cas particulier en prenant la limite ε→ 0, lorsque le
champ électrique s’annule, les fonctions d’onde sont obtenues et sont
données en fonction de la fonction hypergéométrique.
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Chapitre 5

Résolution de l’oscillateur de
Duffin-Kemmer-Petiau en
présence d’un champ éléctrique
avec modèle de Sitter et anti-de
Sitter

Les espaces de Sitter (dS) et anti-de Sitter (adS) sont des modèles ho-
mogènes et isotropes de l’univers. Ils ont été introduits en 1917 par W. de
Sitter en tant que solutions des équations de champ d’Einstein dans le cadre
de la théorie de la relativité générale [60− 62]. D’autre part, ces modèles se
distinguent par le signe d’un paramètre géométrique appelé constante cosmo-
logique, introduite pour compenser les effets de la gravitation afin de rendre
l’univers immobile et pour expliquer l’expansion accélérée de l’univers et
l’énergie d’espace quantique. La positivité de la constante cosmologique ca-
ractérise le modèle de Sitter, qui représente le comportement asymptotique
des modèles de Friedmann pour t infini [63]. En revanche, le modèle anti-
sitter [62− 63] est fourni avec une constante cosmologique négative.

L’étude de ce type d’espace a suscité un intérêt considérable en rai-
son de la multiplicité de ses applications dans divers domaines de la phy-
sique théorique tels que : l’oscillateur de Dirac et l’algèbre non relativiste
de Snyder-de Sitter [22] ; la mécanique classique et quantique de la particule
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libre et l’harmonique oscillateur dans la version non relativiste du modèle de
Snyder sur fond de courbure constante [18] ; oscillateurs de Klein-Gordon et
de Dirac soumis au champ électrique uniforme avec le modèle de Snyder-de
Sitter dans l’espace cinétique [64], étudiant un champ scalaire se propage à
l’arrière-plan d’un espace de Sitter (dS) en expansion et contracte un univers
anti-de Sitter (adS)[65]. Transparence de l’espace-temps aux champs multi-
polaires de Sitter et anti-de Sitter [66]. Généralisation de l’électrodynamique
à l’espace de Sitter [67]. Partie radiale de l’équation électronique dans l’es-
pace de Sitter-Schwarzschild [68]. Oscillations de neutrinos dans le sitter et
l’espace-temps anti-sitter [69]. Effet de Casimir (potentiel effectif) pour un
scalaire conforme ou massif dans les espaces de Sitter et anti-de Sitter [70].

Dans cette analyse, nous nous intéressons au traitement de l’oscillateur
Bosonique soumis au champ électrique uniforme avec l’algèbre des modèles
de Sitter et anti-de Sitter. Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la
section 1, nous rappelons brièvement l’algèbre de Sitter et l’anti-de Sitter.
Dans la section 2, nous étudions l’oscillateur bosonique en présence d’un
champ électrique selon la déformation et les paramètres d’espace. Le spectre
d’énergie et les fonctions d’onde associées sont obtenus et les cas limites sont
étudiés, par exemple dans la limite α→ 0 et ε→ 0 .

on rappelle que dans le modèle de de Sitter et anti-de Sitter, l’algèbre
de Heisenberg déformée est définie par la relation de commutation suivante,
nous mettons (} = c = 1)

[x̂, p̂] = i
(
1 + σαx2

)
, (5.1)

Où α est un petit paramètre de déformation et σ caractérise la nature
de l’espace, égale à σ = −1 pour le modèle de Sitter et à σ = +1 pour le
modèle anti-de Sitter.

En conséquence de la commutation, la relation (5.1) conduit à une relation
modifiée d’incertitude de Heisenberg

(∆x) (∆p) ≥ 1

2

(
1 + σα (∆x)2

)
, (5.2)

et les opérateurs x̂ et p̂ sont satisfaisants{
x̂ = x

p̂ = −i (1 + σαx2) d
dx

. (5.3)
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Le produit scalaire associé et les relations de fermeture sont donnés par
les relations :

∫
1

1 + σαx2
| x〉 〈x | dx = 1 (5.4)

〈ϕ | φ〉 =

∫
1

1 + σαx2
ϕ∗φdx (5.5)

5.1 Oscillateur de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

en présence d’un champ électrique

Dans l’espace régulier, on considère l’Oscillateur Bosonique en présence
d’un champ électrique décrit par l’équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
sous la forme suivante :

β0

[
i
d

dt
− eεx̂

]
ψ(x, t)−

[
β1
(
p̂− iη0mωx̂

)
+m

]
ψ(x, t) = 0 (5.6)

Où (e) est la charge électrique et (ε) l’intensité du champ électrique, lesβ0

, β1 et η0 = 2 (β0)
2 − 1 sont des matrices satisfaisant l’algèbre de DKP et

peuvent être choisies par la représentation suivante

β0 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , β1 =

 0 i 0
i 0 0
0 0 0

 , η0 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (5.7)

Afin de résoudre l’équation (5.6), nous introduisons la solution station-
naire ψ(x, t) = φ (x) exp(−iEt), l’équation précédente devient

β0 [E − eεx̂]φ (x)−
[
β1
(
p̂− iη0mωx̂

)
+m

]
φ (x) = 0. (5.8)

En insérant la fonction d’onde φ (x)T , qui a trois composantes (φ1 (x) , φ2 (x) , φ3 (x))
et la matrice (5.7), on obtient les systèmes d’équations suivants :
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
mφ1 (x) + (ip̂−mωx̂)φ2 (x)− i (E − eεx̂)φ3 (x) = 0

φ2 (x) = − 1
m

(ip̂+mωx̂)φ1 (x)
φ3 (x) = − i

m
(E − eεx̂)φ1 (x)

(5.9)

En découplant les éq.(5.9), il n’est pas difficile de vérifier que φ1 (x) vérifie
l’équation de type de Klein-Gordon suivante :

[
p̂2 − imω [p̂, x̂] +

(
m2ω2 − e2ε2

)
x̂2 + 2eεEx̂+m2 − E2

]
φ1 (x) = 0.

(5.10)
Par la suite, nous sommes intéressés à étudier le problème de l’oscillateur

Bosonique dans le cadre du modèle de Sitter et anti-de Sitter.

5.1.1 Cas de Sitter (σ = −1) :

Dans ce cas, avec l’algèbre de Sitter σ = −1, on substitue les relations
(5.1) et (5.3) à l’équation (5.10) ; nous obtenons cette expression suivante :

[(
1− αx2

)2 d2

dx2
− 2αx

(
1− αx2

) d

dx
−
(
m2ω2 − e2ε2 + αmω

)
x2 − 2eεEx

+mω + E2 −m2
]

φ1 (x) = 0 (5.11)

Nous faisons le changement de variable,

q =
1√
α

coth−1(
√
αx) (5.12)

où x ∈
]
− 1√

α
, 1√

α

[
et par un calcul simple, il est facile d’obtenir

[
d2

dq2
+ A1 csch2

(√
αq
)
− A2 coth(

√
αq) + ε1

]
φ1

(
coth(

√
αq)√

α

)
= 0 (5.13)

où les constantes A1, A2, ε1 sont données par
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A1 = −mω − (m2ω2 − e2ε2)
α

(5.14)

A2 = 2
eεE√
α

(5.15)

ε1 = −(m2ω2 − e2ε2)
α

+ E2 −m2 (5.16)

Pour obtenir la solution exacte de l’équation (5.13), nous utilisons l’ansatz
suivant :

φ1

(
y√
α

)
=
(
1− y2

)γ [
exp(µ coth−1 (y))

]
g(y) (5.17)

où
y = coth(

√
αq) (5.18)

γ et µ sont des constantes à déterminer. Alors Eq.(5.13) réduira à :[(
1− y2

) d2
dy2

+ 2 (µ− (2γ + 1)y)
d

dy
− 4γ2 − 2γ − A1

α

+
µ2 + 4γ2 + ε1

α
−
(
4γµ+ A2

α

)
y

1− y2

]
g (y) = 0 (5.19)

qui se transformera en l’équation polynomiale de Jacobi :

[(
1− y2

) d2
dy2

+ ((v − u)− (u+ v + 2)y)
d

dy
+ n(n+ u+ v + 1)

]
p(un,vn)n (y) = 0

(5.20)
en fixant les coefficients proportionnels à 1

1−y2 comme(
4γµ+

A2

α

)
= 0 (5.21)

µ2 + 4γ2 +
ε1
α

= 0 (5.22)
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En utilisant les relations (5.19), (5.20) et (5.21), après un calcul direct,
on trouve :

4γ = u+ v (5.23)

2µ = v − u (5.24)

−4γ2 − 2γ − A1

α
= n(n+ u+ v + 1) = n(n+ 4γ + 1) (5.25)

Après des calculs simples, et pour cela en utilisant les relations (5.21) et
(5.25), nous trouvons

γn = − 1

4
(2n+ 1) +

1

4

√
1 + 4

(
m2ω2 − e2ε2

α2

)
+ 4

mω

α
(5.26)

µn =
2eεE

α
√
α(2n+ 1) +

√
α3 + 4 (m2ω2 − e2ε2)α + 4mωα2

(5.27)

Pour déterminer les expressions du spectre d’énergie, nous utilisons les
relations (5.16) et (5.22). Nous obtenons le résultat suivant :

En = ±
[
−16α3γ4 + 4 (m2ω2 − e2ε2)αγ2 + 4m2α2γ2

4α2γ2 + e2ε2

] 1
2

(5.28)

Et par les relations (5.9), (5.17) et (5.18), nous aurons la forme finale de
la fonction d’onde dans l’ancienne variable x comme suit

φ1 (x) = C1

(
1− αx2

)γ [
exp(µ coth−1(

√
αx))

]
p(2

γ−µ,2γ+µ)
n (

√
αx) (5.29)

φ2 (x) = C1

(
1− αx2

)γ [
exp(µ coth−1(

√
αx))

] [(2αγ −mω)x−
√
αµ

m
p(2

γ−µ,2γ+µ)
n (

√
αx)
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−
√
α (4γ + n+ 1)

2m

(
1− αx2

)
p(2

γ−µ+1,2γ+µ+1)
n (

√
αx)

]
(5.30)

φ3 (x) = C1(−
i

m
)(E−eεx)

(
1− αx2

)γ [
exp(µ coth−1(

√
αx))

]
p(2

γ−µ,2γ+µ)
n (

√
αx)

(5.31)
où C1 est une constante de normalisation.
Il est maintenant intéressant d’étudier les cas particuliers suivants :

Cas d’absence du champ électrique (ε = 0)

Dans ce but, en prenant l’intensité du champ électrique (ε→ 0), les li-
mites des relations (5.26) et (5.27) sont

lim
ε→0

µn = 0, et lim
ε→0

γn = −n
2

+ mω
2α

et le spectre d’énergie est

lim
ε→0

En = ±m
√
− α

m2
n2 + 2

ω

m
n+ 1 (5.32)

qui cöıncide exactement avec le résultat de l’oscillateur de Dirac dans le
contexte du principe d’incertitude généralisée (GUP) dans [71].

Cas d’absence de la déformation (α = 0)

Pour le cas d’absence de déformation, en prenant la limite (α→ 0), on
trouve

lim
α→0

(αγn) =
1

2

√
m2ω2 − e2ε2 (5.33)

lim
α→0

(αγ2
n
) = −1

4

√
m2ω2 − e2ε2(2n+ 1) +

1

4
lim
α→0

(m2ω2 − e2ε2)
α

+
1

4
mω (5.34)

lim
α→0

(α2γ2
n
) =

1

4

(
m2ω2 − e2ε2

)
(5.35)

Donc, le spectre d’énergie est

En = ±
(

1− e2ε2

m2ω2

) 1
2 [
m2 −mω +

√
m2ω2 − e2ε2(2n+ 1)

] 1
2

(5.36)
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Cas de l’oscillateur bosonique pur (α = 0) et (ε = 0)

Maintenant, pour obtenir le cas de l’oscillateur bosonique pur, c’est-à-dire
(α = 0, et ε = 0 ), nous calculons la limite de la relation (5.28) pour α → 0
et ε→ 0, on trouve

En = ±m
√

2
ω

m
n+ 1 (5.37)

et en utilisant la formule de Rodrigues pour le polynôme de Jacobi et en
appliquant cette limite des relations (5.26) et (5.27) on trouve.

lim
ε→0

µn = 0, et lim
ε→0

γn = −n
2

+ mω
2α

et lim
α→0

[
(1− αx2)(−

n
2
+mω

2α )
]

=

exp
(
−mω

2
x2
)

et
lim
α→0

[
p
(−n+mω

α
,−n+mω

α
)

n (
√
αx)
]

= 1
2n n!

Hn (
√
mωx)

alors, la fonction d’onde peut être exprimée par

lim
α→0

[
lim
ε→0

(φ1 (x))
]
∼
[
exp

(
−mω

2
x2
)]
Hn

(√
mωx

)
(5.38)

qui est exactement le résultat ordinaire de l’oscillateur Bosonique dans
l’espace régulier.

5.1.2 Cas anti-de Sitter (σ = +1)

Procédons de la même manière que dans le cas précédent en prenant
(σ = +1) pour l’anti-de Sitter et en effectuant la substitution des relations
(5.1) et (5.3) dans l’équation (5.10) ; on arrive à cette expression

[(
1 + αx2

)2 d2

dx2
+ 2αx

(
1 + αx2

) d

dx
+
(
αmω + e2ε2 −m2ω2

)
x2 − 2eεEx

+mω + E2 −m2
]

φ1 (x) = 0 (5.39)

Pour simplifier l’éq.(5.39), nous introduisons le changement de variable
suivant :

60



τ = − 1√
α

cot−1
(√

αx
)

(5.40)

on obtient à l’équation différentielle suivante

[
d2

dτ 2
+ A3 csc2(

√
ατ) + A4 cot(

√
ατ) + ε2

]
φ1

(
cot(
√
ατ)√
α

)
= 0 (5.41)

où A3 et A4 et ε2 sont donnés par :

A3 =

(
mω +

(e2ε2 −m2ω2)

α

)
(5.42)

A4 = 2
eεE√
α

(5.43)

ε2 = −(e2ε2 −m2ω2)

α
+ E2 −m2 (5.44)

Pour résoudre l’équation (5.41), nous utilisons l’ansatz suivant :

φ1

(
y√
α

)
=
(
1 + y2

)λ [
exp(θ cot−1(y))

]
f(y) (5.45)

où

y = cot(
√
ατ) (5.46)

et λ et θ sont les paramètres libres, qui seront déterminés ultérieurement.
Par manière de la substitution donnée par l’Eq.(5.45), l’équation différentielle

(5.41) pour f (y) sera réduite à :[(
1 + y2

) d2
dy2

+ 2 ((2λ+ 1)y − θ) d

dy
+ 4λ2 + 2λ+

A3

α

+
θ2 − 4λ2 + ε2

α
+
(
A4

α
− 4λθ

)
y

1 + y2

]
f (y) = 0 (5.47)
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qui convertit à l’équation polynomiale de Romanovsky
(
R

(k,l)
n (y)

)
[(

1 + y2
) d2
dy2

+ 2 ((2λ+ 1)y − θ) d

dy
− n [4λ+ n+ 1]

]
f (y) = 0 (5.48)

En prenant le terme proportionnel 1
1−y2 est égal à zéro, ce qui implique

la fixation les paramètres λ et θ par les relations suivantes

θ2 − 4λ2 +
ε2
α

= 0 (5.49)

A4

α
− 4λθ = 0 (5.50)

4λ2 + 2λ+
A3

α
= −n [4λ+ n+ 1] (5.51)

et k, l sont les paramètres réels, qui seront déterminés en fonction de la

propriété du polynôme de Romanovsky
(
R

(k,l)
n (y)

)
[46], on trouve k = −2λ,

et l = −2θ.
Après un calcul simple en utilisant les relations (5.50) et (5.51) , on ob-

tient :

λn = −1

4
(2n+ 1) +

1

4

√
1 + 4

(
m2ω2 − e2ε2

α2

)
− 4

mω

α
(5.52)

θn =
2eεE

−α
√
α(2n+ 1) +

√
α3 + 4 (m2ω2 − e2ε2)α− 4mωα2

(5.53)

Pour déterminer l’expression du spectre d’énergie, on utilise les relations
(5.44) et (5.49) , on obtient le résultat suivant :

En = ±
[

16α3λ4 − 4 (m2ω2 − e2ε2)αλ2 + 4m2α2λ2

4α2λ2 + e2ε2

] 1
2

(5.54)

Par les relations (5.45) et (5.46), nous aurons la forme finale de la fonction
d’onde associée dans l’ancienne variable x comme suit :
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φ1(x) = C2

(
1 + αx2

)λ [
exp

(
θ cot−1

(√
αx
))]

R(kn,ln)
(√

αx
)

(5.55)

φ2(x) = C2

(
1 + αx2

)λ [
exp

(
θ cot−1

(√
αx
))] [

−
(

(2αλ+mω)x−
√
αθ

m

)
R(kn,ln)
n

(√
αx
)

−
√
α

m
n (2ln + n− 1)

(
1 + αx2

)
R

(kn,ln+1)
n−1

(√
αx
)]

(5.56)

φ3(x) = C2

(
− i

m

)
(E − eεx)

(
1 + αx2

)λ [
exp

(
θ cot−1

(√
αx
))]

R(kn,ln)
(√

αx
)

(5.57)
Où C2 est une constante de normalisation.
Avant de terminer cette étude, il est également intéressant d’étudier les

cas particuliers suivants :

Cas d’absence du champ électrique (ε = 0)

Pour ce cas, on calcule les limites des relations (5.52) et (5.53) quand
ε→ 0, on obtient

lim
ε→0

θn = 0 et lim
ε→0

λn = −n
2
− mω

2α

on obtient le spectre d’énergie comme suit :

lim
ε→0

En = ±m
√

α

m2
n2 + 2

ω

m
n+ 1 (5.58)

qui cöıncide exactement avec le résultat de l’oscillateur de Dirac dans le
contexte du principe d’incertitude généralisée de [71].

Cas d’absence de la déformation (α = 0)

Pour le cas d’absence de déformation (α = 0) , on trouve

lim
α→0

(αλn) =
1

2

√
m2ω2 − e2ε2 (5.59)
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lim
α→0

(αλ2
n
) =

1

4

√
m2ω2 − e2ε2(2n+ 1) +

1

4
lim
α→0

(m2ω2 − e2ε2)
α

− 1

4
mω (5.60)

lim
α→0

(α2λ2
n
) =

1

4

(
m2ω2 − e2ε2

)
(5.61)

alors, le spectre d’énergie devient :

lim
α→0

E+
n = ±

(
1− e2ε2

m2ω2

) 1
2 [
m2 −mω +

√
m2ω2 − e2ε2(2n+ 1)

] 1
2

(5.62)

Cas de l’oscillateur bosonique pur (α = 0) and (ε = 0)

Maintenant, pour obtenir l’oscillateur bosonique ordinaire(α = 0, et ε = 0 ),
par calcul direct, dans(5.54) pour α → 0 et ε → 0, on trouve le spectre
d’énergie.

En = ±m
√

2
ω

m
n+ 1 (5.63)

et en utilisant la formule de Rodrigues pour le polynôme de Romanovsky
et la limite de la relation (5.55) pour α→ 0 et ε→ 0, on trouve.

lim
ε→0

θn = 0, et lim
ε→0

γn = −n
2
− mω

2α
et lim

α→0

[
(1 + αx2)(

−n
2
−mω

2α )
]

=

exp
(
−mω

2
x2
)
,

et

lim
α→0

[
R

(n+mω
α
,0)

n (
√
αx)

]
= (−1)nHn (

√
mωx).

cela conduit à un résultat ordinaire sans déformation pour l’expression
de la fonction d’onde

lim
α→0

[
lim
ε→0

(φ1 (x))
]
∼
[
exp

(
−mω

2
x2
)]
Hn

(√
mωx

)
(5.64)

Pour tester nos resulats de ce chapitre , pour le cas (α = 0) c’est-à-dire dans
l’espace plat, nous solutionnons l’équation (5.11)[

d2

dx2
−
(
m2ω2 − e2ε2

)
x2 − 2eεEx+mω + E2 −m2

]
φ1 (x) = 0 (5.65)
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par la méthode directe et sans passer par la limite.

Tout d’abord, en utilisant le changement de variable suivant

x = y − eεE

m2ω2 − e2ε2
(5.66)

l’équation précédente éq. (5.65) prendra la forme suivante :[
d2

dy2
− a2y2 + b

]
φ1

(
y − eεE

m2ω2 − e2ε2

)
= 0 (5.67)

où

a =
√
m2ω2 − e2ε2 (5.68)

b =
e2ε2E2

m2ω2 − e2ε2
+mω + E2 −m2 (5.69)

et qui s’écrira comme suit :[
d2

dz2
+
b

a
− z2

]
φ1 (z) = 0 (5.70)

où l’on a utilisé

z =
√
ay (5.71)

en fixant
b = (2n+ 1)a (5.72)

cette dernière prendra la forme suivante [72],[
d2

dz2
+ 2n+ 1− z2

]
φ1 (z) = 0 (5.73)

dont la solution est polynôme d’Hermite,

φ1 (z) = exp(−z
2

2
) Hn(z) (5.74)

A partir de l’équation(5.72), nous obtenons l’expression du spectre
d’énergie comme suit :
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En = ±
(

1− e2ε2

m2ω2

) 1
2 [
m2 −mω +

√
m2ω2 − e2ε2(2n+ 1)

] 1
2

(5.75)

Maintenant, pour déterminer la fonction d’onde quand (α = 0) , on utilise
la relation (5.74), on trouve l’expression suivante :

φ (x) = C3

[
exp(−

2
√
m2ω2 − e2ε2

2

[
x+

eεE

m2ω2 − e2ε2

]2
)

]
×

Hn

(
4
√
m2ω2 − e2ε2x+

4√m2ω2−e2ε2eεE
m2ω2−e2ε2

)
[

1
m

(
2
√
m2ω2 − e2ε2x+ eεE

2√m2ω2−e2ε2

)
− ωx

]
Hn

(
4
√
m2ω2 − e2ε2x+

4√m2ω2−e2ε2eεE
m2ω2−e2ε2

)
− 2

4√m2ω2−e2ε2
m

nHn−1

(
4
√
m2ω2 − e2ε2x+

4√m2ω2−e2ε2eεE
m2ω2−e2ε2

)
−
(
i
m

)
(E − eεx)Hn

(
4
√
m2ω2 − e2ε2x+

4√m2ω2−e2ε2eεE
m2ω2−e2ε2

)


(5.76)

C3 est une constante de normalisation. Ces resulats concordent
exactement avec ceux trouver en passant par la limite de (5.36) et (5.38) .

Dans ce chapitre , nous avons résolu de manière précise et analytique
l’oscillateur de Bosonique sous un champ électrique uniforme externe dans le
contexte de l’algèbre de Sitter et anti-de Sitter. Dans les deux cas, on obtient
les expressions des fonctions d’onde : dans le cas de Sitter, nous avons exprimé
les fonctions d’onde en termes de polynômes de Jacobi, et dans le cas anti-
de Sitter, nous avons exprimé les fonctions d’onde en termes de polynômes
de Romanovski. Le spectre d’énergie correspondant est extrait. Cela dépend
des paramètres de déformation α et ε ; qui reflète l’influence de l’oscillateur
bosonique sous l’effet de la gravitation et de l’effet aberrant. On peut aussi
écrire cela comme une série de toutes les puissances de n, ce qui traduit le
phénomène de confinement, les cas limites sont étudiés, par exemple : dans
la limite α → 0, nous avons acquis le spectre à plat de Snyder et l’espace
anti-de Snyder. On déduit alors le cas pur de l’oscillateur Bosonique lorsque
α = 0 et ε = 0.
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Chapitre 6

Conclusion générale

Ce travail de recherche a montré l’importance de l’espace déformé de
l’impulsion de Snyder ayant induit la généralisation des résultats obtenus
précédemment en mécanique quantique, par la résolution analytique des
équations relativistes de Klein-Gordon (K-G), de Dirac et de Duffin-Kemmer-
Petiau (DKP) dans l’espace Snyder-de Sitter. Ces équations relativistes décrivant
la dynamique des particules, avec et sans spin, dans l’espace-temps de Sny-
der déformé en présence des constantes de déformation et des interactions
extérieures qui se transforment au cas de l’équation différentielle de Schrödin-
ger avec un autre potentiel effectif dans l’espace régulier différent à celui choisi
initialement.

Dans le chapitre 2, plusieurs notions et concepts de la mécanique classique
et quantique dans le contexte des algèbres déformées de Snyder-de Sitter ont
été présentés.

Dans le chapitre 3, nous avons traité les équations relativistes de Klein-
Gordon et de Dirac soumises à des potentiels vectoriels V (x) et scalaires
S(x) linéaires, dans le contexte du modèle de Snyder-de Sitter déformé, en
utilisant la représentation des moments p. Nous avons montré qu’un po-
tentiel linéaire à une dimension pour le système relativiste dans un espace
déformé peut être équivalent au potentiel de Rosen-Morse trigonométrique
dans un espace régulier. Dans ce travail, le spectre d’énergie est exactement
obtenu en fonction des paramètres de déformation α1 et α2 et il varie avec
les puissances en n, ce qui explique clairement le phénomène de confinement
dans le cadre du modèle de Snyder-de Sitter déformé, similaire au cas de la
non-commutativité. Dans les deux cas, les solutions analytiques exactes sont
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obtenues et sont exprimées en termes de polynômes de Romanovski Rn (x) .
Les cas limites α1 → 0,et α2 → 0 sont étudiés et les résultats obtenus sont
en accord avec ceux de la littérature.

Dans le chapitre 4, nous avons établi les solutions exactes et explicites
des oscillateurs de Klein-Gordon et de Dirac dans le contexte du modèle
de Snyder-de Sitter déformé dans l’espace des moments à une dimension
en interaction avec un champ électrique ε ; connu sous le nom de l’effet de
Stark. Les solutions exactes sont déterminées, et les fonctions d’onde ψn (x)
sont obtenues et sont exprimées en termes de polynômes de Romonovski
Rn (x). Les spectres d’énergie En sont extraits, contenant des corrections
supplémentaires dépendentes des paramètres de déformation α1 et α2 et des
corrections de tous les ordres de (α1ε) et (α2ε), ce qui traduit l’effet Stark
dans le modèle de Snyder-de Sitter. D’autre part, nous remarquons, que les
spectres trouvés varient avec toutes les puissances en n, ce qui explique ainsi
le phénomène de confinement dans le cadre de cette déformation. Par la suite,
les cas limites sont analysés, comme le cas de l’oscillateur relativiste pur pour
le spin (0 et 1/2) en passant par la limite ε→ 0, et le cas du champ électrique
nul (ε = 0).

Dans le chapitre 5 , nous avons résolu analytiquement l’oscillateur de
Bosonique de DKP sous l’action du champ électrique uniforme externe dans
le contexte de l’algèbre de Sitter et de l’anti-de Sitter. Dans les deux cas,
nous avons obtenu les expressions des fonctions d’onde :

Pour le cas de Sitter, les fonctions d’onde sont exprimées en fonction de
polynômes de Jacobi Pn (x), et pour le cas anti-de Sitter, les fonctions d’onde
sont exprimées en termes de polynômes de Romanovski Rn (x). Le spectre
d’énergie En correspondant pour ces deux cas est déduit, il dépend de α et
ε ; ce qui reflète l’influence de l’effet de la gravitation sur le système étudié.
Le cas de l’oscillateur Bosonique pur est déterminé quand α = 0 et ε = 0 à
la fin de ce chapitre.
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Références

[1]Jeremy Bernstein. : Secrets of the Old One ”Einstein, 1905”. copernicus
books an imprint of springer science+business media. C,61-100 (2006).
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[29]B Ivetić, S Meljanac , S Mignemi. : Classical dynamics on curved
Snyder space. Class. Quantum Grav. 31,105010(2-3)(2014).
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Chapitre 8

Résumé - Abstract

8.1 Résumé :

Notre thèse est composée essentiellement de deux parties :
1-Dans la première partie, plusieurs notions, concepts et techniques sur

les algèbres déformées ont été exposés
2-Pour la deuxième partie, certaines applications ont été présentées :
•Traitement de l’équation de Klein-Gordon et Dirac dans l’espace des

moments en interaction avec des potentiels vectoriels et scalaires linéaires
dans le contexte du modèle de Snyder-de Sitter déformé. Le système déformé
s’est transformé au cas de l’interaction avec le potentiel de Rosen-Morse
trigonométrique dans un espace régulier.
•Résolution de l’oscillateur de Klein-Gordon et celui de Dirac sous l’in-

fluence de l’effet Stark dans le contexte du modèle de Snyder-de Sitter déformé.
•L’étude de l’oscillateur du Duffin-Kemmer-Petiau en présence d’un

champ électrique dans le même contexte de la déformation des algèbres de
Sitter et anti-de Sitter.

Dans tous les cas, les spectres énergétiques et les fonctions d’ondes cor-
respondantes sont exactement et analytiquement déterminés et concordent
avec ceux de la littérature. Aussi, les cas limites et quelques propriétés ther-
modynamiques du système sont déduits.

Mots-Clés : algèbres déformées, Klein-Gordon, Dirac, oscillateur, Duffin-
Kemmer-Petiau.
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8.2 Abstract :

Our thesis is essentially composed of two parts :
1-In the first part, several notions, concepts and techniques on deformed

algebras were exposed
2-For the second part, some applications were presented :
•The Klein-Gordon and Dirac equation in the space of moments interac-

ting with linear vectoral and scalar potentials in the context of the deformed
Snyder-de Sitter model were treated. The deformed system has transformed
to the case of the interaction with the Rosen-Morse trigonometric potential
in a regular space.

•Klein-Gordon and Dirac oscillators under the influence of Stark effect
in the context of deformed Snyder-de Sitter model were solved.
•The study of the Duffin-Kemmer-Petiau oscillator in the presence of an

electric field in the same context of the de-Sitter and anti-de-Sitter algebras’
deformation.

In all cases, the energy spectra and the corresponding wave functions
are exactly and analytically determined and are consistent with those in the
literature. Also, the limiting cases and some thermodynamic properties of
the system are deduced.

Keywords : deformed algebras , Klein-Gordon, Dirac, oscillator, Duffin-
Kemmer-Petiau.
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Abstract In this paper, we present the exact solution of the (1+1)-dimensional relativistic Klein–Gordon and
Dirac equations with linear vector and scalar potentials in the framework of deformed Snyder–de Sitter model.
We introduce some changes of variables, we show that a one-dimensional linear potential for the relativistic
system in a space deformed can be equivalent to the trigonometric Rosen–Morse potential in a regular space. In
both cases, we determine explicitly the energy eigenvalues and their corresponding eigenfunctions expressed
in terms of Romonovski polynomials. The limiting cases are analyzed for α1 and α2 → 0 and are compared
with those of literature.

1 Introduction

It is well known that quantum field theory is an indisputable culmination, though still in development of
quantum mechanics and the laws of relativity. Despite the success of its experimental predictions, it still has
to face divergence problems, which cannot be eliminated except by mathematical regularization and physical
renormalization methods. New approaches have been developed to tackle this difficulty, among them the Snyder
model based on non-commutative geometry, which provides a motive for introducing an effective ultraviolet
cutoff. In addition to the universal constant, the velocity of light, this model imports two other constants, the
Planck energy and the Sitter ray that is bounded to the cosmological constant [1], whose associated algebra is
characterized by a modification to the canonical commutation relations of position and momentum operators.
This implies the appearance of a nonzero minimal length in position and momentum uncertainties. At the
scale of both classical and quantum mechanics, a particular advantage has been observed in the framework
under discussion. Namely, both classical and quantum mechanical equations describing free motions are
exactly solvable, as is also the case of motion within the harmonic oscillator potential [2–4]. The deformed
conformal-Poincaré symmetries consistent with the Snyder–de Sitter space is studied in [1]. The classical
trajectory, the semi classical quantization and the Kepler problem are discussed in [5,6]. The case of the
Dirac oscillator in Snyder model was considered in [7] and an exact solution of the one-dimensional Bosonic
oscillator for spin 1 and spin 0 particles with Snyder–de Sitter model is presented by [8]. On the other hand, in
literature, an interaction of great importance has found many applications in various fields of physics, which is
the interaction of the linear potential. It was established to describe phenomenologically the non-perturbative
gluon interactions [9], and played a major role in describing the theories of confinements between static quarks
in pure Yang–Mills theory [10]. Also, it is necessary in the cosmological scalar field in general relativity and
in the Kaluza–Klein theory as the five dimensional [11,12] and in a general way for the phenomena related to
the confinement [13–17]. The main purpose of this paper is to clarify the confinement phenomenon through
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Laboratoire (L.S.D.C), Département des Sciences de la Matière, Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Vie, Université
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the solution of the (1+1)-dimensional Klein–Gordon (K–G) and Dirac equations with linear scalar and vector
potentials in momentum space within the framework of deformed Snyder–de Sitter model in the first place.
On the other hand, we will show that the problem admits exact analytical solutions and that a one-dimensional
linear potential for the relativistic system in a space deformed can be equivalent to the trigonometric Rosen–
Morse potential in a regular space. Our manuscript is organized as follows: in Sect. 2, we provide the formalism
of quantum mechanics in deformed Snyder–de Sitter model in momentum representation. In Sect. 3, using
the momentum space representation, we solve exactly the K–G equation, the exact bound states spectrum are
determined and the corresponding momentum space wave function are obtained and expressed in terms of
Romonovski polynomials. In Sect. 4, we follow the same steps of the previous section, we solve exactly the
Dirac equation within the framework of deformed Snyder–de Sitter model. The energy eigenvalues and the
corresponding momentum eigenfunctions are determined.

2 Formalism of Quantum Mechanics in Deformed Snyder–de Sitter Model

In this section, one expose a brief reminder of the deformed Heisenberg algebra in Snyder–de Sitter model
whose position and momentum coordinates operator respectively x̂ and p̂ are defined as follows [2,3,7]

x̂ = χ̂ + λ
α2

α1

̂P (1)

p̂ = −α1

α2
χ̂ + (1 − λ)̂P (2)

where χ̂ and ̂P are defined by

χ̂ = i
√

1 − α2
2 p

2 ∂

∂p

̂P = p
√

1 − α2
2 p

2
.

(3)

These operators satisfy the deformed commutation relation [2,7,8]

[x, p] = i
[

1 + α2
1x

2 + α2
2 p

2 + α1α2(xp + px)
]

, (4)

and this commutation relation gives rise to uncertainty of the Heisenberg relation to the appearance of a nonzero
minimal length in position and momentum uncertainties as the following form [7]:

�x�p ≥ 1

2
(1 + (α1〈x〉 + α2〈p〉)2 + α2

1(�x)2 + α2
2(�p)2 − 2α1α2�x�p), (5)

where α and β are two coupling constants and we distinguish two kinds of subalgebra. When α2, β2 > 0, this
deformed algebra is characterized by the existence of both a minimal length and a minimal momentum and it
is called Snyder–de Sitter model (SdS)) and for α2, β2 < 0, it is called anti-Snyder–de Sitter model (aSdS)and
no restriction arises [18].

3 Solution of Klein–Gordon Equation with the Snyder–de Sitter Model

The dynamics of K–G particle in (1 + 1) dimension without spin of mass m in the presence of a scalar potential
S(x) and a vector potential V (x) in the framework of Snyder–de Sitter model is governed by this equation:
we put h̄ = c = 1

[

p2 + (m + S(x))2]ψ = [

E − V (x)
]2

ψ, (6)

where the vector and the scalar potentials are chosen linear as follows:

S(x) = γ x̂

V (x) = μx̂ .
(7)
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We replace S(x) andV (x) in K–G equation and after the direct calculations, we obtain the following expression:
[(

α2
1

α2
2

+ γ 2 − μ2

)

χ̂2 +
(

(1 − λ)2 + λ2 α2
2

α2
1

(γ 2 − μ2)

)

̂P2 +
(

λ
α2

α1
(γ 2 − μ2)

)

− α1

α2
(1 − λ))(χ̂̂P + ̂Pχ̂ ) + 2(mγ + μE)χ̂ + 2λ

α2

α1
(mγ + μE)̂P

+m2 − E2

]

ψ(p) = 0.

(8)

In order to reduce the differential equation (8) to a simpler form and to preserve the symmetry of the operators
to avoid complex eigenvalues, we remove the term (χ̂̂P + ̂Pχ̂ ) by the fixation of the value of λ as:

λ = α2
1

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
, (9)

with α2
1 + α2

2γ 2 �= α2
2μ2.

To use this relation (9), the last equation (8) in momentum space becomes,
⎡

⎣

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

α2
2

(1 − α2
2 p

2)
d2

dp2 +
(

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

p

+ 2i(mγ + μE)

√

1 − α2
2 p

2

)

d

dp
+ α2

2(γ 2 − μ2)
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

p2

1 − α2
2 p

2

+2
α1α2(mγ + μE)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

p
√

1 − α2
2 p

2
+ m2 − E2

⎤

⎦ψ(p) = 0.

(10)

or in a simplified form by introducing the following change of variable

q = − 1

α2
cos−1(α2 p), (11)

we get as a result:
[

−
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

α2
2

d2

dq2 + 2i(mγ + μE)
d

dq

+ (γ 2 − μ2)
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
] cot2(α2q) + 2α1(mγ + μE)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
] cot(α2q)

+m2 − E2

]

ψ(q) = 0,

(12)

where the range of the new variable is q ∈]− ∝, + ∝ [. To eliminate the first derivative, playing the role of a
phase, making this substitution,

ψ(q) = f (q) exp

(

i

(

α2
2(mγ + μE)q

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

))

(13)

we obtain the following equation for f (q),
[

− d2

dq2 + α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 cot2(α2q) + 2

α1α
2
2(mγ + μE)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 cot(α2q)

− α4
2(mγ + μE)2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 + α2

2(m2 − E2)
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

]

f (q) = 0,

(14)
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which can be put in the form of Schrödinger type equation in trigonometric Rosen–Morse potential

[

d2

dq2 − A1csc
2(α2q) − D cot(α2q) + ε

]

f (q) = 0, (15)

expressed in terms of csc(α2q) and A1, D and ε are given by

A1 = α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

D = 2α1α
2
2(mγ + μE)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 (16)

ε = α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 + α4

2(mγ + μE)2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 − α2

2(m2 − E2)
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
] . (17)

Now to solve the above Eq. (15), we use the following ansatz,

f (q) = (1 + y2)(β−1)
(

exp(−α cot−1(y))
)

g(y), (18)

Where y = cot(α2q) and α and β will be determined later.
By means of the substitution given by the Eq. (15), the differential equation for g(y) will reduce to the

Romanovski polynomials one R(k,l)
n (y),

[

(1 + y2)
d2

dy2 + 2 ((2β − 1)y + α)
d

dy

+

(

α2 − 4(β − 1)2 + ε

α2
2

)

+
(

4α(β − 1) − D
α2

2

)

y

1 + y2

+ 4(β − 1)2 + 2(β − 1) − (γ 2 − μ2)
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

]

g(y) = 0.

(19)

As it is well known in the literature, there is a method called Sturm–Liouville for solving some second-order
differential equations, used by several authors [19]. So that our differential equation (19) coincides with that
verifying the Romanovski polynomials R(k,l)

n (y) [20], with k = 2 − 2β, and l = 2α.

S1(y)
d2R(k,l)

n (y)

dy2 + t (y)
dR(k,l)

n (y)

dy
+ �n R

(k,l)
n (y) = 0, (20)

with

S1(y) = 1 + y2, t (y) = 2 ((2β − 1)y + α) .

It is now easy to fix the parameters α and β by the following conditions,

4α(β − 1) − D

α2
2

= 0 (21)

α2 − 4(β − 1)2 + ε

α2
2

= 0 (22)

and

�n = −n

[

dt (y)

dy
+ 1

2
(n − 1)

d2S1(y)

dy2

]

= 4(β − 1)2 + 2(β − 1) − (γ 2 − μ2)
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 . (23)
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After a straightforward calculations using the relations (21) and (23), we find

βn = −1

2
n + 3

4
± 1

4

√

√

√

√1 + 4
(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 (24)

αn = 2α1(mγ + μEn)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

[

−2n − 1 ±
√

1 + 4 (γ 2−μ2)
[

α2
1+α2

2(γ 2−μ2)
]2

] , (25)

by imposing μ2 − γ 2 ≤ 1
4

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

to avoid complex eigenvalues. To determine the expressions
of the energy spectrum and the wave functions, we use the relations (17) and (22), we have,

E±
n = − mγμθn

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2) + μ2θn

± m
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
] + μ2θn

[

γ 2μ2(θn)
2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

−
(

1 + μ2θn
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

)(

γ 2θn
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
] + γ 2 − μ2

m2
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

−4
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

(βn − 1)2

m2 − 1

)] 1
2

(26)

where

θn = α2
2 + α2

1

4
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

(βn − 1)2
. (27)

Now, the shape of the energy spectrum can be tested; using the limit α1 → 0, then: θn = α2
2, and, βn =

− 1
2n + 3

4 ± 1
4

√

1 + 4 1
α4

2(γ 2−μ2)
. We obtain the same result of the K–G equation with the presence of minimal

length [15,16],

lim
α1→0

E±
n = −mμ

γ
± γ 2 − μ2

γ

√

√

√

√α2
2

(

n2 + n + 1

2

)

± α2
2

(

n + 1

2

)

√

1 + 4
1

α4
2(γ 2 − μ2)

, (28)

and when we study the limit α2 → 0, we obtain:

lim
α2→0

(

lim
α1→0

E+
n

)

= −mμ

γ
±

(

γ 2 − μ2
) 3

4

γ

√
2n + 1, (29)

which coincides exactly with the result of the K–G equation in the presence of a scalar potential and a vector
potential in a regular space by [13].

And by the relations (13) and (18), we will have the final form of the wave function in the former variable
p as:

ψn(p) = Cn
(

1 − α2
2 p

2)(1−βn)

×
[

exp

(

αn − i
(mγ + μEn)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

)

cos−1(α2 p)

]

R(kn ,ln)
n

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠

, (30)

where Cn is a normalization constant.
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To determine Cn , we use the condition of normalization

+ 1
α2

∫

− 1
α2

dp

2
√

1 − α2
2 P

2
ψ∗
n (p) ψn (p) = 1, (31)

and the orthogonality relation of the Romanovski polynomials [20],

+∞
∫

−∞
w(kn ,ln) (x) R(kn ,ln)

m (x) R(kn ,ln)
n (x) dx = δmn, (32)

where the weight function w(kn ,ln) (x) is given as

w(kn ,ln) (x) = (

1 + x2)−kn exp(lntg
−1 (x)). (33)

After a direct calculation and some appropriate changes, we find:

Cn = √
α2 (34)

4 Solution of Dirac Equation with the Snyder–de Sitter Model

In this section, we follow the same steps as the first case without spin to examine the (1+1)-dimensional Dirac
equation with vector and scalar linear potentials in the context of the Snyder–de Sitter model, let us consider
the Dirac equation defined as follows, (we put h̄ = c = 1 ),

[(E − V (x)) − σ2 p − σ3 (m + S(x))] ψ = 0, (35)

where we replaced the Dirac matrices by the Pauli matrices σ2 and σ3 given by

σ2 =
(

0 −i
i 0

)

and σ3 =
(

1 0
0 −1

)

. (36)

To solve the Dirac equation, we use the following ansatz:

ψ =
{

(E − V (x)) + σ2 p + σ3

[

m + S(x)
]}

φ. (37)

By a direct calculation, from (35) and (37) we find the Dirac equation with its quadratic form,
{

[E − V (x)]2 − p2 −
[

m + S(x)
]2 +

[

p, σ3S(x) + V (x)
]

σ2

}

φ = 0, (38)

which is similar to that of Klein–Gordon equation with an additional spin interaction term and
[

p, σ3S(x) +
V (x)

]

is the commutator between p and (σ3S(x) + V (x)) .

To resolve (38),we use the relations (1), (2) and(7), then the equation (38) will be converted to:
{(

α2
1

α2
2

+ γ 2 − μ2

)

χ̂2 +
(

(1 − λ)2 + λ2 α2
2

α2
1

(γ 2 − μ2)

)

̂P2

+
(

λ
α2

α1
(γ 2 − μ2) − α1

α2
(1 − λ)

)

(

χ̂̂P + ̂Pχ̂
) + 2(mγ + μE)χ̂

+ 2λ
α2

α1
(mγ + μE)̂P + i(γ σ3 + μ)σ2

1 − α2
2 p

2
+ m2 − E2

}

φ = 0.

(39)
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We impose a condition to eliminate the term (χ̂̂P + ̂Pχ̂ ) which fixes the value of the arbitrary parameter λ as
indicated in the previous section, we find the same value as that for the Eq. (9), and the Eq. (39) will have this
form:

[

−α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

α2
2

(1 − α2
2 p

2)
d2

dp2

+
(

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)p + 2i(mγ + μE)

√

1 − α2
2 p

2

)

d

dp

+ α2
2(γ 2 − μ2)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

p2

1 − α2
2 p

2
+ 2

α1α2(mγ + μE)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

p
√

1 − α2
2 p

2

+ i(γ σ3 + μ)σ2

1 − α2
2 p

2
+ m2 − E2

]

φ(p) = 0.

(40)

By using the old change of variable Eq. (11) and the following transformation

φ(q) = ξ(q) exp

(

i
α2

2(mγ + μE)q

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

)

, (41)

The Eq. (40) becomes,
[

− d2

dq2 + α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 cot2(α2q) + 2

α1α
2
2(mγ + μE)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 cot(α2q)

+ iα2
2(γ σ3 + μ)σ2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

sin2(α2q)
− α4

2(mγ + μE)2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

+ α2
2(m2 − E2)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

]

ξ(q) = 0,

(42)

and which can be expressed in terms of csc(α2q)

[

− d2

dq2 + α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 csc

2(α2q)

+ α2
2

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

√

γ 2 − μ2 csc2(α2q)� + 2
α1α

2
2(mγ + μE)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 cot(α2q)

− α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 − α4

2(mγ + μE)2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 + α2

2(m2 − E2)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

]

ξ(q) = 0

(43)

where � is the matrix given by � =
⎛

⎝

0 γ+μ√
γ 2−μ2

γ−μ√
γ 2−μ2

0

⎞

⎠ whose eigenvalues of the matrix are σ± = ±1. To

solve the Eq. (43), we put the solution as ξ(q) = uσ ησ (q) with uσ is a two-component eigenvector of matrix
� with eigenvalue σ , then we obtain:

[

d2

dq2 − A2csc
2(α2q) − D cot(α2q) + ε

]

ησ (q) = 0, (44)

where

A2 = α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 + σ

α2
2

√

γ 2 − μ2

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
(45)
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D = 2α1α
2
2(mγ + μE)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 (46)

and

ε = α2
2(γ 2 − μ2)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 + α4

2(mγ + μE)2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 − α2

2(m2 − E2)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
. (47)

This last equation (44) has the same form as (15) except A1 is changed around A2, for this we follow the same
steps to that of Klein–Gordon and by a direct calculation, we obtain the expression of the energy as follows:

E±
n = − mγμπn

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2) + μ2πn

± m
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2) + μ2πn

[

γ 2μ2(πn)
2

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 −

(

1 + μ2πn
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

)

(

γ 2πn
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
] + γ 2 − μ2

m2
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

−4
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]

(τn − 1)2

m2 − 1

)] 1
2

,

(48)

where

τn = −1

2
n + 3

4
± 1

4

√

√

√

√1 + 4

[

(γ 2 − μ2)
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2 + σ

√

γ 2 − μ2

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

]

, (49)

which can be written in the following simplified form

τn = −1

2
n + 3

4
± σ

4
± 1

2

√

γ 2 − μ2

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
(50)

and

ρn = 2α1(mγ + μEn)

[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

(

−2n − 1 ±
√

1 + 4

[

(γ 2−μ2)
[

α2
1+α2

2(γ 2−μ2)
]2 + σ

√
γ 2−μ2

α2
1+α2

2(γ 2−μ2)

]

) (51)

πn = α2
2 + α2

1

4
[

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
]2

(τn − 1)2
. (52)

At this level, we can study the limit cases, for α1 → 0, we have: πn = α2
2, and τn = − 1

2n+ 3
4 ± σ

4 ± 1
2

√
γ 2−μ2

α2
2(γ 2−μ2)

,

we find the same result in the minimal length case for Dirac equation [21], where:

lim
α1→0

E±
n = −mμ

γ
± 1

γ

√

α2
2(γ 2 − μ2)2n2 ± 2(γ 2 − μ2)

3
2 n, (53)

and also, when for α2 → 0, we obtain:

lim
α2→0

(

lim
α1→0

E+
n

)

= −mμ

γ
± 1

γ

√

2(γ 2 − μ2)
3
2 n, (54)

which is the same result in ordinary case [22].
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In the same way as in the previous section, we can determine the solution of Eq. (40) as follows:

φn(p) = uσ

(

1 − α2
2 p

2)(1−τn)

⎡

⎣exp

(

i
α2(mγ + μEn)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

−ρn) cot−1

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠

⎤

⎦ × R(kn ,ln)
n

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠ .

(55)

To deduce the expression of the bound-states spinor, we use the relations (37) and (55), and by a direct
calculation, we obtain the final solution in term of the old variable in condensed form,

(ψ1
nσ )(p) = C

′
n

{[

−σ
α1

α2

(γ − μ)
√

γ 2 − μ2
+ i(γ − μ)

]

√

1 − α2
2 p

2 d

dp

+ 1

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

[

α1α2(γ − μ) − σ iα2
2(γ − μ)

√

γ 2 − μ2

]

p
√

1 − α2
2 p

2

+m + En

}

Qn(p),

(56)

and

(ψ2
nσ )(p) = C ′

n

{

[

α1

α2
− σ i

√

γ 2 − μ2

]
√

1 − α2
2 p

2 d

dp

− σ
1

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)

[

α1α2

√

γ 2 − μ2 + iα2
2(γ 2 − μ2)

]

p
√

1 − α2
2 p

2

+ (γ − μ)
√

γ 2 − μ2
(En − m)

}

Qn(p),

(57)

where

Qn(p) = (

1 − α2
2 p

2)(1−τn)

⎡

⎣exp

(

i
α2(mγ + μEn)

α2
1 + α2

2(γ 2 − μ2)
− ρn

)

cot−1

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠

⎤

⎦

× R(kn ,ln)
n

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠ ,

(58)

and C
′
n is a normalization constant. At the end of this paper, we note that, it is also possible to study the same

problem in position space by using these relationships,

X = (1 − ν)
x

√

1 − α1x2
− i h̄

√

α2

α1

√

1 − α1x2∂x , (59)

P = −i h̄
√

1 − α1x2∂x + ν

√

α1

α2

x
√

1 − α1x2
, (60)

with ν is an arbitrary parameter, as it is also possible to generalize this work in the two and three dimensions
cases by introducing the following generalized forms [2],

x̂i = χ̂i + λ
α2

α1

̂Pi (61)
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p̂i = −α1

α2
χ̂i + (1 − λ)̂Pi , (62)

where χ̂i and ̂Pi are defined by:

χ̂i = i
√

1 − α2
2 p

2
k

∂

∂pi

̂Pi = pi
√

1 − α2
2 p

2
k

,
. (63)

only the situation at this stage in three dimensions, may seem a bit complicated, because in addition to the
centrifugal term of the orbital momentum and the spin orbit coupling for the case of the spinor system, there
are additional interaction corrections that depend on the deformation parameters α1 and α2, which could be
interpreted as an interaction of the electric dipole moment with magnetic moment and makes the calculations
excessively difficult.

5 Conclusion

In this work, we have demonstrated an explicit calculation of the relativistic Klein–Gordon and Dirac equations
subjected with linear vector and scalar potentials in the context of the deformed Snyder–de Sitter model by
utilizing the momentum space representation. By using some transformations, we have shown that a one-
dimensional linear potential for the relativistic system in a space deformed can be equivalent to the trigonometric
Rosen–Morse potential in a regular space. These transformations used here are exactly similar to the one used
in general relativity, in opposition to a Galilean transformation that is additive and may be interpreted as non-
additive translation operator responsible for the dilation and contraction [23]. In both cases, it is shown that the
problem admits exact analytical solutions expressed in terms of Romanovski polynomials. The exact energy
spectrum is determined depending on two deformation parameters α1and α2, and it varies directly with powers
in n, which explains the confinement phenomenon in our study in the framework of the deformed Snyder–de
Sitter model, as in the noncommutative case. The limiting cases for α1 → 0 and α2 → 0 are studied and the
results obtained are in perfect agreement with those of literature.

Finally, it would be interesting to investigate the generalization of our study for the case of two and three
dimensions, such as the case of electromagnetic field with confining scalar potential. This work is currently
underway.

Acknowledgements We wish to thank the referees for their useful comments which greatly improved the manuscript.

Appendix

In general, through the following generalized hypergeometric equation,

(ax2 + bx + c)
d2yn (x)

dx2 + (dx + e)
dyn (x)

dx
− (n (n − 1) + 2n (1 − p)) yn (x) = 0. (64)

and putting a = c = 1, b = 0, d = 2(1 − p) and e = q, we obtain the Romanovski polynomials R(p,q)
n

differential equation as [24]

(

1 + x2) d
2R(p,q)

n (x)

dx2 + (2 (−p + 1) x + q)
dR(p,q)

n (x)

dx
− (n (n − 1) + 2n (1 − p)) R(p,q)

n (x) = 0, (65)

and the correspondence with the Rodrigues representation is given by,

R(p,q)
n = 1

w(x)

dn

dxn

(

(

1 + x2)n w(x)
)

(66)
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with the weight function w(x) is

w(x) = (

1 + x2)−p
exp(q tan−1(x)). (67)

We have also the differential equation satisfied by the Jacobi polynomials P(u,v)
n (x) reads as

(

1 − x2) d
2P(u,v)

n (x)

dx2 + (u − v − (u + v + 2) x)
dP(u,v)

n (x)

dx
− n (n + u + v + 1) P(u,v)

n (x) = 0 (68)

By the complexification of the argument, x → i x in Eq. (68), and compare the two equations, we deduce the
following parameters.

u = −p − i
q

2
, v = u∗, (69)

and the relation between the Romanovski polynomials and the complex Jacobi polynomials, differ by at most
a phase factor, as follows:

R(p,q)
n (x) = in P

(−p−i q2 ,−p+i q2 )
n (i x) , (70)

or by the inverse way

P(p,q)
n (x) = − (

in
)

R

(

i(p−q), 1
2 (p+q)+1

)

n (i x) (71)

Now, we use this relation between the Jacobi polynomials P(u,v)
n (i x) and the hypergeometric function F as

the following form [25]:

P(u,v)
n (i x) = (−1)n

n!
� (v + 2)

� (v − n + 2)
F

(

−n, n + 1 + 2Rev; 1 + v; 1 + i x

2

)

, (72)

we obtain this new relation:

R(p,q)
n (x) = (−i)n

n!
�
(−p + i q2 + 2

)

�
(−p + i q2 − n + 2

) F

(

−n, n + 1 − 2p; 1 − p + i
q

2
; 1 + i x

2

)

(73)
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Abstract We present an exact solution of one-dimensional Klein–Gordon and Dirac oscillators subjected to the
uniform electric field with Snyder–de Sitter model in the momentum space, known in quantum mechanics by
the stark effect. The energy eigenvalues and eigenfunctions are determined for both cases. The pure relativistic
oscillator is obtained as particular case by taking the limit when the electric field vanishes. We also have
determined some formulas of thermodynamics properties for relativistic oscillators within this framework.

1 Introduction

In general, the dynamics of some physical systems are modeled by deformed algebras, for example, the
description of the low energy excitations of graphene and the Fermi velocity, is based on a deformation of
the Heisenberg algebra which makes the commutator of momenta proportional to the pseudo-spin [1]. The
dynamics of systems with variable masses in semiconductor heterostructures are formulated by deformed
quadratic algebra [2], there is also the movement of a 3He impurity atom in the Bose liquid, where a deformed
Heisenberg algebra is suggested. [3] and in the context of quantum gravity, the generalized Heisenberg algebras
have been proposed [4,5] etc…

In addition, during recent years, there has been a growing interest in studying certain quantum mechanical
problems in the context of the Snyder–de Sitter model. This model is characterized by a modification to the
canonical commutation relations of position and momentum operators, which implies the appearance of a
nonzero minimal length in position and momentum uncertainties.

The position coordinates operator x̂ and the operator of the momentum coordinates p̂ are defined as follows
[6–8]

x̂ = χ̂ + λ
α2

α1

̂P (1)

p̂ = −α1

α2
χ̂ + (1 − λ)̂P (2)

where, χ̂ and ̂P are defined by
⎧

⎨

⎩

χ̂ = i
√

1 − α2
2 p

2 ∂
∂p

̂P = p
√

1−α2
2 p

2

(3)

and λ is an arbitrary parameter.

M. Hadj Moussa · M. Merad (B)
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Algeria
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These operators satisfy the deformed commutation relation in one dimension [6,8]

[x, p] = i[1 + α2
1x

2 + α2
2 p

2 + α1α2(xp + px)] (4)

and this commutation relation gives rise to Heisenberg’s uncertainty relation to the appearance of a nonzero
minimal length in position and momentum uncertainties as the following from [8]:

�x�p ≥ 1

2
(1 + (α1〈x〉 + α2〈p〉)2 + α2

1(�x)2 + α2
2(�p)2 − 2α1α2�x�p) (5)

where α and β are two coupling constants and we distinguish two kinds of subalgebra. When α2, β2 > 0, this
deformed algebra is characterized by the existence of both minimal length and minimal momentum and it is
called Snyder–de Sitter model (SdS)) and for α2, β2 < 0, it is called anti-Snyder–de Sitter model (aSdS) and
no restriction arises [10].

On the other hand, within this framework to solutions certain problems have been found, for example, the
solution of the classical and the quantum equations for the free particle and of the harmonic oscillator is explic-
itly given in Snyder–de Sitter and anti-Snyder models [6,7,11,12] The classical trajectory, the semiclassical
quantization and the Kepler problem are discussed by [13], the case of the Dirac oscillator in Snyder model was
considered in [8], and an exact solution of Klein–Gordon and Dirac equations with Snyder–de Sitter algebra
is presented by [9].

Our goal in the present work, is to solve the one-dimensional relativistic harmonic oscillators (spin 0, 1/2)
subjected to an electric field exactly with Snyder–de Sitter model in the momentum space, which is known as
quantum confined Stark effect. On the other hand, it is to see the influence of this deformation on the properties
of the systems as confinement phenomenon, energy value of the Stark shift and thermodynamics properties.

The rest of the paper is organized as follows. In Sect. 2, we introduce the main relations of quantum
mechanics on Snyder–de Sitter model, where we give the exact solution of Klein–Gordon oscillator equation
with uniform electric field. The case of the Dirac oscillator with uniform electric field is treated in In Sect. 3.
Section 4 is left for concluding remarks.

2 Solution of Klein–Gordon Oscillator Equation with Uniform Electric Field in Snyder–de Sitter
Model

In regular space, the Klein–Gordon oscillator subjected to an electric field in one dimensional space is defined
by: we put (� = c = 1)

[

(

p̂ + imωx̂
) (

p̂ − imωx̂
)+ m2 − (E − qεx̂

)2
]

ψ = 0 (6)

where q is the electrical charge and ε is the intensity of electrical field.
Now using the representation (1) and (2), the Eq. (6) can be written in Snyder–de Sitter model as:

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

(

α2
1

α2
2

+ m2ω2 − q2ε2
)

χ̂2 +
(

(1 − λ)2 + α2
2

α2
1
(m2ω2 − q2ε2)λ2

)

̂P2

+
(

α2
α1

(m2ω2 − q2ε2)λ − α1
α2

(1 − λ)
)

(

χ̂̂P + ̂Pχ̂
)

+ 2qεE χ̂ + 2
α2

α1

qεEλ̂P − mω

1 − α2
2
p2 + m2 − E2

}

ψ(p) = 0, (7)

Now to simplify the differential equation (7) and ensure the symmetry of system, we eliminate the term
(

χ̂̂P + ̂Pχ̂
)

by fixation of the value of λ as following:

λ =
α2

1

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

. (8)
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Then the Eq. (7) becomes
⎧

⎨

⎩

−
(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

) (

1 − α2
2
P2
)

α2
2

d2

dp2

+
[(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)

p + 2iqεE
√

1 − α2
2
P2
] d

dp
+

α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P2

1 − α2
2
P2

+ 2qεE
α

1
α

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P
√

1 − α2
2
P2

− mω

1 − α2
2
P2 + m2 − E2

⎫

⎬

⎭

ψ(p) = 0, (9)

To eliminate the first derivative, we play the role of a place, making this substitution

ψ(τ) = f (τ ) exp

(

i
α2

2
qεE

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

τ

)

, (10)

where

τ = − 1

α
2

cos−1(α
2
p) (11)

and its range is τ ∈ ]−∞,+∞[ .
We obtain the following equation for f (τ )

{

d2

dτ 2 − α2
2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

− mω

)

csc2(α
2
τ)

−
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2 cot(α

2
τ) +

α4
2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

− α2
2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)}

f (τ ) = 0, (12)

which can be put in the form of Schrodinger type equation in trigonometric Rosen–Morse potential
[

d2

dτ 2 − A1 csc2(α
2
τ) − A2 cot(α

2
τ) + A3

]

f (τ ) = 0 (13)

where csc(α
2
τ) = 1

sin(α
2
τ)

and the parameters A1, A2 and A3 are given by

A1 = α2
2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

− mω

)

(14)

A2 =
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2 (15)

A3 =
α4

2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

− α2
2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)

. (16)

To reduce this last equation to a class of known differential equations, we use the following ansatz:

f (y) = (1 + y2)(β−1)
(

exp
(−α cot−1(y)

))

g(y), (17)
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we obtain
[

(1 + y2)
d2

dy2 + 2 (α + (2β − 1) y)
d

dy
+ 4 (β − 1)2 + 2 (β − 1) − A1

α2
2

+

(

4α (β − 1) − A2
α2

2

)

y + α2 + A3
α2

2
− 4 (β − 1)2

1 + y2

⎤

⎥

⎥

⎦

g(y) = 0 (18)

which is a Romanovski polynomial differential equation with y = cot(α
2
τ) varying in ]−∞,+∞[ and the

parameters α, β are fixed by

4α (β − 1) − A2

α2
2

= 0 (19)

α2 + A3

α2
2

− 4 (β − 1)2 = 0 (20)

4 (β − 1)2 + 2 (β − 1) − A1

α2
2

= −n [(2β − 1 + (n − 1)] . (21)

After a direct calculation, with usage of the relation (19) and (21), we deduce

βn = −1

2
n + 3

4

± 1

4

√

√

√

√1 + 4
1

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

− mω

)

(22)

and

αn = 2α
1
qεE

(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2

× 1
(

−2n − 1 ±
√

1 + 4 1
α2

1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

(

m2ω2−q2ε2

α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

− mω

)

) (23)

To determine the expression of energy spectrum, we use the relations (16) and (20) and by a direct calculation
we find,

E±
n = ±m

⎡

⎣

1

q2ε2 +
[

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

] [

1 +
(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)

θ2
n

]

×
⎛

⎜

⎝

4
(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2
(βn − 1)2 + q2ε2

m2 − ω2 + α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

⎞

⎟

⎠

⎤

⎥

⎦

1
2

(24)

where

θn = 2α
1
qε

(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2

× 1
(

−2n − 1 ±
√

1 + 4 1
α2

1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

(

m2ω2−q2ε2

α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

− mω

)

) (25)
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and by the relations (10) and (17) we determine the wave function in the former variable p as:


n (p) =C1

(

1 − α2
2
p2
)(1−βn)

[

exp

(

αn − iqεE

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)

cos−1 (α2 p)

]

× R(kn ,ln)

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠ (26)

where kn, ln are given by
kn = 2 − 2βn, ln = 2αn (27)

and C1 is a normalization constant.
We should point that the expression of energy spectrum contains all corrections of all orders of

(

α
2
ε
)2

,
(

α1ε
)2

, this means the exact contribution to the Stark effect in the framework of the deformed

Snyder–de Sitter model. On the other hand, it varies with all the power of n, which explain the confinement
phenomenon.

Now to obtain the pure Klein–Gordon oscillator with the Snyder–de Sitter model in the absence of an
external electric field case, we put (ε = 0) in (9), then the equation becomes

[

−
α2

1
+ α2

2
m2ω2

α2
2

(

1 − α2
2
P2
) ∂2

∂P2 +
(

α2
1

+ α2
2
m2ω2

)

p
∂

∂P

+
α2

2
m2ω2

α2
1

+ α2
2
m2ω2

P2

1 − α2
2
P2 − mω

1 − α2
2
P2 + m2 − E2

]

ψ(p) = 0 (28)

which can be written in the form of the following hypergeometric differential equation,
[

z (1 − z)
∂2

∂z2 +
(

μ + 1

2
− (1 + 2μ)z

)

∂

∂z
−

(

m2 − E2
)

α2
1

+ α2
2
m2ω2

]

f (z) = 0 (29)

where we used the following change

ψ(p) = [z (1 − z)]
μ
2 f (z) (30)

with

z = 1

2
(1 − α

2
p) and μ = mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 (31)

The solution of this differential equation (29) is

f (z) = C1F(a, b, c; z) + C2z
1−cF(a + 1 − c, b + 1 − c, 2 − c; z) (32)

with

a = mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 +

√

√

√

√

m2ω2

(α2
1

+ α2
2
m2ω2)2 −

(

m2 − E2
)

α2
1

+ α2
2
m2ω2 (33)

b = mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 −

√

√

√

√

m2ω2

(α2
1

+ α2
2
m2ω2)2 −

(

m2 − E2
)

α2
1

+ α2
2
m2ω2 (34)

and

c = mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + 1

2
(35)
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Considering the boundary condition that (z → 0) and (z → 1) leads f (z) tending to finite, the hypergeometric
function is reduced to a polynomial with the following restriction

b = −n, (36)

then the solution can be written in the following form

f (z) = C1F

(

2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + n, −n,

mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + 1

2
; z
)

(37)

and by applying the relations (34) and (36), we obtain the energy spectrum for klein–Gordon oscillator as the
following equation

En = ±m

√

√

√

√

(

α2
1

m2 + α2
2
ω2

)

n2 + 2
ω

m
n + 1. (38)

We note that these results can be obtained exactly and directly using the limit ε → 0 in previous results (24)
and (26).

For ε → 0,
lim
ε→0

θn = 0, lim
ε→0

αn = 0 (39)

and

lim
ε→0

βn = −1

2
n + 3

4
± 1

4

(

1 − 2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

)

(40)

We replace those limits in (24), we obtain exactly the same energy spectrum in (38) and the same wave function
using the properties connecting the Romanovski polynomials and the hypergeometric function [14,15].

Consequently, the expression of the wave function in terms of the former variable p can be written as

ψ(p) = C1

(

1 − α2
2
P2
)

mω

2
(

α2
1
+α2

2
m2ω2

)

× F

(

2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + n, −n,

mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + 1

2
; 1

2
(1 − α

2
p)

)

(41)

where C1is a normalization constant.

3 Solution of Dirac Oscillator Equation with Uniform Electric Field in Snyder–de Sitter Model

The Dirac oscillator with uniform electric field in Snyder–de Sitter model is defined by the following expression
[16,17]: we put (� = c = 1)

[

α
(

p̂ − imωβ x̂
)+ βm

]


(p) = (E − qεx̂
)


(p) (42)

where 
(p) =
(


1(p)

2(p)

)

and α, β are the Dirac matrices given by

α = σ2 =
(

0 −i
i 0

)

, and β = σ3 =
(

1 0
0 −1

)

(43)

To solve the Dirac oscillator, we use the following ansatz:


 = [(E − qεx̂
)+ α

(

p̂ − imωβ x̂
)+ βm

]

φ (44)

we obtain the quadratic form of the Dirac oscillator for the two-component function φ in the following equation:
[

(

E − qεx̂
)2 − ( p̂ + imωβ x̂

) (

p̂ − imωβ x̂
)− m2 − qεα

[

x̂, p̂
]

]

φ = 0 (45)
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After a simple but long calculation, our system will be written as follows
[

−
α2

1
+ α2

2
(m2ω2 − q2ε2)

α2
2

(

1 − α2
2
P2
) d2

dp2 +
(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)

p
d

dp

+ 2iqεE
√

1 − α2
2
P2 d

dp
+

α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P2

1 − α2
2
P2

+ 2qεE
α

1
α

2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

P
√

1 − α2
2
P2

+ iqεα − mωβ

1 − α2
2
P2 + m2 − E2

⎤

⎦ψ(p) = 0 (46)

where we used the relationships (1) and (2) and we fixed the arbitrary parameter λ by eliminating the term
(χ̂̂P + ̂Pχ̂ ). As indicated in the previous section, we find the same value as that for the Eq. (8).

At this stage, to simplify the Eq. (46), we make this substitution

ψ(τ) = f (τ ) exp

(

i
α2

2
qεE

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

τ

)

, (47)

whereτ = − 1

α
2

cos−1(α
2
p) and τ ∈ ]−∞,+∞[ (48)

we obtain the following equation for f (τ )
⎡

⎢

⎣

d2

dτ 2 − α2
2

(

m2ω2 − q2ε2
)

(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2 csc2(α
2
τ) − α2

2

√

m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

csc2(α
2
τ)M

−
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2 cot(α

2
τ) +

α4
2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

− α2
2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)]

f (τ ) = 0 (49)

where M is the matrix given by M =

⎛

⎝

− mω√
m2ω2−q2ε2

qε√
m2ω2−q2ε2

− qε√
m2ω2−q2ε2

mω√
m2ω2−q2ε2

⎞

⎠ whose eigenvalues of the matrix are

σ± = ±1.
To solve this Eq. (49), we put the solution as f (τ ) = uσ ησ with uσ is a two-component eigenvector of

matrix M with eigenvalue σ, then we obtain:
[

d2

dτ 2 − A4 csc2(α
2
τ) − A2 cot(α

2
τ) + A3

]

f (τ ) = 0 (50)

where

A4 = α2
2

(

m2ω2 − q2ε2
)

(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2 + σ
α2

2

√

m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(51)

A2 =
2α2

2
α

1
qεE

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2 (52)

A3 =
α4

2
q2ε2E2

(α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2))2

− α2
2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

m2 − E2 − m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)

(53)
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We note that this Eq. (50) has the same form as (13) except the A1 is changed to A4, so we follow the same
steps like Klein–Gordon and with a direct calculation, we obtain the expression of the energy as follows:

E±
n = ±m

⎡

⎣

1

q2ε2 +
[

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

] [

1 +
(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)

π2
n

]

×
⎛

⎜

⎝

4
(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2
(ρn − 1)2 + q2ε2

m2 − ω2 + α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

⎞

⎟

⎠

⎤

⎥

⎦

1
2

(54)

where

ρn = −1

2
n + 3

4
± σ

4
± 1

2

√

m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(55)

with

πn = 2α
1
qε

(

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

)2
[

−2n − 1 ± σ ± 2
√

m2ω2−q2ε2

α2
1
+α2

2
(m2ω2−q2ε2)

] (56)

and the wave functions will be calculated as the following from

(ψ1
nσ )(p) =C

′
n

{[

−α1

α2

(

mω + σ
√

m2ω2 − q2ε2

qε

)

+i

(

mω

(

mω + σ
√

m2ω2 − q2ε2

qε

)

− qε

)]

√

1 − α2
2 p

2 d

dp

+
[

α1α2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

mω

(

mω + σ
√

m2ω2 − q2ε2

qε

)

− qε

)

− i
α2

2

(

m2ω2 − q2ε2
)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

(

mω + σ
√

m2ω2 − q2ε2

qε

)]

p
√

1 − α2
2 p

2

+ En + m} Qn(p),

(57)

(ψ2
nσ )(p) =C

′
n

{[

α1

α2
− iσ

√

m2ω2 − q2ε2

]
√

1 − α2
2 p

2 d

dp

+
[

−σ
α1α2

√

m2ω2 − q2ε2

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

+ i
α2

2

(

m2ω2 − q2ε2
)

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

]

p
√

1 − α2
2 p

2

+ (En − m)

(

mω + σ
√

m2ω2 − q2ε2

qε

)}

Qn(p),

(58)

where

Qn(p) =
(

1 − α2
2 p

2
)(1−βn)

⎡

⎣exp
(

i
α2qεEn

α2
1

+ α2
2
(m2ω2 − q2ε2)

− αn

)

cot−1

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠

⎤

⎦

× R(kn ,ln)
n

⎛

⎝

α2 p
√

1 − α2
2 p

2

⎞

⎠ , (59)
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To obtain the pure Dirac oscillator with the Snyder–de Sitter model, we put (ε = 0) in (46) and with a direct
calculation, we obtain the same differential equation associated to the Klein–Gordon oscillator (28) for the
spinor 
1(p) whose solution is


1(p) = D1

(

1 − α2
2
P2
)

mω

2
(

α2
1
+α2

2
m2ω2

)

× F

(

2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + n, −n,

mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + 1

2
; 1

2
(1 − α

2
p)

)

(60)

with the same expression of the energy (38), D1 is a normalization constant.
To deduce the other component 
2(p), we take the following property of the derivatives of the hypergeo-

metric function into account

d

dx
F (a, b; c; x) = ab

c
F (a + 1, b + 1; c + 1; x) (61)

we find the result as follows


2(p) = D1

(

α
1

+ iα
2
mω
) [(

α2
1

+ α2
2
m2ω2

)

n2 + 2mωn
]

(E + m)
(

2mω + α2
1

+ α2
2
m2ω2

)

[

1 − α2
2
P2
]

⎛

⎝

mω+α2
1

+α2
2
m2ω2

2
(

α2
1

+α2
2
m2ω2

)

⎞

⎠

×F

(

2mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + 1 + n, −n + 1,

mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2 + 3

2
; 1

2
(1 − α

2
p)

)

(62)

Before ending this section, we point out that we can obtain the results of pure Dirac oscillator by taking the
limit ε → 0, then

lim
ε→0

πn = 0 (63)

and

lim
ε→0

(ρn − 1)2 =
(

−1

2
n − 1

4
(1 ± σ) ± 1

2

mω

α2
1

+ α2
2
m2ω2

)2

(64)

and we obtain exactly the same spectrum;

lim
ε→0

E±
n = ±m

[(

α2
1

m2 + α2
2
ω2

)

n2 + 2
ω

m
n + 1

]
1
2

(65)

To conclude this section, it is preferable to study some thermodynamic properties of the system. The partition
function Z of the deformed KG and Dirac oscillators with Snyder–de Sitter commutation relations at finite
temperature T is given by

Z =
∞
∑

n=0

exp
− En

KBT =
∞
∑

n=0

exp

⎛

⎝− m

KBT

√

√

√

√

(

α2
1

m2 + α2
2
ω2

)

n2 + 2
ω

m
n + 1

⎞

⎠ (66)

where KB is Boltzmann’s constant.
According to the habitual evaluation procedure and keeping the dominant contributions of order 0 and 1

in α1 and α2, we obtain

Z 
 (KBT )2

ωm
− 3α2 (KBT )4

ωm

(

1 − 1

6

(

m

KBT

)2
)

− 3α1 (KBT )4

ω3m3 (67)

which can be for the high-temperatures

Z 
 (KBT )2

h̄ωmc2 − 3 (KBT )4

h̄ωmc4

( α1

m2ω2 + α2

)

(68)
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Using the usual formulas of thermodynamics properties such as the free energy F , mean energy U , specific
heat C and entropy S,

F = −KBT ln Z ,U = KBT
2 ∂ ln Z

∂T
, C = ∂U

∂T
and S = −∂F

∂T
(69)

we obtain

F = −KBT ln

(

(KBT )2

ωm

[

1 − 3 (KBT )2
(

α
1

m2ω2 + α
2

)]

)

(70)

U = 4KBT

⎡

⎣1 − 1

2
(

1 − 3 (KBT )2
(

α
1

m2ω2 + α
2

))

⎤

⎦ (71)

C = 4KB

⎡

⎢

⎣1 −
1 + 3 (KBT )2

(

α
1

m2ω2 + α
2

)

2
(

1 − 3 (KBT )2
(

α
1

m2ω2 + α
2

))2

⎤

⎥

⎦ (72)

S = KB

⎡

⎣

2 − 12 (KBT )2
(

α
1

m2ω2 + α
2

)

1 − 3 (KBT )2
(

α
1

m2ω2 + α
2

) + ln

(

(KBT )2

ωm

[

1 − 3 (KBT )2
(

α
1

m2ω2 + α
2

)]

)

⎤

⎦ (73)

4 Conclusion

In this paper, we have established an exact and explicit solution of the one dimensional deformed Klein–Gordon
and Dirac oscillators subjected to an electric field in the context of the Snyder–de Sitter model in the momentum
space; is known under the name Stark effect. In both cases, the exact solution is determined, the wave functions
are obtained and are expressed in terms of Romonovski polynomials. The exact energy spectrum is extracted
and it contains an additional corrections depend on the deformation parameters α1, α2 and all corrections of

all orders of
(

α
2
ε
)

,
(

α1ε
)

, this means the exact contribution to the Stark effect in Snyder–de Sitter model. On

the other hand, it varies with all the power of n, which explain the confinement phenomenon in this framework
of deformation. The case of the pure relativistic oscillator for spin (0 and 1/2) is determined as particular case
by taking the limit ε → 0, when the electric field vanishes, the wave functions are obtained and are given in
terms of hypergeometric function.
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