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Chapitre 1

Introduction générale

Depuis la civilisation gréco-romaine, la physique a toujours constitué,
tout comme les mathématiques, un socle important pour le développement
et I'amélioration des conditions de vie de I’humanité et dans ce sens, les
théories de la science physique ont ouvert des perspectives de recherche dans
différents domaines, tels que la mécanique quantique relativiste, la théorie
des cordes, la théorie des champs, .. .etc.

Un des plus importants changements de point de vue de notre compréhension
du monde physique est sans doute apparu avec les travaux de Albert Ein-
stein, Henri Poincaré, W. Heisenberg, Minkowski et Snyder-de Sitter. Je
rappelle leur travaux comme suit : En 1905 Albert Einstein a publie la
théorie de la relativité restreinte [1], elle a été I'une des avancées majeures
du 20eme siecle, puis en 1907, suite a des travaux initiés par Henri Poincaré
qui considérait le temps comme étant imaginaire[2], Hermann Minkowski
en 1908 donne une nouvelle formulation de la relativité restreinte, utilisant
I'espace-temps qui porte aujourd’hui son nom[1], cet espace-temps de Min-
kowski est une variété différentielle M de dimension 4 qu’on peut décrire
dans un certain systeme de coordonnées. En 1947, Snyder a introduit une
formulation d’espace éponyme plus générale[3], qui a montré une possibilité
de définir un modele d’espace-temps déformé sans briser 'invariance de Lo-
rentz. Il a proposé l'idée de la déformation des relations de commutation
comme une facon d’éliminer les divergences de la théorie du champ quan-
tique [3], cette déformation de I’espace met en ceuvre une nouvelle constante
fondamentale qui est la longueur minimale. Elle a également maintenu 1'in-
variance de Lorentz en méme temps que celle de Poincaré. Puis, elle a envi-



sagé le champ électromagnétique dans un espace-temps déformé [4]. Snyder
a commencé avec une approche géométrique projective de I'espace des mo-
ments de Snyder (ds) avec une échelle « proportionnelle a i/a [3] proche ou
égale a I’échelle de Planck, et pour cela I'énergie et le moment d'une par-
ticule ont été identifiées aux coordonnées projectives non homogenes. Cette
algebre de Snyder a été le premier exemple de la géométrie non commutative
a étre proposé dans la littérature, basé sur une déformation de l'algebre de
Heisenberg, ce modele implique, outre la vitesse de la lumiere, deux autres
constantes indépendantes de 'observateur ; I’énergie de Planck et le rayon
de Snyder-de Sitter lié a la constante cosmologique [5]. Ledit modele est
aussi appelé la Relativité Doublement Spéciale (relativité spéciale déformée)
(DSR) dans 'espace de Snyder, ou relativité tridimensionnelle [6.7]. Plusieurs
caractéristiques intéressantes de ce modele ont été discutées dans les articles
[6.8.9.10], notons que Amelino-Camelia a récemment proposé la relativité
spéciale déformée (DSR) [11, 12, 13]. Cette théorie est une nouvelle tentative
pour aborder le probleme de la gravité quantique et elle repose sur deux
hypotheses fondamentales, a savoir le principe de la relativité et le postulat
de T'existence de deux échelles indépendantes de 'observateur soient ; la vi-
tesse identifiée a la vitesse de la lumiere ¢, et la masse (ou longueur = 1/k
) identifiée a l'énergie de Planck[14]. Cette théorie DSR est généralement
associée a la déformation de la symétrie de Lorentz. Les modeles DSR sont
réalisés en déformant 'invariance de Poincaré de la relativité restreinte [15].
Il y a certains modeles (DSR) qui peuvent étre réalisés par l'identification
de 4-impulsions avec certaines coordonnées sur un espace de Sitter (ds) ou
anti-de Sitter (ads) d’'impact [14, 16], peut étre considéré le modele de Sny-
der comme le premier d’entre eux. La théorie de la relativité restreinte basée
sur le groupe de Snyder pourrait étre conservée en présence d’une constante
cosmologique non nulle. Il y a une autre étude sur la théorie de la relativité
restreinte & constante cosmologique SR_{c,R}, liée a la longueur invariante
[7,17].

Les propriétés de 'espace de Snyder et sa dynamique, dans les cas non
relativiste et relativiste, ont été examinés dans plusieurs articles et dans les
contextes classique ou quantique[18 — 19], et la connexion des résultats dans
I’espace de Snyder-de Sitter avec 1'espace standard est éclairée par une carte
explicite reliant notre modele dynamique au modele de particules relativiste
libre habituel [5]. Aussi, il a été montré que 'espace est discrétisé [3,20] et
que les relations d’incertitude de Heisenberg déformées sont valides, ce qui
implique une limite inférieure de longueur mesurable [18]. Les dynamiques
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classiques et quantiques sont modifiées par rapport aux résultats standards
et les déviations d’ordre est 1'énergie du systeme [18], et pour la symétrie
d’espace de Snyder-de Sitter, il y’a lieu de se conférer aux références [5, 6].

Les objectifs d’introduire le modele de Snyder-de Sitter sont : L’espace de
Snyder est I'une des solutions de 1’équation d’Einstein avec terme constant
de la cosmologie, aussi la généralisation des résultats ordinaires obtenus dans
la mécanique quantique, thermodynamique, ...etc. Egalement du fait que
sa symétrie est maximale, il est préférable de comprendre les effets quan-
tiques non triviaux qui se produisent dans une période de développement
accéléré[21]. Notre univers a accéléré I'expansion et peut-étre asymptotique
a I’espace de Snyder avec une constante cosmologique positive. La cosmologie
précise défie la physique a 1’échelle cosmique de la relativité générale d’Ein-
stein. Pour cela, il devrait exister une nouvelle cinématique de la physique a
I’échelle cosmique.

Il y a une méthode intéressante de généraliser des algebres déformés avec
une longueur minimale consistant a les étendre d’un troisieme parametre in-
variant pouvant étre interprété comme une constante cosmologique [22], et
dans ce cadre, on doit noter que des relations de commutation déformées
intégrant la constante cosmologique, pour certains choix spécifiques de pa-
rametres de déformation, pourraient conduire a l’apparition de longueurs
minimales, ainsi que d’'un moment minimal [18§].

Dans le domaine de la recherche, il y a beaucoup d’applications de ’algebre
de Snyder-de Sitter, soient entre autres :I’étude de 'oscillateur harmonique
dans I'espace de Snyder dans les cas classique et quantique [23] ;’oscillateur
de Dirac dans l'espace de Snyder dans le cas non relativiste [22] ; 'oscillateur
de Duffin-Kemmer-Petiau avec 'algebre de Snyder-de Sitter [24] ; le probléeme
de Kepler dans I'espace de Snyder [25] ; la théorie des champs scalaires dans
I'espace-temps de Snyder[26] ; ’homogénéisation entre la Relativité Double-
ment Spéciale (DSR) dans le cas de I'espace énergie-impulsion et 'espace de
Snyder a quatre dimensions [14,16]; les symétries de I'espace de Snyder-de
Sitter et la dynamique des particules relativistes [5].

Les objectifs essentiels de ce travail sont : le traitement des problemes de
la mécanique quantique dans I’espace-temps courbé dans le cadre des algebres
déformés, pouvant constituer un nouveau type d’interaction entre la matiere
quantique et la gravitation dans le monde microscopique.

Dans cette these, nous avons organisé notre travail selon la structure sui-
vante : Le chapitre 2 est consacré au formalisme du modele de Snyder-de
Sitter. Au chapitre 3, on a exposé un calcul explicite des équations de Klein-



Gordon et Dirac avec 'algebre de Snyder-de Sitter dans la représentation
d’espace d’impulsion en présence des potentils scalaire et vectoriel linéaires.
Au chapitre 4, I’algebre de Snyder-de Sitter a été appliquée aux oscillateurs
de Klein-Gordon et Dirac soumises a ’action du champ électrique uniforme
pour déterminer les spectres d’énergie et les fonctions d’onde associées. Aussi,
une étude de quelques propriétés des grandeurs physiques de la thermodyna-
mique a été présentée. Dans le chapitre 5, nous avons traité le probleme de
loscillateur Bosonique de Duffin-Kemmer-Petiaux (DKP) dans le contexte
de l'algebre de Sitter (ds) et anti-de Sitter (ads), en présence d'un champ
électrique uniforme. Nous avons calculé le spectre d’énergie et les fonctions
d’onde correspondantes puis nous avons déduit les cas particuliers, comme
le cas de I’absence de la déformation et le cas du champ électrique nul. Le
dernier chapitre est consacré a un récapitulatif des principaux résultats et
aux conclusions générales.



Chapitre 2

Formalisme de la Mécanique
Classique et Quantique
Déformé

2.1 Formalisme Classique Déformé :

Récemment, la théorie de la déformation de structure algébrique a trouvé
un grand nombre d’intéréts, représenté de nombreuses applications dans le
domaine de la physique. Ses racines remontent a 'incapacité de la physique
classique pour expliquer certains phénomenes macroscopiques. Mathématiquement
décrit par une variété de Poisson M, et notons F' (M). Le crochet de Poisson
de deux fonctions f et g défini sur le fibré cotangent T *N a une variété
M a été découvert par Siméon Denis Poisson en 1809[27]. Lagrange et Pois-
son 'ont employée pour résoudre le probleme de variation des constantes
d’intégration. Ils n’ont considéré cependant que le crochet des fonctions co-
ordonnées, pas celui de deux fonctions quelconques, et n’ont pas mentionné
la propriété la plus importante de ce crochet : 'identité de Jacobi, découverte
par Carl Gustav Jacobi [28].

Dans la mécanique classique, le crochet de Poisson est antisymétrique et
vérifie I'identité de Leibniz (c’est une dérivation) et qu’il satisfait a I'iden-
tité de Jacobi et écrit dans le systeme de coordonnées (q, p) sous la forme
suivante :



B " (0f 0g Of Og
t.03 = Z (0_2%041" g 31%) (2.1)

=1

-Antisymétrie
-La régle de Leibniz
{f.gh} ={f.gth+g{f h} (2.3)
Ou, f,g,h € C*(M)
-Identité de Jacobi
{figh o Ry+{a.h}, fE+{R [}, g} =0 (2.4)

Considérons le modele Snyder-de Sitter (SdS) non relativiste a N-dimensions.
Ceci est défini sur un espace de phase 2N-Dimensional avec les coordonnées
de position z; et les coordonnées de moment p; (i = 1,.....,N) , nous rap-
pelons que le modele de Snyder, dans sa limite classique, est basé sur les
crochets de Poisson non canoniques. Cette ’algebre classique de Snyder-de
Sitter est donné par les formules suivantes [29] :

{JZZ‘,ZE]‘} = ﬂQJZ'j (25)
{piapj} = OéZJi' (2-6>
{ZL’i,pj} = 52']' + Oé%’tﬂ?j —+ ﬁzpipj + 20éﬁpil‘j (27)

L’algebre (2.7) est compatible avec la symétrie de Lorentz standard[5].
ou J;; sont des générateurs des rotations définies comme suit :

Jij = xip; — x;p; (2.8)

Nous notons que le signe des constantes de couplages o et 32 est po-
sitive pour modele Snyder-de Sitter (SAS) avec un rayon de sphere est



L et négative pour modele anti-Snyder-de Sitter (aSdS) pour une pseu-
dosphere[18], la constante de couplage 3% = —k%, ou k est énergie de Planck
et o = —73, ol R est le rayon de Sitter [5].

Dans les unités ordinaires, 8 ~ h/cMp; ~ 10717 (s/K g)*/?[30] .

Dans la limite & — oo on récupere l'algebre d'une particule libre dans
I’espace de Sitter, dans la limite &« — oo , on récupere l'algebre de Snyder et

lorsque « et k tendent vers I'infini, on retrouve 1’algebre habituelle.

Bien entendu, ces crochets de Poisson obéissent a I'identité de Jacobi et
définissent donc une structure symplectique cohérente sur I’espace des phases.

Selon ces définitions, les J;; obéissent aux crochets de Poisson habituels
des générateurs du groupe de rotation a N-dimensions, tandis que x; et p;
se transforment en N-vecteurs sous le méme groupe. L’invariance de rotation
est donc préservée. Cependant, l'invariance en translation, générée par le p;,
est réalisée de maniere non linéaire sur 1’espace de position [31, 15, comme il
est évident de (2.7). Dans la limite o — 0, algebre (2.7) se réduit a celle du
modele de Snyder non relativiste ordinaire, alors que pour § — 0 , il s’agit
de l'algebre de symétrie d’une sphere avec des coordonnées projectives.

Une autre possibilité est que le signe devant les constantes de couplage
soit inversé, et donc

{Z‘Z‘,l’j} = _ﬁ2Jij (29)
{pi,p;} = —a®Jj (2.10)
{2:,p;} = 0y — Pax; — Bpipj — 2aBpix; (2.11)

Ceci peut étre vu comme une continuation analytique du modele précédent
pour o — i et B — if , appelé modele anti-Snyder-de Sitter (aSdS) dans
[18]. Notez qu’il n’est pas possible de faire la suite analytique d’une seule des
constantes de couplage. De plus, dans ce cas, la borne (azy, + Bpk)2 < 1 doit
étre imposée dans l'espace des phases [18], par analogie avec d’autres modeles
dérivés de la relativité doublement spéciale. La limite o« = 0 correspond au
modele anti-Snyder non relativiste dans un espace plat[32] , alors que 8 =0
est l'algebre de symétrie d'un espace hyperbolique.



Les crochets de Poisson peuvent étre obtenus a partir de ceux du modele
de Snyder a plat, avec les variables de position z; et les variables de moment

pi [22].

{2, 23} = 67 (xip; — xp1) (2.12)
{pi,p;} =0 (2.13)
{l'z‘,pj} = 5ij + 522%'173‘ (2-14>

La métrique de la N-sphere peut étre obtenue en 'intégrant dans un es-
pace euclidien de dimension (N + 1) , de coordonnées X, , avec « = 1, ..., N
, sur laquelle est imposée la contrainte X, = é Si on choisit les coordonnées
projectives x; = X;/ (aXy41) pour paramétrer la sphere, sa métrique prend
la forme :

(1 + C)é2l'2) 5@']’ — O{2Q§'i$j

9ij = 1+ a222) (2.15)

avec inverse

g7 = (1+a’2%) (67 + o’z'a?) (2.16)

Il est facile de voir que le groupe de symétrie de cette métrique est SO (N ,
1), généré par les générateurs de rotation J;;, et les générateurs de translation
pi, vérifiant Palgebre (2.11) avec 5 = 0 . L’algebre admet l'opérateur de
Casimir p? — %QJz .

L’action pour le modele dynamique discuté dans [6, 31]qui donne 1'algebre
de Snyder :

1 1
S = / [x'.p — <)\1§p2 + Xoz.p + )\35132)1 dr (2.17)

avec A1, A2 et A3 sont multiplicateurs de Lagrange qui imposent la contraintes.
L’Hamiltonien H et & et p sont :

1 1
H= )\1 5]92 + /\QZL’.p + /\35132 (218)
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t={z,H} = \ip+ Xz (2.19)

p={p,H} = —Xop— N3 (2.20)

Les crochets de Poisson pour les coordonnées polaires dans 'espace de
Snyder a partir de (2.12) , (2.13) et (2.14) sont [30] :

{ﬂpp}—Hﬁ?(pp ];0) (0,0} = 1, {pﬂ}:ﬁ?%, {e,pp}:ﬁﬂ%
2

{t.p} = -1+ 8%, {t.p,}= ﬁ(ptpp de), {t.py=B(tp,—pp) ,

{t,0} = 52”’9, Py} = 6219; - oot oo} = {tpe} = {ppy} = 0

{p,pe} = B°pi ppy {0,p0} = 522% (2.21)

L’Hamiltonien est choisi comme dans la relativité restreinte

A
w2t (e ) o o

ol A est un multiplicateur de Lagrange appliquant la contrainte de masse.

2.2 Formalisme Quantique Déformé

Dans le modéle non-relativiste de Snyder-de Sitter, ’algebre de Heisen-
berg déformée est définie par les relations de commutations suivantes [22, 33] :

[Xi> P]] =1ih (5” + Olein + CYQPZ'P]' + /10 (XZP] + BX])) (223)
[XZ‘, X]] = ihagéijk[/k, [R, PJ] = ih()é1€ijkLk (224

ol aq, g sont des petits parametres positifs de déformation et Ly est la
composante du moment cinétique, qui peut étre exprimée par :
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On a aussi une autre formule :

1
satisfaisant ’algebre habituelle :
[L,, P]] = ZhakPk, [LZ, X]] = ZhE,]ka, [Ll, LJ] = Zh&kak (227)

Comme en mécanique quantique ordinaire, la relation de commutation (2.23)
donne lieu a une relation d’incertitude de Heisenberg :

1
AXZAP] 2 § (5U + 51] + (03] (AXZ)2 + (6) (AIDZ)2 — 2\/@10[2AX1'AP]') s Z = 1, 2, 3
(2.28)
N 2
ou gij = (\/Oé]_ <Xz> + \/ Qo <Pj>) 2 0.

La relation (2.28) illustre I’apparition d’une longueur minimale non nulle
en incertitudes de position et d’impulsion :

_ |48 (AP) . = (18 (2.29)

min 1+21/CY1C¥2’ 1—|—2\/041052

Aucune incertitude minimale ne se produit lorsque a2 et a3 sont négatifs.

(AX;)

Dans ce cas, cependant une combinaison spécifique de coordonnées spatiales
et cinétiques doit satisfaire une limite supérieure. Ceci peut étre interprété
comme le signe d'une dépendance de la géométrie a ’énergie[18] .

X, et P; sont réalisés dans I'espace cinétique par les transformations sui-
vantes :

. %) Di
X, =ihv/1—« 2(‘9i+)\ _ 2.30
2D"0p \/ 1 — a? D’ ( )

. o1 Di
P, = —ih,/—+/1 — aop?0,. + (1 — \) ———vx 2.31
QQ 2p Di ( ) /1_a2p2 ( )
1

ou p est varie dans le domaine} —\/%72, \/—(72[ et \ est une constante réelle

arbitraire.
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De I'autre coté, on peut considérer les relations de commutation de Sitter
qui peuvent étre écrites dans la représentation de position comme suit :

(1—p) ——t m —ih O‘2\/1 — onz20,, (2.32)
- g

- 1

X; =

et ici, est un parametre arbitraire.
, s . d3p N 2/ 1
Les opérateurs X; et P; sont symétriques pour la mesure \/TW’OH D; <a_§
K3

Comme la relation d’incertitude de Heisenberg (2.28) représente une généralisation
de la relation d’incertitude de longueur minimale avec deux parametres de
déformation, nous avons choisi de travailler dans la représentation en mo-
ment, afin de comparer notre résultats avec ceux obtenus dans la littérature.

En particulier, le modele de Snyder peut étre interprété comme un
exemple de DSR [10].Ce modele est basé sur ces hypotheses a été appelé
relativité restreinte triple ( Triply special relativity TSR) [8], la (TSR) est
basé sur I’algebre générée par les positions z,,, le moment p,, et les générateurs
de Lorentz J,,. Les générateurs de Lorentz satisfont les relations de commu-
tation habituelles de I’algebre de Lorentz, selon les formules suivantes on pose
h=c=1:

[Juws 23] = i (Muazs — mazy) (2.34)
[Jjws Al = & (Muapy — Nuapy) (2.35)
tandis que
[, 2] = 18% T (2.36)
[P 2] = i0% T, (2.37)

[xuapu] =1 [nuu + 05255/1551/ + 52pup1/ +af (ZL'up,, + Puy — J/W)} (238>

i et v sont des parametres prennent les valeurs 0, 1,2,3.
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Jw et p, génerent une sous-algebre de Sitter ou anti-de Sitter (en fonction
du signe de a? ) qui décrit les symétries espace-temps du modéle.

Les constantes de couplage « et [ ont des dimensions inverse de longueur
et inverse de masse respectivement. Ils sont généralement identifiés avec la
racine carrée de la constante cosmologique, o ~ 10724 cm, et l'inverse de
la masse de Planck 8 ~ 10° g=! . Dans ce qui suit, nous avons besoin «f3
< 1/h. La limite @« — 0 donne le modele de Snyder plat, et donc la limite
B — 0 donne l'algebre de Heisenberg de la mécanique quantique dans un
arriere-plan de de Sitter doté des coordonnées projectives.

La dualité du modele d’échange de position et d’impulsion a travers
x, < pu ;o < [ est également remarquable. De plus, comme cela a
été reconnu dans[34] , la TSR peut étre considéré comme une réalisation non
linéaire d’un modele introduit par Yang [35] .

Récemment, la cinématique et la dynamique du modele de Snyder ont été
étudiées dans sa version tridimensionnelle (non relativiste) pour les systemes
classiques et quantiques [32].

Les recherches ont montré que les propriétés physiques du modele dépendent
du signe de la constante de couplage apparaissant dans son algebre. Pour une
constante de couplage positif, les moments sont autorisés a prendre toute va-
leur réelle, mais dans la théorie quantique, une incertitude minimale existe
dans les positions. Au contraire, dans le cas de la constante de couplage
négatif, appelée anti-Snyder, le moment est limité, mais aucune incertitude
minimale pour les positions ne se produit dans la théorie quantique[18].

Les composants de I'opérateur de moment cinétique défini comme suit :

. 0
L; = Zgijk:pk% (2-39>

J

Les composants de 'opérateur de moment cinétique prennent la méme
forme que dans la représentation du moment cinétique en mécanique quan-
tique ordinaire. Et en cas de position, les composants du moment angulaire
sont données comme suit :

0
k

N g o= Q2
Ou Tj = 4/ 32D;
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Chapitre 3

Résolution des équations de
Klein-Gordon et de Dirac avec
I’algebre de Snyder-de Sitter

Il est bien connu que la théorie des champs quantiques est un point
culminant indiscutable, bien que toujours en développement de la mécanique
quantique et des lois de la relativité. Malgré le succes de ses prédictions
expérimentales, elle doit encore faire face a des problemes de divergence qui
ne peuvent étre éliminés que par une régularisation mathématique et des
méthodes de renormalisation physique. Des approches ont été développées
pour résoudre cette difficulté, parmi lesquelles le modele de Snyder basé sur
la géométrie non commutative. fournit un motif pour introduire une coupure
efficace des ultraviolets. En plus de la constante universelle, la vitesse de la
lumiere, ce modele importe deux autres constantes, 1'énergie de Planck et
le rayon Sitter qui est lié a la constante cosmologique [31], dont 'algebre
associée est caractérisée par une modification des relations de commutation
canoniques des opérateurs de position et de moment.

Ceci implique 'apparition d’'une longueur minimale non nulle dans les
incertitudes de position et de moment. A I’échelle de la mécanique classique et
de la mécanique quantique, un avantage particulier a été observé dans le cadre
en discussion. A savoir, les équations mécaniques classiques et quantique
décrivant les mouvements libres sont
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exactement résoluble, comme c’est aussi le cas du mouvement dans le
potentiel de l'oscillateur harmonique [18 — 32]. Les symétries conformation-
Poincaré déformées cohérentes avec ’espace de Snyder-de Sitter sont étudiées
dans [31]. La trajectoire classique, la quantification semi-classique et le probleme
de Kepler sont discutés dans [23,25]. Le cas de l'oscillateur de Dirac dans
le modele de Snyder a été étudié dans [23] et une solution exacte de 1'os-
cillateur bosonique unidimensionnel pour les particules de spin 1 et spin 0
avec le modele de Snyder-de Sitter est présentée par [24]. D’autre part, dans
la littérature, une interaction de grande importance a trouvé de nombreuses
applications dans divers domaines de la physique, qui est 'interaction du
potentiel linéaire. Il a été établi pour décrire phénoménologiquement les in-
teractions de gluons non perturbatives [36], et a joué un réle majeur dans
la description des théories des confinements entre quarks statiques dans la
théorie pure de Yang-Mills [37]. En outre, il est nécessaire dans le domaine
scalaire cosmologique en relativité générale et dans la théorie de Kaluza-
Klein comme les cing dimensions [38,39] et d’une maniere générale pour les
phénomenes liés au confinement [40 — 44]. Le but principal dans ce cha-
pitre est de clarifier le phénomene de confinement a travers la résolution des
équations de Klein-Gordon (K-G) et de Dirac (1 + 1) dimensionnelles avec
potentiels linéaire scalaire et vectoriel dans 1’espace des impulsions dans le
cadre du modele de Snyder-de Sitter déformé en premier lieu. D’autre part,
nous montrerons que le probleme admet des solutions analytiques exactes et
qu'un potentiel linéaire unidimensionnel pour le systeme relativiste dans un
espace déformé peut étre équivalent au potentiel trigonométrique de Rosen-
Morse dans un espace régulier. Ce chapitre est organisé comme suit : dans
Sect. 2, nous fournissons le formalisme de la mécanique quantique dans le
modele de Snyder-de Sitter déformé dans la représentation de I'impulsion.
En Sect. 3, en utilisant la représentation de ’espace de mouvement, nous
résolvons exactement ’équation K-G, les spectres d’états liés sont déterminés
et la fonction d’onde d’espace de mouvement correspondante est obtenue et
exprimée en termes de polynomes de Romonovski. En Sect. 4, nous suivons les
mémes étapes de la section précédente, nous résolvons exactement I’équation
de Dirac dans le cadre du modele de Snyder-de Sitter déformé. Les valeurs
propres d’énergie et les fonctions propres de moment correspondantes sont
déterminées.

Dans cette section, on expose un bref rappel de I'algebre de Heisenberg
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déformée dans le modele de Snyder-de Sitter dont les coordonnées de position
et de moment respectivement Z et p sont définies comme suit [18, 22, 33|

F=+A2P (3.1)
g
~ (05PN
p=—X+(1-NP (3.2)
Qo
ou, X et P sont definé par
~ 0
X =iy/1— 043]923—
p
~ p (3.3)
P = =
1—oasp

ces opérateurs satisfie la relation de commutation deformé [18, 22, 24|
[z,p] = [l + a2 + a5p® + aqas(zp + pr)], (2.4)

Les grendeurs Ax et Ap, sont liées entre elles par inégalité, établie par
Heisenberg. pour déterminer cette relation, nous utilisons la fonction sivante :

p(x) = (x +1kp) ¥ (x), (3.5)
ol k est un parametre réal.
alors
+oo
(¢]¢) = o(z) d(x)dz, (3.6)
on remplace la derniere relation, on obtient comme suit
+oo
(@] 9¢) = Y (2)" (2 — ikp) (z + irp) ¥ (2) d’x, (3.7)
apres les calcule, on obtient
(3.8)

(@1 ¢) = (*)* + iz, ps + (o7)

La relation de commutation (3.4) donne l'incertitude de la relation de
Heisenberg a I'apparition d’une longueur minimale non nulle dans les incer-
titudes de position et de moment comme la forme suivante [22] :
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nous avons la derniere relation, est une équation de deuxieme dégré, quand
je résoudrs I’équation suivante :

(p*)8* +i([z, p) + (&%) = 0 (3.9)

on a trois cas, selon la signe de déscriminant delta (A)

A(0 (n'y a pas des solutions), A = 0 (il y a des racines sont doublés et
réales ), A)0 (on a deux racines sont complexes conjuguées), l'incertitude de
la relation de Heisenberg est réalisé pour le premier cas, ou A(0, la relation
obtenue étre comme suit :

1
AxAp > 5(1—1—(041 () +az(p))?+ai (Ax)* +a3(Ap)? — 2010, AxAp), (3.10)

ol a et § sont deux constantes de couplage et nous distinguons deux
types de sous-algébre. Lorsque o? > 0, et 32 > 0, cette algebre déformée
est caractérisée par l'existence a la fois d’'une longueur minimale et d'un
moment minimal et s’appelle modele de Snyder-de Sitter (SdS)) et pour
a? < 0et % < 0, elle est appelée modele anti-Snyder-de Sitter (aSdS ) et
aucune restriction|[3].

3.1 Resolution de I’équation de Klein-(GGordon
avec modele de Snyder-de Sitter

La dynamique de la particule de Klein-Gordon en (1 + 1) dimension sans
spin de masse m, en présence d'un potentiel scalaire S (x) et d’un potentiel
vectoriel V (x) dans le cadre du modele de Snyder-de Sitter est régie par
cette équation : on met h =c =1

[p* + (m+ S(@)2]e = [E - V()] v, (3.11)

ou le potentiel scalaire S(z) et vectoriel V(z) sont choisis comme suit :

(3.12)



Nous remplagons S(x) et V(z) dans I’équation de Klein-Gordon, nous
obtenons sur I’expression suivante :

R 9 ~ R a9 ~
[P* 4+ (m+~ X+ ’Ma—jp)ﬂw = [E—px — uAa—ijw, (3.13)

nous calculons p?vy comme suit :
nous avous :

aq .

Qr . A .
=) = (-2 -2 (< Ziwra-0Pe) )
apres les calculs directs, nous obtenons sur ’expression suivante :

2 O‘% A2 232 1 o 5.
o= S+ 0= P -2 0-0) (xP+PR) ) v (315)
2

et ainsi que on a :

PRE+PAIGP? 4 2A2 (XP + Px) +

(G
+2myx + 2m7/\3—j73—|—m2

(3.16)

2
A 09 A
[erv X+7A—2P} Y= [
aq
et pour 'autre terme on a :

o Lang]’ PERE 4 pEARSP? 4 2N (XP + Px>

[E—MX—M)\O(—P} = 1 NP\ (G
1 —2pEX = 2uENEP+E

(3.17)

on remplace les relations (3.15), (3.16), (3.17) dans I’équation (3.13), on

obtien la relation suivante :

0‘% 2 2\ ~2 2 2043 2 2\\ D2 Q2 o 2
(S +P =)+ (A=A + X2 = 1?)P°+ (A=(" — p?))—
%(1 — )\))(5(\73 +PR) + 2(my + pE)Y + QA%(mv + uE)P+
2 1
= B2J(p) = 0
(3.18)
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Afin de réduire I'équation différentielle (3.18) a une forme plus simple
et de préserver la symétrie des opérateurs, pour éviter les valeurs propres
complexes, on élimine le terme ()?ﬁ + 7/5)?) par la fixation de la valeur du
parametre A\ comme suit :

on pose

A— — ——(1-=X)=0 3.19
2 (3= t) = =) (319)
pour cela, on trouve la relation suivante :

of

A= , 3.20
af + a3(y? — p?) (3:20)

avec of + a3y? # a3y
nous utilisons la relation (3.20), la derniére équation eq. (3.18) dans l'es-
pace d’impulsion sa devient,

O‘% 2 2\ ~2 2 )\2045 2 2\\ P2
[(Q—%Jrv — )X+ (T =A)" + a—%(v — )P

+2(my + pE)X + 2)\%(7717 + uE)P (3.21)
1
+m? — Eﬂqﬁ(p) =0.
on a
2 2 (2 — 1)
1= A2 22222y B —H 3.22
U= ( ) af + a3(y* — ) 3:22)
et aussi
(&%) Q109
2—\ = 3.23
= 2T el = ) 529

nous remplacons les relations (3.22) et (3.23) dans I’équation (3.21) ,cette
equation se obtient :

20



af " (V=) 5
(= +7 =)+ 52 P?
[ a3 af +a3(v? — p?)
~ Q109
+2(my + pE)x + 2
( K e =)
+m® — E*]y(p) = 0.

(my+up)p (32

nous utilisons la relation (3.3), on trouve

d d
X =x. (x¢) = (i\/ 1— a%p2d—p) (2'\/ 1 - a%pzd—?) (3.25)

apres les calcules, nous trouvons comme suit :

d*e dy
X =x. (x¢) = — (1 - 043172) el + 04317% (3.26)
et ainsi que :
2
P =P (Py) = s Y (3.27)

nous remplacons les relation (3.3), (3.25), et (3.26) dans I’équation (3.24),
on obtien la relation suivante :

O[2 + 042 ,}/2 . MZ d2
lor 07 =10y 2 L (a2 4 a2 — 1)) ot
(o5 dp
d a3(v* — p?) p*
2i(my + puFE)y/1 — a2p?) — + 2 + 3.28
ey + 4E) P e | F S (329
alag(m’y+uE) p

+m® — E*[¢(p) = 0.

[} +a3(72 = p?)] /1 — a2p?

on a une forme simplifiée, maintenant en introduisant le changement du

variable suivant : )
q=——cos "(agp), (3.29)
(%)
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pour ce changement, nous obtenons sur I’équation différentielle suivante :

2 2(~2 2 2
[ - [041+a2(i’%y a )]%+2i(m7+“E)%+
(v* =% 20, (my + pE)
[af + a3(y? — p2)] [of + a3(y? — 12)]
m? — B?)i(q) = 0,

(3.30)

cot?(anq) + cot(azq)+

ou l'intervalle de nouveau changement variable est : ¢ €]— oc, + o [.
Pour éliminer la premiere dérivée, on joue le role d’une phase, donc nous
faisons cette substitution,

W(g) = f(q)exp (i ( [a‘;fzg (;” _ELZ)]) ) (3.31)

pour ce changement, on besoin les calcules suivantes :
pour la premiere dérivée on a :

o3 (my + pE)q _
a% + a%(’yQ - MQ)]) )] N
' ( a3(my+ puE)q df (q)
2i (mry + pE) exp (i ([oﬁ +a3(y? — ,uQ)]> ) dq
_ o3 (my + pE)? exp (1 ozl +1B)g
ol +a3(2 - MQ)f (g)exp ([a% +az(y? — “2)]) )

2i (my + pE) diq [f(Q) exp (i <[

(3.32)

pour la deuxieme dérivée on a :

2 g o2 + a2(y2 — 1i2)]
| [ ad(my+ uE)q df (q)
—2i (my + pE) exp (i ([a§2+ a3(v? — uz)]) ) dg
o2 (my + pE)? et (i ( aZ(my + uE)q )
7 +adtrt— ) Do\ aape — oy )

_[a%+aa72—ﬂa]d2{f@)am(i([aamﬁ+ﬂdﬂq >)}:

(3.33)
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maintenant on remplace les relations (3.32) et (3.33) dans ’equation
différentielle (3.30) on obtient sur I’équation suivante en fonction de f(q),

B2 202 _ 2 2 LE
[_ —— 1t az(;y ) 5 cot?(anq) + 2 02[1062<:W HE) 5 cot(aaq)
dg*  [af + a3(y* — p?)] [af + a3(7? — u?)]
ay(my + pE)? ai(m? — E?
o 22( 2 Qlu )Q 2 22(2 2 )2 ]f(Q)ZO,
[af + a3(v? — p?)] [af + a3(v* — p?)]
(3.34)
nous avons :
2 1 2
cot(aeq) = — —1=csc*(azq) — 1 (3.35)
sin®(asq)

quand nous remplacons la relation (3.35) dans 1’équation différentielle
(3.34) , on obtien la forme en fonction csc?(aqq) et cot(asq), comme suit

d? a3 (y? — u? arai(my + pk
[p - — 2(2 . )2 20802<CKQQ) — 21 2<2 5 2) 5 cot(aaq)
¢ fof +o3(y? = p?)] [af + a5(v* — p?)]
03 —pf) aj(my+pE)  aj(m®— E?) 1£(@) =0
of + 037 A7 [of +oi P d+agtr =P
(3.36)

la derniére équation qui peut étre mis sous forme d’équation de type
Schrodinger, avec un potentiel trigonométrique de Rosen-Morse sous forme
suivante :

[;—QQ — Aresc*(aqq) — D cot(asq) + €| f(q) = 0, (3.37)

cette équation est exprimé des termes de csc?(anq) et Ay, D et € , qui
sont donnés par :

a3(v? — 1?)

03 + a3(v? — p2)]?
20003 (my + k)
(03 + a3(+2 — p2)]?

(3.38)
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_ () ag(my+pE)?*  oj(m® - E?) (3.39)
[0f +a3(v2 = )" [0 +a3(2 — )] ot +a3(y — )]
Maintenant, pour résoudre I’équation ci-dessus eq. (3.37), nous utilisons
I’expression suivante,

f (@) = (1453 (exp(—acot™ (1)) ) g(y), (3.40)

ou y = cot(aeq) , les parametres o et § sera déterminé plus tard.
par maniere de la substitution donnée par 1’équation (3.40), I’équation

différentielle (3.37) pour g(y) réduira aux polynomes de Romanovski R (v),

[(1 + y2)d—2 + 2((26 — 1y + a)i+

dy? dy
<a2 —4(B—1)%+ ;) + <4a(6 —1)- a%>9+ (3.41)
1+ 32
, (v — u?)
WAV 190G 1) — = 0.

Comme il est bien connu dans la littérature, il existe une méthode ap-
pelée Sturm-Liouville pour résoudre des équations différentielles de second
ordre, qui est utilisée par plusieurs auteurs [45]. De sorte que notre équation
différentielle (3.41) coincide avec celle vérifiant les polynomes de Romanovski

RED(y) [46], ot k =2 — 28, et | = 2a..

R Ry
s W T o Rt 0, e
ol
Siy) = 1+y2 1y) =2((28 - Dy +a). (3.43)

Il est maintenant facilement de fixer les parametres « et 5 dans les conditions
suivantes,

da(f—1) — O% ) (3.44)
a2 —4(f—1)%+ % =0 (3.45)
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et

di(y) | 1 d?S1(y)
Qn:—n[d—y+§(n—1) dy2 =
AB—12+28—1)— 0 - (3.46)

[aF +a3(v? — )]

on a :
d*S(y) dt(y)
=2, et =226 -1 3.47
2, o T8 525 - ) (3.47)
Apres un calcul simple, en utilisant les relations (3.43) et (3.46) , nous
trouvons
13 1 (v* —#?)
B, = —n+2+= 144 3.48
N e O
2 E,
n o (my + pBn) (3.49)

(03 + a3(7? — u2))?

—n—1+ 144028
\/ [o3 a3 (2 —u2)]”

en imposant p* —~* < 1 [af + a3(y? — uz)]2 pour éviter les valeurs propres
complexes.

Pour déterminer les expressions du spectre d’énergie et la fonction d’onde,
nous utilisons les relations (3.39) et (3.45), on a ,

L 3w admy+pB)?  ad’ B
[0 +a3(2 = )" [ad+a3(y2 =) ot +ad(y? = p?)]
a3 [4(8 —1)* — 7] (3.50)

Apres les calcules nous obtonons sur la forme de la relation de I’énergie
en fonction de 6,, et [, comme suivante :
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_ myubn
af +a3(v? — p?) + p20,
m[af +a3(y* — p?)] [ PiA0.)
[af +a3(v2 — p?)] + 120, L[a2 + a2(42 — u2)]°
2‘9n 2(9” 2,2
(14—2'[;2 2)(2722 2+2272M2 2)]
[af + a3(v? — p?)]/ \[af + a3 (7? — p?)]  m?[af + a3(7? — p?)]
dlof+ 305" = )] (B = 1) _ 1>]5
m2

Ey =

n

(3.51)
ou

ap
4[0? +a3(y2 — ) (Bn — 1)?
Maintenant, la forme du spectre d’énergie, on peut ’avoir tester ; en utilisant
s O — 2 _ _1,..3.1 / 1
la limite a; — 0, alors: 6, = a3, et, B, = —gn+5+3,/1+ 4W. Nous
obtenons le méme résultat de I’équation de Klein-Gordon avec la présence
d’une longueur minimale [42] [43],

0, = a3+

(3.52)

10 Y Y 2 2 %) (72 - :u2>’
(3.53)

22 1 1 1
hmEﬂf:—@j:7 a a%(n2+n+—)ia§(n+—)\/1+4 I

et quand nous étudions la limite as — 0, on obtient :

[

2 2
lim (lim E;) e 0T W) s (3.54)

a250 \ X150 Y Y

ce resultat coincide exactement avec le résultat de I’équation de Klein-Gordon
en présence d’un potentiel scalaire et d’un potentiel vectoriel dans un espace
régulier par [40].

par les relations (3.31) et (3.40), nous aurons la forme finale de la fonction
d’onde dans la premiere variable p comme suit :
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vla) = S eww ( (52 ) (3.55)

ot f(g) = (1+y) ) (exp(—acot ™)) ) g(v). (3.56)

apres les calcules, on obtien sur la forme de la fonction d’onde en fonction
de polynomes de Romanovski comme suivante :

Un(p) = Cy <1 _ a§p2>(l—ﬁn) "

[exp (ozn — (my + (1Bn) ) COS_I(OCQP)] Rkntn) (_agp )

of + a3(y? — 1?) V1 — aip?

(3.57)

ou C,, est la constante de normalisation.
Pour déterminer C), , nous utilisons la condition de normalisation

1
tas dp

e (p) U (p) = 1, 3.58
L i ar p) ¥n (p) (3.58)

maintenant, on remplace v, (p) et ¥} (p) dans la relation (3.58), puis on
change le variable comme suit :

Qiap
= 3.59
=% 1 —a2pP? ( )

nous utilisons la relation d’orthogonalité des polynomes de Romanovski
[46],

“+o0o
/ w® ) () R (2) RS () dar = 8y, (3.60)

—00

ot la fonction de poids w*!) (1) est donné comme suit :

wkntn) () = (1+ IQ)_k" exp(lntg~" (z)). (3.61)

Apres des calculdes, et changements des variables, nous trouvons :

Co =/ (3.62)
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3.2 Resolution de I’équation de Dirac avec
modele de Snyder-de Sitter

Dans cette section, nous suivons les mémes étapes que le premier cas
sans spin pour examiner I’équation de Dirac (1+41)-dimensionnelle avec le
potentiel scalaire S(z) et vectoriel V (z) sont linéaires, dans le contexte
du modele de Snyder-de Sitter, nous considérons 1’équation de Dirac défini
comme suit, (on pose h=c=1),

[(E =V (2)) —0op—03(m+5(x))]¢ =0, (3.63)

oll, nous avons remplacé les matrices de Dirac par les matrices de Pauli
09 et o3 sont données par

09 = 1 0 et 03 — 0 -1 . (364)

Pour résoudre I’équation de Dirac, nous utilisons I'expréssion suivante :

v = {(E=V(@) + o +0os[m+ 5]} o (3.65)

Par un calcul direct, a partir des relations (3.63) et (3.65), nous trouvons
I’équation de Dirac avec sa forme quadratique,

{ [E - V(I)}2 - - [m + S(l‘)}

qui est similaire a celle de I’équation de Klein-Gordon avec un terme d’in-

’ + [p, o3S(z) + V(m)] op} }¢ =0 (3.66)

teraction de spin supplémentaire et [p, o3S(z) + V(x)} est le commutateur

entre p et (035(x) + V(x)).
Pour résoudre eq.(3.66), nous utilisons les relations (3.1) , (3.2) et (3.12),
alors 'équation (3.66) sera convertie en :

a? N a? ~
{(—é +72 =X+ ((1 AN - u2))7ﬂ+

(;\%(72 — ) — %(1 — )\)> <)?73 + 73)?> + 2(my + pB) X+ (3.67)
1 2
N (1) 4 uEYP 4 M 2 Ez}qs —0.

aq 1-— asp
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Nous imposons une condition pour éliminer le terme (5573 + 73)?) qui fixe la
valeur du parametre arbitraire A comme indiqué dans la section précédente,
nous trouvons la méme valeur que celle de I'équation (3.21), et 1'équation

(3.67) aura ce formulaire :

~—

ozl+oc2(7 — u?) 5 oy
1—
o2 ( azp)d >+

. d
af + a5(v* — p)p + 2i(my + pE) /1 — a%p2> o

a3(v? — 1) »’ o a(my +pE)  p
af +a3(y? —p?) 1—adp* o+ a3(y? —p?) \/1— ap?

/\lﬁ

(3.68)

+

i(yo3 + p)oa 2 2}
-_— " - F =0.
= 22 +m o(p)
En utilisant ’ancien changement de variable eq.(3.31), on a la transformation

suivante

2
B - ay(my + pE)g )
o(a) = Elyexp (15273 L),
L’équation(3.68) devient,
— d_2 a%(72 — :u2) C0t2(a2q) 49 alag(my + :U’E)
dg* * [of + a3(y? — p2)]’ [af + a3(72 — p2)]
ia3 (03 + p1)oy _ ag(my + pE)? N
[0f +a3(7? — p?)]sin*(a2q)  [af + a3(12 — p2))?
a2(m? — E?
et~ 5 et =o
af +az(y? — p?)
(3.70)

(3.69)

5 cot(aaq)

et qui peut étre exprimé en termes de csc(aaq)

& a3 (v = 1)
A" ot o377 — 12
2 2
a3 2 ara;(my + pE)
+ V2 — p?ese(aeq)X + 2 cot(aaq)
af +a3(7? — ) [0F +a3(72 — )]

e3P =) as(my+pE) a3(m? — E?) —0
PR oo A £ el KL

scsc®(aaq)

(3.71)
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0 Y

72_M2

ot X est la matrice donnée par ¥ = | —=L= 0 dont les valeurs
72 —p

propres de la matrice sont ot = +1.
Pour résoudre 1’équation (3.71), nous posons la solution comme suit :

£(q) = uono(q) (3.72)

ol u, est un vecteur propre a deux composantes de la matrice X avec la
valeur propre o,

nous avons les valeurs propres o, 0~ et les vecteurs propres correspen-
dants Vj et V] respectivement, sont données comme suit :

1
= —'—1 et ‘/1 et Kl( y—p ) (373)
/,YQ_MQ
1
T = —1 et ‘/2 _= K2 (_ (77“) ) (374)

ou, K, et Ky sont des constantes arbitraires.
pour utiliser les relations (3.71), (3.72) on obtient sur I’équation différentielle
suivante :

d2

el Aycsc®(anq) — D cot(anq) + 6] n-(q) =0, (3.75)

ol 202 2 2

o - o 22
A2_ 5 2(7 lu) 2+0, 22 272_/’62 (376)
(3 + a3(v% — p?)] af + a3(7? — p?)

2 2 E
a1a2(2m’7 + lu )2 (377>

[al + az(y? — p?)]

et

0 +a3(y2 = )] [} +a3(2 - )] af+as(? - )
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Cette derniere équation (3.75) a la méme forme que (3.37) sauf que A; est
transformé au A, , pour cela nous suivons les mémes étapes que celle de
Klein-Gordon et par un calcul direct, nous obtenons I'expression de I’énergie
comme suit :

+ _ myuTy,
"l +a3(y? — i) + T,
m[af + a3(y* — p?)] [ VAt (m,)? B (1 N 12T )
af +a3(y? — 1) + P Ljad + a3(12 — p2))? [of + a3(7? = p?)]
( VT N v
[0 +a3(v* — )]~ m?[af + a3(y* — p?)]

CAfef+a3(P =) (- 1) 1)}57

m2
(3.79)
ou
Tz—ln—l—%:l:— 144 (72 = 1) Vo —
B 0F +a3(2 — ) al+ad(y? =) |
(3.80)
qui peut étre écrit sous la forme simplifiée suivante :
1 3,0 1 V2 — p?
n=gnt g ELES 3.81
T I AT 20l a3 ) (3:81)
et
P 2c1 (my + pky,)
2 2 2 (v2—p?) V22
o1 + a3(y* — 1) < -l \/1 +4 [[ i+a3(v2-p )]2 * UQ%“‘%(%M)})
(3.82)
of
o = 03 + . (3.83)

4[ad + a3(y? — p2))* (10 — 1)2
au ce niveau, on peut étudier les cas limites, pour a; — 0, on a : m, = a3 ,et

Tn:——n—i- j: il VV el

B0, hous trouvons le méme résultat dans le cas

de longueur mlmmale pour l équation de Dirac [47], ou

1
lim B = —% + — \/ 222 £ 2(42 — p2)2n, (3.84)

a1—-0
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et aussi, quand oy — 0, on obtient :

1
lim (lim E;) = T 2 Jo(y2 — )i, (3.85)

a250 \ 10 Yy Y

qui est le méme résultat dans le cas ordinaire [48].
De la méme maniére que dans la section précédente, nous pouvons déterminer
la solution de I'équation (3.68) comme suit :

(1=7n) . as(my + pEy,)

n =Ug|1l— o 2 .
N =
) >COt_l(&)] % R(kn,zn)<&) (3.86)

' V1 —a3p? VA

Pour déduire I'expression du spineur des états-liés, on utilise les relations
(3.65) et (3.86), et par un calcul direct, on obtient la solution finale en terme
de I'ancienne variable (p) sous forme condensée,

o)) = €[ - U%\}% +ily = )] \/1—76@1920%
+ o + a§<172 — ) [aloﬂ(V — p) — oias(y — “)M} \/%@2]92

+m+ By |Qu(p),

(3.87)

et

/ : d
(W) ®) = O [ otV = 12| 1~ o
1 .
— 05— ) [Oqozz\/ V2 — p2 +ias (v — ,uz)] S 51 (3.8%)

1 — azp?

ou
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(1=n) _ag(my + pEy) 1 asp
Q.(p) = <1 — a2p2> [exp(z — n) cot }
( ) 2 al + Oé%(’}/Q ,U/Q) % ( 1_ oz%p?)
e
( 1— a§p2>

(3.89)

! . .
et C, est la constante de normalisation.
nous notons qu’il est également possible d’étudier le méme probleme dans
I’espace de position, en utilisant ces relations suivantes,

Qo
m —ih \/ 1 — aqx?0,, (3.90)

(6] Xz
= —ih/1 — 220, + v, | — oy (3.91)

ou v est un parametre arbitraire , car il est également possible de généraliser
ce travail dans les cas a deux et trois dimensions en introduisant les formes
généralisées suivantes [18],

X=01-v)—

=0+ A2P, (3.92)
aq
~ SN 5
pi=——Xi+ 1 —=X\NP, (3.93)
&%)
olt ¥; et P; sont définis par :
0
Xi =1 aZpk@pi

o (3.94)

V1 —aZp?

seule la situation de ce domaine en trois dimensions peut sembler un peu com-
pliquée, car en plus du terme centrifuge du moment orbital et du couplage
spin-orbite pour le cas du systeme spineur, il existe des corrections d’inter-
action supplémentaires qui dépendent de la déformation les parametres g
et ay , qui pourraient étre interprétés comme une interaction du moment

dipolaire électrique avec le moment magnétique et rendant les calculs si ex-
cessivement difficiles.

B,
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Dans ce travail, nous avons démontré un calcul explicite des équations
relativistes de Klein-Gordon et Dirac soumises a des potentiels vectoriels et
scalaires linéaires dans le contexte du modele de Snyder-de Sitter déformé
en utilisant la représentation de ’espace de moment. En utilisant certaines
transformations, nous avons montré qu’un potentiel linéaire unidimension-
nel pour le systeme relativiste dans un espace déformé peut étre équivalent
au potentiel de Rosen-Morse trigonométrique dans un espace régulier. Ces
transformations utilisées ici sont exactement semblables a celles utilisées en
relativité générale, en opposition a une transformation galiléenne additive
qui peut étre interprétée comme un opérateur de traduction non additif res-
ponsable de la dilatation et de la contraction [49] .

Dans les deux cas, il est montré que le probleme admet des solutions
analytiques exactes exprimées en termes de polynomes de Romanovski. Le
spectre d’énergie exact est déterminé en fonction de deux parametres de
déformation ajet as , et il varie directement avec les puissances dans n, qui
explique le phénomene de confinement dans notre étude dans le cadre du
modele de Snyder-de Sitter déformé, comme dans le cas non commutatif. Les
cas limites pour a; — 0 et aps — 0 sont étudiés et les résultats obtenus sont
en parfait accord avec ceux de la littérature.

Enfin, il serait intéressant d’étudier la généralisation de notre étude pour
le cas de deux et trois dimensions, comme le cas du champ électromagnétique
a potentiel scalaire confinant. Ce travail est actuellement en cours.

En général, par I’équation hypergéométrique généralisée suivante,

Py (x) dyn ()

(az® 4 bz + ¢) —i—(d:U—i—e)T—(n(n—1)+2n(p—1))yn (x)=0
(3.95)

on pose
a=c=1,b=0,d=2(1—-p) et e=gq, on obtient les polynoémes de
Romanovski RP? (z), Péquation différentielle comme [50]

d2 Rgp#]) (1:)
dx?

AR (x)

o —(n(n—1)42n(1—p)) RP? () =0

(3.96)

(1+27) +2(-p+1)z+q)

et la correspondance avec la représentation de Rodrigues est donnée par,
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L4 N w(
_w(x)%((lﬂj) (2)) (3.97)

avec la fonction de poids w(x) est

w(z) = (1+2%) Pexp (gtan™" (z)) (3.98)
Nous avons aussi I'équation différentielle vérifiée par les polynomes de
Jacobi P{"" () comme suit :

2P ()

Py
(1—3:2) T—i—(u—v— (u+v+2)x)—(x)

(o ) PO () =0

(3.99)

Par la complexification de 'argument, x — iz dans Eq.(3.99), et compa-
rons les deux équations, nous en déduisons les parametres suivants.

u:—p—i% = (3.100)

et la relation entre les polynomes de Romanovski et les polynomes de
Jacobi complexes, differe au plus par un facteur de phase, comme suit :

RPD () = mnp{ ) (i) (3.101)

ou par la fagon inverse

P (7) = — () R{EDEEOH) 0y (3.102)

Maintenant, nous utilisons cette relation entre les polynomes de Jacobi
pLev) (iz) et la fonction hypergéométrique F' comme la forme suivante [51] :

(-1)" T(v+2)
nl I'(v—n+2

P(u,’l)) y —

(3.103)

1+
)F(—n,n+1+2Rev;1+v; —l—zx)

on obtient cette nouvelle relation :

—i)" T(-p+il+2) g 1+ix
RPD (1) — (=) 2 rl_ 1 — 91— q.
(z) n! T (-p+il—n+2) e P p+22, 2
(3.104)
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Chapitre 4

Oscillateurs Klein-(GGordon et
Dirac avec le modele de Snyder
généralisé

En général, la dynamique de certains systemes physiques est modélisée
par des algebres déformées, par exemple, la description des excitations de
graphene a basse énergie et la vitesse de Fermi est basée sur une déformation
de T'algebre de Heisenberg qui rend le collecteur de moment proportionnel
au pseudo-spin [52]. La dynamique des systemes a masses variables dans
les hétérostructures semiconductrices est formulée par 'algebre quadratique
déformée [53], il y a aussi le mouvement d'un atome d’impureté *He dans
le liquide de Bose, ou une algebre de Heisenberg déformée est suggérée [54].
et dans le contexte de la gravitation quantique, les algebres de Heisenberg
généralisées ont été proposées [55, 56] ...etc.

En outre, au cours des dernicres années, il y a eu un intérét croissant
pour étudier certains problemes de mécanique quantique dans le contexte
du modele Snyder-de Sitter. Ce modele est caractérisé par une modification
des relations de commutation canoniques des opérateurs de position et de
moment, ce qui implique 'apparition d’'une longueur minimale non nulle
dans les incertitudes de position et de moment.

L’opérateur des coordonnées de position z et 'opérateur des coordonnées
d’impulsion p sont définis comme suit [18][22]
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rT=X+IA\—P (4.1)

~ (05PN =~
p= —a—lx + (1 — AP (4.2)
ol, X et P sont définis par

X =iy1-a3p?s
B » (4.3)
\/1—a3p?

et A est un parametre arbitraire.

Ces opérateurs satisfont la relation de commutation déformée dans une
dimension [18][22]

[z, p] =4[l + Oz%:cQ + a§p2 + ajas(zp + px)] (4.4)
et cette relation de commutation donne lieu a la relation d’incertitude de
Heisenberg a I’apparition d’une longueur minimale non nulle dans les incer-
titudes de position et de moment comme suit [22] :

1
AxAp > 5(1—1— (o (z) +a2<p>)2+a%(Ax)2+a§(Ap)2 — 270 AzAp)  (4.5)

ol o et [ sont deux constantes de couplage et nous distinguons deux types
de sous-algebre. Lorsque a2, 32 > 0, cette algebre déformée est caractérisée
par 'existence a la fois d’'une longueur minimale et d'une impulsion minimale
et est appelée modele de Snyder-de Sitter (SdS)) et pour a?, 3% < 0 ,il est
appelé modele anti-Snyder-de Sitter (aSdS) et aucune restriction ne se pose
3].

D’autre part, dans ce cadre de solutions certains problemes ont été trouvés,
par exemple, la solution des équations classiques et quantique pour la par-
ticule libre et de l'oscillateur harmonique est explicitement donnée dans les
modeles de Snyder-de Sitter et anti-Snyder [18] [23] [33] [32]. La trajectoire
classique, la quantification semi-classique et le probleme de Kepler sont dis-
cutés par [25], le cas de 'oscillateur de Dirac dans le modele de Snyder a
été considéré dans[22], et la solution exacte des équations de Klein-Gordon
et de Dirac avec l'algebre de Snyder-de Sitter est présentée par [57].
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Notre but dans le travail présent est de résoudre les oscillateurs harmo-
niques relativistes unidimensionnels (avec un spin 0, 1/2) soumis exactement
a un champ électrique avec le modele de Snyder-de Sitter dans I'espace de
moment, connu sous le nom d’effet Stark confiné quantique. D’autre part,
c’est de voir I'influence de cette déformation sur les propriétés des systemes
comme phénomene de confinement, valeur énergétique du décalage de Stark
et propriétés thermodynamiques.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous présentons
les relations principales de la mécanique quantique sur le modele de Snyder-
de Sitter, ou nous donnons la solution exacte de I’équation de l'oscillateur de
Klein-Gordon avec un champ électrique uniforme. Le cas de l'oscillateur de
Dirac a un champ électrique uniforme est traité dans la section 3. La section
4 est construit la conclusion finale.

4.1 Resolution de ’oscillateur de Klein-(zordon
en présence d’un champ électrique uni-
forme avec le modele de Snyder-de Sitter

Dans l'espace régulier, I'oscillateur de Klein-Gordon soumis a un champ
électrique dans un espace a une dimension (1+1) est défini par : on pose (A

[(p + imwi) (p — imwi) +m? — (E — qei)’] ¢ =0 (4.6)

ou q est la charge électrique et € est I'intensité du champ électrique.
Maintenant, en utilisant la représentation (4.1) et (4.2), I'’équation (4.6)
peut étre écrite dans le modele de Snyder-de Sitter comme suit :

Q
o b0

/N
wal»—Qw

2

+ m2w? — q2€2> X2+ <(1 — A2 + 2 (m?w? — q252))\2> P2
+ (20m2? - @e)r - 21 - N) (¥P + PR

NI ~ mw
+2qe EX + ro_quE)\P ——5 m? — Ez} Y(p) =0, (4.7)

IT—asp
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Maintenant pour simplifier ’équation différentielle (4.7) et assurer la
symétrie du systeme, on élimine le terme ()273—1—73)2) par fixation de la
valeur de A comme suit :

(1/2

A= ! . 4.8
o’ + a? (m2w? — ¢2€2) (4.8)

Alors 'équation (4.7) devient :

<04? + az(m%ﬂ — q2€2)) (1 — a§P2> pe

2 An2
o dp

i Qi) pr

2, 202 2 202 : — ap2| @
+[<a1+a2(mw C_I€)>p+22q5E 1—a?P dp+af+a§(m2w2—q2e2)1—a§P2

+2qeE 49 P S L
o? + 2(mPw? — ¢*¢*) [1 _ a2 P? 1—a2p?
(4.9)

Pour éliminer la premiere dérivée , nous jouons le role d'une phase, ce qui
rend cette substitution

+m? — E* 5 9(p) = 0,

. a’qeE
(r) = f(7)exp e e U (4.10)
ol .
T =——cos '(a,p) (4.11)
a

2

et s’intervalle est 7 € |—00, +00].
Nous obtenons sur I’équation suivante pour f(7)

{ 2 ag miw? — g2

2
_— — — mMw)CsC |\ T
dr? ozf + az (m2w? — ¢?e?) (af + 043 (m2w? — ¢2e?) ) ( 2 )

Oé;l q252 E2

(af + Ozz (m2w? — ¢2%?))?

2
2a2 a gel

B (04? + Ozz (m2w? — ¢%c?))

5 cot(a,7) +
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o2 m2w? — g2
2 2 2
a? + aZ(m’w® — ¢*e?) " a? + a2 (m’w? — ¢%?) f(r) =0,
(4.12)

qui peut etre mis sous forme d’équation de type Schrodinger dans le potentiel

trigonométrique de Rosen-Morse

i Aj csc? (4.13)

[ & (a,7) — Ay cot(a,7) + Ag} f(r) =0

et les parametres A, Ay et A3 sont donnés par

ou csc(a, T) = Sin(if)

2 2.2 22
A = “ ( e )—mw> (4.14)

2
af + Ozz (m2w? — ¢%e?) Ozf + ai(m%ﬂ — q%e2
1 2aza1q5E (4.15)
2= 15 22 2 _ 2-2))2 :
(a? + a2(m’w?® — ¢%e?))

a;iq2€2 E2

A =
(a? + 043 (m2w? — ¢?e?))?

% 2 _ 2 o (4.16)
m® — E* — - (4
a? 4 a2 (m’w? — ¢*e?) a? 4+ a2(mPw? — ¢*e?)

Pour réduire cette derniere équation a un modele d’équations différentielles

connues, nous utilisons la formule suivante :

fly) =1+ (exp (—acot ™ (y))) g(y) (4.17)
on obtient
()5 2k (20 D) +4(0- 1 +2(5- 1) - %)
(1a(B-1)—%)y+a*+ % -4(8-1)
2 2 g(y) =0 (4.18)

N 1+ y?
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qui est une équation différentielle polynomiale de Romanovski avec y =
cot(a,7) variant dans |—o0, 400 et les parametres o, 8 sont fixés par :

4a(5—1)—% =0 (4.19)
a2+%—4(5—1)2—0 (4.20)
4(5—1)2—1—2(5—1)—%:—n[(25—1+(n—1)]. (4.21)

2

Apres un calcul direct, avec utilisation des relations (4.19) et (4.21), on déduit

1 3
B = 3" + 1
1 1 m2w? — ¢2%e?
+-,|1+4 —
4 + ozf + 043 (m2w? — ¢%c?) (af + ozz (m2w? — ¢%e?) mw)
(4.22)
et
2a qeE
oy, = 5 X
(a? + ozi (m2w? — q252)>
1
(4.23)

1 m2w2—q2e?
(_2n — 1+ \/1 + 404? +a§ (m2w?—q2e2) (O‘f +a§ (m252iq252) - mw))

Pour déterminer I’expression du spectre d’énergie, nous utilisons les relations
(4.16) et (4.20) et par un calcule direct nous trouvons,

1
Ef =4m

2,2 2 2 2,02 _ 4222 2 2 2,02 _ 4222 2
¢°e* + |o? + o (mPw qe)} [1+<a1—|—042(mw qa))@n]
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2
4 (af + ai(m2w2 — q2€2)) (Bp — 1) + ¢

2 2 2, 2 2 929
— —w' tal + o (mw” —qe)
(4.24)
ou
2c0 qe
0, = 14 5 X
<af + ozi(msz — q262))
1
(4.25)

-1+, /144 ! (e — mw)
( \/ a? +a§ (m2w?—q%e?) a? +a§ (m2w?—q%e?)

et par les relations (4.10) et (4.17) nous déterminons la fonction d’onde dans
la premiere variable p comme suit :

(1=6n) qe Y
w01 =6 (1= 09)" ™ o (o~ o o

m2w? — q2€2)

« Rniln) ( e (4.26)
V1 — a3p?

ou k,,l, sont donnés par

|

p =2 — 280, L, = 2an (4.27)

et ( est une constante de normalisation.

Nous devons souligner que I'expression du spectre d’énergie contient toutes
les corrections de tous les ordres de (042 6)2 ) (a15)2 , cela signifie la contribu-
tion exacte a 'effet Stark dans le cadre du modele Snyder-de Sitter déformé.
D’autre part, il varie avec toute la puissance de n, ce qui explique le phénomene
de confinement.

Maintenant, pour obtenir 'oscillateur de Klein-Gordon pur avec le modele
de Snyder-de Sitter dans le cas en I'absence de champ électrique extérieur ,
nous mettons (¢ =0) dans (4.9), alors I’équation devient

0

a? + a®*mPw?
1 2 p—
oP

92
2 p2 2 2,2 2
—T(l—%}))ﬁ-i-(al—i—agmw)
2
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af m2w? P2 mw

af + azmsz 1— a§P2 1— afP

s+ m> —E*| ¢(p) =0 (4.28)

qui peut étre écrit sous la forme de ’équation différentielle hypergéométrique
suivante,

0? 1 0 (m? — E?)
1—2)— ——(1+2 _——-—_ =0
[z< ?) 022 * (/H_ 2 (1+ ’u)z) 9z o2 + aZmiw? /)
(4.29)
ol nous avons utilisé le changement suivant
V) =[=(1=2)]" f(2) (4.30)
avec )
mw

La solution de cette équation différentielle (4.29) est
f(2) = C1F(a,b,c;2) + Coz' “Fla+1—c,b+1—¢2—c;2) (4.32)

avec

2,2 2 _ e

=" m(;22 2 m2w2 22 gm 2 2)2 (4.33)

o? + a2m’w (a® + a2m’w?)? o + a?mPw

2,42 2 _ e
- mw B miw _(m ) (4.30)
a? + a?m2w? (a2 + a?m2w?)? o2 + a?miw?
1 2 1 2 1 2
et
1

= 4 (4.35)

ozf + agm%ﬂ 2

Considérant la condition aux limites que (z — 0) et (z — 1) conduit a f(z)
tendant a étre fini, la fonction hypergéométrique est réduite a un polynome
avec la restriction suivante :
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b=-n , (4.36)

alors la solution peut étre écrite sous la forme suivante :

2mw mw
+n,—n

f(2) = CuF( +3:2) (4.37)

af + azm%ﬂ ’ ozf + afm%ﬂ

et en appliquant les relations (4.34) et (4.36), nous obtenons le spectre
d’énergie pour l'oscillateur de klein-Gordon comme ’'équation suivante

o2
E =4m (—12 + a2w2> n?+2%n 41, (4.38)
m 2 m

Nous notons que ces résultats peuvent étre obtenus exactement et directe-
ment en utilisant la limite ¢ — 0 dans les résultats précédents (4.23) et

(4.25).
Pour € — 0,
limf,, =0, lima, =0 (4.39)
e—0 e—0
et
1 3 1 2mw
limp3,, = —— -++-(1-—-— 4.4
81_r)r(1)ﬁ 2" * 474 < af + a§m2w2> (4.40)

on remplage ces limites dans (4.24), on obtient exactement le méme spectre
d’énergie dans (4.38) et la méme fonction d’onde en utilisant les propriétés re-
liant les polynomes de Romanovski et la fonction hypergéométrique [45 — 46] .

Par conséquent, I’expression de la fonction d’onde en termes de ’ancienne
variable p peut étre écrite comme suit :

Y(p) = C, (1 — a§p2) 2(“?+z§m2w2)

2mw mw 11
X —n,—5———5— +=;=(1— 4.41
<ozf + a?mPw? e a? + a?mPw? Ty 2( o,p)  (441)

Ou Cjest une constante de normalisation.
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4.2 Resolution de l'oscillateur de Dirac en
prsénce d’un champ électrique uniforme
avec le modele de Snyder-de Sitter

L’oscillateur de Dirac avec champ électrique uniforme dans le modele
de Snyder-de Sitter est défini par I'expression suivante [58,59] : on pose (A
[a (p — imwfi) + m] V(p) = (E — qe) U(p) (4.42)

o w) = (i)

04—02—(? _()i>,et 5—03—((1) _01) (4.43)

Pour résoudre l'oscillateur de Dirac, nous utilisons I’expression suivante :

et a, § sont les matrices de Dirac données par

N———

U =[(F—q¢i)+a(p—imwpt)+ m] ¢ (4.44)

on obtient la forme quadratique de 'oscillateur de Dirac pour la fonction a
deux composantes ¢ dans I’équation suivante :

[(E - gei)’ — (p + imwpi) (p — imwfz) — m? — gea [2,p]] =0 (4.45)

ou :
)
o = ——— 4.4
5916 = 7m0 (4.46)

Apres un calcul simple mais long, notre systeme sera écrit comme suit :

a2 + a2 (m2? — ¢%e?) e d
T 2 1_ 2P2) ( 2 2/ 2 2 2 2) a
= ( 0 + (o + o (mw” —ge) pdp

20,02 2 2.2
d a; (mw” — ¢°e”) P?

2iqe B, /1 — 2P2— :

o “ dp+af+a§(m2w2—q252)1—a3P2
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a o P ; _
+2qeE L + igea — mwp +m? — E?| (p) =0

2 1 o2 (m2w? — o222 — a2p2
a? + a2 (mPw? — ¢*e?) /1—04§P2 l1—a?P

(4.47)

ol nous avons utilisé les relations (4.1) et (4.2) et nous avons fixé le
parametre arbitraire A en éliminant le terme (Xﬁ—l—ﬁf() Comme indiqué dans
la section précédente, nous trouvons la méme valeur que celle de I’équation
(4.8).

A cette étape, pour simplifier I'équation (4.47), nous effectuons cette sub-
stitution

. a’qeE
(1) = f(7)exp Za? T a2t = 27 ) (4.48)
1
ol 7 =——cos '(a,p) et T€]-00,+00|
«

2

nous obtenons sur ’équation suivante pour f(7)

2 2 (2,2 _ 2.2 2 /3
d o (m*w® — ¢°e?) azy/m

02 — 022
— — 5 CSCQ<0427') - 1

(38(22(a2 T)M

dr? <a2 + a2 (m2w? — q2€2)> a? + a2(mPw? — ¢*e?)
1 2
2a§ozl qeE (. 7) ajq252E2
— cot(a, 7) +
(a? + a2(m’w? — g%e?))? 2 (a® + a2(m’w?® — g%?))?
— 043 m? — E? — miw’ — g’ f(r)=0
a? + o2 (mPw? — ¢%e?) a? + a2 (mPw? — ¢??)
(4.49)
. mw qe
oll M est la matrice donnée par M = \/m2°;z_q2€2 \/mZ;iJ—q%? dont

- \/m2w27q252 \/m2w27q252
les valeurs propres de la matrice sont o0& = +1.
et pour les vecteurs propres de cette matrice on a la formule MV = oV
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et pour cella il y a deux vecteurs propres corspondants les valeurs propres
ot = +1.
pour o = +1, on a le vecteur propre u; est donné comme suit :

1
u = K, (mw N \/W) (4.50)

qe qe

et pour 0~ = —1, on a le vecteur propre u, est donné comme suit :

1
uy = Ko (mw W) (4.51)

qe qe

Pour résoudre cette équation (4.49), nous posons la solution comme suit :

f(1) = u,n, avec u, est un vecteur propre a deux composantes de la matrice
M avec la valeur propre o, alors on obtient :

d2
{P — Ay CSCQ(OzQT) — Ay COt(O&QT) + Ag} f(r)=0 (4.52)
ol
2 (m2w? — o2& 2 SRk — 222

Ay = AU )2+af2fi2q22 (4.53)

<a2 + a2 (m2w? — q252)> a? + a2 (mPw? — ¢%?)
A 2a§a1q5E (450

P (@2t 2(mPw? - ?6?))? '
Al Pe2 B?
As 2
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Nous notons que cette équation (4.52) a la méme forme que (4.13) sauf que
Ay est changé en A4, donc nous suivons les mémes étapes que Klein-Gordon
avec un calcul direct, nous obtenons sur ’expression de I’énergie comme suit :

1
q2e? + [O‘f + ag(m%ﬂ _ q2€2)} [1 + (a? + 043 (m2w2 _ q2g2)> W%]

Ef =4m X

N

2
(ot ) 1

— —w? ozf + az (m*w? — ¢*e?)
(4.56)
ou
3 o 1 V/miw? — ¢?e?

n = —= -+ -4 - 4.57
P "I I a? + o2 (mPw? — g%e?) (4:57)

avec

2c0 qe

T = 4 (4.58)

a? +a§ (m2w?—q2e?)

2
<O‘? +aZ(mie? — q252)> {—Qn YN VLU i }

et les fonctions d’onde seront calculées comme suit :

no n

(¥ >(p>:c’{[_ﬂ<mw+o¢m>+

(6%} qe
, mw + o1/ miw? — ¢?c? _—
1 [ mw —qe } 1 — asp*—
qe dp

a1y mw + o+/m2w? — ¢%e? (4.59)
727) mw —qe

+
ozf + ozz (m2w? — qe

a2 (m?w? — ¢%<?) (mw + U\/W) ] P

a? + a2 (mPw? — ¢??) qe

+ By +m | Qu(p),

2

1 — asp?
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() 0) = C{ [ — o/ — 2] |1 — a2 o
2

dp

g/ miw? — ¢2e?
[ pi0ay
af + 043 (m2w? — ¢%¢?)
N a2 (m2w? — g2e?) } P (4.60)
i
ozf + az(meQ — q%e?) \/1—704%])2
mw + oy/m2w? — ¢%e?
+wwww< - b @n(p).
ou
(1-Bn) ) arqeE _ Qo
o) = (1=0z?) " e ) ot (=)
@n(p) < 2P ezp Zozf + ozz(m%)? — ¢%c?) fn ) €0 (W)

x Rlknbn) (220 (4.61)

Nimrer

Pour obtenir 'oscillateur de Dirac pur avec le modele de Snyder-de Sitter,
on met (¢ =0) dans (4.47) et avec un calcul direct on obtient la méme
équation différentielle associée a l'oscillateur de Klein-Gordon (4.28) pour le
spineur W, (p) dont la solution est

Vi(p) = Dy (1 — ajp2> 2(a2+a2m2w?)
2mw - o
Moz razmes P e el 4.62
X (af —+ Oéim2w2 +n,—n, af + aimng + 5 2( CVQP)) ( )

avec la méme expression de ’énergie (4.38), Djest la constante de norma-
lisation.

Pour déduire 'autre composante Wo(p), on prend en compte la propriété
suivante des dérivées de la fonction hypergéométrique

d b
%F (a,b;c;x) = %F (a+ 1,0+ 1;¢+ 1;2) (4.63)
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nous trouvons le résultat comme suit

mwta? +a? m2w?
(a, +ia,mw) [<a2 + a2m2w2> n® + 2mwn} (W)
1 2 2 2
qj?(p):Dl [I—Q/P}
(E+m) <2mw +ao2+ aim%ﬂ) ’
2mw mw 31

(o Tt L s T g 4.64
(O‘f+0‘fm2w2+ e ’@f+a§m2w2+2’2( a,p)) (4.64)

Avant de terminer cette section, nous signalons que nous pouvons obtenir les
résultats de l'oscillateur de Dirac pur en prenant la limite € — 0, on obtien
comme suit :

limm, = 0 (4.65)
e—0
et
1 1 1 ’
i 2_(_Zp_ = - mw
}clgcl)(p"_l) B ( 2" 4(1i0)i20zf+azm2w2> (4.66)

et nous obtenons exactement le méme spectre ;

1
2

limEF = +m
e—0

(4.67)

O[Z 9 w
—12+a2w n®>+2—n+1
m 2 m

Pour conclure cette section, il est préférable d’étudier certaines propriétés
thermodynamiques du systeme. La fonction de partition Z des oscillateurs
KG et Dirac déformés avec des relations de commutation de Snyder-de Sitter
a température finie T est donnée par Euler-Maclaurin comme suit :

Z—i @—i LI (A D
= 2 exp = 2 exp T —s Tajw | n —n
(4.68)
ou Kp est la constante de Boltzmann.
Selon la procédure d’évaluation habituelle et en conservant les contribu-
tions dominantes d’ordre 0 et 1 en oy et ag, on obtient
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wm wm 6

L EsT) 80y (K,T)' (1 1 (K:T) ) _ % (4.69)

qui peut étre pour les hautes températures

Z

~ hwmc? hwmc*
En utilisant les formules habituelles des propriétés thermodynamiques telles
que I'énergie libre I, I’énergie interne U, la capacité thermique C' et ’entro-
pie S,

(KT B(KBT)“( Ut a) (4.70)

m2w?

L B 20nZ _ 8_U B _G_F
F=—KpThZU = KpT*“ 22 C= o0 and S = =50 (471)
on obtient
(KBT>2 @,
F=—KgTl ( - [1-3(KpT)’ (mw +a,)] (4.72)
U = 4KuT |1 - ! _ (4.73)
b 2(1-3(KpT)* (s +0,)) '
1+ 3(KpT)? (=2 ]
C = 4Ky [1— 3Kz )2(’”; o) . (4.74)
2(1-3(KpT)" (3 +a,))
S = iy | 22D Gl ) (6T 1= 3(KpT) (=5 + 0, )]
Pl =3 (KpT) (5 + 0, ) wm P Nmze
(4.75)

Nous avons établi une solution exacte et explicite des oscillateurs de Klein
Gordon et de Dirac déformés unidimensionnels soumis a un champ
électrique dans le contexte du modele de Snyder-de Sitter dans I'espace des
moments ; est connu sous le nom d’effet Stark. Dans les deux cas, la
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solution exacte est déterminée, les fonctions d’onde sont obtenues et sont
exprimées en termes de polynomes de Romonovski. Le spectre d’énergie
exact est extrait et il contient des corrections supplémentaires dépendent
des parametres de déformation oy, as et de toutes les corrections de tous
les ordres de (oz25) , (o €), cela signifie exactement contribution a leffet
Stark dans le modele de Snyder-de Sitter. D’autre part, il varie avec toute
la puissance de n, ce qui explique le phénomene de confinement dans ce
cadre de déformation. Le cas de l'oscillateur relativiste pur pour spin (0 et
1/2) est déterminé cas particulier en prenant la limite & — 0, lorsque le
champ électrique s’annule, les fonctions d’onde sont obtenues et sont
données en fonction de la fonction hypergéométrique.
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Chapitre 5

Résolution de 'oscillateur de
Duffin-Kemmer-Petiau en
présence d’un champ éléctrique
avec modele de Sitter et anti-de
Sitter

Les espaces de Sitter (dS) et anti-de Sitter (adS) sont des modeles ho-
mogenes et isotropes de 'univers. Ils ont été introduits en 1917 par W. de
Sitter en tant que solutions des équations de champ d’Einstein dans le cadre
de la théorie de la relativité générale [60 — 62]. D’autre part, ces modeles se
distinguent par le signe d’un parametre géométrique appelé constante cosmo-
logique, introduite pour compenser les effets de la gravitation afin de rendre
I'univers immobile et pour expliquer 'expansion accélérée de 'univers et
I’énergie d’espace quantique. La positivité de la constante cosmologique ca-
ractérise le modele de Sitter, qui représente le comportement asymptotique
des modeles de Friedmann pour t infini [63]. En revanche, le modele anti-
sitter [62 — 63] est fourni avec une constante cosmologique négative.

L’étude de ce type d’espace a suscité un intérét considérable en rai-
son de la multiplicité de ses applications dans divers domaines de la phy-
sique théorique tels que : l'oscillateur de Dirac et 1'algebre non relativiste
de Snyder-de Sitter [22] ; la mécanique classique et quantique de la particule
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libre et I'harmonique oscillateur dans la version non relativiste du modele de
Snyder sur fond de courbure constante [18]; oscillateurs de Klein-Gordon et
de Dirac soumis au champ électrique uniforme avec le modele de Snyder-de
Sitter dans l'espace cinétique [64], étudiant un champ scalaire se propage a
larriere-plan d’un espace de Sitter (dS) en expansion et contracte un univers
anti-de Sitter (adS)[65]. Transparence de l'espace-temps aux champs multi-
polaires de Sitter et anti-de Sitter [66]. Généralisation de 1’électrodynamique
a l'espace de Sitter [67]. Partie radiale de I’équation électronique dans l’es-
pace de Sitter-Schwarzschild [68]. Oscillations de neutrinos dans le sitter et
I'espace-temps anti-sitter [69]. Effet de Casimir (potentiel effectif) pour un
scalaire conforme ou massif dans les espaces de Sitter et anti-de Sitter [70].

Dans cette analyse, nous nous intéressons au traitement de 1’oscillateur
Bosonique soumis au champ électrique uniforme avec ’algebre des modeles
de Sitter et anti-de Sitter. Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la
section 1, nous rappelons brievement 'algebre de Sitter et I'anti-de Sitter.
Dans la section 2, nous étudions l'oscillateur bosonique en présence d'un
champ électrique selon la déformation et les parametres d’espace. Le spectre
d’énergie et les fonctions d’onde associées sont obtenus et les cas limites sont
étudiés, par exemple dans la limite « -+ 0 et e — 0 .

on rappelle que dans le modele de de Sitter et anti-de Sitter, 1'algebre
de Heisenberg déformée est définie par la relation de commutation suivante,
nous mettons (A =c=1)

[, 0] =i (1+ caz?), (5.1)
Ou « est un petit parametre de déformation et o caractérise la nature

de l'espace, égale a ¢ = —1 pour le modele de Sitter et a o = +1 pour le
modele anti-de Sitter.

En conséquence de la commutation, la relation (5.1) conduit a une relation
modifiée d’incertitude de Heisenberg

(Az) (Ap) > % (1+0a(Ax)?), (5.2)

et les opérateurs T et p sont satisfaisants



Le produit scalaire associé et les relations de fermeture sont donnés par
les relations :

/;|x><x|dx:1 (5.4)

1+ ocax?

1
(plo)= / m¢*¢d$ (5.5)

5.1 Oscillateur de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

en présence d’un champ électrique

Dans l'espace régulier, on considere 1'Oscillateur Bosonique en présence
d’un champ électrique décrit par I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
sous la forme suivante :

d
3° [za — esﬁ} Y(z,t) — [B (p— in"mwz) + m] (z,t) =0 (5.6)

Ou (e) est la charge électrique et () I'intensité du champ électrique, les/3°
, B et ° = 2(8°7 — 1 sont des matrices satisfaisant I'algébre de DKP et
peuvent étre choisies par la représentation suivante

0 0 4 0 i 0 1 0 0
=1 0 00 |,pB = i 00 ,n=10—-10 (5.7)
—i 0 0 000 0 0 1

Afin de résoudre I’équation (5.6), nous introduisons la solution station-
naire ¢ (z,t) = ¢ (z) exp(—iEt), 'équation précédente devient

B[E — ecit] ¢ (x) — [B' (p — in"mwi) +m] ¢ (x) = 0. (5.8)

En insérant la fonction d’onde ¢ ()", qui a trois composantes (¢ () , 2 (2) , ¢3 (2))
et la matrice (5.7), on obtient les systémes d’équations suivants :
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maey (x) + (ip — mwi) ¢ (x) — i (E — ect) ¢35 (x) =0
bo (x) = —%‘ (ip + mwz) ¢ (z) (5.9)
¢3 () = —;, (B —eel) ¢1 ()

En découplant les éq.(5.9), il n’est pas difficile de vérifier que ¢y () vérifie
I’équation de type de Klein-Gordon suivante :

[ p* — imw [p, 2] + (m’w® — €°¢%) &° + 2ecEd + m* — E?] ¢ (z) = 0.
(5.10)
Par la suite, nous sommes intéressés a étudier le probleme de 'oscillateur
Bosonique dans le cadre du modele de Sitter et anti-de Sitter.

5.1.1 Cas de Sitter (o0 = —1) :

Dans ce cas, avec 'algebre de Sitter 0 = —1, on substitue les relations
(5.1) et (5.3) a I’équation (5.10); nous obtenons cette expression suivante :

2
(1 — 04952)2 Tz 200x (1 — 04952) % — (m2w2 —e%e? 4 amw) 2 — 2ecEx

+mw + E* —=m®] 1 (z) =0 (5.11)
Nous faisons le changement de variable,

g % coth™ (v/az) (5.12)

Ol\llCE]—\/La,\/La

et par un calcul simple, il est facile d’obtenir

[j—; + Ay esch® (Vag) — Ay coth(vag) + 61] 1 (%ﬁ) =0 (5.13)

ou les constantes A;, As, €; sont données par
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2,2 2.2
Ay = e — M€ (5.14)
(6]
E

Ay = 2% (5.15)

2,2 2.2
(= MW )  p o (5.16)

o

Pour obtenir la solution exacte de 'équation (5.13), nous utilisons ’ansatz
sulvant :

o (5 ) = (19" fexplucot™ ()] 900 (5.17)
ou
y = coth(y/aq) (5.18)
7 et p sont des constantes a déterminer. Alors Eq.(5.13) réduira a :
2

d A
1—9?) — +2(u—(2y+1)y) — — 4> — 2y — —
[( V) g 20— vy g -4 =2y = 7

2 2 € A
pe Ayt + L = (dyp+ 32y
+ 1_y(2 ) g(y)=0 (5.19)

qui se transformera en 1’équation polynomiale de Jacobi :

d? d
(1-9%) d—y2+ (v —u)— (u+v+2)y)d—y+n(n+u+v+ 1)] plenvn) () = 0
(5.20)
en fixant les coefficients proportionnels a# comme
A
<4w + —2) =0 (5.21)
Q
2 2, “
w44y —1—520 (5.22)
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En utilisant les relations (5.19), (5.20) et (5.21), apres un calcul direct,
on trouve :

dy =u+v (5.23)
2u=v—u (5.24)

A
—472—27—Elzn(n+u+v+1):n(n—l—4fy+1) (5.25)

Apres des calculs simples, et pour cela en utilisant les relations (5.21) et
(5.25), nous trouvons

1 1 m2w? — e2e2 mw
= — —(2 1 —/14+4 | — 4— 5.26
R >+4\/ P (IS ) )

2eck
ava2n+1) + /a3 + 4 (m2w? — e222) a + dmwa?

u = (5.27)

Pour déterminer les expressions du spectre d’énergie, nous utilisons les
relations (5.16) et (5.22). Nous obtenons le résultat suivant :

1
—1603y* + 4 (m2w? — e%e?) ay? + 4m?a?4?] 2

E, = &+
4a’? + e2e?

(5.28)

Et par les relations (5.9), (5.17) et (5.18), nous aurons la forme finale de
la fonction d’onde dans I'ancienne variable z comme suit

b1 () = Cr (1 - aa?)" [exp(ucoth™ (vaw))] p 2"+ (Vax)  (5.29)

¢ (z) = Cy (1 — oza:Q)7 [exp(p coth_l(\/ax))} (207 = mw)z = \/a#pg%pauu)(\/ax)

m
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4 1
YO ERED () g o /a) (5.30)

b5 (2) = Cr(— ) (E—eex) (1 — as®)" [exp(pcoth™(v/az))] pi& =2+ (\/ar)
m
(5.31)
ou (' est une constante de normalisation.
Il est maintenant intéressant d’étudier les cas particuliers suivants :

Cas d’absence du champ électrique (¢ = 0)

Dans ce but, en prenant Uintensité du champ électrique (¢ — 0), les li-
mites des relations (5.26) et (5.27) sont

limp, =0, et lim v, = -3 + 52

e—0 e—0 o

et le spectre d’énergie est

limE, = + m\/——n2 + p —n +1 (5.32)
e—0

qui coincide exactement avec le résultat de 1'oscillateur de Dirac dans le
contexte du principe d’incertitude généralisée (GUP) dans [71].

Cas d’absence de la déformation (a = 0)

Pour le cas d’absence de déformation, en prenant la limite (o — 0), on
trouve

1
lim(ar,) = 3V miw? — e2e? (5.33)

a—0

1 1 2,2 _ 2.2 1
lim(ay?) = —=vVm2w? — e2e2(2n + 1) + ZlimM + 1 (5.34)

a—0 4 a—0 o

1
: 2.2y _ +
lim(a®y) = 5

Donc, le spectre d’énergie est

(mPw® — °c?) (5.35)

e2? \ 2 3
?) [m2 — mw + Vm?w? — e2e2(2n + 1)] (5.36)
m2w

En:i(l—
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Cas de loscillateur bosonique pur (o =0) et (¢ =0)

Maintenant, pour obtenir le cas de 'oscillateur bosonique pur, c’est-a-dire
(=0, et € =0 ), nous calculons la limite de la relation (5.28) pour @ — 0

et € — 0, on trouve
w
E,=4+my/2—n+1 (5.37)
m

et en utilisant la formule de Rodrigues pour le polynome de Jacobi et en
appliquant cette limite des relations (5.26) et (5.27) on trouve.

ll_r}(l)un 0, et ll_r% Tn 5+ 5o et (lxg% [(1 az?)
exp (—22a2?)

et
lim [ ,S‘”T""*T)(\/ax)} = i H, (Vmwe)

a—0
alors, la fonction d’onde peut étre exprimée par

lim [lim (¢1 (x))} ~ [exp <—%x2>] H, (vVmwz) (5.38)

a—0 Le—=0 2

qui est exactement le résultat ordinaire de l'oscillateur Bosonique dans
I’espace régulier.

5.1.2 Cas anti-de Sitter (o = +1)

Procédons de la méme maniere que dans le cas précédent en prenant
(0 = +1) pour 'anti-de Sitter et en effectuant la substitution des relations
(5.1) et (5.3) dans I’équation (5.10); on arrive & cette expression

2

(1 + a12)2 % + 20x (1 + 045132) % + (amw +e%e? — m2w2) 2?2 — 2ecEx

+mw + E* —m?] 1 () =0 (5.39)

Pour simplifier 1’éq.(5.39), nous introduisons le changement de variable
suivant :
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T = —% cot™! (vaz) (5.40)

on obtient a I’équation différentielle suivante

& + Az csc?(var) + Ay cot(var) + 62] 0%} (M) =0 (5.41)

dr?

ou Az et Ay et €5 sont donnés par :

2.2 2 2
A, = (mw N M) (5.42)
!
ecF
Ay =2—= 5.43
=25 (5.43)
2.2 2 2
S G L (5.44)
Q@

Pour résoudre 1'équation (5.41), nous utilisons ’ansatz suivant :

¢1 (%) = (1 + yQ))\ [exp(@ cot_l(y))] f(y) (5.45)

ou

y = cot(v/ar) (5.46)

et A et 0 sont les parametres libres, qui seront déterminés ultérieurement.
Par maniere de la substitution donnée par I'Eq.(5.45), I'équation différentielle
(5.41) pour f (y) sera réduite a :

2

(1+92)d—y2+2((2>\+1)y—9)@+4)\2+2>\+§

02 — AN+ 2 4 (22 —4M)) y
_|_ 8] 8]
1+y?

F) =0 (5.47)
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qui convertit a I’équation polynomiale de Romanovsky (Rék’l) (y)>

2

(1+y2)j—y2+2((2)\+1)y—9)diy—n[4)\+n—|—1]}f(y):O (5.48)

En prenant le terme proportionnel ﬁ est égal a zéro, ce qui implique
la fixation les parametres A et 6 par les relations suivantes

02— 42+ 2= (5.49)
(6%
A
= AN =0 (5.50)
[0
A
AN 42X + E?’ = —n[AA+n+1] (5.51)

et k,l sont les parametres réels, qui seront déterminés en fonction de la
propriété du polyndéme de Romanovsky (R%k’l) (y)) [46], on trouve k = —2\,
et | = —26.

Apres un calcul simple en utilisant les relations (5.50) et (5.51) , on ob-
tient :

4 o2 «

1 1 2,402 __ p2-2
An:_1(2n+1)+—\/1+4(m” 65>—4mw (5.52)

B 2ecl
—av/a2n +1) + /a3 + 4 (m2w? — e2e?) a — dmwa?

0, (5.53)

Pour déterminer I'expression du spectre d’énergie, on utilise les relations
(5.44) et (5.49) , on obtient le résultat suivant :

1603\t — 4 (m%w? — e2e?) al? + 4m?a®\? :
4o \? 4 e2e?

Par les relations (5.45) et (5.46), nous aurons la forme finale de la fonction
d’onde associée dans ’ancienne variable x comme suit :

E, ==+

(5.54)

62



¢1(x) = Cy (1 + axQ)/\ [exp (9 cot™? (\/aa:))] RFntn) (\/&ﬁ) (5.55)

20\ + mw) x — /ol

m

o(2) = Co (1 + 0?) [exp (B cot™ (var))] [_ (( > R (y/a)

—%n (2, +n —1) (1 + az?) RY Y (\/ax)} (5.56)

b(2) = C (-%) (E — ecx) (1+ aa®) [exp (ot~ (var))] R (yaz)
(5.57)
Ou (5 est une constante de normalisation.
Avant de terminer cette étude, il est également intéressant d’étudier les
cas particuliers suivants :

Cas d’absence du champ électrique (¢ = 0)

Pour ce cas, on calcule les limites des relations (5.52) et (5.53) quand
€ — 0, on obtient

li_r}%@ —Oethm)\ ——5—%

on obtient le spectre d’énergie comme suit :

HmE, = +m —n2 +22 —ntl (5.58)

e—0

qui coincide exactement avec le résultat de l'oscillateur de Dirac dans le
contexte du principe d’incertitude généralisée de [71].

Cas d’absence de la déformation (« = 0)

Pour le cas d’absence de déformation (o = 0) , on trouve

1
lim(a),) = 5V m2w? — e2e? (5.59)

a—0
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1 1 2,2 2.2 1
lim (a)?) = Z\/m%ﬂ —e2e?(2n+1) + thw - g (5.60)

a—0 a—0 e

lim (a?\?) =
a—0 "

(mPw® — e*c?) (5.61)

|

alors, le spectre d’énergie devient :

1
2

2.2\ 3
limE" =+ (1 — i) [mQ — mw + Vm?w? — e2e2(2n + 1) (5.62)

a—0 m2w?

Cas de loscillateur bosonique pur (o« =0) and (¢ = 0)

Maintenant, pour obtenir 'oscillateur bosonique ordinaire(a = 0, et e =0 ),
par calcul direct, dans(5.54) pour @« — 0 et ¢ — 0, on trouve le spectre

d’énergie.
w
E, =+my/2—n+1 (5.63)
m

et en utilisant la formule de Rodrigues pour le polynome de Romanovsky
et la limite de la relation (5.55) pour « — 0 et ¢ — 0, on trouve.

: _ ' — _n _ omw : 2y(-3-%2)] _
ligf, = 0, i 5 = =~ 2 et Jimy (1 +ar?
exp (—%xz),
et
lim [RE”*&” (ﬁx)] = (—1)"H, (y/mwxz).
a—r

cela conduit a un résultat ordinaire sans déformation pour l’expression
de la fonction d’onde

lim [lim (1 (m))} ~ [exp <—%x2)] H, (vmwz) (5.64)

a—0 Le—0 2

Pour tester nos resulats de ce chapitre , pour le cas (o« = 0) c’est-a-dire dans
I’espace plat, nous solutionnons 1’équation (5.11)

d2
[@ — (m2w2 — 6262) 22— 2ecEx +mw + E? — mZ} ¢1(x) =0 (5.65)
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par la méthode directe et sans passer par la limite.

Tout d’abord, en utilisant le changement de variable suivant

eckE

x:y——
m2w2—6252

I’équation précédente éq. (5.65) prendra la forme suivante :

d? 5 9 ecE
{d—w‘““b}%(y—m)zo

ou
a = Vm2w? — e2e2

22102
e‘e’F
b:ﬁ+mw+E2—m2
mewe — e“e

et qui s’écrira comme suit :

ou l'on a utilisé

z = \/ay
en fixant
b=(2n+1)a
cette derniere prendra la forme suivante [72],

2
@+27/L+1—Z2 ¢1(Z):O
dont la solution est polynoéme d’Hermite,

2

é1(2) = exp(—5) H,(2)

A partir de ’équation(5.72), nous obtenons l'expression du spectre

d’énergie comme suit :

65

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)
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e2? \ 2 >
W) [m2 — mw + Vm?w? — e2e2(2n + 1)] (5.75)

En:i(l—

Maintenant, pour déterminer la fonction d’onde quand (a = 0) , on utilise
la relation (5.74), on trouve l'expression suivante :

exp(—

vm2w? — e2¢2 ecE 2
x )| %

2 m2w? — e2e2

4 470 2 _o2.2
Hn ( /m2w2 . 626233 + vVmiw?—e?e eaE)

m2w? —e2s2

4/ 3 2 2.2 4 473 3 2.2
) mwmeann_1< m2w2—6252x—|— VmAw eeesE)

m2w2—e2g2

— (35) (B — ecz) H, (mx i M)

mi2w?2—e2e2

(5.76)

(53 est une constante de normalisation. Ces resulats concordent
exactement avec ceux trouver en passant par la limite de (5.36) et (5.38).

Dans ce chapitre , nous avons résolu de maniere précise et analytique
l'oscillateur de Bosonique sous un champ électrique uniforme externe dans le
contexte de I'algebre de Sitter et anti-de Sitter. Dans les deux cas, on obtient
les expressions des fonctions d’onde : dans le cas de Sitter, nous avons exprimé
les fonctions d’onde en termes de polynomes de Jacobi, et dans le cas anti-
de Sitter, nous avons exprimé les fonctions d’onde en termes de polynomes
de Romanovski. Le spectre d’énergie correspondant est extrait. Cela dépend
des parametres de déformation « et €; qui reflete 'influence de 'oscillateur
bosonique sous l'effet de la gravitation et de l'effet aberrant. On peut aussi
écrire cela comme une série de toutes les puissances de n, ce qui traduit le
phénomene de confinement, les cas limites sont étudiés, par exemple : dans
la limite o — 0, nous avons acquis le spectre a plat de Snyder et 1’espace
anti-de Snyder. On déduit alors le cas pur de l'oscillateur Bosonique lorsque
a=0ete=0.
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Chapitre 6

Conclusion générale

Ce travail de recherche a montré l'importance de l’espace déformé de
I'impulsion de Snyder ayant induit la généralisation des résultats obtenus
précédemment en mécanique quantique, par la résolution analytique des
équations relativistes de Klein-Gordon (K-G), de Dirac et de Duffin-Kemmer-
Petiau (DKP) dans 'espace Snyder-de Sitter. Ces équations relativistes décrivant
la dynamique des particules, avec et sans spin, dans 1’espace-temps de Sny-
der déformé en présence des constantes de déformation et des interactions
extérieures qui se transforment au cas de I’équation différentielle de Schrodin-
ger avec un autre potentiel effectif dans ’espace régulier différent a celui choisi
initialement.

Dans le chapitre 2, plusieurs notions et concepts de la mécanique classique
et quantique dans le contexte des algebres déformées de Snyder-de Sitter ont
été présentés.

Dans le chapitre 3, nous avons traité les équations relativistes de Klein-
Gordon et de Dirac soumises a des potentiels vectoriels V' (z) et scalaires
S(x) linéaires, dans le contexte du modele de Snyder-de Sitter déformé, en
utilisant la représentation des moments p. Nous avons montré qu’'un po-
tentiel linéaire a une dimension pour le systeme relativiste dans un espace
déformé peut étre équivalent au potentiel de Rosen-Morse trigonométrique
dans un espace régulier. Dans ce travail, le spectre d’énergie est exactement
obtenu en fonction des parametres de déformation oy et as et il varie avec
les puissances en n, ce qui explique clairement le phénomene de confinement
dans le cadre du modele de Snyder-de Sitter déformé, similaire au cas de la
non-commutativité. Dans les deux cas, les solutions analytiques exactes sont
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obtenues et sont exprimées en termes de polynomes de Romanovski R, (x) .
Les cas limites a; — 0,et ap — 0 sont étudiés et les résultats obtenus sont
en accord avec ceux de la littérature.

Dans le chapitre 4, nous avons établi les solutions exactes et explicites
des oscillateurs de Klein-Gordon et de Dirac dans le contexte du modele
de Snyder-de Sitter déformé dans l’espace des moments a une dimension
en interaction avec un champ électrique €; connu sous le nom de 'effet de
Stark. Les solutions exactes sont déterminées, et les fonctions d’onde v, ()
sont obtenues et sont exprimées en termes de polynomes de Romonovski
R, (z). Les spectres d’énergie E, sont extraits, contenant des corrections
supplémentaires dépendentes des parametres de déformation a; et as et des
corrections de tous les ordres de (aye) et (aqe), ce qui traduit l'effet Stark
dans le modele de Snyder-de Sitter. D’autre part, nous remarquons, que les
spectres trouvés varient avec toutes les puissances en n, ce qui explique ainsi
le phénomene de confinement dans le cadre de cette déformation. Par la suite,
les cas limites sont analysés, comme le cas de 'oscillateur relativiste pur pour
le spin (0 et 1/2) en passant par la limite ¢ — 0, et le cas du champ électrique
nul (e =0).

Dans le chapitre 5 , nous avons résolu analytiquement l'oscillateur de
Bosonique de DKP sous 'action du champ électrique uniforme externe dans
le contexte de l'algebre de Sitter et de ’anti-de Sitter. Dans les deux cas,
nous avons obtenu les expressions des fonctions d’onde :

Pour le cas de Sitter, les fonctions d’onde sont exprimées en fonction de
polynomes de Jacobi P, (x), et pour le cas anti-de Sitter, les fonctions d’onde
sont exprimées en termes de polynémes de Romanovski R, (). Le spectre
d’énergie F),, correspondant pour ces deux cas est déduit, il dépend de « et
; ce qui reflete 'influence de 'effet de la gravitation sur le systeme étudié.
Le cas de l'oscillateur Bosonique pur est déterminé quand o« =0 et e =0 a
la fin de ce chapitre.
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Chapitre 8

Résumé - Abstract

8.1 Résumé :

Notre these est composée essentiellement de deux parties :

1-Dans la premiere partie, plusieurs notions, concepts et techniques sur
les algebres déformées ont été exposés

2-Pour la deuxieme partie, certaines applications ont été présentées :

eTraitement de I’équation de Klein-Gordon et Dirac dans 'espace des
moments en interaction avec des potentiels vectoriels et scalaires linéaires
dans le contexte du modele de Snyder-de Sitter déformé. Le systeme déformé
s’est transformé au cas de linteraction avec le potentiel de Rosen-Morse
trigonométrique dans un espace régulier.
eRésolution de l'oscillateur de Klein-Gordon et celui de Dirac sous I'in-
fluence de 'effet Stark dans le contexte du modele de Snyder-de Sitter déformé.
el’étude de l'oscillateur du Duffin-Kemmer-Petiau en présence d’un
champ électrique dans le méme contexte de la déformation des algebres de
Sitter et anti-de Sitter.

Dans tous les cas, les spectres énergétiques et les fonctions d’ondes cor-
respondantes sont exactement et analytiquement déterminés et concordent
avec ceux de la littérature. Aussi, les cas limites et quelques propriétés ther-
modynamiques du systeme sont déduits.

Mots-Clés : algebres déformées, Klein-Gordon, Dirac, oscillateur, Duffin-
Kemmer-Petiau.
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8.2 Abstract :

Our thesis is essentially composed of two parts :

1-In the first part, several notions, concepts and techniques on deformed
algebras were exposed

2-For the second part, some applications were presented :

eThe Klein-Gordon and Dirac equation in the space of moments interac-
ting with linear vectoral and scalar potentials in the context of the deformed
Snyder-de Sitter model were treated. The deformed system has transformed
to the case of the interaction with the Rosen-Morse trigonometric potential
in a regular space.

eKlein-Gordon and Dirac oscillators under the influence of Stark effect
in the context of deformed Snyder-de Sitter model were solved.

eThe study of the Duffin-Kemmer-Petiau oscillator in the presence of an
electric field in the same context of the de-Sitter and anti-de-Sitter algebras’
deformation.

In all cases, the energy spectra and the corresponding wave functions
are exactly and analytically determined and are consistent with those in the
literature. Also, the limiting cases and some thermodynamic properties of
the system are deduced.

Keywords : deformed algebras , Klein-Gordon, Dirac, oscillator, Duffin-
Kemmer-Petiau.
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Abstract In this paper, we present the exact solution of the (1 + 1)-dimensional relativistic Klein—Gordon and
Dirac equations with linear vector and scalar potentials in the framework of deformed Snyder—de Sitter model.
We introduce some changes of variables, we show that a one-dimensional linear potential for the relativistic
system in a space deformed can be equivalent to the trigonometric Rosen—Morse potential in a regular space. In
both cases, we determine explicitly the energy eigenvalues and their corresponding eigenfunctions expressed
in terms of Romonovski polynomials. The limiting cases are analyzed for o} and e — 0 and are compared
with those of literature.

1 Introduction

It is well known that quantum field theory is an indisputable culmination, though still in development of
quantum mechanics and the laws of relativity. Despite the success of its experimental predictions, it still has
to face divergence problems, which cannot be eliminated except by mathematical regularization and physical
renormalization methods. New approaches have been developed to tackle this difficulty, among them the Snyder
model based on non-commutative geometry, which provides a motive for introducing an effective ultraviolet
cutoff. In addition to the universal constant, the velocity of light, this model imports two other constants, the
Planck energy and the Sitter ray that is bounded to the cosmological constant [1], whose associated algebra is
characterized by a modification to the canonical commutation relations of position and momentum operators.
This implies the appearance of a nonzero minimal length in position and momentum uncertainties. At the
scale of both classical and quantum mechanics, a particular advantage has been observed in the framework
under discussion. Namely, both classical and quantum mechanical equations describing free motions are
exactly solvable, as is also the case of motion within the harmonic oscillator potential [2—4]. The deformed
conformal-Poincaré symmetries consistent with the Snyder—de Sitter space is studied in [1]. The classical
trajectory, the semi classical quantization and the Kepler problem are discussed in [5,6]. The case of the
Dirac oscillator in Snyder model was considered in [7] and an exact solution of the one-dimensional Bosonic
oscillator for spin 1 and spin O particles with Snyder—de Sitter model is presented by [8]. On the other hand, in
literature, an interaction of great importance has found many applications in various fields of physics, which is
the interaction of the linear potential. It was established to describe phenomenologically the non-perturbative
gluon interactions [9], and played a major role in describing the theories of confinements between static quarks
in pure Yang—Mills theory [10]. Also, it is necessary in the cosmological scalar field in general relativity and
in the Kaluza—Klein theory as the five dimensional [11,12] and in a general way for the phenomena related to
the confinement [13—17]. The main purpose of this paper is to clarify the confinement phenomenon through
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the solution of the (1 4 1)-dimensional Klein—Gordon (K—G) and Dirac equations with linear scalar and vector
potentials in momentum space within the framework of deformed Snyder—de Sitter model in the first place.
On the other hand, we will show that the problem admits exact analytical solutions and that a one-dimensional
linear potential for the relativistic system in a space deformed can be equivalent to the trigonometric Rosen—
Morse potential in a regular space. Our manuscript is organized as follows: in Sect. 2, we provide the formalism
of quantum mechanics in deformed Snyder—de Sitter model in momentum representation. In Sect. 3, using
the momentum space representation, we solve exactly the K-G equation, the exact bound states spectrum are
determined and the corresponding momentum space wave function are obtained and expressed in terms of
Romonovski polynomials. In Sect. 4, we follow the same steps of the previous section, we solve exactly the
Dirac equation within the framework of deformed Snyder—de Sitter model. The energy eigenvalues and the
corresponding momentum eigenfunctions are determined.

2 Formalism of Quantum Mechanics in Deformed Snyder-de Sitter Model

In this section, one expose a brief reminder of the deformed Heisenberg algebra in Snyder—de Sitter model
whose position and momentum coordinates operator respectively X and p are defined as follows [2,3,7]

~ o~ o ~
T=%+1—P (1)
o]
_~ o] o S
p=——Xx+0-1P )
o

where ¥ and P are defined by

- ad
X =iy1—aip?—

P (3)
J1—a?p?

These operators satisfy the deformed commutation relation [2,7,8]

)
Il

[x, pl = i [1 + afx? + a3 p* + a1 (xp + px)], 4)

and this commutation relation gives rise to uncertainty of the Heisenberg relation to the appearance of a nonzero
minimal length in position and momentum uncertainties as the following form [7]:

1
AxAp = S(1+ (itx) + @ (p)? + af (Ax)* + a3 (Ap)* — 2a100Ax Ap), Q)

where o and f are two coupling constants and we distinguish two kinds of subalgebra. When o2, 2 > 0, this
deformed algebra is characterized by the existence of both a minimal length and a minimal momentum and it
is called Snyder—de Sitter model (SdS)) and for o2, ﬂz < 0, it is called anti-Snyder—de Sitter model (aSdS)and
no restriction arises [18].

3 Solution of Klein—-Gordon Equation with the Snyder-de Sitter Model

The dynamics of K-G particle in (1 + 1) dimension without spin of mass m in the presence of a scalar potential
S(x) and a vector potential V (x) in the framework of Snyder—de Sitter model is governed by this equation:
weputhii =c=1

2
[p? + e+ Sy = [E - V)Y, ©)
where the vector and the scalar potentials are chosen linear as follows:
S(x) =yx

V(x) = ux. )
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We replace S(x) and V (x) in K-G equation and after the direct calculations, we obtain the following expression:

0‘% 2 2\ =2 2 20‘% 2 2y | A2 ) 2
Sy =1 ) A A=)+ AT S (7 =) PR A (A= (T = u)
062 Otl o]

(0% P ~_ —~ o o~
—a—l(l—A))(X73+77x)+2(my+uE)x +2Aa—2(my+/AE)P (8)
2 1

+m? — E2:| v(p) =0.

In order to reduce the differential equation (8) to a simpler form and to preserve the symmetry of the operators

to avoid complex eigenvalues, we remove the term ( )(”P +P X) by the fixation of the value of A as:
A= o ©)
aF + 37— i)

with ocf + a%yz #~ a%paz.
To use this relation (9), the last equation (8) in momentum space becomes,

2, 2,2 2 2
[af +e3(r* —u?)] 2.2, 4 ( T+a(y? —u?
1 -« — 4+ o] +o -
3 ( 2P )a’pz [ei + o2 (7 =] p
d a3 (y? —u?) P
o E)/1—a2p?) — : 1
+ 2i(my + u )W) dp+ [af +e3(y2 — )] 1 — a3 p? o
ajar(my + pE) P

+2 +m?>—E*|y(p) =0.
[ + o3 (2 — 2] J1—a3p?

or in a simplified form by introducing the following change of variable

1
q=——rcos ' (azp), (11)
o

we get as a result:

|:_ [a% + oz%(y2 — ,uz)] d2

(y? — u?) 2a1(my + nE)
e A ) R 12)

+m? — Eﬂ ¥(q) =0,

where the range of the new variable is ¢ €]— oc, + o [. To eliminate the first derivative, playing the role of a
phase, making this substitution,

2
. [ aymy +pE)q
V(q) = f(q)exp (l ([“% 22— Mzﬂ)) (13)

we obtain the following equation for f(gq),

d2 200,2 2 2 E

|:_a'_2 +— 052()2/ w) 5 cot?(aaq) + 2 211052(;11)/ +HE)
q [051 + o5 (V2 - Mz)] [051 + az(Vz - Mz)]
aé(my + wE)? oz%(m2 — E?)

el 43— [od 32— )]

5 cot(a2q)
(14)

}f(q)=0,
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which can be put in the form of Schrédinger type equation in trigonometric Rosen—Morse potential

dZ
[W — Aresc®(aaq) — D cot(ang) + e] f(g) =0, (15)

expressed in terms of csc(a2q) and Ay, D and € are given by

A= a5 (y> = 1)
- 2
[o0f + a3 (y? — u?)]
2a1a3 E
D= ajoy(my + p )2 (16)
af + 0307 = )
co @m0 -ph L egmy +uE)?  ag(m’ - E?) an
- 2 2 2 2 :
[0} + 302 =] [ +302—p»)]  [ef+e3(? —u?)]
Now to solve the above Eq. (15), we use the following ansatz,
f(@) =0+ y)HPY (exp(—acot™ () g, (18)

Where y = cot(azq) and o and 8 will be determined later.
By means of the substitution given by the Eq. (15), the differential equation for g(y) will reduce to the

Romanovski polynomials one R,(lk’l) (),
d? d
1+ y)-—— +2(2B -1 —
[( +y)dy2+ (2p )y+a)dy

(oz2 —4(8-1%+ %) + (4a(ﬁ - Qz) y
9 9
1—{—y2

+ (19)

(y?—u?

+4B—-1>+2B—-1)—
[0} + 32 — )]’

} g(y)=0.

As it is well known in the literature, there is a method called Sturm—Liouville for solving some second-order
differential equations, used by several authors [19]. So that our differential equation (19) coincides with that

verifying the Romanovski polynomials R,(,k’l) (y) [20], withk =2 — 28, and | = 2.

dZR(kJ) dR(k’l)
)y B T) g RED () =0, 20)

S
1(y) 02 &

with
S =1+y t(»)=2(2B—Dy+a).
It is now easy to fix the parameters o and 8 by the following conditions,

D

da(B—1)— = =0 (21)
o
2
o — 4B -1+ =0 (22)
[0
2
and ) ) )
de(y) 1 dS](y)} 2 (y=—u)
Q, =— +-n—1 =4B-1D>+26—-1) — .23
n|:dy S0 =D B0 +2p-D - @
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After a straightforward calculations using the relations (21) and (23), we find

1 3 01 22
[af + a3 (y? — u?)]
2 E
o = ap(my + nEy) 25)

2 20,2 _ . 21? n—1+ /1+4 r2=u? ’
[o + ey (r? = u?)] |: " + [} +a3(r2—ud)]’

by imposing u? — y? < }T [a% + ot%(y2 — uz)]2 to avoid complex eigenvalues. To determine the expressions
of the energy spectrum and the wave functions, we use the relations (17) and (22), we have,
my by
o} + (2 — D) + 2,
m[of +o3(y* = u?)] [ v u?6n)’
[of + a3 (y% = 1] + 126, [ +e3(y2 — ;1,2)]2

E* =

n

26
(4 120 ¥ 26n N y:—u? 20
[of + 32 =] ) \[of + 32 D] m? [af + o3 (v — )]
1
Hef+a30? =B -7\ ]
m2
where
2
0, = o + % @7
n 2

5 .
4loaf + (2 = u)] (B = 1)?
Now, the shape of the energy spectrum can be tested; using the limit «; — 0, then: 6, = a%, and, 8, =

- %n + % + ‘_1‘ /1+ 4m. We obtain the same result of the K—G equation with the presence of minimal
2
length [15,16],

2
— 1 1 1
limEE=-"E Y a%(nz—l—n—l——):l:a%(n—i-—) l+4—0—— (28)
@10 Y 14 2 2 ay (Y= — )

and when we study the limit «p — 0, we obtain:

E]

2 2
lim <lim En+> =My M«/Zn T, (29)

@20 \ @10 y y

which coincides exactly with the result of the K—G equation in the presence of a scalar potential and a vector
potential in a regular space by [13].
And by the relations (13) and (18), we will have the final form of the wave function in the former variable

p as:

Ua(p) = Co (1 —a3p?) 7

E : (30)
y [exp (an  (my + pEy) )COS—I(azp)i| Rt [ 020

—i
al +a3(y?—u?) 1= a2p?

where C,, is a normalization constant.
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To determine C,;, we use the condition of normalization

vy (P) Y (p) =1, €1V

[ 75
I I — ot%P2
o

and the orthogonality relation of the Romanovski polynomials [20],

+00
/ wEnl) (e REnln) (i) RKnln) (x) dx = 8, (32)

—00
where the weight function w®»-%) (x) is given as
—ky _
whrl) () = (14 x%) " expllutg ™" (x)). (33)
After a direct calculation and some appropriate changes, we find:

Cn = Vo (34)

4 Solution of Dirac Equation with the Snyder—de Sitter Model
In this section, we follow the same steps as the first case without spin to examine the (1 4 1)-dimensional Dirac

equation with vector and scalar linear potentials in the context of the Snyder—de Sitter model, let us consider
the Dirac equation defined as follows, (weputhi =c=1),

[((E—=Vx)—op—o3(m+Sx)]Y =0, (33)

where we replaced the Dirac matrices by the Pauli matrices o2 and o3 given by

02=<(l.) Bl> anda3=<(l) _01> (36)

To solve the Dirac equation, we use the following ansatz:

v ={E-v)+ap+aoln+sm]le. (37)

By a direct calculation, from (35) and (37) we find the Dirac equation with its quadratic form,
2
{[E —VEP = g2 = [m+ 5] + [poss@ + V(x)]ffz} =0, (38)

which is similar to that of Klein—Gordon equation with an additional spin interaction term and [ p,o03S(x) +

V(x)] is the commutator between p and (03S5(x) + V(x)).
To resolve (38),we use the relations (1), (2) and(7), then the equation (38) will be converted to:

O‘12 2 2| =2 2 2"‘% 2 2\ | A2
Sy =w ) A=)+ A5 =u) | P
(07 Ol]

2
® 2 2y % 7P+ Py 7
+<Aa—1(y —p )—a—z(l—)\)) (XP +PX) +2(my + nE)X (39)
o ~ i(yosz+ po
+2)»—2(my+ME)7)+(y3—2M12+m2—E2}¢:0-
o] I—a5p
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We impose a condition to eliminate the term (5(\7’5 + 7/55(\) which fixes the value of the arbitrary parameter A as
indicated in the previous section, we find the same value as that for the Eq. (9), and the Eq. (39) will have this
form:

1 —a?p?)—
Ol% ( 2P )a'p2

d
2 20,2 2 . 11 _ o212
+<oz1+oz2(y wIHp +2i(my + nE)/1 a2p>dp

a3(y? — pu?) p? ajon(my + pE) p

+
af +a3(y? = u?) 1 —a3p? a?+a§(yz—u2)m

i(yo3 + pn)on
+ 1 —a2p?
P

|:_oz% + oz%(y2 —u? 2 d?

(40)

+m?— E2:| é(p) =0.

By using the old change of variable Eq. (11) and the following transformation

(41)

2
(@) = E(q) exp (i Gmy +uElg )

af + a5 (y? —pu?)
The Eq. (40) becomes,

d2 aZ 2 _,,2

[_d_2+ 2 2(12/ )  cot?(eng) +2 el
! [ + (2 — )] [of + a3 (2 — n?)]
i3 (yo3 + oo _ aj(my + pE)?
[Ot% + Ot%()/2 _ MZ)] SinZ(azq) [a]z + a%(VZ _ Mz)]Z
ct%(m2 —E?)
of +a3(y? — u?)

ajad(my + nE)

5 cot(aaq)

(42)

}é(q) =0,

and which can be expressed in terms of csc(a2q)
[ d? oG (y> — )
T2 2
9 o] + 037 = )]

2 2
o ajas(my + wkE)
s 22 v u csc? (o) + 2 : 2 : 5 cot(a2q) (43)
ay +as(y=—p*) [al +ot2(V2—M2)]

esct(ang)

 g@r-ph) amy +pE) N o2(m? — E?) } fa) 0
[@F+302 =] el +d02— )] et =)

0 _rtn
where ¥ is the matrix given by ¥ = vV 2= | whose eigenvalues of the matrix are 0= = +1. To
V2 _ ,u2
solve the Eq. (43), we put the solution as £(g) = usns(g) with u, is a two-component eigenvector of matrix
% with eigenvalue o, then we obtain:

d2
[W — Ascsc®(aaq) — D cot(ang) + e:| ne(g) =0, (44)
where
20,2 _ 2 2 /T3
o — o _

o
[of + o302 =2 o F e =)
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2aj03(my + pE)

D = 3
[od + 302 = 2]

(46)

and
a3 (> — 1) a3my +nEy  a3(m® — E?)
2 2 2 20.,2 2y
[ef +B¢2 —p)]" e +e3(2—p)] dit el =ud)

47)

This last equation (44) has the same form as (15) except A is changed around A», for this we follow the same
steps to that of Klein—Gordon and by a direct calculation, we obtain the expression of the energy as follows:

EE— _ my ity
T g - )+ iy
m[of +o3(y* — 1] Y2t (m)? (14 w2y
a2+a2(2_2)+2 2 2,2 2312 [2+2(2_2)]
1 4 n Tty [a1+(¥2()/ —/L)] oy T oy 1%
21, N v —p? (48)
[of + 32 =p2)] - m? [ef + a3 (r? = )]
1
R e e o) LRl VA N
m? ’
where
13 1 (2 —u?) Vy?r—u?
n=—sn+-+— 1+4 PR B P S N “49)
2 4 4 [aF +3(y2 — ud)] oy + a5 (ye — puo)
which can be written in the following simplified form
1 3 o |1 Vy?—u?
h=—ont gtk (50)
2 4 4 2a7+oay(y?—u?)
and
201 (my + pEy)
pn = o (51)
2 0022 — 2P [ 2o — -2 y2—p?
et a6 =] ( ol \/1 e [[alz+a§(72—u2)]2 * )
2
_ 2 o
Ty = o) + 5 > 5 ~ (52)
4lo} + a3y — )] (T — 1)
At this level, we can study the limit cases, for«; — 0, we have: 7, = a%,and T, = —%n—i—%:i:%:l:%az—m,
2(2=

we find the same result in the minimal length case for Dirac equation [21], where:

1
lim EX = — 2 4~ Ja2(y2 — u2)2n2 £2(y2 — 1i2)3n, (53)
a1—0 V4 Y

and also, when for oy — 0, we obtain:

|
lim <lim E;j) = PR a2 — u2yin, (54)
vy oy

@20 \¥1—-0

which is the same result in ordinary case [22].
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In the same way as in the previous section, we can determine the solution of Eq. (40) as follows:

1, . ax(my + nEy,)
=u-. (1 — Ol2 2y (=) ex 1 ®
¢n(p) = uo (1 — a3p?) p o2 + a2 (y2 — u2)

(55)
1 ap ap

J1—a?p? J1—a3p?

To deduce the expression of the bound-states spinor, we use the relations (37) and (55), and by a direct
calculation, we obtain the final solution in term of the old variable in condensed form,

—pn) COL™ x Rknln)

1 o) v ~ o ,d
(lﬁng)(l?)—cn{[ Uotz—m-ﬂ(y ,u):| 1—a3p r

1
+ ajap(y — p) — Giaz(y — M)W]
of +o3(y? — 1) [ 2

+m + En} On(p),

56
ey OO

and
W=y { [ —oify?— 2| 1— a2 L
no n o 2 dp
1 |: 2 2, 2.2 2] p
-0 1o ye — pF Hiag(y” — u) | ——
af +a3(y? — pu?) ? 1 — a2p? (57)
(y —
+———L (£, —m)} Qu(p),
Vre—n
where

(1—1) . ao(my + wEy) _ arp
On(p) = (1 - 01%172) | exp (l L on | cot™!

af +o3(y? — p?) J1-adp?

(58)
o p

J1—a3p?

and C ,/1 is a normalization constant. At the end of this paper, we note that, it is also possible to study the same
problem in position space by using these relationships,

X . (2%)
X=(0—-v) ——— —ih | —=V1—a;x?d,, 59)
V1 —ax? o] )

P =—ihv1—oa1x20, +v ﬂ;,
2 /1 —ayx2

with v is an arbitrary parameter, as it is also possible to generalize this work in the two and three dimensions
cases by introducing the following generalized forms [2],

xRt

(60)

~ ~ (S
% =% +A—2P; 1)
o
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~ ] =
Bi=——%+(1-1P, (62)
a

where x; and P; are defined by:

X

ad
Xi =iy 1—a3pl—
27K op;
o b
J1-a3p;

only the situation at this stage in three dimensions, may seem a bit complicated, because in addition to the
centrifugal term of the orbital momentum and the spin orbit coupling for the case of the spinor system, there
are additional interaction corrections that depend on the deformation parameters «; and «;, which could be
interpreted as an interaction of the electric dipole moment with magnetic moment and makes the calculations
excessively difficult.

(63)

5 Conclusion

In this work, we have demonstrated an explicit calculation of the relativistic Klein—Gordon and Dirac equations
subjected with linear vector and scalar potentials in the context of the deformed Snyder—de Sitter model by
utilizing the momentum space representation. By using some transformations, we have shown that a one-
dimensional linear potential for the relativistic system in a space deformed can be equivalent to the trigonometric
Rosen—Morse potential in a regular space. These transformations used here are exactly similar to the one used
in general relativity, in opposition to a Galilean transformation that is additive and may be interpreted as non-
additive translation operator responsible for the dilation and contraction [23]. In both cases, it is shown that the
problem admits exact analytical solutions expressed in terms of Romanovski polynomials. The exact energy
spectrum is determined depending on two deformation parameters «vjand «, and it varies directly with powers
in n, which explains the confinement phenomenon in our study in the framework of the deformed Snyder—de
Sitter model, as in the noncommutative case. The limiting cases for «; — 0 and o — 0 are studied and the
results obtained are in perfect agreement with those of literature.

Finally, it would be interesting to investigate the generalization of our study for the case of two and three
dimensions, such as the case of electromagnetic field with confining scalar potential. This work is currently
underway.

Acknowledgements We wish to thank the referees for their useful comments which greatly improved the manuscript.

Appendix

In general, through the following generalized hypergeometric equation,

d?y, (x dyy (x
(ax? + bx +c)§+2() +(dx +e) y;; ) =1+ 21 (1 — p)) 3y (x) = 0. (64)
and puttinga = ¢ = 1,b = 0,d = 2(1 — p) and e = ¢, we obtain the Romanovski polynomials R'"¢’

differential equation as [24]

dZR’(lPsQ) (x) de(lpvq) (x)

(1423 ===+ Qp+ Dxtg) —" o= = (11 = )+ 2n (1 = p) R/ (x) =0, (65)

and the correspondence with the Rodrigues representation is given by,

1 d

w(x) dxn

Rr(lp,q) _

((1 +x2)n w(x)) (66)
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with the weight function w(x) is
wx) = (1+ xz)—p exp(q tan~ ! (x)). (67)
We have also the differential equation satisfied by the Jacobi polynomials P,f"’v) (x) reads as

42 pv) dpev
(1 —xz)n—(x)—{—(u—v—(u—kv—i—Z)x)n—(x)—n(n+u+v+1)Pn(“'”)(x):O (68)
dx? dx
By the complexification of the argument, x — ix in Eq. (68), and compare the two equations, we deduce the
following parameters.
u=—p—i%, v=u", (69)
and the relation between the Romanovski polynomials and the complex Jacobi polynomials, differ by at most
a phase factor, as follows:

il il
RYD () = i PP (i) (70)
or by the inverse way
i(p=9), 5 (p+q)+1
PP (x) = — (i) Rl ) i (71)

Now, we use this relation between the Jacobi polynomials P,f”’v) (ix) and the hypergeometric function F as
the following form [25]:

-D" T'Ww+2)

P (i) —
n (x) nl T'(v—n+2)

1+ix
Fl—n,n+1+2Rev; 1+ v; > , (72)

we obtain this new relation:
()" T(-p+i%+2)

(r.q)
R =
i) n! I‘(—p—i—i%—n—i—Z

q 1+ix> (73)

F | —n, 1-2p;1— =;
) <nn—|— p p+12 >
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Abstract We present an exact solution of one-dimensional Klein—-Gordon and Dirac oscillators subjected to the
uniform electric field with Snyder—de Sitter model in the momentum space, known in quantum mechanics by
the stark effect. The energy eigenvalues and eigenfunctions are determined for both cases. The pure relativistic
oscillator is obtained as particular case by taking the limit when the electric field vanishes. We also have
determined some formulas of thermodynamics properties for relativistic oscillators within this framework.

1 Introduction

In general, the dynamics of some physical systems are modeled by deformed algebras, for example, the
description of the low energy excitations of graphene and the Fermi velocity, is based on a deformation of
the Heisenberg algebra which makes the commutator of momenta proportional to the pseudo-spin [1]. The
dynamics of systems with variable masses in semiconductor heterostructures are formulated by deformed
quadratic algebra [2], there is also the movement of a >He impurity atom in the Bose liquid, where a deformed
Heisenberg algebra is suggested. [3] and in the context of quantum gravity, the generalized Heisenberg algebras
have been proposed [4,5] etc...

In addition, during recent years, there has been a growing interest in studying certain quantum mechanical
problems in the context of the Snyder—de Sitter model. This model is characterized by a modification to the
canonical commutation relations of position and momentum operators, which implies the appearance of a
nonzero minimal length in position and momentum uncertainties.

The position coordinates operator x and the operator of the momentum coordinates p are defined as follows
[6-8]

X=X+1—P (1)
aq
~ o]~ =~
p=——1%+(1-nP 2)
o2
where, X and P are defined by
X =i/1— oezpzfi
=~ , 2 op (3)
P=—Pr
l—oc%p2

and A is an arbitrary parameter.
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These operators satisfy the deformed commutation relation in one dimension [6, 8]
[x, pl = i[l + aix* + &3 p* + 102 (xp + px)] )

and this commutation relation gives rise to Heisenberg’s uncertainty relation to the appearance of a nonzero
minimal length in position and momentum uncertainties as the following from [8]:

AxAp > %(1 + (g {x) + ozz(p))2 + ()llz(Ax)2 + oe%(Ap)2 — 2010 Ax Ap) %)

where o and g are two coupling constants and we distinguish two kinds of subalgebra. When 2, 82 > 0, this
deformed algebra is characterized by the existence of both minimal length and minimal momentum and it is
called Snyder—de Sitter model (SdS)) and for o2, ;32 < 0, it is called anti-Snyder—de Sitter model (aSdS) and
no restriction arises [10].

On the other hand, within this framework to solutions certain problems have been found, for example, the
solution of the classical and the quantum equations for the free particle and of the harmonic oscillator is explic-
itly given in Snyder—de Sitter and anti-Snyder models [6,7,11,12] The classical trajectory, the semiclassical
quantization and the Kepler problem are discussed by [13], the case of the Dirac oscillator in Snyder model was
considered in [8], and an exact solution of Klein—Gordon and Dirac equations with Snyder—de Sitter algebra
is presented by [9].

Our goal in the present work, is to solve the one-dimensional relativistic harmonic oscillators (spin 0, 1/2)
subjected to an electric field exactly with Snyder—de Sitter model in the momentum space, which is known as
quantum confined Stark effect. On the other hand, it is to see the influence of this deformation on the properties
of the systems as confinement phenomenon, energy value of the Stark shift and thermodynamics properties.

The rest of the paper is organized as follows. In Sect. 2, we introduce the main relations of quantum
mechanics on Snyder—de Sitter model, where we give the exact solution of Klein—Gordon oscillator equation
with uniform electric field. The case of the Dirac oscillator with uniform electric field is treated in In Sect. 3.
Section 4 is left for concluding remarks.

2 Solution of Klein—-Gordon Oscillator Equation with Uniform Electric Field in Snyder—de Sitter
Model

In regular space, the Klein—-Gordon oscillator subjected to an electric field in one dimensional space is defined
by: weput (h=c=1)

[([3 + imwx) (p — imwi) +m* — (E — qs)?)z] =0 (6)

where ¢ is the electrical charge and ¢ is the intensity of electrical field.
Now using the representation (1) and (2), the Eq. (6) can be written in Snyder—de Sitter model as:

2 . o?
(Z—é +m?w? — qzez) )(2 + ((1 -0+ é(mza)2 — qzez)k2> P2

~

+ (2 0n20? — %620 — 21— 0)) (7P + PR)

+2qeEx + ZQ—ZqSEA”ﬁ -
o,

mw ) )
1——azpz+m —E“ Y (p) =0, @)

Now to simplify the differential equation (7) and ensure the symmetry of system, we eliminate the term
( XP+P )2) by fixation of the value of X as following:

a2

A= ! . 8
o2+ aZ(m?e? — %) @®)
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Then the Eq. (7) becomes

2 20,2, 2 2.2 _.2p2
_(cx1+oz2(mw qa))(l azP)dz

2 2
oc2 dp
20,2, 2 2.2
d a(m“w” —q-&”) P2
2 2,2 2 2.2 . 2

_ 2igeE 1 — 2P2]—

+[(a1 +a2 (m*w” =g ))p-l— 1q¢ % dp " oz12+0£22(m2w2 —q%e?) 1 _O[zzp2
o o P mw 2 2

+2q¢E +m* —E“ ¢t ¥(p) =0, )

alz +a22(m2w2 —q%?) 1 _qa2p2 1 —Ol22P2
2

To eliminate the first derivative, we play the role of a place, making this substitution

azqu
¥(r) = f(r)exp (i : ) ; (10)

T
ol +al(m’e? — q%e?)

where 1
T =——cos (e, p) (11)
aZ

and its range is T € ]—00, 400[ .
We obtain the following equation for f(t)

a2 o2 m2a? — a2
{ - z ( q . mw cscz(ot2 7)

dr? oclz + ozzz(mza)2 —q%6?) ozlz + Otzz(mza)2 —q2s?

20522051qu ajqzszEz
— cot(o 1) +
(@ +o2(m*w? — g%e?))? 2 (@ +o2(m*w? — g%e?))?

2 20 20
% <m2—E2— L )}f(r):O, (12)
al

_ozl2 +al(m?e® — g%e?) +a2(m?e? — ge?)

which can be put in the form of Schrodinger type equation in trigonometric Rosen—Morse potential

d2
|:— — A cscz(oe T) — Ay cot(e. T) + A3:| f(r)=0 (13)
dr?2 2 2
where csc(or, ) = ——— and the parameters A1, A; and A3 are given by
2 sm((x2 T)
a? m2w? — g2&2
Ay = 3 - 14
! o+ a2(m2e? — g%e?) \ @2 + 2(m? — g2e?) mw (14)
2052201l qeE
Ay = 15
? (@ + a2 (m*w® — g%e?))? (1)
ajqzezEz
Az =
3 (ozl2 + ozf(mzw2 — q%&?))?
2 2,2 2.2
- % mr— gt MY 4¢ . (16)
ol + a2 (m*w? — g%e?) ol + o2 (m*w? — q%e?)

To reduce this last equation to a class of known differential equations, we use the following ansatz:

F) =0+ (exp (—acot™ (1)) g(»), (17)
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we obtain
d? d Ay

y2+2(a+(2,3—1)y) y+4(,3—1)2+2(,3—1)—;

2_ —
{(1+y)d 7

(404(/3—1)—%)y+a2+%—4(ﬂ—1)2

142

+ g(y») =0 (18)

which is a Romanovski polynomial differential equation with y = cot(x 7) varying in ]—00, +oo[ and the
parameters «, 8 are fixed by

Aj
da(B-1)——F=0 (19)
a2
A
W+ —4B-1)2=0 (20)
aZ
2 Ay
4B-1) +2(,3—1)—a—2=—n[(2,3—1+(n—1)]. (21)
2
After a direct calculation, with usage of the relation (19) and (21), we deduce
1 3
Pr=—anty
1 1 m2w? — g2¢?
+- |14+4 — 22
N ol +al(m’e® — g%e?) (ozl2 +a2(m?e? — ge?) mw) 22)
and
2 qeE
oy = 5
<oz2 + a2 (mle? — ngz))
1 2
1
X (23)

1 m2aw?—g2e?
(_2n -1+ \/] + 4a%+o{§ (m2w?—q2e?) (alz—i-oz; (m2w?—q2e?) o mw))

To determine the expression of energy spectrum, we use the relations (16) and (20) and by a direct calculation
we find,

1
q%e? + [alz +a2(m?w? — qzez)] [1 + (0512 +aZ(m?e? - qzsz)) 9,%]

E;t::I:m

2
4 (o2 2 22_22) N2 2.2
(02 + 20n20? = ?eD)) By = VP4 g%>
X 5 —w —i—otl—l—otz(ma)—qs)
m

(24)
where

Zalqe

6, = .
(ozlz +al(m?e? — qzsz))

x (25)

1 m2w?—g2e2
(—27’1 -1+ \/1 + 40{%4—0{; (mzwz—qzez) (alz—i-a; (mza)z—qzaz) o mw))
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and by the relations (10) and (17) we determine the wave function in the former variable p as:

(1=Bn) iqe £
v, (p) =1 (1-a?p?) [exp (an - o ) cos”! (Otzp):|

ol + o2 (m*w? — g%e?)

 Rnsln) “p (26)
J1—a?p?

where &, [, are given by
kn=2—=2By, 1, =2a, 27)
and C; is a normalization constant.
We should point that the expression of energy spectrum contains all corrections of all orders of
2
2 . _— .
o 8) s (als) , this means the exact contribution to the Stark effect in the framework of the deformed

Snyder—de Sitter model. On the other hand, it varies with all the power of n, which explain the confinement
phenomenon.

Now to obtain the pure Klein—Gordon oscillator with the Snyder—de Sitter model in the absence of an
external electric field case, we put (¢ = 0) in (9), then the equation becomes

|: ozlz + ozzzmzw2

92 B

_2p2 2 2.2 2
0522 (l ocZP )_8P2 + (al +a2m w )p_BP
a22m2a)2 P2 mo

a12 + ot22m2a)2 1-— a22P2 1— a22P2

+m? - Ez] Yv(p)=0 (28)

which can be written in the form of the following hypergeometric differential equation,

(- (wt —apame) L o) 29)
¢ Y9z T3 ey Py 0512+oe22m2a)2 f@ =
where we used the following change
13
Y(p) =1z -2]1" f () (30)
with
La ) and me 31)
=—(l—-apadyuy=——-—-—5—
‘T2 2P o o + oZmiew?
The solution of this differential equation (29) is
f() =CiF(a,b,c;2) —i—szl_cF(a +1—c,b+1—c,2—c;2) (32)
with
me m2w? (m? — E?)
a=-3 353 2 272,20\ o2 2,22 33)
a —l—azma) (al +a2mw) otl—i—azma)
2,2 m2 — E2
b= mw B m*w B ( ) (34)
o? + o2m2w? @+ a2m2w®)? o2 + a2mla?
1 2 \ 2 1 2
and
mw 1
C=——>55+= (35)
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Considering the boundary condition that (z — 0) and (z — 1) leads f(z) tending to finite, the hypergeometric
function is reduced to a polynomial with the following restriction

b=—n, (36)
then the solution can be written in the following form
f@ =CiF [ ey (37)
) = s+, N, 5 +
I\ 2 a2mi? o ralmio? 2

and by applying the relations (34) and (36), we obtain the energy spectrum for klein—Gordon oscillator as the
following equation

o
E, = +m (—'2 + azaﬂ) n2+2%n +1. (38)
m 2 m
We note that these results can be obtained exactly and directly using the limit ¢ — 0 in previous results (24)
and (26).
Fore — 0,
lim6, =0, lima, =0 (39)
e—0 e—0
and
1 3 1 2mw
li =—— -+ -\l- - 40
sg%ﬂn 2n * 474 ( a12 + a22m2w2) (40)

We replace those limits in (24), we obtain exactly the same energy spectrum in (38) and the same wave function
using the properties connecting the Romanovski polynomials and the hypergeometric function [14,15].
Consequently, the expression of the wave function in terms of the former variable p can be written as

maw
v(p) = C (1 - azsz)z(“ler“;’"z“’z)
2mw mw 11
x F <a12 + a22m2w2 o, a12 + otzzmza)2 + 5; 5(1 % p)) 1

where Cis a normalization constant.

3 Solution of Dirac Oscillator Equation with Uniform Electric Field in Snyder—de Sitter Model

The Dirac oscillator with uniform electric field in Snyder—de Sitter model is defined by the following expression
[16,17]): we put (h=c = 1)

[ (p — imwBR) + Bm] W (p) = (E — qex) ¥ (p) (42)
where W (p) = Yi(p) and o, B are the Dirac matrices given by
W (p)
0 —i 1 0
a:02:<l. 0 ),andﬂ:agz(o _1> (43)
To solve the Dirac oscillator, we use the following ansatz:
V= [(E —gek) +a(p—imwpx) + pm] ¢ (44)

we obtain the quadratic form of the Dirac oscillator for the two-component function ¢ in the following equation:

[(E - qs)?)z —(p+imwpx) (p — imwB) — m* — qea [£, ﬁ]] =0 (45)
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After a simple but long calculation, our system will be written as follows

2 20,2 2 2.2

o +a“(m o —q-e’) d? d
[_ 1 2 (1—a2P2) +<a2+a2(m2w2_q282)>p

2 1 2 dp

o? dp?

2
PP — g% p2

d
+2igeE 1 —a2P2 L |
td % dp alz—i—azz(mza)z—qzez)l—azsz

a o P igea — mwp

+29¢E 55 55— + 2 p2
a1+a2(ma) — g-e®) /1—0622P2 l—ozzP

_where we used the relationships (1) and (2) and we fixed the arbitrary parameter A by eliminating the term
(XP + Pyx). As indicated in the previous section, we find the same value as that for the Eq. (8).
At this stage, to simplify the Eq. (46), we make this substitution

azqu
¥ (r) = f(r)exp <i : ) . (47)

T
o+ al(me? — q%e?)

+m>—E*|y(p)=0  (46)

1
wheret = —— cos_l(oe2 p)and T € |—00, +00[ (48)
a
2

we obtain the following equation for f(7)

2 2 2,2 _ 2.2 2 2,2 _ 4202
d az(ma) qe) oy mew q-e

2 2
— — csc (o, 1) — csc (. T)M
dr? (az + oa2(m2w? — ngz)) ? ol +al(m’e? — g%e?) ’
1 2
20522051qu ozjqzezE2
— cot(a. 7) +
(@ + aZ(m?w? — g%e%))? 2 (@ + aZ(m?w? — g%e%))?
2 2,2 2.2
® 2 g2 m-w” —q-e
- m-— E° — 7)=0 49
ol +al(m’e? — q%e?) ( o + a(me® — q%e?) J® “49)
_ me qe
where M is the matrix given by M = \/mzc;i_ngz \/mzzzw_ngz whose eigenvalues of the matrix are

M2 —q2e2 \/mlw?—qe?
o ==+1.
To solve this Eq. (49), we put the solution as f(t) = us1ns with u, is a two-component eigenvector of
matrix M with eigenvalue o, then we obtain:

d2
|:— — Ay cscz(a T) — Ay cot(o_ 1) + A3:| f(r)=0 (50)
dr? 2 2
where
2(,2,2 2.2 2 /23 2.2
ar (m~w* — q°e ar/mrw? — g%e
A4 = . | z°) 2 2Ji 2(22i] 2¢2) GD
(ozl2 +O(22(m2w2 - q282)) o Ta et —q
20{22011qu
Ay = 52
g (@ +a2(m*w? — g%e?))? (>2)
oejqzszEz
Az =
3 (oel2 + Otzz(mza)2 — q%62))?
2 2,2 2.2
o —qg-‘e
_ 2 m2 — E2 _ mw-—q (53)
ol +al(m’e? — q%e?) o + aX(m*e? — q%e?)
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We note that this Eq. (50) has the same form as (13) except the A is changed to A4, so we follow the same
steps like Klein—Gordon and with a direct calculation, we obtain the expression of the energy as follows:

1

EX =+m
q%e? + [0512 + ()zzz(mza)2 — qzsz)] [1 + (alz + ozzz(mza)2 — qzez)) Jt,%]
1
2 2
4 (Otlz + aZZ(mzwz N ngz)) (/On B 1)2 + q282 2 2 2 2.2 2.2
X 5 -t o Fa - (m o —qe) 54)
m 1 2
where
3 o 1 m2w? — g2¢2
o+ T4 55
L 207 + o2 (m? — %) >3)
with
200 qe
TTp = . (56)

2
<a12 + 02 (m2? - q282)) [—2;1 R }
1

—5 (m2a?—q2e2)

and the wave functions will be calculated as the following from

W) (P) =C, { [_ﬂ <mw + ox/W)

ay
/20?2 — g2g2 d
4 (ma) (ma)+0 mew* —q<e )—qs)i| l—a%pz

qe dp

dp

|: ajon ( (ma) +oym2w? — q282> ) (57)
+ mw —qé&

ozlz + 0122(1112co2 —q2&?) qe

a% (m2w2 - q282) mo + o/m2w? — q282 p
T2+ 2l — 260 e

o? + o q q i —a2p?

+ Ep +m} Qn(p),
! d
(wr%a)(p) =C, {[Z[—; — ia\/m2a)2 — q282i| \/1 — (X%p25

ajoa/m?w? — g2e?
I |:_ 1 q

o + o2 (m*w? — g°e?)

N a% (mzwz_ngz) } P (58)

2 222 _ 2.2
a +o¢2(m w* — qce”) /l—oz%pz

mo + o/m?w? — q2e?
+ (E, —m) 0n(p),
qe
where
(1_/371) 8E
Onlp) = (1 B a%pz) exp<i 2 2a2q2 35 a”) cot”! =
ozl—i-az(ma) — g*e?) l—oc%pz
x Rl [ 927 (59)

,/1—0{%172
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To obtain the pure Dirac oscillator with the Snyder—de Sitter model, we put (¢ = 0) in (46) and with a direct
calculation, we obtain the same differential equation associated to the Klein—Gordon oscillator (28) for the
spinor Wi (p) whose solution is

maw
2 2 m22
\Ill(p) — D1 (1 _a22P2> 2(a1+a2m [0} )
F 2mw n mw n 1 1(] ) 60)
X ——+n,-n————+—-;=(1 —«
alz + a22m2a)2 oe]2 + oczzmza)2 2 2 2P

with the same expression of the energy (38), D is a normalization constant.
To deduce the other component W5 (p), we take the following property of the derivatives of the hypergeo-
metric function into account

d b
aF(a,b;c;x)z%F(a—i—l,b—i—l;c—i—l;x) 61)
we find the result as follows
ma)+ozlz +a2 m2a)2
(051 + iazmw) [(a2 + a2m2w2> n® + 2mwn] ( 2o +oZm20?) )
Wy (p) = Dy ! 2 [1 — asz]

(E +m) <2ma) + oc12 + oezzmza)2) ’
2mw mw 3_ 1

xF e +1+n -n+1, PR ) + X 5(1 - otzp) (62)

1 2 1 2

Before ending this section, we point out that we can obtain the results of pure Dirac oscillator by taking the
limit ¢ — 0, then

limm, =0 (63)
e—0
and
2
lim (p, — 1) L Laamyelm (64)
— S o) + —
e—0 Pn 2 4 2 ozl2 + a22m2w2
and we obtain exactly the same spectrum;
o? 2
1)
imEE = 4m | | = +o?0® | n* +2—n+1 (65)
e—0 m? 2 m

To conclude this section, it is preferable to study some thermodynamic properties of the system. The partition
function Z of the deformed KG and Dirac oscillators with Snyder—de Sitter commutation relations at finite
temperature 7 is given by

o E,

00 2
__n m 4 w
Z = KpT — — L 22 2 2_ 1 66
ngzoexp ngzoexp <m2 + o )n + o + (66)

where K is Boltzmann’s constant.
According to the habitual evaluation procedure and keeping the dominant contributions of order 0 and 1
in 1 and op, we obtain

Z

N (KT)* 3o (KpT)* (1 ~ 1( m >2> 30y (KpT)* -

wm wm 6 \KpT w3m3
which can be for the high-temperatures
_(KgT)* 3(KgT)*

o)
Z =~ — 68
homc? homc* <m2a)2 + a2> (68)
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Using the usual formulas of thermodynamics properties such as the free energy F, mean energy U, specific
heat C and entropy S,

,0InZ 104 IF
F=—KgTIhZ, U=KzgT , C=—oand S = —— (69)
aT aT 3T
we obtain
(KpT)*
F=—KpTh| =222 |1 -3(gT)? 2+a (70)
wm m w
1
U=4KgT |1— _ (71)
(1 —3(KBT)2( I
1+3(KBT)2< %
C=4Kp|1— (72)

o
2 12(KBT)2<m21
S=Kp

oy
2(1—3(KBT)2< % )
ool

KpT)? o
— T)2< - ( azjm) 1 —3(KgT)? (mz;Z +a2>]> (73)
- B m2w?

4 Conclusion

In this paper, we have established an exact and explicit solution of the one dimensional deformed Klein—-Gordon
and Dirac oscillators subjected to an electric field in the context of the Snyder—de Sitter model in the momentum
space; is known under the name Stark effect. In both cases, the exact solution is determined, the wave functions
are obtained and are expressed in terms of Romonovski polynomials. The exact energy spectrum is extracted
and it contains an additional corrections depend on the deformation parameters o1, a2 and all corrections of

all orders of <a2 8) , (ozl 5), this means the exact contribution to the Stark effect in Snyder—de Sitter model. On

the other hand, it varies with all the power of n, which explain the confinement phenomenon in this framework
of deformation. The case of the pure relativistic oscillator for spin (0 and 1/2) is determined as particular case
by taking the limit ¢ — 0, when the electric field vanishes, the wave functions are obtained and are given in
terms of hypergeometric function.
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