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RESUME

Dans ce travail, nous intéressons & 1’étude de I'existence et 'unicité d’une solution
forte & deux problémes d’évolutions avec des conditions aux limites non locales de
type intégral. Le premier type pseudo-hyperbolique-intégro-différentiel et le second
de la classe partielle fractionnaire. La preuve est basée sur des estimations & priori
et la densité de I'image de l'opérateur engendré par le probléme considérée. Nous
avons également utilisé deux méthodes semi-analytiques pour estimer cette solution, la
premiére est la transformée de Laplace avec 'algorithme de Stehfest et la deuxieéme est
perturbation de ’homotopie. De plus, quelques exemples sont donnés pour comparer

les solutions numériques et exactes.
ABSTRACT

In this work, we are interested in the study of the existence and uniqueness of
a strong solution to two evolutions problems with non-local boundary conditions of
integral type. The first type pseudo-hyperbolic-integro-differential and the second type
partial fractional class. The proof is based on priori estimates and the density of
the image of the operator generated by the problem considered. We also used two
semi-analytical methods to estimate this solution, the first is the Laplace transform
with Stehfest algorithm and the second is homotopy perturbation. In addition, some

examples are given to compare numerical and exact solutions.
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Introduction générale

0.1 L’historique des problémes non locaux

Les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et leur
étude occupe les mathématiciens depuis le dix-huitiéme siécle avec les travaux d’Euler,
d’Alembert, Lagrange et Laplace...; au fil de cette derniére quarantaine d’années beau-
coup de phénomeénes et de problémes modernes physiques, mécaniques, biologiques
et technologiques ont été modelés par des équations aux dérivées partielles (EDP),
paraboliques ou hyperboliques, mais avec des conditions non locales. Ainsi, les con-
ditions aux bords de type intégrales peuvent étre utilisées quand il est impossible
de mesurer directement la quantité recherchée sur la frontiére ou sa valeur totale ou
moyenne est connue. Plus précisément, les conditions standards (Dirichlet, Neumann,
...) qui sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours adéquates car elles dépen-
dent du contexte physique ou les données peuvent étre mesurées a la frontiere du
domaine étudié. Dans certains cas, il n’est pas possible de prescrire la solution (pres-
sion, température, ...) ponctuellement aux bords, parce que la valeur moyenne de la
solution peut étre mesurée le long du bord ou le long d’une partie de celui-ci.

La signification physique de base des conditions intégrales (énergie totale, tempéra-
ture moyenne, masse totale des impuretés, flux total, moments, ... etc.) a servi la
raison essentielle d’intérét croissant & ce genre de problémes.

La modélisation mathématique des problémes avec conditions intégrales est rencon-

trée en physique des plasmas (les processus de diffusion des particules dans un plasma
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turbulent.) [22], théorie de transmission de chaleur [32, 62, 17|, thermo-élasticité
(68, 55], oscillations d’un milieu [34], dynamique des eaux souterraines [13, 74|, prop-
agation de ’humidité [14], génie chimique [78], semi-conducteurs [75], modeles démo-
graphiques [49] et en problémes mathématiques en biologie [23].

Les conditions intégrales sont également utilisées pour les problemes inverses de la
théorie de la conduction thermique [57, 58, 63].

Pour tous ces motifs, les EDP avec des conditions intégrales ont bénéficié d’une tres

grande attention. Le premier qui s’est intéressé a I’étude de ces problémes avec une

1
/ u(x,t)de =0,
0

était Cannon [43] en 1963, ou il démontra par la méthode du potentiel, 1'existence

condition intégrale:

et 'unicité de la solution classique d’un probléme mixte combinant une condition de
Dirichlet et une condition intégrale pour I’équation de la chaleur lors de I'étude de
la conduction thermique dans une barre métallique mince chauffée. En utilisant tou-
jours la méthode du potentiel, Kamynin a établi dans [64] I'existence et 'unicité de
la solution classique d’'un probléme similaire avec une représentation plus générale en
utilisant un systéme d’équations intégrales. Lors des études relatives & la diffusion
des particules dans un plasma turbulent et & la propagation de la chaleur dans une
tige mince, N. I. lonkin démontra dans [62], en se servant de la méthode de Fourier,
I’existence et I'unicité de la solution d’'un probléme mixte associant une condition de
Dirichlet & une condition intégrale pour I’équation de la chaleur. Les résultats les
plus proches des problémes étudiés peuvent étre trouvés dans Benouar-Yurchuk [65]
et Kartynnik [30], dans lesquels les auteurs ont montré l'existence et l'unicité de
la solution pour des problémes mixtes combinant une condition de Dirichlet et une
condition intégrale pour certaines équations paraboliques du second ordre en utilisant
la méthode des estimations a priori. Ensuite plusieurs travaux ont été réalisés en
modifiant I’équation parabolique ou les conditions utilisées dans Bouziani-Benouar
[17], Merad-Marhoune [31] et Merad-Bouziani [3, 8, 9, 11, 18, 16]. Dans ces
travaux, I'objet de la question était sur les problémes mixtes liés a I’étude des équa-

tions paraboliques unidimensionnelles du second degré combinant une condition locale
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et une condition intégrale par différentes méthodes. Autres résultats sur quelques
problémes différents pseudo-hyperboliques dans Bouziani [28] et pour des équations
opérationnelles dans Rebbani-Chasarain [37], aussi pour les équations paraboliques
de haut ordre dans les articles de Bouziani-Benouar [27] et de Denche-Marhoune
[61]. Aussi des problémes ont été étudiés dans Muravei, Philinovskii [53], Pulkina
[54]. La méthode adoptée dans la plupart des articles précédents est celle des inégalités
d’énergie. Cette derniére appelée la méthode d’analyse fonctionnelle ou la méthode
des estimations a priori. Cette méthode basée sur les idées de I.G. Pétrovski [48]
qui I'a utilisé dans la résolution du probléme de Cauchy lié aux équations du type hy-
perbolique, par la suite J.Leray [40] et L. Garding [56] ont fait des développements
importants de la méthode et son schéma a été présenté par A.A. Dezin [29]. La méth-
ode a été également utilisée et développée dans les travaux de O.A.Ladyzenskaya [67],
K. Friedrichs [51], A.V. Kartynnik [30]. En fait, Cannon [43] et Ionkin [62] ont

utilisé la condition intégrale:

/lu (x,t) de = E(t). (0.1.1)

La méthode de transformée de Laplace est un outil utilisé pour approcher la solu-
tion de différentes classes d’équations aux dérivées partielles linéaires (voir: Suying
et al. [79], A Merad et A Bouziani. [4, 7, 12]). La difficulté principale dans
I'utilisation de la méthode de transformation de Laplace consiste a trouver son inverse,
car 'inverse de la transformation est trés complexe dans certaies situations. Pour
surmonter cette difficulté, il existe de nombreuses techniques numériques permettant
d’inverser la transformation de Laplace. Une bonne comparaison de quatre algorithmes
numériques d’inversion de Laplace fréquemment utilisés est donnée par H. Hassan-
zadeh et al. [46].

Dans ce travail, nous utilisons 'algorithme de Stehfest [47] qui est facile & implé-
menter. Cette technique numérique introduite par Graver [36] et son algorithme a
été offert par l'algorithme de Stehfest [47]. Afin d’inverser efficacement et précisé-
ment la transformation de Laplace. (Ce qui ne peut pas étre fait analytiquement).
L’application de la transformation de Laplace sur les équations réduit le probléme a

des équations différentielles ordinaires non homogénes de second ordre avec des condi-

10
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tions non locales. Le probléme réduit peut étre résolu par la méthode de variation des
parametres. Apreés discrétisation, la méthode numérique d’inversion de la transforma-
tion de Laplace est utilisée pour obtenir une approximation de la solution.

La méthode de perturbation d’homotopie (HPM) a été proposée par Ji-Huan He
[38] en 1998 Cette méthode a été appliquée par plusieurs scientifiques [71, 50, 35, 45,
41, 42, 60], aux différents problémes linéaires et non linéaires, Momani et odibat
[70] ont appliqué la méthode de perturbation d’homotopie aux équations différentielles
fractionnaires et ils ont révélé que la méthode HPM est une méthode analytique alter-
native, Récemment, S. Abbasbandy [71] a appliqué cette méthode a des équations
intégrales. La méthode de perturbation d’homotopie (HPM) peut étre combinée avec
des transformations comme celle de Laplace, pour résoudre des équations différentielles
ordinaires et aussi aux dérivées fractionnaires.

Le but de ce travail est de développer la méthode des inégalités d’énergie pour
différents problémes d’évolutions avec des conditions intégrales de type (0.1.1), pour un
nouveau type de problémes associant des équations fractionnaires avec deux condition
intégrale de type (0.1.1), dans les espaces fonctionnels de type Sobolev. Le schéma de
la méthode peut étre résumé comme suit:

1. D’abord on écrit le probléme posé sous forme d’une équation opérationnelle:

Lu=F, weD(L); (0.1.2)

ou 'opérateur L est considéré d’'un espace de Banach B dans un espace de Hilbert F
convenablement choisi.

2. Puis on établit les estimations a priori pour 'opérateur L.

3. Ensuite on démontre la densité de I'ensemble des valeurs de cet opérateur dans
I’espace F'.

En outre, 'objectif de cette thése est d’aborder quelques problémes différents avec
deux conditions intégrales et les mettre en évidence. On a pu étudier la résolubilité d'un
probléme pseudo hyperbolique intégro-différentielles avec deux conditions intégrales.
On a étudier D'existence et 'unicité d’une solution d’équation aux dérivées partielles

fractionnaire avec deux conditions intégrales.

11
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Plus précisément, on démontre I'inégalité d’énergie du type
lull g < el Lullg- (0.1.3)

On note que pour tous les problémes posés dans la thése, ce type d’estimations a priori
est obtenu en multipliant 1’équation considérée par un opérateur intégro-différentielle
Mu (contenant la fonction u, ses dérivées et une certaine fonction poids) défini sur le
domaine: Q7 = (0,1) x (0,7), et en intégrant sur le domaine §27.

Le choix de 'opérateur Mu est fondamental, il est dicté par I’équation et les con-
ditions aux limites. Ensuite, on montre que 'opérateur L de B dans I’ admet une

fermeture L, donc la solution de I’équation opérationnelle:
Lu=F, weD(L), (0.1.4)

est appelée solution forte généralisée du probléme considéré. Par passage a la limite,

I’estimation (0.1.3) sera prolongée a L, c’est a dire:
lullp < e[ Lull -

Ainsi, on déduit I'unicité de la solution de I’équation (0.1.4). Comme l'image de
Iopérateur L est fermée dans F et que R (f) = R(L), I'¢tablissement de la den-
sité de ’ensemble R (L) dans F' garantie I'existence de la solution forte du probléme

(0.1.2) .

0.2 Contenu de la thése

e Le chapitre un est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fondamen-
tales et les outils nécessaires dans ce travail concernant les opérateurs linéaires non
bornés, 'orthogonalité et la densité dans les espaces de Hibert, calcul fractionnaire, in-
égalités importantes, transformation de Laplace est sa transformation inverse, méthode
de perturbation de ’homotopie combinée avec la trasformation de Laplace (LT-HPM)
et quelque lemmes techniques.

e Le chapitre deux est réservé a I’étude d’un probléme pseudo hyperbolique intégro-
différentielles avec deux conditions intégrales. On transfére le probléme & un autre non-

locale aussi, mais moins compliqué, Puis on décrit le cadre fonctionnel en précisant les

12
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espaces fonctionnels dans lesquels 1’étude est faite. On montre 'existence et 'unicité
de la solution forte. La démonstration est basée sur une inégalité d’énergie et sur la
densité de I'’ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par le probléme étudié dans
I’espace d’arrivée F. Deux outils sont utilisés dans ce chapitre. Le premier est la
transformation de Laplace et 'utilisation de sa transformation inverse pour obtenir la
solution numérique. Le deuxiéme outil est la méthode de perturbation de I’homotopie
avec la transformée de Laplace (LT- HPM). De plus, quelques exemples sont donnés
pour comparer les solutions numériques et exactes.

e Dans le troisiéme chapitre on montre I'existence et I'unicité de la solution forte
d’un probléme fractionnaire d’évolution avec deux conditions intégrales. ensuite on
utilise la méthode de perturbation de I’homotopie avec la transformée de Laplace (LT-
HPM) pour obtenir la solution numérique, quelques exemples sont donnés pour justifier

Pefficacité de cette méthode.

13



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre, il est rappelé des outils de base et des résultats préliminaires essentiels

A notre travail.

1.1 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.1.1 Soient E et F deux espaces vectoriels. Un opérateur T est une appli-
cation de E dans F':
T:FE — F.

Tout opérateur 7' est complétement défini par son graphe G (T') qui est un sous-
espace vectoriel de F x F' défini par G (T') = {(u,Tu), uwe D(T)}, ou D(T) est le

domaine de définition de I'opérateur 7.
Définition 1.1.2 Un opérateur T' de E dans F' est dit linéaire si et seulement si :
Vou,u, € E,Vu, AN €k, T (Aug+ pug) = AT (ug) + uT (us),
ou k est le corps des scalaires de E et F'.

Définition 1.1.3 On dit que Uopérateur S est une extension de T si D (T) C D (S) et
Tu = Su pour tout u € D (T) (Autrement dit, G (T) C G(95)).

Remarque 1.1.1 Il n’est pas vrar que tout sous espace de E X F' est le graphe d’un

opérateur.

14
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Définition 1.1.4 On dit que T est fermé si son graphe G (T') est un fermé de E x F.

Proposition 1.1.1 Un sous espace G C E x F' est le graphe d’un opérateur linéaire si

et seulement si:

(0,y) € G =y =0. (1.1.1)

Preuve. On note p; : G — E la projection donnée par p; (x,y) = x. Si la propriété
(1.1.1) est vraie, alors (z,y1) € G et (z,y2) € G implique que y; = yo.
Donc, I'application T' : p1G — F qui associe & x € p;G, 'unique y € F' tel que

(z,y) € G est bien définie et posséde G comme son graphe. =

Définition 1.1.5 On dit qu’un opérateur linéaire T est fermable dans E s’il admet un

prolongement fermé.

On vérifie aussitot que T' est fermable dans E si et seulement si I’adhérence G (T')
de son graphe est un graphe (Car, on a T C T implique G (T) C G (T), comme
le prolongement T' est fermé, alors G (T) est ferm¢. Donc G (T) € G (T) implique
G(T) cG(T)=c (D).

Autrement dit T est fermable si et seulement si pour toute suite (u,) C D (T) telle
que u,, — 0 et Tu,, — v, alors v = 0.

L’opérateur fermé T dont le graphe G (T) = m est appelé fermeture de T.

(G (T) = G (T') implique que G (T') est un graphe:

V (U, Tuy,) € G(T) = < lim u,, lim Tun) e G(T) et (0,v) € G(T),

n—-+o0o n—-+4o0o

qui nécessite v = 0 pour assurer que G (T") soit un graphe).
Théoréme 1.1.1 (Théoréme de l’isomorphisme). - Soient E et F' deux espaces de Ba-
nach et soit T un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F'. Alors T~! est continu

de F' dans F.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme du graphe fermé). - Soient E et F' deux espaces de Banach.
Soit T un opérateur linéaire de E dans F'. On suppose que le graphe de T', G(T)), est fermé

dans E x F. Alors T est continu.

15
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1.2 Relation entre ’orthogonalité et la densité dans
les espaces de Hilbert

Définition 1.2.1 Soit M un sous-espace vectoriel de l'espace de Hilbert F', on définit
M+ Porthogonal de M, par

MJ_:{fEFa <f7 g>F:07 VgeM}

Proposition 1.2.1 Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert F. Alors M

est dense dans F si et seulement si M+ = {0} .

Preuve. Supposons d’abord que M est dense dans F. Soit f € M+ C F, soit
{fn},en suite d’éléments de M qui converge vers f. On a (f, f,), = 0 pour tout
n € N. En passant & la limite, on en conclut que || f|| = 0. Donc f = 0, qui donne
M+ = {0}.

Réciproquement, supposons que M+ = {0}. Alors on a (.ML)L = {O}L = F, et
comme M C M il s’en suit que (M)L C M+, et donc (ML)L C ((M)l>L, mais M
est un fermé, alors ((M)L>L = M, alors on trouve (]\4L)L C M= Fc M. Dou
F=M m

1.3 Calcul fractionnaire

1.3.1 Introduction

La dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un roéle important dans
le développement de la théorie des dérivées et des intégrales fractionnaires en vue
de leurs applications dans les mathématiques pures (solutions des équations différen-
tielles d’ordre entier, définition de nouvelles classes de fonctions, sommation des séries,
...). Cependant, la technologie moderne demande une certaine révision de 1’approche
mathématique pure bien connue. De nombreux travaux sont apparus, spécialement
dans la théorie de viscoélasticité de la mécanique du solide, ot les dérivées fraction-

naires sont utilisées pour une bonne description des propriétés des matériaux. Une

16
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modélisation mathématique basée sur les modeles rhéologiques méne naturellement a
des équations différentielles d’ordre fractionnaire, d’ou la nécessité de la formulation
des conditions initiales de telles équations. Les problémes appliqués demandent des
définitions des dérivées fractionnaires autorisant 'utilisation des conditions initiales
interprétables physiquement, lesquelles contiennent f(a); f)(a), ... etc. Malgré le
fait que les problémes aux valeurs initiales avec telles conditions initiales peuvent étre
résolus mathématiquement, la solution de ces problémes a été proposée par M.Caputo
(dans les années soixante) dans sa définition qu’il a adapté avec Mainardi dans la struc-
ture de la théorie de la viscoélasticité, donc on introduit une dérivée fractionnaire qui

est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

Définition 1.3.1 On appelle fonction Gamma FEulérienne (ou intégrale Eulérienne de

seconde espéce) la fonction notée I' définie par:
+oo
I (x) :/ et
0
ot x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x) > 0.

Définition 1.3.2 L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € L'[a,b] d’ordre «

€ R, est définie par

I°h(t) = (1)/:( ) g (1.3.2)

t— 8)1704

1.3.2 Dérivée de Riemann-Liouville

Définition 1.3.3 Soit « € RY et h une fonction localement intégrable définie sur [0,T].
La dérivée d’ordre o de h est définie par :

1. Dérivée au sens de Riemann-Liouville & gauche

1 o [t h(T)
Ro‘ht———/—d. 1.3.
Oat ( ) F(n—a) atn 0 (t_T)a—n—i-l T ( 33)
2. Dérivée au sens de Riemann-Liouville a droite
" o [T h(T)
R“ht:(——/ — (7. 1.34
taT () F(n—a)@t” . (t_7_>afn+1 T ( 3 )

ot le nombre entier n est choisi de telle maniére que : n —1 < a < n.
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En général, la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann

Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a:

1 o [ C
R« _ -
00, C = F(n—a)@t”/ (t—T)o‘_anT
C o" ! n—a—1
= —F(n—a)%/()(t_ﬂ dr
C (9” n—alT=t
- F(n—oz)%[_(t_ﬂ Jrzo
¢
- T(n—a)ot
B Ct
M(l—a)

Proposition 1.3.1 [76] Si0<p<1,0<qg<1, h(0)=0ett >0, alors

007 h(t) = 0] gOih(t) = §Of Gorh(t).

1.3.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.3.4 Soit & € Rt et h une fonction localement intégrable définie sur [0, T).
La dérivée d’ordre o de h est définie par:

1. Dérivée au sens de Caputo a gauche

1 b p) (T)
§orh (t) = / dr. 1.3.
2. Dérwée au sens de Caputo a droite
0" (T ) ()
Conh (1) — / d 1.3.
t a’I‘ ( ) 1—\ (n o a) . (t . T)a_n+1 7—7 ( 3 6)

avec n. un entier positif vérifiant l'inégalité: n — 1 < o < n.

1.3.4 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et de Ca-

puto

Soit @« € R avecn — 1 < o < n, (n € N*). Supposons que h est une fonction, telles
que §0%h (t), BO2h (t) existent, alors

R« Ca T h‘ tka
Booh (1) = Soch +Z

Tt (1.3.7)
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pour n =2 et %(0) = h(0) =0 on a

Roch (t) = §oh(t). (1.3.8)

1.3.5 Composition avec ’opérateur d’intégration fractionnaire

60 (Igh (£)) = h (t), (1.3.9)
et X
L pk)
I Gorn (o) = hin - Y O (13,10
k=0 ’
pour n =2, on a
I§ (507 R (£)) = R (t) — B (0) t — h(0). (1.3.11)
Lemme 1.3.1 [37]/Pour tout réel 0 < o < 2 on a
2
/ (R0rS,u) (Spu) dadt = < / ({faf%xu) dxdt) (1.3.12)
Q Q

1.4 Inégalités importantes

1.4.1 Inégalité intégrale de Cauchy-Schwarz
Pour toute u, v € L? (2), nous avons l'inégalité suivante:

/u (2) v (2) dz < (/u2 (z) dx) 5 (/02 (z) dx) 2, (1.4.13)

Q Q Q
1.4.2 Inégalité de Holder

Pour u, v € L? (2), nous avons

/u (2) .0 () dz < (/up () dx)p (/UQ () da:)p, p>1. (1.4.14)

Q Q Q

Cette inégalité est la généralisation de I'inégalité intégrale de Cauchy-Schwarz.
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1.4.3 Inégalité de Cauchy avec ¢

Pour tout € > 0,et pour arbitraire a, b dans R nous avons 'inégalité:

€ 1
jab] < 5 la)® + 5 b . (1.4.15)

1.4.4 Inégalité de Young avec ¢

Pour tout € > 0,et pour arbitraire a, b dans R nous avons 'inégalité:
p—1 ‘b o1

1
lab| < = |ea|’ + —— . Pour tout p > 1, (1.4.16)
p p

qui est la généralisation de I'inégalité de Cauchy avec ¢.

1.4.5 Inégalité de Poincaré

Lemme 1.4.1 Pour u € L?(0,1), on a [’estimation:

l
H%xuum(o,l) < E ||UHL2(0,Z) . (1.4.17)
Preuve. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine:
l 2 ! !
Sar = [ [uena] <[ [[ weora
! !
< (-0) [ @lenfa<-2) [ )i
T 0
par l'intégration sur (0,[), on trouve:
! l !
/ (Spu)’dr < (/ (Il —x) dx) (/ (u(z,t))° dx)
0 0 0
l2 l
< — | (u(x )’ da.
2 Jo
Par conséquent, on aura:
l
H%xuum(o,l) < E ||UHL2(0,Z) : (1.4.18)

Remarque 1.4.1 L’inégalité (1.4.18) reste valable si on remplace lintervalle (0,1) par
une région bornée 2 de R™. Il suffit de remplacer | par mes(Q2) (mesure de Q) dans

(1.4.18).
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1.4.6 Inégalité de Gronwall

L’inégalité de Gronwall joue un grand roéle dans les estimations des termes intégro-

différentiels et dont 1'utilisation est fréquente pour I'obtention des estimations a priori

dans les normes des espaces suscités et autres.

Lemme 1.4.2 (de Gronwall) Sia, b sont des fonctions non négatives et intégrables sur

(0,7), la fonction b soit non-décroissante sur (0,T), et X € L' (0,T), A > 0, il s’ensuit a

partir de: .
a(t) < b(t) —|—/ A(s)a(s)ds, (1.4.19)
que
a(t) < b(t)exp (A (1)),

Preuve. On pose

k(t) = exp (—A (t))/o A(s)a(s)ds.

Alors, pour tout ¢ € [0, 7], 'estimation

k(1) = A(f) exp (A (1) (a<t> - / A(s)a(s) ds) < (1) b(t) exp (—A (£)).

résulte de (1.4.19) et A(t) > 0. Avec k(0) = 0 par définition, l'intégration sur ¢ conduit

k(t) S/o A(s)b(s)exp (—A(s))ds.

Encore, une autre fois on utilise (1.4.19),

exp (—A (1)) (a(t) — b(t)) < exp (—A (1)) /0 M(s)a(s)ds = k(t) < /0 X (5) b(s) exp (—A (s)) ds.
Donc, on trouve

a(t) —b(t) < /0 A(s)b(s)exp (A(t) — A(s))ds, (1.4.20)
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si b est non-décroissante sur (0,7), de (1.4.20) et en vertu de A(t) > 0, on obtient

a(t) < b(t) —I—/O A(s)b(s)exp (A (t) — A(s))ds

< b(t) {1—1—/ Al(s )eXp(A(t)—A(s))ds]

< 00 [+ e (A /(9 ~exp (<A ()]
< b(t)[1+exp(A(?)) [—exp(—A () +1]]

< b(t)exp (A (1)).

Qui prouve le lemme. m

1.5 Transformation de Laplace

1.5.1 Définition et Propriétés

Définition 1.5.1 Soit f : Rt — C une fonction continue.

- On appelle transformée de Laplace de f, la fonction L (f) définie par:

uﬁ@zﬂﬂm&mfww=M$,

- On appelle transformation de Laplace, application L définie sur C' (Rt ,C) par
L(f)-

Remarque 1.5.1 On peut étendre cette définition aux fonctions f : R™ — C ayant les
propriétés sutvantes:

a) f est continue par morceaux, c’est-a-dire que sur chaque intervalle fini de la forme
la,b] ,a < b, les discontinuités de f (si elle existent) sont en mnombre fini et sont de
premiere espece.

b) [ est d’ordre exponentielle, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 et o € R tels que
|f (t)] < Me*. La continuité intervient lorsqu’on parlera de la transformée inverse de
Laplace.

Sous ces conditions, il est facile de vérifier que fooo [ (t) e **dt converge pour Re (s) > «

et on peut alors parler de transformée de Laplace de f.
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Linéarité

Si les fonctions f1 (t), fa(t),..., fn(t) ont des transformées de Laplace, et soit {ci1, ca, ...

un ensemble quelconque de constantes arbitraires. Alors

L {Z cifi (t)} = Zciﬁ {fi(®)} (1.5.21)

i=1 =1
Translation de la transformée

L{ef (1)} = F (s +a)

Transformation d’une dérivée d’ordre supérieur

Soit f(t) continu sur 0 < t < oo, et soient f'(t), f"(t),...., f" "V (t) continus par

morceaux sur tout intervalle fini contenu dans [0, c0). Alors
L Z s D (1.5.22)
ou L{f(t)} = F(s).

La transformée de Laplace d’une dérivée fractionnaire de Caputo
Soit « € RT avecn —1 < a <n, (n € N*)ona

n—1
L{GOf(t): s} =s"F(s)— > s 1f®(0) (1.5.23)
k=0

Transformation d’un produit de convolution

Définition 1.5.2 Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes f et

g, est une autre fonction, qui se note généralement f x g et qui est définie par:

(f*g) / f(r)gt—r) (1.5.24)
Théoréme 1.5.1 Soit L{f (t)} = F(s) et L{g(t)} = G(s). Alors
LA(fxg) (1)} = F(s)G(s), (1.5.25)

Inversement,

LTHF(s)G(s)} = (f+9) (1)
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1.5.2 Transformée Inverse de Laplace
Méthode analytique

Il n’existe pas de méthode analytique générale permettant de calculer u (x, t) si on con-
nait U(z, s). Cependant, on connait I’expression exacte u (z, t) pour certaines fonctions
Uz, s).

L’inversion de la transformée de Laplace s’effectue par le biais d’une intégrale dans

le plan complexe, la formule de Bromwich Mellin est donnée par:

Y+i0o
u(x,t) =L U(x,8) = L/ U (w, s)ds.

2T ) ino
Avec v choisi de sorte que l'intégrale soit convergente. C’est-a-dire v doit étre
supérieur a la partie réelle de tout singularité de U(x, s) et qu’a l'infini (v est réelle
positive Re(s) =), U(x,s) — 0 au moins rapidement que#.
En pratique la formule de Bromwich Mellin est peu utilisée, et on calcule les

inverses des transformes de Laplace & partir des tables de transformes de Laplace.

Méthode numérique (I’algorithme de Stehfest)

Pour les cas de figure pour lesquels on ne peut pas trouver une solution analytique, on
peut employer la méthode numérique suivante:

La méthode de Stehfest, aussi connu sous le nom d’algorithme de Stehfest, est une
méthode qui permet de calculer les valeurs de u (x,t). Elle a été publiée par Harald
Stehfest en 1970.

La transformée inverse de la fonction U(z, s) peut se calculer par:

In2 nln2
u(x,t) ~ TZBRU (x; , ) , (1.5.26)
n=1

K (2k)!
(m — k) (k — D)l (n — k) (2k — n)!’

(1.5.27)

ol m est un nombre entier positif impair et [g| désigne la partie entiére du nombre

réel q.
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Pour m =5, les 10 premiers 3,, sont donnés par :
_ _ 385 46871 505465 473915 _ 1127735
6 — 12762 12763 1279 54 65 66 2 767_ 3 )

1020215 328125 —65625
68 = T~ 3 69 ’ /810 = T2

1.6 Formule de quadrature de Gauss

La formule de quadrature de Gauss est une approximation numérique d’une intégrale

donnée comme suit :

b b— a =
[rwa="5" 3w w+ n

ou

2 b—a b+a

Wi = » Yi = L )
(1 —22) (p, (x:))* 2 2

(b . a)2n+l (n|)4

(20 +1) ((2n)!)°

/@ (€),

x; étant le 1™ zéro du polynome de Legendre p, ().

1.7 Meéthode de perturbation de I’homotopie com-

binée avec la transformation de Laplace (L1- HPM)

1.7.1 1dée de base de la méthode de perturbation de ’homotopie

La méthode de perturbation de ’homotopie a été proposée par Ji-Huan He en 1998 [38]
et a été développée et améliorée par lui-méme [41, 42, 45]. Pour illustrer les idées de

base de cette méthode, nous considérons I’équation fonctionnelle non-linéaire suivante:

Au) = f(r) =0;r € Q, (1.7.28)

avec la condition aux limites suivante:

Blu; 2%y = 0;r €T, (1.7.29)

ou
" On
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ol A est un opérateur fonctionnel général, B un opérateur de frontiére, f(r) est une
fonction analytique connue et I' est la frontiére du domaine. L’opérateur A peut-étre
décomposé en deux opérateurs L et N, ou L est linéaire et N est un opérateur non

linéaire. L’équation (1.7.28) peut donc s’écrire comme suit:

L(u) + N(u) — f(r) = 0. (1.7.30)
En utilisant la technique d’homotopie, nous construisons une homotopie:

v(r;ip) 1 2 x[0;1] — R,
qui satisfait:
H(vp) = (1= p)[L(0) = Lw)] + pA@) — f()] = 0ip € (i Tre 0, (1731)

ou

H(v;p) = L(v) — L(uo) + p [L(uo) + N(v) = f(r)] = 0, (1.7.32)

ou p € [0; 1] est un parameétre d’inclusion, ug est une approximation initiale de I’équation
(1.7.28), qui vérifie les conditions aux limites. Evidemment, a partir des équations

(1.7.31) et (1.7.32) nous aurons:
H(v;0) = L(v) — L(uy) =0, (1.7.33)

H(v;1) = A(v) — f(r) =0. (1.7.34)

Le changement de p de zéro a I'unité ne sont que celles de v(r;p) de wug (r) & u(r).
En topologie, on parle de déformation, et L(v) — L(ug), A(v) — f(r) sont appelés
homotopies. En 1998 Ji-Huan He, a utilisé le parameétre d’inclusion p comme un "petit
parameétre", et suppose que la solution d’équations (1.7.31) et (1.7.32) peut étre écrite

comme série de puissance en p:
v =g+ puL + PPy F e, (1.7.35)
Nous prenons p — 1, on aboutit & 'approximation de la solution de I’équation (1.7.28),

U= lin%v =V + v Ut (1.7.36)
p—)
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La combinaison de la méthode de perturbation et de la méthode d’homotopie est ap-
pelée méthode de perturbation de ’homotopie (HPM), qui a éliminé les limitations
des techniques de perturbation traditionnelles. La série (1.7.36) est convergente pour

plusieurs de cas. Certains critéres sont suggérés pour la convergence de la série (1.7.36),

dans [38].

1.7.2 La méthode HPM combinée avec la transformation de

Laplace

Dans les éxemples suivant nous exposons la méthode de pertubation d’homotopie(HPM)

combinée avec la transformation de Laplace(LT).

Exemple 1.7.1 On considére l’équation de Riccati suivante:

d
d—? = u—wr+1, teQ (Q= 10,400 (1.7.37)
u(0) = 0, (1.7.38)

la solution éxacte de (1.7.37) — (1.7.38) est donée par:

1 V2 -1
u(t):1+\/§tanh (\/§t+§log<\/§+1>),

d’autre part, le dévloppment de taylor de u au voisinage de 0 est

1. 1 7 7 53 71
D=t+t24+ 83— =t — —° — — 5 " %
u(t) =t 04 gt = ottt et gt o

On cherche maintenant la solution selon la méthode(LT-HPM).Appliquant l’opérateur L
a U'équation (1.7.37) on obtient,

sU(s) —u(0) = £ (2u(t) — v’ (1) + 1),

d’ou
1 1
U(s)— JU (0) = g[, (2u(t) — (1) + 1), (1.7.39)
en appliquant l'inverse de l'opérater L a l'équation (1.7.39) on obtient,
1
u(t)=L" {;E (2u(t) — u? (t) + 1)} +u(0). (1.7.40)
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Nous pouvans construire [’homotopie suivante:

v(t;p) 0 Qx[0;1] — R,

v(t)—u(0) = pL! {éﬁ (20(t) — v (t) + 1)} : (1.7.41)

supposons que la solution de (1.7.41) soit écrite comme la série suivante
v(t) =Y pu(t), (1.7.42)
§=0

en remplacent (1.7.42) dans (1.7.41) ,on obtient,

S o) —u () =pL {1 2ijvj<t>—(zpfvj<t>) +1

En idetifiant les termes avec ceur de mémes puissance de p, on trouve

P’ wo(t) = u(0) =0,

phooo(t) = L7 (s L {2u — g+ 1)) =1,

P2 wa(t) = L7 (s L {201 — 2000 }) = £,

PPt () = L7 (s7IL {200 — 2000, — 0F}) = £,

r' v(t) =L (3_1£ {2v5 — 2vp,3 — 2111112}) = ——t4

lorsque p — 1,(1.7.42) devient la solution approximative de [’équation (1.7.37),c-a-d,

U(t):liﬂiv:Uo+U1+02+U3+U4+v5+vg+v7+v8+ ...........
p*)

1. 1 7 7 53 71
D=t+t24+ 83— =t — —° — — 5 " 8.
u(t) =ttt gt = ot = et e gt

Exemple 1.7.2 Dans le réctangle 2 = (0,1) x (0,T) on cosidére l’équation défférentielle

partielle non linéaire suivante

ou ou 0O*u

o us = o (z,) € Q, (1.7.43)
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avec la codition initiale

u(x,0) = z. (1.7.44)
La solution éxacte de (1.7.43) — (1.7.44) est donée par:

X

U({E,t) = 1——{—t’

le développement de taylor par rapport a t de la fonction u au voisinage de 0 est
(e t) =z (1—t+ =+t ="+ ="+ 5 ).

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT — HPM), en appliquant

Vopérateur L a l’équation (1.7.43) on obtient,

0*u ou
SU(‘T, S) — U(I’,O) = C (@ — U%) y
d’ou
1 1, [0%u ou

Appliquons Uopérateur L4 a I’équation (1.7.45) on obtient,

1, [0? 0
u(z,t) = L1 (—L’ (8_:1:2 — ua—Z)) + u(x,0),

S

nous pouvons construire [’homotopie suivante:

v(x;t;p) 0 Qx[0;1] — R,
1, (0% ov

v(z,t) —u(r,0) = pL! (gc (@ - v%>) : (1.7.46)

supposons que la solution de (1.7.46) soit écrite comme la série suivante
v(t) = pl(t), (1.7.47)
j=0

en remplacent (1.7.47) dans (1.7.46) ,on obtient,

> P, t) — u@,0) = pL~! (E‘C (Z WU; _ Zp]vj;p]a—vxj)> . (1.7.48)

j=0 j=0 Jj=0
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En idetifiant les termes avec ceur de mémes puissance de p, on trouve:

pt vy (z,t) = L7 (3_1£ {?;;20 - 0%}) = —tz,

P vo(w,t) = L1 (s_lﬁ {%2;21 UO%UI — vl%}) = t°z,

p? v3(w,t) = L1 (51£ {8;;)22 1?;]1 Uo% - 02%}) = —t’z,

p* vg(z,t) = L7 (slﬁ {8;;}23 — 0% — Ul% - 2% - 03%}) = t'z,

lorsque p — 1,(1.7.47) devient la solution approximative de l’équation (1.7.43),c-a-d,
u(t) = hH%U:U0+U1+02+03+U4+v5+06 ........
p—)

u(t) =w (L=t + 2 = +t" =+ 1°....)
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Etude d’un probléme
intégro-différentielle
pseudo-hyperbolique avec des

conditions intégrales

2.1 Introduction

Quelques probléemes de la physique et de la technologie modernes peuvent étre décrits
en termes d’équations différentielles partielles avec des conditions non locales. Le terme
non-local de notre probléme (c-a-d fot a(t — s)v(zx, s)ds) apparait, par exemple, dans la
modélisation de I'existence quasi-statique d’une tige thermo-élastique, voir [5, 26, 25] a
d’abord été étudié, par la seconde auteur avec une équation parabolique le second ordre
plus générale ou une équation 2m—parabolique et avec une équation hyperbolique dans
(A. Merad [2, 6]), en utilisant les méthodes d’intégrales énergétiques et la méthode de

Rothe dans [66].
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2.2 Position du probléme

Dans le domaine rectangulaire
Q=0xI={(z,t):0<2x <1, 0<t<T},
,on considére une équation intégro-différentielle pseudo-hyperbolique:

82U 82’0 83'U t
£v= 92 Y2 ﬂ@t@:ﬁ +yv — /0 a(t — s)v(x, s)ds = g(x,t), (2.2.1)

avec les conditions initiales
v = v(z,0)=d(z), 0 <z <1, (2.2.2)
qu = v(z,0)=V(z), 0 <z <1, (2.2.3)
et les conditions intégrales
1
/ v(z,t)de = n(t), 0<t<T, (2.2.4)
0
1
/ zv(z,t)de = m(t), 0 <t <T, (2.2.5)
0

ou g,®,V, a,n, et m sont des fonctions connues, «, 3,7 et T" des constants positives,

de plus les fonctions ®(x) et ¥U(z) satisfont aux conditions de compatibilité suivantes:

/01 ddz = n(0), /01 a®dz = m(0), /01 Udr = n/(0), /01 wWdz = m'(0).

2.3 Reformulation du probléme

Puisque les conditions aux limites intégrales sont non homogenes, il est commode de
convertir le probléeme (2.2.1) — (2.2.5) en un probléme équivalent avec des conditions
intégrales homogenes. Pour cela, nous introduisons une nouvelle fonction u(z, t) comme
suit

v(x,t) = u(z,t) + Uz, t), (2.3.6)
ou

U(z,t) = (—6z + 4)n(t) + (122 — 6)m(t). (2.3.7)
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Le probléme (2.2.1) — (2.2.5) avec des conditions intégrales non homogenes (2.2.4) —
(2.2.5) peut étre réduit de facon équivalente au probléme de trouver une fonction u

satisfaisante &

0%u 0%u P

t
_Pu B N _ 1 <T
£u 52~ Yo 68158952 +’yu+/0 a(t —s)u(x,s)ds = f(z,t), 0<x <1l 0<t<T,
(2.3.8)
avec les conditions initiales
lu = u(z,0)=¢(z), 0<z<l, (2.3.9)
qu = w(z,0)=v(x), 0<z<l, (2.3.10)
et les conditions intégrales
1
/ u(z,t)de = 0, 0<t<T, (2.3.11)
!
/ zu(x,t)de = 0, 0<t<T, (2.3.12)
0
ou
Flat) = glo,t) — £U (2, 1), (2.3.13)
et
olx) = &(x) —LU(x,t), (2.3.14)
Y(z) = V(x)—qU(x,t). (2.3.15)

Donc, au lieu de chercher v, nous cherchons simplement u. La solution du probléme

(2.2.1) — (2.2.5) sera obtenue par les relations (2.3.6) — (2.3.7).

2.4 Estimations a priori et ses conséquences

La solution du probléme (2.3.8) — (2.3.12) peut étre considérée comme une solution du

probléme sous la forme opérationnelle:

Lu=F,
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ou L = (£,4,q) est considéré de B a F, et B est I'espace de Banach des fonctions
u € L*(Q), dont la norme est:

1 ou 2 2
|lullg = [ sup / H%x—(x,T) +||%xu(3:,T)H2 dz |
0<<T Jo ot

qui est fini, et I est '’espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f, v, 1)

dont la norme est:

1FN = (/Q ||f!|2d%’d?“r/01 (@) I” + o)1) dfﬂ) :

ce qui est fini.

[NIES

Le domaine D(L) de l'opérateur L est 'ensemble de toutes les fonctions u telles

que g—z, %, ‘g—;, %, 5o € L?(Q) et satisfait (2.3.11) ainsi que (2.3.12). D’abord, des

estimations a priori sont établies. Ensuite, I'unicité et la dépendance continue de la

solution par rapport aux données sont immédiatement transmises.

Théoréme 2.4.1 Si u(x,t) est une solution de probléme (2.3.8) — (2.3.12) et |a(t)| < a;

et [ satisfaisant la condition 3 > 7’4%?@ + é ,fed (@),on a ’estimation
ullp < Ol Lul[p - (2.4.16)

Ou C' est une constante positive indépendante de w;u € D(L)

o max(%,ég,%*y—i-a) 2
min(1,y + 2«) '

Preuve. On pose S,u = [ju (& t)d€ et S2u = [ [ u (&, t) dEdn. Multiplions

(\2 ou

I’équation (2.3.8) par Mu = —335¢

puis, intégrons sur le sous-domaine

Q= (0;7)x (0;)on0<7<T

on obtient:

Ou 4 (Ou OPu_, (Ou ou
- o 23 (at)dxdtvLa o 925 <at>dxdt+6/ 0t6:v2 <8t)dmdt

— /QT u? (%) d:cdt—i—/T(/Ota(t—s)u(:c,s)ds)%i <%) dxdt = / 72 ( > dxdt.

(2.4.17)
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L’intégration par parties de chaque terme du coté gauche de ’équation (2.4.17)

donne
1t ou 2 1 [t 5
= Som7 - = S 2.4.1
/ el xatdmdt 2/0 \gxé?t (z,7)|| dx 2/0 1S ()| de, ( 8)
52

u
5/ ata2 ﬂ%ddt ﬁ/ ‘a_
—’y/ u; —dxdt —’y/ 1S pu(z, )| da:——'y/ 1S20(2)]? de. (2.4.21)
Qr
Substitutions (2.4.18), (2.4.19), (2.4.20) et (2.4.21) dans (2.4.17) donne
1 [t I
5/ dx+27/ S, |Ju(z, 7)||° dz + oz/ |u(z, )| dx+ﬁ/
- (/n%¢ WPdo+ 3 [ 19t nmw-afuw IRE
/ IR —dxdt / (/ a(t — s)u(z, s)ds)c‘2 Y gt
Q- Jo

e

En utilisant les inégalités de type de Poincaré suivantes

1 1
[ It e < 3 [ s ute i as
0 0

1 1 1
l/%wM%ﬂWMS—/HM%ﬂWM,
0 2 0

/T /Otu(:v,s)ds 2

T? 2
drdt < — ||lu||” dxdt,
2 Jo.

dadt, (2.4.20)

S, au(x T)

Cot

dxdt

on obtient:
1/1 3.2 o do+ (17+a> /1 S, u(z, )| dz + A " vt
ot 2 0.
L[ 1w Hdm+(7+-a>/|w WP do
/ S da:dt /Q(/O a(t — s)u(x, s)ds)f‘ig dxdt. (2.4.22)
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En utilisant I'inégalité de Cauchy avec ¢, le membre droit de (2.4.22) est borné

t
—/ f%i@dazdt—/ (/ a(t — s)u(x,s)ds)%i@dxdt
Q- ot Q- Jo ot
€ 1 ul? aie t 2
< 2 IFI? dadt + — 2| dadt + —L / u(zx, s)ds|| dxdt
a Aul|?
— 2= || dadt.
251 Q- at
On a

0 ! 0
—/ f%i—udxdt—/ (/ a(t—s)u(a:,s)ds)%i—ud:cdt (2.4.23)
Q- ot Q- Jo ot
Ta:e3 1 ?
< 2 Hmwmu(—ﬂii@+—)/‘ dxdt,
2 Q- 8e1 8ea -
en utilisant (2.4.23) dans (2.4.22) on obtient
1
J
T4CL1€% + aq 1
2 - - - - -
+ (5 881 882) /T

I 1 !
< e[ WPty [ lo@iPdos (5r+a) [ e
Qr 0 0

T4a15%+a1
8e1

ou

ot

2 1
dx—i—(’y—i—Qa)/ |Spu(z, 7)||* do
0

%wgg(x,r)
2

Oul™ e

ot

si 3 satisfaisant la condition g >

/

1 [t 1 1
< @LImfﬂﬁ+§lHW@WM+(?%ﬂ)AHM@WM~@4%)

+ % on obtient

3, 2 (2, 7)

2 1
dr + (W—I—Za)/ |Spu(z, 7)) de
ot ;

Puisque le membre de droite de (2.4.24) est indépendant de 7, nous prenons le supre-

mum par rapport & 7 de 0 & T dans le membre de gauche nous obtenons:

1
SUPl/
0<r<T Jo

Nous obtenons ainsi I'inégalité

Jo, 1F1P dadt + [5 ()| da
+ [ (@) de

%x@(:p, T)

2 1
dx—l—/ 1Su(z, 7)|)* de < C
ot 0

lullp < CllLul g -
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Avec

o (max(%, €2,37 + a)) 2 |
min(1,y + 2«a)
Proposition 2.4.1 L’opérateur L de B dans F' est fermable.
Soit L la fermeture de L, et D (Z) le domaine de définition de L.
Définition 2.4.1 La solution de [’équation
Lu = F,

est dite solution forte du probléme (2.3.8) — (2.3.12).

Le théoréme 2.4.1 est valide pour une solution forte, c’est a dire on a l’inégalité
Jullz < ¢||Lul|,., Vue D(L). (2.4.25)
Par conséquent, cette inégalité entraine les corollaires suivants:

Corollaire 2.4.1 L’ensemble des valeurs R(L) de lopérateur L est égale & la fermeture

R(L) de R(L).

Corollaire 2.4.2 Si le probléme (2.3.8) — (2.3.12) a une solution, alors cette solution est

unique et dépend continiment de (f,p,1) € F.

2.5 L’existence de la solution

Théoréme 2.5.1 Si 3 satisfaisant la condition 3 > Tél%?m + é, alors le probléme

(2.3.8) — (2.3.12) admet une solution unique et forte u = f_l(f, 0, ) = L7I(f, @, ).

Preuve. Pour prouver que le probléme (2.3.8) — (2.3.12) admet une solution

forte pour tout arbitraire (f,¢,v) € F, il suffit de prouver que R(L) est dense

dans F, tout d’abord pour le cas ou L est réduit & Ly = (£,/,q) avec le domaine

D(Lg) = {u/u € D(L) : fu = 0 et qu = 0} .Pour ce faire, nous démontrons la proposi-

tion suivante:
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Proposition 2.5.1 Dans les conditions du théoréme 2.4.1, pour w € L*(Q) et pour tout

u € D(Ly), nous avons
/ £u-wdrdt =0, (2.5.26)
Q

alors w s’annule presque partout dans Q).

Preuve. L’é¢galité (2.5. 26) peut s’écrire comme suit

/ —wdmdt = / wdmdzH—ﬁ/ 0 2wda:dt—fy/ uwdzxdt

fwdzdt + / (/t a(t — s)u(z, s)ds)wdzdt, (2.5.27)

Qr

a partir de I’égalité (2.5.27), nous donnons la fonction w en termes de u comme suit:

0
w=-322 (2.5.28)

ot

En substituant w dans (2.5.27) par sa représentation (2.5.28), on obtient:
0*u du 0*u ou
— drdt = — dxdt
/QTaﬁ( x@t)x O‘/an2< Ia)m
ou 50U
dxdt — -7 — | dadt
+5/ 8t8$2< fat) v /Q“< a) v

+ / [ /0 alt — s)u(x, s)ds) <— mg“) dedt,  (2.5.29)

par intégration par parties et en tenant compte des conditions (2.3.11) et (2.3.12), on

obtient:
0*u du 1 (. du ? |
[ 5 (025 e = 5 [ o G| do—g [ 10, ao
1 2
_ %/ gx%(gx,f) dz, (2.5.30)
0
2 1 1
of G (o) i = =G [t o g [ e
1 1
= —§oz/ |u(z, )| d, (2.5.31)
0
50U oul?
ﬁ/ 8758:102( m@ )dxdt -0 g Fn dxdt, (2.5.32)
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, Ou 1! ) 1 /! 9
- | u|-=-S—= |dedt = —=v [ ||Sulz,n)||"de+ =y | ||SLul||” dx
Qr ot 2" Jo 2 Jo

1 1
- 1 / 1S u(z, 7)1 de. (2.5.33)
0

La substitution de (2.5.30), (2.5.31), (2.5.32) et (2.5.33) dans (2.5.29) donne:
1 /1 ou
2 Jo
1 [ 2 I 2
+357 ||%g;U(£C,T)|| dr + s« ||U({E,T)|| dx
2°Jo 2 Jo

ot
< /Q [ /0 alt — s)ulz, s)ds) (-%%) ddt. (2.5.34)

Par 'utilisation de 'inégalité de Cauchy avec ¢, le coté droit de (2.5.34) est borné

t o T4 2
/ (/ a(t — s)u(z, s)ds) (—%i—u) dxdt < M/
QT 0 8t 851 -
En utilisant (2.5.35) dans (2.5.34) nous obtenons
1 ! 2 T4a1€2 + aq
Z Qi d - 7
2/0 Sayy (x,7)|| de+ (ﬁ S, )/T
1 [t ) 1 /! )
+=y | |ISeu(z,7)||"de+ za [ JJu(z,7)||"dx <0.
2 Jo 2 Jo

. . . .. T4a1e2+ .
si (3 satisfait la condition g > =% 4 1 o obtient:
8e1 8eo
C\
Sp—(z, 7)

1 1
5/0 ot

nous obtenons, comme le membre droite de (2.5.36) est indépendant de 7, nous prenons

ou 2
%17_('17’ 7—) dxdt

2
5 dx +

Qr

oul|?

2.5.
o || drdt (2.5.35)

2

Ou\™ e

ot

ou

ou 2 1 [ ) 1 ! )
ot 5y [ ISte )P+ a [ fulen)Pde <0, (2530)
0 0

le supremum par rapport & 7 de 0 & T dans le membre gauche nous obtenons:

3, 2 (1)

2 1 1
1 1
Se— dx + —’y/ |Spu (e, 7)||° de + —a/ u(z, 7)||” dz < 0,
ot 27 ), 2% |,

1 1
sup —
0§T£T2 /()
d’ou

u=0.

Nous mettons v = 0 dans (2.5.28) qui donne w = 0 dans L*(Q).

Maintenant, passant & la démonstration du théoréme 2.5.1. A cette fin, il suffit de

prouver que R(L) est dense dans F'. On suppose que, pour certain W = (w,wq,w1) €
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R(L)* et pour tout u € D(L) = B, alors W vérifie 1'égalité:
/Q£u-wdxdt+/1 éuwodx—k/l quwy dx = 0. (2.5.37)
0 0
Il faut prouver que W = (0,0,0). Mettons u € D(Lg) dans (2.5.37), on obtient
/Q£u~wdxdt20, u € D(Lyg).

Alors la proposition 2.5.1 implique que w = 0. Donc (2.5.37) prend la forme

1 1
/ by wodx +/ quwy dx = 0.
0 0

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs ¢ et ¢ sont indépendants et les ensem-
bles des valeurs /¢ et q sont partout denses dans L?(f), alors on trouve que wy = 0 et
w1 = 0. Donc W = (0,0,0), ce qui implique que R(Ly) = F. Considérons maintenant
le cas général. Du fait que R(Ly) est dense dans F', on conclut qu’on peut prouver que
R(L) est dense dans F' au moyen de la méthode de continuation le long du parameétre.

On ne va pas décrire 'application de cette méthode car elle est analogue & celle utilisée

dans [21]. Cela acheve la démonstration du théoréme 2.5.1. =

2.6 Meéthode de transformation de Laplace et algo-
rithme de Stehfest

2.6.1 Meéthode de transformation de Laplace

Supposons que v(z,t) est défini et est d’ordre exponentiel pour ¢t > 0 c’est-a-dire qu’il
existe A, v > 0 et ty > 0 tels que |v (t)| < Aexp (7t) pour t > ty. Supposons aussi que

la transformée de Laplace V' (z, s), existe et est donnée par
Viz,s) = LA{v(x,t);t— s}
= / v (z,t) exp (—st) dt,
0

ol s est un parameétre positif. Prenant les transformations de Laplace des deux cotés

de (2.2.1), nous obtenons
2

—(OH—SB)ZTZ(Q:, s)+ (2 +y—A(s))V(x,8) = Gz, 8)+(x) +sp(x) — B (), (2.6.38)
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ou G (x,s) = L{g(x,t);t — s} .De méme, nous avons

/1 V(z,s)de = N(s), (2.6.39)
/le (x,s)de = DM(s), (2.6.40)
N(s) = LA{n(t);t — s}, (2.6.41)
M (s) = L{m(t);t — s}. (2.6.42)

Ainsi, I’équation considérée est réduite & un probléme de valeur limite gouverné par
une équation différentielle ordinaire non homogeéne de second ordre. Maintenant, nous
distinguons les cas suivants:

Cas 1: Si A(s) = s> + v, nous obtenons une solution générale de (2.6.38) comme

Vigs) = — 2 | /Oxu—ﬂ (G, ) + () + sl(r) — B ()] dr

(a+s8
+C1(s)x + Cy(s), (2.6.43)

ou C; et Cy sont des fonctions arbitraires de s. En remplacant (2.6.43) dans (2.6.39)

et (2.6.40), nous avons

1 ! " 3 2
C, = m/o (G(1,8) + (1) + sp(T) — B (1)) (27' — 37" + 1) dr
+12M (s) — 6N (s), (2.6.44)
—2 ! " 3 2 _
C, = ) /0 (G(1,8) +0(1) + sp(1) = " (7)) (—7° + 272 — 7) dT
—6M (s) +4N(s). (2.6.45)

Il est possible d’évaluer les intégrales dans (2.6.43)— (2.6.45) exactement. En général,
on peut avoir recours a l'intégration numérique pour les calculer, cependant. Par
exemple, la formule de Gauss (25.4.30) donnée dans Abramowitz et stegun [59] peut étre
employée pour calculer ces intégrales numériquement, nous avons les approximations

suivantes pour les intégrales:
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(69 +017) + st = 57 (2 = 37 4 1) d

%iwz{G(%[:@—l—l] )w( [ 1])+sw(%[xi+1]> /3@”( [%H])]

12

z; —1)% (2 + 2) (2.6.46)

1
4
/0 (G(r,5) + b(r) + sp(r) — B"(r)) (=7 + 20> — 1) du

. [6 (St i) w0 (S 1) e (S 1) -9 (S w)]

12
DN =
g
D
/'I\\
Gl
+
S

é[ z? + a7 +xz—5} (2.6.47)
A?wwﬂW@@+w<www> B (1))

e N " G(E[xi+1);5s) + (% [z +1]) + . (2.6.48)
21-:1 sgp( [:L’Z—i—l]) Bgo”(m [xz—kl])

Case 2: Si A(s) < s? + 7, nous obtenons une solution générale de (2.6.38) comme

—1 ‘ " .
Vz,s) = R<04—+55)/0 (G(7,5) + (1) + sp(T) — B¢" (7)] sinh R(z — 7)dr
+CO1(s)e™ + Cy(s)e . (2.6.49)

824y — Als)
R—\/ a+sB

ou C et Cy sont des fonctions arbitraires de s. En remplagant (2.6.49) dans (2.6.39)
et (2.6.40), nous avons
(e =101+ (1 —e 0y =
1 1
T | (G0 +0(0) 4 56(7) = A () cosh R(L = 7) = 1)dr + RN(:)
[(R—1e"+1] Cr+ [-(R+1)e" +1] Cp =

R(coshR(1—17)—1) 0
—sinh R(1 —7)

1 ! "
E@:g§4<aﬂﬁ+wuwﬂwﬂ—ﬁww»

+R*M (5s)
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Ci(s) \ _ [ an(s) ans) - [ n©
Cs (s) as () ag () b (s) 7
et
ap (s) = (e —1),
app(s) = (1—e 1),

(s)
(s)
ag (s) = (R—1)ef +1,
(s5) = —(R+1)eff+1,
1 ! "
O = T ), s+ v+ s6(r) = Be"(7)eosh R1 = 7) =~ 1)dr

+RN(s),

1

() = T ), (s v+ se(r) = B2()

R(cosh R(1 —7) — 1) 0
—sinh R(1 —7)
+R?M(s).

nous avons les approximations suivantes pour les intégrales:

/0 (G(78) +9(7) + s9(r) — B"(7)) (cosh R(1 — 7) — 1)dr

~ %Xj;w [G (% [z; + 1];5> + (% [z; + 1]) + s (% [z; + 1]> — By” (% [z; + 1]>} X
(cosh R(1 — % 2+ 1]) — 1), (2.6.50)

/0 (G(7,8) + (1) + sp(T) — B¢" (7)) [R(cosh R(1 — 7) — 7) — sinh R(1 — 7)] d7

%fﬁw 6 (gl 105) 0 (1o 1) o (1)) = 56 (g1 1)

1=

12

[R(cosh R(1— % 25+ 1]) — % (i + 1]) — sinh R(1 — % i + 1])} | (2.6.51)

/Ow (G(7,8) + (1) + sp(T) — B"(7)] sinh R(z — 7)dT

S+ 155) +v (Sl + 1) + s (Sl + 1) = 8" (5 fos+ 1))

12
o &
M=
&
Q
Py

sinh R(z — g [z + 1)). (2.6.52)
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Cas 3: Si A(s) > s? + +, nous obtenons une solution générale de (2.6.38) comme

V(z,s) = R(a_——l—lsﬂ) /Ow (G(T,8) + (1) + sp(T) — B"(7)] sin R(x — 7)dT
+C1(s) cos Rx + Cy(s) sin Rz (2.6.53)
Ou
82y — As)
= \/ o+ sp

ou C] et Cy sont des fonctions arbitraires de s. En remplagant (2.6.53) dans (2.6.39)

et (2.6.40), nous avons

sin RCy + (1 — cos R)Cy =

1 1 "
m/o (G(1,8) + (7)) + sp(T) — BY"(1))(— cos R(1 — 7) + 1)dT + RN(s)

(Rsin R+ cos R —1)Cy + (—Rcos R+sin R) Cy =

1 ! " (RcosR(1 —17)+ Rt
R J, Cr v e = | T T ar
+R*M (s)

Ci(s) \ _ [ an(s) ans) _1>< by (s)
Cs () az (s) as (s) by (s) |
et
a1 (s) = sinR,
aip(s) = (1—-cosR),

= (—RcosR+sinR),
1 1 Vi
— m/(] (G(7,5) + (1) +s0(1) — B (7)) (—cos R(1 — 7) + 1)dr
+RN(s),
ba(s) = m/@ (G(1,8) + (1) + sp(1) — B"(T))(Rcos R(1 — 7) + RT +sin R(1 — 7))dr

+R?M(s).

(s)
(s)
a1 (s) = RsinR+cosR—1),
(s)
(s)
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nous avons les approximations suivantes pour les intégrales:

/0 (G(r.5) + () + sp(r) — B (7)) (—cos R(1 — ) + 1)dr

%éwi {G (% [:vi+1];s> + 1 (% [xﬂrl]) + sp (% [»’Uz‘+1]> — B¢" (% [»’Uz‘+1]>} X

(—cos R(1 — % [z; +1]) + 1), (2.6.54)

G(1,8) + (1) + sp(1) — " (T))(Rcos R(1 — 7) + RT +sin R(1 — 7))dr

%iwi [G (% [xi—i—l];S) + (% [xz-—i-l]) + 50 (% [xi—i-l]) _ By (% [xi—i—l])] «

=1

12

1

S~

12

[Rcos R(1— % [z; +1]) + g [z; + 1] +sin R(1 — % [z; + 1])} : (2.6.55)

/Ow (G(T,8) + (1) + sp(T) — B"(T)] sin R(x — 7)dT

12

N

L . Lo . L L 80" (E s,

5 sz [G (2 [z; + 1],5) + 1 (2 [z; + 1]) + sp (2 [z; + 1]) By (2 [z; + 1])}

sin R(x — = [z; + 1]). (2.6.56)
ol z; et w; sont les abscisse et les poids, définis comme

z; 0 i zero de P, (), w; =2/ (1—17) [P (x)r

i

Leurs valeurs tabulées peuvent étre trouvées dans [59] pour différentes valeurs de

N.

2.6.2 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats de calculs numériques en util-
isant la méthode de transformation de Laplace proposée dans la section précédente.
Ces techniques sont appliquées pour résoudre le probléme défini par(2.2.1) - (2.2.5)
pour des fonctions particulieres g, ®, ¥, n,m, et des constantes positives «, [ et ~.
La méthode de solution est facilement mise en ceuvre sur ordinateur,avec 'utilisation
du losicial Matlab 7.9.3 programme. Les résultats numériques sont obtenus pour

N = 8 dans (2.6.46 — 2.6.48) , (2.6.50 — 2.6.52) et (2.6.54 —2.6.56), et m = 5 dans
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(1.5.26) — (1.5.27). Ensuite, nous avons comparé la solution exacte avec la solution

numérique on a trouvé un accord excellent entre les deux.

Exemple 2.6.1 Nous prenons

g(z,1)
® (x)

U(z) =
t)
)

n(

m(t

0, 0<z <1,

= exp(—xz), 0<z <1,

= (1—6_1)cosh(t), 0<t<T,
= (1—26_1)COSh(t), 0<t<T,

Dans ce cas, la solution exacte est donnée par

v(z,t)=e"cosh(t), 0<z <1l 0<t<T.

= —e "sinh(t),a(t)=0,0<z<1, 0<t<Teta=1,=1,v=0

Pour t = 0.10, € [0.10,0.90], nous calculons v numériquement en utilisant la méthode

de solution proposée et la comparons avec la solution exacte du tableau 1:

T 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90

v exact 0.9093654 | 0.7445254 0.6095658 | 0.490703 | 0.4086042
UV NUMETrique 0.9093851 | 0.7443921 0.6097452 | 0.500183 | 0.4080919
Erreur relative | 0.000217 | —0.0001790 | 0.0002943 | 0.0022295 | —0.0012538

Tableau 1.

Exemple 2.6.2 Nous prenons

g(x,1)

¢ (z) = cos(2mz), 0 <z <1,
U(r) = —cos(2rmz), 0 <z <1,
n(t) = 0,0<t<T,

mt) = 0,0<t<T.

Dans ce cas, la solution exacte est donnée par

v(xr,t)=elcos(2mr), 0<aw <1, 0<t<T.

46
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Pourt = 0.1, x € [0.1,0.9], nous calculons v numériquement en utilisant la méthode de

solution proposée et la comparons avec la solution exacte du tableau 2:

T 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90

v exact 0.7320288 | —0.2796101 | —0.9048374 | —0.2796101 | 0.7320288
v numérique 0.7324162 | —0.2795921 | —0.9047562 | —0.2795421 | 0.7321329
Erreur relative | 0.0005292 | —0.0000644 | —0.0000897 | —0.0002432 | 0.0001422

Tableau 2.

Exemple 2.6.3 Nous prenons

—e®sinht,a(t) =0, 0<z<1,0<t<Teta=1,=1,7v=0

exp(x), 0 <z <1,

0, 0<xr<1,

(e—1)cosh(t), 0<t<T,

cosh(t), 0<t<T,

Dans ce cas, la solution exacte est donnée par

v(z,t) =e"cosh(t), 0<ax <1l 0<t<T.

Pourt = 0.1, x € [0.1,0.9], nous calculons v numériquement en utilisant la méthode de

solution proposée et la comparons avec la solution exacte du tableau 3:

x 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90

v exact 1.1107014 | 1.3566137 | 1.6569717 | 2.0238299 | 2.4719114
v numérique 1.1106841 | 1.3565926 | 1.6569459 | 2.0237984 | 2.4718729
Erreur relative | 0.0000155 | 0.0000155 | 0.0000155 | 0.0000155 | 0.0000155

Tableau 3.
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Exemple 2.6.4 Nous prenons

1 1
= 0,a(t)=0, 0 <z <1, O<t§Tetoz:§,5:§,7:0

= exp(x), 0<z <1,

)
)
U(x) = exp(z), 0 <z <1,
) = (e—=1exp(t), 0<t<T,
)

= exp(t), 0<t<T,
Dans ce cas, la solution exacte est donnée par
v(z,t)=e"" 0<z<1, 0<t<T.

Pourt = 0.1, x € [0.1,0.9], nous calculons v numériquement en utilisant la méthode de

solution proposée et la comparons avec la solution exacte du tableau 4:

x 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90
v exact 1.221403 | 1.491825 | 1.822119 | 2.225541 | 2.718281
vV nUMErique 1.221407 | 1.491830 | 1.822125 | 2.22555 | 2.718291

Erreur relative | 0.0000031 | 0.0000033 | 0.0000032 | 0.000004 | 0.0000036
Tableau 4.

2.6.3 Meéthode de perturbation de ’homotopie avec transfor-

mation de Laplace (LT- HPM)

Apres 'application de la transformation de Laplace et d’apres la téchnique HPM, pour
déterminer la solution approché de ’équation (2.6.38) nous construisons une homotopie

proposée par Madani et al [60], sous la forme suivant:

ey (o 38) 2452 4 Ga, )

V(z,s) = (
+ oy (V@) + 50 - 85

n>1), (2.6.57)

La solution de L’équation (2.6.57) s’écrit sous la forme d’une série comme suit

= Zpivi(x, s), (2.6.58)
=0
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ou v;(x;s);1 = 0;1;2;...; sont des fonctions qui devraient étre déterminées.

En substituant (2.6.58) dans (2.6.57), on obtient

oo 00 7;32 V; z,s
E Wiz, s) = (82+721A(s)) ((a +58) > iZop —(8352 D G(z, s))
— p K3 ) - 1

. (2.6.59)
0%(®
+(s2+’y—A(8)) <¢(fl?) + 5P — 5 8;2)>

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p dans (2.6.59) on trouve:

0 . _ 1 0% (9)
p . ‘/U(‘T7 8) - (82 4 v — A(S)) w<x) + s 6 8x2 )
(a+sB) (@) | W) _ 9P
pl . ‘/1(1', 8) _ (s247—A(s))? (S 8:012 + Oz Ozt > ,
A G 8)
n (O[ + 56) 0?
>
D Va(z, s) 17— AQ) ax2V”—1(“”’S) (n>2)
Donc
_ 1 0? (2(x))
Volw:s) = a5 —am) <W> +o0(@) = 5W>
_B@(2n+2) (37)
__atsB (2n) n—1
Vn(at S) _ (s24+7—A(s))? +1 (37) < a+sp ) (n > 1)
| FB0(2) Fr-AE) 7

1 2n—2
T O (@) 8)

lorsque p — 1, (2.6.58) devient la solution approximative de I’équation (2.6.38),c-a-

d,

V(z,s) 2 Hy(z,s) = Z Vi(x, s). (2.6.60)

La solution v(z,t) peut étre récupérée approximativement a partir de H,(z, s) par
la méthode analytique ou selon l'algorithme de Stehfest. En prenant 'inverse £71

des deux cotés de (2.6.60) on obtient la solution approximative du probléme (2.2.1) —

(2.2.5) :
v(z,t) = L7 (H,(z,5)).
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Exemples tests

Exemple 2.6.5

g(xz,t) = —e"sinht,a(t) =0, et a=1,=1,7v=0
O (z) = exp(z), V(x)=0, 0<z<l,

n(t) = (e—1)cosh(t), m(t) =cosh(t), 0 <t <T,

la solution exacte est : wv(z,t) = €” cosht. (2.6.61)

On cherche maintenant la solution selon la méthode ( LT-HPM), par substitution des

données précédentes dans (2.6.38) on obtient:

s—1 ,
Vb(l', S) = 2 e
st=3s2+1) (1+s\"
Va(w,5) = ( 6 _ o4 >(52> e’ (n>1)
n (1 o (#)n) . 284738224,*1
V(.CL', 8) = Hn(xa 3) = ZV;(EL', 8) = $ s (15 —1)(s?—s-1) e
i=0 +
Pour n =6

—e' 1t gt? + gt 4 it 4 5t

31 5 11 1
>~ — pT 146 32 47 32 48 32 9 32 10 X
U(ZE, t) H6<l’7t) € COSh t+32 +6!t + 5040t + 8064t + 362880t 907200t €
1 1 1
__ 32 tll _ 32 7512 _ 32 7513
4435 200 95 800 320 6227020 800
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0.2
0.4
0.6
0.8

1.2
14
1.6
1.8

Pour n =10

v(x,t) = Hip(z,t) = cosht + 512

'Ueaca

W W N N H R s e

.020 1e”
.081 1e”
. 185 5e*
337 4e”
.543 1e*
.8107¢e”
.1509e*
07T 5e”
.107 5e”
762 2¢”

v

W N N = = e e s

3

hpm
.020 1e”
.081 1e”
. 185 5e”
. 337 4e”
.542 6e”
. 808 8e”
144 7"
.5594e”
.060 4e”
.650 Le”

Erreur relative
2.9555 x 107?
4.2098 x 1077
7.6910 x 1076
5.9564 x 107°
2.8574 x 1074
1.0084 x 1073
2.8745 x 1073
7.0051 x 1073
1.5145 x 1072
2.9796 x 1072

—etp 1t 224 23 Lt L0

+al® + T+ Gt 4 it + 1t

73 167 457 173 4 43
+ 5702 400t11 + 159 667200t12 + 377020 800t13 + BEe0145 600t1 + 336918502 ooot15
+ 1 t16 _ 1 t17 _ 37 t18
5230 697 472 000 1446 092 851 200 3201 186 852 864 000
_ 1 19 _ 1 £20 _ 1 21
3475574297 395 200 270 322 445 352 960 000 51090942 171 709 440 000
t Vexa Uhpm Erreur relative
0.2 1.0201e* 1.0201e®* 6.0259 x 10716
0.4 1.0811e* 1.0811e* 1.3882 x 107'2
0.6 1.1855e* 1.1855e* 1.2994 x 10710
0.8 1.3374e® 1.3374e” 3.222 x 107°
1 1.5431e® 1.5431e® 3.8261 x 1078
1.2 1.8107e® 1.8107e* 2.8406 x 1077
1.4 2.1509e® 2.1509e® 1.5228 x 1076
1.6 2.5775e® 2.5774e* 6.4292 x 1076
1.8 3.1075e* 3.1074e* 2.2618 x 1075
2 3.7622e* 3.7619¢* 6.8917 x 107°

Nous prenons
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Exemple 2.6.6

g(z,t) = (P+2t+2)2”—4e, a(t) =17
0 < z2<1,0<t<T, a=08=y=1,

d(r) = 2% VU(r)=2% 0< <1,
)

1 1
n(t) = get, m(t) = Zet, 0<t<T.
la solution exacte est:  v(x,t) = z%e' (2.6.62)

Ainsi, on cherche la solution selon la métode ( LT-HPM), par substitution des

données précédentes dans (2.6.38) on obtient:

gsx? 4+ 2?2 — 2

Ve =
o, s) o453 =2
) —58 — sTa? — 82 4 $0 — 25522 4 45° — sta?
‘/1(377 S) = - 5 3 2 ’
(s + 5% —2) 445t — 322 + 453 + 25222 + 2522 + 222
45 +4s + 4

Vy(w,8) = 53(5+1)m,

Volz,s) = 0;  (n>3).

V(x,s) = Hs(x,s)

Z Via(z, s)

s—1
ce qui donne une solution exacte du probleme v(z,t) = L7 {H,(z,s)} = x?¢".

Exemple 2.6.7
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g(z,t) = O,Q(t):(),0<x<1,0<t§Teta:%,B:%,7:0
d(x) = exp(x), 0<z <1,
U(zx) = exp(z), 0<z <1,
n(t) = (e—1)e", 0<t<T,
m(t) = e, 0<t<T.
la solution exacte est : w(x,t) =", (2.6.63)

Ainsi, on cherche la solution selon la métode ( LT-HPM), par substitution des

données précédentes dans (2.6.38) on obtient:

2s +1
‘/O(xﬂs) - 232
s+1\"2s+1 ,
Va(z,s) = ( 252 ) 252 <
- s+ 1\ 25 +1
Vi(z,s) = Hy(x;s) :;Vj(%3> = (1_ ( 252 ) ) (282 —s—1)
s+1\"" 25 +1
) =2 L[ 1- S (-
v(w;t) L {( (232) >(282—8—1>}
Pourn=5
1 11 1 19
t) ¥ Hs(x,t)= tt 10 t? 8 t7
v(z, 1) 5(@.1) 2554 675 200 * 33177600 + 11612160 + 61440 + 107520

7 1 1 1 1
— 5 — P B P+ 1
+5120 + 120 Tt T 6 tott it
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0.2
0.4
0.6
0.8

1.2
14
1.6
1.8

Pour n =10

v(x,t) = Hyp(x,t) =

'Ueana

1.221 4e”
1.491 8e”
1.8221e"
2.2255e"
2.718 3e*
3.320 1e”
4.055 2¢e”
4.953e”

6. 049 6¢”
7.3891e”

Uhpm

1.221 4e"
1.491 8e”
1.8221e*
2.2255€”
2.718 2¢”
3.3199e”
4.054 6e”
4.951 6e”
6. 046 2¢e”
7.381 5e”

1

Erreur relative
1.3832 x 107°
8.7499 x 1078
9.7853 x 1077
5.3658 x 107°
1.9869 x 107°
5.7309 x 107°
1.3898 x 107*
2.9660 x 1074
5.7379 x 1074
1.0268 x 1073

1

2 4+ 20 4

67

104634249 567 660 933 120 000 415215276 062 146 560 000

19 +

29 281

18 +

249129165637 287936 000

16

"
41845579776 000

283

13

1639 007 668 666 368 000 364 223 926 370 304 000

743 s 227 "
1% + t
1339058 552832000 = 22317642547 200

209

12 2047 tll 1 th

1821 848 371 200
2+

1

1
&+

* 362 880

0.2
0.4
0.6
0.8

1.2
14
1.6
1.8

40320

'Ueana

1.221 4e”
1.491 8e”
1.8221e"
2.2255e"
2.718 3e*
3.320 1e”
4.055 2¢e”
4.953e”

6. 049 6¢”
7.3891e”

1
7+

245248 819 200 81749 606 400 * 3628 800

1

1 1 1 1
— 0 — Pt P Pt

5040 720 120 24 6 2

Uhpm
1.2214e”
1.491 8e”
1.8221e*
2.2255e”
2.718 3¢”
3.320 1e*
4.055 2e”
4.953¢e"
6.049 6e”
7.389 1e”

o4

Erreur relative
2.4983 x 10717
5.0762 x 10716
5.0762 x 10716
1.0089 x 10712
1.1498 x 10711
8.3302 x 101
4.4111 x 10710
1.8555 x 107°

6.5424 x 107°

2.0061 x 1078

17
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Exemple 2.6.8

1
g(x,t) = —61’2 (Pa? + 3%z + 72t + 144) , a(t) =t, 0<a <1, 0<t<T
eta = =1, vy=0,

d(r) = 24, V(r)=2* 0<w <1,

1 1 1 1
n(t) = gt‘f—g, m(t) = ét—i—é, 0<t<T,
2 x? 2 2
Vo(z,s) = s ] (sa® + 2 — 12)
V(. s) 1 125722 — 125822 — 2455 4 125522
1\r,s =
s2(s+1)(s3—s24+s5— 1>2 —strt — 125%2% + 125322 + 125222 + 24
Vol 5) 1 2457 — 2458 + 2455 — 125422
r,s) =
’ (s*—1)(s3—s2+5—1)" | _246* + 2463 + 2452 + 1242
2
1
Vi(z,s) = ——— (245" — 24) il
(st —1)° (83— 824 5—1)°

Vilz,s) = 0; V(n>4).

o(z,t) = £ {ﬂx‘*}

ce qui donne une solution exacte du probléme v(z,t) = z* (t + 1) .

%)



Chapitre 3

Existence et unicité de la solution
d’une équation différentielle
fractionnaire avec des conditions

intégrales

3.1 Introduction

Les équations différentielles fractionnaires (EDF) sont des généralisations d’équations
différentielles d’ordre entier & un ordre arbitraire. Ces généralisati jouent un role crucial
en ingénierie, en physique et en mathématiques appliquées. Par conséquent, elles ont
suscité beaucoup d’intérét de la part des ingénieurs et des scientifiques ces derniéres
années. Puisque les EDF ont de la mémoire, les relations non locales dans ’espace et le
temps et les phénomeénes complexes peuvent étre modélisés en utilisant ces équations.
En effet, on peut trouver de nombreuses applications en viscoélasticité, électrochimie,
traitement du signal, théorie des controéles, milieux poreux, fluides, rhéologie, transport
diffusif, réseaux électriques, théorie électromagnétique, probabilité, et bien d’autres
processus physiques. [44]. Pour les développements récents dans les équations dif-
férentielles fractionnaires et différentielles partielles, voir la monographie de Kilbas et

al [33], et les articles [69, 52]. Un grand nombre de problémes dans la physique et
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la technologie modernes sont énoncés en utilisant des conditions non locales pour les

équations différentielles partielles, qui sont décrites en utilisant des conditions inté-

grales. Les conditions aux limites intégrales recoivent beaucoup d’attention en raison

de leurs applications dans la dynamique des populations, les modéles de flux sanguin,

le génie chimique et les systémes cellulaires. L’existence et 'unicité des solutions aux

problémes initiaux et aux valeurs limites pour les équations différentielles fractionnaires

ont été largement étudiées par de nombreux auteurs, voir par exemple [19, 73, 15, 77].

Certains des résultats d’existence et d’unicité ont été obtenus en utilisant le théoréme

de Lax-Milgram bien connu, et par des théorémes de points fixes [77]. Une formulation

variationnelle appropriée est le point de départ de nombreuses méthodes, telles que les

méthodes d’éléments finités et les méthodes spectrales. La construction d’une formu-

lation variationnelle est donc essentielle et repose fortement sur le choix des espaces et

de leurs normes.

3.2 Position du probléme
Dans le domaine rectangulaire
Q={(z,t) eR*:0<a <1, 0<t<T} oaT >0,

on considére I'équation différentielle fractionnaire de I'inconnu v(z, ), (z,t) € Q:
0? 0
Lv = {07+ al(x, t)a—;; + b(x, t)g—;) +c(z,t)v=g(a,t), (3.2.1)

1 < a<?,

a I’équation (3.2.1), On associe les conditions initiales :

v = v(z,0) = d(x), z € (0,1), (3.2.2)
qu = U(E;()) = U(x), z € (0,1), (3.2.3)

Sw o= ult), te (0,7), (3.2.4)
32w = E(t), t€ (0,7), (3.2.5)
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ou VU, u, F, a,b, cet gsont des fonctions.

Condition C(1). Pour tout (x,t) € @, nous supposons que:

da(x,t) . .0%(x,1) dc(x,t)
sgpa(a:,t) <0, sgpw >0, %fT <0, sgpw >0, (3.2.6)
Condition C(2). Pour tout (x,t) € @, nous supposons que:
D?a(z,t) 1 da*(x,t) 1. 0%(z,t)
0 < ML 4W — 4sgpa(a:,t) — §SEPW + §%fw
1 Oc*(w,t) _Ob(x,t) 1

—— —~ — 3 d 2 t) — —. 3.2.7
2sgp D12 or ¢(,1) 2e ( )

Condition C(3). les fonctions ®(z) et ¥(z) satisfont aux conditions de compatibilité

suivantes:
3@ = p(0), I7® = E(0), 3,0 = 1/(0), ST¥ = E'(0). (3.2.8)

Puisque les conditions aux limites intégrales sont non homogenes, il est commode de
convertir le probleme (3.2.1) — (3.2.5) en un probléme équivalent avec des conditions
intégrales homogenes. Pour cela, nous introduisons une nouvelle fonction @(z, t) comme
suit:

v(z,t) =u(x,t) + U(z,t), (3.2.9)

ou

Ulx,t) =2(2 —3x)u(t) + 6(2x — 1)E(t). (3.2.10)
Cette transformation nous ameéne & ’étude du probléme suivant:

2~ ~

Lu =g 0u + a(x,t)% + b(w,t)g—z +c(z,t)u=h(x,t), (3.2.11)
v = u(z,0) = p(x), x € (0,1), (3.2.12)

qQ = u%;()) = (x), z € (0,1), (3.2.13)

S = 0, te(0,7), (3.2.14)

32u = 0, t € (0,7), (3.2.15)
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ou

h(z,t) = g(x,t) — £U(x,1),
o(r) = @)1,
@) = W(w) - qU.

Encore une fois, on introduit une nouvelle fonction

u(z,t) =u(z,t) — ¢ ()t — ¢ (), (3.2.16)

et d’aprés (1.3.8) . le probleéme (3.2.11) — (3.2.15) prand la forme:

Lu = 0Mu+ a t)@+b( t)@+ (z,t)u = f(x,t) (3.2.17)
u =y Oy u+ alzr, 72 z, o7 clx,t)u=f(z,t), 2.
lu = wu(z,0)=0, z € (0,1), (3.2.18)
= "0 o 0, (3.2.19)
ot
S = 0, te(0,7), (3.2.20)
3u = 0, te (0,T), (3.2.21)

Ainsi, au lieu de rechercher la solution v du probléme (3.2.1) — (3.2.5), on établit
'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.2.17) — (3.2.21). La solution v sera

simplement donnée par les relations (3.2.9), (3.2.10) et (3.2.16).

3.3 Inégalité de ’énergie et ses conséquences

La solution du probléme (3.2.17) — (3.2.21) peut étre considérée comme une solution

au probleme sous forme opérationnelle:

Lu=F,
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ou L = (£,/4,q) est considéré a partir de B dans F', ou B est I'espace de Banach des

fonctions u € L*(Q), dont la norme:

lull ; = ( /Q (gj«a? (%xu)>2dxdt+ /Q (%Iu)dedt); (3.3.22)

est fini, et F' est ’espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f,0,0) dont

la norme:
1F e = 112200

est fini aussi.
Le domaine D(L) de l'opérateur L est 'ensemble de toutes les fonctions u telles

que S,u, S, (§05u) , 3,2, 3,24 € L2(Q) et u satisfont (3.2.20) ainsi que (3.2.21).

Théoréme 3.3.1 Si les conditions C(1), C(2), sant satisfaites, alors on a l’estimation
Jullg < Cl[Lullp, (3.3.23)
ot C est une constante positive indépendante de u,u € D(L).

Preuve. Multiplions 1'¢quation (3.2.17) par Mu = —2S2u puis, intégrons sur Q

on obtient

2

—2/ (505 u) %iudwdt—2/ a(m,t)%%iudmdt
Q X

Q
—2/ b(x,t)@%iuda:dt—2/c(m,t)u%iudmdt
Q Oz Q
= -2 / f S2udxdt (3.3.24)
Q

En utilisant une intégration par parties dans (3.3.24), et en tenant compte des condi-

tions (3.2.20) — (3.2.21), on obtient:

—2 / (607 u) S2udzdt = 2 / (507 Spu) (Spu) dadt, (3.3.25)
Q Q

2 2
_2/a(m,t)%%iudmdt =4 %(%xu)Q dxdt—Q/aquxdt
Q X QYT Q
da* 2
Q
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3
-2 / b(z, t)a— 2udrdt = / a—z(siu)zdxdt—:a / @(%xu)Q dxdt, (3.3.27)
S,u)? dadt (3.3.28)

2
—2/c(x,t)u 2udzdt = /ﬂ( iu)zdmdt—!—Q/c(\sx
Q Ox* Q
ns (3.3.24), on aura

En substituant (3.3.25) — (3.3.28) d

2
2/ (507 Sou) (Spu) dadt + 4 Oa - (S o) dadt — 2/ av’dxdt
Q Q0 Q
Oa’ 036 ab )
g 8%4( ) dxdt + fr (\Siu) dxdt — 3 Qa_x(swu) drdt

2
8_2 (%iu)Q dxdt + 2 / ¢ (S,pu)’ dedt
51‘ Q

= —2/f%§udxdt.
Q

L’estimation du coté gauche de (3.3.29), en appliquant les inégalités élémentaires, le

(3.3.29)

lemme [37] et les conditions C'(1) on a:

a 2 2
2/@ (?83 (%xu)> dx—l—/(él%—élsupau

it Tl O S St
2004 2™ a8 %o
820 o~ )
—5SUP 5 +2¢) (Spu)” dx
< _2/ F Suds (3.3.30)
Q
L’estimation du coté droit de (3.3.30) donne:
a 2 2
/Q(RaZ( u)) dx+/(4%—4supau
1 da* d3b b
2 gt + = inf & 382
2924 " 2 1n O3 oz
—2su i + 2c — i) (Spu)’ d
P 92 2’0"
£ / fidzx. (3.3.31)
Q
En utilisant la condition C'(2) dans (3.3.31), on trouve
2 / ({faﬁ (sggu)) dwdt + M / )2 dudt
Q
(3.3.32)

< ¢ / F2dxdt
Q

61



Chapitre 3: FExistence et unicité de la solution d’une équation différentielle
fractionnaire avec des conditions intégrales

d’ou
ull g < C||Lul|p, (3.3.33)
ou )
c 3
¢= (min(Q,M))
n

Proposition 3.3.1 L’opérateur L de B dans F' est fermable.
Soit L la fermeture de L, et D (f) le domaine de définition de L.
Définition 3.3.1 La solution de I’équation
Lu = F,
est dite solution forte du probléme (3.2.1) — (3.2.5).
Le théoréeme 3.3.1 est valide pour une solution forte, c’est & dire on a I'inégalité

lull g < e HZUHF, Vu € D(L).

Par conséquent, cette inégalité entraine les corollaires: 2.4.1 et 2.4.2.

3.4 L’existence de la solution

Théoréme 3.4.1 Siles conditions C(1) et C'(2) sont satisfaites, alors le probléme (3.2.17)—
(3.2.21) admet une solution forte et unique u = Zfl(f, 0. 0) = L7Y(f, ¢, ).

Preuve. Pour prouver que le probléme (3.2.17) — (3.2.21) admet une solution forte
pour tout (f,0,0) € F, il suffit de prouver que R(L) est dense dans F'. Dans ce but,

nous démontrons la proposition suivante:

Proposition 3.4.1 Dans les conditions du théoréme 3.4.1. Si, pour w € L*(Q) et pour

tout u € D(L), nous avons
/ £u - wdxdt =0, (3.4.34)
Q

alors w s’annule presque partout dans Q).
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Preuve. L’égalité (3.4.34) peut s’écrire comme suit

0?u du
/ (607 uw) dxdt = —/ a(z,t) 5w drdt — / b(x,t) —wdxdt — / c(z,t) uw dedt
Q Oz Q 9 Q

0 x
(3.4.35)
a partir de 'égalité (3.4.35), nous donnons la fonction w en termes de u comme
suit:
w = —232u. (3.4.36)

En substituant w dans (3.4.35) par sa représentation (3.4.36), par intégration par

parties, et en tenant compte des conditions (3.2.20) et (3.2.21), on obtient:

2/ (600 Spu) (Spu) dedt
Q

82& 2
—4 W(%xu) d:pdt—i—Z/ avu’dxdt
Q¥ Q
8a4 2 83[) 2 ob 2
+ / — (S2u)” dwdt — / — (S2u)” dadt + 3 / — (Syu)” dudt
2
+ % (S2u)” ddt — 2 / ¢ (Spu)? dedt = 0, (3.4.37)
Q Q

en appliquant les inégalités élimentaires et les conditions C'(1) on obtient:

0%

2/ (600 Su) qudxdt—/(él
Q Q 9

_|_la_a4_1infa_3b+3@
20xt 2 ox3 ox

+2 sup ac 2¢) (S,u)” dedt < 0 (3.4.38)
x

5 +4supau
x

en utilisant la condition C(2) dans (3.4.38), on trouve

1
2 / (600 u) Spudrdt + (— +M> / (Syu)® dedt < 0
Q 2e Q

en utilisant (1.3.8) et le lemme (1.3.12) on aura

a 2 1
2 / <gfag (%w)) dwdt + (—+M) / (Syu)? dwdt < 0,
Q 2e Q

d’ou

(Syu)® =0 (3.4.39)
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et par conséquant
u=0.
Nous mettons v = 0 dans (3.4.36) qui donne w = 0 dans L*(Q).

Cela achéve la démonstration du proposition 3.4.1. =

3.5 Meéthode de perturbation de I’homotopie avec
transformation de Laplace (LT- HPM)

En appliquant la transformation de Laplace aux deux cotés de I’équation (3.2.1), on

obtient:

LA{v(z,t)} = —s L ale, t>% (3.5.40)
+b(z, t)% +c(z,t)v—g(x,t)

+571® (z) + 572U (z) .

En prenant la transformation de Laplace inverse £~! de ’équation (3.5.40) on trouve

v(z,t) = —L71 {Saﬁ (a(x,t)% + b(w,t)g—z +c(z,t)v—g(x, t)> }
+® (z) +tV (2), (3.5.41)

D’apres la téchnique HPM, pour déterminer la solution approchée de I'équation
(3.5.41) nous construisons une homotopie proposée par Madani et al [60], sous la forme
suivant:

a(x, t) 0+ b, )22

v(z,t) =@ (1) —t¥(z)=—p L7 [s7°L (3.5.42)
’ +e(@t)v—g(n,1)

La solution de L’équation (3.5.42) s’écrit sous la forme d’une série comme suit
t)=> pua,t), (3.5.43)
=0

En substituant (3.5.43) dans (3.5.42), on obtient

( 2v; )
a (l', t) Z_] Opj Ox2
+b (@, 8) Y570 P
+c(,t) ijopjvj

\ _g (‘CE7 t) J

ipjvj —®(x) =tV (z) = —pL ' | s°L (3.5.44)
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En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p dans (3.5.44) on trouve:

vo(x,t) = ®(z) + tV (2)
vy(x,t) = —L7! (s““ﬁ {a(w,t) 862;20 + bz, 1) 20 + ¢ (z,t)vo — g (x,t)}) , (3.5.45)
Vpy1(z,t) = —L71 (S*aﬁ {a(m, t)a;;’Z” +b(z, 1) 22 + ¢ (z,1) Un}> i(n>1)

lorsque p — 1, (3.5.43) devient la solution approximative de I’équation (3.2.1),c-a-d,

v(x,t) = Hy (2,t) = > vj(x,t). (3.5.46)
=0
Exemple 3.5.1
: 3 3
Soient : a = 3 9 (z,t) = <1ﬁ+ 2t\/¥> er,
a(x,t) = —x—t, blz,t)=x+t, c(z,t)=2,
o (z) = 0, U (x) =0,

() = (e—1)vi, E(t) = (e—2)tve,

N

la solution exacte est :  v(z,t) = t2e” (3.5.47)

On cherche maintenant la solution selon la méthode ( LT-HPM), par substitution

des données précédentes dans (3.5.45) on obtient:

vo(z,t) =0
vi(z,t) = e (t n %3) . (3.5.48)
i (1) = — L1 (Ag,c {(—x — )2 4 (24 1) 0 4 2vn} (n > 1))

s2

Pour n=17:

3 32768 21

) Ho(z.t) = the® + —2 0 B e 3.5.49
vlw,t) = Halw,t) = t2¢" + eea oo mos € ( )
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13

0.2
0.4
0.6
0.8
1

1.2
14
1.6
1.8
2

UEJJQ

8.944 3 x 107 2%¢”

0.252 98¢”
0.464 76e”
0.715 H4e”

e{L’

1.314 5¢*
1.656 5e*
2.023 9e”
2.415 0e”
2.8284e"

Pour n=11:

13

0.2
0.4
0.6
0.8
1

1.2
14
1.6
1.8
2

v(z,t) = Hy(2,t) = t2¢”

v€$d

8.9443 x 102"

0.252 98¢
0.464 76e”
0.715 H4e”

e.’L’

1.314 5¢”
1.656 5e*
2.0239e”
2.415 0e”
2.8284e"

Exemple 3.5.2

Vhpm Erreur relative
8.9443 x 1072¢® 3.6607 x 10712
0.252 98¢” 1.8743 x 107°
0.464 76¢” 7.2053 x 1078
0.715 54e® 9.5962 x 1077
0.999 99¢® 7.1497 x 1076
1.3145¢" 3.6891 x 107°
1.656 3e” 1.4772 x 1074
2.022 9¢® 4.9133 x 10~*
2.411 5e” 1.4182 x 1073
2.818 1e” 3.6607 x 1073

1

* nesarzossoon Y™ ¢
Uhpm Erreur relative
8.9443 x 1072 1.1147 x 10~
0.252 98¢™ 2.0222 x 10720
0.464 76¢” 4.3186 x 10~17
0.715 54e” 7.6603 x 1071
1.0e* 4.2523 x 10713
1.314 5¢" 1.1321 x 10~
1. 656 5e* 1.8152 x 10710
2.023 9¢” 2.0081 x 107°
2.415 0e” 1.6731 x 1078
2. 828 4¢” 1.1147 x 1077
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2
Prenons: a=5/4, g(z,t) = T (1.75) 1 —2— 2,
a(x,t) = -1, b(xz,t) =—-1,  c(x,t) =0,
d(z) = 2% U (x) =0,

p(t) = t24+1/3, B(t) = (1/2)t* +1/12.

la solution exacte est :  v(z,t) = t* + 2°. (3.5.51)

Ainsi, on cherche la solution selon la métode ( LT-HPM), par substitution des

données précédentes dans (3.5.45) on obtient:

vo(z,t) = =x

donc

v(z,t) = Hi(x,t) = Zlet—ﬂ—i-x (3.5.52)

Exemple 3.5.3

Prenons oz:%, g(m,t):t2+F(g) x,
a(x,t) = R b(x,t):tg—a:Q, clx,t)=x
O(z) = €, ¥(r)=0,0<z <1,
Wt) = tre—1, Bt = ét§+e—2 0<t<T,

la solution exacte est :  v(x,t) = tix + €.

On cherche comme d’abétude la solution selon la métode ( LT-HPM), par substi-

tution des données précédentes dans (3.5.45) on obtient:
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Pour n =5

th

66 079
V3

4
t) = Hs (x,t) = t3 ! ’
viz,t) = Hy (2,t) = t52 + e + oo et T (2)

wl

Vexa —Vhpm

Tableau de I'erreur relative:E, =
t/x =02 r=04 r=0.6 r=0.8
t=02 —6.0409x 107" —4.8873 x10°1% —3.9738 x 10~1% —3.2425 x 1013
t=04 —6.0141x 10719 —4.7835x 10719 —3.8521 x 1071 —3.1285 x 10710
t=06 —3.3572x107% —2.6208x107® —2.0888 x107® —1.6881 x 107
t=08 —5.7557x1077 —4.4077x1077 —3.477x 1077  —2.7964 x 1077
t=10 -5.1663x107% —3.8817x107% —3.0318x107% —2.4271x 1076
t=12 -3.0796 x 107> —2.2713x107° —1.7574x107° —1.4009 x 107>
t=14 —1.3841x107%* —1.0028 x10™* —7.691x107° —6.1065 x 10>
t=16 —5.06x10"*  —3.6039x10°* —2.7417x10"* —2.1689 x 104
t=18 —1.5801x10"3 —1.1074x10"3 —8.3611x10"* —6.5924 x 1074
t=20 —4.3583x107% —3.0081x 1073 —2.2554x 1073 —1.7729 x 1073
t/x r=12 r=14 r=1.6 r =18
t=02 —2.173x107% —1.7824x 107 —1.4629 x 107% —1.2012 x 10713
t=04 —2.0960x 10710 —1.7235x 1071% —1.4195x 1071 —1.1702 x 1071°
t=06 —1.1306x10"% —9.3211x107? —7.7052x 1077 —6.3792 x 10~
t=08 —1.8723x1077 —1.5476x 1077 —1.2839x 107 —1.0675 x 1077
t=10 —1.6246x10% —1.3461x10% —1.1206x10"% —9.3551 x 107”7
t=12 —9.3743x10¢% —7.7851x10% —6.5017 x10°%® —5.4486 x 107°
t=14 —4.0852x107° —3.3998 x107° —2.8478x107° —2.3951 x 107
t=16 —1.4507x107% —1.2096 x 107* —1.0160x 107*  —8.573 x 107°
t=18 —4.4084x107* —3.6822x10"* —3.1005x 107* —2.6243 x 1074
t=20 —1.1853x107% —9.9165x107* —8.3693 x 107* —7.1038 x 1074

Veza
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Pour n = 10

v(x,t) = Hyg (z,t) = tix + e —

Tableau de 'erreur relative:

t/x
t=20.2
t=04
t=20.6
t=0..8
t=10
t=12
t=14
t=16
t=138
t=2.0

t/x
t=20.2
t=04
t=20.6
t=0.8
t=1.0
t=1.2
t=14
t=16
t=1.8
t=20

r=0.2
5.7659 x 10727
1.4695 x 10721
2.1024 x 10718
3.6004 x 10716
1.9262 x 1074
4.9371 x 10713
7.6160 x 10712
8.1029 x 10~
6.4923 x 1010
4.1599 x 107°
r=1.2
1.2445 x 10726
3.0729 x 10~
4.2481 x 10718
7.0272 x 10716
3.6344 x 1014
9.0171 x 10713
1.3487 x 10711
1.3938 x 10710
1.0868 x 107°
6.7883 x 107°

36 593

\/3777518

=04
9.3297 x 107%7
2.3377 x 102
3.2825 x 10718
5.5143 x 10716
2.8945 x 1014
7.2824 x 10713
1.1035 x 1071
1.1542 x 10710
9.1000 x 1071
5.7424 x 107°
r=1.4
1.1909 x 1026
2.9479 x 1072
4.086 x 1018
6.7765 x 10716
3.5133 x 1014
8.7365 x 10713
1.3095 x 10711
1.3559 x 10710
1.059 x 107*
6.6256 x 107°
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z=0.6
1.1379 x 10726
2.8237 x 102
3.9242 x 10718
6.5250 x 10716
3.3912 x 10~
8.4523 x 10713
1.2696 x 1071
1.3171 x 1071
1.0306 x 107
6.4583 x 107°
r=1.6
1.1171 x 10726
2.7748 x 10~
3.8602 x 10718
6.425 x 10716
3.3425 x 107
8.3386 x 10713
1.2536 x 1071
1.3015 x 1071
1.0191 x 107°
6.3907 x 107°

X

(r @)’

r=0.28
1.2380 x 10726
3.0577 x 1072
4.2285 x 10718
6.9969 x 1016
3.6198 x 1014
8.9834 x 10713
1.344 x 1071
1.3893 x 10710
1.0835 x 107
6.7688 x 107°
r=18
1.0319 x 10726
2.5734 x 10~
3.5954 x 10718
6.0097 x 10716
3.1392 x 1014
7.8615 x 10713
1.1861 x 101
1.2356 x 10710
9.7044 x 1010
6.1024 x 107°



Conclusion et Perspectives

Dans ce travail on s’intéresse aux problémes non locaux pour des équations aux
dérivées partielles hyperboliques avec conditions aux limites de type intégrale.

Ou, apres développement de la méthode des inégalités d’énergie pour des problémes
trés compliqués, on a pu établir ces résultats:

L’existence et 'unicité d’une solution forte d’un probléme pseudo hyperbolique
intégro-différentielles avec deux conditions intégrales puis I’étude de la résolution numérique
du probléme utilisant deux méthodes: La premiére est la transformation de Laplace
et l'utilisation de sa transformation inverse pour obtenir la solution numérique. La
deuxiéme outil est la méthode de perturbation de 'homotopie avec la transformée de
Laplace (LT- HPM).

L’existence et 'unicité de la solution forte d’un probléme fractionnaire d’évolution
avec deux conditions intégrales. Ensuite on utilise la méthode de perturbation de
I’homotopie avec la transformée de Laplace (LT- HPM) pour obtenir la solution numérique.

Il est important de noter une autre fois qu’il n’existe pas encore, pour les problémes
non-locaux une théorie générale analogue a celle des problémes classiques.

Ceci est da a la relative nouveauté de cette thématique d’'une part et a la com-
plexité des questions qu’elle souléve d’autre part. Chaque probléme nécessite alors un
traitement spécifique, ce qui souligne I'actualité du sujet abordé dans cette these.

On signale que beaucoup de problémes intéressants pour mieux enrichir cette étude
restent ouverts, on cite ici quelques uns:

— L’étude de la résolution numériques pour les problémes des EDP (paraboliques

et hyperboliques) non linéaires avec des conditions de type intégrale.
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Conclusion et Perspectivese

Cette question semble trés délicate et importante, et elle mérite d’étre étudiée.

— Aussi, I’étude des solutions des problémes fractionnaires linéaires et non linéaires
avec des conditions non locales de type intégrale semble clairement difficile et qui
exige certainement des hypothéses plus précises et un développement trés difficile de
la méthode des inégalités d’énergie et cela aussi pour la technique utilisée dans la
demonstration de ’existence des solutions.

— Ainsi, de nombreuses perspectives intéressantes pour ’analyse numérique pour-
raient permettre de poursuivre les travaux entrepris dans cette thése, surtout du coté
du dévelopement des méthodes numériques efficaces, afin d’étre en compatibilité avec

les conditions non locales de type intégrale.
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