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Introduction

Le phénoméne de contact avec frottement entre un corps déformable et une fondation
rigide ou entre deux corps déformables sont abondants en industrie et dans notre vie
quotidienne.

Au début, on va citer quelques étapes importantes dans I'élaboration de la théorie du
frottement.

La notion de coefficient de frottement s'est imposée durant la période qui va du 16%me

au 18°™e sjgcle. Léonard de Vinci s'intéresse au frottement vers le début du 16°™
siécle et donne une premiére valeur (0.25) du coefficient de proportionnalité entre la
force de frottement et le poids du corps. Deux siéecles plus tard, vers la fin du

17*™siecle, G. Amontons redécouvre ces aspects et les étend. 1l énonce les premieres
lois de frottement véritables.

Au 18°™¢ siecle, on s'intéresse a la rugosité des surfaces et L. Euler fait la différence
entre frottement statique et frottement dynamique grace a des expériences de petits
solides glissant sur des plans inclinés. Il estime que cette différence est due au fait que
plus le glissement est rapide plus les aspérités d'une surface sautent d'une aspérité de la
surface opposée a l'autre, réduisant ainsi le contact.

C.A. Coulomb, a partir de nombreuses expériences, confirme les lois d'’Amontons. Il
pose le probleme de la dépendance a la rugosité des surfaces et du rdle de I'adhésion. Il
est en outre le premier a faire référence a une augmentation du coefficient statique
avec le temps de contact stationnaire.

H. Tresca (1814 - 1885), I’ingénieur mécanicien a aboutit dans ses travaux sur les
résistances des matériaux, a un critére maximal de résistance d’un matériau aux efforts
de cisaillement connu sous le nom de critére de Tresca.
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Toutefois jusqua la fin du 19%™¢ siécle, on s'intéresse peu au probléme du contact. II
faut attendre Hertz en 1881 qui énonce des résultats sur les déformations induites par
un contact élastique sphére/plan ou cylindre/plan.

D’es lors, les travaux sur le contact et le frottement ont été abordés par de nombreux
chercheurs, les travaux de Hertz étant confirmés par des résultats expérimentaux
mettant en ceuvre la mesure de conductance du contact. Les travaux sur la rugosité des
surfaces font ressortir le role primordial du comportement des aspérités. 1l apparait que
le contact réel s'effectue sur une petite portion de l'aire apparente de contact.

En 1933, A. Signorini pose le probleme général de I”equilibre d'un corps élastique en
contact sans frottement avec une fondation rigide.

La théorie de I’analyse variationnelle des problémes de contacts inclues 1’existence et
I’unicité des résultats a I’aide des inégalité variationnelles , était développée fortement
apres les années 70, on peut se reporter a [22], [24], [38], [26], [45] et [48].

H. Bresiz dans [10] a nottament obtenu des résultat ( faisant intervenir des méthodes
de dualité convexe et de théorie des sous différentiels) peuvent étre trouvée dans

G. Duvaut et J.L. Lions [19] dans la continuité des études des problemes de I'élasticité
comme minimisation de fonctionnelle quadratiques, posent le probleme du corps
élastique glissant dans le cas d’un frottement de Tresca ( i.e. avec un seuil fixe qui ne
dépent pas de la contrainte normale ), sous la forme d'une inéquation variationnelle. Ce
sera aussi le départ de beaucoup de travaux.

L’objectif de ce mémoire est I’étude de quelques problémes aux limites de contact
avec frottement entre un corps déformable et une fondation rigide. Ici nous
considérons des lois de comportement non linéaire des processus quasistatiques, les
résultats que nous obtenons concernent ’existence et I’unicité des solutions faibles et
la dépendance continue par rapport aux données. Ce mémoire est composée de trois
chapitres.

Dans le premier chapitre on introduit des notations genérales de la mécanique ainsi
que des notations mathématiques, nous présentons des divers modéles mécaniques de
contact ¢tudiés et nous rappelons quelques outils d’analyse fonctionnelle. Ce chapitre
est consacré a faire rappeler la formulation des problemes viscoélastiques qui seront
traités dans la suite, ainsi des notions de base de la mécanique des milieux continus et
d’analyse fonctionnelle nécessaires pour la compréhension de ce mémoire.

Deux sections qui constituent ce chapitre. La premiere section se comporte de trois
parties. Dans la premiere partie on donne des rappels concernant le tenseur de
contrainte, le champ des déplacements et les lois de comportement. Dans la deuxieme

Vv
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partie, on présente des conditions de limites de frottement d’un corps déformable avec
une fondation rigide, prises en compte dans la suite. Dans la troisieme partie, nous
poserons deux problemes a étudier dans ce mémoire. La deuxieme section comprend
trois parties. Dans la premiére partie, on introduit les espaces fonctionnels utiles dans
ce mémoire. La deuxieme partie est destinée aux équations non linéaires dans les
espaces de Hilbert. Enfin, la derniére partie fait ’objet de rappel de quelques résultats
fondamentaux d’analyse fonctionnelle, les inéquations variationnelles et des lemmes
de type Gronwall.

Le deuxieme chapitre est destiné a 1’étude d’un probléme de contact bilatéral avec
frottement de Tresca. Ce chapitre est consacré a 1’étude du probléme quasistatique
ayant une loi de comportement de la forme (1.1.4), soumis a des conditions de limites
de frottement de Tresca.

Cing sections qui composent ce chapitre. Dans la premiere section, on présente le
probléme et les hypothéses utiles pour son étude. Dans la deuxieme section, nous
tirons deux formulations variationnelles pour le probléme, la formulation principale en
termes de déplacements et la formulation duale en termes de champs de stress. Dans la
troisieme section nous prouvons I’existence d’une solution unique de chaque
formulation variationnelle. Dans la quatriéme section, nous établissons 1’équivalence
entre les deux formulations. On termine ce chapitre par la cinquiéme section ou, nous
prouvons la dépendance continue de la solution de la limite de rendement de friction.

L’objectif du troisiéme chapitre, est d’envisager une genéralisation, dans un cadre
fonctionnel abstrait, des résultats obtenus dans I'étude des problemes mécaniques
précis. L’étude dans ce chapitre est inspirée de [7]. On analyse un probléme
d’évolution abstrait non linéaire décrivant une classe de processus de contact avec
frottement entre un corps viscoélastique et une fondation. Le probléme est posé
comme une inclusion différentielle dépendante du temps. L’existence et 1’unicité de la
solution est établie en utilisant la théorie des inégalités variationnelles elliptiques et le
théoreme du point fixe de Banach. Une formulation duale du probléme est aussi
présentée et un résultat d’équivalence est prouvé. Les résultats abstraits obtenues sont
utilisés pour résoudre un probleme de contact avec frottement pour des matériaux
viscoélastiques.

On a constitué ce chapitre de quatre sections. Dans la premiére section, nous allons
poser le probléme sous forme d’inclusion différentielle dépendante de temps. Dans la
deuxieme section, on établie un résultat d’existence et I’unicité de la solution. Dans la
troisieme section on présente une formulation duale du probleme, comme on prouve
I'équivalence entre les formulations. Finalement, dans la quatrieme section, on donne

Vi
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une application des résultats abstraits obtenus, et on résout un probleme de contact
avec frottement pour des matériaux viscoélastiques.
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Notations

I’adhérence de Q.

la frontiere de Q supposée réguliére

Une partie mesurable de la frontiére T'.

la normale unitaire sortante.

les composantes normale et tangentielle du champs
vectoriel v .

I’espace des fonctions réelles continument différentiable
sur Q.

I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables
et a support compact contenu dans Q..

I’espace des distributions sur Q.
I’espace L’ ()" .

I’espace L* ()5 .

I’espace H*(Q)".

I’espace { ceH |jDivoc=(0,0;,)eH }
1
I’espace de sobolev d’ordre > surl.

1
I’espace H? (I)".

1

I’espace dual de H2 ().

viii
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H!

r

y ‘H —>H,

1

I’espace dual de H2 ()" .

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel et N e IN™, on utilise les notations suivantes :

HN

NxN
HS

(O
s
H'

o D
Yk

X, >X

n—>X

L (H)

I’espace { x=(x;)jx;eH, i=1,N }
I’espace { x=(x;)jx;=x;€H, ,j=1,N }
le produit scalaire de H .

lanormede H .

I’espace dual de H'.
le produit de dualité entre H et H'.

la fonction indicatrice de K < H .

la convergence forte de la suite (x,) vers
I’élémentxdans H .

la convergence faible de la suite (x,,) vers I’élément x

dans H .

I’espace des application lin€aires et continues dans H.

Si de plus un [0, T] intervalle de temps, k<IN et 1< p <+c0 , on note par :

C(0,T: H)

'y

C'(0,T; H)

I’espace des fonctions linéaires et continues de [0,T]

dans H .

lanorme deC(0,T; H).

I’espace des fonctions continument dérivables de [0,T ]
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-

17(0,T; H)

| ' |O,p,H

W~ (0,T; H)

| ' |k,p,H

dans H

la norme deC*(0,T; H) .

I’espace des fonction f mesurables de 0,7[ dansH

T
telles que J‘|f(t)|§dt avec la modification usuelle si
0

P = +oo.
lanorme de L?(0,T;H).

I’espace de Sobolev de paramétres k et p.

la norme de W*? (0,T;H).

Pour une fonction f, on note par :

fof
0if

rf
e(f)
Div f
of

les dérivées premiére et seconde par rapport au temps.

la dérivée partielle de f par rapport a la ™
composante x; .

le gradient de f .

la partie symétrique du gradient de f .

la divergence de f .

la sous-différentielle ( classique ) de f .

Si H*'et H?sont deux espaces de Hilbert réels, on note par :

L (H*,H?)

” : ||L(H1,H2)

I’espace des applications linéaires et continues de H*

dans H*

lanorme de L (H*, H?).
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Autres notations :

liminf
limsup

p-D-
t.q.

la limite inférieure.

la limite supérieure.

I’espace des tenseurs symétriques du second ordre
surIRY

le tenseur identité du second ordre sur IR™ .

le zéro de IR et celuide Sy, .

une constante générique strictement positive.
presque partout.

tel que (telle que).

Symbole indiquant la fin d’une démonstration.

Xi
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Chapitre 1

Formulation des Problemes
Viscoélastiques - Préliminaires

Ce chapitre est consacré a faire rappeler la formulation des problémes viscoélastiques
qui seront traités dans la suite, ainsi des notions de base de la mécanique des milieux
continus et d’analyse fonctionnelle nécessaires pour la compréhension de ce mémoire.

Deux sections qui constituent ce chapitre.

La premiére section se comporte de trois parties. Dans la premiere partie on donne des
rappels concernant le tenseur de contrainte, le champ des déplacements et les lois de
comportement. Dans la deuxiéme partie, on présente quelques exemples de lois de
contact avec frottement contenant des conditions de limites de frottement d’un corps
déformable avec une fondation rigide. Dans la troisieme partie, nous poserons deux
problémes a étudier dans ce mémoire.
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La deuxieme section comprend trois parties. Dans la premiére partie, on introduit les
espaces fonctionnels utiles dans ce mémoire. La deuxieme partie est destinée aux
équations non linéaires dans les espaces de Hilbert. Enfin, la derniére partie fait I’objet

de rappel de quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle, les inéquations
variationnelles et des lemmes de type Gronwall.

1.1. Formulation des problémes aux limites
1.1.1. Contraintes, déformation et lois de comportement

On considére un corps déformable occupant un domaine Q de IR™ (N =23), de
frontiere 6Q =T supposée assez réguliere. Dans un intervalle de temps [0,T7],

I’évolution du corps matériel est décrite par I’équation de mouvement :

(1.1.1) pii=Diveo+f, dans Qx[0,T].

Dans cette équation p désigne la densité de masse, u:Qx[0,T]— IR" représente le
champ des déplacements, Divo est la divergence du champ des contraintes
o:QOx[0,T]>Sy et f,:Qx[0,T]—IRY représente la densité des forces
volumiques appliquées sur le corps.

On note paru etii respectivement la dériveée premiere et la dérivée seconde de u par
rapport au temps.

Dans certaines situations 1’équation (1.1.1) peut étre simplifiée. Par exemple, dans le

cas ou le champ des vitesses varie trés lentement par rapport au temps. Dans ce cas, le
terme pu peut étre négligé et I’équation (1.1.1) devient

(1.1.2) Divo+fy=0 dans Qx[0,T]

L’équation (1.1.2) s’appelle équation d’équilibre.
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Les processus d’évolution modélisés par 1’équation (1.1.1) s’appellent processus
dynamiques et les processus modélisés par 1’équation (1.1.2) s’appellent processus
quasistatiques.

Dans la suite, on va considérer des solides viscoélastiques dans le cadre des petites
transformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations linéarisé
£:Qx[0,T]— Sy défini par

1
(113) &= (81]) ) gij =§(8jul- +ain) dans QX(O,T)

ol 0; etd; et representent les opérateurs de dérivation partielle respectivement par
rapport aux variables x; et x ;.

On précise en outre qu’on adopte la convention de 1’indice muet. Dans la suite on va
noter ¢(u) au lieu de& pour mettre en évidence la dépendance de ¢ par rapport au

champ des déplacements.

L’équation (1.1.1) ou (1.1.2) est insuffisante a elle seule pour décrire le mouvement
des milieux continus. En effet, il reste a décrire ce qui est propre au matériau lui-méme.

C’est I’objet des lois de comportement que nous décrivons brievement ci-dessous.

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu
continu.

Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est
souvent expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser

pour établir une loi de comportement.

Dans ce mémoire on considére des matériaux ayant des lois de comportement
viscoélastique de la forme

(1.1.4) c=A (£(1)+G (e(w))
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ou A et G sont des fonctions constitutives. La loi de comportement (1.1.4) est dite loi
viscoélastique de type Kelvin-Voigt.

1.1.2. Conditions aux limites de contact

On s’intéresse dans toute notre étude a un corps mateériel qui occupe le domaine borné
Q < IRY de frontiére réguliére Q=T constituée de trois parties disjointes I, et
I'; deux a deux disjointes. On note par v le vecteur normal unitaire extérieura IT".

Comme on suppose aussi que, ce corps est encastré par la partie I'; de sa frontiere dans
une structure fixe, donc :

(1.1.5) u=0 sur I;x(0,T),

ce qui représente la condition aux limites de déplacement. On connait des tractions de
densité f, agissantes sur la partie T",et qui Vérifient

(1.1.6) ov=f, sur I,x(0,T).
Cette condition est appelée condition aux limites de traction.

Les composantes normales et tangentielles du vecteur déplacement uet du vecteur
contrainte de Cauchy ov = (o;v;),1 =1,...,N, sont données par

u, =u-v=wv; , u =Uu;) , U;=U-Uy; i=1..,N

Oi=0;V:—0,V; 1=1...,.N

0, =0,'V=0;V,V: ,0,=0, iV

yrivj T a !

On peut modéliser mathématiquement 1’évolution d’un corps déformable sous I’action
des efforts extérieurs, par un systéme d’équations aux dérivées partielles contenant
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I’équation du mouvement (ou d’équilibre) du corps, la loi de comportement du
matériau ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

Dans ce mémoire, on consideres des matériaux ayant 1’équation de mouvement (1.1.2)
la loi de comportement viscoélastique (1.1.4), soumis a des conditions aux limites de
frottement.

Nous citons maintenant les principales conditions de contact avec frottement.
Exemple 1.1.1. Contact bilatéral avec frottement de Ttresca.

Dans cet exemple le contact entre le corps et la fondation est supposé bilatéral, c'est-a-
dire le contact est maintenu pendant le mouvement. Ce qui sera traduit par la
condition :

u, =0 sur I3x(0,T).
Dans le cas de frottement de Tresca le frottement présente un seuil fixe g. Pendant le
contact, la fondation exerce sur le solide un effort tangentiel ne dépassant pas le seuil
de frottement g.

|o,|<g sur T3x(0,T).

Si le seuil g n’est pas atteint, le milieux continu ne peut pas se déplacer par rapport a
I’obstacle et il y a blocage, ce qui se traduit par la condition

lo,|<g = u,=0 sur Tyx(0,T).

Dans le cas ou ce seuil est atteint, le déplacement du solide est tangentiel par rapport a
la fondation, on dit alors qu’il y a glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la
vitesse. Par conséquent on a :

|lo,/J=g = 3220 tg. o, =-40 sur T3 x(0,T).

T

En conclusion les conditions aux limites de contact bilatéral avec frottement de Tresca,
peuvent étres écrites comme suit :
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u, =0
o[<g

1.1.7
(d.L7) lo.|<g=1, =0

sur I'3x(0,7T).

lo,|=g=>3120 tq o, =-Au

T T

Exemple 1.1.2. Loi de Coulomb régularisee.

Cette loi est plus réaliste que la précédente et est plus répandue. Elle est caractérisée
par la contrainte normale et peut s’énoncer par :

|o.|<up(Ro,))

(1.1.8) | O'T| <up (|RO'V|) = u, =0 sur I3x(0,T),
lo./=up(Ro,|) = 3120 tq o, =-Au,

ou p est une fonction non positive, 1>0 est le coefficient de frottement et R un

opérateur de régularisation.

On remarque qu’il s’agit d’une loi a seuil : tant que le seuil n’est pas atteint, il n’y a
pas de glissement. Ce seuil est variable et dépend de la contrainte normale ce qui
représente une difficulté majeure pour I’étude mathématique de cette loi de frottement.

Exemple 1.1.3. Loi de réponse normale avec frottement.

La condition dite de réponse normale sur la surface potentielle de contact I'; x(0,T)
est décrite par :
-0, =D, (uv)’

ou u, représente la vitesse normale et p, est une fonction positive donnée. Cette
équation traduit une dépendance totale de la contrainte normale par rapport a la vitesse
normale, elle peut représenter le comportement d’une couche de lubrifiant sur la
surface de contact.

La loi de frottement associée est donnée par :

-0, =p,.(1,) sur I'3x(0,7),
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ou p,est une fonction positive qui représente le seuil de frottement. Cette loi trzaduit
que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact est une certaine fonction de la

vitesse tangentielle.
Exemple 1.1.4. Frottement de Coulomb avec contrainte normale imposée.

Dans cet exemple, la loi de frottement représente la version simplifiee de la lois de
Coulomb donnée dans I’exemple 2.

|o|<u(o,)
(1.1.9) |0'T|<y(|0",|) = u, =0 sur I3x(0,T),
|0',|:,u(|av|) = d1>20 tq o,=-Au

T T

ou u représente le coefficient de friction.

Exemple 1.1.5. Loi de frottement avec compliance normale.

Dans le cas de cet loi de frottement, la zone de contact n’est pas connue a priori. La
contrainte normale satisfait a la condition dite de compliance normale, c'est-a-dire

O, :_pv(uv _q)’

ou u, est le deplacement normal, g représente le gap entre le corps et la fondation, et
p, est une fonction positive donnée. Cette condition montre que la fondation exerce
une action surle corps en fonction de sa pénétration u, —q.

Pour la contrainte tangentielle la condition est donnée comme suit :
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|O'T|sz. (uv_q)
(1.1.10) lo.|<p, (u,-q) = u, =0 sur I3x(0,7),
lo.|=p, (w,-q) = 32120 tq o, =-Au

T T

Avec p,une fonction positive qui représente le seuil de frottement. Tant que ce seuil
n’est pas atteint, il y a immobilité. Lorsque le seuil est atteint e corps se met a glisser et

la contrainte tangentielle tend a s’opposer au mouvement.
Exemple 1.1.6. Réponse normale instantanée avec loi de frottement.

La condition est donnée par :

-0, =D, (uv)1 |Gr|spr (uv)
(1.1.11) lo,|<p, (@) = 1, =0 sur I3 x(0,7),
lo,|=p, (@,) = 3120 tq o, =-Au

T

Maintenant, nous allons poser deux problemes mécaniques qui seront 1’objet d’étude
ultérieurement.

1.2. Formulation mathématiques  des  problemes
viscoélastiques avec frottement

Le premier probleme sera le theme du premier chapitre, ainsi que le deuxiéme
chapitre sera traité dans le troisieme chapitre.

Probleme 1. (Probleme de contact bilatéral avec loi de Tresca).

Trouver le champ des déplacements u:Qx[O,T]—)IRNet le champ des contraintes
o:Qx[0,T]— Sy tels que :
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o) =A () +G(e(u)) dans Qx(0,T),

Divo + f, =0 dans Qx(0,7),

u=0 sur I;x(0,7T),

(1.1.12) ov=f, sur I, x(0,T),

sur I3%x(0,T),

u(0)=0 dans Q.

Le deuxieme probleme est un probléeme d'évolution abstrait non linéaire décrivant une
classe de processus de contact avec frottement entre un corps viscoélastique et une
fondation. Ce probléme est mis sous forme d'inclusion différentielle du temps comme
suit :

Probleme 2. (Probléme d’évolution abstrait).
Trouver la fonction x:[0,T] — H telle que :

(3.1.1) AX(t) +Gx(t) + 05 (x(t), X(t)) 3 f(t) vt e[0,T]
(3.1.2) x(0) = x,.

Ouod,J représente le sous-différentiel de par rapport au second argument etx, est la
donnee initiale. Pour tout ze H , D, j(z,.) et 0,(z,.) représentent respectivement le
domaine effectif et le sous-différentiel de la fonction j(z,.) et sont définis par

D,j(z,)={ueH | j(z,u) <+ }

10
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ézj(z,u)z{weH jj(zv)-jzu) 2 (wv-u), VveH} Vue H .

1.3 Préliminaires

Cette section est composée de trois parties.

Dans la premiére partie, on introduit tous les espaces utilisés dans ce mémoire tels que,
les espaces de distributions, les espaces associés a l’opérateur déformation et a
I’opérateur divergence, ainsi que les espaces de fonctions a valeurs vectorielles.

La deuxiéeme partie est consacrée aux résultats concernant les inéquations
variationnelles elliptiques. On finit dans la derniere partie, par des rappels sur les
lemmes de type Gronwall.

1.2.1. Espaces fonctionnelles et leurs propriétés

Dans cette partie on présente les espace de type Sobolev associés a 1’opérateur
déformation et a l’opérateur divergence, ainsi que leurs propriétés principales,
notamment les théoremes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions
définies sur un intervalle réel et a valeurs dans un espace de Hilbert.

A) Espaces de distributions

Soit Q un ouvert de IRY . On note par D (Q) I’espace des fonctions réelles sur Q |
indéfiniment dérivables et a support compact inclus dans Q et par D '(€2) I’espace des
distributions sur Q. Le produit de dualité entre D'(Q) et D (€2) seranoté par (.,.) .

Comme on introduit également les espaces suivants :

D:{wz((oi) | @iED (Q) , l:l’—]\f }:D(Q)N

11
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D'={u=@) juyeD (Q), j=1,N |=D'@"
D'={6=(0;;) | 0;;€D (@), i,j=1,N |=D'(@QNN

Les dualites entre les espaces D'et D, D'et D seront notées respectivement par

<"'>D'xD et <"'>D’><D'
Plus précisémenton a :
<u’¢>D’xD =(u;, ;) et <G’¢>D'XD =(0i.¢;).

pourtout ue D', pe D,ceD’' et ¢ €D avec la convention de I’indice muet.

Soit maintenant 1’opérateur 0; défini par 0; = 0/ox; défini pour les fonctions et pour
les distributions. On a

(1.2.1) (0;60,)=—(0,0,y) v8eD'(Q), yweD(Q).
On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par

e:D—>D, e&(p)=(&;(9)),

(1.2.2) 1 .
8i,j(¢):E(aj¢i+ai§0j) Vi,j=1,N , peD

et
(1.2.3) Div:D -»D , Divg=(d,4;) Vi=LN , peD.

On va utiliser les mémes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les
espaces de distributions :

12
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e:D"—> D', g(u) = (s; ;(w),

(1.2.4) R
gl](u)— (8u+8u) Vi, j =1, , uebD’

(1.2.5) Div:D'—»D' , Divo=(@;o;5) Vi=LN, ceD'.
En utilisant (1.2.8), on obtient

(1.2.6) (e().¢),., =—(u,Divg), =~ VYueD' , $ecD

(1.2.7) <Diva,gp>D,xD :_<O-’8(¢)>D'><D VYoeD', peD.

L’opérateur défini par (1.2.9) pour les fonctions et par (1.2.11) pour les distributions

s’appelle ["opérateur déformation.

L’opérateur défini par (1.2.10) pour les fonctions et par (1.2.12) pour les distributions
s’appelle ['opérateur divergence. On va utiliser les notations

(1.2.8) H={u=@) |y eI?©) , i=1,N |= 2@V

(129)  H={o=(03)| 05 =05 eI2(Q), i,j=1,N |= IZ(QNV.

Les espaces H et H sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires
canoniques

(u,v), :I wv;dx  Vu,ve H
o

<G,T>H :j Oy Ty dx Vo,reH.
Q

Les normes associées a ces produit scalaires seront notées respectivement par | . | g et

[l

13
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B) Espaces liés a 'opérateur déformation
Pour I’opérateur déformation défini par (1.2.4) il est naturel d’introduire 1’espace

le{ ueH | e(lu)eH }
On considere sur H, le produit scalaire

<u,v>H1 = <u,v>H +<g(u),g(v)>H Yu,ve Hy,

et on note par | la norme associée.

N

De plus on a ’égalité algébrique et typologique H, = H*(Q)Y ot H'(Q) représente

I’espace de Sobolev de premier ordre.

On obtient ainsi que I'injection H; < H et I’opérateur déformation ¢: H;, — H sont

des opérateurs continus.

De méme, compte tenu de 1’identification des espaces H et H a des sous-espaces de
D et D eten utilisant (1.2.6), il résulte

(1.2.10) (e(u).¢),. o +(uDivg), =0 VueH , $eD,
(1.2.11) (¢(u),¢),, +(u,Divg), =0 VueH, , peD.

On a le résultat suivant

e Muni du produit scalaire( .,. , ’espace H,est un espace de Hilbert réel.
p H; P 1

On suppose maintenant, que dans toute la suite, la frontiére I' de Q est de classe C*.

Alors on a les résultats suivant :

14
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o CY(Q)" estdense dans H;.
e H, c H avec injection compacte (Théoreme de Rellich).

e H,=HY(Q)V.

Il existe une application linéaire et continue y:H; — L*()Y vérifiant 1’égalité

y u=u pour tout ue C*(Q)" et est appelée application trace.

Elle est definie comme le prolongement par densité de I’application u — w-

Supposons maintenant que I'=I; UI, ,I; NI, =; estune partie de I" et soit V' le
sous espace de H, défini par

(1.2.12) V={ueH, | yu=0 pp. sur T, |
Si mesTI; >0 alors I'inégalité de Korn
(1.2.13) |e@) |, 2Cluf, VueV,

est vérifiée sur le sous espace V défini par (1.2.9).

Partout dans ce mémoire C représente une constante générique strictement positive
susceptible de se changer d’un endroit a un autre.

C) Espaces liés a I'opérateur divergence

Comme dans le cas de I’opérateur déformation, il est naturel d’introduire I’espace H

lié a I’opérateur divergence défini par

le{ ceH | DivaeH}

15
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et qui est muni du produit scalaire

<0,7>H1 =<0',2'>H +<Div0,Divr>H Vo, reHj.

La norme associée est notée par | . |, . On obtient ainsi que I'injection H; c H et
1

I’opérateur divergence sont des operateurs continus.
De plus, compte tenu de 1’identification de H et H a des sous-espaces de D’ et D',

et en utilisant (1.2.13), il résulte

(1.2.14) <Div0,(p>D,XD+<a,g(go)>H =0 VoeH ,VepeD
(1.2.15) <Diva,gp>H+<a,g(¢)>H =0 VoeH;, VepeD

On a les résultats suivants :

e Muni du produit scalaire (... >H1’ I’espace H, est un espace de Hilbert réel.

e On peut prouver que I’espace
CHONN ={ o=(0;) | 05 =0;C* @) , i,j=1,N |

NxN

est dense dansH . De plus pour tout o € Cl(ﬁ)s

) pour i=1, N

, On note par ov le vecteur de

composantes (o ;

Comme dans le cas de I’espace H,, on peut définir | ‘application trace pour I’espace

H, a I’aide du résultat suivant.

o |l existe une application linéaire, continue et surjective y:H, — Hy telle
que :

16
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(1.2.16) <75,§>H,FXHF =L0v-§da

pour tout £ e Hy et o e CH(Q)NY . Pour touto eH , limage 7o € H}- est I'unique

¢lément vérifiant 1’égalité
(1.2.17) <;70', yu>H,rxHr :<O',8(U)>H +<Div0', u>H Vue H,.
De plus, il existe une application linéaire et continue z: H- — H, telle que :

(1.2.8) 7Z(E)=2  VZeH..

Compte tenu de I’application trace, on définit pour tout oceH,, les éléments

1
y,0eH ? et y.oceH} par:

]7‘/(7:(770')‘/ ! 710-:(770-)1"
Rappelons que si o e CH(Q)Y alors, a partir de (1.2.24), il résulte
yo=orv , 10o=(v), , 7V.o=0rv—(ojirv)v.

Afin de simplifier les notations, on utilisera dans la suite la notation ov, o, et o au
lieude yo, 7,0 et y.o pourtout o € H, et, en moyennant (1.2.24), on peut alors
énoncer la double égalité suivante :

(1.2.19) <m/’7u>H'rxHr =(oy.u, ) b, pys +<O-T’uT>H1-><H1- =(0.e(W),, +(Divo,u),
pourtout ue H; et ceH;.

Supposons maintenant que { I;, T, } est une partition de T i.e.[; UT, =T ,[; NI, =
etsoit ceH; .
On introduit alors les définitions suivantes :

17
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(1.220) ov=0 surI; < <m/,7/u>H,rxHr =0 VueH, telque u=0 sur I,

u, =0 sur I,
(1221) o,=0 sur I} <:><0'v,yu>H,rxHr =0 VueH, telque Yy =0 sur T

u, <0 sur I,
(1.2.22) o,<0 sur T ©<GV’7“>H’rxHr =0 Vue H, telque L0 sur T

u, =0sur I,
(12.23) o, =0 sur I <:><0'v,7/u>H,rxHr =0 Yue H, telque W —0sur T

Ces définitions sont motivées par le souci de prolonger les définitions de ces mémes
propriétés de C* ()Y vers H,. De plus, on ditque ov=f, sur Iy si ov—f, =0
sur T et les propriétés o, = f, sur I; ,o, < f, sur I} eto, =h sur I sont définies
de manieres analogues.

On considere maintenant le sous espace fermé de H, défini par
(1.2.24) V={oceH;jDiv=0dans Q, ov=0sur I, }

Le lien entre I’espace V' défini par (1.2.9) et I’espace V est donné par les résultats
suivants :

e Si mesl; >0 , alors &(V) est un sous-espace fermé de H dont

I’orthogonal est I’espace V .

e Si mesl; <0, alors pour tout zeH , il existe un unique couple de
fonctions (z',v) e V xV tel que

18
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(1.2.25) r=7"+¢&(V),
ouV et V sont respectivement donnes par (1.2.31) et (1.2.32). De plus, I’application :
L:t>v,
est linéaire et continue deH dansV .
D) Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Nous aurons besoin des espaces de fonctions a valeurs vectorielles dans 1’¢tude des
problémes variationnels dépendant du temps. Dans les problémes de contact étudiés

dans ce mémoire, on note par [0,7°] un intervalle de temps avec T >0.

Pour un entier k >0, on définit I’espace

Ju _
(1.2.26) C"(O,T;H)={ ueC(O,T;H) : Z—ec(o T:H), j=1, }

t’
C’est un espace de Banach avec la norme

k
k .
(1.2.27) 0 oo = Z max E(t) vueCK(O,T;H).
j=0

On note en particulier C°(0,T;H) par C(0,T;H) [I’espace des fonctions
u:[0,T]— H qui sont continues dans I’intervalle fermé[0,T].

C’est un espace de Banach avec la norme

(1.2.28) |u |C (OT:H) ~ 42 [0.T]

19
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Les normes sur les espaces C(0,T; H) et C*(0,T; H) sont données par :

(1.2.29) | u |C(O,T;H) - ti?%ﬂ u(t) |H
(1.2.30) [ leo,rm) = maxju(®) |,

Pour pe[l,oo], on définit ’espace de Banach LP(0,T;H), de toute les fonctions
mesurables u:[0,T]— H telle que ||,y .,y <o 0l lanorme est

T 1/p
(-.‘ | u(t) |Zdt} Si pe [O,oo),

(1.2.31) 0

| u |Lp(O,T;H) -

esssup| u(t) |, si p=oo.
te(0,T)

En particulier, lorsque (H( : >H ) est un espace de Hilbert, L?(0,T; H) est aussi un

espace de Hilbert avec le produit scalaire
T
(1.2.32) (W) 207y = L(u(t), u(t)),dt.

Soient k e IN ,1< p < +ocetT >0. On rappelle que W*P(0,T;H) est I’espace des
distributions vectorielles ue D'(0, T H) tellesque D;ue LP(0,T;H) désignant la

dérivée d’ordre j au sens des distributions

(1233) WXP(0,T;H)={ueLP(0,T;H): |Dju(x) visk |,

<0
IP(0,T;H)

qui est un espace de Banach muni de la norme

20
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- 1/p
J Z | Dju(t) \Zdt si 1< p<oo,
(1234) | u |Wk’p(0,T;H) = 0 0<j<k
max ess sup| D;u(t) | si p=oo.

te(0,T) H
Si p=2, on note
(1.2.35) H*(0,T;H)=w*?(0,T;H),
qui est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

g k
(1.236)  (WV)korm = Z .[) (Dju(®).Du®), dt  vuve H*(OT;H).

0<j<k

Dans le cas particulier k=0, on remarque que Wo'p(O,T;H)sz(O,T;H), cet

espace est muni de la norme de L?(0,T; H) notée | “|porm POU tout 1< p <+o0.

|LP
1.2.2. Inéquations variationnelles

Nous allons donner un résultat classique sur 1’existence et 1’unicité de la solution pour
les inéquations variationnelles.

Nous considérons H un espace de Hilbert réel, A: H — H un opérateur linéaire,
¢: H — |- o0,+0] une fonction propre et f e H .

Un bon nombre de problémes aux limites en équations aux dérivées partielles ainsi
qu'en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problemes
mathématiques de la forme suivante :

Trouver u tel que :

(1.2.37) ueH , (Auv-u), +o@V)-pW)=(f,v-u), VveH.
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Le probleme (1.2.44) est appelé inéquation vairationnelle elliptique de second espéce
sur H.

D’autres problemes rencontrés en mécanique ont un rapport avec des problemes
mathématiques similaires de la forme suivante :

Trouver u tel que :
(1.2.38) uekK , (Auv-u), >(fv-u), VYvek,

ou K est un sous-ensemble non vide de H. Le probleme (1.2.45) est appelé inéquation
variationnelle elliptique de premiére espéce sur H.

Si on pose ¢=0(ou K=H ), alors (1.2.44) (resp. (1.2.45)) est équivalente au
probleme

Trouver u tel que :

(1.2.39) ueH , (Auv-u), =(fv-u), YveH,

on obtient ainsi une équation variationnelle.

Définition 1.2.1. L’opérateur A:H — H est dit fortement monotone s’il existe
C >0 tel que

(1.2.40) <Au—Av,u—v>H ZC|u—v|2H Yu,ve H.

On énonce maintenant le résultat fondamental d’existence et d’unicité suivant
concernant les problémes (1.2.37) et (1.2.38).

Théoreme 1.2.2. Si A:H — H est un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz, et ¢:H — H est une fonction propre, convexe et semi-continue
inférieurement alors, ['inéquation variationnelle elliptique (1.2.37) admet une solution
unique.
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Corollaire 1.2.3. Si Aest un opérateur linéaire, continu et défini positif et K est un
convexe fermé non vide de H alors [’inéquation variationnelle elliptique (1.2.38)
admet une solution unique.

Corollaire 1.2.4. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz,
alors pour tout @ € H , il existe un élément ue H tel que Au=¢.

1.2.3. Lemmes de type Gronwall

Nous présentons ici quelques lemmes de Gronwall, utiles en mécanique de contact, en
particulier pour établir 1’unicité de la solution dans certaines démonstrations.

Lemme 1.2.5. Soient m,n e C(0,T;IR) telle que m(t)>0, n(t)>0 pour tout
t € 0,T[, a>0 une constante et ¢ € C(0,T;IR).

(1) Si
P(t) < a+jtm(s)ds+jtn(s) #(s)ds Vte[0,T],
0 0
alors
o(t) < (a+-"m(s)dsjexp U‘ n(s) ds} vt e[0,T]
0 0
(2) Si
#(t) < m(t)+a j t¢(s) ds vte[0,T],
0
alors

J.t¢(s) ds < exp(aT)J.tm(s) ds vtel0,T].
0 0

Corollaire 1.2.6. Soient n e C(0,T;IR) telle que, n(t)>0 pour tout t € [0, , et
soit a>0. Si ¢ € C(0,T;IR) est une fonction telle que
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é(t) < a+I n(s)¢(s)ds  Vvte[0,T],

0
alors

#(t) < aepr‘ n(s) ds] vte[0,T].

0

Lemme 1.2.7. Soient m,n e C(0,T;IR) telle que m(t)>0, n(t)>0 pour tout
t € [0,T[ ,a>0 une constante. Soit également ¢:[0,7]— IR une fonction telle que

%¢2(s) < %a2+j

0

m(t)g(t)dt + J‘ sn(t) $*t)dt Vse[0,T],
0

alors

| 4(s)| < {a+j;1(t)dt)exp(rn(t)dt) Vs e[0,T].

0 0

Corollaire 1.2.8. Soient m e C(0,T;IR) telle que, m(t)>0 pour tout t < [0,T] ,
a >0 une constante. . Soit également ¢:[0,7]— IR une fonction telle que

S

Ly2es) < 1a2+jm(t)¢(t)dt vse[0,T],
2 24 T

alors

| 4(s)| < a+rm(t)dt vselo,T].
0

Lemme 1.2.9. Soient m e W*(0,T;IR)telle quem(t) >0, m(0)=0 eta>0,b>0
pour tout t € ]O,T[. Soit également ¢ € L*(0,T’; IR) une fonction telle que
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#(s) < a+m(s)+b'[s¢(t) dt Vsel0,T],
0

alors

#(s) < m(s)+ [a + bfm(t)dt}exp(bs) Vs e[0,T].

0
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CHAPITRE 2
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Chapitre 2 Probléme viscoélastique avec loi de Tresca

Chapitre 2

Probleme viscoélastique avec loi de
Tresca

Ce chapitre est consacré¢ a I’étude du probléme quasistatique ayant une loi de
comportement de la forme (1.1.4), soumis a des conditions de limites de frottement de
Tresca.

Nous aurons besoins des hypothéses nécessaires pour 1’étude de ce probléme.
Nous tirons deux formulations variationnelles pour le probléme, la formulation
principale en termes de déplacements et la formulation duale en termes de champs de

stress.

Nous prouvons I’existence d’une solution unique de chaque formulation variationnelle
et établissons I’équivalence entre les deux.
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Nous prouvons aussi la dépendance continue de la solution de la limite de rendement
de friction.

2.1. Formulation du probleme — Hypotheses

L’évolution d’un corps viscoélastique déformable est modélisée mathématiquement

par un systtme d’équations aux dérivées partielles posée sur un domaine Q = IR™
(N =23) de frontiere 0Q suffisamment réguliere, constituée de trois parties

disjointes I}, T, et I75.

Ce corps est encastré sur I, soumis a des forces volumiques dans Q, des forces
surfaciques surI", et en contact avec une fondation rigide I'.

Dans notre cas le contact avec cette fondation est supposée avec frottement obéissant
a la loi de Tresca, introduite dans le chapitre 1.

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u = (u;):Qx[0,T]— IR et le
champ des contraintes o = (o;) : Qx[0,T] — S tels que :

(2.1.1) o(t) =A (£(1)) + G(e(w)) dans Qx(0,T)
(2.1.2) Divo+ f, =0 dans Qx(0,T)
(2.1.3) u=0 sur T, x(0,T)
(2.1.4) ov=1, sur T,x(0,T)
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u, =0
o:l<g
(2.1.5) |<7 |<g o4 —0 sur  I3x(0,T)

lo.|]=9g = 3120 tq o, =-Au

(2.1.6) u(0) = u, dans Q.

Dans cette formulation, 1’équation (2.1.1) représente la loi de comportement
viscoélastique, (2.1.2) représente 1’équation d’équilibre ou f, est la densité des forces

volumiques agissant sur le corps déformable. (2.1.3) - (2.1.4) sont les conditions aux
limites classiques de déplacement - traction. (2.1.5) représente les conditions aux
limites de frottement de Tresca auxquelles est soumise la partie de sa frontiére.
Finalement (2.1.6) représente la condition initiale.

Dans 1I’étude du probléme P, on introduit 1’espace fonctionnel V défini par :
V={veH, |v=0sur T, , v, =0sur I} |.

V' est un sous-espace fermé de H;, qu’on le munit du produit scalaire

(2.1.7) (w,v),, = (), (V))n

Gréce a I’inégalité de Korn, on peut vérifiée que | : |V et | : |H sont deux normes
1

équivalentes sur V. Il en résulte que (V,| ) est un espace de Hilbert reel

v

On suppose que :

(2.1.8) foeC(O,T;H)

(2.1.9) freclo T2 (m)N)

(2.1.10) gelL”[,) e g(x)=0 p.psur I3.
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Suivant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, il existe un élément f(t) de
V tel que

(2.1.11) (f@®)0), =(fo®)v), +(f2 (t),yv>L2(r2)N vveV, teloT].
De (2.1.8), (2.1.9) et (2.1.11) , on déduit la continuité de f et donc:

(2.1.12) feC@O,T;V).

Soit j la semi-norme sur V définie par

(2.1.13) j) = Lg|v,|da YveV.

De (2.1.10) nous aurons : 3

i) - j giv.| = lol, |da
I

3 I3

SJ- lg|da | [v.|da
I3 oI

3

< C'sup|g(x)|v],,

xel,
< Clg eIVl
D’ou :
(2.1.14) j(v)SC|g|Lw(r2)|v|V YveV

Cela confirme que j est continue surV .
On définit aussi, pour tout t € [O,T], I’ensemble 2.(t) des contraintes admissibles par
(2.1.15) S()={ reH | (r,6)), + i) 2 (fE)V), YoeV |

Le lemme suivant donne une propriété importante de cet ensemble :

Lemme 2.1.1. On a l'implication
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(2.1.16) te2(t) = Divr+ f,(t)=0 dans Q, v sur T,.

Démonstration.
D’une part on a:

<r,e(v)>H +j(v)2<f(t),v>v
1) 7e2(t) = qet
(r,e(w)),, +j(u)2<f(t),u>v

= (re(v-u), +j@)-j@=(fE)v-u),

= (ne@-u), 2(HoOv-u), +(LO - ),
= (r,e(v-u), 2(fot),v-u), (car: <f2(t),y(v—u) > =0)

o)V

En posant v—u=¢ puis v—u=—¢ dans I’inégalit¢ précédente, on trouve
respectivement

(7.6(0), 2(fo®).0),, et (z.6(9)),, <(fot). @),
Ce qui donne I’égalité
(2.1.17) <z‘,g((o)>H :<f0(t),(p>H VopeD.

Et de (1.2.26) il résulte
(Div z-,(p>H +<fo(t),go>H =0 VeeD

<Divr+f0(t),(p>H =0 VeeD,

ce qui nous donne :
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Divt+ f,(t)=0  dans D'.

Et comme f, € C(0,T; H), on peut conclure que
(Divz+ fo(1),¢),, =0 p.p dansQ.

2) D’autre part :
De (2.1.15) etde (1.2.26), i.e.

<z'v,7/v>H.rxHr =(r,6(v)),, —(fo(®),v), VveD,

on obtient
(2.1.18) <rv,;/v>Hr,xHF +j(v)2<f2(t),;/v>L2(r2)N YveV.

Si on prend v=zw dans (2.1.18) avec w =0 sur I'; i.e. j(w) =0, on obtient les
deux inégalités

<W’7w>H1—'><HF +j(w)2<f2(t)17/w>L2(]—~2)N YweV
et
(v W)y oy + IO (O W) v VWEV,
qui donnent
<W’7w>Hr-xHr =(f2(t).y w>|_2(r2)zv YweV.

D’ou le résultat

Pour étudier le probleme P, nous aurons besoin des hypothéses suivantes qui,
concernent respectivement les opérateursA , G et la donnee initiale v, :
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A QxSy > Sy et
(a) ilexiste L, >0t.q:
|A (x,6)— A (x,6,)| < Ly A |, — &
Ve, e, €Sy, p.p dans Q,

(b) ilexiste m>0 tq:
(2.1.19) )
(A (x,&)-A (x’gz))'(51_52)2m|51_‘92|

Ve, e, €Sy p.p dansQ,
() x> A(x,¢)

est une fonction mesurablesur €, pour touts € Sy ;
(d x—>A((x0)e H.

G:QOxSy—> Sy et
(a) ilexiste L; >0 tq:
| G(x,61) —G(x,&,) | < Lgle, — &5
(2.1.20) Ve, e, €Sy p.pdans Q,
(b) x> G(x,¢)
est une fonction mesurablesur Q, pour tout ¢ € Sy;
() x—>G(x,0)eH.

(2.1.21) u, €V.

Remarque 2.1.2. Les hypotheses (2.1.8), (2.1.9) sont les conditions de régularité des
données f,, f,.

L’hypothese (2.1.10) représente des conditions de régularité et de compatibilité entre
la donnée initiale u, et les données f,, f5.

Ces conditions sont remplies si (u,o) satisfait (2.2.2) - (2.1.5) a I’instant £t =0.
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De plus, partout dans ce chapitre on note par C une constante générique positive

pouvant dépendre de Q,T;,T,,T5,A ,G, T et g ne dépendant pas du temps.

2.2. Formulation variationnelles du probleme

Dans cette section , on va donner deux formulations variationnelles du probléme
mécanique P. Dans la premiére formulation ( probleme P,), I’inconnue principale est

le champs des déplacements u alors que dans la seconde formulation ( probléme P, ),

I’inconnue est le champs des contraintes o .

Au début on donne une forme équivalente aux conditions aux limites (2.1.5).

Lemme 2.2.1. Si o, et u, sont deux fonctions régulieres alors la condition

o.|<g

lo,|<g=1u,=0 sur T3 x(0,7T)

T

lo,|=g= ilexiste 1>0 tel que o, =-Au

est équivalente a :
(2.2.1) lo,|<g , u,-0,+g[it|=0 sur T3x(0,T).

Démonstration.
Au début, soit |, |<g.
D’une part:
lo.|<g =1, =0
=1, -0, +gj,|=0
D’autre part :
lo.|l=9 =0, =-u, avec 120,

ce qui montre que o, et w, sont de signes contraires, qui est équivalent a
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‘o, +|i,o,|=0

en utilisant I’égalité |o,| = g, on obtient
U, o, +gfit,|=0 sur Ty3x(0,T)

Pour la réciproque :

D’une part, on supposes 1.0, +gli,|=0, i.e. o, =—,i-|u,|-——ﬁ u, et dans le
u, u
cas ol |o,|= g, on peut poser /1—|g|20.
uT
Il résulte qu’il existe 1 >0 t.q o, =—41, .
D’autre part, de la double inégalité
~[u,||e,| <, o, <u,||o,],
ona: —i,|-lo,|-1,0, <0 eten utilisant |o,| < g, on obtient
— i, |-|o |+ glu,|<0.
Ce qui nous donne bien
02|uz'|(g_|o-r|)20:> |ur|(g_|o-r|):0
mais :
~lo.|>0,

et donc :

i, |=0. N

Le résultat suivant est une propriété de la solution {u,a} du probléme P;, qui conduit
aux deux formulations variationnelles.
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Lemme 2.2.2. Si le couple de fonctions {u,o} est une solution réguliére (C*) du
probléme mécanique P, alors

(2.2.2) (o), (V) —e(t))),, +Ji@) -Jj@®)=(fEt),v-u), VveV
(2.2.3) ot)eX(), (r-o(®).e@()), VreX(t) pourtout tel0,T].
Démonstration. Soit veV et t<(0,T).

1) On introduit la formule de Green :

(o(t), e((v)) yt (Divo, U>H = Iav -vda YveV.
r

Mais,
Dive =—f,(t),

d’ou:

(o(t),&((v)), =(fol®)V), + Lav -vda YveV.

Et donc, pourtout veV :

(o(t),((v) —5(u(t))>H =(fo (t),v—u(t)>H +J‘0'v-(v—u(t)) da

r

=<f0(t),v—u(t)>+jav-(v—u(t))da+ +Jav-(v—u(t))da+ Iav-(v—u(t))da

i3] I I3

=(fo(t),v—u(t)), +0+ <fz(t),7(v—il(t))>H+IGV-(v—u(t)) da

I3

:<f (t),v—u(t)>H + jav-(v—u(t))da.

I3
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Ce qui donne

(2.24) (o(t),e(v) - s@@®)),, =(f Ov-u)), + I ov-(v-u(t)) da

I3
Ona:
ov-(v-u(t))=o, (), -1, () +o, () (v, -1 ()
=0, (), —o, ()i, (f)
= o, (t)v, +gliL,|

2 g(|ur (t)| - |vz' |)

En intégrant, on obtient 1’inégalité

(2.2.5) Iav-(v—u(t)) da > j(u(t)) - j(v) YveV.

I3

Puis en remplacgant dans (2.2.4) on trouve :
(o().2(@) - @), = (fOv-ud), +j@)-j@) YveV,
ce qui est équivalent & I’inégalité (2.2.2).
2) Sionremplace v=2u(t) puis v =0 on obtient les deux inégalités :

(o@),e((t), +j@@)=(f@).ut), VveV

et

(o)), —j@@)=(fE)-ut), VveV,
qui donnent
(2.2.6) (o) ~e@®))),, +j@®)=(f®).u@), VveV.

YveV.
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En sommant (2.2.2) et (2.2.6), on obtient le résultat :
(o(t),e),, +iW)2(ft)v), VeV,
o(t) e X(t), vtelo,T]
Pour finir, on prend pour tout = € 3(t), v=1(t)et on obtient :
(2.2.7) (r.e((t))),, +Jj@®)=(f@).ut), VveV

qui donne avec I’inégalité <0'(t),g(u(t))>H + j(u(t)) > <f(t),it(t)>v, le résultat :

<z' — G(t),g(u(t))>H >0 Vre2(t) |

Lemme 2.2.3. Soit c€C(0,T;H) et z, e H, alors il existe une unique fonction
zeC(0,T;H) telle que

0

(2..2.8) o(t) =A (z(t)) +GUz(s)ds +z] vt e[0,T].

Démonstration.
La démonstration de I’unicité fait appel au théoréme du point fixe.

Pour cela, on montre que : pour tout o eC(0,T;H) et z, e H, "opérateur

T:C0OT;H)->C(O,T;H),
défini par

(2.2.9) Tz(t)=A (t)-A 1({ I z(s)ds+zo}

0
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pour ze C(0,T;H) et t [0,T], admet un unique point fixe. Il faut montrer donc que

T " est une contraction dans C(0,T’;H ), pour n suffisamment grand.
De (2.2.9) on obtient

(2.2.10)
T 2z,()-T z,(t) ], SCj|zl(s)—zz(s)|H ds Vvtel0,T)] z,z,cC(,T;H).
0

Apreés réitération de 1’inégalité n fois, on obtient

n

(2.2.11) ‘T "z (t)-T " zz(t)‘ <C—| z

C(OTH) nl _Z2|C(0.T;H)’

ce qui impligue que pour n suffisamment grand, T ™ est une contraction
dansC(0,T;H), et d’apres le théoréme de Banach, I’opérateur T admet un ponit fixe

unique.

Et donc :
T (2(t)) = z(t).

D’ou le résultat d’existence et d’unicité de z, telle que

ot)=A (z(t))+ G{jz(s)ds + Z] Vte [O, T]. H

0

Le lemme (2 .2.3) nous permet de définir 1’opérateur
B:C(0,T;H)xH —C(0,T;H)
par B(o,z,) =z, et nous aurons :

(2.2.12) B(o,zy)=z < z(t)=A *(o@))-A 1({ j z(s)ds+zo} vt e[0,T]
0
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i.e.

(2.213)  B(o,z,)(t) =A (o(t))-A 1GUz(s)ds +z0], vte[0,T]
0

La Lipschitzité des opérateurs A ‘et G justifie que B est aussi un opérateur de
Lipschitz, ce qui donne I’existence d’une constante positive C telle que

(2.2.14) |B(0'11201) —B(O'z’zoz)|c(o,T;H) < C(| O1 —O'2|C(0,T;H) +| Zo1 —Zoz|H )
pour tout o;,0, €C(0,T;H) et zy;,z0, €H.

De (2.1.1), (2.1.6) et (2.1.23) nous obtenons la premiére formulation du probleme P.

Probléme P, : Trouver le champ de déplacement u:[0,T]— V tels que

(A (o)) e@)-e@®) +{Gle)).ew) - b)),

+j () - ) = (f (), v-u(®)), YveV,telo,T]

(2.2.15)

(2.2.16) u(0) =uy,

En utilisant (2.1.1), (2.1.6) et (2.1.32) on obtient que &(u)=B(o,&(u,)) et par
(2.1.16) on obtient la deuxiéme formulation variationnelle du probleme P.

Probléme P, : Trouver le champ des contraintes o :[0,T]— H tels que
(2.2.17)  o(t) e 2(b), <B(a, e(uy))t), 7 - O'(t)>H >0 Vrze(t), te [0, T].

Réciproguement, on va montrer que, si (u,o) est une solution réguliére du probléme
P, (respectivement P, ), alors uet o Vérifient les équations et les conditions aux
limites du probléme P.

Soient t € [O,T] et (u,o) une solution réguliere du probléme P, (respectivement P, ).
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Il suffit de prouver que (u,o) satisfait (2.1.2)- (2.1.5). Pour cela, sion prend v=1u*¢
avec ¢ € D et on remplace dans (2.2.13), on obtient

(o). e(t) (@) —@t)),, + @) L)~ j@D) 2 (ft).tp),, YveV.
D’apres (2.1.18), on obtient
(o(t). &(9)),, =(fo®). @)y, VeeD,
et d’apres (1.2.20) 1l vient
(2.2.18) Divo(t)+ f,(t)=0 dans Q,
i.e. (2.1.2) est vérifiée.
D’aprés un résultat précédent dans la démonstration du lemme 2.1.1.
(zv,y v>Hr.XHr +Jj) =(fo ).y U>L2(F2)N YveV avec red(t),
on trouve

(o(OW,7 v =)y oy + ()~ JCE(0)
(2.2.19)
> <f2 ®),yv—y u(t)>L2(1_2)N , YveV.

On remplace v=u+w pour weV et w=0 sur I'; dans (2.2.17) et on obtient

d’une part , avec v=u+w :

<G(t)v’7/w>Hr'xHr +jw)=(f, (t)’7w>|_2(r2)N’

ie. (o(t)v,y w>Hr,XHr >(f,(t),y w) 2y an j(w)=0.

Et d’autre part avec v=u—-w :
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<G(t)v’7w>H1—'><Hl— S<fZ (t)’7/w>|_2(r2)N'

Ces deux inégalités donnent :

<G(t)V, vV w>H1-'><H1- = <f2 (t),]/ w> LZ(FZ)N’
ce qui est équivalent a :

j o(t)vy wda + J' o(t)vy wda +j
i I,

I3

o(t)vy wda = jfz )y wda,
I
mais :

j o(t)vvwda=0 et ja(t)vy wda =0.
I

I
Ce qui nous donne :

r(G(t) v—fa()-y wda,

d’ou :
(2.2.20) o) =f,({t) surTl,.

L’inégalité (2.2.17) est équivalente a :

j (O (w - pu(t))da + j (O (w - pu(t))da + j (O (w — nu(t))da
in} I, I3

() - D) 2 j FHOw-r)da  voeV.
v

Et d’aprés (2.2.20) nous aurons :

J o(t)v(w - pu(t))da = jfz O(w-n(t))da VveV,
I, I,
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et en il résulte que :

j (v —n(t))da+ j) - j@d)=0 VveV.

I3

Du fait que
ov=o0,+0,v avec o, =0 sur Ij,

iw)= [ gvida v, -0 sur )
I3
et
o) - [ gl 0fda, (i, =0 surr),
3

alors, I’inégalité précédente donne
(2.2.21) L o, (t)v, +glv,|)da - J;(O', ®u) + g, (t))da>0 vveV.

3 3
Mais : o,t)- v=c,t)v,v+v,)=0,() v,
doir - (o (v-+givda- J'r (o, ()i, (t) + gl )da >0 .

3 3
Puis en remplagant v par £ 1 avec A4 >0, on trouve :
A J.r(iO'T () + glvda - J'F(a, O, @)+ gli,)da>0 VA0 , VveV
3 3

Cette inégalité est vraie indépendamment de 4 >0 etde v eV, ce qui nous donne :
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(2.2.22) _‘;(io-f t)v+[v))da =0 et Ir(a, (), (t) + ght,)da <0

On pose v=ao,(t) p.p sur Iy, avec eLZ(F3) et >0 p.psurly et on
obtient

J;(—| (o, (t) |2 +glo,(t))ada>0 = —|o, (t)|2|o-f ()= 0 p.p sury

= o, (t)|+9g =0 p.p surly

= o, (t)<g p.p surTs.

En multipliant par [iz, ()|, on trouve

oy )i, < gl | p.p surly,
ce qui implique
—0; (t) ) ur (t) < |Gr (t) ) ur (t)| < g|ur (t)| p.p sur FS'
Et donc :
(2.2.23) o, (t)-1u, (t)+gu, t)|=0 p.p surTs.

De (2 .2.22), on deduit que

o, (t) -, () + g, (£)| <0 p.p surTs.
Il résulte de ce qui précede

o, (t)-u, (6) + g, () =0 p.p surTs.

De cette égalité et en utilisant le lemme 2.2.2. , on obtient les conditions aux limites

(2.2.3). ]
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Apres ces calculs, on peut donc affirmer 1’équivalence formelle entre les formulations
P et P, avec le probléme P. On montre par des arguments analogues que toute

solution reguliere du probléme P, est solution du probléme P,.

2.3. Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, on présente des résultats d’existence et d’unicité pour les
problemes P, et P, et on etudie le lien entre les solutions de ces problemes.

Notre premier résultat est le suivant :

Théoreme 2.3.1. Sous les hypotheses (2.1.12) et (2.1.19) — (2.1.21), le probléeme
variationnel P; admet une solution unique u ayant la régularité u e C*(0,T;V).

La preuve du théoréme est basée sur des arguments du point fixe et sera effectuee dans
plusieurs étapes.

Nous supposons dans la suite que les hypotheses (2.1.12) et (2.1.18) - (2.1.21) sont
verifiees. Pour tout 7 € C(0,T;H ), on considére alors le probleme elliptique suivant :

Probléme P, : Trouver v, : [0,T]— V tels que :

(A (e, @)).e() -, ®), +(n(t).ew) -, ©),,

(2 .3.1)
+jw) - j(v, )= (f(t)w-v, (t)>V vveV,tel0,T]
Lemme 2.3.2 Le probleme P, admet une solution unique v, € C(0,T;V).

Démonstration.

L’inéquation (2.3.1) est équivalente a
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(A +7®))Ew, ©)),eW) -, 1)), +iw)-jv,?)

(2.3.2)
2<f(t),w—v,7(t)>v, vveV,te0,T]

L’opérateur A +7 est fortement monotone et de Lipchitz avec j une fonction propre,

convexe et semi-continue inférieurement. Ce qui prouve, d’aprés les résultats
classiques des inéquations variationnelles et elliptiques (voir Théoréeme 1.2.2.),
Iexistence d’une solution unique v, (t) e V.

Maintenant soit t;,t, [0,T] et par simplicitt on note v, (t;)=v; , n(t;)=n;
et f(t;) = f; pour 1=12. De (2.3.1) découle I’inégalité

(A (e())-A (6(v2)), e(v1) —£(vy)),y <(fi—S2 6(W1) —e(v2))y,
—<771 =1 75(01)—€(U2)>H :
L’ hypothese (2.1.19) et I’inégalité de Korn (1.2.20) donnent
| —v,|, <C(A-fol, +m—m2l,)-

La régularité v, € C(0,T;V) est une conséquence des régularités f € C(0,T,V) et
neC(,T;V).

Soit maintenant u, :[0,7]— V la fonction définie par
t
(2.3.3) u, (t)=u, +J.v,7 (s)ds, vtel0,T].
0
Nous définissons I’opérateur A :C(0,T;H) —> C(0,T;H) par
(2.3.4) An () =G (¢ (u,(t)),

pour tout 7€ C(0,T;H ) et t €[0,T].
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Lemme 2.3.3 L opérateur A admet un unique point fixe " € C(0,T;H ).

Démonstration.

Soient 7, ,17, e C(0,T;H) et t €[0,T]
| Am(t) = Amy () |, =| Gew,, ) -G, )], <C|v, O)-v,, @), .

De (2.3.2) on obtient pour tout t €[0,T]

(2.35) v, -0, ©)], <Clm(s)-m2(5) ],
Ce qui donne
(2.3.6) | A () = Ay () |, <Cla—nyl,, -

Et par récurrence on obtient

Cn
(2.3.7) ‘ N (t)— A", (t) ‘H £—|| m=m |, vnelN .
n:

n

Comme lim C—l =0 alors A" est une contraction dans C(0,T;H ), d’ou I’existence
n—» nl

d’un unique point fixe 7 e C(0,T;H ) tel que A"n" =n" qui est aussi point fixe de

I’opérateur A .

Démonstration du théoréeme 2.3.1.

Existence : Soit " € C(0,T;H) le point fixe de A, i.e. Ap" =n"et v, solution de

t
P, pour n=n". On va montrer que la fonction u,. :un(t)=u0+J;v,7(s)ds est

solution de P,,, pour toutt &[0, 7.
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L égalité (2.3.3) montre que u . C*(0,T;H). De plus, avec An*(t) = Gs(u,. (1)),
un* =V, et en remplacant dans (2.3.1), on déduit que U verifie (2.2.15). Il résulte

donc que U est solution de P,.

Unicité :  Soit ue C*(0,T;H ) une autre solution de P.
Pour 7eC(0,T;H), u estaussi solution de P, tel que :
(2.3.8) nt)=G(e(u(t)))  vte[0,T]
Du lemme 2.3.3. et par unicité, il résulte
(2.3.9) u=u,.
En utilisant (2.3.4) , (2.3.9) et (2.3.8) il vient :

An=n,
ce qui donne avec I’unicité du point fixe de ’opérateur A
(2.3.10) n =n.
L’unicité de la solution uest une conséquence de (2.3.9) et de (2.3.10).
Notre deuxiéme résultat touche au probleme dual P, .

Théoreme 2.3.4  Sous les hypotheses (2.1.19) - (2.1.21), (2.1.12) et (2.1.10) le
probléme P, admet une solution unique o € C(0,T;H,).

Pour la preuve de ce théoreme, on va adopter la méme technique que celle utilisée
pour le Théoreme 2.3.1. Soit e C(0,T;H) ; on considére alors le probleme
variationnel suivant :
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Probleme P, : Trouver o, :|0,T|— H, telsque:
2n n 1

(2.3.11) o, eX(t) <A ‘1(o-77(t)),z'—0',7(t)>H >(n(t).z-o,(1)),, YreX()

Lemme 2.3.5. Le probléme p,, admet une solution unique o, € Cl(O, T:H,).

Démonstration. On considere ’ensemble >, convexe et fermé de H défini par :

(2.3.12) Yo={reH| (r,e(), +j@©)=0 , YveV |

Comme on introduit aussi les notations suivantes
(2.3.13) o =¢(f),
(2.3.14) G,=0,—-0.

n n

Au début, on va montrer que 7 € >.(t) si et seulementsi r—o e2,.
Pour cela, ona:

reX(t) < (re), +j©=(f@)v), VveV
o (t-G,&(V), +j©)+(G.e)), =(fO)v), VYveV
o (1-G,6()),, +(G.e)),, +J)=(e(f). ), VYveV
>(6,6(v)), YveV
& (r-0,6@), +j©)=20 VveV
& r-5eX,

D’ou le résultat d’équivalence
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(2.3.15) Ted(t) & r1-0€X,.

En plus du fait que f eC(0,T;H) et ¢ est un opérateur linéaire et continu (car :
e(f)eC(0,T;H)),alors: € C(0,T;H).

On montre maintenant que o, est solution de (2.3.10) tel que o, € C(0,T;H) si et
seulementsi 5, e C(0,T;H) ,
et
G, eXo(t), <A &, 1) -5, (t)>H >
(2.3.16) _
<77(t)—A _10',7(t),r—5,7(t)>H VreY,,

pour tout t € [0,T].

a) Du fait que o, (t) € C(0,T;H ) qui est équivalent ac, (t)—o(t) € Xo(t) (d’apres
(2.3.15)),

alors :

&, (t) =0, (t)-5(t) € o (t).

b) On remplace o, (t) = o + G, (t) dans I’inégalité de (2.1.52) et on obtient

<A —1577 t)+A 5@t),r-6 -0, (l‘)>H > <77(t),2' -0-0, (l‘)>H Vet

Eten posant 7'=7-0o, on trouve I’inégalité :

(A5, (0.7 -5,@), =(n®)-A GO -5,0) VT'eX,

qui est identique a
<A 15,1, 75, (t)>H > <77(t)—A &), 7-5, (t)>H Vrel,.

De ce qui précede, il resulte que (2.3.16) est vérifiée.
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Les mémes arguments utilisés dans la démonstration du théoreme (2.1.6) nous permet
de déduire qu’il existe un €lément unique &, (t) e H solution de (2.3.16).

Soient maintenant t;, t, €[0,T] et 5, (t;) =& (t;), &(t;) =6y, n(t;) =n; pouri=1,2.
En utilisant (2.3.16) on obtient I’inégalité

(2.3.17) |61 =53, < C(|m—m,l, +|01-052],,)

c,(t)eC(0,T;H) estun résultat de (2 .3.15) et (2.3.17).

On en déduit donc que o, (t) € C(0,T;H ) est solution unique du probleme P,, .

De plus, 7, € 2(t) et Divo, (t) + fo(t) =0 ,avec f, eC(0,T;H) , ce qui nous

donne Dive, € C(0,T;H) et, donc :5, € C*(0,T;H,). |

Maintenant on définit 1’opérateur 8:C(0,T;H) — C(0,T;H) par

(2. 3.18) on(t) = A 1GUB(0,7 £(u))(s)ds + 5(uo)J
0

pour 7€ C(0,T;H) et t [0, T].

On note par o, la solution de (2.1.52) et B I’opérateur donn¢ par (2.1.32).

Lemme 2.3.6. L opérateur @ admet un unique point fixe n*eC(0,T;H) .

Démonstration.

Soient 7,17, e C(0,T;H) et 0;,=0,. , 1=12.

i

La Lipschitzité de A ~* et de G donne la Lipschitzité de A G, et donc

50



Etude analytique de quelques problémes en mécanique des milieux continus

T
(2.3.19) ‘ 0, t)—0, () ‘3 C'[| (B(o1,&(ug))(s)) — B(o,, £(uy))(s)) |ds :
0

Par itération n-fois, on obtient :

(2.3.20)

C
05,05, 1y, S BOw W) ~ B2, 6Wo) oy YMEIN.

Mais (2.1.34) montre que B est un opérateur de Lipschitz, ce qui nous donne :

| B(oy,e(uy))—B(o,,e(uy)) |C(O,T;H) < C(| o, -0, +e(uy) —e(uy) |C(O,T;H)

(2.3.21) <Cloy - ‘72|C(0,T;H )

< | Ui _772|C(0’T;H )

Les inégalités (2.3.20) et (2.3.21) montrent que &" est une contraction, ce qui
implique que @™ admet un seul point fixe " € C(0,T;H).

Et donc I’opérateur @ admet un seul point fixe n* € C(0,T;H ). [
Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théoreme 2.3.4.

Démonstration du Théoréme 2.3.4 Soit 7 € C(0,T;H) le point fixe de @ et soit
o, la solution unique de p,, pour 77 =7" de (2.1.59) et comme 7" point fixe de &,

on obtient :

=" (t)=A 1(;[ j B(o,. (1), e(up))(s)ds + s(uo) | te[0,T]
0

On remplace 77 (t) et on trouve :

(2.3.22)
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A on®)-n"(t)=A (o, 1) -A 1G[ j B(o,. (1), £(up))(s)ds + &(u)
0

= B0, , £(up))(0),

ce qui montre que o, est solution unique de P,.

D’ou d’apres o =0, i.e. le probléeme P, admet une solution.

L’unicit¢ de " donne I’unicit¢ de o,, et donc celle de o , ce qui achéve la

démonstration du Théoreme 2.1.9. [ |

2.4. Un résultat d’équivalence

Cette section consiste a étudier le lien entre uet o, solutions des deux probléemes
P et P,. Le résultat important de cette section est I’équivalence de ces deux

formulations variationnelles du probléme mécanique P :

Théoreme 2.4.1  Supposons que les hypotheses (2.1.12), (2.1.13) et (2.1.20)-(2.1.22)
soit satisfaites.

1) Siuestsolutionde P, et o est lafonction donnée par
(2.4.1) o =A (e()+G(e(w)),
alors o estsolutionde P, et c € C(0,T;H,).

2) Réciproquement, o est solution du Probleme P, alors, il existe une unique

fonction u e C1(0,T;V) telle que (2.1.64) et (2.1.36) soient satisfaites. En plus, u est
solution du Probléme P, .
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Démonstration. 1) On suppose que uest solution de P, et o Vérifie (2.1.64).
On remplace par o dans (2.1.35) et on trouve :

(2.4.2) <(a(t),g((v)—g(iz(t)))H +j(v)—j(u(t) > <f(t),v—u(t)>V YveV.
En posant v =2u(t) puis v =0, on obtient respectivement

((a®),e), +i@@)=(f@).u@), VveV,
et

((e@®),e@@))),, +i@®)<(f@).u@), VveV,
ce qui nous donne

(2.4.3) <(a(t),g(u(t))>H +j(u(t)) = <f(t),u(t)>v YueV.
En sommant (2.4.2) et (2.4.3), on trouve :

<(a(t),e(v)>H + j(v) 2<f(t),v>v YveV,
d’ou il résulte :

o(t) e X(t).
Pour tout 7,0 € 2(t),ona:
((z,e))),, +j@®)=(f@).u@), VveV,
((o@®),e@),, +i@®)=(f@).u), vveV.
La différence nous donne le résultat :

(z—o(),c®), =0 VveV,

qui est équivalent a :
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(2.4.4) (e(u(t)),z—o(t)), 20  VreX(t).
Avec I’introduction de 1’opérateur B défini par :

(2.4.5) e() = B(o,e(uy)),

on trouve I’inégalité :
<B(O',5(u0),2' - O'(t)>H >0 Vred(t) , Vte [O, T].
Ce qui montre avec le résultat o(t) € 2(t), que : o estsolutionde P, .

Comme o(t) € 2.(t), il s’ensuit de (2.1.8) et (2.1.16) que Divo € C(0,T;H ) et, donc
ceC(0,T;H,).

2) Pour démontrer la réciproque, on suppose o € C(0,T;H,) solution de P, et z
donné par z = B(o,¢(uy)) € C(O,T;H,).

Avec (2.1.37) ie. (B(o,&(uy(t)).,r—o(t)), 20  VreX(t) , Vtel0,T]

on obtient

(2.4.6) (z(t).t-o(t)),, 20 VreX(t) , Vvte[0,T]

Le lemme 2.1.5 donne I’existence d’une unique fonction z € C(0,7;H) tel que
t

(2.4.7) o(t) =A (z(t)) +GU z(s)ds +g(u0)j vtelo,T].
0

Soit zeH telque(z,s(v)), =0  VveV.

Du fait que o(t) € 2.(t) alors,

(o(t),e(V)), +i@)2(ft)v), VYveV.

D’ou:
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(o) £2,8(v)), +iV)2(f(t),v), YveV,

e
ot)+z e (t).
Si on pose t=c(t)xtzedX(t) rteX(t),
et on remplace dans (z(t),z—o(t)),, 20 VzeX(),

(2(t),7),, >0
on trouve : et = (2(0).Z), vtel0,T].
(z(t),-z), =0

L espace &(V)={s(v)j veV} est fermé, donc :

(V)" =&(V)

(z,6(v)), =0 Zee(W)"
et = qet
(z(t),z),, =0 2(t) € (e(V) D) = (V).

D’ou z(t)ee(V) .
Ce qui prouve I’existence de v(t) eV tel que
(2.4.8) z(t)=e(v(t)) Vte[0,T]

On peut définir maintenant la fonction v:[0,T]— V', par (2.4.8) . L’inégalité de Korn
appliquée pour ze C(0,T;H ), nous donne ve C(0,T;V).

La continuité de v nous donne ’existence de la fonction

u:[0,T]»>Vv
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u(t)= J:v(s)ds +Up.

Il résulte de ce qui précéde que ue C*(0,T;V).

Ainsi que u(0) =y, et o = A g(ut) + G(e(u)) sont verifiées (i.e. (2.2.16) et (2.4.1) ).
L’unicité de la fonction u est une conséquence de (2.4.7), du Lemme 2.2.3, de (2.4.8)
et del’inégalité de Korn (1.2.20).

Il nous reste a prouver que, uest solution du Probléme P, . La sous différentiabilité de
la fonction j sur V et de (2.1.7) montrent qu’il existe 7 :[0,T]— H tel que:

249 (7,s(w)-e@)), +jw)-j@)=(f w-1u), Yu,weV.

En posant w = 2u puisw =0 dans (2.4.9), on trouve les deux inégalités

<?,g(u)>H +j(u)2<f,u>v VueV
et

(7,e@)),, +j@)<(f.w), YueV,
qui donnent
(2.4.10) (7, e@)),, +i@) =(f.u), YueV.

De (2.4.9) et (2.4.10) on conclu : 7 € X(t) pour tout t € [0;T].
De (2.2.17), de I’égalité (2.4.5) et du fait que 7 (t) € 2.(t), alors o vérifie I’inégalité

<?—0,8(l’t)>H >0,

ce qui est équivalent a
(2.4.11) (7,e@)),, =(o,6)), -

les deux inégalités précédentes (2.4.10) et (2.4.11) donnent

56



Etude analytique de quelques problémes en mécanique des milieux continus

(2.4.12) (o,6@)),, + @) <(f.0), VueV.

En tenant compte de o(t) € 2.(t)
i.e.
(2.4.13) (o,6(V), +J)2(f,v), YveV,

puis en remplacant v =u, on obtient
<G,g(u)>H +j(u)2<f,u>v VueV.

Ce qui donne avec (2.4.12) I’égalité (2.4.3) . qui est équivalente a
(2.4.14) ((e)—e@®)),, —Jj@®)=(f)-u®), YueV

En sommant L’inégalité (2.4.2) est une conséquence de (2.4.13) et (2.4.14).
Finalement, on remplace

o =A (¢(u)) +G(e(w)),
dans (2.4.2) et on trouve (2.2.15).
La fonction uest donc solution du Probleme P, ce qui achéve la démonstration du

Théoréme 2.4.1. [ |

2.5. Dépendance continue de la solution par rapport aux
données

On va montrer dans cette section que les solutions des problémes variationnelles P, et
P, dependent continument de la limite de rendement de frottement g. Le résultat
principale est le suivant :

Théoreme 2.5.1. On suppose que (2.1.19) — (2.1.21), (2.1.8) et (2.1.9) sont
satisfaites. Soient u;,o; les solutions respectives des problemes P, , P, pour les
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données g; satisfaisant (2.1.10), 1=1,2 . .Alors, il existe C>0, qui dépend de
Q,IA,G et T,tel que

(2.5.1) | Uy _u2|cl(o,T;V) = | 91 _gz|L“°(1"3)

(2.5.2) |°'1_°'2|Cl(o,T;Hl) <C| gl_gZ|L°°(F3)'

Démonstration.  On note par j; , la fonctionnelle (2.1.13) définie avecg =g;,
i=1,2

e
(2.5.3) Ji :J-gi|vl-|da YveV.
I3

On remplace v par iy puis i, et on obtient :

<A (e(y)), e((u1,) - 8(u1)>H + <G(5(u1)),g(u2) - 5(111)>H
+j1(u2)_j1(u1)2<f(t)’u2 _u1>v ,
et
<A (e(1y)), e((uy) - 8(u2)>H + <G(8(u2)),5(u1) - 3(u2)>H
+ Jo () = jo () 2 (f (£),1y _u2>v

La deuxiéme inégalité est équivalente a :

—(A (e(tty)), e (i) — £(ty)),, —(Gle(w,)), &(th,) — ().,
¥ () - o () = ~(f ()1t ),

apres addition de la premiére inégalité et la derniere, on trouve :

(2.5.4)
<A (e(iy))-A (g(uz)),g((ul)—g(u2)>H S <G(8(u1))—G((u2)),g(u1)—g(u2)>H
+ J1 () = Jr () + Jo (i) — j, ().
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Les hypotheses (2.1.19) et (2.1.20) et la définition de la fonctionnelle j; donnent

respectivement 1’existence d’une constante C >0, telle que :
(2.5.5) Cluy —u,|,* < (A (6(iy)) - A ((t1p)),& (i) - £(11p)),,

(2.5.6) (G(e(wy)) — G((up)), 6(ty) — £(11y)),, <Cluy —uy|, |ty —1y],
et
(2.5.7) Ja(tty) = Jy (i) + j, () — j, (i1,) < C| gy _g2|L°°(r3)| ) —1'12|V.

Il résulte donc

258 - <Cl|uy -y | iy ~11], +] 91~ 9ol | ty i, )

| A —ll2|V < CQ U _u2|V +| 9 _g2|LOO(F3))’

t
qui donne avec u; (t) =jui (s)ds +uy :
0

(2.5.9) |y () -1, (1) |, = CU| (s) — () |, ds +| g1 — ggILw(rs)].
0

En appliquant I’inégalité de Gronwall, on obtient :

(2.5.10) iy () — 1, (t) |, <C| gy — g2|Lw(F3) vt e[0,T]
on intégre et on trouve :
| Ll _u2|C1(o,T;V) < C| 9 _gz|L°°(F3) ’

ce qui prouve (2.5.1).

Pour démontrer (2.5.2), on pose pour t € [0,T]
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(2.5.11) o;i(t)=A (e ) +G(e(w; () , 1=12

En utilisant (2.5.11) et les deux propriétés (2.1.19), (2.1.20) des opérateurs A et G on
obtient

(2.5.12) |0y @) =0 @) |, <Clay — by, +fy — o)., )
De (2.1.16) on en déduit que Divo,y (t) = Divo, (t) = —f,(t) et, donc
(2.5.13) | o1 (t) — o, (t) |Hl <|oy(t)—o,(t) |, -

L’inégalité (2.5.2) est maintenant une conseéquence de (2.5.13), (2.5.12) et I’inégalité
(2.5.1). |
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CHAPITRE 3
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Chapitre 3

Problemes d’évolution abstraits de
laforme Au+0,j(u,u)3 f

Dans ce chapitre on envisage une généralisation, dans un cadre fonctionnel abstrait,
des résultats obtenus dans I'étude des probléemes mécaniques précis.

Dans la premiére section, on analyse un probléme d'évolution abstrait non linéaire
décrivant une classe de processus de contact avec frottement entre un corps
viscoélastique et une fondation. Le probléme est mis sous forme d'inclusion
différentielle du temps.

Dans la deuxiéme section on présente une formulation duale du probléme, comme on
prouve I'équivalence entre les formulations.

Dans la troisiéme section, par ’application des résultats abstraits obtenus, on résout un
probléme de contact avec frottement pour des matériaux viscoélastiques.
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3.1. Formulation des problemes — Hypothéses

Dans tout cette section, on note par H un espace de Hilbert, V' un sous espace fermé
de H,A et G deux opérateurs de H dans H et [0,T]avec T >0 un intervalle de

temps.

On considére aussi deux fonctions f :[0,T]— V et j: H xH — |- oo,+0]. On note

par <>H le produit scalaire sur H et par | . |,, lanorme associée. V' est un espace de

v
Hilbert muni du produit scalaire de H , ce qui nous permet d'utiliser les
notations(u,v)v et |u|V au lieu de <u,v>H et |u|H,si uveV.

Nous allons étudier dans cette section les inclusions différentielles de la forme
Probléme P,: Trouver la fonction x:[0,T]— H telle que :

(3.1.1)  AX(t)+Gx(t)+0,(x(t),x1)) 3 f(t) vt e[0,T]

(3.1.2) x(0) = x,.

Ou 0, représente le sous-differentiel de la fonction j par rapport au second
argument et x,, est la donnée initiale.

Pour tout ze H , D, j(z,.) etd,(z,.) représentent respectivement le domaine effectif
et le sous-differentiel de la fonction j(z,.) et sont définis par

D,j(z.)={ueH | j(z,u)<+w }
azj(Z,U):{wEH jj(Z,U)—j(Z,U)Z<w,U—u>H VUEH} Yue H

Dans 1’étude du probléme P, nous tenons compte des hypothéses suivantes :
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A :H — H estunopérateur de Lipschitz et fortement monotonei.e.
(313) (a) 3 L>0 | Aul 'AU2|H S L| ul'u2|H vul,uz € H

(b) IM>0: (Auy — Auy,uy —uy),, > M| ul—u2|2H vVu,u, e H

(3.1.4)

G:H — H estunopérateuR de Lipschitz, i.e.
3L >0:| Gy -Gy, <Ly —U,|,, Vu,uy; eH

j:HxH — |- o0,+0] est unefonction telleque
(a) D,j(z,)=V Vze,H
(3.1.5) <(b) j(z,.) estunesemi-normecontinuedans V, Vze H,
(¢) 3M >0: j(z,,v;) - j(z, 1) + J(25,01) = J(25,0;) <
1\~4| 7= Zy| | v~y V21,2, e Hyvj v eV,

(3.1.6) feC(,T;V)
(3.1.7) x,eV.
Dans tout ce qui suit C représente une constante générique strictement positive. Elle

dépend uniquement de A, j et T et est susceptible de varier d’une expression a une
autre.

3.2. Résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal dans cette section est le suivant :

Théoreme 3.1.1 Sous les hypothéses (3.1.3) - (3.1.7), le probléme P, admet une
solution unique x € C1(0,T;V).
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Pour démontrer le Théoreme 3.3.1, on se serve du point fixe et d’autres arguments
similaires a ceux utilisés dans le chapitre 2. Pour établir ce théoréme, on a besoin de
quelques résultats préliminaires qu’on donnera sous forme de lemmes.

On suppose que les hypotheses (3.1.3) - (3.1.7) sont vérifiées et, pour tout
neC(0,T;H) et g C(0,T;V) , considérons le probléeme suivant :

Probléme Py : Trouver x,, :[0,T]—>V telle que :

(3.1.8) Akt () +1(8) + 0,5 (9(8), %, (1) B f(t)  VteloT]
(3.1.9) X,g (0) = X

Lemme 3.1.2. Le probléme variationnel P,q admet une solution unique X,, ayant la
régularité x,, € C*(0,T;V).

Démonstration. En utilisant (3.1.3) et (3.1.5), il s’ensuit des résultats classiques sur
les inéquations variationnelles elliptiques qu’il existe une fonction unique
Z,y [0, T]— Vtelle que

(A2,4(0).2- 2,4 1)), + J(9(6).2) - j(G(1). 2, ) >

(3.1.10)
(f@)2=2,) ~(n®),2-2,,®), ~vzeV,ite[0T]

Soient t;,t, €[0,T]. Pour la simplification, on prend z,,(t;)=2; , g(t;)=9; ,

n(t;) =n;.et f(t;)=f; avec i=12.
D’aprés (3.1.10) et pour tout ze< V' nous aurons :

(3.1.11) <A21,Z —Z1>H +J(91,2) — J(91,21) 2 <f1,Z_Z1>V —<771’Z—Z1>H

et

(3112) (Azy,2 —25) +(92,7 )= J(92:22) 2 (f2.2 —25) ~(m27 ~22),
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On remplace par z = z, et z = z, respectivement dans (3.1.11) et (3.1.12), on trouve

(3.1.13) <AZ1’Z1 —Z2>H < <f1’Z1 —Z2>V +j(gl’z2)_j(gl'zl)_<771’zl —Z2>H
et
(3.1.14) —(Az,,7 —Z2>H — j(92.21)+ (9. 2,) < ~(farze —Z2>V +(172,2, —Zz>H

En sommant (3.1.13) et (3.1.14) ,on trouve

<AZ1—AZ21Z1—Z2>H S<f1—f21Z1—Z2>V —<771—772’21—Z2>H

(3.1.15) . . . )
+J(gl’ZZ)_J(gl’Zl)"—](92’Z1)_J(92’Z2)

En appliquant (3.1.3.b) on obtient I’inégalité

(3.1.16) M| zl—zz|‘2/S<Azl—Azz,zl—zz>H.

Les régularitées f € C(0,T;V) et € C(0,T; H) nous donnent, avecC, >0,C, >0

(3117) <.fl_f2:Z1_Z2>V SC1|.f1_f‘2|V|Z1_Z2|V
et
(3.1.18) <771—7727Z1—Z2>H SCz|771—772|H|21—Z2|V-

De I’hypothése (3.1.5.c), on en déduit

(3.1.19) J(91.25) = J(91.21) + J(92.21) — J (g2, 25) < M|91 _92|V|Z1 _Z2|V

L’inégalité suivante est une conséquence de (3.1.16) — (3.1.19)

M|Z1 —Zz|‘2/ SC1|f1—fz|v|zl —Zz|V +C2|771—772|H|Zl —Zz|V

+M|gl _g2|V|Zl_Z2|V’

ce qui conduit au résultat

(3.1.20) |z, - z,|, <Cfi - fol, +m -2, +lo1— 92|, )-
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D’ou la régularité : z,, €COT}V).
De plus, en tenant compte de la condition (3.1.9), on peut vérifier facilement que la
fonction x,, e C*(0,T; V), donnée par :

(3.1.21) Xy (£) =X + jzng (s)ds vtel0,T],
0

est une solution unique du probléeme Pygq. |

On définit maintenant I’opérateur A, 1 C(0,T;V) — C(0,T;V) par:
(3.1.22) A,9=x, , geCOT;V).

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.1.3. L’opérateur A, admetun point fixe unique g, € C(O,T;V) .

Démonstration. Soient g;,g, € C(O,T;V)et neC(0,T;V). Pour la simplicité, on

pose z; =z,, =X,, ,telle que x,, estlasolution du probleme P, aveci=12.

Ona:

t
A,g;(t) =x,, () =X +_[)Z’79i (s)ds pour i=1,2 ,vte0,T]

.e.
ot
A,9:(8) =xq + | z1(s)ds Vvt e[0,T]
0
et
el
A,g,y () =xo + | z,(s)ds vt e[0,T].
J0
Ce qui donne

RS AGEN AN ‘ j 2,(5) — 2, (s) s

j| 2)(s)—2,(s) |, ds,
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d’ou I’inégalité
t

(3.1.23) S AGECAGINE _[| 7(5)=2,(s) |, ds,
0

il s’ensuit de la démonstration du lemme 3.1.2 :
| 2,(t) -2, (t) |, <C| g,(O) - g (D) |, vt el0,T]

En remplagant dans (3.1.23), on trouve :

| z,() -2, (1) |, < cj | 91(s)—g2(s) |, ds vtel0,T}]
0

Apres n-itérations on obtient :

n

C
n n
A= N0 < 0G0,

Ce qui montre que pour n assez grand, ’opérateur A" est une contraction dans
g p "

C(0,T;V) , et il résulte qu’il existe un unique point fixe g, € C(0,T;V) tel que

A’:lgﬂ =9y

Mais g, est aussi le point fixe unique de A, , ie. A,g, =g, ce qui acheve la

77 1

démonstration du lemme 3.1.2. [ ]

Maintenant, on définit pour tout » e C(O,T;H), lafonction e C*(0,T;V)

par :
t

(3.1.24) x, () =x,, (t)=x+ J' Z,, (s)ds vte[0,T]
n 0 n

ou g, estlepoint fixede A, .
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De (3.1.22), (3.1.24) et du lemme 3.1.3, on obtient :
et

Ce qui nous permet de remarquer que

(3.1.25) X, =9,

Maintenant, on définit I’opérateur A:C(0,T;H) — C(0,T;H) par :
(3.1.26) An=Gx,, neC(O,T;H).

Il s’ensuit le résultat suivant :
Lemme 3.1.4. L’opérateur A admet un point fixe unique n* < C(O,T;H).

Démonstration .  Soient. On note x; =x,,

utilisant (3.1.10) - (3.1.12) et (3.1.25), il en resulte :

EAGEEAGIME P +J‘zl(s)ds—x0 —Izz(s)ds

0 0

H

= J.(Zl (s) - 2,(s))ds

0

H
ol

< || z(s)-2,(s) |, ds
J0

< Cj| m.(s) —1,(s) |Hd3+CJ-| x;(8) = x,(s) |, ds,
0 0

pour toutt € [0,T]. En utilisant I’inégalité¢ de Gronwall, on obtient :

EAGEEAAGI® SCI|U1(S)—U2(S) |, ds vtelo,T].
0

Z; =X, g; =g, pour i=12 .

En
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Ce qui nous permet d’obtenir avec (3.1.4) et (3.1.26), I’inégalité

(3.1.27) |A771(t)—A772(t)|HSCJ|nl(s)—772(s)|Hds vtel0,T].
0

Finalement, le Lemme 3.1.4 est une conséquence de (3.1.27) et du théoreme du point

fixe de Banach. [ |

Maintenant, nous avons tous les ingrédients nécessaires pour la démonstration du
théoréme 3.1.1.

Démonstration du Théoreme 3.1.1.

Existence. Soit X, e C(0,T;V) la fonction définie par (3.1.24) pour 7 =7r"0l n" est

le point fixe de I’opérateur A définit par (3.1.26) et Z, =5c77* :

On va montrer que X, est solution du probléeme P,. Pour cela, on remplace par

n=n" et g=g" dans (3.1.10) et on trouve :
(42, ©.2-2,.0)) +(n"O2-2,.0) +ig, .2

(3.1.28)
-i9,; .2, )2 (fO.2-2,.0)  VzeV.ite[oT]

Et puisque, de (3.1.25) et (3.1.26) nous aurons Z,: :xn*, n' = Gxn* et g, =X, De
plus de (3.1.28), on obtient

<Axn* t).z-%, >H + <Gxn* t).z-%, (t)>H + (X, (),2)

(3.1.29)
S CHOEMOE < f0).2-%, (t)>V VzeV,tel0,T)

L’existence de X, . comme solution unique du probléme P, est une conséquence de

I’inégalité (3.1.29).
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Unicité. Soit x e C*(0,T;V) une autre solution du probléme P,. On note par
n e C(0,T; H) la fonction definie comme suit

(3.1.30) n =Gx.
De (3.1.1) et (3.1.8), il résulte que x est solution du probleme P, , qui d’apres le

lemme 3.1.2 admet une solution unique x,, etil vient

(3.1.31) Xy =X .

D’aprés (3.1.22), x est le point fixe de I'opérateur A, , i.e.: x=g, =x, (voir
(3.1.25)).

On en déduit :

(3.1.24) xX=x,

L’unicité du point fixe de I’opérateur A donne n=n"  ( 7 unique )

d’ou, I’unicité de x e C1(O,T;V) solution du probléme P . [

3.3. Formulation duale du probleme

Dans cette section nous allons introduire et analyser une autre formulation du
probleme P, dite “ formulation duale . Pour cela on a besoin du résultat suivant :

Lemme 3.2.1. Supposons que les conditions (3.1.3), (3.1.4) et (3.1.7) sont
vérifiées. Alors, pour tout yeC(0,T;H) , il existe une unique fonction

x e CH0,T; H) telle que
(3.2.1) y(t) = Ax(t) + Gx(t) vt €[0,T],

(32.2) %(0) = x,.
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Démonstration. Soit y e C(0,T;H). De (3.1.3), on en déduit que I"opérateur A",

inverse de A est fortement monotone et de Lipschitz.

On considére alors, ’opérateur ¢ :C(0,T; H) — C(0,T; H) défini par

(3.2 .3) ¢ z(t) = AMy(t) - A‘lG[xo + j tz(s)dsJ
0

vtelo,T].

Soient maintenant z,,z, € C(0,T; H). En remplacant dans (3.2.3), on trouve

bz, (t)= A y(t) - A‘lG(xO + Jtzl (s)dsj
0

et
$z,(t)= Aty(t) - A‘lG(xO - Itzz (s)dsj
0

De plus de (3.1.3) et (3.1.4), on obtient :

FZAGEZAGINE AlGU‘ zl(s)ds—jzz(s)dsJ

0 0

H

<C j(zl (s)—2,(s))ds

0

H

SC'[| 2,(s) = 2,(8) |, ds,
0

pour toutt € [0,T]. Dot I’inégalité

(3.2.4) [$2,() - 2,(0) |, < Cj| 24(8)~ 2,(5) |, ds
0

De plus, par réitération de (3.2.4) n-fois on obtient :

Vte

Vte

AlG{

[0.7]

[0, T]

0

vte[0,T].

[ <z1<s>—z2<s>>ds]
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Cc"
n _4n <= _
‘(b 7, (t)— ¢ 2, (t) ‘C(O‘T;H) = |Z1 ZZ|C(0,T;H)'
Cette inégalité montre bien que ¢ est une contraction sur C(0,T;H), pour n assez

grand. L’opérateur ¢" admet donc un seul point fixe z* € C(0,T; H) , qui est aussi le
point fixe de ¢.
Nous pouvons conclure maintenant, que la fonction x € C*(0,T;H) donnée par

t
x(t) = x, +Iz*(s)ds est I'unique solution du probleme (3.2.1) - (3.2.2). [
0

Pour la formulation équivalente de P, le lemme (3.1.5) nous permet de définir
I’opérateur T :C(0,T;H) —» C(0,T;H) par

(3.2.5) Ty=x
Ou x est I’'unique solution du probléme (3.2. 1) - (3.2.2).

Comme nous aurons besoin aussi, d’introduire le sous-ensemble X.(t,y) de H et sa
fonction indicatrice définis respectivement par :

S(ty)={ oeH | (0,2), +i(T y(©).2)2(f(©).2), |
pour tout y € C(0,T; H) et t [0, T],

et

0 sio e 2 (t,y)

Y3y :{+oo sioc e 2(t,y),

pour tout o€ H .

On note par dyy, ), le sous-différentielle de la fonction indicatrice wy ;) -

On va considérer maintenant le probleme suivant :

Probléme P, : Trouver y:[0,T]— H tel que
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(3.2.6) yit)eXty) %(T Y)®) +0ws i,y W) 3 0 vtelo,T].

Le lien entre les deux problémes P, et P,est donne par le resultat suivant :

Théoreme 3.2.2 Supposons que les hypothéses (3.1.3) - (3.1.7) soient satisfaites.
1) Soit xeCY0,T;V) une solution du Probléme P,. Alors I’élément
yeC(0,T;H) donné par y = Ax + Gx est solution du Probleme P,
2) Inversement, soit y e C(0,T;H) une solution du Probléme P, .Alors,
I’élément x =T y est solution du Probléeme P,.

Démonstration.

1) Soit x e C*(0,T;V)solution de P, et soit la fonction y € C(0,T; H) definie par
(3.2.8) y(t) = Ax(t) + Gx(t) vt €[0,T].

Il résulte de (3.1.1), (3.2.7) et (3.1.5.a) que

(3.2.8) (Y(@©), X)), +J(x(t),2) = J(x(@), %)) = (f (), X(1)),, ,
pour toutzeV et t €[0,T].

Si on pose z = 2x(t) puis z =0 dans I’inégalité (3.2.8), on obtient respectivement

(Y(6), %)), + J(x(£),2%(t)) - J(x (@), %(8)) > ( f (), (1)),
et
—(y@),x(t)),, — j(x(®),%(t)) =~ f (). x(1)),
pour tout t [0, T].

Ce qui est identique a :

(y@),x(@)),, + Jx(t),x(t)) > (f (), x(t)),,
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et
(Y(@),%()) ,; + (@), (@) < (f (), %(1))y, ,
pour tout t € [0,T].

De ce qui précéde, on obtient I’égalité

(3.2.9) (Y(@),%(1)); + (), %) = (f (1), X(1)),, vte[0,T],

ce qui montre que y(t) e X(t,y) pour tout te[0,T], avec xeC*(0,T;V) et
y e C(0,T; H) qui vérifient x=T y.

Du fait que x(t) €V pour tout t € [0,T], alors :
(3.2.10) (z,%(t)), +J(T y(t),x(t)) = (f (). x(t), VzeX(ty)
On soustraire (3.2.9) de (3.2.10) et on trouve :
(z—-y),x(@®)),, +J(T y(t),x(t))-jlx(),x(t)=0 VzeX(ty),
(z-y(t),x()),, =0 VzeX(ty), te[0,T].
Ce qui est équivalent & I’inégalité

<ix(t),z_y(t)> >0 VzeX(ty), te[o,T].

En introduisant (3.2.5), il résulte

<%(T y)(t),z—y(t)> >0 VzeX(ty), te [O, T],

H
ce qui montre que y est solution du Probléeme P, .

2) Inversement, la démonstration de la réciproque se fait en deux étapes.
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e Premiére étape :

Dans cette étape , nous supposons que y € C(0,T; H) solution de P,, doncy veérifie :

<Z—y(t),%(T y)(t)> >0,

H
pour tout ze X (t,y) et t [0, T].
Et puisque x=T y, alors:

(3.2.11) (z-y(t),x(t)), =0 vz eX(ty), t[0,T].
Soit t €[0,T], au début on va montrer que x € C*(0,T;V).

Pourtout zeV=>et zeV ona:

<y(t),z’>H +<Z,Z'>H + (T y@),z") > <f(t),z’>v

et
W®).2),; —(2.2), +J(T y@).2) = (f().2),,
avec (z,2'), =0
i.e.
YO +2,2), +J(T y©).2)=(f(0).2),
et

Y)-2,2), +i(T y).z)2(f).7),
Ces deux inégalités montrent que

ytzeX(ty) VzeV™ .

De plus, si on remplace z=y(t)+z dans (3.2.11), on trouve respectivement :
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(z,x(t)),, 20
et
(-z,x(t)), =0

pour tout ze V= .
Ce qui est équivalent a

(z,%(t)), 20
et
(z,%(t)), <0

pour tout ze V= .
D’ou le résultat :

(z,x(t)), =0 VzeV~"
Ce résultat affirme que x(t) e V™, eten utilisant (3.1.7) il vient x(t)eV .

La définition de ’opérateur T et tenant compte de x(t) € V conduit & x € C*(0,T;V),
ce qui achéve la premiére étape de la démonstration de la réciproque.

e Deuxiéme étape :

Maintenant, on va prouver que x estsolutionde P, .
Puisque j(x(t),.) est sous-différentiable au pointx(t) € V. Alors, il existe une fonction
z:[0,T]—> H telle que :

J0x(t),2) - j(x(), x(t)) > (2(t),z - x(t)); VzeV,
Cette inégalité nous conduit a

(f&)=Z(t),z—%(t)), +J(x(t),2) - j(x(t),X(t))
>(f(t).z-x(t)), VzeV
En substituant z = 2x(t) et z =0 dans (3.2.12), on trouve :

(3.2.12)
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(f®)=Z(t),x()),, +J(x(t), %)= (f(t),z—X(t)), VzeV
et

(f@)=Z(t),x(t)),, + J(x(®), %)) <(f(t),z-X(t)), VzeV.

D’ou le résultat

(8213)  (f(t)—Z(t),x(t)), +J(x@), X)) =(f(t),z—%(t)), VzeV.
On additionne (3.2.12) et (3.2 .13) et on obtient :

(f(O-Z().2), + j(x(0).2)<(f(0).2), VzeV.
Il résulte donc

f)-z(t) e X(t.y).

Pour tout z e X(t,y), t [0, T] ona:
(z-y(t),x(t)), =0,
avec y € C(0,T; H)solution de P,.

Sion prend f(t)—z comme fonction test dans ’inégalité précédente, on trouve :

(f@®)—z(t)-y(t),x(t)), =0,

(f@)=2,x(t)), = (y@®), X)),
Mais, (3.2.13) implique que :
(f@)-Z(t), %)), =(f(t),z-x(t)), - j(x(),x() VzeV,

ce qui nous donne avec 1’inégalité précédente :
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(f@E),x(®)), = (y(t),X(@)),, + j(x(t),X(t)) VzeV.

Et puisque, y(t) € 2(t,y), x(t)eV et T y=x,alors

(3.2.14) (y(), x(t)) , + J(x(t), X)) < (f(£), X(1)),,
et
(3.2.15) (Y@),z),, +j(x@),2)<(f(t),2), VzeV

De (3.2.14) et (3.2.15) on obtient I’inégalité
(3.2.16) <y(t),z — X(t))H + J(x(t),2) — j(x(t),x()) < <f(t),z — X(t))H VzeV.

Finalement, (3.2.16) et (3.2.1) et (3.1.5.a) prouvent I’existence de y(t) pour tout
t<[0,T], ce qui justifie (3.1.1) et puisque I’égalité x =T y implique (3.1.2), il
résulte que x est solution du Probleme P,.

Et donc la deuxiéme étape de la réciproque est démontrée. |

Remarque 3.2.3. Le probleme P, est considéré comme formulation duale du
probléme d’évolution P;. De plus les Théoremes 3.1.1 et 3.2.2 impliquent que sous les
hypotheses (3.1.3)-(3.1.7) le Probleme P, admet une solution unique y<C(0,T;H).

3.4. Application en mécanique de contact

Dans cette section on présente un exemple mécanique qui motive la généralisation
étudiée précédemment dans ce dernier chapitre et qui peut servir comme un champ
d’application des résultats obtenus précédemment.
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Ce probléme modélise 1’évolution quasistatique d’un corps viscoélastique en contact
avec frottement avec une fondation, sous I’action des forces extérieures.

Le contexte physique est le suivant :

Le corps viscoélastique occupant le domaine Q dans IRY (N =2,3), est soumit &
des forces de volumes et des tractions superficielles.

Nous sommes intéresses par le processus d’évolution quasistatique résultant de 1’état
mécanique du corps sur ’intervalle de temps [O, T].

Nous supposons qu’une force de volume de densité f, agit dans Qx(0,T) . La
frontiereI" de Q est supposée de Lipschitz et est divisee en trois parties disjointes I ,
I, et I, tel que mesI; >0. Le corps est serré a I; x(0,7) et donc le champs de
déplacement disparait la ou les tractions superficielles de densité agissent sur
I, x(0,T).

Par conséquent, nous allons imposer sur I';x(0,7°) des conditions aux limites de
contact avec frottement.

Le probléeme mécanique peut-étre formulé mathématiquement comme suit :

Probléme P : Trouver le champ des déplacements u:Qx[0,T]— IR et le champ
des contraintes o : Qx[0,T]— Sy tels que :

(3.3.1) o(t) = A (e(t1)) + Gle(w)) dans Qx(0,T),

(3.3.2) Divo+ f, =0 dans Qx(0,T),

(3.3.3) u=0 sur  T;x(0,T),
(3.3.4) ov =1, sur  T,x(0,T),
(3.3.5) u(0) = u, dans Q.
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Maintenant on note par H 1’espace de Hilbert
H = {T =(r5) ] 75 =1 e*(Q) Vi, j=i,.,IN },

muni du produit scalaire

<0',z'> =I o rl-jdx,
Q

et on présente les hypothéses liées au problemes qu’on va étudier.

A QxSy > Sy et
(a) ilexiste L, >0tQ:
|A (x,6)— A (x,6,)| < Ly A |e,— &,
Ve, e, €Sy, p.p dans Q,
(b) ilexiste M >0 t.q:
(A (x,8)— A (x,8,)) (e1,8,) > Mgy — &,
Ve,e, €Sy p.p dans Q,
(c) x—A(x¢)
est une fonction mesurablesur €, pour touts € Sy ;
(d x—A (x0)eH.

(3.3.6)

G:QOxSy > Sy et
(@) ilexiste L>0 tq:
| G(x,56,)~G(x,&,) | < Llg, — &,
(3.3.7) Ve, e,€Sy p.pdans Q,
(b) x> G(x,¢)
est une fonction mesurablesur Q, pour tout ¢ € Sy;
(c) x—>G(x,0)eH.
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Alors, on considere les deux opérateurs A :H —> H et G:H — H tel que les
hypotheses (3.1.3) et (3.1.4) soient satisfaites.

On suppose aussi que les forces de corps et de traction satisfont :
(3.3.8) f,€eCO,T,H) f,eCOT,L*I,)Y)
(3.3.9) geL”(I3) et g>0 pp. sur I3,

L’exemple de conditions aux limites de contact avec frottement est le suivant.

Exemple : Contact bilatéral avec frottement de Tresca

Cet exemple porte sur le Probléme 1 posé dans le chapitre 1, qui modélise un probleme
mécanique de contact bilatéral avec frottement de Tresca

u, =0

oel<g
(3.3.10) |G |<g:>u o sur  I3x(0,7T),

|0T|:g:>3/120 tg o,=-Au

T T

ou g est le frottement de la frontiere.
Au début,on pose
Uz{veHl(Q)Nj v=0sur I}, v, =0 surT, }

o:U—IR,, @(v)ng|vT|da,
3

L:[0,T]xU - IR, , L(t,v):J.fO(t)-vdx+ fo(t)-vda.
Q Iy
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On peut vérifier facilement que, si le couple {1, o} de fonctions réguliéres satisfait
(3.3.1) - (3.3.4) et (3.3.10) .

Pour cela nous aurons d’une part
(3.3.11) u(t)eU
D’autre part :

Soit v e U, en utilisant la formule de Green, on trouve

(ov,y0=1(O) .y =(0,6(U(D),, +(Dive,v-ut),

Et puisque
(ov.y(v-1)), b, = Iov(v —u)ds = J.o-v(v —u)ds + J‘av(v —u)ds + Iav(v —)ds,
e Jr n r, Iy
il vient
(oviy(v-1)) 5 :J.f(v—u)ds+j0v(v—u)ds.
r*Hp r, r
Sur I;ona:

GV'(v_u):GV(vV —l.lv)-l-O'T(U,[ —l'l,[)

=0V, -0, U,
De I’inégalité de Schwartz et de (3.3.10) il résulte que sur T :

ov-(v-u) =g, |-glv,|.

On remplace et on trouve

(0,6(v)-e()),, +(Dive,v-1u), > J;fz (v—u)ds + gJ!u,|ds —~ gJ!vT|ds :

Comme
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- DiUG = fo,
alors

<0',g(v)—g(u)>H —<f0,v—u>H 2jfz(v—u)ds+gj|u,|ds—gj|v,|ds
r, r, I3

(o,&(v) - g(iz))H + gj‘|v,|ds - gJ‘|uT|ds >(fo.v —u>H + jfz (v-u)ds
r, T3 r,

Mais, on a pour tout veU et t €[0,T],
p(v) = J; glv.|da (0(11(1“))=J‘r gl (t) da
et 3 3
L(t,v-u(t)) = (fo.v-u(t)), + J;fz (v—1u(t))ds,

il résulte que {u, o} vérifie
(3.3.12) ((o(t).e((v) - (), + @) -@(t) > L(t,v-1(t)) YveU, te[0,T]

En utilisant (3.3.1) - (3.3.5) et (3.3.12) on obtient ensuite la formulation du probléme
mécanique (3.3.1) — (3.3.5) et (3.3.10) :

Trouver la champs de déplacement u:[0,T]—>U tel que

(A e(u(t)),e(v) - 5(u(t))>H +(Ge(u(t)),e(v) - g(u(t))>H +

(3.3.13)
p(v) - () > Lit,v-ut)) YvelU, tel0,T]

(3.3.14) u(0) =u,.
Maintenant, on considére le sous-espace V' de H donné par

(3.3.15) V=sU)={ &) | vel}
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Nous nous rappelons que U est un espace de Hilbert équipé du produit scalaire de
HY Q)Y . De plus, en utilisant I’inégalité de Korn, il s’ensuit que V est un sous-
espace de Hilbert de H et I’opérateur £:U — V' est un opérateur linéaire et continu.

On note par ¢ ‘I’inverse dee et on obtient £ ™1 :V — U qui est un opérateur linéaire
et continu aussi. Cette propriété nous permet de reprendre (3.3.13) — (3.3.14) en
considérant comme inconnue le tenseur &(u).

En utilisant les notations précédentes, il résulte que le probléme variationnel (3.3.13) —
(3.3.14) et de la forme (3.1.1) — (3.1.2) ou

(3.3.15) x=¢(u), xo =¢&(up)
(3.3.16) (f.z), =L(t.e*(2)) vzeV, tel0,T]

(e 71(2)) si zeV
(3.3.17) Jj(w,z) = YweH.
+ 00 si zeV

On voit bien que, dans cet exemple la fonction j ne dépend que du deuxiéme argument
Z, ce qui nous permet de poser j(z) = j(w,z) pour tout w,ze H.

Existence et unicité de la solution u e C*(0,T;U) :
D’une part, et de la définition de la fonction j, on déduit que

D,j(w, )=V YweH,
d’ou I’hypothése (3.1.5.a) est Vérifiée.

De (3.3.9) ie. geL”(I3), g=0 p.psur Iy,
on peut conclure que j(w),-) est une semi-norme dans V pour tout w € H ,et donc
I’hypothése (3.1.5.b) est Vérifiée.
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Comme on peut facilement montrer que la fonction j vérifie (3.1.5.c).
D’autre part, de (3.3.8) i.e. f, eC(0,T;L*(Q)Y) , f, €C(0,T;L*(")")

et de
<f(t),Z>V=jfo-zds+ frorzda VzeV | Vte[O,T],
o) I,

on obtient
feC(OT;V),

d’ou (3.1.6) est vérifiée.

Il nous reste a montrer que I’hypothése (3.1.7) est vérifiée.
Si le déplacement initial satisfait

(3.3.18) u, €U,
et avec (3.3.14) ,nous aurons :
U, eU = e(yy)eV,

ce qui nous donne
x,eV.
D’ou (3.1.7) est vérifiée.

De ce qui precéde et en appliquant le Théoréme 3.1.1, on conclut bien I’existence et
Iunicité de la solution u du probléme (3.3.13) - (3.3.14) tel que u e C*(0,T;U).
Dans ce qui suit, on note par 2.(t) ’ensemble défini par

(3.3.19) Yt)={reH | (r,2), +j@2)2(ft).z), VzeV | vte[0,T].

La formulation précédente du probleme (3.3.13) - (3.3.14) est représenté comme
évolution d’inégalité variationnelle pour le champs de deplacement u . C’est la
représentation primaire du probléme mécanique (3..3.1) - (3.3.5) et (3.3.10).

De la section 3.3 , il résulte la formulation duale de ce probleme, en terme de
contraintes, donnée par : trouver un champs de contraintes o : [O,T] — H tel que
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(3.3.19) of(t) e X(t), <%(T a)(t),r—a(t)> >0 VreX(t), telo,T].

H

Ici pour o€ C(0,T;H), T o désigne la fonction uniquez € C*(0,T; H) qui satisfait
(3.3.20) ot)=A7@t)+Gr(t) Vte[o,T],
(3.3.21) 7(0) = e(uy).

La remarque 3.2.3, nous permet de confirmer que la deuxiéme formulation (3.3.19)
admette o € C(0,T; H) comme solution unique.

Finalement, on peut conclure que conformément aux hypotheses (3..3.6) - (3.3.9) et
(3.3.18), le probleme mécanique (3..3.1) - (3.3.5) et (3.3.10) admet une solution unique

{u,c} avec les régularité ue C'(0,T;H),c € C(0,T;H).
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Résumé

Ce mémoire porte sur 1I’étude de quelques problémes aux limites de contact avec
frottement entre un corps déformable et une base. Ici nous considérons des lois de
comportement non linéaire des processus quasistatiques, les résultats que nous
obtenons concernent 1’existence et 1’unicité¢ des solutions faibles et la dépendance
continue par rapport aux données. Le mémoire est composée de trois chapitres. Dans
le premier chapitre on introduit des notations générales de la mécanique ainsi que des
notations mathématiques, nous présentons des divers modeles mecaniques de contact
¢tudiés et nous rappelons quelques outils d’analyse fonctionnelle. Le deuxieme
chapitre est destiné a I’étude d’un probléme de contact bilatéral avec frottement de
Tresca. Finalement dans le troisiéme chapitre il s’agit d’avoir une vision plus globale
du travail effectué, on présente des résultats abstraits dans le but de formuler le
probléme mécanique précédent dans un cadre général.

Mots-clés : Viscoélasticité, contact bilatéral avec frottement, loi de Tresca, inéquation
variationnelle, solution faible, point fixe, sous-différentiel, probléme dual.

Abstract

This memorandum concerns the study of some boundary contact problems with
friction between a deformable body and a foundation. Here we do not consider linear
laws of behavior a quasistatic process, results which we obtain concern the existence
and the uniqueness of the weak solution and the continuous dependence with respect
to the data. The memorandum is divided into three chapters. In the first chapter we
introduce general mechanical notation as well as mathematical notation. We present
different mechanical contact models and we recall some tools of functional analysis.
The second chapter is intended for the study of a problem of bilateral contact with
Tresca’s friction law. In the third chapter we are interested in having a more global
vision of the make work, we present results abstracted with the aim of formulating the
previous mechanical problem in a general frame.

Key-words: Viscoelasticity , bilateral contact with friction, Tresca’s friction law,
variational inequality, week solution, fixed point, subdifferntial, dual problem.
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Conclusion

La généralisation obtenue dans le dernier chapitre peut étre étendue aussi, pour
d’autres exemples comme le contact avec frottement de Coulomb avec contrainte
normale imposée et contact avec compliance normal avec frottement. Il on reste de
trouver 1’existence et I’unicité du probleme d’évolution abstraits par la méthode de
contrdle variationel ainsi que I’étude numérique de ces problemes.
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