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Introduction 

 

Le phénomène de contact avec frottement entre un corps déformable et une fondation 

rigide ou entre deux corps déformables sont abondants en industrie et dans notre vie 

quotidienne. 

  

Au début, on va citer quelques étapes importantes dans l'élaboration de la théorie du 

frottement. 

 

La notion de coefficient de frottement s'est imposée durant la période qui va du ième16  

au ième18  siècle. Léonard de Vinci s'intéresse au frottement vers le début du ième16  

siècle et donne une première valeur (0.25) du coefficient de proportionnalité entre la 

force de frottement et le poids du corps. Deux siècles plus tard, vers la fin du 
ième17 siècle, G. Amontons redécouvre ces aspects et les étend. Il énonce les premières 

lois de frottement véritables. 

 

Au ième18  siècle, on s'intéresse à la rugosité des surfaces et L. Euler fait la différence 

entre frottement statique et frottement dynamique grâce à des expériences de petits 

solides glissant sur des plans inclinés. Il estime que cette différence est due au fait que 

plus le glissement est rapide plus les aspérités d'une surface sautent d'une aspérité de la 

surface opposée à l'autre, réduisant ainsi le contact. 

 

C.A. Coulomb, à partir de nombreuses expériences, confirme les lois d'Amontons. Il 

pose le problème de la dépendance à la rugosité des surfaces et du rôle de l'adhésion. Il 

est en outre le premier à faire référence à une augmentation du coefficient statique 

avec le temps de contact stationnaire. 

 

H. Tresca (1814 - 1885), l’ingénieur mécanicien a aboutit dans ses travaux sur les 

résistances des matériaux, à un critère maximal de résistance d’un matériau aux efforts 

de cisaillement connu sous le nom de critère de Tresca. 
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Toutefois jusqu'à la fin du ième19  siècle, on s'intéresse peu au problème du contact. Il 

faut attendre Hertz en 1881 qui énonce des résultats sur les déformations induites par 

un contact élastique sphère/plan ou cylindre/plan. 

 

D´es lors, les travaux sur le contact et le frottement ont été abordés par de nombreux 

chercheurs, les travaux de Hertz étant confirmés par des résultats expérimentaux 

mettant en œuvre la mesure de conductance du contact. Les travaux sur la rugosité des  

surfaces font ressortir le rôle primordial du comportement des aspérités. Il apparait que 

le contact réel s'effectue sur une petite portion de l'aire apparente de contact. 

 

En 1933, A. Signorini pose le problème général de l'´equilibre d'un corps élastique en 

contact sans frottement avec une fondation rigide. 

 

La théorie de l’analyse variationnelle des problèmes de contacts inclues l’existence et 

l’unicité des résultats à l’aide des inégalité variationnelles , était développée fortement 

après les années 70, on peut se reporter à  [22], [24], [38], [26], [45] et [48]. 

 

H. Bresiz dans  [10] a nottament obtenu des résultat ( faisant intervenir des méthodes 

de dualité convexe et de théorie des sous différentiels) peuvent être trouvée dans   

 

G. Duvaut et J.L. Lions [19]  dans la continuité des études des problèmes de l'élasticité 

comme minimisation de fonctionnelle quadratiques, posent le problème du corps 

élastique glissant dans le cas d’un frottement de Tresca ( i.e. avec un seuil fixe qui ne 

dépent pas de la contrainte normale ), sous la forme d'une inéquation variationnelle. Ce 

sera aussi le départ de beaucoup de travaux. 

 

L’objectif de ce mémoire est l’étude de quelques problèmes aux limites de contact 

avec frottement entre un corps déformable et une fondation rigide. Ici nous 

considérons des lois de comportement non linéaire des processus quasistatiques, les 

résultats que nous obtenons concernent l’existence et l’unicité des solutions faibles et 

la dépendance  continue par rapport aux données. Ce mémoire est composée de trois 

chapitres.  

 

Dans le premier chapitre on introduit des notations  générales de la mécanique ainsi 

que des notations mathématiques, nous présentons des divers modèles mécaniques de 

contact étudiés et nous rappelons quelques outils d’analyse fonctionnelle. Ce chapitre 

est consacré à faire rappeler la formulation des problèmes viscoélastiques qui seront 

traités dans la suite, ainsi des notions de base de la mécanique des milieux continus et 

d’analyse fonctionnelle nécessaires pour la compréhension de ce mémoire.  

 

Deux sections qui constituent ce chapitre. La première section se comporte de trois 

parties. Dans la première partie on donne des rappels concernant le tenseur de 

contrainte, le champ des déplacements et les lois de comportement. Dans la deuxième 
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partie, on présente des conditions de limites de frottement d’un corps déformable avec 

une fondation rigide, prises en compte dans la suite. Dans la troisième partie, nous 

poserons deux problèmes à étudier dans ce mémoire. La deuxième section comprend 

trois parties. Dans la première partie, on introduit les espaces fonctionnels utiles dans 

ce mémoire. La deuxième partie est destinée aux équations non linéaires dans les 

espaces de Hilbert. Enfin, la dernière partie fait l’objet de rappel de quelques résultats 

fondamentaux d’analyse fonctionnelle, les inéquations variationnelles et des lemmes 

de type Gronwall.  

  

Le deuxième chapitre est destiné à l’étude d’un problème de contact bilatéral avec 

frottement de Tresca. Ce chapitre est consacré à l’étude du problème quasistatique 

ayant une loi de comportement de la forme (1.1.4), soumis à des conditions de limites 

de frottement de Tresca.  

 

Cinq sections qui composent ce chapitre. Dans la première section, on présente le 

problème et les hypothèses utiles pour son étude. Dans la deuxième section, nous 

tirons deux formulations variationnelles pour le problème, la formulation principale en 

termes de déplacements et la formulation duale en termes de champs de stress. Dans la 

troisième section nous prouvons l’existence d’une solution unique de chaque 

formulation variationnelle. Dans la quatrième section, nous établissons l’équivalence 

entre les deux formulations. On termine ce chapitre par la cinquième section où, nous 

prouvons la dépendance continue de la solution de la limite de rendement de friction. 

 

L’objectif du troisième chapitre, est d’envisager une généralisation, dans un cadre 

fonctionnel abstrait, des résultats obtenus dans l'étude des problèmes mécaniques 

précis. L’étude dans ce chapitre est inspirée de [7]. On analyse un problème 

d’évolution abstrait non linéaire décrivant une classe de processus de contact avec 

frottement entre un corps viscoélastique et une fondation. Le problème est posé  

comme une inclusion différentielle dépendante du temps. L’existence et l’unicité de la 

solution est établie en utilisant la théorie des inégalités variationnelles elliptiques et le 

théorème du point fixe de Banach. Une formulation duale du problème est aussi 

présentée et un résultat d’équivalence est prouvé.  Les résultats abstraits obtenues sont 

utilisés pour résoudre un problème de contact avec frottement pour des matériaux 

viscoélastiques.  

On a constitué ce chapitre de quatre sections. Dans la première section, nous allons 

poser le problème sous forme d’inclusion différentielle dépendante de temps. Dans la 

deuxième section, on établie un résultat d’existence et l’unicité de la solution. Dans la 

troisième section on présente une formulation duale du problème, comme on prouve 

l'équivalence entre les formulations. Finalement, dans  la quatrième section, on donne  
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une application des résultats abstraits obtenus, et on résout un problème de contact 

avec frottement pour des matériaux viscoélastiques. 
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Notations 

 
 

  

  

)3 , 1(   ii  

  

 v   ,v  

 

)(1 C  

 

)(D  

 

)(D  

H  

H  

1
H  

1
H  

)(2

1

H  

 


H  

)(2

1




H  

l’adhérence de  . 

la frontière de   supposée régulière 

Une partie mesurable de la frontière .  

la normale unitaire sortante. 

les composantes normale et tangentielle du champs            

vectoriel  . 

l’espace des fonctions réelles continument différentiable 

sur  .                        

l’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables 

et à support compact contenu dans . . 

l’espace des distributions sur  . 

l’espace NL )(2  .  

l’espace 
NN

SL )(2
.                                                         

l’espace 
NH )(1  . 

l’espace  . )(  HDiv ijj    j H  

l’espace de sobolev d’ordre sur  
2

1
. 

l’espace 
NH )(2

1

 . 

l’espace dual de )(2

1

H .  
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ix 


H  


 HH

1
:  

l’espace dual de NH )(2

1

 . 

l’application trace pour les fonctions vectorielles.  

   

Si H est un espace de Hilbert réel et   INN , on utilise les notations suivantes :  

 

 

NH  

NN
SH   

 H . , .  

H
  .   

H  

  HH  . , .  

K  

xxn   

 

xxn   

 

)(HL  

 

 

l’espace     , 1    , )(  NiHxxx ii   j . 

l’espace        , 1 ,   , )(  NjiHxxxx jiijij   j . 

le produit scalaire de H . 

la norme de H . 

l’espace dual de H . 

le produit de dualité entre H et H . 

la fonction indicatrice de HK  . 

la convergence forte de la suite )( nx  vers 

l’élément x dans H . 

la convergence faible de la suite )( nx  vers l’élément x  

dans H . 

l’espace des application linéaires et continues dans H. 

 

 

  Si de plus un  T,0  intervalle de temps,     pk 1et    IN  , on note par : 

 

 

);,0( HTC  

 

 

H,0
  .   

);,0(1 HTC  

l’espace des fonctions linéaires et continues de  T,0  

dans H . 

la norme de ).;,0( HTC   

l’espace des fonctions continument  dérivables de  T,0  
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x 

dans H  

                      

H,1
  .                                                      la norme de );,0(1 HTC . 

);,0( HTLp  

 

 

 

 

 

Hp,,0
  .   

);,0(, HTW pk  

 

Hpk ,,
  .   

l’espace des fonction  f  mesurables de   T,0   dans H  

telles que   
T

p

H
dttf

0

)(   avec la modification usuelle  si 

p . 

la norme de );,0( HTLp . 

l’espace de Sobolev de paramètres k  et .p  

la norme de );,0(, HTW pk . 

 

                                           

Pour une fonction f , on note par : 

 

 

ff    ,   

fi    

 

fr  

)( f  

fDiv         

f  

 

les dérivées première et seconde par rapport au temps. 

la dérivée  partielle de f par rapport à la èmei  

composante ix . 

le gradient de f  . 

la partie symétrique du gradient de f . 

la divergence de f  . 

la sous-différentielle ( classique ) de f . 

 

Si  21 et   HH sont deux espaces de Hilbert réels, on note par : 

 

 

),( 21 HHL  

 

 

),( 21  .  
HHL

 

l’espace des applications linéaires et continues de 1H  

dans 2H  

la norme de ). ,( 21 HHL  
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Autres  notations :  

                      

 

inf lim                               

suplim  

NS   

 

NI  

d0  

C  

..pp  

t.q.  

■ 

la limite inférieure.                               

la limite supérieure.  

l’espace des tenseurs symétriques du second ordre 

sur NIR .  

le tenseur identité du second ordre sur NIR . 

le zéro de NIR et celui de NS . 

une constante générique strictement positive. 

presque partout. 

tel que (telle que). 

Symbole indiquant  la fin d’une démonstration. 
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Chapitre 1 

 

Formulation des Problèmes 

Viscoélastiques - Préliminaires 

 

 

Ce chapitre est consacré à faire rappeler la formulation des problèmes viscoélastiques 

qui seront traités dans la suite, ainsi des notions de base de la mécanique des milieux 

continus et d’analyse fonctionnelle nécessaires pour la compréhension de ce mémoire. 

 

Deux sections qui constituent ce chapitre.  

 

La première section se comporte de trois parties. Dans la première partie on donne des 

rappels concernant le tenseur de contrainte, le champ des déplacements et les lois de 

comportement. Dans la deuxième partie, on présente quelques exemples de lois de 

contact avec frottement contenant  des conditions de limites de frottement d’un corps 

déformable avec une fondation rigide. Dans la troisième partie, nous poserons deux 

problèmes à étudier dans ce mémoire. 
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La deuxième section comprend trois parties. Dans la première partie, on introduit les 

espaces fonctionnels utiles dans ce mémoire. La deuxième partie est destinée aux 

équations non linéaires dans les espaces de Hilbert. Enfin, la dernière partie fait l’objet  

 

 

 

de rappel de quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle, les inéquations 

variationnelles et des lemmes de type Gronwall.    

 

1.1.  Formulation des problèmes aux limites 

1.1.1.  Contraintes, déformation et lois de comportement 

 

On considère un corps déformable occupant un domaine   de )3,2( NIR N
, de 

frontière   supposée assez régulière. Dans un intervalle de temps  T,0 , 

l’évolution du corps matériel est décrite par l’équation de mouvement : 

 

(1.1.1)                          T0,    dans      0  fDivu   . 

 

Dans cette équation   désigne la densité de masse,   NIRTu  ,0: représente le 

champ des déplacements,  Div  est la divergence du champ des contraintes  

  NST  ,0:  et   NIRTf  ,0:0 représente la densité des forces 

volumiques appliquées sur le corps.  

 

On note par u  et u  respectivement la dérivée première et la dérivée seconde de u  par 

rapport au temps.  

 

 Dans certaines situations l’équation (1.1.1) peut être simplifiée. Par exemple, dans le 

cas où le champ des vitesses varie très lentement par rapport au temps. Dans ce cas, le 

terme u  peut être négligé et l’équation (1.1.1) devient 

 

(1.1.2)                             T0,    dans     0 0  fDiv  

 

L’équation (1.1.2) s’appelle équation d’équilibre. 
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Les processus d’évolution modélisés par l’équation (1.1.1) s’appellent processus 

dynamiques et les processus modélisés par l’équation (1.1.2) s’appellent processus 

quasistatiques. 

 

 

 

Dans la suite, on va considérer des solides viscoélastiques dans le cadre des petites 

transformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations linéarisé 

  NST  ,0:  défini par 

 

(1.1.3)            ),0(    dans     )(
2

1
         ,     )( Tuu jiijijij    

 

où ji  et   et représentent les opérateurs de dérivation partielle respectivement par 

rapport aux variables ji xx et  .  

On précise en outre qu’on adopte la convention de l’indice muet. Dans la suite on va 

noter )(u  au lieu de  pour mettre en évidence la dépendance de  par rapport au 

champ des déplacements. 

 

L’équation (1.1.1) ou (1.1.2) est insuffisante à elle seule pour décrire le mouvement 

des milieux continus. En effet, il reste à décrire ce qui est propre au matériau lui-même. 

 

C’est l’objet des lois de comportement que nous décrivons brièvement ci-dessous. 

 

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu 

continu.  

 

Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est 

souvent expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser 

pour établir une loi de comportement. 

 

Dans ce mémoire on considère des matériaux ayant des lois de comportement 

viscoélastique de la forme 

 

(1.1.4)                                 ))(( ))(( uGu   A  , 
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où A et G sont des fonctions constitutives. La loi de comportement (1.1.4) est dite loi 

viscoélastique de type Kelvin-Voigt.   

 

 

 

 

1.1.2.  Conditions aux limites de contact  

 

On s’intéresse dans toute notre étude à un corps matériel qui occupe le domaine borné 

NIR de frontière régulière   constituée de trois parties disjointes 1 , 2  et 

3  deux à deux disjointes. On note par   le vecteur normal unitaire extérieur à  .  

 

Comme on suppose aussi que, ce corps est encastré par la partie 1 de sa frontière dans 

une structure fixe, donc : 

 

(1.1.5)                                         ),0(sur         0 1 Tu  , 

 

ce qui représente la condition aux limites de déplacement. On connait des tractions de 

densité 2f  agissantes sur la partie 2 et qui vérifient 

 

(1.1.6)                                     ),0(sur         22 Tf  . 

 

Cette condition est appelée condition aux limites de traction. 

 

Les composantes normales et tangentielles du vecteur déplacement u et du vecteur 

contrainte de Cauchy Nijij ,...,1),(   , sont données par 

 

iiuuu       ,  )( iuu      ,       iii uuu              Ni ,...,1  

 

          jiij       , i     ,    ijiji             Ni ,...,1  

 

On peut modéliser mathématiquement l’évolution d’un corps déformable sous l’action 

des efforts extérieurs, par un système d’équations aux dérivées partielles contenant 
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l’équation du mouvement  (ou d’équilibre) du corps, la loi de comportement du 

matériau ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis. 

Dans ce mémoire, on considères des matériaux ayant l’équation de mouvement (1.1.2) 

la loi de comportement viscoélastique (1.1.4), soumis à des conditions aux limites de 

frottement. 

 

 

Nous citons maintenant les principales conditions de contact avec frottement. 

 

Exemple 1.1.1.   Contact bilatéral avec frottement de Ttresca. 

 

Dans cet exemple le contact entre le corps et la fondation est supposé bilatéral, c'est-à-

dire le contact est maintenu pendant le mouvement. Ce qui sera traduit par la 

condition : 

).,0(sur         0 3 Tu   

 

Dans le cas de frottement de Tresca le frottement présente un seuil fixe g . Pendant le 

contact, la fondation exerce sur le solide un effort tangentiel ne dépassant pas le seuil 

de frottement g .  

).,0(sur          3 Tg   

 

Si le seuil g  n’est pas atteint, le milieux continu ne peut pas se déplacer par rapport à 

l’obstacle et il y a blocage, ce qui se traduit par la condition 

 

).,0(sur                 0u      3 Tg     

 

Dans le cas où ce seuil est atteint, le déplacement du solide est tangentiel par rapport à 

la fondation, on dit alors qu’il y a glissement. La contrainte tangentielle s’oppose à la 

vitesse. Par conséquent on a : 

 

).,0(sur                u -      t.q.0         3 Tg      

 

En conclusion les conditions aux limites de contact bilatéral avec frottement de Tresca, 

peuvent êtres écrites comme suit : 
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(1.1.7)           



































ug

ug

g

u





           t.q0

0

0

             ).,0(sur   3 T  

   

 

Exemple 1.1.2.   Loi de Coulomb régularisée. 

 

Cette loi est plus réaliste que la précédente et est plus répandue. Elle est caractérisée 

par la contrainte normale et peut s’énoncer par : 

 

(1.1.8)        


























uRp

uRp

Rp





           t.q0      )(   

0     )(   

)(   

),,0(sur   3 T  

 

où p  est une fonction non positive, 0  est le coefficient de frottement et R  un 

opérateur de régularisation. 

On remarque qu’il s’agit d’une loi à seuil : tant que le seuil n’est pas atteint, il n’y a 

pas de glissement. Ce seuil est variable et dépend de la contrainte normale ce qui 

représente une difficulté majeure pour l’étude mathématique de cette loi de frottement. 

 

Exemple 1.1.3.   Loi de réponse normale avec frottement. 

 

La condition dite  de réponse  normale sur la  surface potentielle  de contact ),0(3 T  

est décrite par : 

),(-  up   

 

où u  représente la vitesse normale et p  est une fonction positive donnée. Cette 

équation traduit une dépendance totale de la contrainte normale par rapport à la vitesse 

normale, elle peut représenter le comportement d’une couche de lubrifiant sur la 

surface de contact. 

La loi de frottement associée est donnée par : 

 

)(-  up             ),,0(sur   3 T  
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où p est une fonction positive qui représente le seuil de frottement. Cette loi trzaduit 

que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact est une certaine fonction de la 

vitesse tangentielle.  

 

 

Exemple 1.1.4.   Frottement de Coulomb avec contrainte normale imposée. 

 

Dans cet exemple, la loi de frottement représente la version simplifiée de la lois de 

Coulomb donnée dans l’exemple 2. 

 

(1.1.9)               


























u

u





           t.q0      )(  

0     )(  

)(  

),,0(sur   3 T  

 

                                                                                         

 

où   représente le coefficient de friction. 

 

Exemple 1.1.5.    Loi de frottement avec compliance normale. 

 

Dans le cas de cet loi de frottement, la zone de contact n’est pas connue à priori. La 

contrainte normale satisfait à la condition dite de compliance normale, c'est-à-dire 

 

)( qup   , 

 

où u  est le déplacement normal, q  représente le gap entre le corps et la fondation, et 

p  est une fonction positive donnée. Cette condition montre que la fondation exerce 

une action surle corps en fonction de sa pénétration qu  . 

 

Pour la contrainte tangentielle la condition est donnée comme suit : 
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(1.1.10)           


























uqup

uqup

qup





           t.q0      )(  

0     )(  

)(   

),,0(sur   3 T  

 

Avec p une fonction positive qui représente le seuil de frottement. Tant que ce seuil 

n’est pas atteint, il y a immobilité. Lorsque le seuil est atteint e corps se met à glisser et  

 

 

la contrainte tangentielle tend à s’opposer au mouvement.   

 

Exemple 1.1.6.    Réponse normale instantanée avec loi de frottement. 

 

La condition est donnée par : 

 

(1.1.11)              


























uup

uup

upup







           t.q0      )(  

0     )(  

 )(              ,  )(  

),,0(sur   3 T  

 

 

Maintenant, nous allons poser  deux problèmes mécaniques qui seront l’objet d’étude 

ultérieurement. 

 

1.2. Formulation mathématiques des problèmes 

viscoélastiques avec frottement 

 

Le premier problème sera le thème du premier chapitre,  ainsi que le deuxième  

chapitre sera traité dans le troisième chapitre.  

 

Problème 1.   (Problème de contact bilatéral avec loi de Tresca). 

 

Trouver le champ des déplacements   NIRTu  ,0: et le champ des contraintes 

  NST  ,0: tels que :  
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))(())(()( uGut   A  

00  fDiv  

0u  

  (1.1.12)                                                                2f                                                                                                                

dans 

dans  

sur 

sur 

 

),0( T , 

),0( T , 

),0(1 T , 

),0(2 T , 

 

    

 

                             



































ug

ug

g

u





           t.q0

0

0

          sur        ),0(3 T , 

 

                                                                              0)0( u           dans        . 

 

Le deuxième problème est un problème d'évolution abstrait non linéaire décrivant une 

classe de processus de contact avec frottement entre un corps viscoélastique et une 

fondation. Ce problème est mis sous forme d'inclusion différentielle du temps comme 

suit : 

 

Problème 2.    (Problème d’évolution abstrait). 

Trouver la fonction   HTx ,0:  telle que : 

 

 

(3.1.1)               ))(),((2)()( txtxtGxtxA   3 )(tf               Tt ,0  

(3.1.2)                                        .)0( 0xx   

 

Où j2  représente le sous-différentiel de par rapport au second argument et 0x  est la 

donnée initiale. Pour tout Hz  , .) , (2 zjD  et .) , (2 z  représentent respectivement le 

domaine effectif et le sous-différentiel de la fonction  .) , (zj  et sont définis par 

 

  ),(     .) , (2 uzjHuzjD  
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  HuHvuvwuzjvzjHwuzj
H

          ,),(),(     ),(2 j . 

 

                               .                                                  

1.3 Préliminaires 

 

Cette section est composée de trois parties. 

 

 

 

Dans la première partie, on introduit tous les espaces utilisés dans ce mémoire tels que, 

les espaces de distributions, les espaces associés à l’opérateur déformation et à 

l’opérateur divergence, ainsi que les espaces de fonctions à valeurs vectorielles.  

 

La deuxième partie est consacrée aux résultats concernant les inéquations 

variationnelles elliptiques. On finit dans la dernière partie, par des rappels sur les 

lemmes de type Gronwall.  

 

1.2.1. Espaces fonctionnelles et leurs propriétés 

 

Dans cette partie on présente les espace de type Sobolev associés à l’opérateur 

déformation et à l’opérateur divergence, ainsi que leurs propriétés principales, 

notamment les théorèmes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions 

définies sur un intervalle réel et à valeurs dans un espace de Hilbert. 

 

A) Espaces de distributions 

 

Soit   un ouvert de NIR .  On note par )(D  l’espace des fonctions réelles sur   , 

indéfiniment dérivables et à support compact inclus dans   et par )(D  l’espace des 

distributions sur  . Le produit de dualité entre )(D  et )(D  sera noté par  . , .  . 

 

Comme on introduit également les espaces suivants : 

 

  N
ii NiD )(     , 1   ,  )(    )(   DD  

               NN
sijij Nji  )(     , 1,   ,  )(    )(  DDD   
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  N

ii NjuuuD )(     , 1   ,  )(      )(   DDj  

                         NN
sjiji Nji  )(     , 1,   ,  )(    )(  ,, DDD   

 

Les dualités entre les espaces DD et   , DD et   seront notées respectivement par 

DD 
   ,   et 

DD 
   ,  .  

 

Plus précisément on a : 

 

iiDD
uu  ,, 


     et      ii  ,, 

 DD
, 

 

pour tout DD   et     ,  , DDu  avec la convention de l’indice muet. 

 

 

 

Soit maintenant l’opérateur i  défini par ii x / défini pour les fonctions et pour 

les distributions. On a 

 

(1.2.1)                  )(  ,  )(         ,,  DD  ii . 

 

On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par 

 

(1.2.2)             
DNji

D

jiijji

ji









   ,    , 1,          )(
2

1
)(

  )),(()(    , :

,

,D

 

et 

 

(1.2.3)          DNiDivDDiv ijj      ,   ,1      )(      ,   : D . 

 

On va utiliser les mêmes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les 

espaces de distributions : 
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(1.2.4)           
DuNjiuuu

uuD

jiijji

ji





    ,    ,1,                )(
2

1
)(

 )),(()( , :

,

,



 D

 

 

(1.2.5)             DNiDivDDiv ijj      ,,1      )(      ,   : D . 

 

En utilisant (1.2.8), on obtient 

 

(1.2.6)                   D
DD




    ,      ,),( DuDivuu
DD

 

      

 

 

(1.2.7)                   DDiv
DD




   ,     )(,, D
DD

. 

 

L’opérateur défini par (1.2.9) pour les fonctions et par (1.2.11) pour les distributions 

s’appelle l’opérateur déformation.  

 

L’opérateur défini par (1.2.10) pour les fonctions et par (1.2.12) pour les distributions 

s’appelle l’opérateur divergence. On va utiliser les notations  

 

(1.2.8)                    N
ii LNiLuuuH )(     , 1  ,  )(  )(  22   

 

(1.2.9)           NN
sjiijij LNjiL  )(     , 1,  ,  )(  )(  22H . 

 

Les espaces H  et H  sont des espaces  de Hilbert réels munis des produits scalaires 

canoniques  

  Hvudxvuvu iiH
,        ,  

 

  H
H

 ,        , dxijij . 

 

Les normes associées à ces produit scalaires seront notées respectivement par 
H

.  et 

H
. . 



Chapitre 1                         Formulation des problèmes viscoélastiques - Préliminaires  

 

 14 

 

B) Espaces liés à l’opérateur déformation 

 

Pour l’opérateur déformation défini par (1.2.4) il est naturel d’introduire l’espace   

 

   )(    1 H uHuH  . 

       

On considère sur 1H le produit scalaire 

 

1,    )(),(,,
1

Hvuvuvuvu
HH


H

 , 

 

et on note par 
1

.
H

, la norme associée. 

 

De plus on a l’égalité algébrique et typologique NHH )(1
1   où  )(1 H  représente 

l’espace de Sobolev de premier ordre. 

 

On obtient  ainsi que l’injection HH 1  et l’opérateur déformation H1: H  sont 

des opérateurs continus. 

 

 De même, compte tenu de l’identification des espaces Het    H  à des sous-espaces de 

Det    D  et en utilisant (1.2.6),  il résulte 

 

(1.2.10)             D
DD




    ,         0,),( HuDivuu
H

, 

 

(1.2.11)               D
H

     ,         0,),( 1HuDivuu
H

. 

 

On a le résultat suivant 

 

 Muni du produit scalaire
1

 . , . 
H

, l’espace 1H est un espace de Hilbert réel. 

On suppose maintenant, que dans toute la suite, la frontière   de   est de classe 1C .  

 

Alors on a les résultats suivant :  
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 NC )(1  est dense dans 1H . 

 HH 1 avec injection compacte (Théorème de Rellich). 

 NHH )(1
1  . 

 

Il existe une application linéaire et continue NLH )(: 2
1  vérifiant l’égalité 

 juu   pour tout NCu )(1   et est appelée application trace.  

 

Elle est définie comme le prolongement par densité de l’application  juu   

 

 

 

Supposons maintenant que ; 2121  ,  est une partie de   et soit V le 

sous espace de 1H  défini par 

 

 

(1.2.12)                           sur       p.p.    0     11  uHuV  . 

 

Si    0 1 mes  alors l’inégalité de Korn 

 

 (1.2.13)                                VuuCu
H

            )( 
1H

 ,  

 

est vérifiée sur le sous espace V défini par (1.2.9). 

 

Partout dans ce mémoire C représente une constante générique strictement positive 

susceptible de se changer d’un endroit à un autre. 

 

C) Espaces liés à l’opérateur divergence 

 

Comme dans le cas de l’opérateur déformation, il est naturel d’introduire l’espace 1H  

lié à l’opérateur divergence défini par 

 

        1 HDiv   HH  
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et qui est muni du produit scalaire  

 

1,   ,,,
1

H
HH

 
H

DivDiv . 

 

La norme associée est notée par 
1

.
H

. On obtient ainsi que l’injection HH 1  et 

l’opérateur divergence sont des opérateurs continus.  

 

De plus, compte tenu de l’identification de Het    H  à des sous-espaces de D  et    D  , 

et en utilisant (1.2.13), il résulte 

 

 

(1.2.14)             DDiv
DD




   ,       0)(,, H
H

 

 

(1.2.15)              DDiv
H

    ,       0)(,, 1H
H

 

 

On a les résultats suivants : 

 

 Muni du produit scalaire 
1

 . , . 
H

, l’espace 1H  est un espace de Hilbert réel. 

 On peut prouver que l’espace  

 

    , 1,     ,   )(  )(  )( 11 NjiCC jiijij
NN

s     

 

est dense dans H . De plus pour tout NN
sC  )(1 , on note par   le vecteur de 

composantes )( jij  pour Ni  , 1  

 

Comme dans le cas de l’espace 1H , on peut définir l’application trace pour l’espace 

1H  à l’aide du résultat suivant. 

 

 Il existe une application linéaire, continue et surjective   H1: H  telle 

que : 
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(1.2.16)                                 da
HH

 ,    
 

 

pour tout NN
sCH 

  )(et    1 . Pour tout H , limage H  est l’unique 

élément vérifiant l’égalité 

 

(1.2.17)              1     ,)(,, HuuDivuu
HHH





H

. 

 

De plus, il existe une application linéaire et continue 1: HHz  telle que : 

 

(1.2.8)                                   Hz          ))(( . 

 

 

Compte tenu de l’application trace, on définit pour tout 1H , les éléments 




 HH   et     2

1

 par : 

 

  )(      ,     )(  . 

 

Rappelons que si NN
sC  )(  1  alors, à partir de (1.2.24), il résulte 

 

  )(      ,     )(       ,        jjjj . 

 

Afin de simplifier les notations, on utilisera dans la suite la notation   et  , au 

lieu de   et       ,  pour tout 1H  et, en moyennant (1.2.24), on peut alors 

énoncer la double égalité suivante : 

 

(1.2.19)  
HHHHHHH

uDivuuuu ,)(,,,, 2
1

2
1   





  H
 

 

pour tout 11 et    H Hu . 

 

Supposons maintenant que  , 21   est une partition de   i.e.  21 , ; 21  

et soit 1H  .  

On introduit alors les définitions suivantes : 
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(1.2.20)    211 sur    0u  que   tel   0,    sur     0 


Huu
HH

  

 

(1.2.21)    









 sur    0

sur    0
  que  tel   0,   sur     0

2
11




 

u

u
Huu

HH
 

 

(1.2.22)    









 sur    0

sur    0
  que  tel   0,   sur     0

2
11




 

u

u
Huu

HH
 

 

 

 

 

(1.2.23)    









 sur    0

sur    0
  que  tel   0,   sur     0

2
11




 

u

u
Huu

HH
 

 

Ces définitions sont motivées par le souci de prolonger les définitions de ces mêmes  

propriétés de NN
sC )(1  vers 1H . De plus, on dit que 2f  sur 1  si 0 2  f   

sur 1  et les propriétés 2f  sur 1  , 2f  sur 1  et h  sur 1  sont définies 

de manières analogues. 

 

On considère maintenant le sous espace fermé de 1H  défini par 

 

(1.2.24)              sur    0  ,    dans  0      21   DivjHV  

 

Le lien entre l’espaceV  défini par (1.2.9) et l’espace V  est donné par les résultats 

suivants : 

 

 Si 01 mes  , alors )(V  est un sous-espace fermé de H dont 

l’orthogonal est l’espaceV . 

 

 Si 01 mes , alors pour tout H  , il existe un unique couple de 

fonctions  Vv  V),( tel que 
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(1.2.25)                                                 )(v  , 

 

oùV  et V sont respectivement donnés par (1.2.31) et (1.2.32). De plus, l’application :  

 

vL : , 

 

est linéaire et continue de H  dansV . 

 

D) Espaces de fonctions à valeurs vectorielles 

 

Nous aurons besoin des espaces de fonctions à valeurs vectorielles dans l’étude des 

problèmes variationnels dépendant du temps. Dans les problèmes de contact étudiés  

 

 

dans ce mémoire, on note par  T,0  un intervalle de temps avec 0T . 

 

Pour un entier 0k , on définit l’espace  

 

 

(1.2.26)               








   ,1    , ;,0  :  ;,0  ;,0 kjHTC
dt

ud
HTCuHTC

j

j
k  

 

C’est un espace de Banach avec la norme 

  

(1.2.27)              
   

);,0(        )(  max 

0
,0;,0

HTCut
dt

ud
u k

H
j

j
k

j
TtHTCk 




. 

 

On note en particulier  HTC ;,00
 par  HTC ;,0  l’espace des fonctions 

  HTu ,0:  qui sont continues dans l’intervalle fermé  T,0 . 

 

C’est un espace de Banach avec la norme   

 

(1.2.28)                                   
    HTtHTOC

tuu  )( max  
,0;, 

 . 

 



Chapitre 1                         Formulation des problèmes viscoélastiques - Préliminaires  

 

 20 

Les normes sur les espaces  HTC ;,0  et  HTC ;,01  sont données par : 

 

(1.2.29)                                   
    HTtHTOC

tuu  )( max  
,0;, 

  

 

(1.2.30)                                   
    HTtHTOC

tuu  )( max  
,0;, 

  

 

Pour   ,1p , on définit l’espace de Banach );,0( HTLp , de toute les fonctions 

mesurables    HTu ,0:  telle que 
);,0(

  
HTLpu  où la norme est  

 

 

 

(1.2.31)              
 



































.   si            )(  sup ess     

,,0   si       )(      
  

),0(       

/1

0
);,0(

ptu

pdttu
u

H
Tt

pT
p

H

HTLp  

 

En particulier, lorsque  
H

H  , ,  est un espace de Hilbert, );,0(2 HTL est aussi un 

espace de Hilbert avec le produit scalaire 

 

(1.2.32)                                    
T

HXTL
dttvtuvu

0
);,0(

)(),(, 2 . 

 

Soient INk ,  p1 et 0T . On rappelle que  HTW pk ;,0,
 est l’espace des 

distributions vectorielles );,0( HTu D   telles que );,0( HTLuD p
j   désignant la 

dérivée d’ordre j  au sens des distributions 

 

(1.2.33)                ,    )(  :  ;,0  ;,0
);,0(

, kjxuDHTLuHTW
HTLj

ppk
p  , 

 

qui est un espace de Banach muni de la norme 
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(1.2.34)        






































 

.    si               )(  sup essmax     

,1   si      )(      

  

),0(       

/1

0
kj0);,0(,

ptuD

pdttuD
u

Hj
Tt

p
T

p

Hj

HTW pk  

Si p=2, on note 

(1.2.35)                                 HTWHTH kk ;,0);,0( 2, , 

 

qui est un espace de Hilbert avec le produit scalaire 

 

(1.2.36)       );,0(,       )(),(   ,

0
0

);,0( HTHvudttvDtuDvu k

kj

T

HjjHTH k  


. 

  

 

Dans le cas particulier 0k , on remarque que  HTLHTW pp ;,0);,0(,0  , cet 

espace est muni de la norme de );,0( HTLp
 notée  p

HTLp 1 pour tout       
);,0(

. 

 

1.2.2. Inéquations variationnelles 

 

Nous allons donner un résultat classique sur l’existence et l’unicité de la solution pour 

les inéquations variationnelles. 

 

Nous considérons H un espace de Hilbert réel, HHA :  un opérateur linéaire, 

  ,: H  une fonction propre et Hf  .  

 

Un bon nombre de problèmes aux limites en équations aux dérivées partielles ainsi 

qu’en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problèmes 

mathématiques de la forme suivante : 

 

Trouver u tel que : 

 

(1.2.37)           HvuvfuvuvAuHu
HH

     ,)()(,     ,      . 
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Le problème (1.2.44)  est appelé inéquation vairationnelle elliptique de second espèce 

sur H.  

 

D’autres problèmes rencontrés en mécanique ont un  rapport avec des problèmes 

mathématiques similaires de la forme suivante : 

 

Trouver u tel que : 

(1.2.38)                        KvuvfuvAuKu
HH

     ,,     ,     , 

 

où K est un sous-ensemble non vide de  H. Le problème (1.2.45) est appelé inéquation 

variationnelle elliptique de première espèce sur H.   

 

Si on pose 0 (ou HK  ), alors (1.2.44) (resp. (1.2.45)) est équivalente au 

problème 

 

Trouver u tel que : 

 

(1.2.39)                     HvuvfuvAuHu
HH

     ,,     ,     , 

 

on obtient ainsi une équation variationnelle. 

 

Définition 1.2.1.  L’opérateur HHA :  est dit fortement monotone s’il existe 

0C  tel que 

 

(1.2.40)                          HvuvuCvuAvAu H
H

 ,    ,
2

. 

 

On énonce maintenant le résultat fondamental d’existence et d’unicité suivant 

concernant les problèmes (1.2.37)  et (1.2.38). 

 

Théorème 1.2.2.  Si HHA :  est un opérateur fortement monotone et de 

Lipschitz, et HH : est une fonction propre, convexe et semi-continue 

inférieurement alors, l’inéquation variationnelle elliptique (1.2.37) admet une solution 

unique. 
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Corollaire 1.2.3.   Si A est un opérateur linéaire, continu et défini positif et K est un 

convexe fermé non vide de H alors l’inéquation variationnelle elliptique (1.2.38)  

admet une solution unique.  

 

Corollaire 1.2.4.   Soit HHA :  un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, 

alors pour tout  H , il existe un élément Hu  tel que Au . 

 

1.2.3. Lemmes de type Gronwall 

 

Nous présentons ici quelques lemmes de Gronwall, utiles en mécanique de contact, en 

particulier pour établir l’unicité de la solution dans certaines démonstrations. 

 

Lemme 1.2.5.  Soient );,0(, IRTCnm   telle que 0)( tm , 0)( tn  pour tout 

 Tt ,0  , 0a  une constante et );,0( IRTC . 

 

 

(1) Si              

   
t t

Ttdsssndssmat
0 0

,0       )( )( )(    )(  , 

 

alors                  




























 

tt

dssndssmat
00

 )(  exp)(     )(         Tt ,0  

(2) Si  

 Ttdssatmt
t

,0        )( )(     )(
0

   , 

alors  

 TtdssmaTdss
tt

,0        )( )exp(     )( 
00

   . 

 

 

Corollaire 1.2.6.  Soient );,0( IRTCn  telle que, 0)( tn  pour tout  Tt ,0  , et 

soit 0a . Si );,0( IRTC  est une fonction telle que 
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  

t

Ttdsssnat
0

,0        )( )(     )(  , 

alors  

 Ttdssnat
t

,0          )(  exp     )(
0















  . 

 

Lemme 1.2.7. Soient );,0(, IRTCnm  telle que 0)( tm , 0)( tn  pour tout 

 Tt ,0  , 0a  une constante. Soit également   IRT ,0:   une fonction telle que 

 

   

s s

Tsdtttndtttmas
0 0

222 ,0       )( )( )()( 
2

1
    )(

2

1
 , 

  alors 

 

 

                   

 Tsdttndttmas
ss

,0       )(exp)(     )( 
00





























  . 

 

 

Corollaire 1.2.8.  Soient );,0( IRTCm telle que, 0)( tm  pour tout  Tt ,0  , 

0a  une constante. . Soit également    IRT ,0:  une fonction telle que 

 

  

s

Tsdtttmas
0

22 ,0        )( )(  
2

1
    )(

2

1
 , 

alors                                 

 Tsdttmas
s

,0         )(       )( 
0

  . 

 

 

Lemme 1.2.9. Soient );,0(,1 IRTWm  telle que 0)( tm , 0)0( m  et 0,0  ba   

pour tout  Tt ,0 . Soit également );,0( IRTL  une fonction telle que 
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  

s

Tsdttbsmas
0

,0        )( )(    )(  , 

 alors    

 Tsbsdttmbasms
s

,0       )exp()()(  )(
0















  . 
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Chapitre 2 

 

Problème viscoélastique avec loi de 

Tresca 
  

 

Ce chapitre est consacré à l’étude du problème quasistatique ayant une loi de 

comportement de la forme (1.1.4), soumis à des conditions de limites de frottement de 

Tresca.  

 

Nous aurons besoins des hypothèses nécessaires pour l’étude de ce problème. 

 

Nous tirons deux formulations variationnelles pour le problème, la formulation 

principale en termes de déplacements et la formulation duale en termes de champs de 

stress.  

 

Nous prouvons l’existence d’une solution unique de chaque formulation variationnelle  

et établissons l’équivalence entre les deux.  
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Nous prouvons aussi la dépendance continue de la solution de la limite de rendement 

de friction. 

 

 

 

2.1. Formulation du problème – Hypothèses 

 

L’évolution d’un corps viscoélastique déformable est modélisée mathématiquement 

par un système d’équations aux dérivées partielles posée sur un domaine NIR  

)3,2( N   de  frontière    suffisamment   régulière, constituée de trois parties 

disjointes 321 et     ,  . 

 

Ce corps est encastré sur ,1 soumis à des forces volumiques dans  , des forces 

surfaciques sur 2   et en contact avec une fondation rigide .3  

  

Dans notre cas le contact avec cette fondation est supposée  avec frottement obéissant 

à la loi de Tresca, introduite dans le chapitre 1. 

             

Problème P : Trouver le champ des déplacements   N
i IRTuu  ,0:)( et le 

champ des contraintes   Ni ST  ,0:)( tels que :  

 

(2.1.1)                                ))(())(()( uGut   A              ),0(     dans T  

 

(2.1.2)                                                  00  fDiv              ),0(     dans T  

 

(2.1.3)                                                                 0u               ),0(sur      1 T  

 

(2.1.4)                                                             2f               ),0(sur      2 T  

 



Chapitre 2                                Problème viscoélastique avec loi de Tresca       
 

 28 

(2.1.5)              



































ug

ug

g

u





   t.q   0     

0     

0

            ),0(sur      3 T  

 

(2.1.6)                                                            0)0( uu             dans     . 

 

Dans cette formulation, l’équation (2.1.1) représente la loi de comportement 

viscoélastique, (2.1.2) représente l’équation d’équilibre où 0f  est la densité des forces 

volumiques agissant sur le corps déformable.  (2.1.3) - (2.1.4)  sont les conditions aux 

limites classiques de déplacement - traction. (2.1.5) représente les conditions aux 

limites de frottement de Tresca auxquelles est soumise la partie de sa frontière. 

Finalement  (2.1.6)  représente la condition initiale. 

 

Dans l’étude du problème P , on introduit l’espace fonctionnel  V défini par :   

 

                                         sur    0  ,  sur    0    311  vvHvV . 

 

V  est un sous-espace fermé de 1H ,  qu’on le munit du produit scalaire 

 

 (2.1.7)                                     )(),(, vuvu
V

 H 

 

Grâce à l’inégalité de Korn, on peut vérifiée que 
V

  .  et 
1

  .  
H

sont deux normes 

équivalentes sur V . Il en résulte que )  .  ,(
V

V  est un espace de Hilbert réel 

 

On suppose que : 

 

(2.1.8)                                             );,0(0 HTCf   

 

(2.1.9)                                        NLTCf )(;,0 2
2

2   

 

(2.1.10)                      )( 2 Lg     et       0)( xg    p.p sur  3 . 
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Suivant le théorème de représentation de Riesz-Fréchet, il existe un élément )(tf  de 

V   tel que 

 

(2.1.11)                 NLHV
vtfvtfvtf

)(20
2

2 ),(),(),(


      ,Vv     Tt ,0 . 

 

De (2.1.8) ,  (2.1.9) et (2.1.11) , on déduit la continuité de f  et  donc : 

 

(2.1.12)                                             );,0( VTCf  . 

 

Soit j la semi-norme sur V définie par 

(2.1.13)                            
3

)( davgvj                      Vv . 

De (2.1.10) nous aurons :  

VL

V
x

vgC

vxgC

advdag

davgvgvj

)( 2

2

3 3

33

           

)(sup           

           

   )(





 











 






 

D’où : 

(2.1.14)                            
VL

vgCvj
)( 2

)(
                   Vv  

Cela confirme que j est continue surV . 

 

On définit aussi, pour tout  Tt ,0 , l’ensemble )(t  des contraintes admissibles par  

 

(2.1.15)                         ),()()(,       )( VvvtfvjvHt
VH

   

 

Le lemme suivant donne une propriété importante de cet ensemble : 

 

Lemme 2.1.1.  On a l’implication  
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(2.1.16)                   20 sur           ,       0)(        )(   danstfDivt .  

 

Démonstration. 

D’une part on a: 

 

 

 

1)   )(t    












V

V

utfuju

vtfvjv

),()()(,

et

),()()(,

H

H





    

 

                           
V

uvtfujvjuv  ),()()((,
H

  

 

                          
NLV

uvtfuvtfuv
)(

20
2

2
)(),(),((,


 

H
 

                         
H

uvtfuv  ),((, 0H
 ( car :  0)(),(

)(
2

2
2


 NL

uvtf  ) 

 

En posant uv  puis uv  dans l’inégalité précédente, on trouve 

respectivement  

 

H
tf  ),()(, 0

H
 et  

H
tf  ),()(, 0

H
. 

 

Ce qui donne l’égalité 

 

(2.1.17)                            Dtf
H

       ),()(, 0H
. 

 

Et de (1.2.26) il résulte 

DtfDiv
H

      0),(, 
H0  

i.e. 

DfDiv
H

      0 , (t) 0 , 

ce qui nous donne : 
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0)(0  tfDiv        dans D . 

 

Et comme );,0(0 HTCf  , on peut conclure que  

  dans  p.p    0(t), 0 H
fDiv  . 

2) D’autre part : 

De  (2.1.15) et de  (1.2.26), i.e. 

 

 

Dvvtfvv
HH




    ),()(, ,
H0' H

 , 

on obtient               

 

(2.1.18)           Vvvtfvjv NHH


 
          ),()( ,

)(L2' 2
2 . 

 

Si on prend  wv    dans (2.1.18) avec   sur    0 3w i.e. 0)( wj , on obtient les 

deux inégalités 

 

            ),()( ,
)(L2' 2

2 Vwwtfwjw NHH


 
  

et 

  ,          ),()( ,
)(L2' 2

2 Vwwtfwjw NHH


 
  

qui donnent 

  .          ),( ,
)(L2' 2

2 Vwwtfw NHH


 
  

 

D’où le résultat                                                  

22 sur     )(  tfv . 

 

Pour étudier le problème P, nous aurons besoin des hypothèses suivantes qui, 

concernent respectivement les opérateurs A , G et la donnée initiale 0u  : 
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(2.1.19)                 









































.)0,(    )(

; pour tout  , sur   mesurablefonction  uneest         

),(    )(

,  dans  p.p  ,        

)()),(),((

:  t.q0  existe il    )(

,  dans  p.p ,,        

     ),(),(         

: t.q0 existe il    )(

et  :                    

21

2

212121

21

2121

H  A

A

A A      

 AA  A

 A

A

A

xxd

S

xxc

S

mxx

mb

S

Lxx

La

SS

N

N

N

NN

















 

     

 

 

(2.1.20)                 






























.)0,(      )(

; pour tout  , sur  mesurablefonction  uneest           

),(     )(

  ,  dans p.p   ,         

  ),(),(          

:  t.q0  existe il     )(

et  :                         

21

2121

HxGxc

S

xGxb

S

LxGxG

La

SSG

N

N

G

G

NN















 

 

 

(2.1.21)                                                           .0 Vu   

 

Remarque 2.1.2.  Les hypothèses (2.1.8), (2.1.9) sont les conditions de régularité des 

données 20   , ff .  

 

L’hypothèse (2.1.10) représente des conditions de régularité et de compatibilité entre 

la donnée initiale 0u  et les données 20   , ff . 

 

Ces conditions sont remplies si  ),( u  satisfait  (2.2.2) - (2.1.5) à l’instant 0t . 
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De plus, partout dans ce chapitre on note par C une constante générique positive 

pouvant dépendre de gTG et  ,,,, ,, 321 A  ne dépendant pas du temps. 

 

 

2.2.  Formulation variationnelles du problème 
 

Dans cette section , on va donner deux formulations variationnelles du problème 

mécanique P . Dans la première formulation ( problème 1P ), l’inconnue principale est 

le champs des déplacements u  alors que dans la seconde formulation ( problème 2P ), 

l’inconnue est le champs des contraintes  . 

 

Au début  on donne une forme équivalente aux conditions aux limites (2.1.5). 

 

Lemme 2.2.1.   Si  uet     sont deux fonctions régulières alors la condition   

                                                                                                                               

),0(sur       

         0  existe il   

0                      3 T

uquetelg

ug

g






























       

                                                   

est équivalente à : 

 

(2.2.1)                   ),0(sur       0   ,   3 Tugug     .  

 

Démonstration. 

Au début, soit g . 

D’une part: 

0               

0   













ugu

ug




 

D’autre part :  

0  avec         ug  ,  

ce qui montre que   et  u  sont de signes contraires, qui est équivalent à  
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0   uu   

en utilisant l’égalité g , on obtient 

 

),0(sur       0 3 Tugu       

 

Pour la réciproque :  

D’une part, on supposes  0  ugu  , i.e. 





 u
u

g
u

u

g






  et dans le 

cas où g , on peut poser 0



u

g


.    

Il résulte qu’il existe   u     t.q0 . 

 

 

D’autre part, de la double inégalité  

  

     uuu  , 

 

on a : 0   uu   et en utilisant g , on obtient 

 

0   ugu  . 

Ce qui nous donne bien 

 

    0)(0   gu      0)(   gu  

mais :  

0 g , 

et donc : 

0u .                                                             ■                               

 

 

Le résultat suivant est une propriété de la solution  ,u  du problème 1P , qui conduit 

aux deux formulations variationnelles.                                                                                                                                                
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Lemme 2.2.2.  Si le couple de fonctions  ,u  est une solution régulière )( 1C  du 

problème mécanique 1P  alors 

 

 (2.2.2)            Vvtuvtftujvjtuvt
V

     )(),())(()())(()((),( 
H

  

 

(2.2.3)               Tttoutpourutt ,0       (t)     (t))((t),-     ),()(  
H

 .   

 

Démonstration.    Soit ).,0(et      TtVv      

 

1)  On introduit la formule de Green : 

VvvdavDivvt
H

           ,)((),( 
H

. 

 

 

Mais,  

)(0 tfDiv  , 

d’où : 

Vvvdavtfvt
H

           ),()((),( 0 
H

. 

 

Et donc, pour tout Vv  : 

 

  datuvtuvtftuvt
H

 ))(()(),())(()((),( 0
 

H
 

 

     datuvtuvtf

1

 ))(()(),(0
   datuv

2

 ))((  datuv  ))((

3
    

 

    0)(),(0 H
tuvtf 

H
tuvtf ))((),(2

 + datuv  ))((

3
    

 

   
H

tuvtf )(),(  datuv  ))((

3
   .  
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Ce qui donne 

 

(2.2.4)   
H

))(()((),( tuvt   
V

tuvtf )(),(  datuv  ))((

3
       Vv . 

On a : 

                              ))()(())()(())(( ( tuvttuvttuv      

 

                                                    
 

)()()( tutvt   
 

                                                     ugvt  )(  

 

                                                    ))((  vtug    

 

En intégrant, on obtient l’inégalité 

 

(2.2.5)                )())(( ))((

3

vjtujdatuv 
               Vv . 

Puis en remplaçant dans  (2.2.4) on trouve : 

 

Vvvjujtuvtftuvt
V

      )()()(),())(()((),( 
H

 , 

 

ce qui est équivalent à l’inégalité  (2.2.2).     

 

2) Si on remplace )(2 tuv   puis 0v  on obtient les deux inégalités : 

 

Vvtutftujtut
V

       )(),())(())((),( 
H

  

et 

Vvtutftujtut
V

       )(),())(())((),( 
H

 , 

 

qui donnent  

 

(2.2.6)                Vvtutftujtut
V

       )(),())(())((),( 
H

 . 
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En sommant (2.2.2) et (2.2.6), on obtient le résultat : 

 

Vvvtfvjvt
V

       ),()()(),(
H

 , 

i.e.  

 Tttt ,0           ),()(  . 

 

Pour finir, on prend pour tout )(t , )(tuv  et   on obtient : 

 

(2.2.7)                Vvtutftujtu
V

     )(),())(())((, 
H

  

 

qui donne avec l’inégalité  ,)(),())(())((),(
V

tutftujtut  
H

 le résultat : 

 

 

                                 )(      0))((),( ttut  
H

                                         ■ 

                                                                                                                                                    

Lemme 2.2.3.   Soit  ,et    );,0( 0 HH  zTC  alors il existe une unique fonction  
);,0( HTCz  telle que   

 

(2..2.8)                  . ,0            )())(()(
0

TtzdsszGtzt
t















 A  

 

Démonstration.   

 

La démonstration de l’unicité fait appel au théorème du point fixe. 

 

Pour cela, on montre que : pour tout    ,et    );,0( 0 HH  zTC  l’opérateur  

 

, );,0();,0(: HHT TCTC   

défini par 

(2.2.9)                         ,)()()(
0

0
11














 


t

zdsszGttz AAT      
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pour  , ,0et    );,0( TtTCz  H  admet un unique point fixe. Il faut montrer donc que  

nT  
est une contraction dans   ),;,0( HTC pour n suffisamment grand. 

De (2.2.9) on obtient 

 

(2.2.10)

  

t

TCzzTtdsszszCtztz
0

212121 ).;,0(,  ,,0     )()(  )(  -)(  HTT
HH

  

 

Après réitération de l’inégalité n fois, on obtient 

(2.2.11)              
);,0(21

);,0(
21  

!
 )(  -)(  

HH
TT

TC

n

TC

nn zz
n

C
tztz  , 

 

 

ce qui implique que pour n suffisamment grand, nT est une contraction 

dans   ),;,0( HTC et d’après le théorème de Banach, l’opérateur T admet un ponit fixe 

unique. 

 

Et donc : 

. )())(( tztz T  

 

D’où le résultat d’existence et d’unicité de z, telle que 

  

                              . ,0         )())(()(
0

TtzdsszGtzt
t















 A                         ■                                                            

 

Le lemme (2 .2.3) nous permet de définir l’opérateur  

                                                                                                                                                
  );,0();,0(: HHH TCTCB   

 

par zzB ),( 0 , et nous aurons : 

(2.2.12)    ,)())(()(    ),( 0

0

11
0 













 

 zdsszGttzzzB
t

AA       Tt ,0  



Etude analytique de quelques problèmes en mécanique des milieux continus        

 

 39 

i.e.  

(2.2.13)        TtzdsszGttzB
t

,0     ,)())(())(,( 0

0

11
0 














 

 AA      

 

La Lipschitzité des opérateurs 1A et G  justifie que B  est aussi un opérateur de 

Lipschitz, ce qui donne l’existence d’une constante positive C telle que 

 

),   (),(),(        )14.2.2( 0201);,0(21);,0(022011 HHH
zzCzBzB

TCTC
   

 

pour tout .,et    );,0(, 020121 HH  zzTC   

 

De (2.1.1), (2.1.6) et (2.1.23) nous obtenons la première formulation du problème P . 

   

Problème 1P  : Trouver le champ de déplacement    VTu ,0: tels que 

 

(2.2.15)           

  ,0 ,          )(),())(()(         

  ))(()())),((())(()())),((( 

TtVvtuvtftujvj

tuvtuGtuvtu

V







H

H

A 
 

 

(2.2.16)                                                    0)0( uu  , 

 

En utilisant (2.1.1) , (2.1.6) et (2.1.32) on obtient que ))(,()( 0uBu    et par 

(2.1.16) on obtient la deuxième formulation variationnelle du problème P . 

 

Problème 2P  :  Trouver le champ des contraintes   HT,0: tels que 

 

(2.2.17)       TttttuBtt ,0  ),(      0)( ),))((,(        ),()( 0  
H

. 

 

Réciproquement, on va montrer que, si  ),( u  est une solution régulière du problème 

1P (respectivement 2P ), alors et  u vérifient les équations et les conditions aux 

limites du problème P .  

 

Soient  Tt ,0  et ),( u  une solution régulière du problème 1P (respectivement 2P ). 
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Il suffit de prouver que ),( u satisfait (2.1.2)- (2.1.5). Pour cela, si on prend  uv   

avec D  et on remplace dans (2.2.13), on obtient 

  

Vvtftujtujtutut
V

        ,),())(())(())(())()(((),(  
H

. 

 

D’après (2.1.18), on obtient 

   

Dtft
V

         , , )()( , )( 0H
, 

 

 et d’après (1.2.20) il vient 

 

(2.2.18)                                dans     0)()( 0 tftDiv , 

 

i.e. (2.1.2) est vérifiée. 

 

D’après un résultat précédent dans la démonstration du lemme 2.1.1.  

 

                             ),()( ,
)(L2' 2

2 Vvvtfvjv NHH


 
 avec )(t , 

 

on trouve  

 

 (2.2.19)                 

  .      ,)(  ),(                            

))(()(  )( ,)(

)(L2

'

2
2 Vvtuvtf

tujvjtuvt

N

HH







 









 

 

On remplace wuv    pour 3sur     0et     wVw  dans (2.2.17) et on obtient 

d’une part , avec wuv    : 

 

, ),()( ,)(
)(L2' 2

2 Nwtfwjwt
HH 




  

 

i.e .             0)(        car,     ),( ,)(
)(L2' 2

2 
 

wjwtfwt NHH
 .                                  

 

Et d’autre part avec wuv    : 
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        . ),( ,)(
)(L2' 2

2 Nwtfwt
HH 




  

Ces deux inégalités donnent : 

 

, ),( ,)(
)(L2' 2

2 Nwtfwt
HH 




  

ce qui est équivalent à : 

 

      



1 2 3 2

 )( )( )( )( 2 wdatfwdatwdatwdat  , 

 

mais :   

                     

  



1 2

0 )(et           0 )( wdatwdat  . 

Ce qui nous donne : 

 
2

 ))( )(( 2 wdatft  , 

d’où :  

  

(2.2.20)                                      .sur        )()( 22  tft   

 

L’inégalité (2.2.17) est équivalente à : 

 

    


1 2 3

))(()())(()())(()( datuvtdatuvtdatuvt    

   

                                       

2

       ))()(()(()( 2 Vvdatuvtftujvj   . 

 

Et d’après (2.2.20) nous aurons : 

,        ))()(())(()(

2 2

2 Vvdatuvtfdatuvt   

   
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et en il résulte que : 

 

3

        0))(()())(()( Vvtujvjdatuvt  . 

 

Du fait que 

,sur    0  avec     3   v                      

 

3

)sur     0(  ,     )( 3 vdavgvj  

et 

 

 

    ),sur    0(  ,    )())(( 3

3

   udatugtuj    

 

alors, l’inégalité précédente donne                              

 

(2.2.21)     Vvdatugtutdavgvt   

    0))()()(())(
3 3

   . 

 

Mais :                         vtvvtvt  )())(()(  

 

d’où :                 0))()(())((
33

  

daugtutdavgvt     . 

 

Puis en remplaçant  0,  avec  par     v on trouve : 

 

               Vvdaugtutdavgvt   

   ,   0     0))()(())((
33

 
  

 

Cette inégalité est vraie indépendamment de Vv   deet   0 , ce qui nous donne : 
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(2.2.22)               0))((
3

 davvt  et       0))()((
3

 daugtut    

 

On pose 33
2

3 sur    p.p  0et    )(  avec ,sur     p.p   )(   Ltv  et on 

obtient  

 

     0))()(((
3

2
 datgt       sur  p.p  0)()(   3

2
 tt    

                                                 32 sur   p.p   0)(  gt  

 

                                                                     32 sur   p.p          )(  gt . 

En multipliant par )(tu
 , on trouve  

 

32 sur   p.p           )(   ugut  , 

ce qui implique                                    

3sur   p.p           )()()()()(  tugtuttut    . 

Et donc : 

 

(2.2.23)                    3sur   p.p           0)()()(  tugtut   . 

 

De (2 .2.22), on déduit que  

  

3sur   p.p           0)()()(  tugtut   . 

 

Il résulte de ce qui précède  

 

3sur   p.p           0)()()(  tugtut   . 

 

De cette égalité et en utilisant le lemme 2.2.2. , on obtient les conditions aux limites  

(2.2.3).                                                                                ■ 
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Après ces calculs, on peut donc affirmer l’équivalence formelle entre les formulations 

1P et 2P  avec le problème P . On montre par des arguments analogues que toute 

solution régulière du problème 2P  est solution du problème 1P .   

 

 2.3.  Résultats d’existence et d’unicité 

 

Dans cette section, on présente des résultats d’existence et d’unicité pour les 

problèmes 1P  et 2P  et on étudie le lien entre les solutions de ces problèmes. 

 

Notre premier résultat est le suivant : 

 

Théorème 2.3.1.   Sous les hypothèses (2.1.12) et (2.1.19) – (2.1.21), le problème 

variationnel P1 admet une solution unique u  ayant la régularité ).;,0(1 VTCu  

 

La preuve du théorème est basée sur des arguments du point fixe et sera effectuée dans 

plusieurs étapes. 

 

Nous supposons dans la suite que les hypothèses (2.1.12) et (2.1.18) - (2.1.21) sont 

vérifiées. Pour tout );,0( HTC , on considère alors le problème elliptique suivant :  

 

Problème 1P  : Trouver    VTv ,0  : tels que : 

 

   (2 .3.1)         
  ,0 ,          )(),())(()(         

  ))(()(),())(()())),((( 

TtVvtvwtftvjwj

tvwttvwtv

V






 
HH

A
 

 

Lemme 2.3.2   Le problème 1P  admet une solution unique ).;,0( VTCv   

 

 Démonstration. 

 

L’inéquation (2.3.1) est équivalente à 
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)2.3.2(   
  ,0 ,    ,)(),(                                                     

))(()())(()())),(())((( 

TtVvtvwtf

tvjwjtvwtvt

V






 
H

A
 

 

L’opérateur A  est fortement monotone et de Lipchitz avec j une fonction propre, 

convexe et semi-continue inférieurement. Ce qui prouve, d’après les résultats 

classiques des inéquations variationnelles et elliptiques (voir Théorème 1.2.2.), 

l’existence d’une solution unique Vtv )( . 

 

Maintenant soit  Ttt ,0, 21   et par simplicité on note ii vtv )( , iit  )(  

et ii ftf )(  pour 2,1i . De (2.3.1) découle l’inégalité 

 

 . )()( ,                                                       

)()( , )()( , ))(())(( 

2121

21212121

H

H
AA

vv

vvffvvvv
V








 

 

 

L’hypothèse (2.1.19) et l’inégalité de Korn (1.2.20) donnent 

 

  )  ( 212121 H
 

VV
ffCvv .  

 

La régularité );,0( VTCv  est une conséquence des régularités );,0( VTCf  et 

);,0( VTC . 

 

Soit maintenant   VTu ,0: la fonction définie par 

 

(2.3.3)                           
t

Ttdssvutu
0

0 ,0           ,)()(  . 

 

Nous définissons l’opérateur );,0();,0(: HH TCTC   par 

 

(2.3.4)                                     ))(( ( )( tuGt   , 

 

pour tout );,0( HTC  et  Tt ,0 . 
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Lemme 2.3.3   L’opérateur   admet un unique point fixe );,0( HTC . 

 

Démonstration. 

 

Soient );,0( , 21 HTC  et  Tt ,0  

 

HHH
 )()(  )))((()))(((  )()( 

212121 tvtvCtvGtvGtt    . 

 

De (2.3.2) on obtient pour tout  Tt ,0  

 

(2.3.5)                              
HH

 )()(  )()( 2121
ssCtvtv   , 

Ce qui donne  

(2.3.6)                              
HH 2121   )()(   Ctt . 

 

Et par récurrence on obtient 

(2.3.7)                 INn
n

C
tt

n
nn            

!
 )()( 2121 HH

 . 

Comme 0
!

lim 
 n

C n

n
 alors n  est une contraction dans );,0( HTC , d’où l’existence 

d’un unique point fixe  );,0( HTC  tel que 
  n
 qui est aussi point fixe de 

l’opérateur  . 

 

Démonstration du théorème 2.3.1. 

 

Existence :  Soit );,0( HTC  le point fixe de  , i.e.  
   et 

v  solution de 

1P  pour 
 . On va montrer que la fonction 

t

dssvutuu
0

0 )()( 
 est 

solution de 1P  pour tout  Tt ,0 . 
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L’égalité (2.3.3) montre que );,0(1 HTCu 
. De plus, avec )))((()( tuGt  


 , 

  
vu  et en remplaçant dans  (2.3.1), on déduit que 

u  vérifie (2.2.15). Il résulte 

donc que 
u  est solution de 1P . 

 

Unicité :    Soit );,0(1 HTCu  une autre solution de 1P . 

 

Pour );,0( HTC , u  est aussi solution de 1P  tel que : 

 

(2.3.8)                                   TttuGt ,0         )))((()(    

 

Du lemme 2.3.3. et par unicité, il résulte  

 

(2.3.9)                                                     uu  . 

 

En utilisant (2.3.4) , (2.3.9) et (2.3.8) il vient :  

 

  , 

 

ce qui donne avec l’unicité du point fixe de l’opérateur   

 

(2.3.10)                                                    
.  

 

L’unicité de la solution u est une conséquence de (2.3.9) et de (2.3.10). 

 

Notre deuxième résultat touche au problème dual 2P . 

 

Théorème 2.3.4   Sous les hypothèses (2.1.19) - (2.1.21), (2.1.12) et (2.1.10) le 

problème 2P  admet une solution unique );,0( 1HTC . 

 

Pour la preuve de ce théorème, on va adopter la même technique que celle utilisée 

pour le Théorème 2.3.1. Soit );,0( HTC  ; on considère alors le problème 

variationnel suivant : 
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Problème 2P  :  Trouver    1,0: HT  tels que : 

(2.3.11)   (t)  )(),()()),((  ,  )()( 1     HH
A tttttt  

 

 

Lemme 2.3.5.    Le problème 2P admet une solution unique );,0( 1
1 HTC . 

 

Démonstration.   On considère l’ensemble 0  convexe et fermé de H  défini par : 

 

(2.3.12)                               ,   0)()(, 0 Vvvjv 
H

  j H  . 

Comme on introduit aussi les notations suivantes 

 

(2.3.13)                                             )(~ f  , 

 

(2.3.14)                                           
~ . 

 

Au début, on va montrer que )(t  si et seulement si 0
~  . 

Pour cela, on a : 

 

)(t     Vvvtfvjv
V

       ),()()(,      
H

  

 

                  Vvvtfvvjv
V

       ),()(,~)()(,~      
HH

  

 

                  Vvvfvjvv        )(),()()(,~)(,~      
HHH

  

                                                                            

                                                                               Vvv        )(,~    
H

  

 

                  Vvvjv         0)()(,~      
H

  

                   

                  0
~-         

 

D’où le résultat d’équivalence 
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(2.3.15)                                          0
~-         )(   t . 

 

En plus du fait que  );,0( HTCf   et   est un opérateur linéaire et continu (car : 

);,0()( HTCf  ), alors : ).;,0(~ HTC  

 

On montre maintenant que   est solution de (2.3.10) tel que );,0( HTC  si et 

seulement si );,0( HTC  , 

et 

(2.3.16)           
,       )(),(~)(                                    

)()),((  , )(~

0
1

1
0

















H

H

A

A

ttt

ttt
 

pour tout  Tt ,0 . 

 

a) Du fait que );,0()( HTCt  qui est équivalent à )()(~)( 0 ttt   (d’après 

(2.3.15)), 

alors : 

).()(~)()( 0 tttt     

 

b) On remplace )(~)( tt     dans l’inégalité de (2.1.52) et on obtient : 

 

)(      )(~),()(~),(~)( 11 tttttt     HH
AA  

Et en posant  ~   , on trouve l’inégalité : 

 

0
11        )()),(~()()(),(    

HH
AA ttttt , 

qui est identique à 

 

0
11       )( , ))(~()()( ,)(    

HH
A A ttttt . 

 

De ce qui précède, il résulte que (2.3.16) est vérifiée.  
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Les mêmes arguments utilisés dans la démonstration du théorème (2.1.6) nous permet 

de déduire qu’il existe un élément unique H)(t  solution de (2.3.16). 

 

Soient maintenant  Ttt ,0  , 21   et )()( ii tt   , iit  ~)(~  , iit  )(  pour 2 , 1i . 

En utilisant (2.3.16) on obtient l’inégalité 

 

 

(2.3.17)                   )~~   (   212121 HHH
  C  

 

 );,0()( HTCt   est un résultat de (2 .3.15) et (2.3.17). 

 

On en déduit donc que );,0()( HTCt   est solution unique du problème 2P . 

 

De plus, 0)()(et    )( 0  tftDivt   ,avec );,0(0 HTCf  , ce qui nous 

donne );,0( HTCDiv   et, donc : );,0( 1
1 HTC .                                           ■                         

 

Maintenant on définit l’opérateur );,0();,0(: HH TCTC   par 

 

 

(2. 3.18)                        













 

 )()())(,()( 0

0

0
1 udssuBGt

t

 A  

pour  TtTC ,0et    );,0(  H . 

 

On note par   la solution de (2.1.52) et B  l’opérateur donné par (2.1.32). 

                                        

Lemme 2.3.6.    L’opérateur   admet un unique point fixe    );,0( HTC . 

 

Démonstration.     

Soient 2,1  ,  et     );,0(, 21  iTC
ii  H . 

La Lipschitzité de 1A  et de G  donne la Lipschitzité de G 1A , et donc 
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(2.3.19)                         

T

dssuBsuBCtt
0

0201  ))))((,())))((,((   )()( 
21

  . 

Par itération n-fois, on obtient : 

 

(2.3.20)              

INnuBuB
n

C
tt

TC

n

TC

nn         , ))(,())(,( 
!

 )()( 
);,0(0201

);,0(21 HH
  . 

 

Mais  (2.1.34) montre que B est un opérateur de Lipschitz, ce qui nous donne : 

 

(2.3.21)  

);,0(21

);,0(21

);,0(0021);,0(0201

                                                               

                                                               

 )()( (   ))(,())(,( 

H

H

HH

TC

TC

TCTC

C

uuCuBuB













. 

 

Les inégalités (2.3.20) et (2.3.21) montrent que n  est une contraction, ce qui 

implique que n admet un seul point fixe );,0( HTC .  

 

Et donc l’opérateur admet un seul point fixe );,0( HTC .                                 ■                                     

 

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théorème 2.3.4. 

 

Démonstration du Théorème 2.3.4   Soit );,0( HTC  le point fixe de   et soit 


  la solution unique de  pour    2p  de (2.1.59) et comme   point fixe de  , 

on obtient : 

  

 TtudssutBGt
t

,0    )()))((),(()(
0

00
1 














  

   A    

On remplace )(t  et on trouve : 

 

 

(2.3.22) 
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),))(( , (                                 

)()))((),(())(()())((

0

0

00
111

tuB

udssutBGttt
t



































 AA A

 

 

ce qui montre que   est solution unique de 2P . 

D’où d’après    i.e. le problème 2P  admet une solution. 

 

 

L’unicité de   donne l’unicité de   et donc celle de  , ce qui achève la 

démonstration du Théorème 2.1.9.                                                          ■                                                          

                                                      

 

2.4.  Un résultat d’équivalence 

 

Cette section consiste à étudier le lien entre u et  , solutions des deux  problèmes 

1P et 2P . Le résultat important de cette section est l’équivalence de ces deux 

formulations variationnelles du problème mécanique P  :  

 

 

Théorème 2.4.1   Supposons que les hypothèses (2.1.12), (2.1.13) et (2.1.20)-(2.1.22) 

soit satisfaites. 

 

   1)  Si u est solution de 1P   et   est la fonction donnée par  

 

(2.4.1)                             )),(())(( uGu   A  

 

alors   est solution de 2P  et );,0( 1HTC . 

 

   2)  Réciproquement,  est solution du Problème 2P   alors, il existe une unique 

fonction );,0(1 VTCu  telle que (2.1.64) et (2.1.36) soient satisfaites. En plus, u est 

solution du Problème 1P  . 
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Démonstration.    1)  On suppose que u est solution de 1P  et   vérifie (2.1.64). 

On remplace par  dans (2.1.35) et on trouve :                                                       

 

(2.4.2)     Vvtuvtftujvjtuvt
V

      )(),())(()())(()((),(( 
H

 . 

 

En posant 0  puis  )(2  vtuv  , on obtient respectivement  

 

,        )(),())(())((),(( Vvtutftujtut
V

 
H

  

et 

,        )(),())(())((),(( Vvtutftujtut
V

 
H

  

                                                                                    

ce qui nous donne 

 

(2.4.3)                Vututftujtut
V

         )(),())(())((),(( 
H

 . 

En sommant (2.4.2)  et  (2.4.3), on trouve : 

 

                                ,        ),()()(),(( Vvvtfvjvt
V


H

  

d’où il résulte :  

)()( tt  . 

 

Pour tout )(, t , on a : 

 

,        )(),())(())((,( Vvtutftujtu
V

 
H

  

 

.        )(),())(())((),(( Vvtutftujtut
V

 
H

  

 

La différence nous donne le résultat : 

 

,        0))((),( Vvtut 
H

  

qui est équivalent à : 
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(2.4.4)                              )(        0)()),(( tttu  
H

 . 

 

Avec l’introduction de l’opérateur B  défini par : 

 

(2.4.5)                                             ))(,()( 0uBu   , 

on trouve l’inégalité : 

 

                           .,0  ,   )(        0)(),(,( 0 TtttuB  
H

 

 

Ce qui montre avec le résultat )()( tt  , que :   est solution de 2P  . 

 

Comme )()( tt  , il s’ensuit de (2.1.8) et (2.1.16) que );,0( HTCDiv   et, donc 

);,0( 1HTC . 

 

2) Pour démontrer la réciproque, on suppose );,0( 1HTC  solution de 2P  et z  

donné par );,0())(,( 10 HTCuBz   . 

 

Avec  (2.1.37)  i.e.  ,,0  ,   )(        0)()),((,( 0 TttttuB  
H

 

on obtient 

 

(2.4.6)                .,0  ,   )(        0)(),( Tttttz  
H

 

 

Le lemme 2.1.5 donne l’existence d’une unique fonction  );,0( HTCz  tel que  

(2.4.7)                 . ,0          )()())(()( 0
0

TtudsszGtzt
t














   A  

 

Soit  Vvvzz          0)(,~ que tel~
H

 H  . 

 

Du fait que )()( tt   alors, 

  

     Vvvtfvjvt
V

    ),()()(),(
H

 . 

D’où : 
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Vvvtfvjvzt
V

    ),()()(,~)(      
H

 , 

i.e. 

).(~)( tzt   

 

Si on pose                           ),(     )(~)( ttzt    

  

et on remplace dans          (t)      0)(),(  
H

ttz , 

 

on trouve :            Ttztz

ztz

ztz

,0      ~),(           

0~),(

et

0~),(  














H

H

H

. 

 

L’espace  VvvV   j )()(   est fermé, donc : 

 

)())(( VV    

 

  

).())(()(

et

)(~

        

0~),(

et

0)(,~  






























VVtz

Vz

ztz

vz





H

H

 

D’où )()( Vtz  . 

 

Ce qui prouve l’existence de Vtv )(  tel que 

 

(2.4.8)                                     .,0       ))(()(   Tttvtz    

 

On peut définir maintenant la fonction   VTv ,0: , par (2.4.8) . L’inégalité de Korn 

appliquée pour );,0( HTCz , nous donne );,0( VTCv . 

  

La continuité de v  nous donne l’existence de la fonction 

 

  VTu ,0:  
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.)( )( 0
0

udssvtu
t

   

 

Il résulte de ce qui précède que );,0(1 VTCu . 

Ainsi que 0)0( uu   et ))(()( uGu   A  sont vérifiées ( i.e. (2.2.16) et (2.4.1) ). 

L’unicité de la fonction u  est une conséquence de (2.4.7), du Lemme 2.2.3, de (2.4.8) 

et del’inégalité de Korn (1.2.20). 

 

Il nous reste à prouver que, u est solution du Problème 1P  . La sous différentiabilité de 

la fonction j  sur V et de (2.1.7) montrent qu’il existe    HT,0:~  tel que : 

 

(2.4.9)       Vwuuwfujwjuw
V

 ,            ,)()()()(,~ 
H

 . 

 

En posant uw 2  puis 0w  dans (2.4.9), on trouve les deux inégalités  

 

Vuufuju
V

             ,)()(,~ 
H

  

et  

,            ,)()(,~ Vuufuju
V

 
H

  

qui donnent 

 

(2.4.10)                           Vuufuju
V

             ,)()(,~ 
H

 . 

 

 

De (2.4.9) et (2.4.10) on conclu : )(~ t  pour tout  Tt ;0 . 

 

De (2.2.17), de l’égalité (2.4.5) et du fait que )()(~ tt  , alors   vérifie l’inégalité 

 

0)(,~ 
H

u , 

ce qui est équivalent à 

 

(2.4.11)                                       
HH

)(,)(,~ uu    .                    

 

les deux inégalités précédentes (2.4.10) et (2.4.11) donnent 
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(2.4.12)                        Vuufuju
V

            ,)()(, 
H

 .                     

 

En tenant compte de )()( tt    

i.e.  

(2.4.13)                        Vvvfvjv
V

             ,)()(,
H

 , 

 

puis en remplaçant uv  , on obtient 

    Vuufuju
V

             ,)()(, 
H

 . 

 

Ce qui donne avec (2.4.12) l’égalité (2.4.3) . qui est équivalente à  

 

(2.4.14)              Vututftujtut
V

         )(),())(())((),(( 
H

                                                                                    

 

En sommant L’inégalité (2.4.2) est une conséquence de (2.4.13) et (2.4.14). 

Finalement, on remplace  

 

)),(())(( uGu   A  

dans (2.4.2) et on trouve (2.2.15). 

 

La fonction u est donc solution du Problème 1P , ce qui achève la démonstration du 

Théorème 2.4.1.                                                                       ■                                                                                                                                                                                                                                                                                        

 

2.5.  Dépendance continue de la solution par rapport aux 

données 

 

On va montrer dans cette section que les solutions des problèmes variationnelles 1P  et 

2P  dépendent continument de la limite de rendement de frottement g . Le résultat 

principale est le suivant :  

 

Théorème 2.5.1.    On suppose que (2.1.19) – (2.1.21), (2.1.8) et (2.1.9)  sont 

satisfaites. Soient iiu ,  les solutions respectives des problèmes 1P , 2P  pour les 
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données gi satisfaisant (2.1.10), 2,1i . .Alors, il existe 0C ,  qui dépend de 

TetG      ,,, A , tel que 

  

(2.5.1)                                 
)(21);,0(21

3
1     


LVTC

gguu  

(2.5.2)                               .    
)(21);,0(21

31
1 

LTC
ggC

H
  

 

Démonstration.   On note par ij  ,  la fonctionnelle (2.1.13)  définie avec ,igg   

i=1,2 

 

i.e. 

(2.5.3)                                    Vvdavgj iii          
3

. 

On remplace 21   puis par  uuv  et on obtient : 

 

,            ),()()(                      

)()()),(()()(()),((

121121

121121

V
uutfujuj

uuuGuuu








HH

A 
 

et 

            ),()()(                      

)()()),(()()(()),((

212212

212212

V
uutfujuj

uuuGuuu








HH

A 
 

 

La deuxième inégalité est équivalente à : 

 

 

,),()()(                      

)()()),(()()(()),((

122212

122122

V
uutfujuj

uuuGuuu








HH

A 
 

 

après addition de la première inégalité et la dernière, on trouve : 

 

(2.5.4)          

).()()()(                      

)()()),(())(()()(()),(())((

22121121

21212121

ujujujuj

uuuGuGuuuu








HH

AA 
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Les hypothèses (2.1.19)  et  (2.1.20) et la définition de la fonctionnelle ij  donnent 

respectivement l’existence d’une constante 0C , telle que : 

 

(2.5.5)                
H

AA )()(()),(())(( 2121
2

21 uuuuuuC
V

   , 

(2.5.6)          

                      

  )()()),(())(( 21212121 VV
uuuuCuuuGuG  

H
              

et 

 

(2.5.7)           
VL

uuggCujujujuj 21)(2122121121   )()()()(  
3

 
 . 

 

Il résulte donc 

 

(2.5.8)        
VLVVV

uugguuuuCuu 21)(212121

2

21      
3

 
 ,   

 

i.e. 

 
)(212121

3
   


LVV

gguuCuu  , 

qui donne avec   
t

ii udssutu
0

0)()(   : 

(2.5.9)         















 )(21

0

2121
3

  )()(  )()( 
L

t

VV
ggdssusuCtutu  . 

 

En appliquant l’inégalité de Gronwall, on obtient : 

 

(2.5.10)                     TtggCtutu
LV

,0        )()( 
)(2121

3


  

on intègre et on trouve : 

   
)(21);,0(21

3
1 

LVT
ggCuu

C
, 

ce qui prouve (2.5.1).                                           

 

Pour démontrer (2.5.2), on pose pour  Tt ,0     
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(2.5.11)                     2,1     ,     )))((()))((()(  ituGtut iii  A    

 

En utilisant (2.5.11) et les deux propriétés (2.1.19), (2.1.20) des opérateurs A et G  on 

obtient 

 

(2.5.12)                      
VV

uuuuCtt 212121  )()(  
H

   

 

De (2.1.16) on en déduit que )()()( 021 tftDivtDiv    et, donc 

 

(2.5.13)                          
HH

 )()(    )()( 2121
1

tttt   . 

 

L’inégalité (2.5.2) est maintenant une conséquence de (2.5.13), (2.5.12) et l’inégalité 

(2.5.1).                                                                                ■ 
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Chapitre 3 

 

Problèmes d’évolution abstraits de 

la forme  fuujAu 3 ),(
2

  

 

                                                                                                                                                                      

Dans ce chapitre on envisage une généralisation, dans un cadre fonctionnel abstrait, 

des résultats obtenus dans l'étude des problèmes mécaniques précis. 

     

Dans la première section, on analyse un problème d'évolution abstrait non linéaire 

décrivant une classe de processus de contact avec frottement entre un corps 

viscoélastique et une fondation. Le problème est mis sous forme d'inclusion 

différentielle du temps. 

 

     

Dans la deuxième section on présente une formulation duale du problème, comme on 

prouve l'équivalence entre les formulations. 

 

Dans la troisième section, par l’application des résultats abstraits obtenus, on résout un 

problème de contact avec frottement pour des matériaux viscoélastiques.    
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3.1. Formulation des problèmes – Hypothèses 

 

Dans tout cette section, on note par H  un espace de Hilbert, V  un sous espace fermé 

de H , A  et G  deux opérateurs de H dans H et  T,0 avec 0T  un intervalle de 

temps. 

 

On considère aussi deux fonctions     ,:et    ,0: HHjVTf . On note 

par 
H

.,.  le produit scalaire sur H et par 
V

.  la norme associée. V  est un espace de  

Hilbert muni du produit scalaire de H , ce qui nous permet d'utiliser les 

notations
VV

uvu   et    , au lieu de 
HH

uvu   et    , , si Vvu , .  

 

Nous allons étudier dans cette section les inclusions différentielles de la forme 

  

Problème 1P : Trouver la fonction   HTx ,0:  telle que : 

 

(3.1.1)        ))(),(()()( 2 txtxtGxtxA   3 )(tf             Tt ,0  

 

(3.1.2)                                 .)0( 0xx   

 

Où j2  représente le sous-différentiel de la fonction j  par rapport au second 

argument et 0x  est la donnée initiale.  

 

Pour tout Hz  , ,.)(2 zjD  et ,.)(2 z  représentent respectivement le domaine effectif 

et le sous-différentiel de la fonction  ,.)(zj  et sont définis par 

  

                 

  ),(     ,.)(2 uzjHuzjD  

 

  HuHvuvwuzjvzjHwuzj
H

            ,),(),(     ),(2 j  

  

Dans l’étude du problème 1P , nous tenons compte des hypothèses suivantes : 
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(3.1.3) 





























   ,      ,  :  0>M    (b)

,                          :0

i.e. monotonefortement et  Lipschitz deopérateur un est   

21

2

H21H2121

212121

HuuuuMuuAuAu

Huu|-uuL| |  -Au| Au   L>(a)  

HA :H

HH  

 

(3.1.4)                










HuuuuLGuGuL

HHG

HH 212121 ,   
~

 :0
~

i.e. Lipschitz, de opérateuRun est   :
 

 

 

(3.1.5)    

 

























.,,,  ,  
~

                           

),(),(),(),(:0  )(

,  ,  dans continue norme-semi uneest    ,.)(  )(

  ,      ),(  )(

ellequefonction t uneest   ,:

1212121

22121121

2

VvvHzzvvzzM

vzjvzjvzjvzjMc

HzVzjb

HzVzjDa

HHj

VH

 

 

(3.1.6)                                                      );,0( VTCf   

 

(3.1.7)                                                           .0 Vx   

 

Dans tout ce qui suit C  représente une constante générique strictement positive. Elle 

dépend uniquement de A , j  et T  et est susceptible de varier d’une expression à une 

autre. 

 

 

3.2.  Résultat d’existence et d’unicité 

 

Le résultat principal dans cette section est le suivant : 

 

Théorème 3.1.1  Sous les hypothèses (3.1.3) - (3.1.7), le problème 1P   admet une 

solution unique );,0(1 VTCx  . 
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Pour démontrer  le Théorème 3.3.1, on se serve du point fixe et d’autres arguments 

similaires à ceux utilisés dans le chapitre 2. Pour établir ce théorème, on a besoin de 

quelques résultats préliminaires qu’on donnera sous forme de lemmes.  

 

On suppose que les hypothèses  (3.1.3) - (3.1.7)  sont vérifiées et, pour tout  

);,0(et    );,0( VTCgHTC   , considérons le problème suivant : 

 

Problème Pηg
 : Trouver    VTOx g ,:   telle que : 

 

(3.1.8)                    ))(),(()()( 2 txtgjttxA gg     3 )(tf        Tt ,0  

 

(3.1.9)                                                     0)0( xx g                     

 

Lemme 3.1.2.   Le problème variationnel Pηg admet une solution unique xηg ayant la 

régularité );,0(1 VTCx g  . 

 

Démonstration.  En utilisant (3.1.3) et (3.1.5), il s’ensuit des résultats classiques sur 

les inéquations variationnelles elliptiques qu’il existe une fonction unique 

  VTz g ,0: telle que 

 

(3.1.10)       
 .,0,     )(),(),(                       

))(),(()),(()(),(

TtVztzztzztf

tztgjztgjtzztAz

HgVg

gHgg










 

 

Soient  Ttt ,0, 21  . Pour la simplification, on prend iig ztz )( , ii gtg )( ,   

.)( iit   et . 2,1  avec  )(  iftf ii   

D’après  (3.1.10)  et pour tout  Vz   nous aurons : 

 

(3.1.11)        
HVH

zzzzfzgjzgjzzAz 111111111 ,,),(),(,    

et 

(3.1.12)   
HVH

zzzzfzgjzgjzzAz 222222222 ,,),(),(,    
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On remplace par 2zz   et 1zz  respectivement dans (3.1.11) et (3.1.12),  on trouve  

 

(3.1.13)             
HVH

zzzgjzgjzzfzzAz 2111121211211 ,,,,,    

et      

(3.1.14)    
HVH

zzzzfzgjzgjzzAz 2122122212212 ,,,,,         

 

En sommant (3.1.13) et (3.1.14) ,on trouve 

 

(3.1.15)         
       22121121

212121212121

,,,,                  

,,,

zgjzgjzgjzgj

zzzzffzzAzAz
HVH



 
 

 

En appliquant (3.1.3.b) on obtient l’inégalité 

(3.1.16)                         
HV

zzAzAzzzM 2121

2

21 ,  . 

 

Les régularités );,0( VTCf   et );,0( HTC  nous donnent, avec 0, 0 21  CC  

 

(3.1.17)                         
VVV

zzffCz,zff 212112121     

et 

(3.1.18)                        
VHH

zzCzz 212122121 ,   . 

 

De l’hypothèse (3.1.5.c), on en déduit  

 

(3.1.19)         
VV

zzggMzgjzgjzgjzgj 212122121121

~
),(),(),(),(   

 

L’inégalité suivante est une conséquence de (3.1.16) – (3.1.19) 

 

,
~

                    2121

2121221211

2

21

VV

VHVVV

zzggM

zzCzzffCzzM



 
 

ce qui conduit au résultat  

 

(3.1.20)                  
VHVV

ggffCzz 21212121   . 
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D’où la régularité :                           );,0( VTCz g  . 

De plus, en tenant compte de la condition (3.1.9), on peut vérifier facilement que la 

fonction  );,0(1 VTCx g  , donnée par : 

 

(3.1.21)                          , ,0         )()(
0

0 Ttdsszxtx
t

gg     

est une solution unique du problème   Pηg .                                                                   ■ 

 

On définit maintenant l’opérateur );,0();,0(: VTCVTC   par : 

(3.1.22)                             .  );,0(      ,      VTCgxg g    

 

Nous avons le résultat suivant : 

 

Lemme 3.1.3.   L’opérateur    admet un point fixe unique  );,( VTOCg   . 

 

Démonstration.  Soient );,(, 21 VTOCgg  et );,0( VTC .  Pour la simplicité, on 

pose 
ii ggi xzz 

 , telle que 
igx est la solution du problème

igP avec .2,1i  

 

On a : 

 Ttidsszxtxtg
t

ggi ii
,0,  2 , 1pour       )()()(

0
0     

i.e. 

 Ttdsszxtg
t

,0,          )()(
0

101    

et 

 Ttdsszxtg
t

,0,          )()(
0

102   . 

Ce qui donne 

   

t

V

t

V
dsszszdsszsztgtg

0

21

0

2121  )()(  )()(  )()(  , 
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d’où l’inégalité 

 

(3.1.23)                     

t

VV
dsszsztgtg

0

2121  )()(  )()(  , 

 

il s’ensuit de la démonstration du lemme 3.1.2 :  

 

 .,0               )()(  )()( 2121 TttgtgCtztz
VV

  

 

En remplaçant dans (3.1.23), on trouve : 

 

 .,0               )()(   )()( 
0

2121 TtdssgsgCtztz
t

VV
   

 

Après n-itérations on obtient : 

 

 

 

Ce qui montre que pour n assez grand, l’opérateur n
  est une contraction dans  

);,0( VTC  , et il résulte qu’il existe un unique point fixe );,0( VTCg    tel que 

 ggn  .  

 

Mais g  est aussi le point fixe  unique de  , i.e.  gg   ce qui achève la 

démonstration du lemme 3.1.2.                                                       ■ 

 

Maintenant, on définit pour tout  );,(f o n c t io n   la  , );,( 1 VTOCxHTOC                                                                                            

par : 

(3 .1.24)                        Ttdsszxtxtx
t

gg ,0         )()()(
0

0      

où g  est le point fixe de    . 

);,(21
);,0(

21  
!

 )()( 
VTOC

n

VTC

nn gg
n

C
tgtg  
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De (3.1.22), (3.1.24) et du lemme 3.1.3, on obtient : 

 

 
gxg g   

et 

 
xx g  . 

 

Ce qui nous permet de remarquer que                   

 

(3.1.25)                                                gx  . 

 

Maintenant, on définit l’opérateur  );,0();,0(: HTCHTC   par : 
(3.1.26)                                 Gx ,         );,0( HTC . 

Il s’ensuit le résultat suivant : 

 

Lemme 3.1.4.   L’opérateur  Λ admet un point fixe unique  );,( HTOC . 

 

Démonstration .  Soient. On note  ,
i

xxi 
i

xzi 


i
ggi   pour 2,1i  .  En 

utilisant  (3.1.10) - (3.1.12)  et  (3.1.25), il en résulte : 

H

tt

H
dsszxdsszxtxtx  

0

20

0

1021  )()(  )()(  

                                                    

H

t

dsszsz 
0

21  ))()((      

                                                     

t

H
dsszsz

0

21  )()(  

                                                , )()(  )()( 
0

21

0

21 dssxsxCdsssC
t

H

t

H     

pour tout  Tt ,0 . En utilisant l’inégalité de Gronwall, on obtient : 

  

t

HH
TtdsssCtxtx

0

2121 ,0          )()(  )()(  . 
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Ce qui nous permet d’obtenir avec (3.1.4) et (3.1.26), l’inégalité 

(3.1.27)           

t

HH
TtdsssCtt

0

2121 ,0          )()(  )()(   . 

 

Finalement, le Lemme 3.1.4 est une conséquence de (3.1.27) et du théorème du point 

fixe de Banach.                                                                                                              ■  

 

Maintenant, nous avons tous les ingrédients nécessaires pour la démonstration du 

théorème 3.1.1. 

 

Démonstration du Théorème 3.1.1. 

 

Existence. Soit );,0( VTCx 
la fonction définie par (3.1.24) pour 

 où  est 

le point fixe de l’opérateur Λ  définit par  (3.1.26)  et    
xz   . 

 

On va montrer que 
x  est solution du problème 1P . Pour cela, on remplace par 

  gget      dans  (3.1.10) et  on trouve : 

(3.1.28)            

 .,0,       )(),( ))(),((

)),(()(),()(),(

TtVztzztftztgj

ztgjtzzttzztAz

V

HH















 

 

Et puisque, de (3.1.25) et (3.1.26) nous aurons   
xz  , 


 Gx  et   

xg . De 

plus de (3.1.28), on obtient  

 

(3.1.29)           

 .,0,       )(),())(),((

)),(()(),(),(

TtVztxztftxtxj

ztxjtxztGxxztxA

V

HH

















       

 

L’existence de 
x  comme solution unique du problème 1P , est une conséquence de 

l’inégalité (3.1.29). 
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Unicité. Soit  );,0(1 VTCx    une autre solution du problème 1P . On note par 

);,0( HTC  la fonction définie comme suit 

 

(3.1.30)                                                 Gx . 

De  (3.1.1)  et  (3.1.8), il résulte que  x est solution du problème xP  , qui d’après le 

lemme 3.1.2  admet une solution unique xx  et il vient  

 

(3.1.31)                                  xx x   .  

 

D’après  (3.1.22),  x  est le point fixe de l’opérateur  , i.e. :   xgx    (voir  

(3.1.25) ) . 

 

On en déduit : 

(3.1.24)                                   xx   

L’unicité du point fixe de l’opérateur  Λ  donne        )  unique     (   

d’où, l’unicité de );,(1 VTOCx   solution du problème 1P  .                        ■ 

                 

                                                                

3.3.  Formulation duale du problème 

        

Dans cette section nous allons introduire et analyser une autre formulation du 

problème 1P , dite “ formulation duale ”.  Pour cela  on a besoin du résultat suivant : 

 

Lemme 3.2.1.   Supposons que les conditions  (3.1.3), (3.1.4)  et  (3.1.7)  sont 

vérifiées. Alors, pour tout );,0( HTCy , il existe une unique fonction  

x  );,0(1 HTC  telle que 

 

(3.2.1)                   TttGxtxAty ,0              )()()(   , 

       

(3.2.2)                                      0)0( xx  . 
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Démonstration.  Soit );,0( HTCy . De (3.1.3), on en déduit que l’opérateur 1A , 

inverse de A est fortement monotone et de Lipschitz. 

 

On considère alors, l’opérateur    );,0();,0(: HTCHTC   défini par 

(3.2 .3)                  T0,             )()()( 
0

0
11 













 

 tdsszxGAtyAtz
t

 .   

 

 

Soient maintenant  );,0(, 21 HTCzz  . En remplaçant dans (3.2.3), on trouve 

 T0,             )()()( 
0

10
11

1 












 

 tdsszxGAtyAtz
t

  

 

et  

 .T0,            )()()( 
0

20
11

2 












 

 tdsszxGAtyAtz
t

  

De plus de (3.1.3) et (3.1.4), on obtient :  

 

 
H

t

H

t t

H
dsszszGAdsszdsszGAtztz





























  



0

21
1

0 0

21
1

21  )()(   )()(  )( )(  

 

                               
H

t

dsszszC  )()( 
0

21   

                              , )()( 
0

21 

t

H
dsszszC  

pour tout  Tt ,0 . D’où l’inégalité 

 

(3.2.4)              TtdsszszCtztz
t

HH
,0             )()(  )( )(  

0

2121   .     

 

De plus, par réitération de (3.2.4)  n-fois on obtient : 
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);,0(21
);,0(

21  
!

 )()( 
HTC

n

HTC

nn zz
n

C
tztz  . 

 

Cette inégalité montre bien que n est une contraction sur );,0( HTC , pour  n  assez 

grand. L’opérateur n  admet donc un seul point fixe  );,0( HTCz   , qui est aussi le 

point fixe de  ϕ. 

Nous pouvons conclure maintenant, que la fonction    );,0(1 HTCx donnée par  




t

dsszxtx
0

0 )()(  est l’unique solution du problème (3.2.1) - (3.2.2).            ■ 

 

Pour la formulation équivalente de 1P , le lemme (3.1.5) nous permet de définir 

l’opérateur );,0();,0(: HTCHTC T  par 

 

(3.2.5)                                                   xy  T  

Où x  est l’unique solution du problème (3.2. 1) - (3.2.2). 

 

Comme nous aurons besoin aussi, d’introduire le sous-ensemble ),( yt  de H  et sa 

fonction indicatrice définis respectivement par : 

 

  ),()),( (,      ),(
VH

ztfztyjzHyt  T  

pour tout  HTCy ;,0  et  Tt ,0 , 

 

et 










),,( si          

),( si              0
),(

yt

yt
yt




  

pour tout H . 

 

On note par ),( yt , le sous-différentielle de la fonction indicatrice ),( yt . 

On va considérer maintenant le problème suivant : 

 

Problème 2P  : Trouver   HTy ,0:  tel que  
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(3.2.6)                0    ))(())( (     ,     ),()( ),( 3T tyty
dt

d
ytty yt        . ,0 Tt   

 

Le lien entre les deux problèmes 1P  et 2P est donné par le résultat suivant : 

 

Théorème 3.2.2    Supposons que les hypothèses  (3.1.3) - (3.1.7)  soient satisfaites.  

            1)  Soit  );,0(1 VTCx    une solution du Problème 1P . Alors l’élément  

);,0( HTCy  donné par  GxxAy    est solution du Problème 2P  

            2)  Inversement,  soit );,0( HTCy  une  solution du Problème 2P .Alors, 

l’élément yx  T  est    solution du Problème 1P . 

 

Démonstration.  

 

1)  Soit );,0(1 VTCx  solution de 1P  et soit la fonction );,0( HTCy  définie par 

 

(3.2.8)                        )()()( tGxtxAty                                . ,0 Tt   

 

Il résulte de  (3.1.1), (3.2.7) et (3.1.5.a) que 

 

(3.2.8)                
VH

txtftxtxjztxjtxty )(),())(),(()),(()(),(   , 

pour tout Vz  et  Tt ,0 .  

 

Si on pose )(2 txz   puis 0z  dans l’inégalité  (3.2.8), on obtient respectivement 

 

VH
txtftxtxjtxtxjtxty )(),())(),(())(2),(()(),(    

et 

VH
txtftxtxjtxty )(),())(),(()(),(   , 

pour tout  Tt ,0 . 

 

Ce qui est identique à : 

 

VH
txtftxtxjtxty )(),())(),(()(),(    
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et 

VH
txtftxtxjtxty )(),())(),(()(),(   , 

pour tout  Tt ,0 . 

 

De ce qui précède, on obtient l’égalité 

 

(3.2.9)               Tttxtftxtxjtxty
VH

,0             )(),())(),(()(),(   , 

 

ce qui montre que ),()( ytty   pour tout  Tt ,0 , avec );,0(1 VTCx  et 

);,0( HTCy  qui vérifient yx  T . 

 

 

Du fait que Vtx )(  pour tout  Tt ,0 , alors : 

 

(3.2.10)                  )(),())(),( ()(,
VH

txtftxtyjtxz   T   ),( ytz      

 

On soustraire  (3.2.9) de (3.2.10) et on trouve :  

  

   0)(),(())(),( ()(),(  txtxjtxtyjtxtyz
H

T   ),( ytz  , 

i.e. 

                      0)(),( 
H

txtyz                         ),( ytz   ,   Tt ,0 . 

 

Ce qui est équivalent à l’inégalité 

0)(),( 
H

tyztx
dt

d
                   ),( ytz   ,   Tt ,0 . 

En introduisant (3.2.5), il résulte 

 

0)(),)( ( 
H

tyzty
dt

d
T           ),( ytz   ,   Tt ,0 , 

ce qui montre que  y  est solution du Problème 2P . 

 

2) Inversement, la démonstration de la réciproque se fait en deux étapes.  
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 Première étape : 

 

Dans cette étape , nous supposons que );,0( HTCy  solution de 2P , donc y  vérifie :  

   

0))( (),( 
H

ty
dt

d
tyz T  ,         

 

pour tout  ),( ytz   et  Tt ,0 . 

 

Et puisque yx  T  ,  alors : 

 

(3.2.11)                 0)(),( 
H

txtyz            ),( ytz  ,  Tt ,0 . 

 

Soit  TOt , , au début on va montrer que );,0(1 VTCx  . 

 

Pour tout VzVz   'et    on a : 

                                  

VHH
ztfztyjzzzty  ),()),((','),(  T  

et 

VHH
ztfztyjzzzty  ),()),((','),(  T , 

avec     0', 
H

zz  

i.e.  

VH
ztfztyjzzty  ),()),((',)(  T  

et 

 

VH
ztfztyjzzty  ),()),((',)(  T  

 

Ces deux inégalités montrent que 

    

 Vz     ),()( ytzty . 

De plus, si on remplace ztyz  )(  dans  (3.2.11), on trouve respectivement : 
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0)(, 
H

txz   

et 

0)(, 
H

txz     

pour tout  Vz . 

Ce qui est équivalent à 

0)(, 
H

txz   

et 

0)(, 
H

txz   

pour tout  Vz .   

D’où le résultat :                             

0)(, 
H

txz        Vz  

 

Ce résultat affirme que  Vtx )( , et en utilisant (3.1 .7) il vient  Vtx )( . 

 

La définition de l’opérateur T et tenant compte de Vtx )( conduit à );,0(1 VTCx  , 

ce qui achève la première étape de la démonstration de la réciproque. 

 

 Deuxième étape :  

 

Maintenant, on va prouver que  1  desolution est   Px  .  

Puisque .) ),(( txj  est sous-différentiable au point .)( Vtx  Alors, il existe une fonction  

  HTz ,0:~   telle que :  

 

Vztxztztxtxjztxj
H

   )(),(~))(),(()),((  , 

 

Cette inégalité  nous conduit à 

 

(3.2.12)          
Vztxztf

txtxjztxjtxztztf

V

H





    )(),(                                                               

))(),(()),(()(),(~)(




. 

En substituant )(2 txz   et 0z  dans (3.2.12), on trouve : 
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Vztxztftxtxjtxtztf
VH

     )(),())(),(()(),(~)(   

 

et 

 

Vztxztftxtxjtxtztf
VH

     )(),())(),(()(),(~)(  . 

D’où le résultat                                          

 

(3.2.13)       Vztxztftxtxjtxtztf
VH

     )(),())(),(()(),(~)(  . 

 

On additionne (3.2.12) et (3.2 .13) et on obtient : 

 

Vzztfztxjztztf
VH

     ),()),((),(~)( . 

Il résulte donc 

),()(~)( yttztf  . 

 

Pour tout      ,0  ,),( Ttytz  on a : 

0)(),( 
H

txtyz  , 

avec );,0( HTCy solution de 2P . 

 

Si on prend ztf ~)(   comme fonction test dans l’inégalité précédente, on trouve : 

 

0)(),()(~)( 
H

txtytztf  , 

 

i.e.      

HH
txtytxztf )(),()(,~)(   . 

 

Mais, (3.2.13) implique que : 

  

Vztxtxjtxztftxtztf
VH

     ))(),(()(),()(),(~)(  , 

 

ce qui nous donne avec l’inégalité précédente : 
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Vztxtxjtxtytxtf
HV

     ))(),(()(),()(),(  . 

 

 

Et puisque, ),()( ytty  , Vtx )(   et xy  T , alors 

 

 

 

(3.2.14)                            )(),())(),(()(),(
VH

txtftxtxjtxty    

 

et 

 

(3.2.15)                         Vzztfztxjzty
VH

     ),()),((),(  

 

De (3.2.14) et (3.2.15)  on obtient l’inégalité 

 

(3.2.16)   Vztxztftxtxjztxjtxzty
HH

     )(),())(),(()),(()(),(  . 

 

Finalement,  (3.2.16) et (3.2.1) et  (3.1.5.a) prouvent l’existence de )(ty pour tout 

 Tt ,0 , ce qui justifie (3.1.1) et puisque l’égalité yx  T  implique  (3.1.2), il 

résulte que x  est solution du Problème 1P .  

Et donc la deuxième étape de la réciproque est démontrée.                           ■                                                                          
 

Remarque 3.2.3.  Le problème 2P  est considéré comme formulation duale du 

problème d’évolution 1P . De plus les Théorèmes 3.1.1 et 3.2.2 impliquent que sous les 

hypothèses (3.1.3)-(3.1.7) le Problème 2P  admet une solution unique  );,0( HTCy .                                                                             

 

3.4.  Application en mécanique de contact                                                                                                                      
 

Dans cette section on présente un exemple mécanique qui motive la généralisation 

étudiée précédemment dans ce dernier chapitre et qui peut servir comme un champ 

d’application des résultats obtenus précédemment. 
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 Ce problème modélise l’évolution quasistatique d’un corps viscoélastique en contact 

avec frottement avec une fondation, sous l’action des forces extérieures. 

 

Le contexte physique est le suivant : 

Le corps viscoélastique occupant le domaine   dans NIR  )3,2( N , est soumit à 

des forces de volumes et des tractions superficielles. 

 

Nous sommes intéressés par le processus d’évolution quasistatique résultant de l’état 

mécanique du corps sur l’intervalle de temps  T,0 .  

 

Nous supposons qu’une force de volume de densité 0f  agit dans ),0( T . La 

frontière de   est supposée de Lipschitz et est divisée en trois parties disjointes 1  , 

2  et 3 , tel que 0 1 mes . Le corps est serré à ),0(1 T  et donc le champs de 

déplacement disparait là où  les tractions superficielles de densité agissent sur 

),0(2 T . 

Par conséquent, nous allons imposer sur ),0(3 T  des conditions aux limites de 

contact avec frottement. 

 

Le problème mécanique peut-être formulé mathématiquement comme suit :    

  

Problème P : Trouver le champ des déplacements   NIRTu  ,0: et le champ 

des contraintes   NST  ,0: tels que : 

 

(3.3.1)                           ))(())(()( uGut   A           ),0(     dans T , 

 

(3.3.2)                                 00  fDiv                       ),0(     dans T , 

         

(3.3.3)                                          0u                              ),0(sur       1 T , 

 

(3.3.4)                                       2f                             ),0(sur       2 T , 

 

(3.3.5)                                      0)0( uu                                       dans .                                                  
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Maintenant on note par H  l’espace de Hilbert 

 

  ,...,,    )(    )( 2 INijiLH jiijij   j , 

 

muni du produit scalaire 

dxijij   ,  , 

 

et on présente les hypothèses liées au problèmes qu’on va étudier.   

 

 

(3.3.6)                   









































.)0,(    )(

 ;pour tout , sur   mesurablefonction  uneest         

),(    )(

,   dans  p.p  ,        

),()),(),((

:  t.q0  existe il    )(

,  dans  p.p ,,        

     ),(),(         

: t.q0 existe il    )(

et  :                    

21

2

212121

21

2121

Hxxd

S

xxc

S

Mxx

Mb

S

Lxx

La

SS

N

N

N

NN

 A

A

A A      

 AA  A

 A

A

A

















 

 

 

 (3.3.7)                  































.)0,(      )(

; pour tout  , sur  mesurablefonction  uneest           

),(     )(

  ,  dans p.p   ,         

~
  ),(),(          

:  t.q0
~

  existe il     )(

et  :                         

21

2121

HxGxc

S

xGxb

S

LxGxG

La

SSG

N

N

NN














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Alors, on considère les deux opérateurs HH :A et HHG : tel que les 

hypothèses (3.1.3) et (3.1.4) soient satisfaites.  

 

 

On suppose aussi que les forces de corps et de traction satisfont : 

 

(3.3.8)                              ),,0(0 HTCf        ))(,,0( 2
2

2
NLTCf   

 

(3.3.9)                             )( 3 Lg           et       0g     p.p.  sur  3 . 

 

L’exemple de conditions aux limites de contact avec frottement est le suivant. 

 

 

Exemple :  Contact bilatéral avec frottement de Tresca 

 

Cet exemple porte sur le Problème 1 posé dans le chapitre 1, qui modélise un problème 

mécanique de contact bilatéral avec frottement de Tresca 

 

 

(3.3.10)         



































ug

ug

g

u





           t.q0

0

0

        ),0(sur       3 T , 

 

où g  est le frottement de la frontière. 

Au début,on pose 

                                sur   0  , sur     0   )( 31
1  vvHvU N j , 

 

davgvIRU  )(                     ,:
3

   , 

     .  )(      )( ),(         , ,0:
3

20  
  davtfdxvtfvtLIRUTL  
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On peut vérifier facilement  que, si le couple  ,u  de fonctions régulières satisfait 

(3.3.1) – (3.3.4) et (3.3.10) . 

 

Pour cela nous aurons d’une part 

 

(3.3.11)                                                   Utu )(   

 

D’autre part :  

 

Soit ,Uv en utilisant la formule de Green, on trouve 

 

HH
)(,))((,))((, tuvDivtutuv

HH
 


  

 

Et puisque  

,)()()()()(,
321
 





dsuvdsuvdsuvdsuvuv

HH
 

  

il vient 

 





32

)()()(, dsuvdsuvfuv
HH

  . 

Sur 3 on a : 









uv

uvuvuv









                   

)()()(
 

 

De l’inégalité de Schwartz et de  (3.3.10)  il résulte que sur 3  : 

 

 vguguv  )( . 

On remplace et on trouve 

 

 


322

)(,)()(, 2 dsvgdsugdsuvfuvDivuv
H  

H
. 

Comme                          

 



Chapitre 3         Problèmes d’évolution abstraits de la forme  fuujAu 3 ),(2
  

 

 83 

 

0fDiv   , 

alors  

 



322

)(,)()(, 20 dsvgdsugdsuvfuvfuv
H  

H
 

i.e. 

 



232

)(,)()(, 20 dsuvfuvfdsugdsvguv
H




H
 

  

Mais, on a  pour tout Uv   et  Tt ,0  , 

davgv  )(

3

     ,   datugtu  )())((

3

    

et 

 

2

))(()(,))(,( 20 dstuvftuvftuvtL
H

 , 

il résulte que  ,u  vérifie  

 

(3.3.12)    .,0  ,   ))(,())(()())(()((),(( TtUvtuvtLtuvtuvt   
H

 

 

En utilisant (3.3.1) - (3.3.5) et (3.3.12) on obtient ensuite la formulation du problème 

mécanique (3.3.1) – (3.3.5) et (3.3.10) : 

 

Trouver la champs de déplacement    UTu ,0:   tel que 

 

(3.3.1 3)                  
 ,,0     ,      ))(,())(()(                

))(()()),(())(()()),((

TtUvtuvtLtuv

tuvtuGtuvtu












HH

A
 

 

(3.3.14)                                                 0)0( uu  . 

Maintenant, on considère le sous-espaceV  de H  donné par  

 

(3.3.15)                                    )(  )( UvvUV    
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Nous nous rappelons que U  est un espace de Hilbert équipé du produit scalaire de 

NH )(1  . De plus, en utilisant l’inégalité de Korn, il s’ensuit que V  est un sous-

espace de Hilbert de H  et l’opérateur VU :  est un opérateur linéaire et continu.  

 

On note par 1 l’inverse de  et on obtient UV  :1  qui est un opérateur linéaire 

et continu aussi. Cette propriété nous permet de reprendre (3.3.13) – (3.3.14) en 

considérant comme inconnue le tenseur )(u . 

 

En utilisant les notations précédentes, il résulte que le problème variationnel (3.3.13) – 

(3.3.14) et de la forme (3.1.1) – (3.1.2) où 

 

(3.3.15)                                   )(ux  ,              )( 00 ux   

 

(3.3.16)                    TtVzztLzf
V

,0  ,             ))(,(, 1    

 

 (3.3.17)              

















Vz

Vzz

zwj

  si                      

  si          ))((  

),(

1

           Hw . 

 

On voit bien que, dans cet exemple la fonction j ne dépend que du deuxième argument 

z, ce qui nous permet de poser Hzwzwjzj  ,  pour tout   ),()( .                                 

 

Existence et unicité  de la solution );,0(1 UTCu  :   

                                  

D’une part, et de la définition de la fonction j , on déduit que  

 

HwVwjD             )  , ( 2 , 

d’où l’hypothèse (3.1.5.a) est vérifiée. 

 

De (3.3.9)  i.e. 33 sur    p.p    0    ,  )(   gLg , 

on peut conclure que )  ,  ( wj  est une semi-norme dans V pour tout Hw ,et donc 

l’hypothèse (3.1.5.b)  est vérifiée. 
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Comme on peut facilement montrer que la fonction j  vérifie (3.1.5.c).  

 

D’autre part, de (3.3.8) i.e. ))(;,0(   ,   ))(;,0( 2
2

2
0

NN LTCfLTCf   

 

et de 

 TtVzdazfdszfztf
V

,0    ,            ),(
2

20  

 , 

on obtient  

);,0( VTCf  , 

 

d’où (3.1.6) est vérifiée. 

 

Il nous reste à montrer que l’hypothèse (3.1.7) est vérifiée. 

Si le déplacement initial satisfait 

 

(3.3.18)                                                   Uu 0 , 

et avec (3.3.14) ,nous aurons :  

VuUu  )(      00  , 

 

ce qui nous donne  

Vx 0 . 

D’où (3.1.7) est vérifiée. 

 

De ce qui précède et en appliquant le Théorème 3.1.1, on conclut bien l’existence et 

l’unicité de la solution u  du problème  (3.3.13) - (3.3.14) tel que ).;,0(1 UTCu  

Dans ce qui  suit, on note par )(t  l’ensemble défini par 

 

(3.3.19)                ),()(,   )( VzztfzjzHt
VH

      Tt ,0 . 

La formulation précédente du problème (3.3.13) - (3.3.14) est représenté comme 

évolution d’inégalité variationnelle pour le champs de déplacement u . C’est la 

représentation primaire du problème mécanique (3..3.1) - (3.3.5) et (3.3.10). 

De la section 3.3 , il résulte la formulation duale de ce problème, en terme de 

contraintes, donnée par : trouver un champs de contraintes   HT ,0: tel que 
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(3.3.19)      Ttttt
dt

d
tt

H

,0    ),(        0)(),(           ),()(   T . 

Ici pour );,0( HTC ,  T désigne la fonction unique );,0(1 HTC  qui satisfait 

 

(3.3.20)                              TttGtt ,0      )()()(   A , 

 

(3.3.21)                                               )()0( 0u  . 

 

La remarque 3.2.3 , nous permet de confirmer que la deuxième formulation (3.3.19) 

admette );,0( HTC  comme solution unique. 

 

Finalement, on peut conclure que conformément aux hypothèses (3..3.6) - (3.3.9) et 

(3.3.18), le problème mécanique (3..3.1) - (3.3.5) et (3.3.10) admet une solution unique  

 ,u  avec les régularité );,0(1 HTCu , );,0( HTC . 
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Résumé 

Ce mémoire porte sur l’étude de quelques problèmes aux limites de contact avec 

frottement entre un corps déformable et une base. Ici nous considérons des lois de 

comportement non linéaire des processus quasistatiques, les résultats que nous 

obtenons concernent l’existence et l’unicité des solutions faibles et la dépendance  

continue par rapport aux données. Le mémoire est composée de trois chapitres. Dans 

le premier chapitre on introduit des notations  générales de la mécanique ainsi que des 

notations mathématiques, nous présentons des divers modèles mécaniques de contact 

étudiés et nous rappelons quelques outils d’analyse fonctionnelle. Le deuxième 

chapitre est destiné à l’étude d’un problème de contact bilatéral avec frottement de 

Tresca. Finalement dans le troisième chapitre il s’agit d’avoir une vision plus globale 

du travail effectué, on présente des résultats abstraits dans le but de formuler le 

problème mécanique précédent  dans un cadre général. 

Mots-clés : Viscoélasticité, contact bilatéral  avec frottement, loi de Tresca, inéquation 

variationnelle, solution faible, point fixe, sous-différentiel, problème dual. 

 

Abstract 

This memorandum concerns the study of some boundary contact problems with 

friction between a deformable body and a foundation. Here we do not consider linear 

laws of behavior a quasistatic process, results which we obtain concern the existence 

and the uniqueness of the weak solution and the continuous dependence with respect 

to the data. The memorandum is divided into three chapters. In the first chapter we 

introduce general mechanical notation as well as mathematical notation. We present 

different mechanical contact models and we recall some tools of functional analysis. 

The second chapter is intended for the study of a problem of bilateral contact with 

Tresca’s friction law. In the third chapter we are interested in having a more global 

vision of the make work, we present results abstracted with the aim of formulating the 

previous mechanical problem in a general frame. 

 

Key-words:  Viscoelasticity , bilateral contact with friction, Tresca’s  friction law,  

variational inequality, week solution, fixed point, subdifferntial, dual problem.  
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Conclusion 

          

 

La généralisation obtenue dans le dernier chapitre peut être étendue aussi, pour 

d’autres exemples comme le contact avec frottement de Coulomb avec contrainte 

normale imposée et  contact avec compliance   normal avec  frottement. Il on reste de 

trouver  l’existence et l’unicité du problème d’évolution abstraits par la  méthode de 

contrôle variationel ainsi que l’étude numérique de ces problèmes. 
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