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Introduction
L�écriture décimale est la méthode la plus usuelle de représentation des

nombres réels : tout réel s�écrit sous forme d�une série de puissances entières
de 10. Mais la base 10, dûe aux Arabes, n�était pas la seule base utilisée pour
la représentation des nombres. En e¤et, les civilisations anciennes avaient uti-
lisé des bases diverses ; par exemple la base 60 était l�outil des Babyloniens,
alors que les Mayens avaient utilisé la base vingt. Outre l�informatique, où la
base 2 est fondamentale, de nos jours, les mathématiciens s�intéressent aux
représentations dans des bases réelles � > 1; non nécessairement entières. De
telles représentations sont présentes dans beaucoup de domaines des mathé-
matiques comme l�analyse combinatoire, la théorie érgodique, les systèmes
dynamiques, la théorie des nombres ... et en plus de leurs intérets théoriques,
elles ont des applications en mathématiques et en informatique.

Le présent mémoire est consacré à l�étude d�une représentation particu-
lière, dite béta-développement. C�est une généralisation de la représentation
décimale usuelle, et est actuellement la plus étudiée, parmi les représenta-
tions connues. Elle provient des orbites de la transformation x 7! �xmod 1
de l�intervalle unité, et avait été introduite par A. Rényi vers la �n des années
cinquantes. Dans un article, paru en 1980, K. Schmidt a montré que si l�en-
semble des réels qui ont un béta-développement périodique est le corps Q(�)
obtenu par adjonction du nombre � et du corps des nombres rationnels Q,
alors � est ou bien un nombre de Pisot ou bien de Salem. La réciproque de
cette dernière proposition étant vraie pour des nombres de Pisot, K. Schmidt
a conjecturé qu�elle l�est également pour des nombres de Salem. Rappelons
que le réel � > 1 est dit nombre de Pisot (resp., de Salem), s�il est un entier
algébrique, et si ses conjugués, autres que lui-même, sont de module inférieur
à 1 (resp., autres que lui-même, sont de module inférieur ou égal à 1; avec au
moins un conjugué de module 1). Dans le but de répondre à cette conjecture,
plusieurs auteurs, ont apporté des réponses partielles, et ont considéré des
questions analogues sur les béta-développements �nis ou entiers. C�est dans
cette direction que ce travail est fait.

Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de base sur la repré-
sentation usuelle en base entière. Ensuite, on généralise ces propriétés, en
considérant des notions élémentaires du béta-développement. L�accent est
surtout mis sur l�algorithme qui permet la détermination d�un tel développe-
ment. En�n, dans le dernier paragraphe on rappelle quelques résultats connus
sur un ensemble remarquable d�entiers algébriques : les nombres de Pisot et
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les nombres de Salem. On donne en particulier une démonstration explicite
de la fameuse construction de Salem, et qui dit que tout nombre de Pisot est
un point d�accumulation de l�ensemble des nombres de Salem.
Le deuxième chapitre est essentiellement consacré à une étude plus appro-

fondie du béta-développement en base réelle. Après avoir prouvé, dans le pre-
mier paragraphe, des conditions necessaires et su¢ santes pour qu�une suite
d�entiers rationnels soit associée au béta-developpement d�un réel, on cite
dans le second, certaines popriétés des suites associées aux béta-développements
périodiques ou �nis. On clos ce chapitre par montrer quelques résultats liés à
la distribution dans le plan complexe des conjugués des nombres de Parry. On
montre, en particulier, qu�un nombre de Pisot est un nombre de Parry. Rap-
pelons que la base � > 1; est dite nombre de Parry, si le béta-développement
de sa partie fractionnaire est périodique ; les nombres de Parry (dits aussi
les nombres-béta), ont été dé�nis par W. Parry, et qui a notamment montré
qu�ils sont denses dans l�intervalle [1;1[:
En�n dans le dernier chapitre on montre quelques applications des notions

précédement vues à l�étude du béta-développement en base de Pisot ou bien
de Salem. Après avoir rappellé, dans le premier paragraphe, des liens entre
les notions les plus fondamentales de cette théorie, et qui sont les suites
admissibles et les nombres de Parry, on prouve dans le second les résultats
de K. Schmidt, mentionnés ci-haut. L�un des corollaires qui en découle dit
que tout nombre de Pisot est un nombre de Parry (ce résultat a été deja
montré directement dans le chapitre 2). Le problème si les nombres de Salem
sont des nombres de Parry, est un problème apparement di¢ cile, et est un pas
important dans la preuve de la conjecture de K. Schmidt. L�objet du dernier
paragraphe est de donner une preuve détaillée d�un théorème de D. W. Boyd,
et qui dit q�un nombre de Salem quartiques est un nombre de Parry.
Une liste de références bibliographique est donnée à la �n de ce mémoire.
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Notation
N l�ensemble des entiers rationnels non-négatifs
Z l�anneau des entiers rationnels
Q le corps des nombres rationnels
R le corps des nombres réels
C le corps des nombres complexes
A� l�ensemble des éléments non-nuls du sous-ensemble A de C
An le produit cartésien de n copies de A, où A � C et n 2 N�
S l�ensemble des nombres de Pisot
T l�ensemble des nombres de Salem
P l�ensemble des nombres de Parry
M� le polynôme minimal sur Q d�un nombre algébrique �
Re(z) la partie réelle d�un nombre complexe z
Im(z) la partie imaginaire d�un nombre complexe z
b-développement Le développement usuelle dans la base entière b
[x] = maxfk 2 Z j k � xg la partie entière du réel x
bxc = maxfk 2 Z j k < xg
fxg = x� [x] est la partie fractionnaire de x
Per(b) les réels ayant un développement périodique en base entière b � 2
Fin(b) les réels ayant un développement �ni en base entière b � 2
Per(�) les réels qui ont un béta-développement périodique en base � > 1
Fin(�) les réels qui ont un béta-développement �ni en base � > 1
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Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre on étudie une représentation des nombres réels dans
une base réelle � > 1; dite béta-développement. Cette représentation est une
généralisation naturelle du développement des réels en base entière, et plus
particulièrement la représentation décimale usuelle. A cette �n on rappelle,
dans le premier paragraphe, des résultats connus sur la représentation en
base entière b, dite ici b�développement. Ensuite et dans le pagargraphe
qui suit on dé�nit le béta-développement d�un nombre réel en base réelle
quelconque � > 1; on exhibe l�algorithme qui permet la détermination d�un
tel développement et on montre quelques propriétés élémentaires. On se référe
dans cette partie principalement aux papiers [5], [7], [13� 14], [32], [35� 36],
et aux mémoires [1] et [16]. En�n, dans le dernier paragraphe on rappelle
quelques résultats sur un ensemble remarquable d�entiers algébriques : les
nombres de Pisot et les nombres de Salem et on donne en particulier une
preuves détaillée de la construction de Salem (pour plus de détails sur ce
sujet voir [6], [24], [26]).

1.1 Représentation des réels en base entière

Pour un nombre réel �; on note respectivement, [�] et f�g ; les partie
entières et fractionnaires de �: En d�autres termes [�] = maxfk 2 Z j k � �g;
où Z est l�anneau des entiers rationnels, et f�g = � � [�]. Dans ce cas le réel
� s�écrit : � = a+ �; où a = [�] 2 Z et 0 � � = f�g < 1:
Pour représenter le réel � dans une base entière �xée b, commençons

d�abord par la partie entière de �: Dans la suite lorsqu�on parle d�entier on
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

veut dire entier rationnel, et on note N l�ensemble des entiers non-négatifs.
Rappelons, qu�on utilisant simplement la division euclidienne par b, on ob-
tient que tout entier positif n peut s�écrire sous la forme :

n = ckb
k + ck�1b

k�1 + � � �+ c0

où les cj 2 f0; 1; :::; b� 1g ; pour tout j 2 f0; :::; kg ; et ck 6= 0: De plus cette
représentation de n en base b est unique. Elle est dite développement, ou plus
précisément, b�développement, de n; et est notée (ckck�1 � � � c0)b :

n = (ckck�1 � � � c0)b:

Par convention, 0 = (0)b, et �n = ((�ck)(�ck�1) � � � (�c0))b lorsque le
b�développement de n est (ckck�1 � � � c0)b:

Dé�nition 1.1.1 Soit b un entier satisfaisant b > 1; et soit � un réel avec
0 < � < 1: Une représentation de � dans la base b; est une somme in�nie de

la forme � =
1X
j=1

cj
bj
; où les cj 2 N; pour tout j � 1:

Exemple 1.1.1 En base 10 le nombre � = 1
10
s�écrit � = 1

10
+ 0

102
+ 0

103
+ ��

� et il peut s�écrire aussi � = 9
102
+ 9

103
+ 9

104
+ � � �

En fait un nombre réel quelconque admet plusieurs représentations dans
une base �xée b: Plus précisement, d�après un résultat d�Erdös et Komornick
[12] tout réel en admet une in�nité. La représentation usuelle est résumée
par la proposition suivante.

Proposition 1.1.1 Soit � un nombre réel satisfaisant 0 < � < 1; et soit
b un entier véri�ant b > 1: Alors � peut être représenté sous la forme :

� =

1X
j=1

cj
bj
; où les cj 2 f0; 1; :::; b� 1g ; et telle que pour tout entier positif N;

il existe un entier n � N véri�ant cn 6= b � 1: De plus cette représentation
de � en base b est unique.

Preuve. Soit c1 = [b�] : Comme 0 � � < 1; alors 0 � c1 = [b�] � b � 1: Si
�1 désigne la partie fractionnaire de b�; alors �1 = b� � c1; et � = c1

b
+ �1

b
:

On dé�nit successivement ck et �k pour k 2 f1; 2; � � �g ; par les relations

ck = [b�k�1] et �k = b�k�1 � ck = fb�k�1g :
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1.1. REPRÉSENTATION DES RÉELS EN BASE ENTIÈRE

Dans ce cas ck 2 f0; 1; � � �; b� 1g ; 0 � �k < 1, et � s�écrit sous la forme

� =
c1
b
+
c2
b2
+ � � �+ cn

bn
+
�n
bn
;

où n 2 N� = N�f0g. Comme 0 � �n < 1 et b > 1; on a lim
n!+1

(��
nP
j=1

cj
bj
) =

lim
n!+1

�n
bn
= 0 et on en conclut que

� = lim
n!+1

nX
j=1

cj
bj
=

1X
j=1

cj
bj
:

De plus, s�il existe N � 1; tel que cn = b � 1 pour tout n � N; alors
�N�1
bN�1 =

1P
j=N

cj
bj
= b�1

bN

1P
j=0

1
bj
= 1

bN�1 ; d�où la contradiction �N�1 = 1. Pour

montrer l�unicité de cette représentation, supposons � =
1P
j=1

cj
bj
=

1P
j=1

dj
bj
; avec

cj 2 f0; 1; :::; b� 1g et dj 2 f0; 1; :::; b� 1g et que pour tout entier positif N;
il existe n � N et m � N tels que cn 6= b� 1; dm 6= b� 1: Pour que les deux
suites (cj)j�1 et (dj)j�1 soient di¤érentes il faut et il su¢ t qu�il existe k � 1
tel que ck 6= dk: Si les (cj)j�1 et (dj)j�1 ne sont pas égales, alors on choisit
k le plus petit entier véri�ant ck 6= dk: Sans perte de généralité, supposons
ck > dk. Alors les équations

0 =
1X
j=1

cj � dj
bj

=
ck � dk
bk

+
1X

j=k+1

cj � dj
bj

;

donnent
ck � dk
bk

=
1X

j=k+1

dj � cj
bj

: (1-1)

Notons aussi que
ck � dk
bk

� 1

bk
(1-2)

et
1X

j=k+1

dj � cj
bj

�
1X

j=k+1

b� 1
bj

= (b� 1)
1X

j=k+1

1

bj
=
1

bk
: (1-3)

7



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Il s�ensuit de (1� 1); (1� 2) et (1� 3) que

1X
j=k+1

dj � cj
bj

=
1

bk

et dj � cj = b� 1, pour tout j � k + 1, c�est-à-dire que dj = b� 1; et cj = 0
pour tout j � k + 1 ; mais cela contredit l�hypothèse. Donc l�écriture de �

sous la forme
1P
j=1

cj
bj
est unique.

Remarque 1.1.1 On peut utiliser la méthode de la preuve du proposition
1.1.1 pour obtenir une représentation d�un nombre réel 0 < � < 1; satisfaisant
les conditions de la dernière proposition. Rappelons que cette représentation
est dite développement de � en base b, ou bien b-développement de �; et est
notée (�c1c2c3 � ��)b:

Algorithme du b-développement d�un réel � 2 ]0; 1[ :
1� Initialisation.
Pour k = 0, choix de la base b, et posons � = �0
2� Itération.
Cherchons ck, et �k solutions des équations : ck = [b�k�1] ; �k = fb�k�1g
3� Critère d�arrêt.
Si �k = 0, ou bien 9p � 1 tel que �k = �k+p, sinon on pose k = k + 1, et

on retourne à l�étape 2:

Exemple 1.1.2 Avec la notation ci�dessus, cherchons le développement du
nombre 1

5
dans la base 7: Alors on a c1 =

�
7 � 1

5

�
= 1; �1 =

7
5
� 1 = 2

5
; c2 =�

7 � 2
5

�
= 2; �2 =

14
5
� 2 = 4

5
; c3 =

�
7 � 4

5

�
= 5; �3 = 7 � 4

5
� 5 = 3

5
;

c4 =
�
7 � 3

5

�
= 4; �4 = 7 � 35 � 4 =

1
5
; c5 =

�
7 � 1

5

�
= 1; �5 = 7 � 15 � 1 =

2
5
=

�1 et donc
1

5
= (�12541254 � ��)7 :

Dé�nition 1.1.2 Le développement (:c1c2c3 � ��)b d�un réel � 2]0; 1[ est dit
�ni s�il existe un entier positif n tel que cn = cn+1 = cn+2 = ::: = 0:
Dans ce cas on note (:c1c2c3 � ��)b = (:c1c2c3 � � � cn�1)b: Par convention le
b�développement de 0 est (:0)b ou bien (0)b:
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1.1. REPRÉSENTATION DES RÉELS EN BASE ENTIÈRE

Exemple 1.1.3 Le développement du nombre 3
4
en base 10 est obtenu par

les relations : c1 =
�
10 � 3

4

�
= 7; �1 =

30
4
� 7 = 1

2
, c2 =

�
10 � 1

2

�
= 5; �2 =

0, c3 = 0; et �3 = 0; ::: Il s�ensuit que �n = f10 � 0g = 0; 8n � 3 et

cn = [10 � 0] = 0 8n � 3: Donc, le développement décimal du nombre
3

4
=

(:7500000 � ��)10 = (:75)10:

Dans ce qui suit on va caractériser les réels qui ont un développement
�ni.

Proposition 1.1.2 Soit b un entier, avec b > 1; et soit 0 < � < 1: Alors le
développement de � dans la base b est �ni si et seulement si � est un nombre
rationnel de la forme � = r

s
; où r et s sont des entiers positifs premiers entre

eux, tels que tout diviseur premier de s divise b:

Preuve. Supposons que � admet un développement �ni dans la base b de la
forme

� = (�c1c2c3 � � � cn)b =
c1
b
+
c2
b2
+ � � �+ cn

bn
=
c1b

n�1 + c2b
n�2 + � � �+ cn
bn

:

Alors � est rationnel, et le dénominateur de � est au plus divisible par les
nombres premiers qui divisent bn; c�est-à-dire, par ceux qui divisent b:
Réciproquement, supposons 0 < � = r

s
< 1; où r et s sont des entiers positifs,

et tel que tout diviseur premier de s divise b. Alors par la décomposition de
s en nombres premiers, il existe un entier positif N; tel que s divise bN : Ainsi
on a bN� = bN r

s
= ar; où a est un entier positif. Soit (amam�1 � � � a1a0)b

le développement de l�entier ar dans la base b: Alors N > m; car sinon
ar � amb

m � amb
N � bN = as ) r � s; et cela contredit l�hypothèse

� = r
s
< 1: Il s�ensuit que

� =
ar

bN
=
amb

m + am�1b
m�1 + � � �+ a1b+ a0
bN

;

� =
0

b
+
0

b2
+ � � �+ 0

bN�(m+1)
+

am
bN�m

+
am�1

bN�(m�1)
+ � � �+ a1

bN�1
+
a0
bN

et
� = (�000 � � � 0amam�1 � � � a1a0)b

c�est-à-dire, que � admet un développement �ni dans la base b:
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Dé�nition 1.1.3 Le développement (�c1c2c3 � ��)b d�un réel � 2]0; 1[ est dit
périodique s�il existe deux entiers positifs N et k, tels que cn+k = cn; pour tout
n � N: Le plus petit entier k satisfaisant la dernière égalité est dit période
du développement de �. Dans ce cas on note (�c1 � � � cN�1cNcN+1 � � � cN+k�1)b
le développement périodique (�c1 � � � cN�1cN � � � cN+k�1cN � � � cN+k�1 � ��)b de �:

Exemple 1.1.4 Revenons à l�exemple (1:1:2), et montrons par récurrence
que �n = �n+4;8n � 1: Il est clair que �1 = 2

5
= �5;et la relation est vraie

pour n = 1. Si �n = �n+4; pour un certain n � 1; alors �n+1 = f7�ng =
f7�n+4g = �n+5; et donc �n = �n+4;8n � 1: Il s�ensuit immédiatement que
cn+1 = [7�n] = [7�n+4] = cn+5; et donc cn = cn+4, 8n � 2: Ainsi le 7-
développement de 1

5
est périodique de période au plus 4. En fait la période est

4 et 1
5
=
�
�1254

�
7
:

Dé�nition 1.1.4 Soient b un entier avec b > 1; � un réel positif et soient
(akak�1 � � � a0)b et (:c1c2c3 � ��)b les b�développements de [�] et f�g respec-
tivement. Alors les suites (akak�1 � � � a0:c1c2c3 � ��)b et ((�ak)(�ak�1) � � �
(�a0):(�c1)(�c2)(�c3) � ��)b sont, respectivement, les b�développements de
�; et de (��):

Exemple 1.1.5 Si � = 16
5
et b = 7; de ce qui a précédé on voit que � =�

3�1254
�
7
: De même si � = 1

5
et b = 7 alors � =

�
0�1254

�
7
ou bien tout

simplement � =
�
�1254

�
7
:

Dé�nition 1.1.5 Soient b un entier avec b > 1et � un réel. On dit que
� admet un b�développement périodique (resp., �ni) si le b�développement
de f�g est périodique (resp., �ni). Dans ce cas le block minimal constitué
des termes consécutifs qui se répètent dans le développement de � est dit
partie périodique et la longueur de ce block est la période. La près-période
est la longueur de la partie qui précède de le premier block périodique. On
note Per(b) (resp., Fin(b)) l�ensemble des réels qui ont un b�développement
périodique (resp., �ni). Rappelons également le résultat connu qui suit.

Proposition 1.1.3 Soit b un entier supérieur à 1. Alors on a les relations
suivantes :
i) 0 2 Fin(b) � Per(b):
ii) � 2 Per(b), (��) 2 Per(b); et � 2 Fin(b), (��) 2 Fin(b); pour

tout réel �:
iii) Fin(b) = Z

�
1
b

�
:
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1.1. REPRÉSENTATION DES RÉELS EN BASE ENTIÈRE

Preuve. Il est clair que le b�développement de 0 est périodique de pé-
riode 1; avec 0 comme block périodique, d�où le (i), puisque par convention
0 2 Fin(b): De même de la dé�ntion (1:1:2), découle immédiatement les équi-
valences du (ii): Pour montrer l�égalité (iii) dans la proposition précédente,
notons que si � 2 Fin(b); alors � = (akak�1 � � � a0 � c1 � � � cn)b;

� = (akb
k + ak�1b

k�1 + � � �+ a1b+ a0) +
c1
b
+
c2
b2
+ � � �+ cn

bn
;

et donc � 2 Z
�
1
b

�
: Inversement, soit � 2 Z

�
1
b

�
: Pour montrer que � 2

Fin(b); on peut se restreindre, d�après le (ii), au cas où � > 0; puisque
�� 2 Z

�
1
b

�
: Alors il existe m 2 N�; et ai 2 Z tels que

� = am(
1

b
)m + � � �+ a0 =

am + � � �+ a0bm
bm

2 Q:

Ainsi f�g = c
bm
; pour un certain c 2 N; et le dénominateur de f�g est au plus

divisible par les nombres premiers qui divisent bm; donc ceux qui divisent b:
D�après la proposition 1:1:2; f�g 2 Fin(b); et par suite Fin(b) = Z

�
1
b

�
:

On a déjà vu que certains éléments du corps des rationnels Q ont des dé-
veloppements �nis en base entière, en fait tout rationnel a un développement
périodique dans une base entière, et la réciproque est ausi vraie. Le résultat
qui suit résume quelques constations sur ce sujet.

Proposition 1.1.4 Soit b un entier, avec b > 1: Alors tout développement
périodique dans la base b représente un nombre rationnel. Réciproquement, le
b�développement d�un nombre rationnel est périodique. Si de plus 0 < � =
r
s
< 1; où r et s sont des entiers positifs premiers entre eux, i.e. (r; s) = 1,

et s = tu; avec t et u des entiers positifs, tels que tout diviseur premier de t
divise b; et (u; b) = 1; alors la période du b�développement de � est égale au
plus petit entier positif v tel que bv � 1mod(u), et la prés-période est égale
au plus petit entier N tel que t divise bN :

Preuve. Soit � un réel admettant un développement périodique dans la

base b: Pour montrer que � 2 Q; on peut supposer 0 < � < 1; car si f�g est
rationnel alors � = [�] + f�g l�est. Soit donc � = (�c1 � � � cNcN+1 � � � cN+k)b.
Alors

� =
c1
b
+ � � �+ cN

bN
+ (

1X
j=0

1

bjk
)(
cN+1
bN+1

+ � � �+ cN+k
bN+k

);

11
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et

� =
c1
b
+
c2
b2
+ � � �+ cN

bN
+ (

bk

bk � 1)(
cN+1
bN+1

+ � � �+ cN+k
bN+k

) 2 Q:

Notons aussi, que pour montrer la réciproque, il su¢ t de prouver la dernière
assertion de la proposition. Soit donc 0 < � = r

s
< 1;où (r; s) = 1; s = tu;

(u; b) = 1; et tout diviseur premier de t divise b. Alors par la décomposition
de s en nombres premiers, il existe un entier positif N tel que bN = at et
a 2 N: Choisissons, de plus, N le plus petit entier véri�ant cette dernière
relation. Alors

bN� = bN
r

tu
=
ar

u
: (1-4)

Posons ar
u
= A+�; où A =

�
ar
u

�
; et � =

�
ar
u

	
: Alors A � ar

u
= bN� < bN ; car

� < 1; et donc 0 � A < bN : D�autre part, comme � = ar
u
� A = ar�Au

u
= c

u
;

on a 0 < � = c
u
< 1; 0 � c < u et

ar

u
= A+

c

u
: (1- 5)

Montrons que (c; u) = 1. Supposons au contraire que (c; u) = � 6= 1: Alors,
il existe deux entiers k et l tels que c = �k et u = �l; d�où c = ar � Au;
ar = c+Au = �(k+Al) et donc � divise ar. Comme � divise u; et (u; b) = 1;
on a (�; b) = 1; (�; bN) = 1; et par suite (�; a) = 1: Ce qui signi�e que �
divise r, et cela conduit à une contradiction, car � divise s (� divise u), donc
(c; u) = 1. Soit (anan�1 � � � a1a0)b le b-développement de A: Si u = 1; alors le
développement de bN� = A est �ni, donc

� =
A

bN
=
anbn

bN
+
an�1b

n�1

bN
+ � � �+ a1b

1

bN
+
a0b

0

bN

et � admet un b�développement de la forme

� =
A

bN
= (�000 � � � anan�1 � � � a1a0)b

car ai 2 f0; 1; � � �; b� 1g ;8i f0; � � �; Ng et 8j; 9k � j; tel que ck = 0 6= b� 1:
Sinon, c�est-à-dire, si u 6= 1, on considère le plus petit entier v véri�ant
bv � 1mod(u): Alors

bv
c

u
=
(xu+ 1)c

u
= xc+

c

u
(1- 6)

où x 2 Z. Soit (�c1c2 � ��)b le b�développement de c
u
: Alors

12
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bv
c

u
=

�
c1
b
+ � � �+ cv

bv
+
�v
bv

�
; (1- 7)

avec ck = [b�k�1] ; �k = b�k�1 � ck = fb�k�1g ; où �0 + c
u0 ; et de (1 � 7) on

obtient
bv
c

u
= (c1b

v�1 + c2b
v�2 + � � �+ cv) + �v; (1 - 8)

et 0 � �v < 1: En comparant les relations (1 � 7) et (1 � 8), on voit que
�v =

c
u
= �0: Montrons maintenant, par récurrence, que ck+v = ck; 8k �

1: Pour k = 1, on a c1+v = [b�v] = [b�0] = c1: Supposons ck+v = ck,
pour un certain k � 1; et montrons ck+1+v = [b�k+v] et ck+1 = [b�k] :
Supposons le contraire, c�est-à-dire [b�k+v] 6= [b�k]. Alors b�k+v 6= b�k; ce
qui implique que �k 6= �k+v: Mais, ck+v = [b�k�1+v] = b�k�1+v � �k+v;
ck = [b�k�1] = b�k�1 � �k, ck+v � ck = b(�k�1+v � �k�1) + �k � �k+v 6= 0;
car �k�1+v � �k�1 = 0; et ceci contredit l�hypothèse de récurrence ck+v =
ck: Donc c

u
admet un b-développement périodique en base b, de la forme

(�c1c2 � � � cv)b. Il s�ensuit de (1 � 4) et (1 � 5), que le b�développement de
bN� est (anan�1 � � � a1a0 � c1c2 � � � cv)b; d�où

bN� = anb
n + an�1b

n�1 + � � �+ a1b+ a0 + (
bv

bv � 1)(
c1
b1
+ � � �+ cv

bv
):

En divisant les deux dernières expressions par bN ; on obtient

� =
an
bN�n

+
an�1

bN�(n�1)
+ � � �+ a1

bN�1
+
a0
bN
+ (

bv

bv � 1)(
c1
b1
+ � � �+ cv

bv+N
)

=
0

b
+
0

b2
+ � � �+ 0

bN�(n+1)
+

an
bN�n

+
an�1

bN�(n�1)
+ � � �+ a1

bN�1
+
a0
bN
+

+(

1X
j=0

1

bjv
)(
c1
b1
+ � � �+ cv

bv+N
) = (�00 � � �0anan�1 � � �a1a0 �c1c2 � � �cvc1c2 � � �cv � ��)b:

Remarquons que le développement (�c1c2 � � � cv)b est un block constitué
de v termes consécutifs qui se répétent, et (�000 � � � 0anan�1 � � � a1a0)b est
un block constitué N termes consécutifs qui ne se répétent pas (avec N �
(n + 1) zéros au début). Montrons que v et N sont minimaux, c-à-d., v et
N sont exactement la période et la prés-période du b�développement de �:
Supposons qu�il existe M et k, tels que

� =
c1
b
+
c2
b2
+ � � �+ cM

bM
+ (

bk

bk � 1)(
cM+1

bM+1
+ � � �+ cM+k

bM+k
)

13



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

=
(c1b

M�1 + c2b
M�2 + � � �+ cM)(bk � 1) + (cM+1b

k�1 + � � �+ cM+k)

bM(bk � 1) :

Comme � = r
s
et (r; s) = 1, alors tu = s divise bM(bk � 1): Il résulte alors de

l�égalité (u; b) = 1 que (u; bM) = 1; et donc u divise (bk � 1), ce qui implique
que bk � 1mod(u); et par la dé�nition de v; on a k � v: D�autre part, tout
diviseur premier de t divise b, donc il divise bk et il ne divise pas (bk � 1),
d�où pgcd(t; (bk�1)) = 1) t divise bM )M � N , ce qui signi�e que v et N
sont minimaux. Donc � admet un b�développement périodique de période
v et de prés-période N:

Corollaire 1.1.1 Soit b un entier, avec b > 1: Alors Per(b) = Q:

Preuve. La preuve est une conséquence immédiate de la première assertion
de la proposition ci-dessus.

Remarque 1.1.2 On peut utiliser la proposition (1:1:4), pour déterminer
la période et la prés-période du développement décimal d�un réel 0 < � =
r
s
< 1 avec s = 2s15s2u; où (u; 10) = 1. Alors la prés-période est égale au

maximum de s1et s2; et la période est égale au plus petit entier v véri�ant
10v � 1mod(u): Par exemple, si � = 5=56; alors 56 = 50 � 23 � 7; la prés-
période est 3 (le maximum de 3 et 0), et la période est 6; puisque 10 �
3mod(7); 102 � 2mod(7); 103 � 6mod(7); 104 � 4mod(7); 105 � 5mod(7) et
106 � 1mod(7):

1.2 Représentation des réels en base réelle

Dé�nition 1.2.1 Soit � un nombre réel, avec � > 1; et soit � un réel quel-
conque. Une représention de � dans la base � est une somme in�nie de la
forme

� = "p�
p + "p�1�

p�1 + � � �+ "1� + "0 + "�1��1 + "�2��2 + � � �

où les "i et p 2 Z:

De manière identique au cas où le base est entière on a le résultat suivant.

14



1.2. REPRÉSENTATION DES RÉELS EN BASE RÉELLE

Théorème 1.2.1 Soit � un nombre réel, avec � > 1, et soit � un réel positif.
Alors � peut être représenté sous la forme

� = "p�
p + "p�1�

p�1 + � � �+ "1� + "0 + "�1��1 + "�2��2 + � � �;

où p = p(�) est le plus grand entier véri�ant �p � �; "p 6= 0; "i = "i(�) 2
f0; 1; :::; b�cg pour tout i � p; et b�c = maxfk 2 Z j k < �g:

Preuve. Soit p = p(�) le plus grand entier véri�ant �p � �: Alors �p �
� < �p+1 et 1 � �

�p
< �: Soient "p(�) = "p =

h
�
�p

i
; et rp(�) = rp =

n
�
�p

o
:

Alors 0 � rp < 1; et comme 1 � �
�p
et "p � �

�p
< �; on a "p 2 f1; :::; b�cg :

Il s�ensuit que �
�p
= "p + rp et � = "p�

p + rp�
p: Notons que si rp = 0, on

obtient immédiatement le résultat avec "i = ri = 0; pour tout i � p � 1;
et sinon on pose "p�1 = [�rp] ;et rp�1 = f�rpg : Dans ce cas 0 � rp�1 < 1;
et "p�1 2 f0; 1; :::; b�cg puisque "p�1 � �rp < �; d�où �rp = "p�1 + rp�1; et
� = "p�

p+ "p�1�
p�1+ rp�1�

p�1: Si rp�1 = 0; on obtient également le résultat
voulu, et sinon on dé�nit par récurrence :

("k�1; rk�1) = ([�rk] ; f�rkg);

pour k � p� 2: Alors, �rk = "k+1 + rk+1 et

� = "p�
p + � � �+ "k�k + rk�k;

où "i 2 f0; 1; :::; b�cg ;et 0 � rk < 1: On obtient en particulier pour n 2
N�

� = "p�
p + "p�1�

p�1 + � � �+ "0 + "�1��1 + � � �+ "�n��n + r�n��n:

Comme r�n 2 [0; 1[, on voit que limn!1r�n�
n = 0; et

lim
n!1

(�� �pi=0"i�i � �n�1i=1 "�i�
�i) = 0;

c.-à-d. que
� = "p�

p + "p�1�
p�1 + � � �+ "0 + �1i=1"�i��i:

Dé�nition 1.2.2 La représentation d�un réel positif � dans la base � > 1;
sous les hypothèses du théorème (1:2:1); s�appelle béta-développement de �
dans la base � (ou simplement béta-développement de �); et est notée

� � ("p"p�1 � ��)�
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

ou bien

�

�z}|{
� "p�

p + � � �+ "0 + �1i=1"�i��i:
L�ensemble A = f1; :::; b�cg est appelé l�alphabet du béta-développement et les
suites ("n)n�0 et (rn)n�0 sont dites suites associées au béta-développement
de �:

Dé�nition 1.2.3 Si � � ("p"p�1 ���)� est le béta-développement du réel posi-
tif � en base �; alors le béta-développement de �� en base � est ((�"p)(�"p�1) �
��)�: Par convention le béta-développement de 0 est (000 � ��)�:

Demanière analogue au b�développement on peut résumer le béta-développement
d�un réel positif par l�algorithme qui suit :
1- Initialisation.

Choix de la base �; et du réel �: Déterminons l�entier p véri�ant
�p � � < �p+1; et posons "p =

h
�
�p

i
et rp =

n
�
�p

o
:

2- Itération.
Cherchons "k, et rk solutions des égalités : "k = [�rk+1] et rk =

f�rk+1g :
3- Critère d�arrêt.

Si rk = 0; ou 9t � 1; tel que rk = rk+t; stop. Sinon, on pose k = k�1,
et on retourne à 2.

Exemple 1.2.1 Avec la notation ci-dessus on a 1 � (1000 � ��)� ou bien

1

�z}|{
� 1 +

0

�
+
0

�2
+ � � �

car 1 � 1 < �; p(1) = 0, "0(1) = [1] = 1, r0(1) = 0 et "i(1) = ri(1) = 0 pour

tout i � �1: Généralement, si k 2 Z; alors �k � (1000:::)�, ou bien

�k
�z}|{
� �k + 0�k�1 + 0�k�2 + � � �;

puisque �k � �k < �k+1; p(�k) = k; "k(�k) =
h
�k

�k

i
= 1, rk(�

k) =
n
�k

�k

o
= 0;

et "i(�
k) = ri(�

k) = 0; 8i � k � 1: De même, si � 2 f1; � � �; [�]g ; on a

16



1.2. REPRÉSENTATION DES RÉELS EN BASE RÉELLE

� � (�000:::)�; ou bien �

�z}|{
� � + 0

�
+ 0

�2
+ � � �; car 1 � � < �; p(�) = 0;

"0(�) = [�] = �; et r0(�) = 0:

Exemple 1.2.2 Soit � = 1+
p
5

2
= 1; 6180:::; la racine du polynôme P (x) =

x2 � x� 1:

1) Si � = � � 1; alors � = 1
�
et de l�exemple ci-dessus, on a �

�z}|{
� 1

�
+

0
�2
+ � � �:
2) Si � = 3; alors �2 � 3 < �3; p(3)= 2; "2(3) =

h
3
�2

i
= 1; r2(3) =

3
�2
� 1 = 2��

�2
; "1(3) =

h
2��
�

i
= 0; r1(3) =

2��
�
; "0(3) = [2� �] = 0;

r0(3) = 2� �; "�1(3) =
�
2� � �2

�
= [� + 1] = 0; r�1(3) = � + 1) "�2(3) =�

�2 + �
�
= 3; r�2(3) = �

2 + � � 3 = 2� � 2) "�3 =
�
2�2 � 2�

�
=[2] = 2)

r�3 = 0) ri = "i = 0 8i � �4

3

�z}|{
� �2 + 0 � � + 0 � �0 + 0

�
+
1

�2
+
0

�3
+
0

�4
+
0

�5
+ � � �

Exemple 1.2.3 Soit � = 3+
p
5

2
= 2; 6180 � ��; la racine du polynôme T (x) =

x2�3x+1: Soit � = 3��; alors � = 1
�
; et de ce qui a précédé �

�z}|{
� 1

�
+ 0
�2
+���:

Les mêmes calculs montrent que � � 2
�z}|{
�
X
n�1

1
�n
et

3

�z}|{
� � + 0 +

1

�
+
0

�2
+
0

�3
+
0

�4
+ � � �:

Exemple 1.2.4 Si � = 5 et � = 324; alors 53 � 324 < 54; p(324) = 3;
"3 =

�
324
53

�
= 2; r3 =

�
324
53

	
= 324

53
� 2 = 74

125
; "2 = 2; r2 =

24
25
; "1 = 4; r1 =

4
5

) "0 = 4; r0 = 0; et "i = ri = 0 8i � �1; d�où

324

�z}|{
� 2 � 53 + 2 � 52 + 4 � 51 + 4 � 50 + 0 � 5�1 + 0 � 5�2 + 0 � 5�3 + � � �

Les mêmes calculs montrent que 1
4
� (13000:::)6 et

723:142

10z}|{
� 7�102+2�10+3�100+1�10�1+4�10�2+2�10�3+0�10�4+0�10�5+���
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Remarque 1.2.1 Avec la notation ci-dessus, si 1 � � < �; alors p(�) = 0

et �
�z}|{
� "0+"�1�

�1+"�2�
�2+ � � �: Dans ce cas, et pour simpli�er la notation,

on note le béta-développement de �

�

�z}|{
� "0 +

"1
�
+
"2
�2
+ � � �;

ou bien � � ("0"1"2 � ��)�; au lieu de � � ("0"�1"�2 � ��)�:

Remarque 1.2.2 Soit �p � x < �p+1; où p 2 Z; alors 1 � y = x
�p
< �

et p(y) = 0: Supposons que le béta-développement de y est donné par la

formule y
�z}|{
� "0 +

"1
�
+ "2

�2
+ � � � et que x

�z}|{
� "0p�

p + "0p�1�
p�1 + � � �: Alors

"0p =
h
x
�p

i
= [y] = "0(y) et r0p =

n
x
�p

o
= fyg = r0(y): Il s�ensuit que "0p�1=

�
�r0p
�
= [�r0] = "1(y); r0p�1 =

�
�r0p
	
= f�r0g = r1(y) et par récurrence

on obtient que ("0n)n�p = ("n)n�0;et (r0n)n�p = (rn)n�0: On en déduit que
les béta-développements des réels � 2 [1; �[; permettent de déterminer les
béta-développements de tous les réels positifs.

Proposition 1.2.1 Avec la notation ci-dessus, si � 2 [1; �[ et �
�z}|{
� "0 +

"1
�
+ "2

�2
+ � � �; alors

rn =
"n+1
�

+
"n+2
�2

+ � � �; 8n 2 N:

Preuve. Une simple récurrence permet de véri�er la relation. Pour n = 0;
on a � = "0+ r0, et donc r0 = �� "0 = "1

�
+ "2

�2
+ � � � Supposons que l�égalité

soit vraie jusqu�a l�ordre n � 0, c�est-à-dire que rn = "n+1
�
+ "n+2

�2
+ � � �: Alors

rn+1 = f�rng = �rn � [�rn] = �rn � "n+1 et

rn+1 =
"n+2
�

+
"n+3
�2

+ � � �:
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La proposition suivante implique celle qui la précéde.

Proposition 1.2.2 Soit � 2 [1; �[ satisfaisant �
�z}|{
� "0 + "1�

�1 + � � �. Si

rn 6= 0; où n 2 N; alors

rn

�z}|{
� "n+u

�u
+
"n+u+1

�u+1
+ � � �

où u 2 N� véri�e "n+1 = "n+2 = � � � = "n+u�1 = 0 et "n+u 6= 0:

Preuve.Montrons d�abord la proposition pour n = 0. Supposons que r0 6= 0:
Alors d�après la proposition 1:2:1, on a r0 = "1

�
+ "2
�2
+���. Soit u 2 N�; véri�ant

"1 = "2 = � � � = "u�1 = 0; et "u 6= 0. Alors r0 = "u
�u
+ "u+1

�u+1
+ � � �. Des relations

1

�u
� "u
�u
� r0 =

1

�u�1
(
"u
�
+
"u+1
�2

+ � � �) = ru�1

�u�1
<

1

�u�1

on a ��u � r0 < �1�u; et p(r0) = �u. Si on note rn(r0) = Rn; et "n(r0) = �n;
8n � �u; alors

��u =

�
r0
��u

�
=

�
"u +

"u+1
�

+
"u+2

�2
+ � � �

�
= ["u + ru] = "u; R�u =

�
r0
��u

�
= ru:

��u�1 = [�R�u] = [�ru] = "u+1; et R�u�1 = ru+1:

Par induction on obtient ��u�k = "u+k; et R�u�k = ru+k;8k � 0: Ainsi

r0

�z}|{
� "u
�u
+
"u+1

�u+1
+ � � �:

Soit maintenant n 2 N�; et supposons que rn 6= 0: D�après la proposition
1:2:1, on a rn =

"n+1
�
+ "n+2

�2
+ � � �: Soit u 2 N� véri�ant "n+1 = "n+2 = � � � =

"n+u�1 = 0; et "n+u 6= 0: Alors rn = "u+n
�u
+ "u+n+1

�u+1
+ � � �: A partir des relations

1

�u
� "n+u

�u
� rn �

1

�u�1
(
"n+u
�

+
"n+u+1

�2
+ � � �) = rn+u�1

�u�1
<

1

�u�1
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on a ��u � rn < �1�u; et p(rn) = �u: Si on note ri(rn) = Ri; et "i(rn) =
�i;8i � �u; alors on obtient

��u =

�
rn
��u

�
=

�
"n+u +

"n+u+1
�

+
"n+u+2
�2

+ � � �
�
= ["n+u + rn+u] = "n+u

et

R�u =

�
rn
��u

�
= rn+u; ��u�1 = [�R�u] = [�rn+u] = "n+u+1; R�u�1 = rn+u+1:

Par induction, on obtient ��u�k = "n+u+k; R�u�k = rn+u+k;8k � 0, et donc

rn

�z}|{
� "n+u

�u
+ "n+u+1

�u+1
+ � � �:

La proposition suivante montre que le béta-développement est une géné-
ralisation du développement décimal des réels.

Proposition 1.2.3 Le béta-développement d�un réel quelconque, en base en-
tière, coïncide avec le développement usuel, dé�ni dans le premier paragraphe.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut se restreindre au cas où � est un
réel positif. Soit donc � = b une base entière et supposons d�abord � > 1;
avec

� = ak�
kak�1�

k�1 + � � �+ a1� + a0 +
c1
�
+
c2
�2
+ � � �;

où (akak�1 � � � a1a0c1c2 � ��)� est le b�développement de �. Alors �k 6= 0; ai 2
f0; 1; :::; � � 1g ; ci 2 f0; 1; :::; � � 1g ; et 8N; 9n � N tel que cn 6= ��1: Pour
trouver le béta-développement de �; montrons d�abord que �k � � < �k+1:
Il est clair que � � ak�k � �k; puisque ak � 1: D�autre part, si � � �k+1;
alors ak�

k + ak�1�
k�1 + � � �+ a1� + a0 + c1

�
+ c2

�2
+ � � � � �k+1; et

ak +
ak�1
�

+ � � �+ a1

�k�1
+
a0

�k
+

c1

�k+1
+

c2

�k+2
+ � � � = ak + �k � �:

Comme

�k =
ak�1
�

+ � � �+ a1

�k�1
+
a0

�k
+

c1

�k+1
+

c2

�k+2
+ � � � < (� � 1)(

1X
i=1

1

�i
) = 1;
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on voit que ak+1 > �; d�où ak > ��1; et cela contredit l�inégalité ak � ��1:

Ainsi k est le plus grand entier véri�ant �k � �; "k =
h
�
�k

i
= [ak + �k] = ak;

car �k < 1 et rk =
n
�
�k

o
= fak + �kg = �k: De plus

"k�1 = [��k] =

�
ak�1 +

ak�2
�

+ � � �+ a1

�k�2
+

a0

�k�1
+
c1

�k
+

c2

�k+1
+ � � �

�
= [ak�1 + �k�1] = ak�1;

puisque �k�1 =
�k
�
� ak�1 < 1

�
+ 0 < 1; d�où "k�1 = ak�1 et rk�1 = f�rkg =

�k�1: On continue alors le même processus, et par induction on obtient

"0 = [�r1] = [��1] =

�
a0 +

c1
�
+
c2
�2
+ � � �

�
= [a0 + �0] = a0

car �0 = �1
�
� a0 < 1: Par suite on a "0 = a0, r0 = �0

"�1 = [�r0] = [��0] =

�
c1 +

c2
�
+
c3
�2
+ � � �

�
= [c1 + ��1] = c1

(��1 =
�0
�
� c1 < 1); d�où "�1 = c1; et r�1 = ��1. Par des calculs similaires

on obtient

�

�z}|{
� ak�

k + ak�1�
k�1 + � � �+ a1� + a0 +

c1
�
+
c2
�2
+ � � �:

Supposons maintenant � < 1 et que le b�développement de �; est donné
par la formule � = c1

�
+ c2

�2
+ � � �: Alors les ci 2 f0; 1; � � �; � � 1g ; et 8N � 1;

9n � N; tel que cn 6= �� 1: Soit k le plus petit entier véri�ant ck 6= 0; alors

� = ck
�k
+ ck+1
�k+1

+���: Montrons que ��k � � < ��(k�1): On a � � ck��k � ��k;
car ck � 1: D�autre part, si � � ��(k�1); alors ck

�k
+ ck+1

�k+1
+ � � � � ��(k�1) et

ck +
ck+1
�1
+ ck+2

�2
+ � � � = ck + ��k � � ; comme ��k = ck+1

�
+ ck+2

�2
+ � � � < (� �

1)(
1P
i=1

1
�i
) = 1; on obtient ck+1 > � ) ck > ��1; et cela contredit la relation

ck � � � 1: Ainsi, ��k � � < ��(k�1), "�k =
h
�
��k

i
= [ck + ��k] = c�k; car

��k < 1; et r�k =
n

�
��k

o
= [c�k + ��k] = ��k: Il s�ensuit que

"�k�1 = [�r�k] = [���k] =

�
ck+1 +

ck+2
�

�
= [ck+1 + ��k�1] = ck+1;
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puisque ��k�1 =
��k
�
� ck+1 < 1

�
+ 0 < 1, et r�k�1 = f�r�kg = ��k�1: De

manière identique au cas précédent on obtient

�

�z}|{
� ck

�k
+
ck+1

�k+1
+ � � �:

Inversement, montrons que le béta-développement d�un réel positif � coincide
avec son b�développement. Supposons d�abord � < 1: Alors il existe un
entier k > 0, tel que ��k � � < ��(k�1) et

�

�z}|{
� "k

�k
+
"k+1

�k+1
+ � � �;

où "k 6= 0; et pour tout i � k; "i 2 f0; 1; � � �; � � 1g : On sait que ("k"k+1 � ��)�
est aussi le béta- développement de ��k 2 [1; �[. Supposons au contraire
9N � k; tel que "n = � � 1;8n � N: Alors "N

�
+ "N+1

�2
+ � � � = (� �

1)(
1P

i=1

1
�i
) = 1, et ceci conduit à une contradiction avec la proposition 1:2:3,

puisque "N
�
+ "N+1

�2
+ � � � = rN�1(��k) < 1. Ainsi 8N � k; 9n � N; tel que

"n 6= � � 1: Toutes les conditions de la proposition 1:2:3 sont donc véri�ées,
et par suite

� =
"k

�k
+
"k+1

�k+1
+ � � � = (:"k"k+1 � ��)�

Finalement, supposons � > 1: Alors il existe un entier p � 0; tel que �p �
� � �p+1 et

�

�z}|{
� "p�

p + "p�1�
p�1 + � � �+ "0 +

1X
i=1

"�i�
�i

avec "p 6= 0; et 8i � p; "i 2 f0; 1; � � �; � � 1g : Comme ("p"p�1 � ��)� est aussi
le béta-développement de �

�p
2 [1; �[; d�après la Proposition 1:2:3 on a :

1P
i=1

"�i�
�1 = r�(p+1)(

�
�p
) < 1; [�] = "p�

p + "p�1�
p�1 + � � � + "0; et f�g =

1P
i=1

"�i�
�1 < 1: Donc

� = "p�
p + "p�1�

p�1 + � � �+ "0 +
1X
i=1

"�i�
�i

= ("p"p�1 � � � "0:"�1"�2 � ��)�:
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1.3 Sur les nombres de Pisot et de Salem

Les nombres de Pisot et de Salem sont des entiers algébriques réels riches
en propriétés arithmétiques, ce qui explique leur apparition dans plusieurs
domaines des mathématiques. Dans le chapitre 3, on va montrer leur com-
portement particulier lorsqu�ils sont considérés comme des bases du béta-
développement. Ces nombres étaient étudiés pendant une période qui dé-
passe un siècle. Les preuves de la majeure partie des résultats énoncés dans
ce paragraphe se trouvent dans les ouvrages [6] , [19] et [20]. Commençons
d�abord par rappeler quelques éléments de la théorie des corps.

Dé�nition 1.3.1 On dit qu�un élément � du corps C est un nombre algé-
brique, s�il existe un polynôme unitaire P = P (x) 2 Q[x] tel que P (�) = 0:
Si de plus P 2 Z[x]; alors � est dit entier algébrique.

1) Le nombre � =
p
2 est un entier algébrique car � est racine du poly-

nôme x2 � 2:
2) Il est bien connu que le nombre � = 3:14::: n�est pas algébrique.

3) Si � 2 Q; alors � est racine du polynôme x��; et est donc algébrique.
En particulier si � 2 Z; alors � est un entier algébrique.
4) Il est bien connu que toute extension �nie de Q est algébrique. Par

exemple l�extension Q(
p
2)�Q est de degré 2, et est donc algébrique.

Soit � 2 C: Comme l�anneau Q[x] est euclidien, l�ensemble I = fP 2
Q[x]; P (�) = 0g est un idéal principal de Q[x]: De la dé�nition ci-dessus I
est réduit à f0g si � n�est pas algébrique. Lorsque � est algébrique, l�idéal I
admet un générateur, noté M�: On peut aussi supposer que M� est unitaire.
Dans ce cas le polynôme M� est irréductible dans Q[x] et est unique ; ce
polynome s�appelle polynôme minimal de �: En d�autres termes M� est le
seul polynôme unitaire à coe¢ cients rationnels, de degré minimal, ayant �
pour racine.

Soit � un nombre algébrique. Alors les racines du polynôme minimal
de �, noté M�; sont dits conjugués de �: Le degré de � est le degré de son
polynôme minimal.
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Si � un nombre algébrique de degré d; alors � admet exactement d conju-
gués, car son polynôme minimal n�admet pas de racines doubles (il est irré-
ductible). Dans ce cas le corps Q(�); qui est l�intersection de tous les sous-
corps de C contenant �; est de degré d; c�est à dire que, [Q(�) : Q] = d: Il
est facile de voir, par exemple, que l�ensemble f1; �; � � �; �d�1g est une base
du Q-espace vectoriel Q(�):
Soit K un corps de nombres de degré d: Alors tout homomorphisme

d�anneau de K dans C; non-nul est injectif et laisse invariant les nombres
rationnels. Un tel homomorphisme est dit plongement de K dans C: Rappe-
lons qu�il existe exactement d plongements de K dans C: Il s�ensuit lorsque
K = Q(�); où � un nombre algébrique de degré d; que les d plongements
�1; � � �; �d; de K dans C transforment � en ses conjugués. De plus, si � 2 K;
alors les conjugués de � sont parmis les nombres �1(�); � � �; �d(�); chacun
d�eux étant répété d=[Q(�) : Q] fois.

Dé�nition 1.3.2 Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel plus
grand que 1; dont les conjugués autres que lui même sont de modules in-
férieur à 1:

Exemple 1.3.1 Tout entier rationnel plus grand que 1 est un nombre de
Pisot. Le nombre (1 +

p
5)=2 est un nombre de Pisot de degré 2, car son

polynôme minimal admet une autre racine (qui est (1 �
p
5)=2) de module

< 1.

Beaucoups de résultats sont connus sur l�ensemble, usuellement noté S;
des nombres de Pisot. Citons quelques uns : Un algorithme a été introduit
par Dufresnoy et Pisot pour déterminer les éléments de S\]1; 1:6183[ [10], et
cet algorithme a été généralisé par D. W. Boyd [8-9] pour trouver les nombres
de Pisot dans certains intervalles. Salem avait montré que l�ensemble S est
fermé pour la topologie usuelle de R [26]. Les points limites de S inférieurs
à 2 peuvent être déterminés explicitement [4,15]. Pour montrer, d�une ma-
nière simple, qu�il existe des nombres de Pisot de degré arbitrairement grand,
rappelons les deux résultats connus qui suivent.

Proposition 1.3.1 Soit P un polynôme unitaire, à coe¢ cients entiers ra-
tionnels, possédant une seule racine réelle � plus grande que 1; et les autres
racines de module strictement inférieures à 1. Alors P (x) = xsM� (x) ; où s
2 N�; et � 2 S:
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Preuve. Comme P (x) 2 Z [x] et P (�) = 0; alors � est un entier algébrique
et il existe P1 2 Z [x] tel que P = M�P1: De plus P1 est unitaire, car les
polynômes P et M� le sont, et admet toutes ses racines à l�intérieur du
disque unité. Par suite le produit des racines de P1 est nul car il est de
module strictement inférieur à 1; d�où P1 (x) � xs:
Pour montrer l�assertion qui suit, rapellons un corollaire du théorème de

Rouché, vrai pour des fonctions analytiques au lieu des polynômes.

Lemme 1.3.1 Si f et g sont deux polynômes tels que jf (z)j > jg (z)j
sur le cercle jzj = �; où � > 0; alors le polynôme f + g admet le même
nombre de racines que f dans le disque ouvert jzj < �:

Proposition 1.3.2 Soit P un polynôme à coe¢ cients entiers rationnels, tel
que P (x) = zn + an�1zn�1 + � � �+ a0; a0 6= 0; et

jan�1j > 1 + jan�2j + � � �+ ja1j+ ja0j :

Alors P posséde une unique racine � dans jzj > 1 et ses autres racines dans
jzj < 1: Ainsi � � est un nombre de Pisot.

Preuve. On a les relations suivantes, pour jzj = 1;

jzn + � � �+ a1z + a0j � 1 + jan�2j+ � � �+ ja0j <
��an�1zn�1�� = jan�1j : (1-9)

D�après le lemme ci-haut, le polynôme P possède dans jzj < 1; le même
nombre de zéro que an�1zn�1; soit n � 1: Comme P n�a pas de racines sur
jzj = 1; à cause de l�inégalité stricte dans (1� 9); il admet donc une seule
racine � dans jzj > 1 et qui est un réel, car sinon par conjugaison complexe
on obtient deux racines. Comme a0 6= 0; de la proposition 1:3:1; on déduit
que � ou bien �� est un nombre de Pisot.

Cette proposition appliqué par exemple au polynôme P (x) = xn�3xn�1+
1; où n � 2; montre que P est le polynôme minimal d�un réel � tel que ��
est un nombre de Pisot. De plus, comme P (1) = �1 < 0 et 0 < P (3) = 1; �
est un nombre de Pisot de degré n. On déduit alors le résultat suivant :

Corollaire 1.3.1 Pour tout d 2 N�; il existe un nombre de Pisot de
degré d:
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Preuve. Si � 2 N��f1g alors � est un nombre de Pisot de degré d = 1:
Pour d � 2; et d�après le calcul ci-dessus il existe toujours un nombre de
Pisot de degré d:
Une autre classe remarquable d�entiers algébriques, notée T; et qui a des

liens avec l�ensemble S; est la classe des nombres de Salem.

Dé�nition 1.3.3 Un nombre de Salem est un entier algébrique réel plus
grand que 1, dont les autres conjugués sont de module inférieur ou égal à 1,
avec au moins un conjugué de module 1.

Soit M� le polynôme minimal d�un nombre de Salem � de degré n;
et soit M�

� (x) = x
nM� (1=x) le polynôme réciproque de M� . Si � est une

racine de module 1 de P; alors � = 1=� est également racine des deux
polynômes M� et M�

� : Par suite, M� et M�
� ont une racine commune

et comme M� est unitaire et irréductible, alors M� = �M
�
� ; M� (0) = � et

1 = � M� (0) ; d0où �2 = 1: Si � = �1; alors �1 est racine de M� ;
d�où la contradiction puisque M� est irréductible. Par conséquent, � = 1 et
M� = M

�
� . De plus le degré de M� est un entier pair au moins égal à 4. On

résume cela dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.3 Le polynôme minimal d�un nombre de Salem � est ré-
ciproque et est de degré � 4. De plus, � posséde un seul conjugué de module
inférieur à 1; qui est son inverse, et ses autres conjugués sont tous de module
1:

Preuve. La première partie de la proposition résulte du calcul précédent. Si
� est racine de M� alors 1=� est aussi racine de M� ; car elle est réciproque.
Ainsi 1=� est le seul conjugué de � ayant un module < 1; puisque � n�admet
pas d�autres conjugués, autre que lui même de module > 1:

Contrairement à l�ensemble des nombres de Pisot, qui satisfait minS =
1:3247::: [30]; on ne sait pas s�il y a un plus petit nombre de Salem. Plus
précisément on ne sait pas, si l�égalité inf T = 1 a lieu ou non. Ce dernier
problème avait été posé, en 1933, par D. H. Lehmer [18]. Le polynôme mini-
mal du plus petit nombre de Salem connu est : X10 +X9 �X7 �X6 �
X5 �X4 �X3 +X + 1; ce nombre vaut approximativement 1; 1762::: [6].
La plupart des exemples de nombres de Salem sont fournis par la célèbre
construction de Salem, qui dit que tout nombre de Pisot est limite d�une
suite de nombres de Salem [26] :
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Théorème 1.3.1 Soit � un nombre de Pisot de degré s � 3 et de polynôme
minimal P: Soit Q"n le polynôme dé�ni par la relation

Q"n (z) = z
nP (z) + "P � (z) ;

où " = �1 et P �(z) = zsP (1=z) est le polynôme réciproque de P: Alors, il
existe un entier n0; tel que pour n � n0; l�équation Q"n (z) = 0 a pour racine
un nombre de Salem � "n: De plus on a lim

n�!+1
� "n = � et les �

"
n tendent vers �

à droite ou à gauche selon la valeur de ":

Preuve. Le nombre de Pisot � est une racine du polynôme irréductible
P de degré s: Puisque � n�est pas une unité quadratique, c.-à-d. n�est
pas racine d�un polynôme unitaire réciproque du second degré ayant � et 1=�
pour racines, les polynômes P et P � sont premiers entre eux. En d�autres
termes les polynômes P et P � n�ont pas de racines communes. Pour tout
entier positif n, considérons le polynôme

Q+n (z) = z
nP (z) + P � (z) :

Le polynôme Q+n est unitaire, à coe¢ cients entiers. Ses racines sont donc
des entiers algébriques. Nous allons montrer que pour n � n0; Q�n a pour
racine un nombre de Salem. Ecrivons :

p (z)

p� (z)
=
z � �
1� �z

s�1Q
i=1

z � �i
1� �iz

;

où les �i sont les conjugués de �; de module < 1; et s est le degré de P: Soit

� > 0; su¢ samment petit pour que P � soit sans racine dans la couronne 1 �
jzj � 1 + �: Alors on a pour jzj = 1 + �;

jz � �ij2 =
��z2��+ j�ij2 � �iz � �iz; (1-10)

et
j1� �izj2 = 1 + j�ij2 jzj2 � �iz � �iz: (1-11)

De (1� 10) et (1� 11) on obtient jz � �ij > j1� �izj et
s�1Q
i=1

jz � �ij >
s�1Q
i=1

j1� �izj : Ainsi ����s�1Q
i=1

z � �i
1� ��iz

���� > 1:
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Si on pose z = (1 + �) expi', alors on a

���� z � �1� �z

����2 = ���� (1 + �) expi'��1� � (1 + �) expi'

����2

=
(1 + n)2 � � (1 + �) expi'�� (1 + n) exp�i'+�2

1� � (1 + �) exp�i'�� (1 + n) expi'+�2 (1 + n)2

=
�2 + (1 + n)2 � � (1 + n) (expi'+exp�i')
1� � (1 + �) (expi'+expi') + �2 (1 + n)2

=
�2 (1 + n)2 � 2� (1 + n) cos'

1 + �2 (1 + n)2 � 2� (1 + n) cos'
= f (') :

Comme f 0 (') =
2�(1+�) sin'[1+�2(1+�)2�(1+�)2��2]

D2 ; s�annule pour ' = 0 et
' = � et reste positive sur l�intervalle ]0; �[ ; l�application f admet un
minimum en ' = 0: D�où

�� z��
1��z

�� > ��(1+�)
�(1+�)�1 > 1� � �+1

��1 ; car 1�
��(1+�)
�(1+�)�1 =

�(�+1)
�(1+�)�1 < �(�+1)

��1 : Choisissons maintenant � assez petit de façon à avoir

1� � [(� + 1�) = (� � 1)] > 0: On a donc pour jzj = 1 + � :����zn p (z)p� (z)

���� > (1 + �)n
�
1� � � + 1

� � 1

�
> (1 + n�)

�
1� � � + 1

� � 1

�
= 1 + �

�
n� � + 1

� � 1 � n�
� + 1

� � 1

�
> 1

lorsque 2 �+1
��1 < � < ��1

2(�+1)
: Par suite d�après le théorème de Rouché, le

polynôme Q+n possède dans jzj < 1 + �; autant de zéros que znp; soit
n + s � 1: Comme � est arbitrairement petit, cela prouve que Q+n possède
une seule racine, disons �+n ; de module supérieur à 1; donc nécessairement
réel. De plus Q+n est réciproque car

Q� (z) = zn+sQ

�
1

z

�
= zn+s

�
1

zn
p

�
1

z

�
+
1

zs
p (z)

�
= zsp

�
1

z

�
+ znp (z) = znp (z) + p� (z) :
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Il s�ensuit que 1=�+n est le seul zéro de Q+n de module plus petit que 1; et
les autres zéros de Q+n sont donc de module 1; on a donc Q

�
n = KnTn; avec

Kn ne possèdant que des racines de l�unité et Tn irréductible, possèdant la
racine �+n : Maintenant, montrons que lim

n7�!+1
�+n = �:Tout d�abord, on a

Q+n (�) = P
� (�) 6= 0; car P et P � sont premiers entre eux et P 0 (�) > 0:

Donc il existe � > 0 et � > 0 tels que P 0 (x) � � pour 1 < ��� � x � �+�:
Soit � véri�ant j�j < �; alors P (� + �) = �P 0 (") pour � < " < � + �; ou
bien pour �+ � < " < �: Or, P (� + �) est du signe de �: Par suite, pour n
assez grand, Q+n (� + �) = (� + �)

n P (� + �) + P � (� + �) est du signe de �:
Choisissons alors � tel que �p� (�) < 0: Les quantités Q+n (�) et Q

+
n (� + �)

sont alors de signes opposés ; d�où �+n 2 [�; � + �] si P � (�) > 0: On voit
ainsi que les �+n tendent vers � à droite si P (�) < 0; et à gauche si P � (�) > 0:
Cela prouve que, pour n � n0; les � �n sont des nombres de Salem, car sinon,
on aurait une in�nité d�entiers quadratiques, tous di¤érents, tendant vers �
et par suite, leurs polynômes minimaux auraient leurs coe¢ cients bornés,
ce qui est impossible. En considérant Q�n = znP � P �; on peut construire
de la même façon une suite de nombres de Salem tendant vers � de l�autre
côté:

Remarque 1.3.1 En fait la preuve ci-dessus fonctionne lorsque le degré du
nombre de Pisot � est � 2 sauf lorsque P (z) = z2 � rz + 1: Dans ce dernier
cas il su¢ t de considérer le polynôme Q�n (z) = (z

2n+1)(z2� rz+1)� zn+1;
pour obtenir, par une méthode identique, que � est limite à gauche et à droite
d�une suite de nombres de Salem. On déduit alors immédiatement le corollaire
suivant.

Corollaire 1.3.2 Tout nombre de Pisot est limite d�une suite de nombres de
Salem, et donc il existe des nombres de salem de degré arbitrairement grand.
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Chapitre 2

Sur le béta-développement

Dans ce chapitre on fait une étude plus approfondie du béta-développement.
Dans le premier paragraphe, on rappelle des popriétés des suites associées au
béta-développement d�un réel, et on montre, en particulier, des conditions
nécessaires et su¢ santes pour qu�une suite d�entiers rationnels représente le
béta-développement d�un réel positif. Ensuite, on cite, dans le second para-
graphe, quelques résultats élémentaires en rapport avec les développements
périodiques ou �nis. Ces représentations étaient considérés par W. Parry
dans son article [22] et ensuite par C. Frougny et B. Solomyak [13,14,31]
(voir aussi d�autres références dans [35]). En�n, dans le dernier paragraphe
on prouve quelques propriétés des nombres de Parry, et qui constituent un
outil fondamental dans cette théorie. Ces nombres ont été dé�nis et étudiés
par W. Parry [22].

2.1 Quelques propriétés du béta-développement

En conservant la même notation comme dans le premier chapitre, on
suppose toujours � un réel plus grand que 1: On a deja vu dans le premier
chapitre que pour tout réel positif �; on peut associer une suite d�entiers
rationnels non-négatifs, le théorème qui suit donne une certaine réponse au
problème inverse.

Théorème 2.1.1 Soit (b0; b1; :::) une suite d�éléments de N; où b0 � 1: Alors
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2.1. QUELQUES PROPRIÉTÉS DU BÉTA-DÉVELOPPEMENT

il existe � 2 [1; �[; satisfaisant

�

�z}|{
� b0 +

b1
�
+ � � �;

si et seulement si on a pour tout n � 0; on a

bn
�
+
bn+1
�2

+ � � � < 1:

Preuve. Supposons qu�il existe � 2 [1; �[; tel que �
�z}|{
� b0 +

b1
�
+ � � �: Pour

n = 0, on a b0
�
+ b1

�2
+ � � � = �

�
< 1; car � < �: Pour n � 1; et d�après la

proposition 1:2:1, on a bn
�
+ bn+1

�2
+ � � � = rn�1(�) < 1; 8n 2 N�: Inversement,

supposons que 8n � 0; bn
�
+ bn+1

�2
+ � � � < 1: Posons � = b0 + b1

�
+ � � �: Alors,

0 � �=� < 1 ) 0 � � < �; et comme � � b0 � 1; on a 1 � � < �: Pour
n = 1, l�inégalité b1

�
+ b2
�2
+��� < 1; donne "0(�) = [�] =

h
b0 +

b1
�
+ � � �

i
= b0; et

r0(�) =
b1
�
+ b2

�2
+ :::. Supposons que rn(�) =

bn+1
�
+ bn+2

�2
+ � � �; et "n(�) = bn;

pour un certain n 2 N: Alors �rn(�) = bn+1 +
bn+2
�
+ bn+3

�2
+ � � �; et donc

"n+1(�) = bn+1; car
bn+2
�
+ bn+3

�2
+ � � � < 1; et rn+1(�) = bn+2

�
+ bn+3

�2
+ � � �; d�où

�

�z}|{
� b0 +

b1
�
+ � � �:

Dé�nition 2.1.1 Une suite (b0; b1; :::) satisfaisant les conditions du théo-
rème 2:1:1 est dite ��admissible.

Corollaire 2.1.1 Si une suite d�éléments de N est ��admissible, alors elle
est �0�admissible, 8�0 � �:

Preuve. Supposons que la suite d�éléments deN; (b0; b1; :::) soit ��admissible,
c�est-à-dire que b0 � 1 et 8n � 0; bn� +

bn+1
�2
+ � � � < 1: Comme �0 � �, on a

bi
(�0)i�n+1 �

bi
�i�n+1

pour tout entier rationnel i � n, et donc bn
�0 +

bn+1
�02 + � � � �

bn
�
+ bn+1

�2
+ � � � < 1: Du théorème 2:1:1, on déduit alors que (b0; b1; :::) est

aussi �0�admissible.
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CHAPITRE 2. SUR LE BÉTA-DÉVELOPPEMENT

Corollaire 2.1.2 Supposons que soit � un entier rationnel. Alors la suite
(b0; b1; :::) d�éléments de N; est ��admissible, si et seulement si b0 � 1;
bn 2 f0; 1; :::; � � 1g pour tout n 2 N; et 8N 2 N; 9n � N , tel que bn 6= ��1:

Preuve. Supposons que la suite (b0; b1; :::) soit ��admissible. S�il existe n �
0 tel que bn � �, alors

bn
�
+
bn+1
�2

+ � � � � 1 + bn+1
�2

+ � � � � 1

et cela contredit l�hypothèse. D�autre part si 9N 2 N, tel que 8n � N ,
bn = � � 1; alors

bN
�
+
bN+1
�2

+ � � � = � � 1
�

+
� � 1
�2

+ � � � = 1

et cela conduit aussi à une contradiction. Ainsi 8n � 0, on a bn 2 f0; 1; :::; � � 1g ;
et 8N; 9n � N , tel que bn 6= � � 1: Inversement, supposons que 8n � 0; on
a bn 2 f0; 1; :::; � � 1g ; et 8N; 9n � N , avec bn 6= � � 1; c�est-à-dire que la
suite (b0; b1; :::) contient une in�nité de termes de l�ensemble f0; 1; :::; � � 2g :
Alors

bn
�
+
bn+1
�2

+ � � � < � � 1
�

+
� � 1
�2

+ � � � = 1; 8n � 0;

et d�après le théorème 2:1:1, la suite (b0; b1; :::) est ��admissible, puisque par
hypothèse b0 � 1:

2.2 Béta-développement �ni ou périodique

Rappelons qu�une suite (xn)n�0 de nombres réels est dite périodique, s�il
existe deux entiers N 2 N, et p 2 N�; tels que xn+p = xn 8n � N: Le plus
petit entier p, satisfaisant la dernière égalité s�appelle période de la suite.
Dans le cas où N = 0, on dit que la suite (xn)n�0 est purement périodique.

Proposition 2.2.1 Soient � 2 [1; �[; �
�z}|{
� "0 + "1�

�1 + � � �; et rn(�) = rn;
alors la suite ("n)n�0 est périodique si et seulement si (rn)n�0 l�est.
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2.2. BÉTA-DÉVELOPPEMENT FINI OU PÉRIODIQUE

Preuve. Supposons qu�il existe deux entiers N � 0; et p � 1; tels que
rn+p = rn;8n � N: Alors

"n+p+1 = [�rn+p] = [�rn] = "n:

Donc "n+p = "n; 8n � N + 1, ce qui signi�e que ("n)n�0 est périodique
de période inférieure ou égal à p. Inversement, supposons qu�il existe deux
entiers N � 0; et p � 1; tels que "n+p = "n;8n � N . Alors de la proposition
1:2:1 on voit que

rn�1 =
"n
�
+
"n+1
�2

+ � � � = "n+p
�

+
"n+1+p
�2

+ � � � = rn�1+p:

Donc rn = rn+p, 8n � N � 1: Ce qui signi�e que la suite (rn)n�0 est
périodique de période inférieure ou égale à p: Il s�ensuit que si l�une des deux
suites ("n)n�0, et (rn)n�0 est périodique alors l�autre l�est aussi, et elles sont
de même période.

Dé�nition 2.2.1 Soit � 2 [1; �[; �
�z}|{
� "0 + "1�

�1 + � � �: Alors on dit que
le béta-développement de � est �ni si la suite ("n)n�0 se termine seulement
par des zéros, c�est-à-dire, s�il existe un entier N tel que 8n � N; "n = 0:
Dans ce cas on note � � ("p; :::; "N)�: L�ensemble des réels qui ont un béta-
développement �ni est noté Fin(�):

Dé�nition 2.2.2 Soit � 2 [1; �[; �
�z}|{
� "0 + "1�

�1 + � � �: Alors on dit que
le béta-développement de � est périodique si ("n)n�0 est périodique. On note
Per (�)l�ensemble des réels qui ont un béta-développement périodique.

Proposition 2.2.2 Avec la notation ci-dessus, les propositions suivantes
sont vraies :

1: F in(�) � Per(�):
2: f0; 1; � � �; [�]g [

�
�k; k 2 Z

	
� Fin(�):

3: P er(�) � Q(�):
Preuve. 1. Si � 2 Fin(�); alors ("n)n�0 se termine par des zéros, et donc
("n)n�0 est périodique de période 1, avec 0 comme partie périodique.
2. La preuve est immédiate par dé�nition de Fin(�):
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CHAPITRE 2. SUR LE BÉTA-DÉVELOPPEMENT

3. Soit � 2 Per(�): Alors il existe deux entiers N 2 N; et k � 1 tels que
8n � N; "n+k = "n: Alors

� = "p�
p+"p�1�

p�1+���+"1�+"0+
"1
�
+
"2

�2
+��� "n�1

�n�1
+(
"n
�n
+���+ "n+k�1

�n+k�1
)(

�k

�k � 1
)

et peut s�écrire � = P (�)
T (�)

; où P (x); T (x) 2 Z(x), et T (�) 6= 0; donc � 2 Q(�):

Proposition 2.2.3 Soient � 2 [1; �[; et (rn)n�0 = (rn(�))n�0: S�il existent
m 6= n, tels que rn = rm; alors (rn)n�0 est périodique.

Preuve. Supposons par exemple que m > n � 0, et rn = rm: Posons m =
n + p: Alors p � 1; et rn+p = rn: Supposons que rt+p = rt pour un certain
t � n; alors rn+1+p = [�rn+p] = [�rn] = rn+1; et par récurrence on obtient le
résultat.

2.3 Sur les nombres de Parry

Les nombres de Parry, appelés aussi les nombres-béta, ont été dé�nis et
étudiés par W. Parry [22]. Plusieurs problèmes en liaison avec ces nombres
restent ouvert. Par exemple on ne sait pas si tous les nombres de Salem sont
des nombres de Parry [31]. On note P L�ensemble des nombres de Parry.

Dé�nition 2.3.1 Soit � un réel, avec � > 1:On dit que � est un nombre de
Parry, si f�g 2 Per(�): En particulier, si f�g 2 Fin(�), le nombre � est
dit un nombre de Parry simple.

Exemple 2.3.1 1: Soit � = 1+
p
5

2
: Il est clair que [�] = 1; et f�g = � � 1;

et par l�exemple 1:2:3, on déduit que le béta-développement de f�g est donné

par : f�g
�z}|{
� 1

�
+ 0

�2
+ � � �. Ainsi f�g 2 Fin(�) et � est un nombre de Parry

simple.
2: Si � 2 N; f�g = 0 et par convention il admet un béta-développement

�ni. Donc � est un nombre de Parry simple.
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3: Soit � = 3+
p
5

2
. Il est clair que [�] = 2; et f�g = ��2; et de l�exemple 5-

b, on voit que le béta-développement de f�g est donné par : f�g
�z}|{
� 1

�
+ 1
�2
+���:

Ainsi f�g 2 Per(�) et � est un nombre de Parry (qui n�est pas simple).

La majeure partie des résultats qui suivent sur les nombres de Parry sont
dus à W. Parry [22].

Proposition 2.3.1 Un nombre de Parry, est un entier algébrique.

Preuve. Supposons d�abord que � soit un nombre de Parry simple, c�est -à
-dire, que f�g 2 Fin(�) avec

f�g
�z}|{
� "1

�
+
"2
�2
+ � � �+ "n�1

�n�1
:

Posons "0 = [�] : Alors, � � "0 = f�g = "1
�
+ � � � + "n�1

�n�1
; et �n � "0�n�1 �

"1�
n�2� � � � � "n�1 = 0: Donc � est un entier algébrique, puisqu�il est racine

du polynôme unitaire à coe¢ cients entiers rationnels

xn � "0xn�1 � � � � � "n�1: (2-1)

Supposons maintenant f�g 2 Per(�): Posons "0 = [�] et

f�g
�z}|{
� "1

�
+ � � �+ "n�1

�n�1
+(
"n
�n
+ � � �+ "n+p�1

�n+p�1
)+(

"n
�n+p

+ � � �+ "n+p�1

�n+2p�1
)+ � � �;

où p est la période de la suite "n(�) = "n: Alors

� � "0 =
"1
�
+ � � �+ "n�1

�n�1
+ (

"n
�n
+ � � �+ "n+p�1

�n+p�1
)(

�p

�p � 1);

et

� � "0�
n�1 + � � �+ "n�1

�n�1
= ("n�

p�1 + � � �+ "n+p�1)
1

�n�1(�p � 1)
:

En Multipliant les deux termes de l�équation précédente par �n�1; on obtient

�n � ("0�n�1 + � � �+ "n�1) = (
1

�p � 1)("n�
p�1 + � � �+ "n+p�1);
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et donc

�n+p � ("0�n+p�1 + � � �+ "n+p�1) = �n � ("0�n�1 + � � �+ "n�1):

Ainsi � est zéro du polynôme unitaire à coe¢ cients entiers rationnels et de
degré n+ p :

xn+p � ("0xn+p�1 + � � �+ "n+p�1)� (xn � "0xn�1 � � � � � "n�1): (2-2)

ce qui signi�e que � est un entier algébrique.

Remarque 2.3.1 Avec la notation de la preuve ci-dessus, il est clair que si
� est un nombre de Parry simple, alors la période et le nombre de termes
non-périodiques de suite ("k)k�0 sont respectivement n et p = 1. Il en ressort
de (2-2) que � est racine du polynôme xn+1 � ("0xn + � � � + "n�1x + "n) �
(xn�"0xn�1�� � ��"n�1) = (x�1)(xn�"0xn�1�� � ��"n�1); puisque "n = 0;
d�où � est racine du polynôme dé�ni par (2-1), et la dé�nition qui suit.

Dé�nition 2.3.2 Avec la notation de la remarque ci-dessus, le polynôme
dé�ni par la relation (2-2), est dit polynôme caractéristique du nombre de
Parry �:

Proposition 2.3.2 Les conjugués du nombre de Parry �; autres que �; sont
de module < 2:

Preuve. Soit � un nombre de Parry et soit

f(x) = xn+k � ("0xn+k�1 + � � �+ "0xn+k�1)� (xn � "0xn�1 � � � � � "n�1);

son polynôme caracteristique, où n � 1 est le nombre des termes non pério-
dique de la suite ("n)n�0 et k � 1 est la période de cette suite. Il est clair que
les conjugués de � sont parmi les racines de f; puisque le polynôme minimal
de � divise f dans Z[x].On considère deux cas pour prouver que les modules
des racines de f (à l�exeption de �) sont de module inferieur à 2: Supposons
d�abord n = 1: Dans ce cas on a :

f(x) = xk+1 � ("0xk + "1xk�1 + � � �+ "k)� x+ "0:
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A partir des relations "0 = � � r0; "t = [�rt�1] = �rt�1 � rt; et "mk+t = "t
pour tout m � 0 et 1 � t � k; nous pouvons réécrire le polynôme f(x) sous
la forme

f(x) = xk+1 � (� � r0)xk � � � � � (�rk�1 � rk)� x+ (� � r0):

Soit � un conjugué de �: Si j�j � 1 alors j�j < 2: Supposons alors � 6= � et
j�j > 1: Donc

0 = f(�) = �k+1 � (� � r0)�k � � � � � (�rk�1 � rk)� �+ (� � r0)
= �P (�) + rk � �P (�)� (�� �)� r0;

où P (�) = �k + r0�
k�1 + r1�

k�2 + � � �+ rk�1; et

(�� �)P (�)� (�� �) + rk � r0 = 0:

Par ailleurs, de la proposition 1:2:1, on a

rk =
"k+1
�

+
"k+2

�2
+ � � � = "1

�
+
"2

�2
+ � � � = r0:

Il resulte que :
0 = (�� �)(P (�)� 1);

�k + r0�
k�1 + r1�

k�2 + � � �+ rk�1 � 1 = P (�)� 1 = 0

et
0 = jP (�)� 1j �

���k��� r0 ���k�1��� � � � � rk�1 � 1:
Donc

0 > j�jk � j�jk�1 � � � � � j�j � 2;

et comme 0 � ri < 1; alors

1 > j�jk � (1 + j�j+ � � �+ j�jk�1) = j�jk � j�j
k � 1

j�j � 1

et
j�� 1j > j�jk+1 � 2 j�jk + 1:

La dernière inégalité donne j�j � 2 > j�jk (j�j � 2); 0 > (j�jk � 1)(j�j � 2)
et j�j < 2: Supposons maintenant n � 2: Dans ce cas on a "0 = � � r0;
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"t = �rt�1 � rt pour 1 � t � n + k � 1 et "n+mk+l = "n+1: pour m � 0 et
0 � l � k � 1: Alors, le polynôme f peut aussi s�écrire :

xn+k� (��r0)xn+k�1�� � �� (�rn+k�2�rn+k�1)� (xn�� � �� (�rn�2�rn�1)):

Soit � 6= � un conjugué de � de module > 1, car si j�j � 1 alors j�j < 2:
Donc, � est racine de f et

0 = �n+k � � � � � �rn+k�2 � rn+k�1)� (�n � � � � � (�rn�2 � rn�1)):

On peut réecrire la dernière égalité sous la forme suivante :

0 = �(�n+k�1 + r0�
n+k�2 + � � �+ rn+k�2)� rn+k�1 � �(�n+k�1 + r0�n+k�2 +

� � �+ rn+k�2)� (�(�n�1 + r0�n�2 + � � �+ rn�2) + rn�1
��(�n�1 + r0�n�2 + � � �+ rn�2)):

En utilisant la relation rn+k�1 = rn�1; on obtient

0 = (�� �)(�n+k�1 + r0�n+k�2 + � � �+ rn�1�k�1 + rn�k�2 + � � �+ rn+k�2)
�(�� �)(�n�1 + r0�n�2 + r1�n�3 + � � �+ rn�2)

et donc

�n+k�1 + r0�
n+k�2 + � � �+ rn+k�2 = �n�1 + r0�n�2 + r1�n�3 + � � �+ rn�2):

Il s�ensuit que � satisfait la relation

�n+k�1 + �0�
n+k�2 + � � �+ �n�1�k�1 + �n�k�2 + � � �+ �n+k�2 = 0

où les �i sont des nombres réels de modules < 1: De la dernière égalité, on
déduit que

0 �
���n+k�1��� j�0j ���n+k�2��� � � � � j�n+k�2j ;

et

0 �
���n+k�2��� � � � � j�j � 1 = j�jn+k�1 (j�j � 2) + 1

j�j � 1 ;

puisque j�ij � 1 ; ainsi

j�jn+k�1 (j�j � 2) + 1 � 0

et donc j�j � 2:
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2.3. SUR LES NOMBRES DE PARRY

Proposition 2.3.3 Les conjugués du nombre de Parry � sont de module au
plus égal à �:

Preuve. Soient � un nombre de Parry et � un conjugué de �. Supposons
j�j > �. Donc j�j > 1: Soit

f(x) = xn+k � ("0xn+k�1 + � � �+ "n+k�1)� (xn � ("0xn�1 + � � �+ "n�1))

le polynôme caractéristique de �, où k � 1et n � 1 sont dé�nis précédem-
ment. Comme les conjugués de � sont parmi les racines de f , on a

�n+k � ("0�n+k�1 + � � �+ "n+k�1)� (�n � ("0�n�1 + � � �+ "n�1)) = 0;

�k(�n � ("0�n�1 + � � �+ "n�1))� (�n � ("0�n�1 + � � �+ "n�1))
= "n�

k�1 + "n+1�
k�2 � � �+"n+k�1;

et

(�k � 1)(�n � ("0�n�1 + � � �+ "n�1)) =
�k

�
("n +

"n+1
�

+ � � �+ "n+k�1
�k�1

):

La dernière equation peut aussi s�ecrire

�n � ("0�n�1 + � � �+ "n�1)
�n�1

=
�k

�n(�k � 1)("n +
"n+1
�

+ � � �+ "n+k�1
�k�1

)

et donc

�� ("0 +
"1
�
+ � � �+ "n�1

�n�1
) = (

"n
�n
+
"n+1
�n+1

+ � � �+ "n+k�1
�n+k�1

)
X
i�0

1

�ki
:

Il s�ensuit que

� = ("0 +
"1
�
+ � � �+ "n�1

�n�1
) + (

"n
�n
+
"n+1
�n+1

+ � � �+ "n+k�1
�n+k�1

)

+(
"n
�n+k

+
"n+1
�n+k+1

+ � � �+ "n+k�1
�n+2k�1

) +
"n
�n+2k

+ � � �

et
j�j � "0 +

"1
j�j + � � � � "0 +

"1
�
+ � � �
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CHAPITRE 2. SUR LE BÉTA-DÉVELOPPEMENT

La dernière inégalité donne une contradiction, puisque

� = ("0+
"1
�
+ � � �+ "n�1

�n�1
)+(

"n
�n
+ � � �+ "n+k�1

�n+k�1
)+(

"n

�n+k
+ � � �+ "n+k�1

�n+2k�1
)+ � � �

et � > �:

On clos ce chapitre par montrer un corollaire d�un résultat plus général
qu�on verra dans la chapitre 3 dû à K. Scmidt [28].

Proposition 2.3.4 Un nombre de Pisot est un nombre de Parry.

Preuve. Soient � un nombre de Pisot de degré d et

�
�
= "0 +

"1
�
+
"2

�2
+ � � �+ "n

�n
+ � � �

son béta-développement: Soient � = �1; �2; :::; �d les conjugués de � et soit
�1; �2; :::; �d les di¤érents plongements de Q(�) dans C; transformant � en
�1; �2; :::; �d, respectivement. De la proposition 1.2.1, on déduit que pour
tout n � 0; on a

rn(�) = rn = �
n+1 � (�n"0 + �n�1"1 + � � �+ �"n�1 + "n):

Fixons maintenant l�entier n. Il est claire que rn est un entier algébrique
appartenant au corps Q(�); puisqu�il est exprimé comme un polynôme en �
à coe¢ cients entiers rationels. Notons que les conjugués de rn sont parmi les
nombres �1(rn) = rn; :::; �d(rn), où

�i(rn) = �
n+1
i � ("0�ni + "1�n�1i + � � �+ "n�1�i + "n):

D�autre part, on a pour i � 2;

j(�i(rn)j �
���n+1i

��+ �(j�ni j+ ���n�1i

��+ � � �+ j�ij+ 1) < �

1� j�ij
;

car j�ij < 1: De plus comme 0 � rn < 1; il en résulte que tous les conjugués
de rn sont des modules inférieurs à une constante dépendant seulement de �
(on peut choisir une telle constante égale à max

2�i�d
�

1�j�ij
): Maintenant comme

les coe¢ cients du polynôme minimal de rn sont les fonctions élémentaires
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symétriques des conjugués de rn; on conclut que ces coe¢ cients sont bornés
et prennent seulement un nombre �ni de valeurs, puisqu�ils sont des entiers
rationnels. Ainsi, l�ensemble frn : n � 0g est �ni, et donc � est un nombre
de Parry, d�après la proposition 2.2.3.

Il y a d�autres résultats aussi importants que ceux prouvés ci-dessus, mais
vu le temps limité pour accomplir ce mémoire on n�a pas pu les joindre dans
ce travail. A titre d�information, citons quelques uns : Les nombres de Parry
simples sont denses dans l�intervalle [1;1[ [22]; les conjugués d�un nombre de
Parry sont de module au plus égal à la constante optimale (1+

p
5)=2 [31]... ;

toutefois beaucoup de problèmes restent ouverts sur les nombres de Parry.
Par exemple on ne sait si tous les nombres de Salem sont des nombres de
Parry, et aussi il n�y a aucune caractérisation connue des nombres de Parry
en termes de leurs conjugués.
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Chapitre 3

Béta-développement en base de
Salem

Pour dé�nir les nombres de Parry, on s�est interessé au béta-développement
de la partie fractionnaire f�g de la base � > 1: En fait, le béta-développement
de f�g joue un role fondamental dans la détermination de l�admissibilité
d�une suite d�entiers rationnels, comme l�avait prouvé W. Parry [22]. Dans
le premier paragraphe de ce chapitre on montre certains résultats en lien
avec de telles notions. Le second paragraphe est essentiellement consacré à
des théorèmes de K. Schmidt [28], et qui avait, en particulier, montré que si
Per(�) = Q(�); alors � est un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem.
Comme on l�a deja signalé, dans le deuxième chapitre, si � 2 S alors � 2 P.
En fait, un autre résultat de K. Schmidt [28], dit que si � 2 S alors Per(�) =
Q(�): De plus K. Schmidt a conjecturé que la dernière implication reste vraie
si � est un nombre de Salem. Il est bien évident que si cette conjecture est
vraie alors T � P:
D. W. Boyd [5], a véri�é cette dernière implication pour la cas quartique,

et c�est l�objet du dernier paragraphe de ce chapitre.

3.1 Nombres de Parry et suites admissibles

Dé�nition 3.1.1 Soient (an)n�p et (bn)n�q deux suites d�éléments de N: On
dit que (an)n�p est lexicographiquement inférieure à (bn)n�q, s�il existe un
entier k � 0 tel que ap = bq; ap+1 = bq+1; ap+k�1 = bq+k�1; et ap+k < bq+k:
Dans ce cas on écrit (an)n�p <L (bn)n�q. On dit aussi que (an)n�p =L (bn)n�q
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(resp., (an)n�p � (bn)n�q) si an+p = bn+q; 8n � 0 (resp., si (an)n�p <L
(bn)n�q ou bien (an)n�p =L (bn)n�q):

Exemple 3.1.1 1:(123999 � ��) <L (124000 � ��); car 1 = 1; 2 = 2; 3 < 4
2:(0999 � ��) <L (1000 � ��); car 0 < 1
3:(6752987 � ��) <L (6753987 � ��); car 6 = 6 ; 7 = 7; 5 = 5; 2 < 3

Théorème 3.1.1 Soit � un réel, avec � > 1: Supposons

f�g
�z}|{
� ak

�k
+
ak+1

�k+1
+ � � �

où k � 1; et que � ne soit pas un nombre de Parry simple. Posons aussi
a0 = [�] ; et ai = 0; 8 � i � k � 1: Soit ("n)n�0 une suite d�éléments

de N, avec "0 � 1: Alors, il existe � 2 [1; �[; tel que �
�z}|{
� "1

�
+ "2

�2
+ � � �

, ("n; "n+1; � � �) <L (a0; a1; � � �);8n 2 N:

Preuve. Supposons qu�il existe un réel � 2 [1; �[; tel que �

�z}|{
� "0 +

"1
�
+

"2
�2
+ � � �: D�après le théorème 2:1:1, on a

"n
�
+
"n+1
�2

+
"n+2

�3
+ � � � < 1; (3-1)

8n 2 N: D�autre part, comme � � [�] = � � a0 = f�g = a1
�
+ a2

�2
+ � � �; on a

� = a0 +
a1
�
+ a2

�2
� �� et

a0
�
+
a1
�2
+
a2

�3
+ � � � = 1: (3-2)

De (3� 1) et (3� 2) on déduit que
"n
�
+
"n+1
�2

+
"n+2

�3
+ � � � < a0

�
+
a1
�2
+
a2

�3
+ � � � 8n 2 N; (3-3)

c�est-à-dire, que "n +
"n+1
�
+ "n+2

�2
+ � � � < a0 +

a1
�
+ a2

�2
+ � � �; et par suite

("n; "n+1; "n+2; � � �) 6=L (a0; a1; a2; � � �). Soit l le plus petit entier véri�ant
"n+1 6= al: Alors la relation (3� 3) donne

"n+l

�l
+
"n+l+1

�l+1
+ � � � < al

�l
+
al+1

�l+1
+ � � �: (3-4)
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En multipliant dans (3�4) les deux membres de l�inégalité par �l; on obtient

"n+l +
"n+l+1
�

+
"n+l+2
�2

+ � � � < al +
al+1
�
+
al+2
�2

+ � � �:

Comme

"n+l � "n+l +
"n+l+1
�

+
"n+l+2
�2

+ � � � < al +
al+1
�
+
al+2
�2

+ � � �

et
al+1
�
+
al+2
�2

+ � � � � (� � 1)(
1X 1

�i
i=1

) = 1;

on voit que "n+l < al+1 et donc "n+l � al; d�où "n+l < al; et ainsi ("n; "n+l; � �
�) <L (a0; a1; � � �);8n 2 N: Inversement, supposons que ("n"n+l � ��) <L (a0a1 �
��);8n 2 N: Montrons d�abord que si pour certains entiers n, r et m, on a

("n"n+l � � � "n+r) <L (amam+1 � � � am+r)

alors
"n +

"n+1
�

+ � � �+ "n+r
�r

� am +
am+1
�

+ � � �+ am+r
�r

: (3-5)

Pour cela, on utilise une récurrence sur r. Pour r = 0, ("n) <L (am) =)
"n < am. Supposons que l�implication soit véri�ée jusqu�à r� 1, où r � 1; et
montrons la pour l�ordre r: Comme ("n"n+l � � � "n+r) <L (amam+1 � � � am+r)
on a "n � am: Si "n = am; alors ("n+1 � � � "n+r) <L (am+1 � � � am+r); et par
l�hypothèse de récurrence, on a

"n+1 +
"n+2
�

+ � � �+ "n+r
�r�1

� am +
am+1
�

+ � � �+ am+r
�r�1

:

En divisant par � et on ajoutant "n = am; on obtient de la dernière inégalité
le résultat voulu. Sinon, on a "n < am; et donc "n+1 � am: Comme ("n+1"n+2�
� � "n+r) �L (a0a1 � � � ar�1); alors de l�hypothèse de récurrence on déduit que

"n+1 +
"n+2
�

+ � � �+ "n+r
�r�1

� a0 +
a1
�
+
a2
�2
+ � � �+ ar�1

�r�1

et par suite

"n+
"n+1
�
+���+"n+r

�r
� "n+

a0
�
+
a1
�2
+
a2

�3
+��� = "n+1 � am � am+

am+1
�
+���+am+r

�r
;
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d�où le résultat. De plus, supposons l�égalité a lieu dans la relation (3 � 5);
c�est-à-dire,

"n +
"n+1
�

+ � � �+ "n+r
�r

= am +
am+1
�

+ � � �+ am+r
�r

: (3-6)

Soit t � r le plus petit entier véri�ant "n+t < am+t () "n+t + 1 � am+t);
alors la relation (3� 6) s�écrit

"n+t +
"n+t+1
�

+ � � �+ "n+r
�r�t

= am+t +
am+t+1
�

+ � � �+ am+r
�r�t

:

Par hypothèse, on a ("n+t+1"n+t+2 � ��) <L (a0; a1; � � �) et donc "n+t+1
�

+ "n+t+2

�
2 +

� � � � a0
�
+ a1

�2
+ � � �: On en déduit que

am+t +
am+t+1
�

+ � � �+ am+r
�r�t

= "n+t +
"n+t+1
�

+ � � �+ "n+r
�r�t

� "n+t +
"n+t+1
�

+
"n+t+2

�2
+ � � �

� "n+t +
a0
�
+
a1
�2
+ � � � = "n+t + 1

� am+t +
am+t+1
�

+ � � �+ am+r
�r�t

:

Il s�ensuit que am+t+1 = am+t+2 = � � � = 0 et cela contredit le fait que � ne
soit pas simple. Ainsi l�inégalité dans la relation (3� 5) est stricte. Ainsi, on
a prouvé l�implication

("n"n+1���"n+r) <L (amam+1���am+r) =) "n+
"n+1
�
+���+"n+r

�r
< am+

am+1
�
+���+am+r

�r

(3-7)
8r � 0: En faisant tendre r !1, on obtient

("n; "n+1 � ��) <L (am; am+1; � � �) =) "n+
"n+1
�
+ � � � � am+

am+1
�

+ � � �; (3-8)

Supposons qu�on ait égalité dans le membre à droite de (3 � 8) et soit t le
plus petit entier véri�ant

"n+t < am+t:

Posons p = n + t et q = m + t: Alors "p + 1 � aq; et donc l�égalité "n +
"n+1
�
+ � � � = am + am+1

�
+ � � � est équivalente à dire que

"p +
"p+1
�

+ � � � = aq +
aq+1
�

+ � � �:

45



CHAPITRE 3. BÉTA-DÉVELOPPEMENT EN BASE DE SALEM

Par hypothèse, on a ("p+1"p+2 ���) <L (a0a1 ���), et par suite, "p+1� + "p+2
�2
+��� �

a0
�
+ a1

�2
+ � � �: On déduit alors

aq +
aq+1
�

+ � � � = "p +
"p+1
�

+
"p+2

�2
+ � � �

� "p +
a0
�
+
a1
�2
+ � � � = "p + 1 � aq � aq +

aq+1
�

+ � � �:

Il s�ensuit que aq+1 = aq+2 = � � � = 0; et cela contredit l�hypothèse que � ne
soit pas un nombre de Parry simple. Ainsi l�inégalité dans la relation (3� 8)
est stricte. En appliquant cette relation avec m = 0, et n 2 N, on obtient
immédiatement que

"n
�
+
"n+1
�2

+ � � � < a0
�
+
a1

�
2 + � � � = 1;

et du théorème 2:1:1 on déduit le résultat.

Du théorème 2:1:1, on déduit que si � n�est pas un nombre de Parry

simple, et si f�g
�z}|{
� ak

�k
+ ak+1

�k+1
+ � � �; alors la suite d�entiers rationnels non-

négatifs ("n)n�0 est admissible, si et seulement si

("p"p+1 � ��) <L ([�] 0 � � � 0akak+1 � ��); 8p � 0:

Par les mêmes outils on montre le théorème suivant, du également à W.
Parry [22], et qui montre l�admissibilité d�une suite dans le cas d�un nombre
de Parry simple, complétant ainsi le théorème 3.1.1.

Théorème 3.1.2 Soit � un nombre de Parry simple, avec

f�g
�z}|{
� ak

�k
+
ak+1

�k+1
+ � � �+ aq

�q
;

où ak 6= 0; aq 6= 0. Soit (bn)n�0 une suite d�élèments de N, purement pério-
dique de période q + 1, avec b0 = b�c ; bi = 0 pour tout i 2 f1; :::; k � 1g;
bi = ai lorsque i 2 fk; :::; q � 1g et bq = aq � 1: Alors la suite d�élèments de
N; ("n)n�0 est admissible si et seulement si

("p"p+1 � ��) <L (bn)n�0 = (b�c ; 0; � � �; 0; ak; � � �; aq�1; aq � 1); 8p � 0:
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3.2. BÉTA-DÉVELOPPEMENT EN BASE DE PISOT OU DE SALEM

Exemple 3.1.2 1. Soit � = 1+
p
5

2
: Alors � est un nombre de Parry simple,

avec f�g
�z}|{
� 1

�
+ 0
�2
+��� . Avec la notation du théorème 3:1:2, on a k = 1 = q;

b0 = 1; b1 = a1 � 1 = 0: Ainsi la suite ("n)n�0 est admissible si et seulement
si

("p"p+1 � ��) <L (10) = (101010 � ��); 8p � 0:
Par exemple, la suite (011000 � ��) n�est pas admissible, car la suite (1100 � ��)
n�est pas léxicographiquement inférieure à (101010���):Mais la suite (10101000�
��) est admissible.
2. On a déjà vu que si � 2 N; alors � est un nombre de Parry simple.

Avec la notation du théorème 3:1:2, on a b0 = � � 1; k = q = 0; la suite
("n)n�0 est admissible si et seulement si

("p"p+1 � ��) <L (� � 1) 8p � 0;

c�est-à-dire, qu�elle ne se termine pas seulement par des � � 1:Par exemple
la suite (� � 1� � 2) est admissible. Mais la suite (000� � 1) n�est pas ad-
missible.
3. Soit � = 3+

p
5

2
; � est un nombre de Parry, qui n�est pas simple, car

f�g
�z}|{
� 1

�
+ 1

�2
+ 1

�3
+ � � �. Alors en appliquant le théorème 3.1.1, on obtient

que la suite ("n)n�0 est admissible si et seulement si

("p"p+1 � ��) <L (2111 � ��); 8p � 0;

puisque b�c = 2: Par exemple (21110 � ��) est admissible, mais (21112 � ��) ne
l�est pas.

3.2 Béta-développement en base de Pisot ou
de Salem

On a deja vu dans le chapitre précédent, que pour tout base �, l�ensemble
Per(�) des nombres réels qui ont des béta-développements périodiques en
base � est contenu dans le corps Q(�): Le théorème suivant du à K. Scmidt
[28] aborde la question inverse.

Théorème 3.2.1 Avec la notation ci-dessus, si Q(�) � Per(�); alors � est
un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem.

47



CHAPITRE 3. BÉTA-DÉVELOPPEMENT EN BASE DE SALEM

Preuve. Soit donc � > 1 satisfaisant la condition Q(�) � Per(�): Comme
1=2 2 Q � Q(�), on a

1

2

�z}|{
� (

"p
�p
+ � � �+ "k�1

�k�1
)+ (

"k

�k
+ � � �+ "k+t�1

�k+t�1
)+ (

"k

�k+t
+ � � �+ "k+t�1

�k+2t�1
)+ � � �;

où t � 1 est période de ce développement, k � p � 1 et "1 = � � � = "p�1 = 0.
Donc,

1

2
=

"1
�
+ � � �+ "k�1

�k�1
+ (

"k

�k
+ � � �+ "k+t�1

�k+t�1
)(

�t

�t � 1
)

=
"1�

k�1 + � � �+ "k�1�
�k

+
1

�k
(
"k�

t + � � �+ "k+t�1�
�t � 1

)

et

�k(�t � 1) = 2("1�k�1 + � � �+ "k�1�)(�t � 1) + 2("k�t + � � �+ "k+t�1�):

Il s�ensuit lorsque k = p; c.-à-d., que le développement de 1=2 est purement
périodique, que � est une racine du polynôme unitaire Xk+t�Xk�2"kX t�
� � � 2 Z [X], puisque k � 1: De même, si k 6= p, alors k � 2 et � racine du
polynôme unitaire Xk+t �Xk � 2"1X t+k�1 � � � � � 2"kX t � � � � 2 Z [X]. On
en déduit que � entier est un entier algébrique. Considérons maintenant un
élément

�0 2 ]
1

�
+
1

�m
;
1

�
+
1 + "

�m
[ \ Q; (3-9)

où 0 < " < minf1; � � 1g; et m est un entier rationnel su¢ semment grand
pour veri�er la condition 1 + 1=�m�2 < min(2; �): Alors de (3 � 9), on a
1+ 1

�m�1
< ��0 < 1+

1+"
�m�1

< 1+ �
�m�1

et si l�on pose � = ��0 alors 1 < � <
min(2; �) =) 1 < � < �: Il est clair que � 2 Q(�). Considérons maintenant
le béta-développement de �: Alors un simple calcul montre que "0 = [�] = 1;
r0 = � � 1; 1

�m�1
< r0 <

1
�m�2

; 1
�2
< �m�3r0 <

1
�
=) "1 = � � � = "m�2 = 0

et "m�1 = 1; puisque 1 < �
m�1r0 < 1 + " < 2: Ainsi

��0 = �

�z}|{
� 1 +

1

�m�1
+
"m
�m

+ � � �

et

�0

�z}|{
� 1 +

1

�m
+

"m

�m+1
+ � � �: (3-10)
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D�autres part, comme �0 2 Q, il admet un béta-développement période de
la forme

�0

�z}|{
� (

"0p
�p
+ � � �+

"0k�1
�k�1

)+ (
"0k
�k
+ � � �+

"0k+t�1
�k+t�1

)+ (
"0k
�k+t

+ � � �+
"0k+t�1
�k+2t�1

)+ � � �

ou bien

�0

�z}|{
� (

"0p
�p
+ � � �+

"0k�1
�k�1

) + (
"0k
�k
+ � � �+

"0k+t�1
�k+t�1

)(
�t

�t � 1
): (3-11)

Soit 
 un conjugué de � de module > 1 satisfaisant 
 6= �: Alors il existe
un plongement � de Q(�)! C; tel que �(�) = 
: De (3� 11) on déduit

�0 = �(�0) = (
"0p


p
+ � � �+

"0k�1


k�1
) + (

"0k


k
+ � � �+

"0k+t�1


k+t�1
)(


t


t � 1);

et donc

�0 = (
"0p


p
+ � � �+

"0k�1


k�1
) + (

"0k


k
+ � � �+

"0k+t�1


k+t�1
) + (

"0k


k+t
+ � � �+

"0k+t�1


k+2t�1
) + � � � :

Il s�ensuit, par (3� 10) que �0 = 1
�
+ 1

�m
+ "m+1

�m+1
+ � � � = 1



+ 1


m
+ "m+1


m+1
+ � � �

et ����1
 � 1

�

���� = 1

�m
� 1


m
+ "m+1

�
1

�m+1
� 1


m+1

�
+ � � �: (3-12)

Si l�on pose C = max( 1
�
; 1j
j): Alors C < 1,

��� 1
�m+j

� 1

m+j

��� � 2Cm+j; pour

tout j � 1; et de (3-12) on obtient����1
 � 1

�

���� � 2Cm+2�Cm+1+2�Cm+2+��� < 2�Cm(1+C+C2+���) � 2�Cm

1� C :

En choisissant maintenant m su¢ samment grand on obtient de la dernière
relation que 1



� 1

�
= 0 et donc � = 
: Ce qui signi�e que � est sans conjugué

de module plus grand que 1 ; ainsi � 2 S [ T:
Le théorème suivant donne une réponse partielle à la question inverse du

théorème ci-dessus. Il généralise aussi le dernier résultat du chapitre précé-
dent.
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Théorème 3.2.2 Avec la notation ci-dessus, on a l�implication suivante :
� 2 S) Per(�) = Q(�):

Preuve. D�après la proposition 2:2:2 on sait que l�inclusion Per(�) � Q(�)
est toujours vraie. Soient maintenant � 2 S et � 2 Q(�): Pour montrer
que � 2 Per(�); on peut supposer sans perte de généralités que � > 0;
puisque 0 2 Per(�); et � 2 Per(�) , �� 2 Per(�). Soit p 2 Z tel que
�p � � < �p+1. Comme 1 � �

�p
< �; et les nombres � et �

�p
ont les même

suites du béta-développement, on peut aussi supposer 1 � � < �: Soit donc

� � "0 +
"1
�
+ � � �+ "n

�n
+
rn
�n
;

le béta-développement de �; où rn = rn(�) 2 [0; 1[: Fixons l�entier n. De
l�égalité

rn = �
n�� "0�n � "1�n�1 � � � � � "n

on voit que rn 2 Q(�): Soit b 2 N� tel que b� soit un entier algébrique alors
le nombre

Rn = brn = �
n(b�)� "0b�n � � � � � "nb

est un entier algébrique de Q(�); puisque � l�est. De plus on a

0 � Rn < b;

et le degré de Rn est au plus égal au degré de �: Soit � un plongement de
Q(�) dans C; transformant � en l�un de ses conjugués 
 6= �: Alors j
j < 1;
�(Rn) = 


n(b�(�))� "0b
n � � � � � "nb et

j�(Rn)j � cb�(j
jn + j
jn�1 + � � �+ 1) <
cb�

1� j
j ;

où c est le maximum des quantités j�(�)j ; lorsque � parcourt l�ensemble
des plongements de Q(�) dans C: Il s�ensuit que les conjugués de l�entier
algébrique Rn sont bornés et ainsi les termes de la suite (Rn)n�0 ne prennent
qu�un nombre �ni de valeurs. Par conséquent il en est de même pour la suite
(rn)n�0; et qui est donc périodique. Des propositions 2:2:1 et 2:2:3 on déduit
le résultat.
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3.3 Un théorème de Boyd

Comme on l�a signalé auparavant le but de ce paragraphe est de montrer
un théorème de D. W. Boyd et qui dit que tout nombre de Salem quartique �
est un nombre de Parry. Dans le but de simpli�er la notation on va conserver
celle de Boyd, et qui pose, c1 = [�];

cn = "n�1(f�g) 8 n � 2;

et
�n = rn�1(f�g) 8 n � 1:

Dans ce cas

� =
1X
n=1

cn

�n�1
;

on dit (seulement dans ce paragraphe) que (c1c2 ���) est le béta-développement
de � (rappelons que le béta-développement de � est (1000 � ��)) et on note

� q (c1c2 � ��):

Rappelons aussi que f�g 2 Per(�) , f�n : n � 1g est �ni, et dans ce cas
il y a un plus petit entier rationnel m � 1 et un plus petit entier rationnel
p � 1 tel que �m = �m+p =) Cardf�n : n � 1g = m + p� 1; et cn = cn+p
pour tout n � m + 1 (p est la période et m � 1 est la prés période). En
particulier f�g 2 Fin(�) , �m = 0 ; dans ce cas cn = 0 pour n > m, et on
écrit � q (c1 � � � cm): Tandis que si �m = �m+p 6= 0, on peut écrire

� q (c1 � � � cm : cm+1 � � � cm+p):

Notons que, m = 1 signi�e que la suite (�n)n�0 est purement périodique. Si
l�on pose

Pn(x) = x
n � c1xn�1 � � � � � cn;

alors le polynôme Pm+p � Pm (resp., le polynôme Pm+p) est le polynôme ca-
ractéristique de �; dé�ni dans le chapitre précédent, lorsque � est un nombre
de Parry (resp., nombre de Parry simple). Rappelons aussi qu�un nombre de
Salem est un entier algébrique réel plus grand que 1; les autres conjugués
sont de module � 1 avec au moins un de module 1, et comme on a vu dans
le premier chapitre, le polynôme minimal de � est réciproque, et le degré de
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� est pair et est supérieur ou égal à 4: En fait � admet un seul conjugué de
module < 1 et qui est ��1. Comme 0 < ��1 < 1; on déduit qu�un nombre
de Salem, ne peut pas être un nombre de Parry simple.
Dans tout ce qui suit on suppose que � est un nombre de Salem de degré

4; et soit

M�(x) = x
4 � ax3 + bx2 � ax+ 1

son polynôme minimal. Le lemme suivant donne des conditions nécéessaires
et su¢ santes pour qu�un polynôme de la forme x4 � ax3 + bx2 � ax+ 1; soit
le polynôme minimal d�un nombre de Salem.

Lemme 3.3.1 Soit P (x) = x4 � ax3 + bx2 � ax + 1 2 Z[x]: Alors P est le
polynôme minimal d�un nombre de Salem si et seulement si �2a � 2 < b <
2a� 2, b 6= 2; et b 6= 1� a:

Preuve. Supposons d�abord que P soit le polynôme minimal d�un nombre
de Salem �, et posons P (x) = x2A(x+ x�1); où

A(t) = t2 � at+ (b� 2):

Si 
 et 
 sont les conjugués de �; avec j
j = 1, alors A admet deux zéros
� + ��1 et 
+ 
 et qui véri�ent �2 < 
 + 
 < 2 < � + ��1: Il s�ensuit
immédiatement que A(2) < 0 < A(�2) ) �2a � 2 < b < 2a � 2: De plus,
si b = 2 alors 
 + 
 = 0 ou bien 
 + 
 = a ) 
 est un entier quadratique,
puisqu�il est racine du polynôme t2 � (
 + 
)t + 1 2 Z[x] ce qui absurde,
puisque 
 est de degré 4. De même, si b = �a + 1; alors 
 + 
 = �1 et on
obtient une contradiction similaire à celle obtenue précédement. Inversement,
si on suppose que A admet deux zéros réels � et � tels que �2 < � < 2 < �,
alors on dé�nit 
 et � comme racines des équations 
2 � �
 + 1 = 0 et
�2���+1 = 0. Les conditions b 6= 2; et b 6= �a+1 entrainent que � ne peut
pas être un entier rationnel, c�est-à-dire, que � 6= �1; 0: Donc les polynômes
A et P sont irréductibles. Donc, P dé�nit un nombre de salem quartique �
et P =M�:

Avec la notation de la preuve ci-dessus, la trace de � véri�e : a = � +
1=� + 
 + 
: Le lemme qui suit exprime la partie entière de � en fonction de
sa trace.

Lemme 3.3.2 Si M�(x) = x
4� ax3+ bx2� ax+1 est le polynôme minimal

d�un nombre de Salem quartique �, alors
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[�] =

8>><>>:
a+ 1 si � 2a� 2 < b < �a
a si � a � b � 0; b 6= �a+ 1
a� 1 si 0 < b � a; b 6= 2
a� 2 si a+ 1 < b < 2a� 2:

Preuve. Comme a = �+1=�+
+
; on voit que �+0�1�1 < a < �+1+1+1
=) a�3 < � < a+2 et donc [�] 2 fa�2; :::; a+1g: Il est clair que [�] = a�2
() a�2 < � < a�1()M�(a�2) < 0 < M�(a�1); la dernière équivalence
est dûe au fait queM� admet une seule racine réelle plus grande que 1 (qui est
�). Supposons d�abord [�] = a�2. Alors, a = [�]+2 � 3 =) 1 < a

a�1�
1

(a�1)2 :
Il s�ensuit de la relation

M�(a� 1) > 0() b > �(a� 1)2 + a(a� 1) + a

a� 1 �
1

(a� 1)2

= a� 1 + a

a� 1 �
1

(a� 1)2 ;

que b > a, b � a + 1; et donc b > a + 1, puisque d�après le lemme 3:3:1,
b 6= a + 1: Ainsi, on a prouvé l�implication (l�inégalité à droite est dûe au
lemme 3:3:1)

[�] = a� 2 =) a+ 1 < b < 2a� 2: (3-13)

Supposons maintenant [�] = a�1; c�est-à-dire que M�(a�1) < 0 < M�(a):
De façon similaire, on a a = [�] + 1 � 2; a

a�1 �
1

(a�1)2 < 2; M�(a � 1) <
0 () b < a � 1 + a

a�1 �
1

(a�1)2 et donc b < a + 1; d�où b � a: De même
M�(a) > 0 , ba2 � a2 + 1 > 0 , b > 1 � 1

a2
) b > 0: on a donc montré

l�implication (l�inégalité à droite est dûe au lemme 3:3:1)

[�] = a� 1 =) 0 < b � a ; (3-14)

la relation b 6= 2 découle du lemme 3:3:1. De manière identique on montre
les implications

[�] = a =) �a < b � 0; (3-15)

avec b 6= �a+ 1; et

[�] = a+ 1 =) �2a� 2 < b < �a: (3-16)

Le lemme suit alors immédiatement des relations (3-13), (3-14), (3-15) et
(3-16).
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Pour montrer le théorème qui suit on a également besoin du résultat
suivant de W. Parry [22].

Lemme 3.3.3 Soit (cn)n�1 une suite des entiers rationnels ne se terminant
pas par des zéros et véri�ant c1 � 1; 0 � cn � c1 pour tout n � 1. Soit �
l�unique solution de l�équation

x = c1 + c2x
�1 + c3x

�2 + � � �

dans l�intervalle ]1,1[: Alors � admet pour béta-développement (c1c2 � ��) si
et seulement si (cncn+1 � ��) <L (c1c2 � ��); 8 n > 1:

Preuve. Supposons d�abord � admet pour béta-développement (c1c2 � ��):
Alors de la proposition 1:2:2 , on voit que la suite (cncn+1 � ��); où n � 2; est
admissible, puisqu�elle est la suite associée au béta développement de �n; et
du théorème 3:1:1 on déduit que (cncn+1 � ��) <L (c1c2 � ��): Inversement, si
(cncn+1 � ��) <L (c1c2 � ��); 8 n � 2, alors de manière identique à la preuve du
théorème 3:1:1, on obtient alors

cn
�
+
cn+1
�

+ � � � < c1
�
+
c2

�2
+ � � � = 1

et donc � q (c1c2 � ��):

Théorème 3.3.1 Avec la notation ci-dessus, soit � un nombre de Salem de
degré 4. Alors � est un nombre de Parry. De plus on a c1 = [�]; m = 1 et la
période p ainsi le béta-développement de � sont donnés explicitement comme
suit :
(i ) Si c1 = a+ 1; donc �2a� 1 � b � �a� 1 et
(1) si b = �2a� 1, alors p = 9 et

� = (a+ 1 : a� 1; a+ 1; a� 1; 0; a� 1; a+ 1; a� 1; a; a);

(2) si b > �2a� 1; alors p = 5 et

� = (a+ 1 : �b� a� 1; 2a+ b;�b� a� 1; a; a):

(ii) Si c1 = a; donc �a � b � 0; b 6= �a+ 1; alors p = 3 et

� = (a : �b; a� 1; a� 1):
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(iii) Si c1 = a� 1; donc 0 < b � a; b 6= 2; alors p = 4 et

� = (a� 1 : a� b; a� b; a� 2; a� 2):

(iv) Si c1 = a�2; donc a+1 < b < 2a�2; soit bk = (2a�2)�(a�3)=k;
pour k = 1; 2; :::; a � 3; donc a + 1 = b1 < b2 < � � � < ba�3 = 2a � 3: On
suppose que bk�1 < b � bk: Alors p = 2k + 2 et

� = (c1 : c2; � � �; c2k+3);

c1 = a� 2; c2 = 2a� b� 3; ci = (i� 1)(2a� b� 2); si 2 � i � k � 1; ck =
2(k�1)a�(k�1)b�(2k�3); ck+1 = (2k�1)a�kb�(2k�3); ci = c(2k+3)�i,
si k + 2 � i � 2k + 1 et c2k+2 = c2k+3 = a� 3:

Preuve. La preuve est une longue véri�cation, et les quatres cas possibles à
étudier résultent du lemme 3:3:2.
1) Cas c1 = a: Dans ce cas on a

�1 = � � a;

et du lemme 3.3.2, on voit que �a � b � 0: Pour montrer que c2 = �b; il
su¢ t de prouver que �b � �2 � a� < �b + 1. De l�équation M�(�) = 0; on
a �2 � a� + b = a

�
� 1

�2
: Comme a

�
� 1

�2
> 0; on a �2 � a� � �b; et comme

a
�
� 1

�2
< a

�
< 1 (car a < �); on a aussi �2 � a� < �b + 1: Il s�ensuit que

�b � �2 � a� < �b+ 1;
c2 = �b

et
�2 = ��1 � c1 = �2 � a� + b:

Montrons maintenant que c3 = a� 1. Comme c3 = [��2] =
�
�3 � a�2 + b�

�
;

il su¢ t de prouver que

a� 1 � �3 � a�2 + b� < a:

Puisque

�1 � �3 � a�2 + b� � a = �1
�
< 0;

on voit immédiatement que a� 1 � �3 � a�2 + b� < a ; donc

c3 = a� 1
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et
�3 = �

3 � a�2 + b� � a+ 1:
On déduit alors de l�équation M�(�) = 0; que

��3 = �
4 � a�3 + b�2 � a� + � = � � 1;

d�où
c4 = [� � 1] = [�]� 1 = a� 1

et
�4 = ��3 � c4 = � � 1� (a� 1) = � � a = �1:

Donc p = 3, et
� = (a : �b; a� 1; a� 1):

2) Cas c1 = a� 1: Dans ce cas on a

�1 = � � a+ 1:

Déterminons maintenant c2 et �2: On a c2 = [��1] = [�(� � (a� 1))] : Pour
montrer que c2 = a� b; il su¢ t de prouver que

a� b � �2 � (a� 1)� < a� b+ 1

ou bien
0 � �3 � a�2 + a� � 1 < �2:

Comme a� � 1 < �2 8a � 2; et �3 � a�2 < 0; alors �3 � a�2 + a� � 1 < �2;
et d�autre part on a

�3 � a�2 + a� � 1 = (a� b)� + a� 1

�
� 1 � 0;

car (a� b)� > 0 et a� 1� 1
�
> 0; 8a � 2 > 0. Ainsi

c2 = a� b;

�2 = �
2 � (a� 1)� � (a� b) (3-17)

et c3 = [��2] =
�
�3 � (a� 1)�2 � (a� b)�

�
: Pour montrer que c3 = a� b; il

su¢ t aussi de prouver que

0 < �3 � (a� 1)�2 � (a� b)� � (a� b) � 1:
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L�inégalité �3 � (a � 1)�2 � (a � b)� � (a � b) � 1; se déduit à partir de
(3� 17): En e¤et, on a

0 � �2 � (a� 1)� � (a� b) < 1 (3-18)

ou bien
0 � �3 � (a� 1)�2 � (a� b)� < �:

Il s�ensuit de (3� 18); que �3 � (a� 1)�2 � (a� b)� < �;

�3 � (a� 1)�2 � (a� b)� � (a� b) < � � (a� b) � � � (2a+ 1)

et � � (2a+ 1) = � � (a+ 1)� a < 1; donc

�3 � (a� 1)�2 � (a� b)� � (a� b) � 1: (3-19)

Montrons maintenant que �3�(a�1)�2�(a�b)��(a�b) � 0: De l�équation
M�(�) = 0; on voit que �

3 = a�2 � b� + a� 1
�
et

�3 � (a� 1)�2 � (a� b)� � (a� b) = a

�
� ( 1
�2
+
1

�
) > 0;

car a
�
> 1 et 1

�2
+ 1

�
< 1; donc

�3 � (a� 1)�2 � (a� b)� � (a� b) � 0: (3-20)

De (3� 18) et (3� 19) on déduit alors que

c3 = a� b

et
�3 = ��2 � c3 = �3 � (a� 1)�2 � (a� b)� � (a� b):

Pour montrer que c4 = a�2; il su¢ t de prouver que a�2 � �4�(a�1)�3�(a�
b)�2�(a�b)� < a�1: De l�équationM�(�) = 0; on a �

4 = a�3�b�2+a��1;

�4 � (a� 1)�3 � (a� b)�2 � (a� b)� = a� 1� 1

�
;

et comme a � 2 < a � 1 � 1
�
< a � 1 on voit que a � 2 � �4 � (a � 1)�3 �

(a� b)�2 � (a� b)� < a� 1: Donc c4 = a� 2 et

�4 = ��3�c4 = �4�(a�1)�3�(a�b)�2�(a�b)��a+2 = �3�a�2+b��a+1:
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De plus, comme ��4 = �
4�a�3+b�2�a�+� = ��1 et a�2 � ��1 < a�1;

on voit que
c5 = [��4] = a� 2;

et
�5 = ��4 � c5 = � � a+ 1 = �1:

Donc p = 4 et

� = (a� 1 : a� b; a� b; a� 2; a� 2):

3) Cas c1 = a+1: Dans ce cas on a �2a� 2 < b < �a, d�après le lemme

3:3:2, et
�1 = � � (a+ 1):

Supposons d�abord b = �2a � 1. Alors c2 = [��1] =
�
�2 � (a+ 1)�

�
: Pour

montrer que c2 = a� 1; il su¢ t de prouver que

a� 1 � �2 � (a+ 1)� < a (3-21)

ou bien
0 < �3 � (a+ 1)�2 � a� + 1 � �2;

puisque de l�équationM�(�) = 0; on a �
2�(a+1)� = (a+1)��+ a

�
� 1
�2
+a:

Comme �3 � (a + 1)�2 � a� + 1 = (a + 1)� � �2 + (a + 1) � 1
�
, un simple

calcul permet de véri�er les inégalités

(a+ 1)� � �2 + (a+ 1)� �2 � 1

�
� 0 et (a+ 1)� � �2 + (a+ 1)� 1

�
> 0:

En e¤et, pour montrer par exemple, la dernière relation, il su¢ t d�utiliser
les équivalences suivantes :

(a+ 1)� � �2 + (a+ 1)� 1

�
> 0, �3 � (a+ 1)�2 � (a+ 1)� + 1 < 0

, a� b� � 1

�
� �2 � a� � � + 1 < 0, a+ 1� � � b� � 1

�
� �2 � a� < 0;

et de la dernière inégalité, on obtient le résultat, puisque a + 1 � � < 0 et
�b�� 1

�
��2�a� = (a+1)���2� 1

�
< 0: Donc a�1 � �2�(a+1)� < a et

c2 = a� 1: Pour montrer que c3 = a+ 1; il su¢ t de prouver que

a+ 1 � �3 � (a+ 1)�2 � (a� 1)� < a+ 2 (3-22)
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car c3 = [��2] =
�
�3 � (a+ 1)�2 � (a� 1)�

�
; �3 = �3 � (a + 1)�2 � (a �

1)� � (a+ 1): De la relation (3-22) on voit que

�2 � (a+ 1)� � a+ 1 < 1

et
�3 � (a+ 1)�2 � (a� 1)� < � < a+ 2

puisque 0 � �2 = �2 � (a+ 1)� � (a� 1) < 1 et

a+ 1 � �3 � (a+ 1)�2 � (a� 1)� , �3 � (a+ 1)�2 � (a� 1)� � a+ 1:

D�une manière similaire on calcule les autres cj et on obtient �10 = �1; p = 9
et

� = (a+ 1 : a� 1; a+ 1; a� 1; 0; a� 1; a+ 1; a� 1; a; a):

De façon identique, on obtient si b > �2a�1, que c2 = [��1] =
�
�2 � (a+ 1)�

�
:

Pour montrer que c2 = �b� a� 1; il su¢ t de prouver que

� � a� 1 � �2 � a� + b < � � a

ou bien

� � a� 1 � a

�
� 1

�2
< � � a:

Comme a
�
� 1

�2
< a

�
< 1 et 1 � � � a on voit immédiatement que a

�
� 1

�2
<

� � a: D�autre part, on a a� � 1 � �2 8a � 0, d�où a
�
� 1

�2
� 1: Donc

� � a � 1 � a
�
� 1

�2
< � � a et c2 = �b � a � 1: A partir de ce point, des

calculs similaires aux cas précédents donnent

�6 = � � a� 1 = �1

p = 5 et
� = (a+ 1 : �b� a� 1; 2a+ b;�b� a� 1; a; a):

4) Cas c1 = a � 2: D�après le lemme 3:3:2; on a a + 1 < b < 2a � 2, et
�1 = � � a + 2: Pour montrer que c2 = 2a � b � 3; il su¢ t de prouver que
2a� b� 3 � �2 � (a� 2)� < 2a� b� 2, ou bien

2(a� �)� 3 � �2 � a� + b = a

�
� 1

�2
< 2(a� �)� 2:
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Comme �2� a� + b = a
�
� 1

�2
> 1; 1 < a

�
� 1

�2
< a

�
et �1 < 2(a� �)� 3 < 1;

on a
2(a� �)� 3 < a

�
� 1

�2
;

a

�
� 1

�2
< 2(a� �)� 2

et c2 = 2a� b� 3: A partir de ce point, par des calculs identiques à ceux qui
ont précédé on obtient, �2k+3 = �1; p = 2k + 2 et

� = (c1 : c2; :::; c2k+3);

où
c1 = a� 2;

c2 = 2a� b� 3;

ci = (i� 1)(2a� b� 2); si 3 � i � k � 1;

ck = 2(k � 1)a� (k � 1)b� (2k � 3);

ck+1 = (2k � 1)a� kb� (2k � 3);

ci = c(2k+3)�i; si k + 2 � i � 2k + 1
et

c2k+2 = c2k+3 = a� 3:
Cela clos la preuve du théorème.
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CONCLUSION
Dans ce travail, on a présenté des résultats sur une repré-

sentation particulière des nombres réels, en base réelle � > 1,
appelée béta-développement. Cette représentation est une géné-
ralisation du développement décimale usuel, et était extensive-
ment étudiée, durant une période qui dépasse un demi-siècle.
C�est au travail de K. Schmidt, que revient le mérite de si-
gnaler l�importance de nature de la base �, dans le compor-
tement du béta-développement des nombres. Plus précisement,
K. Schmidt a montré que si l�ensemble des réels qui ont un béta-
développement périodique est le corps engendré par adjonction
de � et les rationnels, alors � appartient l�ensemble des nombres
de Pisot ou bien de Salem. La réciproque de cette dernière pro-
position étant vraie pour tout nombre de Pisot, K. Schmidt a
conjecturé qu�elle l�est également pour les nombres de Salem.
C�est dans cette perspective, que ce mémoire est fait. On a
donné une preuve complète d�un théorème de D. W. Boyd sur les
nombres de Salem quartiques, et on a apporté quelques résultats
très partiels et qui renforcent la conjecture de K. Schmidt.

Mots clés
Béta-développement, Nombres de Parry, Nombres de Pisot,

Nombres de Salem.
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Résumé
soit � un nombre réel supérieur à 1.Le bêta-développement d�un réel quel-

conque x en base �, est l�un des développements de x, en base �, qui généra-
lise la représentation usuelle de x en base entière. Ce développement dé�nie
par Rényi [7] et étudié par plusieurs auteurs, peut être détérminé par un
algoritme. Soit Per (�)l�ensemble des réels qui ont un béta développement
périodique. il est facile de voir que Per (�) � Q(�), ou Q est le corps des
rationnels. Dans [9], Schmidt a montré que si Per (�) = Q(�) alors � est
un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem,et de plus lorsque � est
un nombre de Pisot alors l�égalité Per (�) = Q(�) a toujours lieu l�exis-
tence d�un nombre de Salem � satisfaisant la relation Per(�) = Q(�) est un
problème ouvert.On montre dans cet éxposé quelques résultats sur le béta-
développement en base de Salem,notamment un résultat de Boyd [2] sur les
nombres de Salem quartiques

Abstract
Let � be a real number greater than 1. The Beta development for any real

x in � base , which generalizes the usual representation of x in entire database.
Beta development for all rea numberl x base �, is one of the developments of
x in � base, which generalizes the usual representation of x in entire database.
This development de�ned by Renyi [7] and studied by several authors, it can
be determined by an algorithm. Let Per(�) be a set of real periodic with a
beta development. it is easy to see that Per(�) � Q(�), or Q is the �eld of
rational. In [9], Schmidt showed that if Per(�) = Q(�) then � is a Pisot or
a Salem number, and more when � is a Pisot then equal Per(�) = Q(�) is
always held the existence of a number of Salem � satisfying the relationship
Per(�) = Q(�) is an open problem.it can be shown in this paper some results
on the beta and base development Salem, including a result of Boyd [see 2]
on the number of Salem quartic
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