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Introduction

L’écriture décimale est la méthode la plus usuelle de représentation des
nombres réels : tout réel s’écrit sous forme d’une série de puissances entiéres
de 10. Mais la base 10, dtie aux Arabes, n’était pas la seule base utilisée pour
la représentation des nombres. En effet, les civilisations anciennes avaient uti-
lisé des bases diverses; par exemple la base 60 était I'outil des Babyloniens,
alors que les Mayens avaient utilisé la base vingt. Outre I'informatique, ou la
base 2 est fondamentale, de nos jours, les mathématiciens s’intéressent aux
représentations dans des bases réelles 5 > 1, non nécessairement entiéres. De
telles représentations sont présentes dans beaucoup de domaines des mathé-
matiques comme l’analyse combinatoire, la théorie érgodique, les systémes
dynamiques, la théorie des nombres ... et en plus de leurs intérets théoriques,
elles ont des applications en mathématiques et en informatique.

Le présent mémoire est consacré a 1’étude d’une représentation particu-
liere, dite béta-développement. C’est une généralisation de la représentation
décimale usuelle, et est actuellement la plus étudiée, parmi les représenta-
tions connues. Elle provient des orbites de la transformation x — [Sx mod 1
de l'intervalle unité, et avait été introduite par A. Rényi vers la fin des années
cinquantes. Dans un article, paru en 1980, K. Schmidt a montré que si I’en-
semble des réels qui ont un béta-développement périodique est le corps Q(3)
obtenu par adjonction du nombre [ et du corps des nombres rationnels Q,
alors 8 est ou bien un nombre de Pisot ou bien de Salem. La réciproque de
cette derniére proposition étant vraie pour des nombres de Pisot, K. Schmidt
a conjecturé qu’elle I'est également pour des nombres de Salem. Rappelons
que le réel 8 > 1 est dit nombre de Pisot (resp., de Salem), s’il est un entier
algébrique, et si ses conjugués, autres que lui-méme, sont de module inférieur
a 1 (resp., autres que lui-méme, sont de module inférieur ou égal a 1, avec au
moins un conjugué de module 1). Dans le but de répondre a cette conjecture,
plusieurs auteurs, ont apporté des réponses partielles, et ont considéré des
questions analogues sur les béta-développements finis ou entiers. C’est dans
cette direction que ce travail est fait.

Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de base sur la repré-
sentation usuelle en base entiére. Ensuite, on généralise ces propriétés, en
considérant des notions élémentaires du béta-développement. L’accent est
surtout mis sur ’algorithme qui permet la détermination d’un tel développe-
ment. Enfin, dans le dernier paragraphe on rappelle quelques résultats connus
sur un ensemble remarquable d’entiers algébriques : les nombres de Pisot et



les nombres de Salem. On donne en particulier une démonstration explicite
de la fameuse construction de Salem, et qui dit que tout nombre de Pisot est
un point d’accumulation de I’ensemble des nombres de Salem.

Le deuxieme chapitre est essentiellement consacré a une étude plus appro-
fondie du béta-développement en base réelle. Aprés avoir prouvé, dans le pre-
mier paragraphe, des conditions necessaires et suffisantes pour qu’'une suite
d’entiers rationnels soit associée au béta-developpement d’un réel, on cite
dans le second, certaines popriétés des suites associées aux béta-développements
périodiques ou finis. On clos ce chapitre par montrer quelques résultats liés a
la distribution dans le plan complexe des conjugués des nombres de Parry. On
montre, en particulier, qu’un nombre de Pisot est un nombre de Parry. Rap-
pelons que la base 5 > 1, est dite nombre de Parry, si le béta-développement
de sa partie fractionnaire est périodique; les nombres de Parry (dits aussi
les nombres-béta), ont été définis par W. Parry, et qui a notamment montré
qu'’ils sont denses dans I'intervalle [1, co].

Enfin dans le dernier chapitre on montre quelques applications des notions
précédement vues a 1’étude du béta-développement en base de Pisot ou bien
de Salem. Apres avoir rappellé, dans le premier paragraphe, des liens entre
les notions les plus fondamentales de cette théorie, et qui sont les suites
admissibles et les nombres de Parry, on prouve dans le second les résultats
de K. Schmidt, mentionnés ci-haut. L’un des corollaires qui en découle dit
que tout nombre de Pisot est un nombre de Parry (ce résultat a été deja
montré directement dans le chapitre 2). Le probléme si les nombres de Salem
sont des nombres de Parry, est un probléme apparement difficile, et est un pas
important dans la preuve de la conjecture de K. Schmidt. L’objet du dernier
paragraphe est de donner une preuve détaillée d’un théoréme de D. W. Boyd,
et qui dit q'un nombre de Salem quartiques est un nombre de Parry.

Une liste de références bibliographique est donnée a la fin de ce mémoire.



Notation

N I’ensemble des entiers rationnels non-négatifs

Z l'anneau des entiers rationnels

Q le corps des nombres rationnels

R le corps des nombres réels

C le corps des nombres complexes

A* Pensemble des éléments non-nuls du sous-ensemble A de C

A™ le produit cartésien de n copies de A, ot A C C et n € N*

S 'ensemble des nombres de Pisot

T I’ensemble des nombres de Salem

P I’ensemble des nombres de Parry

M, le polynéme minimal sur Q d’'un nombre algébrique «

Re(z) la partie réelle d'un nombre complexe z

Im(z) la partie imaginaire d’un nombre complexe z
b-développement Le développement usuelle dans la base entiére b
[z] = max{k € Z | k < x} la partie entiere du réel

|z] =max{k € Z | k < x}

{z} = x — [z] est la partie fractionnaire de x

Per(b) les réels ayant un développement périodique en base entiére b > 2
Fin(b) les réels ayant un développement fini en base entiére b > 2
Per(pB) les réels qui ont un béta-développement périodique en base 5 > 1
Fin(5) les réels qui ont un béta-développement fini en base 5 > 1



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre on étudie une représentation des nombres réels dans
une base réelle 5 > 1, dite béta-développement. Cette représentation est une
généralisation naturelle du développement des réels en base entiére, et plus
particulierement la représentation décimale usuelle. A cette fin on rappelle,
dans le premier paragraphe, des résultats connus sur la représentation en
base entiere b, dite ici b—développement. Ensuite et dans le pagargraphe
qui suit on définit le béta-développement d’un nombre réel en base réelle
quelconque > 1, on exhibe ’algorithme qui permet la détermination d’un
tel développement et on montre quelques propriétés élémentaires. On se référe
dans cette partie principalement aux papiers [5], [7], [13 — 14], [32], [35 — 36],
et aux mémoires [1] et [16]. Enfin, dans le dernier paragraphe on rappelle
quelques résultats sur un ensemble remarquable d’entiers algébriques : les
nombres de Pisot et les nombres de Salem et on donne en particulier une
preuves détaillée de la construction de Salem (pour plus de détails sur ce
sujet voir [6], [24], [26]).

1.1 Représentation des réels en base entiére

Pour un nombre réel «, on note respectivement, [a] et {a}, les partie
entiéres et fractionnaires de . En d’autres termes [o] = max{k € Z | k < a},
ou Z est ’anneau des entiers rationnels, et {a} = a — [a]. Dans ce cas le réel
asécit:a=a+ N ota=[alc€Zet 0<A={a} <1

Pour représenter le réel o dans une base entiére fixée b, commengons
d’abord par la partie entiére de «. Dans la suite lorsqu’on parle d’entier on



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

veut dire entier rationnel, et on note N I’ensemble des entiers non-négatifs.
Rappelons, qu’on utilisant simplement la division euclidienne par b, on ob-
tient que tout entier positif n peut s’écrire sous la forme :

n=cpb® +cp D"+

ot les ¢; € {0,1,...,b— 1}, pour tout j € {0,....,k}, et ¢t # 0. De plus cette
représentation de n en base b est unique. Elle est dite développement, ou plus
précisément, b—développement, de n, et est notée (cxcp_1 - o)y :

n = (CpCr—1" "+ Co)p-

Par convention, 0 = (0)p, et —n = ((—cx)(—cx—1) - - - (—co))p lorsque le
b—développement de n est (cxcp_1 - - - Co)p-

Définition 1.1.1 Soit b un entier satisfaisant b > 1, et soit X un réel avec
0 < X < 1. Une représentation de X dans la base b, est une somme infinie de

la forme A = Z%’ ot les c; € N, pour tout j > 1.
j=1

Exemple 1.1.1 En base 10 le nombre A = % s’écrit A\ = % + % + % + -
- et il peut s’écrire aussi A = % + 1% + % + -

En fait un nombre réel quelconque admet plusieurs représentations dans
une base fixée b. Plus précisement, d’aprés un résultat d’Erdds et Komornick
[12] tout réel en admet une infinité. La représentation usuelle est résumée

par la proposition suivante.

Proposition 1.1.1 Soit A un nombre réel satisfaisant 0 < X\ < 1, et soit
b un entier vérifiant b > 1. Alors \ peut étre représenté sous la forme :

A= ZZ—;, o les ¢; € {0,1,...,b — 1}, et telle que pour tout entier positif N,
j=1

il existe un entier n > N vérifiant ¢, # b — 1. De plus cette représentation

de A en base b est unique.

Preuve. Soit ¢; = [bA]. Comme 0 < A < 1, alors 0 < ¢; = [bA] < b—1. Si
A1 désigne la partie fractionnaire de b\, alors Ay = bA — ¢y, et A = <= + ’\751
On définit successivement ¢ et Ay pour k € {1,2,-- -}, par les relations

C = [b)\k—l] et )\k = b)\k—l — Cp = {b>\k—1} .

6



1.1. REPRESENTATION DES REELS EN BASE ENTIERE

Dans ce cas ¢ € {0,1,---,b—1},0 <\, < 1, et \ s’écrit sous la forme
¢l C Cn  Ap
=22 &
R T

oun € N* =N\ {0}. Comme 0 <\, <letb>1,0na hIE (A — ZZ—;):
lirf % = 0 et on en conclut que
G - G

n—-+00% 1bj b]

(o]
A . .
TNT = = b—NZ = bN%l’ d’ou la contradiction Ay_; = 1. Pour

j:N

De plus, sﬂ existe N > 1, tel que ¢, = b — 1 pour tout n > N, alors
1
b7

SERR Y
bi SE
j=1 j=1
c;€4{0,1,...,b—1} et d; € {0,1,...,b — 1} et que pour tout entier positif IV,
il existe n > N et m > N tels que ¢, #b—1, d,,, # b — 1. Pour que les deux
suites (c;);>1 et (dj);>1 solent différentes il faut et il suffit qu’il existe & > 1
tel que ¢ # di. Siles (¢;)j>1 et (dj);>1 ne sont pas égales, alors on choisit
k le plus petit entier vérifiant ¢, # di. Sans perte de généralité, supposons

cr > di,. Alors les équations

chbj '—Ck_kdk—l— Z Cjb_jdj,

montrer 'unicité de cette représentation, supposons \ = avec

j=1 j=k+1
donnent
Ck—dk o > dj—Cj
pe Z oy (1-1)
j=k+1
Notons aussi que
Cr — dk 1
N (1-2)
et
Oodj—Cj Oob—l_ > 1_].
POLELED DRI 3R S Y
j=k+1 j=k+1 Jj=k+1
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Il s’ensuit de (1 — 1), (1 —2) et (1 —3) que

[e.e]

dj—Cj_ ].
P T

j=k+1

et dj —c; = b—1, pour tout j > k + 1, c’est-a-dire que d; = b —1, et ¢; =0
pour tout j > k + 1; mais cela contredit I’hypothése. Donc I'écriture de A

o
Cj .
sous la forme )% est unique. m
J=1

Remarque 1.1.1 On peut utiliser la méthode de la preuve du proposition
1.1.1 pour obtenir une représentation d’un nombre réel 0 < A < 1, satisfaisant
les conditions de la derniére proposition. Rappelons que cette représentation
est dite développement de \ en base b, ou bien b-développement de \, et est
notée (-c1¢aC3 + ++)p.

Algorithme du b-développement d’un réel A € |0, 1].

1— Initialisation.

Pour k = 0, choix de la base b, et posons A = \g

2— Itération.

Cherchons ¢, et A, solutions des équations : ¢, = [bA\k_1], \p = {bA\k_1}

3— Critére d’arrét.

Si A\, = 0, ou bien dp > 1 tel que A\, = A4y, sinon on pose k =k +1, et
on retourne a I’étape 2.

Exemple 1.1.2 Awvec la notation ci—dessus, cherchons le développement du
nombre % dans la base 7. Alors on a ¢y = [7* é} =1, )\ = % —1= %, c

[\

2 14 4 4 4 3
T3] =2 X =F-2=35c=[T+5] =5 M =Tx5-5=3
ca=T*3] =4, M=Tx2-d=1c=[Tx1]=1 =T+t -1=2=
A1 et donc

1
£ = (12541254 ),

Définition 1.1.2 Le développement (.cicacs - -+), d’un réel X €]0,1] est dit
fini sl existe un entier positif n tel que ¢, = cpi1 = Cpio = ... = 0.
Dans ce cas on note (.cicacs - )y = (.c102¢3 + + - ¢n_1)p. Par convention le
b—développement de 0 est (.0), ou bien (0),.



1.1. REPRESENTATION DES REELS EN BASE ENTIERE

Exemple 1.1.3 Le développement du nombre % en base 10 est obtenu par

les relations - ¢; = [10%3] =7, My =38 —7=1 ¢, =[10x3] =5, Ay =
0, c3 =0, et \3 = 0,... Il s’ensuit que A\, = {10x0} = 0, VYn > 3 et

¢, = [10%0] = 0 Vn > 3. Donc, le développement décimal du nombre 1=
(7500000 - )10 = (.75)10.

Dans ce qui suit on va caractériser les réels qui ont un développement

fini.

Proposition 1.1.2 Soit b un entier, avec b > 1, et soit 0 < X\ < 1. Alors le
développement de X dans la base b est fini si et seulement si A est un nombre
rationnel de la forme A = %, ol 1 et s sont des entiers positifs premiers entre
euz, tels que tout diviseur premier de s divise b.

Preuve. Supposons que A admet un développement fini dans la base b de la
forme

L C cn bVl b4 4,
\ = (- R PR I ‘
(‘creac3 - )y 2 + 72 +- 4 m m

Alors A est rationnel, et le dénominateur de A\ est au plus divisible par les
nombres premiers qui divisent b", c’est-a-dire, par ceux qui divisent b.
Réciproquement, supposons 0 < A = £ < 1, ot r et s sont des entiers positifs,
et tel que tout diviseur premier de s divise b. Alors par la décomposition de
s en nombres premiers, il existe un entier positif IV, tel que s divise b". Ainsi
on a bV = bNg = ar, ou a est un entier positif. Soit (@mam-1 - - a1ao)s
le développement de l'entier ar dans la base b. Alors N > m, car sinon
ar > anpb™ > anb > WY = as = r > s, et cela contredit ’hypothése
A =% < 1. Il s’ensuit que

ar  apmb™ + Ay V"4 arh + ag
— b—N — bN s

N\ = 0 0 0 A, Am—1 a Qg
Ty Tt Ty Ty TNy T TN Ty

et
A= (-000 - - 0ayapm_1 - - a1a0)p

c’est-a-dire, que a admet un développement fini dans la base b. m

9
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Définition 1.1.3 Le développement (-cicacs - ++), d’un réel X €]0, 1] est dit
périodique s’il existe deux entiers positifs N et k, tels que ¢, = cp, pour tout
n > N. Le plus petit entier k satisfaisant la derniére égalité est dit période
du développement de \. Dans ce cas on note (-¢1 -+ C¢N_1CNCN11 *** CN1k—1)b
le développement périodique («c1 -+ CN_1CN *** CN4k—1CN =" * CN+k—1" )b dE .

Exemple 1.1.4 Revenons a l'exemple (1.1.2), et montrons par récurrence
que Ay, = Apaa,Vn > 1. Il est clair que \y = % = Xs5,et la relation est vraie
pour n = 1. Si A\, = A\yya, pour un certain n > 1, alors Ny = {7T\,} =
{TAnsa} = Anss, et done N, = N\yya, YV > 1. 1l s’ensuit immédiatement que
Cni1 = [T\ = [Thsa]l = caus, et donc ¢, = cuyq, Vn > 2. Ainsi le 7-
développement de %est périodique de période au plus 4. En fait la période est
tet ! = (125),.

Définition 1.1.4 Soient b un entier avec b > 1, o un réel positif et soient
(arag_1 -+ - ag)y et (.cicacs - )y les b—développements de o] et {a} respec-
tivement. Alors les suites (axag_1 -+ - ag.c1cacs + )y et ((—ag)(—ag_1) - - -
(—ag).(—c1)(—c2)(—c3) - ++)p sont, respectivement, les b—développements de
a, et de (—a).

Exemple 1.1.5 Si o = % et b =7, de ce qui a précédé on voit que @ =
(3-1254)7. De méme st a« = = et b = 7 alors a = (0'1254)7 ou bien tout

simplement o = (~1254)7.

1
5

Définition 1.1.5 Soient b un entier avec b > let a un réel. On dit que
a admet un b—développement périodique (resp., fini) si le b—développement
de {a} est périodique (resp., fini). Dans ce cas le block minimal constitué
des termes consécutifs qui se répétent dans le développement de « est dit
partie périodique et la longueur de ce block est la période. La prés-période
est la longueur de la partie qui précéde de le premier block périodique. On
note Per(b) (resp., Fin(b)) l’ensemble des réels qui ont un b—développement
périodique (resp., fini). Rappelons également le résultat connu qui suit.

Proposition 1.1.3 Soit b un entier supérieur a 1. Alors on a les relations
sutvantes :

i) 0 € Fin(b) C Per(b).

it) a € Per(b) & (—a) € Per(b), et a € Fin(b) & (—a) € Fin(b), pour
tout réel o.

iii) Fin(b) =7 [ﬂ .

10



1.1. REPRESENTATION DES REELS EN BASE ENTIERE

Preuve. Il est clair que le b—développement de 0 est périodique de pé-
riode 1, avec 0 comme block périodique, d’ou le (i), puisque par convention
0eF m(b). De méme de la défintion (1.1.2), découle immédiatement les équi-
valences du (ii). Pour montrer ’égalité (iii) dans la proposition précédente,
notons que si a € Fin(b), alors a = (agax_1 -+ -ag-c1 -+ Cp)p,

Cn
a:(akbk—l—ak_lbk_l—k---—I—a1b+a0)+b+b2+ +b_n7
et donc a € Z [%] . Inversement, soit a € Z [%] . Pour montrer que a €
Fin(b), on peut se restreindre, d’apres le (ii), au cas ou a > 0, puisque
—a €L [%] . Alors il existe m € N*, et a; € Z tels que

1 A + - -+ + agh™
a=an(;)"+ - +a = = —ecQ

Ainsi {a} = 7, pour un certain ¢ € N, et le dénominateur de {a} est au plus

divisible par les nombres premiers qui divisent ™, donc ceux qui divisent b.

D’aprés la proposition 1.1.2, {a} € Fin(b), et par suite Fin(b) =Z [1]. =

On a déja vu que certains éléments du corps des rationnels Q ont des dé-
veloppements finis en base entiére, en fait tout rationnel a un développement
périodique dans une base entiére, et la réciproque est ausi vraie. Le résultat
qui suit résume quelques constations sur ce sujet.

Proposition 1.1.4 Soit b un entier, avec b > 1. Alors tout développement
périodique dans la base b représente un nombre rationnel. Réciproquement, le
b—développement d’un nombre rationnel est périodique. Si de plus 0 < o =
<1, our ets sont des entiers positifs premiers entre euz, i.e. (r,s) = 1,
et s = tu, avec t et u des entiers positifs, tels que tout diviseur premier de t
divise b, et (u,b) = 1, alors la période du b— développement de o est égale au
plus petit entier positif v tel que b’ = 1mod(u), et la prés-période est égale
au plus petit entier N tel que t divise bY.

Preuve. Soit o un réel admettant un développement périodique dans la

base b. Pour montrer que a € Q, on peut supposer 0 < o < 1, car si {a} est
rationnel alors a = [a] + {a} V'est. Soit donc o = (-¢1 - - - ¢NCNF1 -~ CN1E)b-
Alors

1 CN+1 CN+k>

C1
O‘:3+' +_+ bﬂ_ pN+1 "'+bN+k’
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et
¢ G cN b enpa CN 1k
a=4ot ot ) ) €Q

Notons aussi, que pour montrer la réciproque, il suffit de prouver la derniére
assertion de la proposition. Soit donc 0 < a = = < l,ou (r,5) = 1, 5 = tu,
(u,b) = 1, et tout diviseur premier de ¢ divise b. Alors par la décomposition
de s en nombres premiers, il existe un entier positif N tel que b = at et
a € N. Choisissons, de plus, N le plus petit entier vérifiant cette derniére
relation. Alors

Wa=b"— =2,

tu U

Posons 2 = A+ ), ou A = [‘I—J],et)\:{%}.AlorsAg“—J:bNa<bN,car

a <1, et donc 0 < A < bY. D’autre part, comme)\:%—A:‘”’Lﬂzg,
onmal<a=:<<1, 0<c<uet

(1-4)

T _aql (1- 5)

u u
Montrons que (¢,u) = 1. Supposons au contraire que (¢, u) = [ # 1. Alors,
il existe deux entiers k et [ tels que ¢ = Bk et u = pl, d’ou ¢ = ar — Au,
ar = c+ Au = f(k+ Al) et donc 3 divise ar. Comme [ divise u, et (u,b) = 1,
on a (3,b) = 1,(B8,bY) = 1, et par suite (3,a) = 1. Ce qui signifie que 3
divise r, et cela conduit & une contradiction, car § divise s (8 divise u), donc
(¢,u) = 1. Soit (anan_1 - - arap) le b-développement de A. Si u = 1, alors le
développement de b o = A est fini, donc

A agpn N a,_1b" 1 a bt aph®

CTW TN bV R

et a admet un b—développement de la forme

o = (-000 - - - Aplp_1 - - - ayag)p

N

cara; € {0,1,---,b—1},Vi{0,---, N} et V;, 3k > j, tel que ¢, =0#b— 1.
Sinon, c’est-a-dire, si u # 1, on considére le plus petit entier v vérifiant
b" = 1mod(u). Alors

1
we _wutle ¢ (1- 6)
u u U
ot x € Z. Soit (-c1cp - -+)p le b—développement de <. Alors
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1.1. REPRESENTATION DES REELS EN BASE ENTIERE

L L A i
bu_ b+ +bv+bv’ (1-7)
avec Cp = [b/\kfl] s >\l~c = b)\k,1 — Cp = {b)\kfl}, ou )\0 + 5, et de (1 — 7) on
obtient .
b = (b b 244 e) + Ay, (1-8)

et 0 < A\, < 1. En comparant les relations (1 — 7) et (1 — 8), on voit que
Ay = 2 = Ag. Montrons maintenant, par récurrence, que cpy, = ¢, Vk >

1. Pour £ = 1, on a ¢14, = [bA\,] = [bA\o] = c¢1. Supposons ¢, = g,
pour un certain & > 1, et montrons cri14y = [bApio] €6 k1 = [bAg].
Supposons le contraire, c’est-a-dire [bAgy,] # [bAx]. Alors bAgy, # bAg, ce
qui implique que Ay # Apio. Mais, cryo = [DAp—140] = DApo1t0 — Migos

cr = [bAr—1] = bAp—1 — My Cho — e = b(Nim140 — Mim1) + Ak — Ao # O,
car \g_141y — Ap—1 = 0, et ceci contredit I’hypothese de récurrence c, =
¢y Donc £ admet un b-développement périodique en base b, de la forme
(G2 ~ Cy)p. 1l S’ensuit de (1 — 4) et (1 — 5), que le b—développement de

bNaest (ann_1 -+ ajag - C1Ca -+ Cy)p, d’oll

bY 1 Co

bNoz:anb”—i-an_lb"_l—i—---+a1b+ag+(bv_1)(ﬁ+~--—I—b—v).

En divisant les deux derniéres expressions par b", on obtient

_ an Q1 aq Qo bY c1 Co
o=t e T T +b_N+(bv—1>(ﬁ+"'+bv+N)
00 0 anp, An—1 a1 Qo
=Tttt mm T T ey T TR T T

— 1 . ¢ Cy
_|_( Z%)<b_i++ bU+N) — (.OO...Oananil...alao.clc2...Cvclc2‘..cv...)b.
§=0

Remarquons que le développement (-cics - - - ¢,), est un block constitué
de v termes consécutifs qui se répétent, et (-000 - - - Oana,_1 - - - ajag)p est
un block constitué N termes consécutifs qui ne se répétent pas (avec N —
(n + 1) zéros au début). Montrons que v et N sont minimaux, c-a-d., v et
N sont exactement la période et la prés-période du b—développement de «.
Supposons qu’il existe M et k, tels que

c1 . G cm Ve CM-i—k)

R S Y I
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

(Cleil + CQbM72 + -+ CM)(bk — ].) + (CM+1bk71 —+ -+ CM+k)
P (o — 1) '

Comme a = £ et (r,s) = 1, alors tu = s divise b (bF — 1). Il résulte alors de
Iégalité (u,b) = 1 que (u,b™) =1, et donc u divise (b* — 1), ce qui implique
que b* = 1mod(u), et par la définition de v, on a k > v. D’autre part, tout
diviseur premier de ¢ divise b, donc il divise b* et il ne divise pas (b* — 1),
d’ott pged(t, (b —1)) = 1 = ¢ divise ¥ = M > N, ce qui signifie que v et N
sont minimaux. Donc a admet un b—développement périodique de période
v et de prés-période N. m

Corollaire 1.1.1 Soit b un entier, avec b > 1. Alors Per(b) = Q.

Preuve. La preuve est une conséquence immédiate de la premiére assertion
de la proposition ci-dessus. m

Remarque 1.1.2 On peut utiliser la proposition (1.1.4), pour déterminer
la période et la prés-période du développement décimal d’un réel 0 < a =
L <1 avec s = 2°15%%u, ou (u,10) = 1. Alors la prés-période est égale au
mazimum de siet sg, et la période est égale au plus petit entier v vérifiant
10" = 1mod(u). Par exemple, si a = 5/56, alors 56 = 5° % 23 x 7, la prés-
période est 3 (le mazimum de 3 et 0), et la période est 6, puisque 10 =
3mod(7), 10* = 2mod(7), 10® = 6mod(7), 10* = 4mod(7), 10° = 5mod(7) et
10% = 1mod(7).

1.2 Représentation des réels en base réelle
Définition 1.2.1 Soit 8 un nombre réel, avec 3 > 1, et soit o un réel quel-
conque. Une représention de o dans la base B est une somme infinie de la
forme

a:gpﬁp_l_gp_lﬁp—l_f_...+€16+80+6_16—1+€_26—2+‘..

ou les g; et p € Z.

De maniére identique au cas ot le base est entiére on a le résultat suivant.

14



1.2. REPRESENTATION DES REELS EN BASE REELLE

Théoréme 1.2.1 Soit 5 un nombre réel, avec B > 1, et soit o un réel positif.
Alors a peut étre représenté sous la forme

a =g+ <€p—15p_1 + e Btegte S 4B+

ou p = p(a) est le plus grand entier vérifiant f¥ < a, €, # 0, ¢; = g;(a) €
{0,1,...,|B]} pour touti < p, et |f] =max{k € Z | k < 5}.

Preuve. Soit p = p(«) le plus grand entier vérifiant ¥ < «. Alors ¥ <
a< BPlet 1< 5 < B. Solent g,(a) = ¢, = [L%} cet rp(a) =1, = {%}
Alors 0 <7, < 1, et comme 1 < ete, < 5 <P, onag,€ {1,...,18]}.
Il sensuit que g = €, + 1 et o = €,0” + 1, 4”. Notons que si r, = 0, on
obtient immeédiatement le résultat avec ¢; = r;, = 0, pour tout ¢ < p — 1,
et sinon on pose ¢,_; = [fry].,et 1,1 = {fr,}. Dans ce cas 0 < r,; < 1,
et g,-1 € {0,1,..., | 8]} puisque ¢, 1 < pr, < B, dou fr, = e,_1 + 1p-1, €t
a =epfP +6p_1ﬁp_1 +7‘p_1ﬁp_1. Sirp,_1 = 0, on obtient également le résultat
voulu, et sinon on définit par récurrence :

(€1, Ti-1) = ([Bra] . {Bre}),
pour k < p— 2. Alors, Bry = egy1 + rpe1 €t

a=¢e,f + - +epft + B,
oug € {0,1,...,|8]}.,et 0 < r, < 1. On obtient en particulier pour n €
N*

a=egfl +ep T+ e tef 4 e ST ST
Comme r_,, € [0, 1], on voit que lim,_.r_,5" =0, et
lim (0 — X568 — S5 e87") =0,

c.-a~d. que ,
a=¢e +ep1ffF e+ T2 B8

Définition 1.2.2 La représentation d’un réel positif o dans la base > 1,
sous les hypothéses du théoréme (1.2.1), s’appelle béta-développement de o
dans la base 3 (ou simplement béta-développement de «), et est notée

a = (gpgp-1 " )p

15



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

ou bien 5

=g, e+ B2 e 87
L’ensemble A = {1, ..., | 3]} est appelé l’alphabet du béta-développement et les
suites (€n)n>0 €t (Tn)n>0 sont dites suites associées au béta-développement
de «.

Définition 1.2.3 Sia = (eye,—1 -+)p est le béta-développement du réel posi-
tif a en base (3, alors le béta-développement de —cav en base 3 est ((—ep)(—ep-1) -
-)g. Par convention le béta-développement de 0 est (000 - --)g.

De maniere analogue au b—développement on peut résumer le béta-développement
d’un réel positif par 'algorithme qui suit :
1- Initialisation.

Choix de la base (3, et du réel a. Déterminons ’entier p vérifiant
B < a < P et posons g, = [%} et r, = {g—p} .
2- Itération.
Cherchons ¢, et 7 solutions des égalités : e, = [Brrs1] et 1 =

{Brisat-
3- Critere d’arrét.
Siry =0,oudt > 1, tel que rp = rg4¢, stop. Sinon, on pose k = k—1,
et on retourne a 2.

Exemple 1.2.1 Avec la notation ci-dessus on a 1 = (1000 - --)5 ou bien

B
. 0 0
=14 -+ o5+

car1 <1< f,p(1)=0,¢e0(1) =[1] =1, 79(1) =0 et &;(1) =r;(1) =0 pour
tout i < —1. Généralement, si k € Z, alors % = (1000...)5, ou bien

B
ﬁk?ﬁk+oﬁk71+oﬁk72+’

puisque 3* < * < B p(BY) = k, er(B*) = [g_ﬂ =1, m(8") = {g—:} =0
et £;(B¥) = r(B*) = 0, Vi < k—1. De méme, si o € {1,---,[A]

16



1.2. REPRESENTATION DES REELS EN BASE REELLE

B

a = (a000.. )g,oubzena_oz—i- —|— s+ car 1 <a<f, pla) =0,

eo(a) = [a] = «, et ro(ar) = 0.

Exemple 1.2.2 Soit = %5 = 1,6180..., la racine du polynéme P(x) =

x?—x—1.
B

A~

1) Si o = —1, alors a = = et de l'exemple ci-dessus, on a o = %+

E

2) Sia =3, alors 2 < 3 < 3% p(3)= 2, e2(3) = [%] =1, m(3) =

L -1=2%L 5(3) = [M] ~ 0, r1(3) =28 o(3) = [2-4] = 0,

B B B
ro(3)=2—-8,e.1(3)=[28—-B°] =[B+1]=0,713) = B+ 1= ¢c5(3) =
(3> + 8] =3, _2(3)=52+5—3_2@ 2=>c3=[282-28] =[2]=2=
rg=0=r==0v<—4

B

3T 405 f 4050+ 22y 0 0 0

_l’_
BB gtB
Exemple 1.2.3 Soit § = %3 = 2,6180 - -, la racine du polynome T(z) =

B
22—3x+1. Soit o = 3—73, alors o = %, et de ce qui a précédé o = %—l—ﬁ%%—m
B
Les mémes calculs montrent que § — 2" = Z BL" et
n>1
S 1 0 0 0
F=B+0+ -+ 5+ 5+t
B g B

Exemple 1.2.4 Si 3 = 5 et a = 324, alors 5° < 324 < 5% p(324) = 3
832[%]_2 rs = {324 2324 2%752:277’22%781:4,7’1=§
= ¢go=4,19=0, et 51—7‘1—0‘#23—1, d’ot

B
3247 =255+ 252+ 4x 5 +4x50 + 0«5 1+ 0x5 24053+

Les mémes calculs montrent que i = (13000...)¢ et

10
723.142 = "7%10%+2x10+3%10°+ 1510 +4% 10 2+2x 103 +0% 104 +0% 102 +---

17



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Remarque 1.2.1 Avec la notation ci-dessus, si 1 < a < (3, alors p(a) =0
B
eta = €0+6_15_1+€_25_2+~~-. Dans ce cas, et pour simplifier la notation,

on note le béta-développement de a

o =¢c+ 5+ 5+

ou bien o = (gpg1€2 - ), au lieu de o = (gpe_16_9 - =) 3.

Remarque 1.2.2 Soit f* <z < ' oup € Z, alors1 <y = % < f3

ﬁp
et p(y) = 0. Supposons que le béta-développement de y est donné par la
B B
formule i = e + %1 + % +-o- et que 2" =g B + 61,07151)71 + .- -. Alors

& = [%] = [y] = eo(y) et rt, = {%} = {y} = ro(y). 1l s’ensuit que €, =

[ﬁrj’o] = [Bro] = e1(y), T1p-1 = {ﬁr;} = {Bro} = r1(y) et par récurrence
on obtient que (€))n<p = (€n)n>0,.€t (7 )n<p = (Tn)n>0. On en déduit que
les béta-développements des réels o € [1, 3], permettent de déterminer les
béta-développements de tous les réels positifs.

B

=~
= £

Proposition 1.2.1 Awvec la notation ci-dessus, si a € [1,[] et « 0+

F+5+- - alors

_En—i-l En+2
IS

Preuve. Une simple récurrence permet de vérifier la relation. Pour n = 0,
onaa=c¢ey+ry, et doncrg=a—¢cy = ‘% + % + - -+ Supposons que 1’égalité
soit vraie jusqu’a l'ordre n > 0, c’est-a-dire que r,, = E”T“ + E%—JQQ + - --. Alors
Tny1 = {5rn} = Brn - [Brn] = Brn — Ept1 €t

Ent+2 | En43

Tny1 = 7 32
18
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1.2. REPRESENTATION DES REELS EN BASE REELLE

La proposition suivante implique celle qui la précéde.

B
Proposition 1.2.2 Soit o € [1, 3] satisfaisant o= g + e, + - - -. Si

r, # 0, oun € N, alors

B
A Entu | Entutl
= 5 + ﬁu+1

ot u € N* Ué’l"l:ﬁ€ En+tl = Ent2 = " = Entu—1 = 0 et Entu ?é 0.

Tn

Preuve. Montrons d’abord la proposition pour n = 0. Supposons que o # 0.
Alors d’apres la proposition 1.2.1, on a rg = %+%+---. Soit u € N*, vérifiant
g1 =¢ey=-++=¢4,1=0,et g, #0. Alors ry = g—’; + ;Zfl + - - +. Des relations

1 6u 1 o Eut1

— < — —(— + +r)= =g < oot

ﬁ ﬁ To = Bu 1(ﬁ /82 ) 5 1 B 1

ona " <ry< B etp(ro) = —u. Sionnote r,(rg) = Ry, et £,(ro) = iy,
Vn < —u, alors

To Eutl  Eut2 To
ey = = |€u T + | = Eu T Tu] = Euy R_u:{ u}:ru.
Eadil KR e R ;

H_y1 = [ﬁR—u] - [ﬁru] = Eu+1, et R—u—l = Tyu+1-

Par induction on obtient p_,,_, = €yik, et Ry = rysk, Yk > 0. Ainsi

B
~~~Eu Cutl
Soit maintenant n € N*| et supposons que 7, # 0. D’aprés la proposition
121, onarm, = 8"7“—1-8%—32—1----. Soit u € N* vérifiant €,,,1 = €40 =+ =

Entu_1 =0, et g, #0. Alors r,, = Eg# + EEZT{I +---. A partir des relations

Entu 1 (€n+u Entu+l ) T'n4u—1 1

6 + 62 +) = 5u71 <ﬁu71
19



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

onafB " <r,<p etp(r,) = —u. Sion note r;(ry,) = Ry, et g;(r,) =
1;, Vi < —u, alors on obtient

Tn Entu+l Entu+2
fimu = { } - |:€n+u T + 4| = [Engu F Tngu] = Entu

g B 32
et

Tn
fow = { } =Tntu, My—1 = [6R—u] = [6rn+u] = Entutls Rou-1 = Tniutt.

6711,
Par induction, on obtient p_, . = €ptutks Bew_k = Tntutk, Vk > 0, et donc
B
rn/\sn+u + Egti.t{l _'_ e m

La proposition suivante montre que le béta-développement est une géné-
ralisation du développement décimal des réels.

Proposition 1.2.3 Le béta-développement d’un réel quelconque, en base en-
tiére, coincide avec le développement usuel, défini dans le premier paragraphe.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut se restreindre au cas o « est un
réel positif. Soit donc S = b une base entiére et supposons d’abord o > 1,
avec

a=affa 1+ +af+a +2 5 -+ E + -

ol (arag—1---a1apcicy - -+) s est le b—développement de a. Alors ay, # 0, a; €
{0,1,....86—1},¢,€{0,1,...,6— 1}, et VN, In > N tel que ¢,, # 5—1. Pour
trouver le béta-développement de o, montrons d’abord que 8% < o < gF+,
Il est clair que o > akﬁk > (% puisque az > 1. D’autre part, si o > ¢,
alors apB* 4+ ap_1" 1 + -+ a1+ ap + ‘31 + 2 4> B et

Ap_1 ai ap C1 Co
6 '”+F+ﬁ+w+w+”.:ak+5k26'

o0
ak—1 ax ag 1 Co 1
0 = +“‘+6k_1+ﬁ+ + —|—"'<(5—1)(E _z‘):17



1.2. REPRESENTATION DES REELS EN BASE REELLE

on voit que agyq > B, d’ott ap > f—1, et cela contredit 'inégalité a;, < —1.

Ainsi k est le plus grand entier vérifiant 5% < a, g, = [%] = lay + k] = ax,
car 0y < let r, = {;‘—k} = {ay, + 0} = k. De plus

ag—2 ai Qg C1 C2
Er1 = [B6] = {akl‘f‘ 3 +"'+ﬁk2+5kl+ﬁ+w+”}
= [ap—1+0p1] = ar_1,
puisque 0j_1 = %’“ —ap_q < %%— 0<1, dotep1=arq etrys={0r}=
dx—1. On continue alors le méme processus, et par induction on obtient

:[ﬁrl]:[ﬁél]:{ao—'—ﬁ_’_ﬁ_’_ _:[ao—l—éo]:ao
car dp = E—a < 1. Par suite on a g = ag, rg = g
e_1 = [Pro] = [Bdo] = {cl—l— 5 +ﬁ2 —i—'“_ =[c+04]=0c

(6.1 = ﬁ —cp <1),doue_1 =c, et ry =0_1. Par des calculs similaires
on obtient

B
/\

=B+ ap 1B 4+ B+ ap+ 3 -+ @ +-
Supposons maintenant o < 1 et que le b—développement de «, est donné
par la formule o = % + & + - - -. Alors les ¢; € {0,1,---,8—1}, et VN > 1,

dn > N, tel que ¢, # B — 1. Soit k le plus petit entier vérifiant c¢; # 0, alors

= %4—;’;111 +-+-. Montrons que 87* < a < 7% Y Onaa > ¢87% > g7F,
car ¢, > 1. D’autre part, si @ > 8%V alors ;—’,2 + ;’Zﬂ 4> D o

ck—l—ck“+ck+2+ —Ck+5—kZﬂy’COmme5—k:%T+l+C%—§2+“‘<(5—

1)(2/3) =1, on obtient ¢y, +1 > § = ¢, > f—1, et cela contredit la relation

e, < B —1. Ainsi, B7F < a < 6_(k_1), E_p = [BL_;C] = [ex +0_k] = c_y, car

d_p<l,etr_,= {fﬁ} = [c_p 4+ 0_1] = 0_y. Il s’ensuit que

E_k—1 = [Bri] = [Bo_k] = |Fk+1 + %} = [Chy1 + 01| = Crp1,

21



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

puisque 0_,_; = Sk _ Cry1 < %4— 0<1,etrgq1={pr_g} =01t De

B
maniére identique au cas précédent on obtient
B
A~ Ck Ck+1

a = 3k + g+ +

Inversement, montrons que le béta-développement d’un réel positif « coincide
avec son b—développement. Supposons d’abord o < 1. Alors il existe un
entier k& > 0, tel que f7% < a < ¢V et

B
A Ek Ek+1
a = E + W + -
ot g # 0, et pour tout i > k, &; € {0,1,---, 5 — 1} . On sait que (gx&4+1-+)g
est aussi le béta- développement de a3* ¢ [1, 5[. Supposons au contraire
AN > k, tel que g, = 8 — 1,¥n > N. Alors %N—{—E%;“—{—--- = (B —
(o)

1)(2%) = 1, et ceci conduit a une contradiction avec la proposition 1.2.3,

i=1
puisque < + 6%2“ + - =ry_1(af®) < 1. Ainsi VN >k, In > N, tel que
e, # B — 1. Toutes les conditions de la proposition 1.2.3 sont donc vérifiées,
et par suite

€k Ek+1
E_FW_F — ('€k€k+1"'>ﬁ

Finalement, supposons o > 1. Alors il existe un entier p > 0, tel que 57 <
a < P et

o =

8 %
=B+ ey g+ Y e
=1

avec £, # 0, et Vi < p, g, € {0,1,---,8 —1}. Comme (g,6,_1 - --)3 est aussi

le béta-développement de 5 € [1, 5], d’apres la Proposition 1.2.3 on a :

Se St = T—(p+1)(%) <1, [af = ¢p" + 5p—1ﬁp_1 + -+ o, et {a} =
i=1

o0

Y e ;87" < 1. Donc

i=1
o0
a = B+ttt Y e
i=1
(€pEp—1 -+ €0-E_1E6_2 - *)p-
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1.3. SUR LES NOMBRES DFE PISOT ET DE SALEM

1.3 Sur les nombres de Pisot et de Salem

Les nombres de Pisot et de Salem sont des entiers algébriques réels riches
en propriétés arithmétiques, ce qui explique leur apparition dans plusieurs
domaines des mathématiques. Dans le chapitre 3, on va montrer leur com-
portement particulier lorsqu’ils sont considérés comme des bases du béta-
développement. Ces nombres étaient étudiés pendant une période qui dé-
passe un siecle. Les preuves de la majeure partie des résultats énoncés dans
ce paragraphe se trouvent dans les ouvrages [6] , [19] et [20]. Commengons
d’abord par rappeler quelques éléments de la théorie des corps.

Définition 1.3.1 On dit qu’un élément o du corps C est un nombre algé-
brique, sl existe un polynéme unitaire P = P(z) € Q|x]| tel que P(a) = 0.
Si de plus P € Zlx|, alors « est dit entier algébrique.

1) Le nombre a = V2 est un entier algébrique car « est racine du poly-
noéome x? — 2.

2) 11 est bien connu que le nombre m = 3.14... n’est pas algébrique.

3) Si o € Q, alors « est racine du polynome = — a, et est donc algébrique.
En particulier si a € Z, alors « est un entier algébrique.

4) 11 est bien connu que toute extension finie de Q est algébrique. Par
exemple I'extension Q(ﬂ) /Q est de degré 2, et est donc algébrique.

Soit a € C. Comme lanneau Q[z] est euclidien, l’ensemble [ = {P €
Q[z], P(a)) = 0} est un idéal principal de Q[z]|. De la définition ci-dessus [
est réduit & {0} si « n’est pas algébrique. Lorsque « est algébrique, 'idéal T
admet un générateur, noté M,. On peut aussi supposer que M, est unitaire.
Dans ce cas le polynome M, est irréductible dans Q[z]| et est unique; ce
polynome s’appelle polynéme minimal de «. En d’autres termes M, est le
seul polyndéme unitaire a coefficients rationnels, de degré minimal, ayant «
pour racine.

Soit a un nombre algébrique. Alors les racines du polynéme minimal
de a, noté M,, sont dits conjugués de a. Le degré de « est le degré de son
polynéme minimal.
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Si e un nombre algébrique de degré d, alors o admet exactement d conju-
gués, car son polynome minimal n’admet pas de racines doubles (il est irré-
ductible). Dans ce cas le corps Q(«), qui est l'intersection de tous les sous-
corps de C contenant «, est de degré d, c’est a dire que, [Q(a) : Q] = d. 11
est facile de voir, par exemple, que I'ensemble {1, q,- - -, a® '} est une base
du Q-espace vectoriel Q(«).

Soit K un corps de nombres de degré d. Alors tout homomorphisme
d’anneau de K dans C, non-nul est injectif et laisse invariant les nombres
rationnels. Un tel homomorphisme est dit plongement de K dans C. Rappe-
lons qu’il existe exactement d plongements de K dans C. Il s’ensuit lorsque
K = Q(«a), ot a un nombre algébrique de degré d, que les d plongements
01,04, de K dans C transforment « en ses conjugués. De plus, si § € K,
alors les conjugués de [ sont parmis les nombres o1(5),- - -, 04(3), chacun
d’eux étant répété d/[Q(pF) : Q] fois.

Définition 1.3.2 Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel plus
grand que 1, dont les conjugués autres que lur méme sont de modules in-
férieur a 1.

Exemple 1.3.1 Tout entier rationnel plus grand que 1 est un nombre de
Pisot. Le nombre (14 +/5)/2 est un nombre de Pisot de degré 2, car son

polynome minimal admet une autre racine (qui est (1 —+/5)/2) de module
< 1.

Beaucoups de résultats sont connus sur ’ensemble, usuellement noté S,
des nombres de Pisot. Citons quelques uns : Un algorithme a été introduit
par Dufresnoy et Pisot pour déterminer les éléments de SN|1, 1.6183[ [10], et
cet algorithme a été généralisé par D. W. Boyd [8-9] pour trouver les nombres
de Pisot dans certains intervalles. Salem avait montré que I’ensemble S est
fermé pour la topologie usuelle de R [26]. Les points limites de S inférieurs
a 2 peuvent étre déterminés explicitement [4,15]. Pour montrer, d’une ma-
niére simple, qu’il existe des nombres de Pisot de degré arbitrairement grand,
rappelons les deux résultats connus qui suivent.

Proposition 1.3.1 Soit P un polynome unitaire, & coefficients entiers ra-
tionnels, possédant une seule racine réelle 0 plus grande que 1, et les autres
racines de module strictement inférieures a 1. Alors P (x) = x°My (z), ot s
eN* et 6€8S.
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Preuve. Comme P (x) € Z[x] et P (0) =0, alors 6 est un entier algébrique
et il existe P, € Z x| tel que P = MyP;. De plus P, est unitaire, car les
polynémes P et My le sont, et admet toutes ses racines a l'intérieur du
disque unité. Par suite le produit des racines de P; est nul car il est de
module strictement inférieur a 1; d’ou P; (z) = z°. =

Pour montrer ’assertion qui suit, rapellons un corollaire du théoréme de
Rouché, vrai pour des fonctions analytiques au lieu des polyndémes.

Lemme 1.3.1 Si [ et ¢ sont deux polynomes tels que |f (z)| > |g(2)]
sur le cercle |z| = p, ot p > 0, alors le polynome f + g admet le méme
nombre de racines que f dans le disque ouvert |z| < p.

Proposition 1.3.2 Soit P un polynéme a coefficients entiers rationnels, tel
que P(z) = 2"+ a, 12" '+ +ag, ap #0, et

|ap-—1| > 1+ |ap_o| + -+ las] + |aol.

Alors P posséde une unique racine 0 dans |z| > 1 et ses autres racines dans
|z| < 1. Ainsi £ 0 est un nombre de Pisot.

Preuve. On a les relations suivantes, pour |z| = 1,
2"+ a1z +agl <1+ |an—o| + - -+ |ao] < |an—12"""| = lan_1]|. (1-9)

D’aprés le lemme ci-haut, le polynéme P posséde dans |z| < 1, le méme
nombre de zéro que a,_12""!, soit n — 1. Comme P n’a pas de racines sur
|z| =1, a cause de 'inégalité stricte dans (1 — 9), il admet donc une seule
racine  dans |z| > 1 et quiest un réel, car sinon par conjugaison complexe
on obtient deux racines. Comme ay # 0, de la proposition 1.3.1, on déduit
que # ou bien —f est un nombre de Pisot. m

Cette proposition appliqué par exemple au polynéme P (x) = 2" —3z" 1+
1, ou n > 2, montre que P est le polynéome minimal d’un réel 6 tel que +6
est un nombre de Pisot. De plus, comme P(1) = -1 <0et 0< P(3)=1, 6
est un nombre de Pisot de degré n. On déduit alors le résultat suivant :

Corollaire 1.3.1  Pour tout d € N*, il existe un nombre de Pisot de
degré d.
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Preuve. Si 6 € N*— {1} alors § est un nombre de Pisot de degré d = 1.
Pour d > 2, et d’apres le calcul ci-dessus il existe toujours un nombre de
Pisot de degré d. m

Une autre classe remarquable d’entiers algébriques, notée T', et qui a des
liens avec I’ensemble S, est la classe des nombres de Salem.

Définition 1.3.3  Un nombre de Salem est un entier algébrique réel plus
grand que 1, dont les autres conjugués sont de module inférieur ou égal a 1,
avec au, moins un conjugué de module 1.

Soit M, le polynéme minimal d’un nombre de Salem 7 de degré n,
et soit M* (z) = 2" M, (1/x) le polynoéme réciproque de M,. Si « est une
racine de module 1 de P, alors @ = 1/« est également racine des deux
polynémes M, et M*. Par suite, M, et M* ont une racine commune
et comme M, est unitaire et irréductible, alors M, = AM*, M, (0) = X et
1 =AM (0);don M =1 Si A= —1,alors £1 est racine de M,,
d’ou la contradiction puisque M, est irréductible. Par conséquent, A =1 et
M, = M?*. De plus le degré de M, est un entier pair au moins égal & 4. On
résume cela dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.3 Le polynéme minimal d’un nombre de Salem T est ré-
ciproque et est de degré > 4. De plus, T posséde un seul conjugué de module
inférieur a 1, qui est son inverse, et ses autres conjugués sont tous de module
1.

Preuve. La premiére partie de la proposition résulte du calcul précédent. Si
« est racine de M, alors 1/« est aussi racine de M., car elle est réciproque.
Ainsi 1/7 est le seul conjugué de 7 ayant un module < 1, puisque 7 n’admet
pas d’autres conjugués, autre que lui méme de module > 1. m

Contrairement a I’ensemble des nombres de Pisot, qui satisfait minS =
1.3247... [30], on ne sait pas s'il y a un plus petit nombre de Salem. Plus
précisément on ne sait pas, si I’égalité inf T = 1 a lieu ou non. Ce dernier
probléme avait été posé, en 1933, par D. H. Lehmer [18]. Le polynéme mini-
mal du plus petit nombre de Salem connu est : X' + X% — X7 — X6 —
X5 — X*— X34+ X + 1, ce nombre vaut approximativement 1,1762... [6].
La plupart des exemples de nombres de Salem sont fournis par la célébre
construction de Salem, qui dit que tout nombre de Pisot est limite d’une
suite de nombres de Salem [26] :
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Théoréme 1.3.1 Soit 6 un nombre de Pisot de degré s > 3 et de polynéome
minimal P. Soit (Q);, le polynome défini par la relation

@ (2) = 2"P(2) +eP* (2),

ot e =+1 et P*(z) = 2°P(1/z) est le polynéme réciproque de P. Alors, il
existe un entier ng, tel que pour n > ng, l'équation Q% (z) = 0 a pour racine
un nombre de Salem ;. De plus on a lim 75 =0 et les 7, tendent vers 0

n—---4o00

a droite ou a gauche selon la valeur de e.

Preuve. Le nombre de Pisot 6 est une racine du polynome irréductible
P de degré s. Puisque 6 n’est pas une unité quadratique, c.-a-d. n’est
pas racine d’un polynéme unitaire réciproque du second degré ayant 0 et 1/0
pour racines, les polynémes P et P* sont premiers entre eux. En d’autres
termes les polynomes P et P* n’ont pas de racines communes. Pour tout
entier positif n, considérons le polyndéme

Qf (2) =2"P(2) + P*(2).

Le polynome @ est unitaire, a coefficients entiers. Ses racines sont donc
. , . *

des entiers algébriques. Nous allons montrer que pour n > ny, () a pour

racine un nombre de Salem. Ecrivons :

p(z)  z2—-0tz—o

pr(z)  1—0zi1—az
ol les «; sont les conjugués de 0, de module < 1, et s est le degré de P. Soit

n > 0, suffisamment petit pour que P* soit sans racine dans la couronne 1 <
|z2| <1+mn. Alors on a pour |z| =1+,

|z — ai* = 12%] + la;|? — oz — @2, (1-10)

et
11 —a@z)? =14 | |2)* — i — w2 (1-11)

s—1

De (1—10) et (1 —11) on obtient |z — ;| > |1 —@gz] et [] |z — s >
i=1

s—1

[ 11— @5z|. Ainsi

i=1
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Si on pose z = (1 + ) exp®, alors on a

2

z—0
1—-0z

2 | (T+n)exp¥ -0
1= 0(1+n)exp

(14+n)* —0(1+n)exp™ —0 (1 +n)exp ™ 46
1—0(1+n)exp=i® —0 (14 n) exp® +6? (1 4+ n)
0%+ (1+n)> = 0(1+n) (exp™ + exp ™)
1—6(1+n) (exp® +exp) + 6% (1 4 n)’

0> (14n)> —20(1+n)cosyp

71—1—92(1—1—71)2—29(1—|—n)cos<p7f(90).
in 2 2 2 92
Comme f'(p) = 2004m)s W[HH;J”?) (14n)°—6 ]’ s’annule pour ¢ = 0 et
¢ = m et reste positive sur Uintervalle |0, 7[, Papplication f admet un
- N 0—(1 0—(1
minimum en ¢ = 0. D 0u{1_992| > 9(1J(r7;)ri)1 > 1—nftl car 1- 9(14&5@1 =
% < %. Choisissons maintenant 7 assez petit de fagon & avoir

1—n[(@+10)/(0—1)] >0.O0nadoncpour |z|=1+n:
Y (1+77)”(1—WZ%) > (1+nn) (1—77§J_r—1)

p*(2)
AL S LS A
- R S B/ |

ZTL

lorsque sz—i <n< %. Par suite d’aprés le théoréme de Rouché, le
polynéme @, posséde dans |z| < 1+ 7, autant de zéros que z"p, soit
n + s — 1. Comme 7 est arbitrairement petit, cela prouve que @ posséde
une seule racine, disons 7.7, de module supérieur a 1, donc nécessairement

réel. De plus Q. est réciproque car

@@ = #o(2) = (5 () + 2e)
= 2 (1) T+ (z) = () + 77 (2).
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Il s’ensuit que 1/7;7 est le seul zéro de @ de module plus petit que 1, et
les autres zéros de @, sont donc de module 1; on a donc Q% = K, T,,, avec
K, ne posseédant que des racines de 1'unité et 7, irréductible, possedant la
racine 7. Maintenant, montrons que lim 77 = #.Tout d’abord, on a

n——-+00

Q) = P*(0) # 0, car P et P* sont premiers entre eux et P’ (6) > 0.
Donc il existe 0 > 0 et g > 0 tels que P’ (z) > ppour 1 < f—o <z < f0+o0.
Soit 0 vérifiant |§] < o, alors P (0 + ) = 6P’ (¢) pour § < e < 6+, ou
bien pour 0+ 4§ <e < 6. Or, P(0+ ) est du signe de §. Par suite, pour n
assez grand, QF (04 0) = (0+0)" P (0 +0) + P* (0 + ) est du signe de 9.
Choisissons alors ¢ tel que 0p* (f) < 0. Les quantités Q! (0) et Q" (60 + 0)
sont alors de signes opposés; d’ou 7,7 € [0,0 + 4] si P*(0) > 0. On voit
ainsi que les 7,7 tendent vers 0 a droite si P (f) < 0, et & gauche si P* (0) > 0.
Cela prouve que, pour n > ng, les 7 sont des nombres de Salem, car sinon,
on aurait une infinité d’entiers quadratiques, tous différents, tendant vers 6
et par suite, leurs polynémes minimaux auraient leurs coefficients bornés,
ce qui est impossible. En considérant (), = 2P — P*, on peut construire
de la méme fagon une suite de nombres de Salem tendant vers 6 de lautre
coté. m

Remarque 1.3.1 En fait la preuve ci-dessus fonctionne lorsque le degré du
nombre de Pisot 0 est < 2 sauf lorsque P(z) = 2> —rz + 1. Dans ce dernier
cas il suffit de considérer le polynéme QE(z) = (22" +1)(22 —rz +1) 4 2"
pour obtenir, par une méthode identique, que 0 est limite & gauche et & droite
d’une suite de nombres de Salem. On déduit alors immédiatement le corollaire
sutvant.

Corollaire 1.3.2 Tout nombre de Pisot est limite d’une suite de nombres de
Salem, et donc il existe des nombres de salem de degré arbitrairement grand.
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Chapitre 2

Sur le béta-développement

Dans ce chapitre on fait une étude plus approfondie du béta-développement.
Dans le premier paragraphe, on rappelle des popriétés des suites associées au
béta-développement d’un réel, et on montre, en particulier, des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'une suite d’entiers rationnels représente le
béta-développement d’un réel positif. Ensuite, on cite, dans le second para-
graphe, quelques résultats élémentaires en rapport avec les développements
périodiques ou finis. Ces représentations étaient considérés par W. Parry
dans son article [22] et ensuite par C. Frougny et B. Solomyak [13,14,31]
(voir aussi d’autres références dans [35]). Enfin, dans le dernier paragraphe
on prouve quelques propriétés des nombres de Parry, et qui constituent un
outil fondamental dans cette théorie. Ces nombres ont été définis et étudiés
par W. Parry [22].

2.1 Quelgques propriétés du béta-développement

En conservant la méme notation comme dans le premier chapitre, on
suppose toujours § un réel plus grand que 1. On a deja vu dans le premier
chapitre que pour tout réel positif «, on peut associer une suite d’entiers
rationnels non-négatifs, le théoréme qui suit donne une certaine réponse au
probléme inverse.

Théoréme 2.1.1 Soit (by, by, ...) une suite d’éléments de N, o by > 1. Alors
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2.1. QUELQUES PROPRIETES DU BETA-DEVELOPPEMENT

il existe a € [1, B], satisfaisant

E——
Ebg—i—ﬁ"‘

si et seulement si on a pour tout n >0, on a

b_n + bn+1

Gt Tt

B
Preuve. Supposons qu’il existe a € [1, 5], tel que o = by + %1 + - --. Pour

nfOonabO—i- + - g<1 car < 3. Pour n > 1, et d’aprés la

proposition 1. 2 1,on a b“ + "“ +---=r,1(a) <1, Vn € N*. Inversement,

supposons que Yn > 0, 2 , B+ "*1 4+ < 1 Posonsa:b0+%+---. Alors,
O<a/6<1:>0<a<ﬁ,etcomme a>by>1,onal<a<f Pour

n—llmegahtebl—l— +-- < 1, donne gy(ar) = []:[bo+%+--- = by, et

ro(a) =% + B + ... Supposons que r, (a) = "5 4252 4 et () = b,

pour un certain n € N. Alors ﬁrn( ) = bp1 + ”*2 + "*3 + - - -, et donc

Ent1(Q) = byy1, car b"gz + ”*3 - <1et myp(a ) = bn5+2 + 75 n+3 +---; d’ou

2 b
?b0+51+

Définition 2.1.1 Une suite (bo,by,...) satisfaisant les conditions du théo-
réeme 2.1.1 est dite f—admissible.

Corollaire 2.1.1 Si une suite d’éléments de N est f—admissible, alors elle
est 3'—admissible, V3" > 8.

Preuve. Supposons que la suite d’elements de N, (bg, by, ...) soit f—admissible,
c’est-a-dire que bp >1et Vn >0, b" + ”“ +--- < 1. Comme B' > 3, on a
7 )f’in+1 < 5 n+1 pour tout entier rat1onnel 1>n, et donc g 4 0 ﬁ L4+

b" + ”“ + .-+ < 1. Du théoréme 2.1.1, on déduit alors que (b, b1, ) est

au851 5 —admissible. m
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Corollaire 2.1.2 Supposons que soit 3 un entier rationnel. Alors la suite
(b, b1, ...) d’éléments de N, est f—admissible, si et seulement si by > 1,
b, €{0,1,....8 — 1} pour toutn € N, et VN € N, In > N, tel que b, # B—1.

Preuve. Supposons que la suite (bg, by, ...) soit f—admissible. S’il existe n >
0 tel que b, > 3, alors

b bn bn
— + +1_|_...>1_|_ +1_|_.‘.>1

s p? B B2 B
et cela contredit I’hypothése. D’autre part si 3N € N, tel que Vn > N,
b, = 3 — 1, alors

by byi1 -1 pB-1

- + _|_ P _|_
g B g p?
et cela conduit aussi a une contradiction. Ainsi Vn > 0,onab, € {0,1,...,5 — 1},
et VN, dn > N, tel que b, # 5 — 1. Inversement, supposons que Vn > 0, on
ab, €{0,1,...,8—1},et VN, In > N, avec b, # 5 — 1, c’est-a-dire que la
suite (bg, by, ...) contient une infinité de termes de I’ensemble {0, 1, ..., 3 — 2} .
Alors ) , 5 8
—1 —1

n n+1

-+ +-- < + +---=1,VYn>0,

g p? g B2
et d’aprés le théoreme 2.1.1, la suite (bo, by, ...) est f—admissible, puisque par
hypothése by > 1. m

+...=1

2.2 Béta-développement fini ou périodique

Rappelons qu’une suite (x,),>o de nombres réels est dite périodique, s’il
existe deux entiers N € N, et p € N*, tels que x4, = =, Vn > N. Le plus
petit entier p, satisfaisant la derniére égalité s’appelle période de la suite.
Dans le cas o N = 0, on dit que la suite (z,),>0 est purement périodique.

B
Proposition 2.2.1 Soient a € [1,8], & = eo+ 1 4 -+, et rp(a) = 1y,
alors la suite (€,)n>0 est périodique si et seulement si (r,,)n>o0 Lest.
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Preuve. Supposons qu’il existe deux entiers N > 0, et p > 1, tels que
Tntp = Tn, VN > N. Alors

Entpr1 = [Brnp] = [Bra] = €.

Donc €,4p = €5, Yn > N + 1, ce qui signifie que (e,,),>0 est périodique
de période inférieure ou égal a p. Inversement, supposons qu’il existe deux
entiers N > 0, et p > 1, tels que €4, = €,,,Vn > N. Alors de la proposition
1.2.1 on voit que

En En41 Entp Ent14p
T’n—l —_ e e — +

Bt T T T

Donc r, = ryqp, ¥n > N — 1. Ce qui signifie que la suite (7,),>0 est
périodique de période inférieure ou égale & p. Il s’ensuit que si I'une des deux
suites (£,)n>0, €t (7)n>0 est périodique alors 'autre 'est aussi, et elles sont
de méme période. m

+ = T

B
Définition 2.2.1 Soit a € [1, 5], Oé//E\EO + e 4 - Alors on dit que
le béta-développement de o est fini si la suite (€,)n>0 Se termine seulement
par des zéros, c’est-a-dire, s’il existe un entier N tel que Yn > N, e, = 0.
Dans ce cas on note o = (gp, ...,en ). L'ensemble des réels qui ont un béta-
développement fini est noté Fin(p).

B
Définition 2.2.2 Soit o € [1,8[, & = ey + 187" + - - -. Alors on dit que
le béta-développement de o est périodique si (€,,)n>0 est périodique. On note

Per (B)l’ensemble des réels qui ont un béta-développement périodique.

Proposition 2.2.2 Avec la notation ci-dessus, les propositions suivantes
sont vraies :

1. Fin(B) C Per(p).

2.{0,1,-- -, [B]} U {B". k € Z} C Fin(B).

3. Per(B) C Q(B).
Preuve. 1. Si a € Fin(f3), alors (€,),>0 se termine par des zéros, et donc
(€n)n>0 est périodique de période 1, avec 0 comme partie périodique.

2. La preuve est immédiate par définition de F'in([3).
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3. Soit a € Per(f). Alors il existe deux entiers N € N, et k > 1 tels que
Vn > N,e,p = €,. Alors

_ €1, €2 E€n-1  ,En Entk—1 ﬁk
@ = ey, 1 P A e ot ot et (et
P p—1 1 0 6 62 Bn 1 <6 BnJrk*l)(Bk_l)
et peut s’écrire o = %, ou P(x),T(x) € Z(x), et T(5) # 0; donc o € Q(p).

Proposition 2.2.3 Soient o € [1, 5], et (1)n>0 = (rn(@))n>0. S’il existent
m # n, tels que 1, = Ty, alors (ry)n>o est périodique.

Preuve. Supposons par exemple que m > n > 0, et r,, = r,,. Posons m =
n+ p. Alors p > 1, et 7,4, = 7. SUpposons que ri;, = r; pour un certain
t > n, alors r,14p = [Bratp] = [B7n] = rnt1, €t par récurrence on obtient le
résultat. m

2.3 Sur les nombres de Parry

Les nombres de Parry, appelés aussi les nombres-béta, ont été définis et
étudiés par W. Parry [22]. Plusieurs problémes en liaison avec ces nombres
restent ouvert. Par exemple on ne sait pas si tous les nombres de Salem sont
des nombres de Parry [31]. On note P L’ensemble des nombres de Parry.

Définition 2.3.1 Soit 3 un réel, avec B > 1.0n dit que 5 est un nombre de
Parry, si {f} € Per(B). En particulier, si {#} € Fin((), le nombre [ est
dit un nombre de Parry simple.

Exemple 2.3.1 1. Soit § = # Il est clair que [f] =1, et {5} = 5 —1,

et par l'exemple 1.2.3, on déduit que le béta-développement de {5} est donné
B

par : {ﬁ}?
simple.

2. Si g eN, {5} =0 et par convention il admet un béta-développement
fini. Donc B est un nombre de Parry simple.

%—1— [% +---. Ainsi {#} € Fin(B) et B est un nombre de Parry
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2.3. SUR LES NOMBRES DE PARRY

3. Soit f = 3*‘[ 1l est clair que [B] = 2, et {B} = B—2, et de ['exemple 5-
B

b, on voit que le béta-développement de {3} est donné par : {5} = %—I—B—lg—i--".
Ainsi {f} € Per(() et 5 est un nombre de Parry (qui n'est pas simple).

La majeure partie des résultats qui suivent sur les nombres de Parry sont
dus & W. Parry [22].

Proposition 2.3.1 Un nombre de Parry, est un entier algébrique.

Preuve. Supposons d’abord que  soit un nombre de Parry simple, c’est -a
-dire, que {S} € Fin(f) avec

A& €2 En—1

{B} == L2y pryn

B B2 gt
Posons ¢y = [5]. Alors, f — ¢y = {f} = %1 +--+ ;?;11, et B" —eof ' —
18" 2 — ... —¢,_1 = 0. Donc S est un entier algébrique, puisqu’il est racine

du polynome unitaire a coefficients entiers rationnels
"t — 50[En_1 — = —&p—1- (2—1)

Supposons maintenant {5} € Per(3). Posons g = [/] et

B
~ €1 En—1 En Entp—1 En En4p—1
{5} = E—i_'”—i_ﬁn—l +(ﬁ+.”+6n+€)—l)+(ﬂn+p+”'+6n+5p—1)+'”7

ot p est la période de la suite €,(3) = ¢,. Alors

€1 En—1 En Entp-1 p*
6_5025—’_"'—1—5”_1 +<ﬁ+”'+6n+f)_l)(6p_1)7
et
e0f" + - F e . 1
/B— pon :(gn/Bp +...+€n+ _1)—n7 .
gt A Gy
En Multipliant les deux termes de 1’équation précédente par 5™ *, on obtient
n n— 1 -
g — (606 4.4 En_l) = (ﬁp—_l)(fnﬂp LS €n+p—1)7
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CHAPITRE 2. SUR LE BETA-DEVELOPPEMENT

et donc
5n+p _ (806n+p—1 4+t 5n+p_1) =p[" — (506"_1 + -+ 6n_1).

Ainsi 8 est zéro du polyndéme unitaire & coefficients entiers rationnels et de
degré n +p:

2P (sox”+p_1 ot o) — (2" — Y En—1)- (2-2)

ce qui signifie que § est un entier algébrique. =

Remarque 2.3.1 Avec la notation de la preuve ci-dessus, il est clair que si
[ est un nombre de Parry simple, alors la période et le nombre de termes
non-périodiques de suite (e)g>0 sont respectivement n et p = 1. Il en ressort
de (2-2) que 3 est racine du polynéme "™ — (ggz™ + - -+ + €, 17 + €,) —
(2" —gpz" = —g, ) = (x—1)(a" — gzt — - — £, 1), puisque &, = 0;
d’ou 3 est racine du polynéme défini par (2-1), et la définition qui suit.

Définition 2.3.2 Avec la notation de la remarque ci-dessus, le polynome
défini par la relation (2-2), est dit polynoéme caractéristique du nombre de
Parry (.

Proposition 2.3.2 Les conjugués du nombre de Parry [, autres que 3, sont
de module < 2.

Preuve. Soit 5 un nombre de Parry et soit

1

f(x) = SEnJrk — (80$n+k71 + .o+ €O$n+k71) — (_1;” — goxnf e = 8n71);

son polyndme caracteristique, ott n > 1 est le nombre des termes non pério-

dique de la suite (,,),>0 et k > 1 est la période de cette suite. Il est clair que
les conjugués de [ sont parmi les racines de f, puisque le polynéme minimal
de g divise f dans Z[x].On considére deux cas pour prouver que les modules
des racines de f (& l’exeption de ) sont de module inferieur & 2. Supposons
d’abord n = 1. Dans ce cas on a :

fz) = 2" — (g2 412t + - ep) — 2 + <.
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2.3. SUR LES NOMBRES DE PARRY

A partir des relations ey =  — 1o, &r = [Br1-1] = Bric1 — 11, €t Emprt = &t
pour tout m > 0 et 1 < ¢ < k, nous pouvons réécrire le polyndome f(x) sous
la forme

flx) =a"t — (B —ro)a® — - = (Bre—y — 1) —x+ (B —10).

Soit a un conjugué de 3. Si |a| < 1 alors |a| < 2. Supposons alors « # 3 et
|a| > 1. Donc

0 = fla)=a" —(B—rg)a” — - = (Bri_1 — 1) —a+ (B —rg)
= aP(a)+ry— pP(a) — (a— p) — 1o,
ot Pla)=a*+rea t+rab 2+ 4y, et
(a = B)P(a) = (= B) + 1 — 710 = 0.
Par ailleurs, de la proposition 1.2.1, on a

Ek+1 Ek+2 €1 €2

Il resulte que :
= (a = B)(P(a) — 1),
o +rgd a4 4 —1=Pa)—1=0

et
0=|P(a) =1 > || =rg |&* | =+ =y — 1

Donc
0> laf* —|af ' = —a| -2,

et comme 0 < r; < 1, alors

jof* — 1
o] =1

1> ol = (1+]al 4+ + o) =af* -
et
la—1] > o) = 2]alf + 1.

La derniére inégalité donne |a| — 2 > |a|* (|a| — 2), 0 > (Ja|* — 1)(Ja| — 2)
et |a| < 2. Supposons maintenant n > 2. Dans ce cas on a g9 = 5 — 1o,
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CHAPITRE 2. SUR LE BETA-DEVELOPPEMENT

gg=prig—mpour 1<t<n+k—1et e, mr = Enr1- pour m > 0 et
0 <[ <Fk-—1. Alors, le polynéme f peut aussi s’écrire :

anrk - (5 _To)anrkfl .. (ﬁrn+k72 _ rnJrkfl) _ (.Tn e — (ﬁ'rn,Q - rn71>>'

Soit @ # [ un conjugué de § de module > 1, car si |a] < 1 alors |a| < 2.
Donc, « est racine de f et

0=a"™*—...— Brotk—2 — Tn+k—1) - (Oén - (57'7172 - Tnfl))-

On peut réecrire la derniére égalité sous la forme suivante :

0 = a1 4rea™ 2 4o b o) — Pagket — e g TR 4
C et Tagk-2) — (a(oz”_l +roa" 2 4 - Tn—g) + 1
—B(a" T e 1)),

En utilisant la relation r,,x_1 = r,_1, on obtient

0 = (a— ﬁ)(&n+k—1 + r0@n+k—2 4t rn,lakfl + Tnozk*Z et Tors)

—(a=B) (@ +ra" P+ a4 )
et donc
QTP L0 e =" g R T ).
Il s’ensuit que « satisfait la relation
Q"R L NPT A T e T 4 N =0

ou les \; sont des nombres réels de modules < 1. De la derniéere égalité, on
déduit que

0> ‘an+k71‘ o |)\0| |an+k72‘ . |)\n+k72|;

et
o™ (Jo] —2) + 1
laf =1 ’

OZ |an+k72|__‘a’_1:
puisque |A;| < 1; ainsi
la|" ™" (Ja] —2)+1<0

et donc |a| < 2. =
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2.3. SUR LES NOMBRES DE PARRY

Proposition 2.3.3 Les conjugués du nombre de Parry 5 sont de module au
plus égal a (.

Preuve. Soient 3 un nombre de Parry et a un conjugué de 3. Supposons
|a| > 5. Donc |a| > 1. Soit

f(x) = a" (goanrkil o engk-1) — (2" — (8035”71 +-Fen1))

le polynéme caractéristique de 3, ot k > let n > 1 sont définis précédem-
ment. Comme les conjugués de 3 sont parmi les racines de f, on a

" — (g™ 4t epgir) = (@ = (e00™ T 4 ey1)) =0,

ak(o/‘ —(eo™ T en1)) = (" = (00" T+ en1))

k—1 k—2
= &pQ + Ent100 Cr o FEngk—1,

et
a* En+1 Entk—1
k —1 n n —
(Oé —1)(04"_(€0an +"'+5n71)):_<5n+ 4.4 - )
Q Q
La derniére equation peut aussi s’ecrire
o — (6004”_1 +---+ €n_1) B aF ( n En+1 n n 5n+k_1)
an—1 - an(ak —1) n k-1
et donc
€1 En—1 En  Entl Enth—1 1
a—(e+ . T a”—l) - (J + o+ +ooet an+k—1>zaki'
i>0
Il s’ensuit que
€1 €n—1 En En+1 Entk—1
a = (50—|—E+...+&n71) (J o .+an+k71)
En En+1 Entk—1 En
+(an+k antk+1 R Oén+2k71) + an+2k +-
et
1 €1
ol et <t g
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CHAPITRE 2. SUR LE BETA-DEVELOPPEMENT

La derniere inégalité donne une contradiction, puisque

€1 En—1 En Entk—1 En Entk—1
b= <50+E+"'+57@—1)"‘(@"""+ﬁn+k—1)+(5n+k+"'+W)+

et a>p. =

On clos ce chapitre par montrer un corollaire d’un résultat plus général
qu’on verra dans la chapitre 3 da a K. Scmidt [28].

Proposition 2.3.4 Un nombre de Pisot est un nombre de Parry.

Preuve. Soient 5 un nombre de Pisot de degré d et

6 = &0 + + + e+ —n + -
p 62 5
son béta-développement. Soient 3 = 3, 55, ..., B, les conjugués de [ et soit
01, 09, ...,04 les différents plongements de Q(f) dans C, transformant 3 en
B1, By --ry By, respectivement. De la proposition 1.2.1, on déduit que pour
tout n > 0, on a

Tn(ﬁ) =Tnp= 6n+1 - (5”50 + /Bn_lel + -+ ﬁgn—l + gn)-

Fixons maintenant ’entier n. Il est claire que r, est un entier algébrique
appartenant au corps Q(3), puisqu’il est exprimé comme un polynéme en 3
a coefficients entiers rationels. Notons que les conjugués de r,, sont parmi les
nombres o1(r,) = 7y, ..., 0g(ry), OU

oi(rn) = By — (0B} + 1By + -+ + 201 By + En).

D’autre part, on a pour i > 2,

_B
1— B
car |3,] < 1. De plus comme 0 < r, < 1, il en résulte que tous les conjugués

de r, sont des modules inférieurs a une constante dependant seulement de 3
(on peut choisir une telle constante égale a maz Maintenant comme

[(s(ra)l < |87+ BUBH + 877+ + 1B, +1) <

al- \/3 I)
les coefficients du polynéme minimal de r, sont les fonctions élémentaires
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2.3. SUR LES NOMBRES DE PARRY

symétriques des conjugués de 7, on conclut que ces coefficients sont bornés
et prennent seulement un nombre fini de valeurs, puisqu’ ils sont des entiers
rationnels. Ainsi, I’ensemble {r, : n > 0} est fini, et donc  est un nombre
de Parry, d’apres la proposition 2.2.3. =

Il y a d’autres résultats aussi importants que ceux prouvés ci-dessus, mais
vu le temps limité pour accomplir ce mémoire on n’a pas pu les joindre dans
ce travail. A titre d’information, citons quelques uns : Les nombres de Parry
simples sont denses dans I'intervalle [1, oo[ [22], les conjugués d’un nombre de
Parry sont de module au plus égal a la constante optimale (1++/5)/2 [31]...;
toutefois beaucoup de problémes restent ouverts sur les nombres de Parry.
Par exemple on ne sait si tous les nombres de Salem sont des nombres de
Parry, et aussi il n’y a aucune caractérisation connue des nombres de Parry
en termes de leurs conjugués.
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Chapitre 3

Béta-développement en base de
Salem

Pour définir les nombres de Parry, on s’est interessé au béta-développement
de la partie fractionnaire {8} de la base 8 > 1. En fait, le béta-développement
de {#} joue un role fondamental dans la détermination de l'admissibilité
d’une suite d’entiers rationnels, comme 'avait prouvé W. Parry [22]. Dans
le premier paragraphe de ce chapitre on montre certains résultats en lien
avec de telles notions. Le second paragraphe est essentiellement consacré a
des théoremes de K. Schmidt [28], et qui avait, en particulier, montré que si
Per(p) = Q(p), alors 8 est un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem.
Comme on I’a deja signalé, dans le deuxiéme chapitre, si § € S alors 5 € P.
En fait, un autre résultat de K. Schmidt [28], dit que si 5 € S alors Per(f3) =
Q(p). De plus K. Schmidt a conjecturé que la derniére implication reste vraie
si 8 est un nombre de Salem. Il est bien évident que si cette conjecture est
vraie alors T C P.

D. W. Boyd [5], a vérifié cette derniére implication pour la cas quartique,
et c’est 'objet du dernier paragraphe de ce chapitre.

3.1 Nombres de Parry et suites admaissibles
Définition 3.1.1 Soient (a,)n>p €t (bn)n>q deux suites d’éléments de N. On
dit que (a,)n>p est lexicographiquement inférieure & (by)n>,, $’il existe un

entier k > 0 tel que a, = by, apr1 = bgq1, Aprr—1 = bgir—1, €l aprp < by
Dans ce cas on écrit (an)n>p <1 (bn)n>q- On dit aussi que (an)n>p =L (bn)n>q

42



3.1. NOMBRES DE PARRY ET SUITES ADMISSIBLES

(resp., (an)n>p < (bn)n>q) St Anip = buig, Y > 0 (resp., si (an)n>p <r
(bn)nzq ou bien (an)n>p =1 (bn)n>q)-

Exemple 3.1.1 1.(123999 - --) <;, (124000 ), car 1=1, 2=2, 3 <4
2.(0999 - ) < (1000 - ), car 0 < 1
3.(6752987 - -) <, (6753987 --), car 6 =6, 7=7,5=5, 2< 3

Théoréme 3.1.1 Soit B un réel, avec B > 1. Supposons

{ﬁ}/—\% + e

ou k > 1, et que B ne soit pas un nombre de Parry simple. Posons aussi
ap = [B], et a; = 0,V < i < k— 1. Soit (e,)n>0 une suite d’éléments

B

de N, avec g9 > 1. Alors, il existe o € [1, ], tel que o = T+HF A+

< (enyEnt1, - ) <z (ao,a1,---),Vn € N.

B

Preuve Supposons qu’il existe un réel o € [1, 3], tel que o =gy + 5+

5 + - - .. D’apres le théoreme 2.1.1, on a

En  En En
G+ 5;1 + 532 o< (3-1)
vn € N. D’autre part, comme 3 — [8] = 8 —ao = {8} =4 + 3 +- n a
f=ay+ G+ % et
B g
] (3-2)
5 p? 53
De (3—1) et (3 —2) on déduit que
3 En+i En+2 a2
Fn-i- 22+;3 +- <5+62+§+WWEN’ (3-3)
c’est-a-dire, que ¢, + E”ﬂ“ + EZEQ +---<ag+ G+ 3+, et par suite
(En,Ent1sEnsa, -+ +) #1 (ag,a1,as,- - -). Soit | le plus petit entier vérifiant

ent1 # a;. Alors la relation (3 — 3) donne

En En a a
oy Sebt @ G (3-4)

ﬁl BZ—H Bl W

43



CHAPITRE 3. BETA-DEVELOPPEMENT EN BASE DE SALEM

En multipliant dans (3 —4) les deux membres de l'inégalité par !, on obtient

En En a a
Entl + EH—F g;+2+---<al+%+_gj+....
Comme
En En a a
Entl S Entl T -Z—H—i_ E;+2+---<al+%+%+...

et

a1 |, Gr42 1

LB <D ) =L

15} 32 Zﬁ

on voit que €,; < a;+1 et donc €,,; < a;, d’ott £,,4; < ay, et ainsi (e, 4y, -
1) < (ag,ai,---),¥n € N. Inversement, supposons que (£,,4;- ) <r, (apa; -
-+),¥n € N. Montrons d’abord que si pour certains entiers n, r et m, on a

<€n€n+l e En—i-r) <r (amam—l—l e am+r)
alors . . a a
n+1 n-+r m—+1 m-r
En + +ot 7= < a, + +o (3-5)
"B p "B p

Pour cela, on utilise une récurrence sur r. Pour r = 0, (¢,) <z (ay,) =
En < Q. Supposons que 'implication soit vérifiée jusqu’a r—1, our > 1, et
montrons la pour 'ordre r. Comme (¢,&,1; - * €pir) <r (AmGmat -+ * Qmy)
on a e, < ap. Si e, =, alors (epq1 - Entr) < (Ama1 v - * Gmer), €6 par
I’hypotheése de récurrence, on a

En42 Entr Am41 Qi
L AT < a,, + R

5 ﬁT_l — 6 Br—l .

En divisant par 5 et on ajoutant ¢, = a,,, on obtient de la derniére inégalité
le résultat voulu. Sinon, on a ,, < a,,, et donc €,+1 < a,,. Comme (€, 416,12
 enyr) <p (apay - - - a,_1), alors de 'hypothése de récurrence on déduit que

En+1 -+

En+2 En+r ai as Ar_1
€n+1+7+"'+ﬁSao—FE‘i‘E—f‘“‘—Fﬁr_l
et par suite
En+1 Entr % Am+1 Am4r .

ag Qq

Ent ﬁ ﬁr < ﬁ 52 63 < 6 -+ BT )
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d’ou le résultat. De plus, supposons ’égalité a lieu dans la relation (3 — 5),
c’est-a-dire,
En+1 En+t Am+1 Am+
en+”7+---+ g = + ’”’é +o g
Soit t < r le plus petit entier vérifiant €,y < @iy (= ene + 1 < amey),
alors la relation (3 — 6) s’écrit

(3-6)

En+it1 Entr Q4141 Qm4r
4+ .o 4 = Gyt + 4+ 4

ﬁ Br—t ﬁ 6T_t
Par hypothese, on a (e,44116n1142° ) <r (ag,aq,--+) et donc 8’”‘% + E"g—é“’ +
S%—l—g%jL--'. On en déduit que

En+t +

Am+t+1 Qptr Entit+1 Entr
am+t_l’_ +...+ povn — €n+t—|— +...+ pos
5 gt p gt
Entt+l | Entt42
< Eppet + -
p 3
< €n+t+ﬁ+@+ =Entt + 1
A At
< g+ T+
B gt
Il s’ensuit que @y 41401 = Amatro = - - - = 0 et cela contredit le fait que S ne

soit pas simple. Ainsi l'inégalité dans la relation (3 —5) est stricte. Ainsi, on
a prouvé I'implication

En €n+r am+r
(Engn—}—l"'gn—i—r) <L (amam+1"'am 1") n_l' +1+ -+ T m+ + -+
" B B 5 57 B
Vr > 0. En faisant tendre r — 00, on obtient
En A,
(€n75n+1"'> <L (amaaerla ) = &pt gl + <yt 5+1 +e (3_8)

Supposons qu’on ait égalité dans le membre a droite de (3 — 8) et soit ¢ le
plus petit entier vérifiant

Entt < Qmtt-

Posons p =n+tet ¢ =m+t Alors ¢, + 1 < q,, et donc I'égalité ¢, +

E"T“—I—---:am—i-a";%l—i---' est équivalente a dire que
€ a
ep + Igl_{—.”:aq—{_%l_‘_”.
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Pa,r hypothése, on a (€p+15p+2 . ..) <L (aoal . ..)’ et pa,r Suite’ 51751 + 5232 + .. S
%0 + g—g 4+« +-. On déduit alors

a € €
aq_|_qT§'1_|_... — 5p_|_p7+1_|_2_"2'2+...
a a a
< sp+go+ﬁ—§+---:sp+1§aq§aq+ qﬁ“+---.
Il s’ensuit que ag41 = ag42 = - - - = 0, et cela contredit I’hypothese que 5 ne

soit pas un nombre de Parry simple. Ainsi 'inégalité dans la relation (3 — 8)
est stricte. En appliquant cette relation avec m = 0, et n € N, on obtient
immédiatement que

€n  En a a
- 4+ +1_|_...<_0_|_6_;_|_...:17

g B &4
et du théoréme 2.1.1 on déduit le résultat. m

Du théoréme 2.1.1, on déduit que si § n’est pas un nombre de Parry

B
simple, et si {f} = g—ﬁ

négatifs (£,),>0 est admissible, si et seulement si

+ % + - - -, alors la suite d’entiers rationnels non-

(epeps1 ) <o ([B]0 - - - Oaragsy - -), Vp > 0.

Par les mémes outils on montre le théoréeme suivant, du également & W.
Parry [22], et qui montre ’admissibilité d’une suite dans le cas d’un nombre
de Parry simple, complétant ainsi le théoréme 3.1.1.

Théoréme 3.1.2 Soit S un nombre de Parry simple, avec

)

o ay, # 0, ag # 0. Soit (by)n>0 une suite d’éléments de N, purement pério-
dique de période q + 1, avec by = |B], b; = 0 pour tout i € {1,....k — 1},
b; = a; lorsque i € {k,....q — 1} et by = a, — 1. Alors la suite d’éléments de
N, (en)n>0 est admissible si et seulement si

(€p5p+1 . ) <r (bn)nZO = (LﬁJ aO7 T '7Oaa'k7 o '7aq—laaq - 1)7 VP Z 0.
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Exemple 3.1.2 1. Soit § = 1+2‘/‘?’. Alors [ est un nombre de Parry simple,
B

avec {f} = %—1-50—2+-~ . Avec la notation du théoréeme 3.1.2, on a k =1 = q,

bo=1,by =a —1=0. Ainsi la suite (¢,)n>0 est admissible si et seulement

St

(ep€ps1 - ) <r (10) = (101010 - --), Vp > 0.

Par exemple, la suite (011000 - --) n'est pas admissible, car la suite (1100 - --)
n’est pas léxicographiquement inférieure o (101010---). Mais la suite (10101000-
-+) est admissible.

2. On a déja vu que si B € N, alors [ est un nombre de Parry simple.
Avec la notation du théoréme 3.1.2, on a by = f— 1, k = q = 0, la suite
(en)n>0 est admissible si et seulement si

(Epepyr - ) <o (B—1) Vp =0,

c’est-a-dire, qu’elle ne se termine pas seulement par des 5 — 1.Par exemple
la suite (B — 15 —2) est admissible. Mais la suite (00056 — 1) n'est pas ad-
missible.

3. Soit B = %5, B est un nombre de Parry, qui n’est pas simple, car

B
{B}Y = % + % + ﬁ% + - --. Alors en appliquant le théoréme 3.1.1, on obtient
que la suite (£,)n>0 est admissible si et seulement si

(€P6P+1 : ) <L (2111 : ")7 vp > 0,

puisque | 5| = 2. Par exemple (21110 - --) est admissible, mais (21112 - -+) ne
[’est pas.

3.2 Béta-développement en base de Pisot ou
de Salem

On a deja vu dans le chapitre précédent, que pour tout base 3, ’ensemble
Per(f) des nombres réels qui ont des béta-développements périodiques en
base (3 est contenu dans le corps Q(f3). Le théoréme suivant du a K. Scmidt
[28] aborde la question inverse.

Théoréme 3.2.1 Avec la notation ci-dessus, si Q(8) C Per(S), alors 3 est
un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem.
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Preuve. Soit donc 5 > 1 satisfaisant la condition Q(3) C Per(/3). Comme
1/2€Q CcQ(B), on a

B

L~ ¢p €k—1 Ek Ektt—1 Ek Ektt—1
3 = Gttt g (Gt )
ot t > 1 est période de ce développement, k > p>lete; =---=¢,1 =0.
Donc,

1 €1 €k—1 €k Eprt-1,, B

9 B ﬂk_l <ﬁk 6k+t_1)<6t _ 1)

_ 515’671 + -t 1f I i(gkﬁt +- €k+t715)
6’6 ﬂk Bt -1

et

ﬁk(ﬁt -1)= 2(515’671 + e B) (B = 1)+ 2(eB + -+ g B).

Il s’ensuit lorsque k = p, c.-a-d., que le développement de 1/2 est purement
périodique, que 3 est une racine du polynoéme unitaire X*+* — X* —2¢, Xt —
.-+ € Z[X], puisque k > 1. De méme, si k # p, alors k > 2 et ( racine du
polynéome unitaire X* — X% — 2¢, XtTr=1 ... 95, Xt — ... € Z[X]. On
en déduit que [ entier est un entier algébrique. Considérons maintenant un
élément

1 1 1 1+4¢
a € = S

o 0 < & < min{l, — 1}, et m est un entier rationnel suffisemment grand
pour verifier la condition 1 + 1/™ % < min(2,3). Alors de (3 — 9), on a
l—i-# < Pagy < 1—1—61,;251 < l—i-[% et si 'on pose a = fag alors 1 < a <
min(2,f) = 1 < a < f. Il est clair que o € Q(3). Considérons maintenant
le béta-développement de .. Alors un simple calcul montre que gy = o] = 1,

ro=a—1, #<To<ﬁ, %<5m737’0<%:>€1:"':€m72:0

et em_1 = 1, puisque 1 < 8" g < 14+ ¢ < 2. Ainsi

B
=~ 1 Em
Pag=a" =1+ ——5 + -0+
pgrto B
et
,./ﬁ\ 1 €
= 1+_5m+5m711 + - (3-10)
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D’autres part, comme oy € Q, il admet un béta-développement période de
la forme

B ’ / ’ / ’ ’
20 G+ ) (G S (G D+
ou bien
a "i\(i P = ) + (i b g St )( i ) (3-11)
0 = 3P ﬁkfl ﬁk 5k+t71 g1

Soit v un conjugué de S de module > 1 satisfaisant v # 5. Alors il existe
un plongement o de Q(5) — C, tel que o(5) = . De (3 — 11) on déduit

t

5/ 6l 8/ 6,
ap=o(og) = (B4 + 2Ly f (k. T t7 ),
~P k=1 vk htt—1 v — 1
et donc
5, 6/_ é‘/ 5, B 8, gl 3
a0:<_p_|_...+£)+(_k+...+ k+t 1)+( k . k+t 1>+_'
'yp ,kal fyk ,Ykthfl fyk+t ,Yk:+2t71
I{Gs’enSUit, par (3 —10) que ap = %+5Lm+%+,,_: %‘f‘%m-i‘iﬁﬁ 4
e
1 1 1 1 1 1
foil e (o) e e

1 1
5m+j ~mFi

%,ﬁ) Alors C < 1,
tout j > 1, et de (3-12) on obtient

Si on pose C' = max(

11
‘; ~3 < 2C™+2BC™H 4 23C™ 2 ... < 2BC™(1+C+C?+--1) <

En choisissant maintenant m suffisamment grand on obtient de la derniére
relation que + — % = 0 et donc # = ~. Ce qui signifie que [ est sans conjugué
de module plus grand que 1; ainsi S € SUT. m

Le théoréme suivant donne une réponse partielle & la question inverse du
théoréme ci-dessus. Il généralise aussi le dernier résultat du chapitre précé-
dent.
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Théoréme 3.2.2 Avec la notation ci-dessus, on a limplication suivante :

B €S = Per(3) = Q(p).

Preuve. D’apres la proposition 2.2.2 on sait que l'inclusion Per () C Q(f)
est toujours vraie. Soient maintenant 5 € S et a € Q(S). Pour montrer
que a € Per(f), on peut supposer sans perte de généralités que a > 0,
puisque 0 € Per(f), et a € Per(f) & —a € Per(f). Soit p € Z tel que
AP < a < BPT Comme 1 < % < f3, et les nombres « et % ont les méme
suites du béta-développement, on peut aussi supposer 1 < o < 3. Soit donc
04—5—|—€1+ +€n+rn
=g+ o4+ —+ 2
8 gr B
le béta-développement de «, ou r, = r,(a) € [0,1[. Fixons Uentier n. De
I’égalité
ra=Bla— Bt — B = =gy

on voit que r, € Q(B). Soit b € N* tel que ba soit un entier algébrique alors
le nombre

R, = br, = B"(ba) — egbB™ — - - - — e,b

est un entier algébrique de Q(3), puisque 3 l'est. De plus on a
0< R, <b,

et le degré de R, est au plus égal au degré de 3. Soit ¢ un plongement de
Q(p) dans C, transformant /3 en I'un de ses conjugués v # (. Alors |y| < 1,
o(R,) =~"(bo(a)) —eoby™ — - - - —epb et

(R < (T + 1 1) < T2

ol ¢ est le maximum des quantités |o(«)|, lorsque o parcourt ’ensemble
des plongements de Q(f) dans C. Il s’ensuit que les conjugués de Ientier
algébrique R,, sont bornés et ainsi les termes de la suite (R,,),>0 ne prennent
qu’un nombre fini de valeurs. Par conséquent il en est de méme pour la suite
(rn)n>0, €t qui est donc périodique. Des propositions 2.2.1 et 2.2.3 on déduit
le résultat. m
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3.3 Un théoréme de Boyd

Comme on I’a signalé auparavant le but de ce paragraphe est de montrer
un théoréeme de D. W. Boyd et qui dit que tout nombre de Salem quartique
est un nombre de Parry. Dans le but de simplifier la notation on va conserver
celle de Boyd, et qui pose, ¢; = [f],

e =cen1({B}) Vn>2,

et

Dans ce cas

on dit (seulement dans ce paragraphe) que (c;co--+) est le béta-développement
de 8 (rappelons que le béta-développement de 3 est (1000 - -)) et on note

B (eieg - ).

Rappelons aussi que {$} € Per(8) < {a, : n > 1} est fini, et dans ce cas
il y a un plus petit entier rationnel m > 1 et un plus petit entier rationnel
p>1tel que oy = apyy = Card{a, :n>1}=m+p—1, et ¢, = cypp
pour tout n > m + 1 (p est la période et m — 1 est la prés période). En
particulier {#} € Fin(8) < «a,, = 0; dans ce cas ¢, = 0 pour n > m, et on
écrit B 11 (¢y - - - ¢). Tandis que si ay,, = gty # 0, on peut écrire

Bu(er - Cm:Cng1 - Cmip)-

Notons que, m = 1 signifie que la suite (a;,),>0 est purement périodique. Si
I’on pose

Py(z)=a2" —ca™ ' — - —c,,

alors le polynéme P,,y, — P, (resp., le polynéme P,,.,) est le polynéme ca-
ractéristique de (3, défini dans le chapitre précédent, lorsque [ est un nombre
de Parry (resp., nombre de Parry simple). Rappelons aussi qu’un nombre de
Salem est un entier algébrique réel plus grand que 1, les autres conjugués
sont de module < 1 avec au moins un de module 1, et comme on a vu dans
le premier chapitre, le polynéme minimal de § est réciproque, et le degré de
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CHAPITRE 3. BETA-DEVELOPPEMENT EN BASE DE SALEM

[ est pair et est supérieur ou égal a 4. En fait § admet un seul conjugué de
module < 1 et qui est 37!, Comme 0 < 7 < 1, on déduit qu'un nombre
de Salem, ne peut pas étre un nombre de Parry simple.

Dans tout ce qui suit on suppose que [ est un nombre de Salem de degré
4, et soit

Mg(x) = 2" — az® + bax® — ar + 1

son polyndéme minimal. Le lemme suivant donne des conditions nécéessaires
et suffisantes pour qu'un polynéme de la forme z* — ax® + bx? — ax + 1, soit
le polynéme minimal d’un nombre de Salem.

Lemme 3.3.1 Soit P(z) = 2* — ax3 + bx? — ax + 1 € Z[z]. Alors P est le
polynome minimal d’un nombre de Salem si et seulement si —2a — 2 < b <
2a —2, b#2,etb#1+a.

Preuve. Supposons d’abord que P soit le polynéme minimal d’un nombre
de Salem f3, et posons P(z) = 2?A(x + z71), ou

A(t) =12 —at + (b—2).

Si v et 7 sont les conjugués de 3, avec |y| = 1, alors A admet deux zéros
B+ 371 et v+ 7 et qui vérifient —2 < v +7 < 2 < 4 L. 1l s’ensuit
immeédiatement que A(2) < 0 < A(—2) = —2a — 2 < b < 2a — 2. De plus,
si b =2 alors v+ 7% = 0 ou bien 7 +7% = a = 7 est un entier quadratique,
puisqu’il est racine du polynéme t? — (v + %)t + 1 € Z[x] ce qui absurde,
puisque 7 est de degré 4. De méme, si b = +a + 1, alors 7y +7% = +1 et on
obtient une contradiction similaire a celle obtenue précédement. Inversement,
si on suppose que A admet deux zéros réels o et p tels que —2 < g < 2 < p,
alors on définit v et 3 comme racines des équations v2 — oy +1 = 0 et
% —pB+1=0. Les conditions b # 2, et b # +a+ 1 entrainent que o ne peut
pas étre un entier rationnel, c’est-a-dire, que o # +1, 0. Donc les polynomes
A et P sont irréductibles. Donc, P définit un nombre de salem quartique 3
et P = M/j. |

Avec la notation de la preuve ci-dessus, la trace de 3 vérifie : a = 3 +
1/6+~+7. Le lemme qui suit exprime la partie entiére de /3 en fonction de
sa trace.

Lemme 3.3.2 Si Ms(x) = z* — az® +br? —azx + 1 est le polynéme minimal
d’un nombre de Salem quartique 3, alors
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3.3. UN THEOREME DE BOYD

a+1 si —2a—2<b< —a
B a si —a<b<0,b#—-a+1
151 = a—1 si 0<b<a, b#2
a—2 si a+1<b<2a-—2.

Preuve. Comme a = +1/5+v+7, on voit que f+0—1—1 < a < f+1+1+1
— a—-3 < <a+2etdonc ] € {a—2,...,a+1}. Il est clair que [5] = a—2
<= a—2< f <a—1<= Mg(a—2) <0< Mg(a—1); la derniére équivalence
est die au fait que My admet une seule racine réelle plus grande que 1 (qui est
). Supposons d’abord [5] = a—2. Alors,a = [f]4+2 >3 = 1< ﬁ—ﬁ
Il s’ensuit de la relation

1
My(a—1 —(a—1)? N
sla—1) > 0<=b>—(a—1)"+ala )+a_1 (a—1)

a 1
-1 (a—1)%

= a—1+
a

que b > a, b > a+1, et donc b > a + 1, puisque d’apres le lemme 3.3.1,
b # a+ 1. Ainsi, on a prouvé l'implication (I'inégalité a droite est dte au
lemme 3.3.1)

fl=a—2=0a+1<b<2a—2. (3-13)
Supposons maintenant [3] = a — 1, c’est-a-dire que Mgz(a—1) < 0 < Mg(a).
De facon similaire, on a a = [f] +1 > 2, -4 — ﬁ <2, Mgla—1) <

0<:>b<a—1+i—ﬁetdoncb<a+1;d’0f1b§a.Deméme

a—1
Mg(a) >0 < ba*> —a®+1>0<b>1—% = b> 0. ona donc montré
I'implication (I'inégalité & droite est diie au lemme 3.3.1)

fl=a—1=0<b<a; (3-14)

la relation b # 2 découle du lemme 3.3.1. De maniére identique on montre
les implications
fl=a= —a<b<0, (3-15)

avec b # —a + 1, et
fl=a+1= —2a—-2<b< —a. (3-16)

Le lemme suit alors immédiatement des relations (3-13), (3-14), (3-15) et
(3-16). =
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Pour montrer le théoréme qui suit on a également besoin du résultat
suivant de W. Parry [22].

Lemme 3.3.3 Soit (¢,,),>1 une suite des entiers rationnels ne se terminant
pas par des zéros et vérifiant ¢; > 1, 0 < ¢, < ¢ pour tout n > 1. Soit 8
l'unique solution de [’équation

r=ci+cx e

dans Uintervalle |1,00[. Alors B admet pour béta-développement (cica - +) si
et seulement si (cpCpyq - ++) <p (109 ++), ¥V n > 1.

Preuve. Supposons d’abord  admet pour béta-développement (cicy - ).
Alors de la proposition 1.2.2 ; on voit que la suite (¢,¢,41 - ), o n > 2, est
admissible, puisqu’elle est la suite associée au béta développement de «,,, et
du théoréeme 3.1.1 on déduit que (¢ cpi1 - ) <p (c1cg - ++). Inversement, si
(CnCny1 - ++) <p (c1c9 - ++), ¥V n > 2, alors de maniére identique a la preuve du
théoréme 3.1.1, on obtient alors

Cn Cn+1 C1 C_2

BrTE TGt R

et donc B 11 (c1c2-++). =

... =1

Théoréme 3.3.1 Avec la notation ci-dessus, soit 3 un nombre de Salem de
degré 4. Alors 3 est un nombre de Parry. De plus on a c; =[], m=1 et la
période p ainsi le béta-développement de 3 sont donnés explicitement comme
suit :

(i)Sici=a+1 donc —2a—1<b< —a—1cet

(1) si b=—2a—1, alorsp=29 et

f=(a+1l:a—1,a+1,a—1,0,a—1,a+1,a—1,a,a);

(2) si b>—2a—1, alorsp=>5 et

f=(a+1:=b—a—1,2a+b,—b—a—1,a,a).
(13) Sicy =a, donc —a<b<0,b# —a+1, alorsp=3 et

B=(a:=ba—1a—1).
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(131) Sicip =a—1,donc 0<b<a,b#2 alorsp=4 et

f=(a—1:a—ba—ba—2,a—2).

(1v) Sicy =a—2, donc a+1<b<2a—2, soit by = (2a—2)—(a—3)/k,
pour k=1,2,...a—3,donca+1=0>b <by <---<b,3=2a—3. On
suppose que by_1 < b < by. Alors p =2k + 2 et

B = (61 tCyy '762k+3)7

cg=a—2,c3=2a—b—-3,¢,=(i—1)2a—b—2), 51 2<i<k—1, ¢, =
2(k—1)a—(k—1)b—(2k—3), Ck+1 = (2]6—1)&—/{?[?—(2/{?—3), C;, = C(2k+3)—i;
st k+2<i<2k+1 et copio = Coprz=0a— 3.

Preuve. La preuve est une longue vérification, et les quatres cas possibles a
étudier résultent du lemme 3.3.2.
1) Cas ¢; = a. Dans ce cas on a
a1 = ﬁ —a,
et du lemme 3.3.2, on voit que —a < b < 0. Pour montrer que ¢y = —b, il
suffit de prouver que —b < % — a8 < —b + 1. De I'équation Mz(5) = 0, on
aﬁz—aﬁ—i—b:%—ﬂ%. Comme %—6%>0, on a 3% — af > —b, et comme
% — ,6% < % <1 (car a < ), on a aussi 3% — a8 < —b+ 1. Il s’ensuit que
—b<p?—af < —-b+1,
Cy = —b
et
&225@1—01:ﬁ2—aﬁ+b.
Montrons maintenant que ¢ = a — 1. Comme c3 = [Sas] = [63 —afB?* + bﬁ] ,
il suffit de prouver que

a—1<p®—aB?+b6 <.

Puisque

~1
—1§63—a62—|—b6—a:7<0,

on voit immédiatement que a — 1 < 3° — af8*> + bB3 < a; donc

cs=a—1
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et
as =/ —af*+bB —a+1.

On déduit alors de 'équation Mpg(3) = 0, que

Bag = —af* +b6° —af+ B =5 —1;

d’ou
a=[F-1]=p-1=a-1
et
ag=Pag—cy=0—-1—(a—1)=0F—a=0w.
Donc p = 3, et

f=(a:=b a—1, a—1).
2) Cas ¢; = a — 1. Dans ce cas on a
ap=0—a+1.

Déterminons maintenant ¢z et as. On a ¢y = [fay] = [B(8 — (a — 1))]. Pour
montrer que ¢ = a — b, il suffit de prouver que

a—b<pB—(a—1)B3<a—-b+1

ou bien
0< B —apf’+af—1<p%

Comme aff —1 < 2 Va > 2, et 3° —af? <0, alors > —aB* +aff — 1 < 3,
et d’autre part on a

1
63—a62+a5—1:(a—b)6+a—g—120,
car(a—b)B>Oeta—1—%>0,Va22>0.Ainsi

co=a—0b,

az=p*—(a—1)8—(a—10) (3-17)

et ¢z = [Bas] = [ — (a — 1)* — (a — b)3] . Pour montrer que c3 = a —b, il
suffit aussi de prouver que

0<B—(a—1B*=(a—0)B—(a—b) <1
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L’inégalite 8% — (a — 1)6% — (a — b)B — (a — b) < 1, se déduit a partir de
(3 —17). En effet, on a

0<p—(a—1)B—(a—b)<1 (3-18)
ou bien
0< B~ (a—1)8"~(a—b)B <B.
Il s’ensuit de (3 — 18), que * — (a — 1)3% — (a — )3 < 3,
(-1 ~(a=b)f—(a-b<f-(a=b)<B-(2a+1)
et f—(2a+1)=p—(a+1)—a<1;donc
B - (a-1)F = (a—bB—(a—b) < 1. (3-19)

Montrons maintenant que 3°—(a—1)5%—(a—b)5—(a—b) > 0. De I'équation
Mﬁ(ﬁ) == O, on voit que BS = aﬁ2 — bﬁ +a— % et

11
F =@ —@=Df—(e=b) = 5= (5 +3) >0
car%>1etﬁ%+%<1;donc
B —(a—1)F —(a—b)B—(a—b) > 0. (3-20)

De (3 — 18) et (3 — 19) on déduit alors que
czs=a—2>b

et

agzﬁa2—03:53—(a—l)BQ—(a—b)B—(a—b).
Pour montrer que ¢, = a—2, il suffit de prouver que a—2 < 8*—(a—1)*—(a—
b)ﬂQ—(a—b)ﬂ < a—1. De 'équation Mz (5) = 0, on aft=aBd-b82+af—1,

etcommea—2<a—1—%<a—1onvoitquea—2§64—(a—1)ﬁ3—

(a—b)3*—(a—b)B3<a—1. Doncecy=a—2et
oy = Bag—cy = f*—(a—1)3*—(a—b)F*—(a—b)f—a+2 = *—af*+bB—a+1.
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De plus, comme Soy = *—aB3+b5°—af+8 =F—leta—2 < f—1 < a—1,
on voit que
Cs = [5@4] =a— 27
et
as=Pag—cs=pF—a+1=a.
Donc p =4 et
B=(a—1:a—ba—ba—2a—2).
3) Cas ¢; = a+1. Dans ce cas on a —2a —2 < b < —a, d’apres le lemme
3.3.2, et
a; =L —(a+1).
Supposons d’abord b = —2a — 1. Alors ¢3 = [fay]| = [52 —(a+ 1)6] . Pour
montrer que ¢, = a — 1, il suffit de prouver que
a—1<p—(a+1)B<a (3-21)
ou bien
0<p—(a+1)p*—aB+1< 3%
puisque de I'équation Ms(3) = 0,ona °—(a+1)3 = (a—{—l)—ﬁ%—%—ﬁ%—{—a.

Comme * — (a+ 1) —aBf+1=(a+1)B -+ (a+1)— %, un simple
calcul permet de vérifier les inégalités

@+ DB = F 4 (@+1) = F = <0 et @ )5 - F 4 (a+1) = 3 >0

En effet, pour montrer par exemple, la derniere relation, il suffit d’utiliser
les équivalences suivantes :

(a+1)ﬁ—52+(a+1)—%>0©53—(a+1)52—(a+1)6+1<0
@a—bﬁ—%—ﬁQ—aﬁ—ﬁ+1<0<:>a+1—5—b5—%—52—aﬁ<0,

et de la derniére inégalité, on obtient le résultat, puisque a +1 — 3 < 0 et
—bﬁ—%—ﬁ—aﬁ = (a+1)6—62—% <0.Donca—1< 3 —(a+1)B<a et
cs = a — 1. Pour montrer que c3 = a + 1, il suffit de prouver que

a+1<B —(a+1)p—(a—1)p<a+2 (3-22)
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car c3 = [fag] = [63 —(a+1)B* = (a— 1)6] Laz3 = —(a+1)p% - (a —
1)8 — (a+ 1). De la relation (3-22) on voit que

F—(a+B—-a+1<1

et
B —(a+1)—-(a—1)B<B<a+2

puisque 0 < ay =2 —(a+1)3—(a—1) < let
a+1<f—(a+ 1)~ (a-1)f s~ (a+1)f* —(a—1)f>a+1.

D’une maniere similaire on calcule les autres ¢; et on obtient a9 = oy, p =9
et
f=(a+1l:a—1l,a+1l,a—1,0,a—1,a+1,a—1,a,a).

De fagon identique, on obtient si b > —2a—1, que c3 = [fay]| = [62 —(a+ 1)6] .
Pour montrer que ¢, = —b — a — 1, il suffit de prouver que

f—a—1<p*—aB+b<pB—a

ou bien

a 1
f—a—1<—-——=<
BB
Comme%—% < % < let1l< [ —aon voit immédiatement que 2—6% <
— a. D’autre part, on a af —1 < 2 Va > 0, dout ¢ — % > 1. Donc
B B

B—a—lg%—6—12<ﬂ—aet02:—b—a—l.Apartirdecepoint,des

calculs similaires aux cas précédents donnent

g — a.

iy

a=F—-a—-1=o

p=2>5et
f=(a+1:=b—a—-1,2a+b,—b—a—1,a,a).

4) Cas ¢; = a— 2. D’aprés le lemme 3.3.2, onaa+1<b < 2a—2, et
a1 = [ — a + 2. Pour montrer que ¢o = 2a — b — 3, il suffit de prouver que
20 —b—3< %~ (a—2)3 < 2a—0b—2, ou bien

—i<2(a—ﬂ)—2.

20a—p)—3< B —af+b= 7

| e
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CommeBQ—aﬁ—l—b:%—%>l,l<%—%<%et—1<2(a—6)—3<1,
on a .
a

2(a—p)—3 - =,

( ) 5 62

“ L su—p -2

_—— — a_ —

B8 p?

et co = 2a — b — 3. A partir de ce point, par des calculs identiques & ceux qui
ont précédé on obtient, aoris3 = oy, p =2k + 2 et

B = (61 . Co, --->C2k+3)>

ou
c1=a—2,
co =2a—b—3,
c;i=0—-1)2a—-b—-2),si 3<i<k-—1,
=2k — Da— (k- 1)b— (2k — 3),
Cer1 = 2k — 1)a — kb — (2k — 3),
Ci:C(2k+3)fi> si k+2§’l§2]{3+1
et

Coky2 = Copr3 = a — 3.

Cela clos la preuve du théoréeme. m
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a présenté des résultats sur une repré-
sentation particuliere des nombres réels, en base réelle g > 1,
appelée béta-développement. Cette représentation est une géné-
ralisation du développement décimale usuel, et était extensive-
ment étudiée, durant une période qui dépasse un demi-siécle.
C’est au travail de K. Schmidt, que revient le mérite de si-
gnaler 'importance de nature de la base 3, dans le compor-
tement du béta-développement des nombres. Plus précisement,
K. Schmidt a montré que si I’ensemble des réels qui ont un béta-
développement périodique est le corps engendré par adjonction
de 3 et les rationnels, alors 3 appartient I’ensemble des nombres
de Pisot ou bien de Salem. La réciproque de cette derniére pro-
position étant vraie pour tout nombre de Pisot, K. Schmidt a
conjecturé qu’elle I'est également pour les nombres de Salem.
(C’est dans cette perspective, que ce mémoire est fait. On a
donné une preuve complete d’un théoreme de D. W. Boyd sur les
nombres de Salem quartiques, et on a apporté quelques résultats
trés partiels et qui renforcent la conjecture de K. Schmidt.

Mots clés

Béta-développement, Nombres de Parry, Nombres de Pisot,

Nombres de Salem.
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Reésumé

soit # un nombre réel supérieur a 1.Le béta-développement d’un réel quel-
conque x en base 6, est I'un des développements de x, en base 0, qui généra-
lise la représentation usuelle de x en base entiére. Ce développement définie
par Rényi [7] et étudié par plusieurs auteurs, peut étre détérminé par un
algoritme. Soit Per (#)l’ensemble des réels qui ont un béta développement
périodique. il est facile de voir que Per () C Q(f), ou Q est le corps des
rationnels. Dans [9], Schmidt a montré que si Per (6) = Q(0) alors 6 est
un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem,et de plus lorsque 6 est
un nombre de Pisot alors 'égalité Per () = Q(f) a toujours lieu 'exis-
tence d’un nombre de Salem 6 satisfaisant la relation Per(f) = Q(f) est un
probléme ouvert.On montre dans cet éxposé quelques résultats sur le béta-
développement en base de Salem,notamment un résultat de Boyd [2] sur les
nombres de Salem quartiques

Abstract

Let 0 be a real number greater than 1. The Beta development for any real
x in 0 base , which generalizes the usual representation of x in entire database.
Beta development for all rea numberl z base 6, is one of the developments of
x in 6 base, which generalizes the usual representation of x in entire database.
This development defined by Renyi [7] and studied by several authors, it can
be determined by an algorithm. Let Per(f) be a set of real periodic with a
beta development. it is easy to see that Per(8) C Q(#), or Q is the field of
rational. In [9], Schmidt showed that if Per(f) = Q(f) then 0 is a Pisot or
a Salem number, and more when 6 is a Pisot then equal Per(f) = Q(0) is
always held the existence of a number of Salem 6 satisfying the relationship
Per(0) = Q(0) is an open problem.it can be shown in this paper some results
on the beta and base development Salem, including a result of Boyd [see 2]
on the number of Salem quartic
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