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Résumé 

Dans ce travail on a étudié problèmes paraboliques fractionnaire et classique avec conditions aux 

limites de Neumann. 

On a débuté par des rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et les outils 

nécessaires dans ce travail. 

Le deuxième chapitre traite l'existence et l'unicité du solution d'un problème  de Neumann 

parabolique avec l'opérateur de Bessel en utilisant la méthode d'inégalité d’énergie. 

Enfin, dans le troisième chapitre, on étudie le même problème précédente dans le cas fractionnaire 

appliquée sur le temps.  

Mots clés : Equations paraboliques fractionnaires, Equations paraboliques, Inégalités d’énergie, , 

existence, unicité. 

Abstract 

In this work we have studied classical and fractional parabolic problems with Neumann boundary 

conditions. 

We started with reminders of certain fundamental preliminary notions and the tools necessary in 

this work. 

The second chapter deals with the existence et uniqueness of the solution of a Neumann parabolic 

problem using the energy inequality method. 

Finally, in the third chapter, we study The same previous problem in the case of the fractional case 

applied on the time variable. 

Keywords: Fractional parabolic equations, parabolic equations, Energy inequality method, existence, 

uniqueness
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Introduction

Beaucoup de phénomènes naturels et de problèmes modernes physiques, mécaniques, biolo-

giques et technologiques peuvent être modelés par des équations aux dérivées partielles (EDPs).

Lorsque le phénomène modélisé est non stationnaire, le modèle mathématique est habituellement

représenté par des équations d’évolution paraboliques ou hyperboliques. L’exemple typique des

équations paraboliques est l’équation de la chaleur, et le prototype des équations hyperboliques

est l’équation des ondes. Cependant il y a des phénomènes en science et en ingénierie ne peuvent

pas être modélisés par des équations aux dérivées partielles classiques.

Les équations différentielles fractionnaires qui sont obtenues en généralisant les équations

différentielles à un ordre arbitraire, elles jouent un rôle crucial dans l’ingénierie, la physique et

les mathématiques appliquées. Des phénomènes complexes peuvent être modélisés en utilisant

ces équations. De ce fait, on peut trouver de nombreuses applications dans l’étude de la viscoélas-

ticité, l’électrochimie, traitement du signal, théorie du contrôle, milieux poreux, mécanique des

fluides, la rhéologie, transport par diffusion, les réseaux électriques, la théorie électromagnétique

et probabilité, et de nombreux autres processus physiques.

Les résultats d’existence et d’unicité de la solution des équations aux dérivées partielles frac-

tionnaires ont été obtenus en utilisant le théorème de Lax-Milgram, voir [21], [48]–[46], et aussi

la méthode adoptée par de nombreux auteurs, voir par exemple [1], [38]–[42] est celle des in-

égalités d’énergie.
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L’objectif principale de cette thèse est d’appliquer et de développer la méthode d’inégalité

d’énergie pour les problèmes aux dérivées partielles fractionnaires singulières avec des conditions

aux limites classiques.

Ce mémoire est composé de troix chapitres présentés comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques outiles de base et des résultats prélimi-

naires essentiels à notre travail. En prarticulier, on présente certains résultats fondamentaux sur

les propriétés de la dérivation fractionnaire, les opérateurs linéaires et les espaces fonctionnels.

Le second chapitre voué à étudier l’existence et l’unicité d’une solution forte pour des pro-

blèmes paraboliques avec l’opérateur de Bessel en utilisant la méthode d’inégalité d’énergie.

Le troisième chapitre est destiné à l’étude de l’existence et l’unicité d’une solution d’un pro-

blème d’équations aux dérivées partielles fractionnaire avec l’opérateur de Bessel par un dévelop-

pement de la méthode d’inégalité d’énergie..
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Chapitre 1

Notion préliminaires

Le présent chapitre est consacré aux rappels essentiels des notions et des concepts de base

d’analyse utilisés tout le long de ce travail, à usage permanent dans les prochains chapitres. Ces

importantes notions sont énoncées sous forme de définitions, théorèmes, corollaires et lemmes.

Pour plus de détails, des références à la littérature seront systématiquement données.

1.1 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.1 Soient E et F deux espaces vectoriels. Un opérateur T est une appliction de E dans

F :

T : E ! F:

Tout opérateur T linéaire est complètement défini par son grapheG(T ) qui est un sous espace vectoriel

de E � F défini par :

G(T ) = f(u; Tu) ; u 2 D(T )g ;

où D(T ) est le domaine de définition de l’opérateure T:

Définition 1.2 Un opérateur T de E dans F est dit linéaire si et seulement si :

8u1; u2 2 E; 8�; � 2 C on a : T (�u1 + �u2) = �T (u1) + �T (u2);

5



Chapitre 1. Notion préliminaires

où C est le corps des scalaires de E et F .

Définition 1.3 On dit que S est extension de T si D(T ) � D(S) et Tu = Su pour tout u 2 D(T ).

Autrement dit, G(T ) � G(S):

Remarque 1.1 Il n’est pas vrai que tout sous espace de E � F est le graphe d’un opérateur.

Définition 1.4 On dit que T est fermé si son graphe G(T ) est fermé de E � F:

Définition 1.5 On dit qu’un opérateur linéaire T est fermable dans E s’il admet un prolongement

(extension) fermé.

Autrement dit T est fermable si et seulement si pour toute suite (un)n2N � D(T ) telle que un ! 0

et Tun ! v, alors v = 0.

1.2 Relation entre l’orthogonalité et la densité dans les es-

paces de Hilbert

Définition 1.6 SoitM un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert F , on définitM? l’orthogonal

de M , par :

M? = ff 2 F; hf; giF = 0; 8g 2Mg :

Proposition 1.1 Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert F: Alors M est dense dans F

si et seulement si M? = f0g :

Preuve. Supposons d’abord que M est dense dans F . Soit f 2 M? � F , soit (fn)n2N une suite

d’éléments de M qui converge vers f . On a hf; fniF = 0 pour tout n 2 N: En passant à la limite,

on en conclurt que kfkF : Donc f = 0, qui donne M? = f0g :

Réciproquement, supposons que M? = f0g. Alors on a
�
M?�? = f0g? = F , et comme M �M il

s’en suit que
�
M
�? �M?, et donc

�
M?�? � ��M�?�? ; mois M est un fermé, alors

��
M
�?�?

=

1.2. Relation entre l�orthogonalité et la densité dans les espaces de Hilbert 6



Chapitre 1. Notion préliminaires

M , alors on trouve
�
M?�? �M =) F �M . D’où F =M:

1.3 Traces des fonctions des espaces de Sobolev

1.3.1 Espaces de Sobolev W 1;P (
), H1(
)

Soit 
 désigne un ouvert non vide de Rn

Définition 1.7 Pour tout P 2 [1;1], on pose :

W 1;P (
) =

�
u 2 Lp(
); @u

@xi
2 Lp(
);8i = 1; n

�
;

muni de la norme :

kukW 1;P (
) =

8>><>>:
�
kukp

LP (
)
+

nP
i=1




 @u@xi


pLP (
)
�1=p

=

�
kukp

LP (
)
+ krukp

(LP (
))n

�1=p
dans le cas p 6=1:

max
1�i�n




 @u@xi


L1(
) dans le cas p =1:

Dans le cas p = 2 on a :

W 1;2(
) = H1(
) =

�
u 2 L2(
); @u

@xi
2 L2(
);8i = 1; n

�
;

muni du produit scalaire :

(u; v)H1(
) = (u; v)L2(
) +
nX
i=1

�
@u

@xi
;
@v

@xi

�
L2(
)

= (u; v)L2(
) + (ru;rv)(L2(
))n ;

et de la norme associée :

kukH1(
) =
�
kuk2L2(
) + kruk

2
(L2(
))n

�1=2
:

Théorème 1.1 C10 (Rn) est dense dans W 1;P (Rn), C-à-d :

8u 2 W 1;P (Rn); 9 (un)n2N � C10 (Rn) tel que : un ! u dans W 1;P (Rn):

1.3. Traces des fonctions des espaces de Sobolev 7



Chapitre 1. Notion préliminaires

1.3.2 Existence de trace

On considère l’ensemble

L2(@
) =

8<:w mesurable sur @
, tel que :
Z
@


w2d� <1

9=; :
C’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel.

Théorème 1.2 (Existence de trace) Soit 
 un ouvert borné de Rn, à frontière (suffisamment ré-

gulière). Alors l’application trace :


0 :
C10 (
)! L2(@
)

u 7�! 
0u = u j@


se pronlonge par continuité en application linéaire continue, notée encore 
0, de H1(
) dans L2(@
)

et il existe une constante c� indépendante de u telle que :

kukL2(@
) � c� kukH1(
) :

Remarque 1.2 L’application trace 
0 n’est pas surjective de H1(
) dans L2(@
). Par contre, elle est

surjective sur H1=2(@
), où H1=2(@
) est l’espaces de Sobolev d’indice fractionnaire 1=2:

On a :

H1=2(@
) =
�
w 2 L2(@
); tel que :9v 2 H1(
); w = 
0 (v)

	
:

1.4 Dérivation fractionnaire

La dérivation fractionnaire est un concept de généralisation de la dérivation (classique) à un

ordre non entier. Elle s’introduit aussi naturellement dans la modélisation mécanique des maté-

riaux qui conservent la mémoire des transformations passées. D’où l’intérêt particulier porté sur

le calcul et l’analyse fractionnaire pendant ces dernières décennies. Bien que le calcul différentiel

classique fournit des outils puissants pour la modélisation d’un bon nombre de phénomènes étu-

diés par les sciences appliquées, ces outils ne permettent pas de tenir compte de la dynamique

1.4. Dérivation fractionnaire 8



Chapitre 1. Notion préliminaires

anormale que présentent certains systèmes complexes rencontrés dans la nature ou dans les in-

teractions de la société. Les résultats expérimentaux montrent que plusieurs processus liés aux

systèmes complexes ont une dynamique non-locale impliquant des effets à long terme.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17�eme siècle jusqu’à nos jours. les

spécialistes s’accordent pour faire remonter son début à la fin de l’année 1695 quand L’Hospital

a soulevé une question à Leibniz en s’interrogeant sur la signification de dny
dxn

lorsque n = 1
2
. La

première tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire est

dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment,

Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est de-

puis qu’elle porte le non "Approche de Riemann-Liouville". Plus tard, d’autres théories on fait

leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo. A cette époque il

n’y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c’est pour cette raison qu’elle

a été considéré comme une abstraite ne contenant que des manipulations mathématiques peu

utiles. Le passage des formulations mathématiques pures à des applications, a commencé à voir

le jour depuis les années 1990, où les équations différentielles fractionnaires sont apparues dans

plusieurs domaines tels que la physique, l’ingénierie, la biologie, la mécanique....

1.4.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma � (x), qui joue un

rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

Définition 1.8 On appelle fonction Gamma Eulérienne (ou inégrale Eulérienne de seconde espèce)

la fonction notée � définie pour tout nombre complexe x tel que Re(x) > 0 par :

� (x) =

+1Z
0

e�ttx�1dt,

cette intégrale est convergente pour Re(x) > 0.

1.4. Dérivation fractionnaire 9



Chapitre 1. Notion préliminaires

Proposition 1.2 Pour tout x 2 R+� on a :

� (x+ 1) = x� (x) :

Preuve. On a d’après la définition 1:8:

� (x+ 1) =
+1R
0

e�ttxdt;on utilise l’intégrale par parties, on obtient

� (x+ 1) = �e�ttx
��t=1
t=0

+ x

+1Z
0

e�ttx�1dt

= x

+1Z
0

e�ttx�1dt

alors

� (x+ 1) = x� (x) :

1.4.2 Approche de Riemann Liouville

Définition 1.9 [48]Soit � 2 R+ et v une fonction localement intégrale définie sur [0; T ]. La dérivée

d’ordre � de v est définie par :

1. Dérivée au sens de Riemann Liouville à gauche

RD�
t v(t) =

1

� (n� �)
dn

dtn

tZ
0

v(�)

(t� �)��n+1
d� . (1.1)

2. Dérivée au sens de Riemann Liouville à droite

R
t D

�v(t) =
(�1)n

� (n� �)
dn

dtn

TZ
t

v(�)

(� � t)��n+1
d� , (1.2)

où le nombre entier n est choisi de telle manière que : n� 1 < � < n.

1.4. Dérivation fractionnaire 10



Chapitre 1. Notion préliminaires

1.4.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un rôle impor-

tant dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967-

1969) ont rendu compte que cette définition doit être révisé, car les problèmes appliqués en

visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales physique-

ment interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans la modélisation par

l’approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées

fractionnaires.

Définition 1.10 [48]Soit � 2 R+ et v une fonction localement intégrale définie sur [0; T ]. La dérivée

d’ordre � de v est définie par :

1. Dérivée au sens de Caputo à gauche

CD�
t v(t) =

1

� (n� �)

tZ
0

v(n)(�)

(t� �)��n+1
d� . (1.3)

2. Dérivée au sens de Caputo à droite

C
t D

�v(t) =
(�1)n

� (n� �)

TZ
t

v(n)(�)

(� � t)��n+1
d� , (1.4)

avec n est un entier positif vérifiant l’inégalité : n� 1 < � < n.

1.4.4 Intégration fractionnaire

Soit � 2 R+ et v une fonction intégrable définie sur [a; b]. L’intégration fractionnaire d’ordre � de

v est définie par :[39]

aI
�
t v(t) =

1

� (�)

tZ
a

v(�)

(t� �)1��
d� ;

tI
�
b v(t) =

1

� (�)

bZ
t

v(�)

(� � t)1��
d� ;

1.4. Dérivation fractionnaire 11



Chapitre 1. Notion préliminaires

1.4.5 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville, de Caputo et intégra-

tion fractionnaire

Soit � 2 R+ avec n � 1 < � < n, (n 2 N�). Supposons que v possède les dérivées fractionnaires,

alors on a

RD�
t v(t) = CD�

t v(t) +

n�1X
i=0

v(i)(0)(t)i��

� (i� �+ 1) ;

R
t D

�v(t) = C
t D

�v(t) +

n�1X
i=0

v(i)(T )(T � t)i��
� (i� �+ 1) :

CD�
t I

�
t v(t) = v(t);

I�t
�
CD�

t v(t)
�
= v(t)�

n�1X
i=0

ti

i!

di

dti
v(0): (1.5)

Pour n = 1, on a :

RD�
t v(t) = CD�

t v(t) +
v(0)

� (1� �) t� ; (1.6)

R
t D

�v(t) = C
t D

�v(t) +
v(T )

� (1� �) (T � t)� ;

I�t
�
CD�

t v(t)
�
= v(t)� v(0): (1.7)

Si v(i)(0) = 0 avec i = 0; 1; :::; n � 1, alors la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et de

Caputo sont coincident, i.e.

RD�
t v(t) =

CD�
t v(t):

Si � > 0; on a

RD�
t

�
RD��

t v(t)
�
= v(t);

qui signifie que l’opérateur de différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un

inverse gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville du même

ordre.

1.4. Dérivation fractionnaire 12



Chapitre 1. Notion préliminaires

1.4.6 Quelques propriétés de la dérivation fractionnaire

1. Linéarité

Similiarement à la différentiation d’ordre entier, la différentiation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville est une opération linéaire.

Théorème 1.3 [39]Soient v et w deux fonction dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

d’ordre � existent. Alors pour �; � 2 R; RD�
t (�v + �w) existe et on a :

RD�
t (�v + �w)(t) = �

RD�
t v(t) + �

RD�
t w(t):

Preuve. Soit � 2 R+ avec n� 1 < � < n on a :

RD�
t (�v + �w)(t) =

1

� (n� �)
dn

dtn

tZ
0

(�v + �w)(�)

(t� �)��n+1
d�

=
1

� (n� �)
dn

dtn

0@ tZ
0

�v(�)

(t� �)��n+1
d� +

tZ
0

�w(�)

(t� �)��n+1
d�

1A
=

�

� (n� �)
dn

dtn

tZ
0

v(�)

(t� �)��n+1
d� +

�

� (n� �)
dn

dtn

tZ
0

w(�)

(t� �)��n+1
d�

= � RD�
t v(t) + �

RD�
t w(t)

2. Non commutativité

Proposition 1.3 [39]Soit la fonction v telle que v(k)(0) = 0, k = 0; 1; :::; n�1, alors les deux dérivées

fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont commutationes avec la dérivée d’ordre n,

n 2 N :

RDn
t
RD�

t v(t) =
RD�+n

t v(t) = RD�
t
RDn

t v(t);

et

CDn
t
CD�

t v(t) =
CD�+n

t v(t) = CD�
t
CDn

t v(t):

1.4. Dérivation fractionnaire 13
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Lemme 1.1 [39]On suppose que n� 1 < � < n; m� 1 < � < m et soit la fonction v telle que RD�
t v

existe, alors

RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
= RD�+�

t v(t) 6= RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
:

Preuve. En utilisant par la suite la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville et la composition avec des dérivées d’ordre entier, on aura

RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
= RDn

t

h
RD

�(n��)
t

�
RD�

t v(t)
�i

= RDn
t

"
RD�+��n

t

�
RD�

t v(t)
�
�

nX
i=1

h
RD��i

t v(t)
i
t=0

tn���i

� (1 + n� �� i)

#

= RD�+�
t v(t)�

nX
i=1

h
RD��i

t v(t)
i
t=0

t���i

� (1� �� i) :

En interchangeant � et � (et donc n et m), on peut écrire

RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
= RD�+�

t v(t)�
nX
i=1

�
RD��i

t v(t)
�
t=0

t���i

� (1� � � i) :

Alors, on a

RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
= RD�+�

t v(t) 6= RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
:

Remarque 1.3 Si
�
RD��i

t v(t)
�
t=0

et
h
RD��i

t v(t)
i
t=0

pour tout i = 1; 2; :::; n, ou � = �, on a

RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
= RD�+B

t v(t) = RD�
t

�
RD�

t v(t)
�
:

3. La règle de Leibniz

Corollaire 1.1 [39]Soit t > 0 et n � 1 < � < n. Si v et w et tous ses dérivées sont continues sur

[0; T ], alors :

RD�
t (vw) (t) =

1X
i=0

�!

i! (�� i)!
�
RD��i

t v(t)
�
w(i)(t):

4. Transformation de Fourier [48]

1.4. Dérivation fractionnaire 14
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Pour tout � 2 R+ et v 2 C10 (R), on a

F
�
RD�

t v (t)
�
= (i!)�F (v(t))!; (1.8)

F
�
R
t D

�v (t)
�
= (�i!)�F (v(t))!: (1.9)

Remarque 1.4 D’après la relation entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Ca-

puto, la linéarité, la non commutativité restent vrais et pour la règle de Leibniz on a :

CD�
t (vw) (t) =

1X
i=0

�!

i! (�� i)!
�
RD��i

t v(t)
�
w(i)(t)�

n�1X
i=0

(t)i��

� (i� �+ 1)

�
(vw)(i) (0)

�
:

1.4.7 Comparaison entre les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

et de Caputo

Lemme 1.2 [39]Soit la fonction v telle que RD�
t v et CD�

t v existe, avec n� 1 < � < n, alors on a :

RD�
t v(t) 6= CD�

t v(t):

Exemple 1.1 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est

pas nulle ni constante. en effet :

RD�
t C =

1

� (n� �)
dn

dtn

tZ
0

C

(t� �)��n+1
d�

=
C

� (n� �)
dn

dtn

tZ
0

(t� �)n��+1 d�

=
C

� (n� �)
dn

dtn
�(t� �)

n��

n� �

�����=t
�=0

=
C

� (n� �) (n� �)
dn

dtn
tn��

=
C (n� �) (n� �� 1) ::: (n� �� (n� 1))

� (1� �) (n� �) (n� �� 1) ::: (n� �� (n� 1))t
��

=
Ct��

� (1� �) :

1.4. Dérivation fractionnaire 15
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Et pour la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo, on a :

CD�
t C =

1

� (n� �)

tZ
0

C(n)

(t� �)��n+1
d�

= 0:

Proposition 1.4 [48]Soit n� 1 < � < n, alors :

lim
�!n

RD�
t v(t) = lim

�!n
CD�

t v(t) = v
(n)(t):

Preuve. On utilise l’intégration par partie et la définition 1.9, on obtient :

RD�
t v(t) =

1

� (n� �)
dn

dtn

tZ
0

v(�)

(t� �)��n+1
d�

=
1

� (n� �)
dn

dtn

0@�v(�)(t� �)n��
n� �

�����=t
�=0

+

tZ
0

v
0
(�)
(t� �)n��

n� � d�

1A
=

1

� (n� �+ 1)
dn

dtn

0@v(0)tn�� + tZ
0

v
0
(�) (t� �)n�� d�

1A (1.10)

Et

CD�
t v(t) =

1

� (n� �)

tZ
0

v(n)(�)

(t� �)��n+1
d�

=
1

� (n� �)

0@�v(n) (t� �)n��
n� �

�����=t
�=0

+

tZ
0

v
(n+1)

(�)
(t� �)n��

n� � d�

1A
=

1

� (n� �+ 1)

0@v(n)(0)tn�� + tZ
0

v
(n+1)

(�) (t� �)n�� d�

1A (1.11)

En prenant la limite �! n sur (1:11) et (1:12) on a :

lim
�!n

RD�
t v(t) =

dn

dtn

0@v(0) + tZ
0

v
0
(�)d�

1A
= v(n)(t):

lim
�!n

CD�
t v(t) =

0@v(n)(0) + tZ
0

v
(n+1)

(�)d�

1A
= v(n)(t):
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D’où

lim
�!n

RD�
t v(t) = lim

�!n
CD�

t v(t) = v
(n)(t):

1.5 Espaces fonctionnels

1.5.1 Espace L2 (
)

Pour l’étude de quelqus problèmes, on a besoin de rappeler quelques espaces fonctionnels. Soit

L2(0; d), d 2 R�+, l’espace de Hilbert usuel muni d’un produit sclaire noté (:; :)L2(0;d) et d’une norme

associée k:kL2(0;d).

L’espace de Hilbert L2 (
) = L2 ((0; T ) ; L2(0; d)) (
 = (0; d)� (0; T )) est constitué de (classes de)

fonctions définies et carés intégrables dans 
. Le produit scalaire dans L2 (
) est noté (:; :)L2(
)

défini par :

(u; v)L2(
) = (u; v)L2(
) =

dZ
0

(u (x; :) ; v (x; :))L2(0;T ) dx

et d’une norme associée dénotée k:kL2(
) définie par :

kukL2(
) = kukL2(
) =

0@ dZ
0

ku (x; :)kL2(0;T ) dx

1A1=2

.

1.5.2 Espaces fractionnaires

Soit le domaine Q = 
� I tel que 
; I sont deux intervalles de R:

Soit C1 (I) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur I et C10 (I) désigne

l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support comact dans I.

1. L’espace de Sobolev H� (R)
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Définition 1.11 Pour tout � 2 R+, on définit :

H� (R) =
�
u= u 2 L2(R) ; (1 + jxj2)�2F(u)(x) 2 L2(R); 8x 2 Rn

	
,

muni de la norme :

kukH�(R) =


(1 + jxj2)�2F(u)(x)



L2(R)

laquelle est induite par le produit scalaire :

(u; v)
H�(R)

=
�
(1 + jxj2)�2F(u); (1 + jxj2)�2F(v)

�
L2(R) ,

où F(u) désigne la transformation de Fourier de u définie par :

Fu (�) =
Z
R

u(t) exp(�2�it�)dt:

Définition 1.12 Pour I désigne un intervalle borné dans R, on définit l’espace H� (I) par :

H� (I) =
�
u 2 L2(I)= 9eu 2 H�(R) tel que eu jI= u	 ,

muni de la norme :

kukH�(I) = inf
~v2H�(R);~vjI=v

keukH�(R) .

Définition 1.13 Soit � 2 R�+, on définit

H�
0 (I) =

n
u; kukH�

0 (I)
<1

o
;

muni de la norme

kukH�
0 (I)

= (kuk2L2(I) + juj
2
H�
0 (I)
)1=2,

avec

jujH�
0 (I)

=

�����
�
RD�

t u;
R
t D

�u
�
L2(I)

cos (��)

�����
1=2

,

définit une semi-norme sur H�
0 (I). On définit donc l’espace H�

0 (I) comme une complétion de l’espace

C10 (I) par la norme k:kH�
0 (I)

:

1.5. Espaces fonctionnels 18
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Remarque 1.5 Si � = 1 et I un intervalle borné dans R, l’expression

(u; v)
H10(I)

=

�
@u

@x
;
@v

@x

�
L2(I)

;

est une produit scalaire induisant la norme

kukH1
0 (I)

=





@u@x





L2(I)

:

2. Les espaces lH�(I), rH�(I) et cH�(I)

Définition 1.14 Soit � 2 R�+, on définit

lH�(I) =
n
u; kuklH�(I) <1

o
;

muni de la norme

kuklH�(I) = (kuk
2
L2(I) + juj

2
lH�(I))

1=2,

avec

jujlH�(I) =


 RD�

t u



L2(I) ,

définit une semi-norme sur lH�(I). On définit donc l’espace lH�(I) comme une complétion de l’espace

C10 (I) par la norme k:klH�(I).

Remarque 1.6 Premièrement, on a jujlH�(I) est une semi-norme et n’est pas une norme car, si on

met :

u (�) = (t� �)� (t� 2�) ;

pour n = 1, on a

jujlH�(I) =

0@Z
I

0@ 1

� (1� �)
d

dt

tZ
0

(t� �)� (t� 2�)
(t� �)� d�

1A2

dt

1A
1
2

=

0@Z
I

0@ 1

� (1� �)
d

dt

tZ
0

(t� 2�) d�

1A2

dt

1A
1
2

= 0:
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Alors, on trouve u 6= 0, malgré que jujlH�(I) = 0.

Deuxièmement, il suffit d’appliquer la définition d’une norme, et de vérifier les trois propriétés es-

sentielles. La difficulté principale est l’inégalité triangulaire, et pour la norme kuklH�(I), on utilise

l’inégalité de Minkowski.

Définition 1.15 Soit � 2 R�+, on définit

rH�(I) =
n
u; kukrH�(I) <1

o
;

muni de la norme

kukrH�(I) = (kuk
2
L2(I) + juj

2
rH�(I))

1=2,

avec

jujrH�(I) =


 R
t D

�u



L2(I) ,

définit une semi-norme sur rH�(I). On définit donc l’espace rH�(I) comme une complétion de l’espace

C10 (I) par la norme k:krH�(I).

Définition 1.16 Soit � 2 R�+, pour � 6= n+ 1
2

on défine

cH�(I) =
n
u; kukrH�(I) <1

o
,

muni de la norme

kukcH�(I) = (kuk
2
L2(I) + juj

2
cH�(I))

1=2,

avec

jujcH�(I) =
���� RD�

t u;
R
t D

�u
�
L2(I)

���1=2 ,

définit une semi-norme sur cH�(I). On défine donc l’espace cH�(I) comme une complétion de l’espace

C10 (I) par la norme k:kcH�(I) :

Lemme 1.3 [48]Pour tout 0 < � < 1, si u 2 H�(I) et v 2 C10 (I) ; alors

( RD�
t u(t); v(t))L2(I) = (u(t);

R
t D

�v(t))L2(I).
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Preuve. Par intégration par parties, on obtient :

d

d�

TZ
�

v(�)

(t� �)�dt =
d

d�

24 v(t)(t� �)1��
1� �

����t=T
t=�

�
TZ
�

v0(t)(t� �)1��
1� � dt

35
=

d

d�

24v(T )(T � �)1��
1� � �

TZ
�

v0(t)(t� �)1��
1� � dt

35
= � d

d�

TZ
�

v0(t)(t� �)1��
1� � dt

=

TZ
�

v0(t)

(t� �)�dt: (1.12)

D’après la définition de produit scalaire dans L2 (I), et par intégration par parties, on a :

( RD�
t u(t); v(t))L2(I) =

TZ
0

0@ 1

� (1� �)
d

dt

tZ
0

u(�)

(t� �)�d�

1A :v(t)dt
=

1

� (1� �)

264v(t) tZ
0

u(�)

(t� �)�d�

������
�=T

�=0

�
TZ
0

v0(t)

tZ
0

u(�)

(t� �)�d�dt

375
=

1

� (1� �)

24v(T ) TZ
0

u(�)

(T � �)�d� �
TZ
0

tZ
0

u(�)

(t� �)�d�v
0(t)dt

35
=

1

� (1� �)

24v(T ) TZ
0

u(�)

(T � �)�d� �
TZ
0

TZ
�

v0(t)

(t� �)�dtu(�)d�

35
Par (1:16), on a

( RD�
t u(t); v(t))L2(I)

=

TZ
0

u(�)
1

� (1� �)

24 v(T )

(T � �)� �
TZ
�

v0(t)

(t� �)�dt

35 d� :
=

TZ
0

u(�)

24 �1
� (1� �)

d

d�

TZ
�

v(t)

(� � t)�dt

35 d�
= (u(�); R� D

�v(�))L2(I)
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Lemme 1.4 [49]Pour tout � 2 R+, si u 2 lH�(I) et v 2 C10 (I), alors

( RD�
t u(t); v(t))L2(I) = (u(t);

R
t D

�v(t))L2(I).

Preuve. Soit n 2 N tel que n� 1 < � < n: D’après la relation entre les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville et de Caputo et que v 2 C10 (I) on a :

R
t D

�v(t) = C
t D

�v(t) +

n�1X
i=0

v(i)(T )(T � t)i��
� (i� �+ 1) = C

t D
�v(t);

Par la définition de produit scalaire dans L2 (I) et de la dérivée R
t D

�v(t) on obtient :

(RD�
t u(t); v(t))L2(I) =

TZ
0

0@ 1

� (1� �)
dn

dtn

tZ
0

u(�)

(t� �)��n+1
d�

1A :v(t)dt
=

1

� (1� �)

TZ
0

0@ dn

dtn

tZ
0

u(�)

(t� �)��n+1
d�

1A :v(t)dt;
par intégrations par parties n fois on obtient :

TZ
0

v(t):

0@ dn

dtn

tZ
0

u(�)

(t� �)��n+1
d�

1A dt
= (�1)n

TZ
0

v(n)(t):

0@ tZ
0

u(�)

(t� �)��n+1
d�

1A dt
= (�1)n

TZ
0

tZ
0

v(n)(t):

�
u(�)

(t� �)��n+1
d�

�
dt

= (�1)n
TZ
0

TZ
�

v(n)(t)

(t� �)��n+1
:u(�)dtd� :

Donc

( RD�
t u(t); v(t))L2(I) =

(�1)n
� (1� �)

TZ
0

u(�)

0@ TZ
�

v(n)(t)

(t� �)��n+1
dt

1A d� :
= (u(�); Ct D

�v(�))L2(I)

= (u(�); Rt D
�v(�))L2(I):
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Lemme 1.5 [48]Pour � 2 R+, v 2 C10 (R) on a :

( R�1D
�
t u(t);

R
t D

�
1u(t))L2(R) = cos(��)



 R
�1D

�
t u


2
L2(R)

( Rt D
�
1u(t);

R
�1D

�
t u(t))L2(R) = cos(��)



 R
t D

�
1u


2
L2(R)

.

Preuve. [46]Soit v 2 C10 (R); on a d’après le théoèreme de Parseval :

( R�1D
�
t u(t);

R
t D

�
1u(t))L2(R) =

�
F
�
R
�1D

�
t u
�
;F
�
R
t D

�
1u
��
L2(R) ;

par (1:9) on a :

( R�1D
�
t u(t);

R
t D

�
1u(t))L2(R) =

Z
R

F
�
R
�1D

�
t u
�
:F ( Rt D�

1u)d!

=

Z
R

(i!)�F (v(t))!:(�i!)�F (v(t))!d!;

et on a :

(i!)�

8><>: exp(�i��)(�i!)�; ! � 0

exp(i��)(�i!)�; ! < 0
:

Donc

( R�1D
�
t u(t);

R
t D

�
1u(t))L2(R) =

Z
R

�
(i!)�F (u(t))!:(�i!)�F (u(t))!

�
1E1d!

+

Z
R

�
(i!)�F (u(t))!:(�i!)�F (u(t))!

�
1E2d!;

où E1 = f! � 0g et E2 = f! < 0g ;alors :

( R�1D
�
t u(t);

R
t D

�
1u(t))L2(R)

=

1Z
0

�
(i!)�F (u(t))!: exp(i��)(i!)�F (u(t))!

�
d!

+

0Z
�1

�
(i!)�F (u(t))!: exp(�i��)(i!)�F (u(t))!

�
d!

= exp(i��)

1Z
0

j(i!)�F (u(t))!j2 d!

+exp(�i��)
0Z

�1

j(i!)�F (u(t))!j2 d!
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d’où

( R�1D
�
t u(t);

R
t D

�
1u(t))L2(R) = (cos(��) + i sin(��))

1Z
0

j(i!)�F (u(t))!j2 d!

+(cos(��)� i sin(��))
0Z

�1

j(i!)�F (u(t))!j2 d!

= cos(��)

Z
R

j(i!)�F (u(t))!j2 d!

+i sin(��)

24 1Z
0

j(i!)�F (u(t))!j2 d! �
0Z

�1

j(i!)�F (u(t))!j2 d!

35 :
Il suffit de prouve que

1Z
0

j(i!)�F (u(t))!j2 d! =
0Z

�1

j(i!)�F (u(t))!j2 d!;

pour �! = v, on a

0Z
�1

j(i!)�F (u(t))!j2 d! = �
0Z

1

j(�iv)�F (u(t)) (�v)j2 dv

=

1Z
0

j(iv)�F (u(t)) (v)j2 dv:

Alors

( R�1D
�
t u(t);

R
t D

�
1u(t))L2(R) = cos(��)

Z
R

j(i!)�F (u(t))!j2 d!

= cos(��)((i!)�F (u(t))!; (i!)�F (u(t))!)L2(R)

= cos(��)( R�1D
�
t u(t);

R
�1D

�
t u(t))L2(R)

= cos(��)


 R
�1D

�
t u


2
L2(R)

:

De même manière, on prouvée la deuxième égalité.
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Remarque 1.7 Si � = n+ 1
2

avec n 2 N, et pour tout u 2 C10 (I); on a

( R�1D
n+ 1

2
t u(t); Rt D

n+ 1
21 u(t))L2(R) = ( R�1D

1
2
t

�
dn

dtn
u(t)

�
; Rt D

1
21

�
dn

dtn
u(t)

�
)L2(R)

= (
d

dt

�
dn

dtn
u(t)

�
;

�
dn

dtn
u(t)

�
)L2(R)

=
1

2

�
dn

dtn
u(t)

�����1
�1

= 0:

Proposition 1.5 [49]Pour tous � 2 R+ et v 2 L2(I), l’application linéaire :

RD�
t u : C

1
0 (I) �! R

� 7�! RD�
t u(�) =

R
I

u R
t D

�(�)dt
(1.13)

est continue dans C10 (I):

Notations

Soit c une constante positive indépendante de toute fonction on utilise l’expression A . B pour

signifier que A � cB, et utiliser l’expression A �= B signifie queA . B . A.

Preuve. Soit (�i)i2N � C10 (I), tel que :


�(m)i





1
= sup

t2I

����(m)i (t)
��� �! 0; 8m 2 Z; pour i �!1:

On a pour tout n� 1 < � < n avec n 2 N :

�� RD�
t u(�i)

�� =

������
Z
I

u R
t D

��idt

������
� kuk

L2(R)



 R
t D

��i



L2(R)

= kuk
L2(R)



 C
t D

��i



L2(R)

= kuk
L2(R)







 (�1)n

� (n� �)

TZ
t

�
(n)
i (�)

(� � t)��n+1
d�








L2(R)

. kuk
L2(R)




�(n)i 


1








TZ
t

1

(� � t)��n+1
d�








L2(R)

= kuk
L2(R)




�(n)i 


1 

(T � t)n��

L2(R) �! 0; pour i �!1:
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Corollaire 1.2 L’application RD�
t u est continue de (C10 (I))

0 dans (C10 (I))
0 :

Lemme 1.6 [49], [41]Pour tout � 2 R+, lH�(I) et rH�(I) sont des espaces complets.

Preuve. Soit (un)n2N une suite de Cauchy dans lH�(I), donc (un)n2N et
�
RD�

t un
�
n2N sont des

suites de Cauchy dans L2(I). Alors il existe u;w 2 L2(I); tel que :

un ! u dans L2(I); (1.14)

RD�
t un ! w dans L2(I); (1.15)

reste à prouver que RD�
t u = w: Par (1:19) on a

8� 2 C10 (I) :
Z
I

RD�
t un�dt �!

Z
I

w�dt;

d’après le lemme 1:5 et (1:18), on obtient :Z
I

RD�
t un�dt =

Z
I

un
R
t D

�(�)dt �!
Z
I

u R
t D

�(�)dt;

par (1:17) on a Z
I

RD�
t un�dt �! RD�

t u(�):

D’après l’unicité de la limite on trouve :

RD�
t u = w:

De même manière, on prouvée que rH�(I) il est complet.

Lemme 1.7 [49]Pour 0 < � < 2, � 6= 1, u 2 H
�
2
0 (I); on a :

RD�
t u(t) =

RD
�
2
R

t D
�
2
t u(t),

et dans le sens du distribution



RD�

t u(t); �(t)
�
=
D
RD

�
2
R

t D
�
2
t u(t); �(t)

E
; 8� 2 C10 (I);
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aussi :

RD�
t u 2 H��

2 (I):

Preuve. Par (1:17), pour tout � 2 C10 (I) on a :



RD�

t u(t); �(t)
�
= (u(t); Rt D

��(t))L2(I);D
RD

�
2
R

t D
�
2
t u(t); �(t)

E
= ( RD

�
2
t u(t);

R
t D

�
2 �(t))L2(I):

D’après le lemme 1:4 on obtient

(u(t); Rt D
��(t))L2(I) = (u(t);

R
t D

�
2
R
t D

�
2
t �(t))L2(I);

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

��
 RD�
t u(t); �(t)

���
=

���( RD �
2
t u(t);

R
t D

�
2 �(t))L2(I)

���
�




 RD
�
2
t u(t)





L2(I)



 R
t D

�
2 �(t)




L2(I)

; 8� 2 C10 (I);

puisque C10 (I) est dense dans H
�
2
0 (I) l’inégalité ci-dessus reste vraie pour tout v 2 H

�
2
0 (I):Ainsi

RD�
t u 2 H��

2 (I):

Lemme 1.8 [48]Pour � 2 R+; � 6= n+ 1
2
, les semi- normes j:jlH�(I), j:jrH�(I) ; j:jcH�(I)et j:jH�

0 (I)
sont

équivalentes. On pose

j:jlH�(I) e= j:jrH�(I) e= j:jcH�(I) e= j:jH�
0 (I)

:

Preuve. D’après le lemme 1:6 on a :

jujcH�(I) =
�
( RD�

t u(t);
R
t D

�u(t))L2(R)
�1=2

=
p
cos(��)



 RD�
t u



L2(R)

=
p
cos(��) jujlH�(I) ;

comme � 2 R+; � 6= n+ 1
2
, on a :

0 < jcos(��)j � 1:

Alors

8� 2 R+; � 6= n+
1

2
;9" > 0 tel que : " � jcos(��)j � 1: (1.16)
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On obtient donc :

p
" jujlH�(I) � jujcH�(I) � jujlH�(I) () jujlH�(I) e= jujcH�(I) :

De même manière, on prouvée que :

jujrH�(I) e= jujcH�(I) :

D’où

jujrH�(I) e= jujcH�(I) e= jujlH�(I) : (1.17)

Et pour équivalence entre j:jcH�(I)et j:jH�
0 (I)

, on a

jujH�
0 (I)

=
jujcH�(I)p
cos(��)

;

d’après (1:22) on trouve

jujcH�(I) � jujH�
0 (I)

� 1p
"
jujcH�(I) () jujH�

0 (I)
e= jujcH�(I) ; (1.18)

en combinant (1:23) et (1:24); on conclut :

jujrH�(I) e= jujcH�(I) e= jujlH�(I) e= jujH�
0 (I)

:

Lemme 1.9 [49]Pour 0 < � < 2, � 6= 1, u; v 2 H
�
2
0 (I), on a :



RD�

t u(t); v(t)
�
=
�
RD

�
2
t u(t);

R
t D

�
2 v(t)

�
L2(I)

; (1.19)



R
t D

�u(t); v(t)
�
=
�
R
t D

�
2 u(t); RD

�
2
t u(t)

�
L2(I)

: (1.20)

Preuve. Par la définition de l’espace H
�
2
0 (I); il existe une suite (vn)n2N � C10 (I) tel que :

kvn � vk
H
�
2
0 (I)

�! 0; lorsque n �!1:
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Pour tous u 2 H
�
2
0 (I) et par le lemme 1:8, on a :



RD�

t u(t); vn(t)
�
=
D
RD

�
2
R

t D
�
2
t u(t); vn(t)

E
=
�
RD

�
2
t u(t);

R
t D

�
2 vn(t)

�
L2(I)

, (1.21)

d’autre part :

��
 RD�
t u; vn

�
�


RD�

t u; v
���

=
��
 RD�

t u; vn � v
���

. kvn � vk
H
�
2
0 (I)

�! 0; lorsque n �!1;

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le lemme 1:9 on a :����� RD
�
2
t u;

R
t D

�
2 vn

�
L2(I)

�
�
RD

�
2
t u;

R
t D

�
2 v
�
L2(I)

����
=

���� RD�
t u;

R
t D

�
2 (vn � v)

�
L2(I)

���
�



 RD�
t u



L2(I)



 R
t D

�
2 (vn � v)




L2(I)

=


 RD�

t u



L2(I)

jvn � vjrH �
2 (I)

.


 RD�

t u



L2(I)

jvn � vj
H
�
2
0 (I)

.


 RD�

t u



L2(I)

kvn � vk
H
�
2
0 (I)

�! 0; lorsque n �!1:

Alors en prenant la limite au deux côtes de (1:27), on obtient (1:25). De manière similiare on

obtient (1:26).

Lemme 1.10 [1]Pour toute fonction u absolument continue sur [0; T ], on a

u(t) CD�
t u(t) �

1

2
CD�

t u
2(t), 0 < � < 1: (1.22)
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Preuve. Par la formule (1:4); on peut réécrivons l’inégalité (1:28) sous la forme

u(t) CD�
t u(t)�

1

2
CD�

t u
2(t)

=
1

� (1� �)u(t)
tZ
0

u
0
(�)

(t� �)�d� �
1

2� (1� �)

tZ
0

2u(�)u
0
(�)

(t� �)� d�

=
1

� (1� �)

tZ
0

u
0
(�) (u(t)� u(�))
(t� �)� d�

=
1

� (1� �)

tZ
0

u
0
(�)

(t� �)�
tZ

�

u
0
(�)d�d�

=
1

� (1� �)

tZ
0

u
0
(�)d�

�Z
0

u
0
(�)

(t� �)�d� = �;

pour prouver ce lemme, il suffit de montrer que l’intégrale � est positive. L’intégrale � prend une

valeurs positive, puisque :

� =
1

� (1� �)

tZ
0

(t� �)� u
0
(�)

(t� �)�d�
�Z
0

u
0
(�)

(t� �)�d�

=
1

2� (1� �)

tZ
0

(t� �)� d
d�

0@ �Z
0

u
0
(�)

(t� �)�d�

1A2

d�

=
1

2� (1� �) (t� �)
�

0@ �Z
0

u
0
(�)

(t� �)�d�

1A2
�������
�=t

�=0

+
�

2� (1� �)

tZ
0

(t� �)��1
0@ �Z
0

u
0
(�)

(t� �)�d�

1A2

d�

=
�

2� (1� �)

tZ
0

(t� �)��1
0@ �Z
0

u
0
(�)

(t� �)�d�

1A2

d�:

D’où � � 0:
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1.6 La méthode des inégalités d’énergie

la méthode des inégalités d’énergie est une technique efficace pour étudé l’existence et l’uni-

cité de la solution des équations aux dérivées partielles, elle s’appelle aussi la méthode d’analyse

fonctionnelle ou la méthode des estimations à priori. cette méthode a une caractère supérieur

qu’on peut tirer le théorème d’existence de la solution du problème posé, à partir du théorème

d’unicité. Les points diffciles de cette méthode résident dans le choix des espace fonctionnels E

et F et dans le choix du multiplicateur Mu. Le schéma de la méthode peut être résumé comme

suit :

1. D’abord on écrit le problème posé sous forme d’une équation opérationnelle :

Lu = F ; u 2 D (L) ;

où l’opérateur L est considéré d’un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F conve-

nablement choisis.

2. Puis on établit l’estimation à priori pour l’opérateur L.

3. Ensuite on démontre la densité de l’ensemble des valeurs de cet opérateur dans l’espace F .

Plus précisément nous suivons dans ce travail le schéma suivant :

On démontre l’inégalité d’énergie du type

kukB � c kLukF : (1.23)

Ce type d’estimations à priori est obtenu en multipliant l’équation considérée par un opérateur

intégro-différentiel Mu (contenant la fonction u ou ses dérivées) définie sur le domaine QT :

Le choix de l’opérateurMu est fondamental, il est dicté par l’équation et les conditions aux limites.

Ensuite, on montre que l’opérateur L de B dans F admet une fermeture L, donc la solution de

l’équation opérationnelle :

Lu = F ; u 2 D
�
L
�
; (1.24)
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est appelée solution forte généralisée du problème considéré.

Par passage à la limite, l’estimation (1:29) sera prolongée à L, c’est à dire :

kukB � c


Lu



F
:

Ainsi, on déduit l’unicité de la solution de l’équation (1:30).

Comme l’image de l’opérateur L est fermée dans F et que R
�
L
�
= R (L), l’établissement de la

densité de l’ensemble R
�
L
�

dans F garantie l’existence de la solution forte du problème (1:30) :

1.7 Quelque inégalités utiles

Soit 
 � Rn :

* Inégalité de Cauchy :

8u; v 2 L2(
);

������
Z



uvdx

������ �
0@Z



juj2 dx

1A 1
2
0@Z



jvj2 dx

1A 1
2

:

* Inégalité de Cauchy avec " :

Qu’on appelle aussi "-inégalité

jxyj � "

2
jxj2 + 1

2"
jyj2 ; pour tout " > 0 et x; y arbitraire (des réels).

* Inégalité de Cauchy-Schwarz :

Soit V un espace de Hilbert.

8u; v 2 V; jhu; viV j � kukV kvkV :

* Inégalité Minkowski :

Soit p 2 [1;1[. Pour u; v 2 Lp(
), on a0@Z



ju+ vjp dx

1A 1
p

�

0@Z



jujp dx

1A 1
p

+

0@Z



jvjp dx

1A 1
p

:
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* Lemme de Gronwall :

Si a; b sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0; T ), comme la fonction b soit non-

décroissante sur (0; T ), et � 2 L1(0; T ), � > 0, il s’ensuit à partir de :

a (t) � b(t) +
tZ
0

� (s) � a (s) ds; (1.25)

alors

a (t) � b(t) � exp (� (t)) ;

où

� (t) =

tZ
0

� (s) ds:

Preuve. On met

k(t) = exp (�� (t))
Z t

0

� (s) a (s) ds:

Alors, pour tout t 2 [0; T ], l’estimation

@

@t
k(t) = � (t) exp (�� (t))

�
a(t)�

Z t

0

� (s) a (s) ds

�
6 � (t) b(t) exp (�� (t)) ;

résulte de (1:25) et �(t) > 0: Avec k(0) = 0 par définition, l’intégration sur t conduit à

k(t) 6
Z t

0

� (s) b(s) exp (�� (s)) ds:

Encore, pour une autre fois on utilise (1:25),

exp (�� (t)) (a(t)� b(t)) 6 exp (�� (t))
Z t

0

� (s) a (s) ds = k(t) 6
Z t

0

� (s) b(s) exp (�� (s)) ds:

Donc, on trouve

a(t)� b(t) 6
Z t

0

� (s) b(s) exp (� (t)� � (s)) ds; (1.26)
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si b est non-décroissante sur (0; T ) ; de (1:26) et en vertu de �(t) > 0, on obtient

a(t) 6 b(t) +

Z t

0

� (s) b(s) exp (� (t)� � (s)) ds

6 b(t)

�
1 +

Z t

0

� (s) exp (� (t)� � (s)) ds
�

6 b(t)

�
1 + exp (� (t))

Z t

0

@

@s
[� exp (�� (s))] ds

�
6 b(t) [1 + exp (� (t)) [� exp (�� (t)) + 1]]

6 b(t) exp (� (t)) :

Qui prouve le lemme.
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Problème parabolique linéaire singulier

avec condition aux limites de Neumann

2.1 Position du problème

Soit le domaine : Q = f(x:t) 2 R2 .0 < x < 1 et 0 < t < Tg, considérons le problème linéaire sui-

vant : 8>>>>><>>>>>:

@u

@t
� 1

x

@

@x

�
x
@u

@x

�
= f (x:t) 8 (x; t) 2 Q

u (x:0) = ' (x) 8x 2 (0; 1)
@u

@x
(0; t) =

@u

@x
(1; t) = 0 8t 2 (0; T )

(2.1)

Dont l’équation parabolique est donnée comme suit :

Lu = @u

@t
� 1

x

@

@x

�
x
@u

@x

�
= f (x:t) (2.2)

avec la condition initiale :

`u = u (x; 0) = ' (x) ; 8x 2 (0; 1) : (2.3)

Les conditions aux limite de type Neumann :

@u

@x
(0:t) =

@u

@x
(1:t) = 0; 8t 2 (0; T ) ; (2.4)
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ou f et ' sont des fonctions connues.

Notons que la fonction ' satisfait les conditions des compatibilités :

@'

@x
(1) =

@'

@x
(0) = 0: (2.5)

2.2 L’étude d’unicité de la solution

On pose le problème (2:2) sous la forme opérationnelle suivante :

Lu = z

où L = (L; `) ; avec le domaine de définition D (L) constitué de la fonction u 2 C
�
0; T ; L2p

x
(Q)
�

tel que
@u

@x
2 L2p

x
(Q) et u satisfait les conditions aux limites. L’operateur L est considéré de E à

F , ou E est l’espace de Banach des fonctions u 2 C
�
0; T ; L2p

x
(Q)
�

dont la norme :

kuk2E = kuk
2

C
�
0;T ; L2p

x
(0;1)

� +




@u@x





2
L2p

x
(Q)

et F est un espace de Hilbere de tout les élément z = (f; ') dont la norme :

kzk2F = kfk
2
L2(Q) + k'k

2
L2p

x
(0:1)

Théorème 2.1 Pour tout fonction u 2 D (L), on a l’estimation

kukE � K kLukF

ou K est une constante positive indépendant de u, tel que :

K =
p
exp (T )

Preuve. En multipliant l’équation du problème (2:1) par le multiplicateur suivant Mu = xu (x:t) ;
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on obtient Z
Q�

�
@u

@t
� 1

x

@

@x

�
x
@u

@x

��
Mudxdt

=

Z
Q�

�
@u

@t
� 1

x

@

@x

�
x
@u

@x

��
xu (x:t) dxdt;

=

Z
Q�

x
@u

@t
u (x:t) dxdt�

Z
Q�

@

@x

�
x
@u

@x

�
u (x:t) dxdt;

=

Z
Q�

xf (x:t)u (x:t) dxdt:

nous notons :

I1 =

Z
Q�

x
@u

@t
u (x:t) dxdt

I2 = �
Z
Q�

@

@x

�
x
@u

@x

�
u (x:t) dxdt

I3 =

Z
Q�

xf (x:t)u (x:t) dxdt

Calcule de I1 : d’après l’integration par partie, on trouveZ
Q�

@u

@t
:xu (x:t) dxdt

=
1

2

Z 1

0

xu (x:�)2 dx� 1
2

Z 1

0

xu (x:0)2 dx

=
1

2

Z 1

0

xu (x:�)2 dx� 1
2

Z 1

0

x' (x)2 dx:

Calcule de I2 :

�
Z
Q�

@

@x

�
x
@u

@x

�
u (x:t) dxdt

= �
Z �

0

xu (x:t)
@u

@x

����1
0

dt+

Z
Q�

x

�
@u

@x

�2
dxdt

=

Z
Q�

x

�
@u

@x

�2
dxdt:

Calcule de I3 : L’utilisation de l’intégrale par partie et l’utilisation d’inégalité de Cauchy, on trouveZ
Q�

xf (x:t)u (x:t) dxdt

� 1

2

Z
Q�

�p
xf (x:t)

�2
dxdt+

1

2

Z
Q�

�p
xu (x:t)2

�
dxdt:
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Alors, on obtient Z
Q�

�
@u

@t
� 1

x

@

@x

�
x
@u

@x

��
Mudxdt

=
1

2

Z 1

0

xu (x:�)2 dx� 1
2

Z 1

0

x' (x)2 dx+

Z
Q�

x

�
@u

@x

�2
dxdt

� 1

2

Z
Q�

f (x:t)2 dxdt+
1

2

Z
Q�

�p
xu (x:t)2

�
dxdt:

Ainsi, Z 1

0

xu (x:�)2 dx+ 2

Z
Q�

x

�
@u

@x

�2
dxdt

�
Z
Q�

f (x:t)2 dxdt+

Z
Q�

xu (x:t)2 dxdt+

Z 1

0

x' (x)2 dx:

Par l’application du lemme de Gronwale, on trouve :Z 1

0

xu (x:�)2 dx+ 2

Z
Q�

x

�
@u

@x

�2
dxdt

�

0@exp TZ
0

dt

1A�Z
Q�

f (x:t)2 dxdt+

Z 1

0

x' (x)2 dx

�
Puisque le second memebre de le dernier inégalité ne depend pas de t, on peut passer au maximum

du coté de l’inégalité précedente, on trouve :

max
t

�Z 1

0

xu (x:�)2 dx

�
+ 2

Z
Q�

x

�
@u

@x

�2
dxdt

� (expT )

�Z
Q�

f (x:t)2 dxdt+

Z 1

0

x' (x)2 dx

�
tel que

C = expT

Ainsi on écrit :

kuk2
C
�
0;T ;L2p

x
(Q)

� +




@u@x





2
L2p

x
(Q)

� C
�
kfk2L2(Q) + k'k

2
L2p

x
(0:1)

�
Ce qui équivalante a :

kukE � K kzkF ou K =
p
C:
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Corollaire 2.1 Si pour tout fonction u 2 D (L) ; on a l’estimation suivante

kukE � K kzkF ;

alors la solution du problème (2:1) s’il existe est unique.

Preuve. Soit u1 et u2 deux solutions du problème (2.1)8><>: Lu1 = z

Lu2 = z
=) Lu1 � Lu2 = 0:

et puisque L est linéaire, on obtient

L (u1 � u2) = 0

selon l’inégalité d’énergie

ku1 � u2k2E � K k0k
2
F :

Ce qui donne

u1 = u2:

La démonstration de l’existence de la solution est basée sur la preuve de ce qui suit :

1 : L’opérateur L : E ! F a une fermuture.

2 : R (L) est dense dans F pour tout u 2 E et pour z = (f; ') arbitraire.

Proposition 2.1 L’opérateur L de E dans F est fermable.

Preuve. Soit une suite fung 2 D (L), tel que :

un ! 0 dans E; (2.6)

et

Lun ! (f; ') dans F;

nous devons prouvés que f � 0 et ' � 0
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La convergence de un vers 0 dans E; donne

un ! 0 dans D0 (Q) ; (2.7)

de la continuité de la dérivation de D0 (Q) dans D0 (Q) la relation précédente implique :

Lun ! 0 dans D0 (Q) ; (2.8)

de plus la convergence de Lun vers f dans L2 (Q) donné que :

Lun ! f dans D0 (Q) ; (2.9)

En vertu de l’unicité de la limite en D0 (Q) nous concluons de (2:8) et (2:9) que :

f = 0:

On a :

lun ! ' dans L2px (0; 1) :

D’autre part :

kunk2E = kunk2C
�
0;T ;L2p

x
(Q)

� + k@xunk2L2p
x
(Q) ;

kunk2E � kunk2C
�
0;T ;L2p

x
(Q)

� ;
kunk2E � kun (x:0)k2L2p

x
(Q) :

En franchissant la limite, on trouve :

lim kunk2E
n!+1

� k' (x)k2L2p
x
(Q) ;

donc un ! 0 dans E, ainsi kunk2E ! 0 dans E, on obtient alors :

k' (x)k2L2p
x
(Q) � 0;

d’où :

' = 0:

Soit L la fermuture de L et D
�
L
�

le domaine de définition de L:
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Définition 2.1 La solution de l’équation

Lu = z;

est appelée solution généralisée.

Le théorème (2:1) est valable pour une solution généralisée forte. Donc, on a l’inégalité

kunkE � m


Lu



F
8u 2 D

�
L
�
; (2.10)

par conséquent : cette dernière inégalité conduite aux corollaires suivants :

Corollaire 2.2 La solution du problème (2:1), s’il existe est dépend continuement de z 2 F:

Corollaire 2.3 L’ensemble R
�
L
�

de l’opérateur L est égal à la ferméture de R (L) : R (L):

2.3 L’étude d’existence de la solution

Théorème 2.2 Pour chaque z = (f:') 2 F , le problème (2:1) admet une unique solution forte

u = L�1z:

Pour la preuve du théorème, on a besoin du proposition suivante :

Proposition 2.2 Si pour tout w 2 L2 (Q) et pour tout u 2 D0 (L) = fu 2 D (L) ; u (x:0) = 0g, on

a : Z
Q

Lu:wdxdt = 0: (2.11)

alors w disparaît presque partout dans Q:

Preuve. Le produit scalaire de F est définie par :

(Lu:W )F =

Z
Q

Lu:wdxdt+
Z 1

0

(lu) (w0) dx: (2.12)

où W = (w:w0) :
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L’égalité (2.11) peut s’écrire comme suit :Z
Q

@u

@t
wdxdt�

Z
Q

1

x

@

@x

�
x
@u

@x

�
:wdxdt = 0: (2.13)

Ce qui implique que : Z
Q

@u

@t
wdxdt =

Z
Q

1

x

@

@x

�
x
@u

@x

�
:wdxdt: (2.14)

On pose

u (x:t) =

Z t

0

z (x:�) d� = �tz; (2.15)

Remplaçant (2:15) dans (2:14) on obtient :Z
Q

zwdxdt =

Z
Q

1

x

@

@x

�
x
@�tz

@x

�
wdxdt: (2.16)

Lors de l’établissement de la fonction w et a partir de cette dernière égalité, on donne la fonction

w en fonction de la fonction z comme suit :

w = x�tz;

Puisque z satisfait les même conditions que la fonction u, alors z 2 C
�
0; T ;L2p

x
(Q)
�
; @z
@x
2

L2p
x
(Q) donc w 2 L2 (Q)

Maintenant, en remplaçant w dans (2:16); on obtient :Z
Q

xz:�tzdxdt =

Z
Q

�tz:
@

@x

�
x
@�tz

@x

�
dxdt;

D’après l’intégrale par partie et en utilisant les conditions aux limites de NeumannZ 1

0

x

2
(�tz)

2
���=T
�=0 dx = �

Z
Q

x

�
@�tz

@x

�2
dxdt;

Donc, il devient u = 0 dans Q qui donne w = 0 dans Q:

Revenons, maintenant à la preuve du théorème d’existence :

Maintenant revenons, on a W = (w:w0) 2 R (L)? et pour tout u 2 D (L) ; donc W vérifie :

(Lu;W )F =

Z
Q

Lu:wdxdt+
Z 1

0

(lu) : (w0) dx = 0

2.3. L�étude d�existence de la solution 42



Chapitre 2. Problème parabolique linéaire singulier avec condition aux limites de Neumann

Ensuite, il faut prouver que W = 0. On suppose u 2 D0 (L) dans la dernière égalité, on a d’après

la proposition que : Z
Q

Lu:wdxdt = 0; u 2 D0 (L) :

Implique w = 0 on a donc il reste à démontrerZ 1

0

(lu) : (w0) dx = 0; u 2 D (L) : (2.17)

Puisque l’ensembele des valeurs de l’opérateur l est dense partout dans l’espace de Hilbert F avec

la norme : �Z 1

0

�
(lu)2

�� 1
2

L’inégalité (2:17) implique que w0 = 0 donc W = 0, ce qui donne R (L) = F et complète la preuve

de théorème (2:2).
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Chapitre 3

Existence et unicité d’une solution d’un

problème de Bessel pour une équation

parabolique fractionnaire

Dans ce chapitre est destiné à résoudre l’existence et l’unicité de la solution en utilisant la méthode

d’inégalité d’énergie dans des espaces fonctionnels fractionnaire d’un problèmes de Dirichlet pour

une classe des équations aux dérivées partielles paraboliques fractionnaires avec l’opérateur de

Bessel qui incluent une dérivée fractionnaire de Caputo.

3.1 Position du problème

Dans le domaine rectangulaire QT = (0; d)� (0; T ), avec d; T <1 et 0 < � < 1, on a le problème

suivant : 8>>>>><>>>>>:
CD�

t u(x; t)�
1

x

@

@x

�
x
@u(x; t)

@x

�
+ b(x; t)u(x; t) = ef(x; t) dans QT ;

u(x; 0) = '(x) 8x 2 (0; d);
@u

@x
(0; t) =

@u

@x
(d; t) = 0 8t 2 (0; T ).

(P )
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On considère l’équation aux dérivées partielles fractionnaire de type parabolique suivante :

Lu = CD�
t u�

1

x

@

@x

�
x
@u(x; t)

@x

�
+ bu = ef;

Avec la condition initiale :

`u = u(x; 0) = ' (x) ; 8x 2 (0; d);

La condition au bord de type Neumann :

@u

@x
(0; t) =

@u

@x
(d; t) = 0; 8t 2 (0; T ):

Où b; ef et ' sont des fonctions connues. Avec la fonction ' vérifie les conditions de compatibilité :

@'

@x
(0) =

@'

@x
(d) = 0:

Et la fonctions b(x; t) vérifie :

b0 � b(x; t) � b1; b0; b1 2 R+� :

Ce problème est non homogène par rapport à la condition initiale, alors pour obtenir un problème

homogène, on fait le changement de variable suivant :

v(x; t) = u(x; t)� U(x) =) u(x; t) = v(x; t) + U(x);

où

'(x) = U(x):

Donc, on obtient : 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

CD�
t v(x; t)�

1

x

@

@x

�
x
@v(x; t)

@x

�
+ b(x; t)v(x; t)

= ef(x; t)� LU(x) = f(x; t) dans QT ,

v(x; 0) = 0 8x 2 (0; d);
@v

@x
(0; t) =

@v

@x
(d; t) = 0 8t 2 (0; T ).

;

Tel que :
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CD�
t v(x; t)�

1

x

@

@x

�
x
@v(x; t)

@x

�
+ b(x; t)v(x; t) = f(x; t); (3.1)

avec la condition initiale :

`v = v(x; 0) = 0; 8x 2 (0; d); (3.2)

La condition au limite de type Neumann :

@v

@x
(0; t) =

@v

@x
(d; t) = 0; 8t 2 (0; T ) (3.3)

où

f(x; t) = ef(x; t) + 1
x

@

@x

�
x
@U

@x

�
� b(x; t)U(x):

3.2 Estimation à priori

Dans ce chapitre, on montre l’existence et l’unicité de la solution forte dans un espace fonc-

tionnel de Sobolev du problème (3:1) � (3:3). La démonstration est basée sur une estimation à

priori et sur la densité de l’ensemble des valeurs de l’image de l’opérateur engendré par le pro-

blème (3:1)�(3:3). La solution du problème (3:1)�(3:3) peut être considérée comme une solution

du problème sous forme opérationnelle :

Lv = F ; (3.4)

où L = (L; `), avec un domaine de définition D(L) constitué des fonctions v 2 L2p
x
(QT ), telles

que v; CD�
t v;

@v

@x
2 L2p

x
(QT ) et v satisfait les condition aux limite (3:3).

L’opérateur L de B dans F , où B est un espace de Banach des fonctions v 2 L2(QT ) muni de la

norme :

kvk2B =



CD �

2
t v



2
L2p

x
(QT )

+ kvk2L2p
x
(QT )

+





@v@x




2
L2p

x
(QT )

laquelle est finie, et F est l’espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f; 0) muni de la

norme :

kFk2F = kfk
2
L2(QT )
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laquelle est finie.

Théorème 3.1 Pour toute fonction v 2 D(L), on a l’estimation

kvkB � k kLvkF (3.5)

où k est une constante positive indépendante de v.

Preuve. Multiplions l’équation (3:1) par l’opérateur :

Mv = xv(x; t)

et on intégrant sur le domaine Q� = (0; d)� (0; �) avec � 2 (0; T ). On obtient sur Q� :Z
Q�

Lv:Mvdxdt

=

Z
Q�

CD�
t v(x; t)xv(x; t)dxdt�

Z
Q�

@

@x

�
x
@v(x; t)

@x

�
v(x; t)dxdt

+

Z
Q�

b(x; t)xv2(x; t)dxdt

=

Z
Q�

f(x; t)xv(x; t)dxdt:

Comme v(x; 0) = 0 on a CD�
t v(x; t) =

RD�
t v(x; t), donc on peut appliquer les lemmes 1:8; 1:5 et

1:9, il vient : Z
Q�

RD�
t v(x; t):xv(x; t)dxdt

= (RD�
t

p
xv(x; t);

p
xv(x; t))L2(Q� )

= (RD
�
2
t
RD

�
2
t

p
xv(x; t);

p
xv(x; t))L2(Q� ) (D’après lemme 1:8)

= ( RD
�
2
t

p
xv(x; t);Rt D

�
2
p
xv(x; t))L2(Q� ) (D’après lemme 1:5)

=
��pxu��2cH�(Q� )

�=
��pxu��2lH�(Q� )

=



RD �

2
t

p
xv




L2(Q� )

; (D’après lemme 1:9) (3.6)
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et par intégration par parties sur (0; d) ; on trouve :

�
Z
Q�

@

@x

�
x
@v(x; t)

@x

�
v(x; t)dxdt

= �
�Z
0

dZ
0

@

@x

�
x
@v(x; t)

@x

�
v(x; t)dxdt

= �
�Z
0

x
@v(x; t)

@x
v(x; t)

����x=d
x=0

dt+

Z
Q�

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt

=

Z
Q�

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt. (3.7)

De (3:6) et (3:7), il vient :




RD �
2
t

p
xv



2
L2(Q� )

+

Z
Q�

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt+

Z
Q�

b(x; t)xv2(x; t)dxdt

�=
Z
Q�

f(x; t):xv(x; t)dxdt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy avec ", il vientZ
Q�

f(x; t):xv(x; t)dxdt � 1

2"

Z
Q�

x jf(x; t)j2 dxdt+ "
2

Z
Q�

x jv(x; t)j2 dxdt;

alors, on trouve




RD �
2
t

p
xv



2
L2(Q� )

+

Z
Q�

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt+

Z
Q�

b(x; t)xv2(x; t)dxdt

� 1

2"

Z
Q�

jf(x; t)j2 dxdt+ "
2

Z
Q�

jv(x; t)j2 dxdt:

Donc, on obtient




RD �
2
t

p
xv



2
L2(Q� )

+

Z
Q�

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt+

Z
Q�

�
b(x; t)� "

2

�
xv2(x; t)dxdt

� d

2"

Z
Q�

jf(x; t)j2 dxdt;
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ce qui donne 


RD �
2
t

p
xv



2
L2(Q� )

+

Z
Q�

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt+

Z
Q�

�
b0 �

"

2

�
xv2(x; t)dxdt

� d

2"

Z
Q�

jf(x; t)j2 dxdt:

Comme tous les tèrmes sont positives, on a :


RD �
2
t

p
xv



2
L2(Q� )

� d

2"
kfk2L2(Q� ) , (3.8)

D’autre part, on a Z
Q�

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt � d

2"
kfk2L2(Q� )

alors 



px@v@x




2
L2(Q� )

� d

2"
kfk2L2(Q� ) : (3.9)

Aussi, on a 

pxv

2
L2(Q� )

� d

2"
�
b0 � "

2

� kfk2L2(Q� ) : (3.10)

En combinant (3:8), (3:9) et (3:10), on obtient


RD �
2
t

p
xv



2
L2(Q� )

+





px@v@x




2
L2(Q� )

+


pxv

2

L2(Q� )

� d

2"

 
1 + 1 +

1�
b0 � "

2

�! kfk2L2(Q� )
Finalement, on résulte ce qui suit


RD �

2
t v



2
L2p

x
(Q� )

+





@v@x




2
L2p

x
(Q� )

+ kvk2L2p
x
(Q� )

� C kfk2L2(Q� ) ;

avec

C =
d

2"

 
1 + 1 +

1�
b0 � "

2

�! :
Comme la partie droite de la dernière inégalité est indépendante de ; passant au maximum du

côté gauche par rapport à sur l’intervalle [0; T ]; on obtient :

kvkB � k kLvkF ; tel que k =
p
C.
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D’où l’unicité de la solution.

Remarque 3.1 Cette inégalité kvkB � k kLvkF est donne l’unicité de la solution, en effet :

soient v1 et v2 deux solutions, alors :8><>: Lv1 = F

Lv2 = F
=) L(v1 � v2) = 0;

donc

kv1 � v2kB � k k0kF =) kv1 � v2kB � 0 =) v1 � v2 = 0;

ce qui donne l’unicité de la solution.

Proposition 3.1 L’opérateur L de B dans F est fermable.

Preuve. Soit (vn)n2N � D (L) une suite telle que :

vn ! 0 dans B; (3.11)

et

Lvn ! F dans F; (3.12)

il faut démontrer que

f � 0:

La convergence de vn vers 0 dans B entraîne que :

vn ! 0 dans (C10 (QT ))
0 : (3.13)

Comme la continuité de la dérivation fractionnaire (d’après le corollaire (1:2)) et la dérivation

du première ordre (comme une cas particulier de la dérivée fractionnaire) de (C10 (QT ))
0 dans

(C10 (QT ))
0, alors (3:12) implique :

Lvn ! 0 dans (C10 (QT ))
0 : (3.14)
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D’autre part la convergence de Lvn vers f dans F = L2(QT ) entraîne que :

Lvn ! f dans (C10 (QT ))
0 : (3.15)

En vertu de l’unicité de la limite dans (C10 (QT ))
0, on conclut de (3:14) et (3:15) que

f � 0:

D’où, l’opérateur L est fermable.

Définition 3.1 Soit L la fermeture de L et D(L) le domaine de définition de L, on a la solution de

l’équation

Lv = F

est dite solution forte généralisée du problème (3:1)� (3:3).

Théorème 3.1 est valide pour une solution forte généralisée, c-à-d on a l’inégalité suivante :

kvkB � k


Lv



F
; 8v 2 D(L): (3.16)

Par conséquent, cette dernière inégalité entraîne les corollaires suivants :

Corollaire 3.1 La solution forte généralisée du problème (3:1) � (3:3) est unique, si elle existe et

dépend continûment de f 2 F:

Corollaire 3.2 L’ensemble des valeurs R(L) de l’opérateur L est égale à la fermeture R(L) de R(L):

3.3 Existence de la solution

Pour montrer l’existence de la solution du problème (3:1) � (3:3), on doit prouver que R(L)

est dense dans F pour tout v 2 B et pour tout arbitraire F = (f; 0) 2 F:
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Proposition 3.2 Soit les conditions du Théorème 3.1 remplies. Si pour w 2 L2(QT ) et pour tout

v 2 D(L), on a Z
QT

Lv:wdxdt = 0; (3.17)

alors w s’annule presque partout dans QT .

Preuve. Le produit scalaire de F est défini par :

(Lv;W )F =

Z
QT

Lv:wdxdt; où W = (w; 0) 2 D(L)

L’égalité (3:17) peut s’écrit comme suit :Z
QT

�
RD�

t v(x; t)�
1

x

@

@x

�
x
@v(x; t)

@x

�
+ b(x; t)v(x; t)

�
:w(x; t)dxdt = 0 (3.18)

où CD�
t v,

@v

@x
, v 2 L2p

x
(QT ), avec v satisfait les conditions aux limites de (P1). De (3:18), on obtient

l’égalité :Z
QT

RD�
t v(x; t):w(x; t)�

1

x

@

@x

�
x
@v(x; t)

@x

�
:w(x; t) + b(x; t)v(x; t):w(x; t)dxdt = 0 (3.19)

Et à partir de l’égalité (3:19), on donne la fonction w en terme de v comme suit :

w = xv (3.20)

donc w 2 L2(QT ).

Remplaçant w dans (3:19) par sa représentation (3:20), par l’intégration par parties, on obtient :Z
QT

x
�
RD

�
2
t v(x; t)

�2
dxdt+

Z
QT

b(x; t)xv2(x; t)dxdt

= �
Z
QT

x

�
@v(x; t)

@x

�2
dxdt

� 0;

donc Z
QT

�
RD

�
2
t

p
xv(x; t)

�2
dxdt+

Z
QT

b(x; t)xv2(x; t)dxdt � 0;
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c-à-d Z
QT

�
RD

�
2
t v(x; t)

�2
dxdt+ b0

Z
QT

xv2(x; t)dxdt � 0




RD �
2
t v



2
L2p

x
(QT )

+ b0 kvk2L2p
x
(QT )

� 0;

donc

kvkL2p
x
(QT )

= 0

Il devient v = 0 dans QT qui donne w = 0 dans QT . Cela fait la preuve de la proposition 3:2. D’où

R(L) = F .

Théorème 3.2 Si les conditions du Théorème 3.1 sont satisfaite. Alors, pour chaque f 2 F , le

problème (3:1)� (3:3) admettra une solution forte généralisée unique v = L
�1
f .

Preuve. D’après la proposition précédente, on résulte que R(L)? = f0g qui implique d’après la

proposition 1:1 que R(L) = F . Ce qui achève la démonstration du théorème 3:2.
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Conclusion

Dans ce travail on s’intéresse aux problèmes des équations aux dérivées partielles fraction-

naires paraboliques avec l’opérateur de Bessel.

D’après développement de la méthode des inégalités d’énergie pour des problèmes singuilier, on a

pu établir un résultat d’existence et l’unicité d’une solution forte d’un problème de diffusion pour

une équation parabolique fractionnaire avec une condition de Neumann.

– Il est important de noter une autre fois qu’il n’existe pas encore, pour les problèmes non-locaux

une théorie générale analogue à celle des problèmes classiques.

Ceci est dû à la relative nouveauté de cette thématique d’une part et à la complexité des questions

qu’elle soulève d’autre part. Chaque problème nécessite alors un traitement spécifique, ce qui

souligne l’actualité du sujet abordé dans cette thèse.

On signale que beaucoup de problèmes intéressants pour mieux enrichir cette étude restent ou-

verts, on cite ici quelques uns :

* L’étude des solutions des problèmes fractionnaires linéaires et non linéaires avec des conditions

non locales, des conditions dynamiques et des conditions non linéaires qui semble clairement

difficile et qui exige certainement une développement très difficile des méthodes et techniques

classiques dans la demonstration de l’existence et l’unicité des solutions. Cette question semble

très délicate et importante, et elle mérite d’être étudiée.

* Ainsi, de nombreuses perspectives intéressantes pour l’analyse numérique pourraient permettre
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de poursuivre les travaux entrepris dans cette thèse, surtout du côté du dévelopement des mé-

thodes numériques efficaces.
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