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Résumé  

L’Optimisation traite le problème de la recherche des solutions sur un ensemble de choix 

possibles afin d'optimiser certains critères. S'il y un seul critère, nous avons un problème 

d'optimisation mono objectif, un type d'études approfondies au cours des 50 dernières années. S'il 

existe plusieurs  critères et qui doivent être traités simultanément, nous avons un problème 

d'optimisation multiobjectif. Les problèmes multiobjectifs se posent dans la conception, la 

modélisation et la planification d'un grand nombre des systèmes complexes dans les domaines de la 

production industrielle, les transports urbains, la gestion des forêts, la gestion des réservoirs, 

l'agencement et l'aménagement des plans des nouvelles villes, et la distribution de l'énergie, par 

exemple. Presque chaque problème de décision réel important implique des objectifs multiples et 

contradictoires qui doivent être abordés tout en respectant les diverses contraintes, ce qui conduit à 

la complexité du problème. Les algorithmes génétiques ont reçu une attention considérable comme 

approche originale aux problèmes d'optimisation multiobjectifs, ayant pour résultat plusieurs 

recherches et applications connues sous le nom des algorithmes génétiques multiobjectifs. Dans ce 

travail, nous proposons d'aborder ce problème dans le domaine du contrôle à l'aide d'algorithmes 

génétiques. Les algorithmes génétiques sont un outil d'optimisation heuristique qui permet de 

résoudre des problèmes d'optimisation, sans évaluer des gradients et sans tomber dans les 

problèmes des minimums locaux. 

Mots clés : Optimisation Multiobjectif, Algorithmes  Génétiques, Contrôle. 

Abstract  

Optimization deals with the problem of seeking solutions over a set of possible choices to 

optimize certain criteria. If there is only one criterion to consider, it becomes a single-objective 

optimization problem, a type studied extensively for the past 50 years. If there is more than one 

criterion and they must be treated simultaneously, we have a multiple-objective optimization 

problem. Multiple-objective problems arise in the design, modeling and planning of many complex 

real systems in the areas of industrial production, urban transportation, forest management, 

reservoir management, layout and landscaping of new cities, and energy distribution, for example. 

Almost every important real-world decision problem involves multiple and conflicting objectives 

that need to be tackled while respecting various constraints, leading to overwhelming problem 

complexity. Genetic algorithms have received considerable attention as a novel approach to multi-

objective optimization problems, resulting in a fresh body of research and applications known as 

genetic multi-objective optimizations. In this work, we propose to approach this problem in the area 

of control by using genetic algorithms. Genetic algorithms are a heuristic tool for optimization that 

can solve optimization problems, without evaluating gradients and without falling into the problems 

of local minimum. 

Key- words: Multi-objective Optimization, Genetic Algorithms, Control. 
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Introduction générale 
 
 

Depuis une trentaine d'années, le domaine d'optimisation multiobjectif connaît une évolution 

importante. Cette évolution s'est traduite par le développement d'un grand nombre de méthodes. La 

multitude des méthodes d'optimisation multiobjectif est perçue comme une richesse incontestable de ce 

domaine. D'ailleurs, certains la justifient par la diversité des problèmes ainsi que par l'existence de 

différentes approches de résolution possibles et légitimes de ces problèmes. 

Un problème d'optimisation multiobjectif diffère d'un problème mono objectif parce qu'il 

contient plusieurs objectifs qui exigent l'optimisation simultanément. En optimisant un problème mono 

objectif, la meilleure solution trouvée est le but. Mais pour des problèmes multiobjectifs, avec plusieurs 

objectifs (probablement contradictoires), il n'y a habituellement aucune solution optimale. Par 

conséquent, le décideur est exigé pour choisir une solution à partir d'un ensemble fini en faisant des 

compromis. Une solution appropriée devrait fournir une performance acceptable pour plus de tous les 

objectifs. 

Dans la plupart des problèmes d'optimisation il y a toujours des limitations imposées par les 

caractéristiques particulières de l'environnement ou des ressources disponibles (par exemple, 

limitations physiques, limitations de temps, etc.). Ces limitations doivent être satisfaites afin de 

considérer une certaine solution acceptable. Toutes ces limitations en général s'appellent les 

contraintes, et elles décrivent les dépendances entre les variables  de décision et des constantes (ou des 

paramètres) impliqués dans le problème.  

L'optimisation sous différentes contraintes, souvent contradictoires ou concurrentes, est un 

problème d'actualité dans multiples domaines de recherche. La solution de ce problème repose sur des 

développements mathématiques très complexes et nécessite l'évaluation des gradients des fonctions 

coût, chose qui n'est pas toujours facile. Dans ce travail, on propose d'approcher ce problème, dans le 

domaine de contrôle, par l'utilisation des algorithmes génétiques. Les algorithmes génétiques sont un 

outil d'optimisation heuristique qui permet de résoudre des problèmes d'optimisation, sans évaluer des 

gradients et sans tomber dans les problèmes des minimums locaux. Elles sont adaptées à la recherche 

de surface de Pareto puisqu’ils travaillent sur une “population” de solutions candidates, à la différence 

de la plupart des méthodes traditionnelles, qui manipulent en général un unique point de l’espace de 

recherche. Cette particularité des algorithmes génétiques rend possible l’obtention d’un ensemble de 
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compromis de Pareto approché en un seul essai de l’algorithme, et sans obliger l’utilisateur a définir 

des paramètres subjectifs supplémentaires tel que  les poids relatifs des critères d’optimisation. 

Résoudre un problème comprenant plusieurs critères, appelé communément problème 

multiobjectif, nécessite l’étude de trois points particuliers : 

• La définition de l’ensemble des solutions réalisables,  

• L’expression de l’objectif à optimiser,  

• Le choix de la méthode d’optimisation à utiliser.  

Les deux premiers points relèvent de la modélisation du problème, le troisième de sa résolution.  

Afin de définir l’ensemble des solutions réalisables, il est nécessaire d’exprimer l’ensemble des 

contraintes du problème. Ceci ne peut être fait qu’avec une bonne connaissance du problème sous étude 

et de son domaine d’application. 

Le choix de l’objectif à optimiser requiert également une bonne connaissance du problème. La 

définition de la fonction objective mérite toute l’attention de l’analyste car rien ne sert à développer des 

bonnes méthodes d’optimisation si l’objectif à optimiser n’est pas bien défini, il peut être très difficile 

de trouver un objectif unique d’optimisation. Nous pouvons donc être amené à proposer une 

optimisation multiobjectif. 

Enfin le choix de la méthode de résolution à mettre en œuvre dépendra souvent de la complexité 

du problème.  

L'objectif principal de ce mémoire est l'application des algorithmes génétiques à des problèmes 

multiobjectifs d'identification et de commande des systèmes. Les exemples d'applications prises sont 

des ‘Benchmarks’ très populaires dans le domaine de l’automatique, à savoir le pendule inversé et le 

robot à deux degrés de libertés. 

L'utilisation des algorithmes génétiques pour résoudre des problèmes de cette nature a été 

motivée principalement en raison de la nature basée sur la population des algorithmes génétiques qui 

permet la génération de plusieurs éléments de l'ensemble optimal de Pareto dans une seule exécution. 

En plus, la complexité des problèmes d'optimisation multiobjectifs (par exemple, les espaces de 

recherche très grands, incertitude, bruit, discontinuité des courbes, etc.) peut empêcher l'utilisation des 

techniques traditionnelle. 

Les algorithmes génétiques ont reçu une attention considérable en ce qui concerne leur potentiel 

comme une nouvelle technique d'optimisation. Il existe trois avantages majeurs lors de leurs 

applications aux problèmes optimisation: 

1. Adaptabilité : les AGs n'ont pas beaucoup de condition mathématique concernant les 

problèmes d'optimisation. En raison de la nature évolutionnaire, ils permettront de rechercher des 
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solutions sans considération de la spécificité du fonctionnement interne du problème. Ils peuvent 

manipuler n'importe quel genre de fonctions objectives et n'importe quel genre de contraintes, c.-à-d, 

linéaire ou non linéaire, définies sur des espaces de recherche discrets, continus ou mixtes. 

2. Robustesse : L'utilisation des opérateurs d'évolution rend les AGs très efficaces en exécutant 

une recherche globale (dans la probabilité), alors que la plupart d'heuristique conventionnelle exécute 

habituellement une recherche locale. On l'a prouvé par beaucoup d'études que les AGs sont plus 

efficaces et plus robustes en localisant la solution optimale. 

3. Flexibilité : Les AGs nous fournissent une grande flexibilité d'hybrider avec des différents 

domaines pour faire une mise en œuvre efficace pour un problème spécifique. 

Ce mémoire est constitué de deux parties. La première commence par une introduction sur les 

problèmes d'optimisation. Au premier chapitre, nous présentons tout d'abord un ensemble de 

définitions liées aux problèmes d'optimisation multiobjectifs. Puis nous exposons les approches 

analytiques d'optimisation multiobjectif. Nous introduisons des concepts de base du domaine de 

l’optimisation multi-objectif tels que la dominance, la surface de compromis. Nous décrivons aussi les 

principales approches non Pareto de résolution pour ces problèmes. Ensuite, le deuxième chapitre 

présente quelques approches Pareto, appartenant à la classe des métaheuristiques, dédiées aux 

problèmes d'optimisation multiobjectifs. On parle tout d’abord de l’histoire des algorithmes génétiques 

qui passent des approches non Pareto qui ramanent un problème multiobjectif à un problème mono 

objectif tel que Vector Evaluated Genetic Algorithm « VEGA » et Hajela et Lin Genetic Algorithm 

« HLGA » aux approches Pareto qui traitent un véritable problème multiobjectif tel que 

Multi Objective Genetic Algorithm « MOGA », Nondominated Sorting Genetic Algorithm « NSGA »,  

Niched Pareto Genetic Algorithm « NPGA », et Nondominated Sorting Genetic Algorithm II  

« NSGA-II ». Il contient également le vocabulaire particulier utilisé dans ce domaine, qui donne la clef 

pour traduire dans le langage de l’optimisation certains termes et expressions employés par la suite. En 

outre, Les algorithmes génétiques sont des techniques de recherche et d'optimisation inspirées par le 

principe de sélection naturelle. Ainsi, ils sont des techniques d'optimisation globale naturellement bien 

adaptées pour des problèmes sans contrainte et puisque la plupart des problèmes réels impliquent des 

contraintes, une quantité considérable de recherche a été récemment déclenchés pour résoudre ce 

problème en utilisant des techniques  de gestion  des contraintes. Les techniques utilisées pour cet effet 

sont basées sur l’utilisation des fonctions de pénalité. Dans cette approche, la quantité de violation de 

contrainte est employée pour pénaliser les individus infaisables de sorte que des individus faisables 

soient favorisés par le processus de sélection. 
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La deuxième partie est entièrement consacrée aux applications des algorithmes génétiques pour 

la résolution des problèmes d’optimisation multiobjectif. Nous avons appliqué ces algorithmes à deux 

problèmes différents choisis pour leur complexité croissante mais aussi parce qu’ils permettent de 

vérifier la qualité des résultats obtenus. Il s’agit, successivement, du problème d’identification des 

paramètres inertiels et de frottements d’un robot, d’une application au problème du contrôle d’un 

pendule inverse, et du problème de commande d’un robot. Au troisième chapitre, nous proposons 

d'appliquer les algorithmes génétiques au  problème d’identification des paramètres d’inertie et ceux de 

frottements d’un robot à deux degrés de libertés, ces paramètres sont estimés à partir des mesures 

effectuées pendant une phase d'excitation. Le modèle dynamique est utilisé pour calculer une 

trajectoire de compensation pour la commande du robot. Les méthodes d'identification et de 

compensation sont mises en œuvre sur un robot manipulateur à deux degrés de liberté. D'ailleurs, nous 

comparons notre algorithme avec l’algorithme NSGA.II et nous terminons par la validation des 

résultats obtenus par ces deux algorithmes et leurs interprétations. 

Nous aborderons au quatrième chapitre le problème de la commande. Nous choisissons, dans un 

premier temps, la commande du pendule inversé comme problème test. Le contrôle de ce système est 

très difficile, le système étant non linéaire et instable en boucle ouverte. Nous présenterons des résultats 

de simulation concernant le pendule inversé sur un chariot, le tout est commandé par la seule vitesse du 

chariot, l'angle que fait le pendule avec la verticale et la position du chariot sont mesurés; le but est 

d'établir une loi de commande qui permet de stabiliser le pendule de sorte que le chariot ne sort pas de 

la piste. Ensuite, nous abordons le problème de la commande d’un robot à deux degrés de liberté. Pour 

l’amélioration de l'exactitude du robot en terme de poursuite et de régulation, on utilise une loi de 

commande basée sur le modèle dynamique du manipulateur et d’un régulateur PID, cette méthode qui 

s’appelle ‘‘la commande par couple calculé’’ où l’inclusion du modèle dynamique dans la boucle de 

rétroaction permet à la fois la linéarisation ainsi que le découplage. Une analyse de cette loi de 

commande est effectuée de plusieurs façons : premièrement sans prise en compte des frottements avec 

et sans contraintes sur les couples, puis par la prise en compte des frottements avec et sans contraintes 

sur les couples. Les résultats de simulation des cas étudiés sont montrés à la fin du chapitre.  

Ce mémoire se termine par une conclusion générale qui fait une synthèse des principaux apports 

du travail présenté.  
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I.1. Introduction 

 La résolution d’un problème d’optimisation consiste à explorer un espace de recherche afin de 

maximiser (ou minimiser) une fonction donnée. Les complexités (en taille ou en structure) relatives de 

l’espace de recherche et de la fonction à optimiser conduisent à utiliser des méthodes de résolutions 

radicalement différentes. En première approximation, on peut dire qu’une méthode déterministe est 

adaptée à un espace de recherche petit et complexe et qu’un espace de recherche grand nécessite plutôt 

une méthode de recherche stochastique (recuit simulé, algorithme génétique,...). 

I.2. Vocabulaire et définitions 

Problème d'optimisation : est défini par un espace d'état, une ou plusieurs fonctions objectives et un 

ensemble de contraintes. 

Espace d'état : est défini par l'ensemble des domaines de définition des variables du problème. 

Dans la plupart des problèmes, cet espace est fini car la méthode de résolution utilisée a besoin de 

travailler dans un espace restreint (Exemples : la méthode Monte-Carlo, les algorithmes génétiques). 

Cette limitation n'est pas problématique car lorsqu'un problème est posé, l'utilisateur précise un 

domaine des valeurs envisageable à chacune des variables. De plus, pour des raisons opératoires et de 

temps de calcul, il est préférable de travailler sur des domaines finis. 

Les variables du problème : peuvent être de nature diverse (réelle, entière, booléenne, etc.) et exprimer 

des données qualitatives ou quantitatives.  

Une fonction objective : représente le but à atteindre pour l'utilisateur (minimisation de coût, de durée, 

d'erreur, etc.). Elle définit un espace de solutions potentielles au problème. 

L'ensemble de contraintes: définit des conditions sur l’espace d’état que les variables doivent satisfaire. 

Ces contraintes sont souvent des contraintes d'inégalité ou d’égalité et permettent en général de limiter 

l’espace de recherche. 

Une méthode d'optimisation : recherche le point ou un ensemble de points de l'espace des états 

possibles qui satisfait au mieux un ou plusieurs critères. Le résultat est appelé valeur optimale ou 

optimum. 

I.3. Les méthodes déterministes 

Considérons le problème d’optimisation formulé sous la forme : 
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( )fmin
nx R
x

∈
                         ( .1)I  

où f R Rn     : → est une fonction non linéaire. 

Définition 1 

x* est un minimum local de f  sur le domaine Ω  si ε 0∃ ≥  tel que : 

* *( ) ( )f x f x x x ε≥ ∀ − <                    ( .2)I  

x*  est un minimum global de f   sur le domaine Ω  si x Ω∀ ∈  : 

*( ) ( )f x f x≥                         ( .3)I  

Définition 2  

On appelle direction admissible en x , une direction d , le long de laquelle on peut se déplacer, tout 

en restant dans Ω  c’est à dire: 0α∃ >  donc pour tout 0α α⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦ tel que : 

x dα+ ∈ Ω                         ( .4)I  

Si on désigne par ( )D x  l’ensemble des directions admissibles en x , alors, s’il existe un γ α<  tel que 

pour tout 0t γ⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦  et ( )d D x∈ , on a :  

( ) ( )f x td f x+ ≤                       ( .5)I  

Alors la direction admissible d est dite direction de descente.  

I.3.1. Les conditions d’optimalité 

I.3.1.1. Condition du premier ordre 

La condition nécessaire du premier ordre, pour qu’un point *x soit un optimum est que, si f  est 

continûment différentiable sur Ω , alors pour toute direction admissible d en  *x  on a : 

( )*  .  0f x d∇ ≥                       ( .6)I  

En particulier, pour un minimum on a : 

( )* 0f x∇ =                           ( .7)I  
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I.3.1.2. Condition du second ordre 

Si f  est deux fois dérivable sur Ω  et si *x  est un optimum local de f  sur Ω  alors: 

1°/  Pour toute direction d  admissible en *x , on a : 

( )* . 0
T

f x d∇ ≥                        ( .8)I  

2°/ Si  

*( ) . 0Tf x d∇ =                        ( .9)I  

Alors : 

( )2 *  . 0Td f x d∇ ≥                       ( .10)I  

où : 

( )

2 2 2

2
1 2 1

2

2 2

2
1

:

:

n

n n

f f f
x x x x x

f x

f f
x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥∇ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Représente la matrice des dérivées secondes ou Hessien. 

C’est-à-dire ( )2 *f x∇  est semi définie positive sur l'ensemble des direction admissible. 

Du plus si :  

*( ) 0f x∇ =                         ( .11)I  

Et : 2 *( )f x∇ est défini positive. 

 *x  est un optimum global. 

I.3.2. La méthode du gradient 

La méthode la plus classique pour minimiser une fonction non linéaire de plusieurs variables est la 

méthode de la plus grande pente ou méthode du gradient à pas optimal. Cette méthode est basée sur la 

constatation élémentaire suivante: 
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Soit un point x0  tel que : 

( )0 0f x∇ ≠                         ( .12)I  

L’approximation au premier ordre, de f au voisinage de x0 , peut être exprimée par la fonction g  

suivant : 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0  
T

g x f x f x x x= + ∇ −                  ( .13)I  

L'algorithme du gradient à pas optimal peut être résumé aux étapes suivantes : 

i) partant d’un point x0 , on commence le processus itératif en calculant : 

( )0 0 0'x x f xα= − ∇                      ( .14)I  

avec :  

( )( )0 0 0

0
arg  min  f x f x

α
α α

>
= − ∇                   ( .15)I  

0α  désigné le pas optimal correspondant.  

Le point 1x  obtenu sera le meilleur point possible, dans la direction ( )0f x−∇ . C'est pour cela que l’on 

parle de plus "grande pente" ou "gradient à pas optimal". 

ii) A l'étape k , connaissant kx on calcule 1kx +  par:  

( )1k k k kx x f xα+ = − ∇                       ( .16)I  

avec  

( )( )
0

arg  min  k k kf x f x
α

α α
>

= − ∇                  ( .17)I  

iii) Les itérations sont répétées jusqu’à ce que l'algorithme vérifie l’un des tests de convergence. Les 

tests les plus couramment utilisés sont les suivants : 

1
1

k kx x ε+ − <                        ( .18)I  

ou: 

2( )kf x ε∇ <                        ( .19)I  

1 2ε ε  désignent les tolérances de calculs. 
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I.3.3. La méthode de Newton 

La méthode de Newton repose sur le principe de minimisation successive des approximations au 

second ordre de la fonction f . 

La méthode de Newton est la généralisation multidimensionnelle de la méthode Newton-Raphson, 

appliquée à la recherche des racines de:  

( ) ( )b x f x= ∇                         ( .20)I  

Elle fonctionne très bien avec les problèmes pour lesquels le calcul du Hessien est simple et que son 

inverse existe. Dans les autres cas, elle est inapplicable ou inefficace. La méthode de Newton consiste à 

faire les itérations suivantes : 

( ) ( ) ( )1 .k k k k kx x x x f xα β+ = − ∇                   ( .21)I  

( )kxα  et ( )kxβ  représentent respectivement le pas et la direction laquelle on minimise. 

 Le principal avantage de la méthode de Newton est quelle converge pour tout point choisi dans le 

voisinage d’un minimum local, avec une vitesse de convergence quadratique. Toutefois, son utilisation 

reste restreint à cause de : 

• La condition sur la matrice des dérivées secondes de la fonction f qui doit être définie positive.  

• Le calcul souvent cher en temps, et peu évident du Hessien. 

Pour remédier à ces inconvénients, certaines méthodes ont été proposées dans la littérature. Elles allient 

les avantages de la méthode de Newton et ceux de la méthode de décente. Parmi ces méthodes on 

citera: 

a) La méthode de Levenberg-Marquardt, elle consiste en l’augmentation du Hessien lorsque ce 

dernier n’est pas défini positif.  

b) La recherche linéaire le long de la direction de Newton.  

I.3.4.Les Méthodes quasi-Newton 

On désigne par méthodes quasi-Newton les méthodes qui utilisent la même forme itérative que 

l'algorithme de Newton, mais sans calculer explicitement le Hessien de f , ni son inverse.  

C’est à dire, au lieu de procéder à l'itération : 

11 2 ( ) . ( )k k k kx x f x f x
−+ ⎡ ⎤= − ∇ ∇⎣ ⎦                   ( .22)I  
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on calcule 1kx +  par : 

k 1 k k k kx x α S f(x )+ = − ∇                     ( .23)I  

où k S est une approximation symétrique définie positive du Hessien ou de son inverse. Et kα un 

paramètre positif fourni par une recherche linéaire le long de la direction ( )k k kd S f x= − ∇ . 

Il est évident que plus k S  sera proche de 
12 ( )  kf x

−⎡ ⎤∇⎣ ⎦ , plus l’algorithme convergera rapidement. 

La matrice k S  est remise à jour à chaque itération grâce à une formule simple, additive : 

1k k kS S C+ = +                        ( .24)I  

k C  est une matrice de correction, qui corrige au mieux la nouvelle information fourni par 1kx + et 
1( )kf x +∇ . 

En particulier, k C  est choisie de telle manière à ce que k 1 S +  satisfasse l’équation suivante :  

k 1S 1 1( ) ( ) ( )k k k kf x f x x x+ + +⎡ ⎤∇ −∇ = −⎣ ⎦                 ( .25)I  

Parmi les méthodes utilisant ce principe, on peut citer : 

La méthode DFP (Davidon-Fletcher-Powell) et la méthode BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shannon). 

I.3.5. Méthode de Davidon Fletcher Powell  

Cette méthode est très performante surtout lorsqu’elle est appliquée à une fonction quadratique. Elle 

construit non seulement l’inverse du Hessien, mais de plus, elle engendre des directions conjuguées. La 

mis à jour de k 1 S +  en fonction de k S se fait en ajoutant deux matrices de rang un. 

Algorithmes de DFP : 

i) On choisit une matrice 0S  , symétrique définie positive et un point  0x . 

ii) A l’étape k , la recherche linéaire se fait dans la direction  

( )k k kd S f x= − ∇                       ( .26)I  

et produit kα , d’où  

k 1 k k kx x α d+ = +  , 1k k k k kx x dδ α+= − =                ( .27)I  

et :  
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k k 1 kγ f(x ) f(x )+= ∇ −∇                     ( .28)I  

On remet à jour la matrice k S  en utilisant l’expression : 

( )
( )

( )
( )

T Tk k k k k k
k 1 k

T Tk k k k k

δ δ S γ γ S
S S

δ γ γ S γ
+ = + −                 ( .29)I  

I.3.6. La méthode de Broyden Fletcher Goldfard Shannon 

Cette méthode utilise le même principe que la méthode précédente, la différence que la matrice 
k 1 S + approxime le Hessien et non son inverse. 

La formule de remis à jour est la suivante [1]: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

T T T Tk k k k k k k k k k k
k 1 k

T T Tk k k k k k

γ S γ δ . δ δ γ S S γ δ
S S 1

δ γ δ γ δ γ
+

⎛ ⎞ +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
        ( .30)I  

Cette formulation est moins sensible aux erreurs dans les recherches linéaires, c’est pourquoi la 

méthode BFGS est aujourd’hui considérée comme l’une des plus performants. 

I.3.7.La méthode de Nelder-Mead ou la méthode du simplexe 

L'intérêt principal de la méthode du simplexe par rapport aux précédentes est qu'elle ne nécessite 

pas de calcul de gradient. Elle est uniquement basée sur l'évaluation de la fonction. Cela la rend 

utilisable pour des fonctions bruitées. 

Cette méthode locale effectue une recherche multidirectionnelle dans l'espace d'état [2]. Soit une 

fonction f à minimiser, on appelle simplexe de nR tout ensemble 0 1( ,  ,  , )nx x x… de points de R tel 

que 0( )  ( )if x f x≥  [1.. ]i n∀ ∈ . 0x  est donc le meilleur élément. 

Après la construction d'un simplexe initial, l'algorithme va modifier celui-ci en appliquant des calculs 

de réflexions, expansions et contractions jusqu'à la validation d'un critère d'arrêt. 

I.3.8.L’algorithme de séparation - évaluation : branch and bound 

Le principe de cette méthode est de découper (branch) l’espace initial de recherche en domaines de 

plus en plus restreints afin d’isoler l’optimum global (principe de séparation). L’algorithme de 

recherche forme ainsi un arbre dont chaque nœud représente une partie de l’espace. Ensuite chaque 

nœud est évalué de façon à déterminer sa borne (bound) inférieure en fonction d’un critère 

d’évaluation. Si cette borne n’est pas meilleure que la solution courante alors la recherche sur ce nœud 

est stoppée, sinon la séparation continue. 
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L’efficacité de cette technique dépend essentiellement du choix des critères de séparation et 

d’évaluation. Un bon choix permettra à l’algorithme de réduire l’arbre de recherche en évitant la 

construction de certaines branches. Dans le pire des cas, un mauvais choix peut amener l’algorithme à 

explorer tout l’espace de recherche. L’utilisation de cette méthode reste limitée à des espaces de petites 

dimensions. 

Cette méthode est essentiellement utilisée sur des problèmes discrets. Couplée avec une méthode 

d’analyse d’intervalle [3] elle peut être également utilisée dans le cadre de problèmes continus avec 

l’avantage de ne pas exiger la continuité de la fonction et d’éviter que la propagation d'erreurs 

numériques empêche la validation d’une solution. 

I.4. Les méthodes stochastiques 

Les méthodes stochastiques sont caractérisées par : 

 un processus de création aléatoire ou pseudo-aléatoire des points dans l'espace d'état, 

 une heuristique qui permet de guider la convergence de l'algorithme. 

Ces méthodes sont utilisées dans des problèmes où on ne connaît pas d'algorithme de résolution en 

temps polynomial et pour lesquels on espère trouver une solution approchée de l'optimum global. 

Dans la pratique, les méthodes stochastiques qui connaissent le plus de succès sont : la méthode Monte 

Carlo, le recuit simulé, les algorithmes évolutionnaires et la méthode tabou. Leurs atouts principaux 

sont les suivants : 

 facilité d'implantation, 

 flexibilité par rapport aux contraintes des problèmes, 

 qualité élevée des solutions. 

D'un point de vue théorique, il existe des théorèmes de convergence pour les algorithmes génétiques 

[4], [5] et pour le recuit simulé [6] qui justifient l’usage de ces méthodes. En général, il est établi que 

l'on a une probabilité très élevée de trouver une solution optimale, si un temps de calcul très important 

est alloué. 

I.4.1.La méthode Monte Carlo 

Les méthodes de type Monte Carlo recherchent l'optimum d'une fonction en générant une suite 

aléatoire de nombres en fonction d'une loi uniforme [7]. 

I.4.2.Les algorithmes évolutionnaires 
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Les algorithmes évolutionnaires sont inspirés des concepts issus du Lamarckisme, Darwinisme et 

du mutationnisme. Une étude détaillée sur ces algorithmes est présentée en chapitre II. 

I.4.3.Le recuit simulé 

La méthode du recuit simulé est basée sur une analogie avec le processus physique de recuit des 

matériaux cristallins. Ce dernier consiste à amener un solide à basse température après l'avoir élevé à 

forte température. Lorsque le solide est à une forte température, chaque particule possède une très 

grande énergie et peut effectuer de grands déplacements aléatoires dans la matière. Au fur à mesure que 

la température est abaissée, chaque particule perd de l'énergie et sa capacité de déplacement se réduit. 

Les différents états transitoires de refroidissement permettent d'obtenir des matériaux très homogènes 

et de bonne qualité. 

Pour appliquer ce comportement à une méthode d'optimisation, les déplacements aléatoires de 

chacun des points vont être liés à une probabilité dépendante d'une variable T représentant la 

température du matériau. 

I.4.4.La méthode Tabou 

La recherche Tabou [8] est une méthode de recherche locale. A chaque itération, l'algorithme 

examine le voisinage V d'un point x et retient le meilleur voisin x'  tel que '' ( )x V x∀ ∈ , ( ')f x  est 

meilleur que ( '')f x et 'x ∉  à la liste tabou, sauf si ( ')f x est meilleur que  ( )f x  : c'est le phénomène 

d'aspiration. On note que 'x  est retenu même si ( ')f x n'est pas meilleur que  ( )f x . 

L'élément fondamental de la méthode tabou est l'utilisation d'une mémoire dynamique dite liste 

tabou qui permet d'enregistrer les informations pertinentes des étapes de recherche précédentes. 

Cette liste empêche le blocage de la recherche sur un optimum local en interdisant à plus ou moins 

court terme de revenir sur des solutions précédemment visitées de l'espace d'état, solutions dites 

taboues. La durée de cette interdiction dépend d'un paramètre k appelé teneur tabou. Ce dernier est 

difficile à déterminer car il est très dépendant de la nature du problème.  

Si la valeur est faible la méthode risque de se bloquer sur un optimum local alors qu'une valeur 

élevée diminuera la capacité de la méthode à exploiter le voisinage de la solution courante. La méthode 

Tabou est souvent utilisée avec des techniques dites d'intensification et de diversification. 

L'intensification est fondée sur l'enregistrement des propriétés des situations a priori de bonne qualité 

afin de les exploiter ultérieurement. La diversification cherche à diriger l'algorithme vers des régions de 

l'espace de recherche non encore explorées. 
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I.5. Compromis entre exploration et exploitation 

La ccaappaacciittéé  dd''eexxppllooiittaattiioonn est l'aptitude d'une méthode à utiliser des résultats déjà obtenus pour faire 

converger l'algorithme. 

La capacité d'exploration est l'aptitude d'une méthode à explorer avec efficacité l'espace d'état. Cette 

aptitude a tendance à ralentir la convergence. 

Lors de la conception d'une méthode d'optimisation, le chercheur doit choisir entre maintien de la 

diversité et convergence alors que le décideur doit choisir entre efficacité et efficience d'une méthode. 

UUnnee  mméétthhooddee  eeffffiiccaaccee fournira un résultat optimal ou proche de l'optimum. Dans ce cas, le temps de 

calcul n'a aucune importance. Pour assurer un résultat optimal, ces méthodes sont obligées d'effectuer 

une recherche exploratoire très importante de façon à ne laisser aucune partie de l'espace des états non 

visitée. Ces méthodes optent pour un maintien de la diversité dans le temps. Or, si l'on fait l'hypothèse 

d'une population de taille fixe, ce maintien entraîne un ralentissement de la convergence. 

UUnnee  mméétthhooddee  eeffffiicciieennttee est une méthode capable de donner un résultat satisfaisant en un temps de 

calcul relativement court. Dans ce genre de méthode, le décideur privilégie le temps de calcul à la 

précision du résultat. La conception de ces méthodes est basée sur une capacité d'exploitation 

importante des résultats précédents. Ainsi, le processus de convergence est accéléré au risque de voir la 

méthode trompée et dirigée dans une zone de l'espace non optimale. Cette réutilisation systématique 

des caractères des générations passées entraîne une perte rapide de diversité. 

L'adaptation des individus n'a pas le temps de devenir optimale. 

Les méthodes Monte Carlo ont une bonne capacité d'exploration mais une mauvaise capacité 

d'exploitation. Dans les méthodes de gradient ou multistart, l'exploitation des résultats précédents est 

efficace mais leur capacité d'exploration est limitée. Les méthodes de recuit simulé et les algorithmes 

génétiques offrent pour certains types de problèmes un bon compromis entre exploration et exploitation 

qui dépend du choix judicieux des paramètres de réglages.  

Après cette introduction synthétique sur les problèmes d'optimisation, nous allons nous intéresser 

plus particulièrement aux problèmes d'optimisation multiobjectifs. 

I.6. Optimisation avec contraintes 

Divers problèmes industriels ne peuvent être résolus en appliquant aveuglement un outil 

mathématique pour optimiser le modèle. En pratique, beaucoup de contraintes limitent la région de 

recherche. Elles peuvent correspondre aux limites de validité du modèle ou représenter les limitations 
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physiques de la technologie. Par conséquent, une analyse numérique doit affronter ce problème et 

développer des outils plus élaborés. 

I.6.1.Types des contraintes 

Les contraintes sont des relations qui limitent le domaine de variations des variables. Elles peuvent 

être linéaires ou non linéaires. Elles sont de deux types: 

 Les contraintes d’égalité sont des équations reliant certaines variables entre elles : les équations 

du modèles sont des contraintes d’égalité. 

 Les contraintes d’inégalité définissent des limites aux valeurs de certaines variables ou de 

certaines fonctions de variables. Elles apparaissent à cause des caractéristiques des équipements 

(tension où couple maximum de fonctionnement d’un moteur), des normes légales (émissions) 

ou des spécifications commerciales (pureté d’un produit). 

Une contrainte d’inégalité jg  (x) 0≤  est active en x si jg  (x) 0= . Elle est inactive si jg  (x) 0<  

I.6.2. Les algorithmes d’optimalisation avec contraintes 

Etant donné la complexité et la grande variété des problèmes non linéaires, trouver le meilleur 

algorithme d’optimisation est hautement improbable. Des expériences sont nécessaires pour évaluer la 

valeur des codes disponibles. Plusieurs approches ont été adoptées dans les codes les plus efficaces 

actuellement et sont présentées brièvement dans les sections suivantes. 

I.6.2.1. Méthode du gradient réduit généralisé 

Les algorithmes GRG (“generalized reduced gradient”) utilise les p contraintes d’égalité pour 

résoudre p  des variables bx  (appartenant à l’ensemble de base) en fonction des n - p variables 

indépendantes nb x (n'appartenant pas à la base). 

Les contraintes peuvent être écrites comme suit et leur jacobien peut être partitionné : 

b nb h(x , x ) 0=                        ( .31)I  

b nb

h h h
x x x

, ( , )b nbB B
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                   ( .32)I  

L’algorithme doit partir d’un point réalisable (“feasible”) et l’ensemble de base devrait être tel que 

bB soit non singulier dans le but de permettre le calcul des variables de base en fonction de l’ensemble 

n’appartenant pas à la base. 



Chapitre I………………………………………………………………… Les Approches Analytiques d’Optimisation Multiobjectif 

 16

La fonction objective peut ainsi être exprimée en fonction de nb x : 

nb b nb nb F(x x x x) ( ( ), )f=                     ( .33)I  

et le problème original est transformé en un problème réduit, plus simple, non contraint : 

minimiser nb F(x )  soumis aux bornes sur nb x . 

La fonction transformée est appelée fonction objective réduite (“reduced objective”) et son gradient, le 

gradient réduit (“reduced gradient”). Il est calculé à chaque itération comme suit  

T
nb

nb nb

F f
z B

x x
∂ ∂

= −
∂ ∂

                     ( .34)I  

où le vecteur z est obtenu en résolvant: 

T
b

b

f
B z

x
∂

=
∂

                        ( .35)I  

Les algorithmes GRG procèdent en résolvant une séquence de problèmes réduits. Les variables 

n'appartenant pas à la base et qui ne sont pas à leur limite inférieure ou supérieure sont appelées 

“superbasiques”. A chaque itération, le gradient réduit avec les variables n'appartenant pas à la base 

fixées à une de leurs limites permet de vérifier si certaines de ces variables doivent être relaxées et 

rejoindre l’ensemble des variables “superbasiques”.  

Les directions de recherche sont généralement obtenues en appliquant la méthode du gradient 

conjugué ou une méthode à métrique variable, basées sur le gradient des variables “superbasiques” Une 

minimisation unidimensionnelle est accomplie dans la direction de recherche, et à chaque pas, les 

contraintes de liaisons sont utilisées pour recalculer les variables de base. Des itérations par la méthode 

de Newton sont employées dans la plupart des cas pour résoudre l’ensemble des équations. 

L’expérience montre que cette stratégie peut être implémentée dans des algorithmes qui sont à la fois 

fiables et efficaces. Puisque la méthode essaye toujours de vérifier les contraintes, tous les résultats 

intermédiaires sont réalisables et peuvent fournir des informations utiles; cela même si l’optimisation 

échoue, puisque l’on attend un progrès par rapport un point de départ de la valeur de la fonction 

objective à chaque itération importante. 

I.6.2.2. Programmation linéaire séquentielle 

Ces méthodes sont basées sur la linéarisation de la fonction objective non linéaire et des fonctions 

de contrainte autour du point courant de la base : 
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0 0( ) ( ) [ ( )]Tf x f x f x x≈ + ∇ Δ                    ( .36)I  

0 0( ) ( ) [ ( )]Tj j jh x h x h x x≈ + ∇ Δ                   ( .37)I  

Les limites inférieure et supérieure sont imposées sur xΔ  pour être certain que les erreurs 

d’approximation sont limitées. Le problème de programmation linéaire résultant est alors résolu pour 

des variables xΔ et le nouveau point 0x x+Δ est testé. Si une amélioration est observée, il est accepté 

et devient le point de base pour la prochaine itération. Sinon, les limites sur xΔ sont rendues plus 

étroites et le problème de programmation linéaire est résolu à nouveau. Les points intermédiaires ne 

doivent pas être réalisables : les méthodes SLP (“successive linear programming”) peuvent prendre un 

chemin irréalisable vers l’optimum même si le point initial de base est réalisable. L’avantage des 

méthodes SLP est la disponibilité de codes efficaces pour les problèmes de programmation linéaire de 

grande échelle dans les bibliothèques informatiques. 

I.6.2.3. Programmation quadratique séquentielle 

L’idée sous-jacente est semblable à celle des méthodes SLP, mais les méthodes SQP (“successive 

quadratic programming”) résolvent une série de programmes quadratiques (c’est-à-dire, une fonction 

objective quadratique avec des contraintes linéaires). La fonction objective quadratique est : 

0( ) [ ( )] ( )T Tf x f x x x Q x= ∇ Δ + Δ Δ                  ( .38)I  

où Q est l’approximation de la matrice hessienne de la fonction de Lagrange: 

T TL f g hλ μ= − −                       ( .39)I  

où λ et μ sont les multiplicateurs de Lagrange . 

Une manière de résoudre le problème est d’appliquer la méthode de Newton à l’ensemble des 

équations exprimant le critère d’existence d’un optimum (conditions de Kuhn-Tucker). La solution de 

programmation quadratique n’est pas généralement adoptée pour former un nouveau point, mais bien 

une direction de recherche pour laquelle est accompli une minimisation de la fonction de Lagrange 

dans la direction xΔ . 

L’approximation de la matrice hessienne  Q est généralement modifiée à chaque itération par 

l’intermédiaire d’une formule de mise à jour qui préserve sa structure (matrice symétrique, définie 

positive). Une autre technique pour maintenir une matrice définie positive  Q est d’utiliser un 

lagrangien augmenté comme fonction objective où les termes de pénalité impliquant les carrés des 

écarts aux contraintes sont ajoutés à l’objectif. 



Chapitre I………………………………………………………………… Les Approches Analytiques d’Optimisation Multiobjectif 

 18

Quand la matrice  Q est définie positive, le problème quadratique avec les contraintes linéaires est 

convexe et l’optimum global peut être démontré. Toutefois, des problèmes peuvent apparaître quand 

les contraintes (linéarisées) sont telles qu’aucune solution réalisable n’existe pour un sous problème 

quadratique. D’autres limitations surgissent de la difficulté de manipuler les matrices  Q de grande 

taille. Le développement des codes efficaces de programmation quadratique de grande échelle et des 

formules efficaces de mise à jour qui conservent les propriétés creuses de l’estimation de la matrice 

hessienne font aussi partie du développement actuel. 

I.7. Problèmes d'optimisation mono objectifs 

 La résolution d’un problème d'optimisation consiste à trouver une solution qui minimise ou 

maximise un critère particulier. Dans la plupart des cas, l'optimum découvert n'est pas unique. Ainsi il 

existe un ensemble de solutions minimisant ou maximisant le critère considéré. Nous pouvons décrire 

formellement un problème d'optimisation comme suit : 

Soit : n mf IR IR→  

Et soit  X un ensemble fermé de nIR alors l’ensemble des minimums est : 

{ }* , ( *) ( )X x X x X f x f x
∧
= ∈ ∀ ∈ ≤ et le minimum du problème est : ( )f X

∧
.     ( .40)I  

 L'ensemble  X représente l'ensemble des solutions potentielles du problème. Cet ensemble est 

déterminé à l'aide des contraintes (souvent analytiques) données dans l'énoncé du problème. Le 

formalisme précédent ne faisant pas explicitement intervenir les contraintes du problème, un problème 

d'optimisation mono objectif est plus souvent donné sous la forme suivante : 

Minimiser ( )f x  (fonction à optimiser).                ( .41)I  

Tel que ( ) 0jg x ≤  1,..,j K= ( j  contrainte à satisfaire). 

Avec , ( )n jx R g x R∈ ∈  

 Ces deux écritures sont équivalentes, la deuxième étant le plus souvent rencontrée dans les 

domaines de l'Intelligence Artificielle et de l'Optimisation. Il est clair que pour minimiser 

(respectivement. maximiser) une fonction d'un problème, il faut déjà être capable de déterminer 

l'ensemble des solutions potentielles. On distingue ainsi deux notions : la notion d'espace de recherche 

représentant l'ensemble des valeurs pouvant être prises par les variables, et la notion d'espace réalisable 

représentant l'ensemble des valeurs des variables satisfaisant les contraintes. 
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I.8.Problèmes d'optimisation multiobjectifs 

 La plupart des problèmes d'optimisation réels sont décrits à l'aide de plusieurs objectifs ou critères 

souvent contradictoires devant être optimisés simultanément. Alors que, pour les problèmes n'incluant 

qu'un seul objectif, l'optimum cherché est clairement défini, celui-ci reste à formaliser pour les 

problèmes d'optimisation multiobjectifs. En effet, pour un problème à deux objectifs contradictoires, la 

solution optimale cherchée est un ensemble de points correspondant aux meilleurs compromis 

possibles pour résoudre notre problème. 

 Les problèmes d'optimisation multiobjectifs sont une généralisation à n fonctions objectifs des 

problèmes d'optimisation classiques. Ils sont définis formellement comme suit : 

Considérons un problème de minimisation :  

Soit : n mf IR IR→  

Et soit X un ensemble fermé de nIR alors l’ensemble des minimums est : 

{ }* ,( [1,..., ] ( ) ( *)) ( [1,..., ] ( ) ( *))i i iX x X x X i m f x f x i m f x fi x
∧
= ∈ ∀ ∈ ∃ ∈ < ∨ ∀ ∈ =    ( .42)I  

et le minimum du problème est : ( )f X
∧

. 

 D'après cette définition, il est clair que l'optimum n'est plus une simple valeur comme pour les 

problèmes à un  seul objectif, mais un ensemble de points, appelé l'ensemble des meilleurs compromis 

ou le front Pareto. Dans la suite, nous adopterons la formulation suivante, équivalente à la précédente, 

mais plus souvent utilisée dans les travaux actuels : 

min ( ) 1,..., ;
0, 1,..., ;

0, 1,...,
1,...,

m

j

j
l u
i i i

f x m M
g j K
h j K L
x x x i n

=⎧
⎪ ≥ =⎪
⎨ = = +⎪
⎪ ≤ ≤ =⎩

                   ( .43)I  

I.8.1. Conditions d’optimalité  

Dans cette section nous citons les conditions nécessaire et suffisante d’optimalité au sens de Pareto 

formulées pour le problème(I.43) . Supposons que toutes les fonctions objectives mf , m 1,...,M= , 

ainsi que les fonctions de contraintes jg , 1,..,j K= , et jh , j  K  1,...,L= + , sont continûment 

différentiables.  
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I.8.1.1. Condition nécessaire de Fritz-John 

Pour que x soit une solution Pareto-optimale du problème(I.43) , il est nécessaire qu’il existe 

des vecteurs 0λ ≥ et 0μ ≥ ( M Kλ R ,u R∈ ∈  et , 0λ μ ≠ ) tels que les conditions suivantes soient 

vérifiées:  

1. 

M

m 1 1
( *) ( *) 0

K

m m j jj
f x g xλ μ

= =
∇ − ∇ =∑ ∑                 (I.44)  

2.  

j jμ g (x*) 0=  pour tout j 1,..,K=                  ( .45)I  

La preuve de ce théorème peut être trouvée, par exemple, dans [9]. En effet, il n’est pas difficile de 

noter la similarité entre ce théorème et la condition nécessaire de l’optimalité de Kuhn-Tucker pour 

l’optimisation mono objectif.  

I.8.1.2. Condition suffisante de Karush-Kuhn-Tucker 

Supposons que les fonctions mf , 1,...,m M= , sont convexes, les fonctions jg , 1,..,j K= , sont 

non-convexes et les fonctions jh ,    1,...,j K L= + ,sont linéaires (autrement dit, le problème 

multiobjectif (I.43)est supposé être convexe. Alors, si la condition nécessaire de Fritz-John est 

vérifiée, la solution x est une solution Pareto optimale du problème( .43)I .  

I.8.2. Relations d'ordre et de dominance 

 Comme la solution optimale est une multitude de points de mIR , il est vital pour identifier ces 

meilleurs compromis de définir une relation d'ordre entre ces éléments. Dans le cas des problèmes 

d'optimisation multiobjectifs, ces relations d'ordre sont appelées relations de dominance. Plusieurs 

relations de dominance ont été déjà présentées : la a-dominance [10], la dominance au sens de 

Geoffrion [11], la cône-dominance [12], mais la plus célèbre et la plus utilisée est la dominance au sens 

de Pareto. C'est cette relation de dominance que nous allons définir de manière à décrire clairement et 

formellement cette notion, les relations =, ≤  et < usuelles sont étendues aux vecteurs. 

Définition 1 : Soient u et v, deux vecteurs de même dimension, 

{ }1,2,..., , i iu v ssi i m u v= ∀ ∈ =                  ( .46)I  

{ }1,2,..., , i iu v ssi i m u v≤ ∀ ∈ ≤                  ( .47)I  
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u v ssi u v u v< ≤ ∧ ≠                     ( .48)I  

Les relations ≥  et > sont définies de manière analogue. 

 Les relations définies précédemment ne couvrent pas tous les cas possibles. En effet, il est 

impossible de classer les points a = (1; 2) et b = (2; 1) à l'aide d'une de ces relations. 

 Contrairement aux problèmes à un seul objectif où les relations usuelles< , ≤ , . . . suffisent pour 

comparer les points, elles sont insuffisantes pour comparer des points issus des problèmes 

multiobjectifs. Nous définissons donc maintenant la relation de dominance au sens de Pareto 

permettant de prendre en compte tous les cas de figures rencontrés lors de la comparaison de deux 

points (ici des vecteurs). 

Définition 2: La dominance au sens de Pareto : Considérons un problème de minimisation. Soient u et 

v deux vecteurs de décision, 

u v<  (u domine ) ( ) ( )v ssi f u f v<                  ( .49)I  

u v≤  (u domine faiblementv ) ( ) ( )ssi f u f v≤               ( .50)I  

u v≈ (u est incomparable (ou non-dominé)avec v ) ( ) ( ) ( ) ( )ssi f u f v f v f u≤/ ∧ ≤/     ( .51)I  

Pour un problème de maximisation, ces relations sont définies de manière symétrique. 

Définition 3 : Une solution fx X∈  est dite non dominée par rapport à un ensemble a fx x⊆  

Si et seulement si :∃  ,a a ax X x x∈ </ . 

Définition 4 : L'optimalité globale au sens de Pareto : Un vecteur de décision x ∈ X est dit Pareto 

globalement optimal si et seulement si : ∃ ,y X y x∈ </  . Dans ce cas, ( ) f x ∈   F est appelé : solution 

efficace. 

Définition 5 : L'optimalité locale au sens de Pareto : Un vecteur de décision  x ∈ X est dit Pareto 

optimal localement si et seulement si, pour un δ >  0 fixé :  

∃ , ( ) ( ( ), ) , ( ( ), )y x f y B f x et y x où B f xδ δ∈ ∈ < >  représente une boule de centre ( )f x et de rayonδ . 

I.8.3. Front Pareto et surface de compromis 

 Nous rappelons que la solution que nous cherchons à un problème d'optimisation multiobjectif n'est 

pas un point unique mais un ensemble de points que nous avons appelé l'ensemble des meilleurs 

compromis. 
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 Nous avons défini jusqu'ici les notions de dominance (au sens de Pareto) et d'optimalité. Il nous 

reste maintenant à définir la solution d'un problème multiobjectif utilisant ces concepts. Cet ensemble 

des meilleurs compromis, appelé aussi surface de compromis ou front Pareto, est compose des points 

qui ne sont dominés par aucun autre. Nous définissons d'abord formellement l'ensemble des solutions 

non dominées : 

Définition 1 : Ensemble des solutions non dominées : Soit F l'image dans l'espace des objectifs de 

l'ensemble réalisable  X . L'ensemble des solutions non dominées de  X , est défini par 

l'ensemble ( ) ND X : { }( ) | minND X x X x est non do é par rapport à X= ∈  

Nous pouvons définir le front Pareto de F de manière analogue : 

Définition 2 : Front Pareto : Soit F l'image dans l'espace des objectifs de l'ensemble réalisable X . Le 

front Pareto ( ) ND F de  F est défini comme suit : 

{ }( ) | ' ,ND F y F il n existe pas z F z y= ∈ ∈ <  

Le front Pareto est aussi appelé l'ensemble des solutions efficaces ou la surface de compromis. 

Définition 3 : Point Idéal : Les coordonnées du point idéal ( ) ip correspondent aux meilleurs valeurs de 

chaque objectif des points du front Pareto. Les coordonnées de ce point correspondent aussi aux valeurs 

obtenues en optimisant chaque fonction objective séparément. 

{ }min | ( )i ipi y y ND F= ∈  

Définition 4 : Point Nadir : Les coordonnées du point Nadir ( np ) correspondent aux pires valeurs de 

chaque objectif des points du front Pareto. 

{ }max | ( )i ipn y y ND F= ∈  

Définition 5 : Convexité : Un ensemble A est convexe, si et seulement si l'équivalence suivante est 

vérifiée : 

( , )x A y A Segment x y A∈ ∧ ∈ ⇔ ⊂  

 La convexité est le premier indicateur de la difficulté du problème. En effet, certaines méthodes 

sont incapables de résoudre des problèmes non convexes de manière optimale, mais il existe d'autres 

indicateurs tout aussi importants, notamment la continuité, la multi modalité, la nature des variables de 

décision (entières ou réelles). 
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I.9. Approches de résolution 

 Un grand nombre d'approches existent pour résoudre les problèmes multiobjectifs. Certaines 

utilisent des connaissances du problème pour fixer des préférences sur les critères et ainsi contourner 

l'aspect multicritère du problème. D'autres mettent tous les critères au même niveau d'importance, mais 

là aussi il existe plusieurs façons de réaliser une telle opération. Plusieurs ouvrages ou articles de 

synthèse ont été rédiges, des états de l'art plus complets peuvent être consultés notamment dans [11], 

[12], [13], [14], [15] et [16]. 

 Parmi toutes ces approches, il faut distinguer deux catégories : les approches non Pareto et les 

approches Pareto. Les approches non Pareto ne traitent pas le problème comme un véritable problème 

multiobjectif. Elles cherchent à ramener le problème initial à un ou plusieurs problèmes mono objectifs. 

Par opposition aux méthodes non Pareto, les approches Pareto ne transforment pas les objectifs du 

problème, ceux-ci sont traités sans aucune distinction pendant la résolution.  

Nous allons dans cette section, décrire les principales approches non Pareto et commenter leurs 

avantages et leurs inconvénients. 

I.9.1. Les méthodes d'agrégation des objectifs 

 La première approche discutée ici est aussi la plus évidente. Elle consiste à transformer un 

problème multiobjectif en un problème à un seul objectif en agrégeant les différents critères sous la 

forme d'une somme pondérée : 

min
1

( )
k

i i
i

w f x
=
∑ avec 0iw ≥                     ( .52)I  

Les iw , appelés poids, peuvent être normalises sans perte de généralité : 
1

1
k

i
i

w
=

=∑ . Il est clair que la 

résolution d'un problème pour un vecteur de poids iw  fixé ne permet de calculer que quelques solutions 

Pareto optimales. Pour obtenir un ensemble contenant un grand nombre de solutions Pareto optimales, 

il faut résoudre plusieurs fois le problème en changeant à chaque fois les valeurs de iw . 

Cette approche à l'avantage évident de pouvoir réutiliser tous les algorithmes classiques dédie aux 

problèmes d'optimisation à un seul objectif. C'est souvent la première approche adoptée lorsqu'un 

chercheur se retrouve devant un nouveau problème multiobjectif. 

Cependant cette approche a aussi deux inconvénients. Le premier est dû au fait que pour avoir un 

ensemble de points bien répartis sur le front Pareto, les différents poids iw  doivent être choisis 
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judicieusement. Il est donc nécessaire d'avoir une bonne connaissance du problème. Le deuxième 

inconvénient provient du fait que cette méthode ne permet pas, de calculer intégralement la surface de 

compromis lorsque celle-ci n'est pas convexe. En effet, pour un vecteur de poids 1 2( , )iw w w= fixé, la 

valeur optimale atteignable pour la fonction objective créée estp . Les deux points Pareto optimaux 

trouvés sont A et C. En faisant varier le vecteur des poids iw , il est possible de trouver d'autres points 

Pareto optimaux. Seulement, tous ces points se trouveront sur les parties convexes de la surface de 

compromis. Il n'existe pas de valeur possible pour iw  permettant de trouver par exemple le point B. En 

effet, cette approche ne permet pas d'approcher la totalité du front Pareto lorsque celui-ci est non 

convexe. 

I.9.2. Goal programming 

Cette méthode est également appelée target vector optimisation [17], [18]. L'utilisateur fixe un but 

iT à atteindre pour chaque objectif  if [19]. Ces valeurs sont ensuite ajoutées au problème comme des 

contraintes supplémentaires. La nouvelle fonction objective est modifiée de façon à minimiser la 

somme des écarts entre les résultats et les buts à atteindre 

1

( )
k

i i
i

f x T
=

−∑ avec x F∈                     ( .53)I  

où iT  représente la valeur à atteindre pour le èmei objectif. 

Différentes variantes et applications de cette technique ont été proposées [18] et [20]. 

Nous pouvons reprendre l'inconvénient fait pour la méthode d'agrégation des objectifs. La méthode est 

facile à mettre en œuvre mais la définition des poids et des objectifs à atteindre est une question 

délicate qui détermine l'efficacité de la méthode. 

Cette méthode à l’avantage de fournir un résultat même si un mauvais choix initial conduit 

l'utilisateur à donner un ou plusieurs buts iT  non réalisables. 

I.9.3. L'approche Min-Max 

 Cette approche consiste à transformer le problème multiobjectif en un problème à un seul objectif 

ou l'on cherche à minimiser l'écart relatif par rapport à un point de référence appelé but, fixé par la 

méthode ou le décideur. Il existe plusieurs manières de caractériser la distance entre un point de 

référence (le but) et un autre, notamment à l'aide des normes. 

Une norme est définie de la manière suivante : 
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1

1
( ( )) ( ))

rm r
i i ii

Lr f x B f x
=

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∑                   ( .54)I  

Les principales normes utilisées sont : 1 1
( ))

m

i ii
L B f x

=
= −∑ la distance classique, et la norme 

(1,.., )max ( ( ))i m i iL B f x∞ ∈= −  C'est cette dernière qui est utilisée dans l'approche min-max appelée 

aussi approche de Tchebychev [14] : 

min (1,.., )max ( ( ))i m i iB f x∈ −  1,...,i M=                 ( .55)I  

tel que ( ) 0jg x ≤ 1,...,j K=  

Dans cette approche, le point de référence joue un rôle fondamental. S'il est mal choisi, la recherche 

peut s'avérer être très laborieuse. 

Les méthodes de résolution implémentant cette approche utilisent souvent le point idéal comme 

point de référence. Ce point idéal évolue donc en fonction de la recherche. En effet, plus la surface de 

compromis courante trouvée par la méthode se rapproche du front Pareto optimal, plus le point idéal se 

rapprochera du point idéal du problème. 

I.9.4. Le but à atteindre 

 Cette approche, comme celle de min-max, utilise un point de référence pour guider la recherche. 

Mais elle introduit aussi une direction de recherche, si bien que le processus de résolution devra suivre 

cette direction. A la différence de l'approche min-max, qui utilise des normes pour formaliser la 

distance au point de référence, l'approche du but à atteindre utilise des contraintes, à l'instar de 

l'approche ε−contrainte, pour déterminer la position du point de référence (aussi appelé le but). 

L'écart par rapport à ce but est contrôlé grâce à la variable λ  introduite à cet effet : 

minλ  tel que ( ) .m m mf x Bω λ− ≤ 1,...,m M=               ( .56)I  

et ( ) 0jg x ≤ 1,...,j K=  

 Ainsi en minimisant λ et en vérifiant toutes les contraintes, la recherche va s'orienter vers le but B 

et s'arrêter sur le point A faisant partie de la surface de compromis. Cette approche permet, comme 

l'approche par ε−contrainte et l'approche min-max, de trouver les parties non convexes des fronts 

Pareto. 

 Cependant, cette approche, comme les précédentes, doit être itérée plusieurs fois dans le but 

d'obtenir un ensemble de points Pareto optimaux. Les paramètres w→ et B doivent être bien choisis par 



Chapitre I………………………………………………………………… Les Approches Analytiques d’Optimisation Multiobjectif 

 26

l'utilisateur. Bien que ces paramètres permettent une grande flexibilité de la recherche (orientation et 

but), s'ils sont mal choisis, ils peuvent, dans certains cas extrêmes, donner des résultats non cohérents. 

 Il est à noter que cette approche est très similaire à celle de la « goal programming».  

I.9.5. L'approche par ε -contrainte 

 Une autre façon de transformer un problème d'optimisation multiobjectif en un problème simple 

objectif est de convertir ( -1) m des ( ) m objectifs du problème en contraintes et d'optimiser séparément 

l'objectif restant. Le problème peut être reformulé de la manière suivante : 

min ( ) if x  avec ( ) ,j jf x j iε≤ ∀ ≠                    ( .57)I  

 L'approche par ε -contrainte doit aussi être appliquée plusieurs fois en faisant varier le vecteur 

jε pour trouver un ensemble de points Pareto optimaux. Cette approche a l'avantage par rapport à la 

précédente de ne pas être trompée par les problèmes non convexes.  

 L'inconvénient de cette approche réside dans le fait qu'il faille lancer un grand nombre de fois le 

processus de résolution. De plus, pour obtenir des points intéressants et bien répartis sur la surface de 

compromis, le vecteur jε  doit être choisi judicieusement. Il est clair qu'une bonne connaissance du 

problème a priori est requise. 

I.10.Conclusion  

 Nous avons présenté dans ce chapitre les principaux concepts de l'optimisation multiobjectif. Les 

différentes approches de résolution présentées dans ce chapitre sont des approches non Pareto. Elles 

transforment un problème d'optimisation multiobjectif en un ou plusieurs problèmes à un seul objectif. 

Que ce soit sous la forme d'une somme pondérée, ou sous la forme d'une distance à un but. Cette 

transformation permet d'utiliser facilement les méthodes d'optimisation issues de l'optimisation à un 

objectif, mais ces méthodes ont aussi des inconvénients. Certaines ne peuvent traiter complètement des 

problèmes non convexes et sont donc très sensibles à la forme du front Pareto (somme pondérée,...), 

bien que pouvant traiter les problèmes non convexes, restent quand même sensibles à la forme du front 

Pareto (min max, but à atteindre, . . . ). 

 Un autre inconvénient important est qu'il faille relancer plusieurs fois les algorithmes de résolution 

avec des valeurs différentes pour certains paramètres (vecteur de poids par exemple) pour obtenir 

plusieurs points distincts de la surface de compromis. Ces méthodes nécessitent aussi souvent une 

bonne connaissance du problème a priori, notamment pour fixer les vecteurs de poids ou les points de 

référence. 
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 Récemment les métaheuristiques, notamment les algorithmes évolutionnaires, ont permis la 

réalisation des méthodes de résolution dites Pareto très performantes. Elles permettent de déterminer en 

une seule exécution une approximation de l'intégralité du front Pareto, et ceci même si les problèmes 

sont non convexes. Le chapitre suivant est dédie à cette classe de méthodes relativement récentes. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Les algorithmes génétiques 

multiobjectifs  
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II.1. Introduction  

Les Algorithmes Evolutionnaires (AE) élaborés depuis les années soixante, se classent en trois 

catégories de base qui sont : les algorithmes génétiques [21], [22], les stratégies d'évolution [23] et la 

programmation évolutive [24] Dans ce chapitre on s’intéresse à la première classe de ces 

métaheuristiques. Les Algorithmes Génétiques (AG) sont probablement les algorithmes les plus connus 

et les plus utilisés dans le calcul évolutionnaire. Ils ont été introduits par Hollande en 1975 [21] 

cérémonieusement comme un modèle de méthode adaptative. Ils s'appuient sur un codage de 

l'information et d'un ensemble d'opérateurs génétiques : la sélection, la mutation, le croisement. Un 

algorithme génétique est typiquement composé de trois éléments fondamentaux : 

• une population constituée de plusieurs individus représentant des solutions potentielles 

(configurations) du problème donné. 

• un mécanisme d'évaluation des individus permettant de mesurer l'adaptation de l'individu à 

son environnement. 

• un mécanisme d'évolution de la population permettant, grâce à des opérateurs prédéfini, 

d’éliminer certains individus et d'en créer de nouveaux. 

L’avantage crucial de ces méthodes devant les algorithmes d’optimisation traditionnels consiste en 

ce que les AE sont capable de connaître les valeurs de la fonction objective non seulement sans faire 

appel à la dérivée de cette fonction mais même sans exiger son expression analytique.  

II.2. Vocabulaire 

Cette section est très importante, car elle permet d’établir le rapport entre l’optimisation et tout 

ce qui est écrit dans les chapitres restants de ce mémoire.  

• Individu : un élément de l’espace de recherche.  

• Performance : (notée F comme fitness) la mesure de la qualité des individus basée sur 

l’objectif de l’optimisation et permettant de comparer les individus entre eux afin d’en 

déterminer les plus et les moins aptes.  

• Evaluation d’un individu : le calcul de sa performance.  

• Population : un ensemble fini (de taille N) d’individus.  

• Evolution : un processus itératif de recherche d’un (ou plusieurs) individu optimal.  
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• Génération : correspond à l’itération, c’est-à-dire, repère le moment de l’évolution. Mais, 

parfois, ce terme signifie la population en une certaine itération.  

• Croisement : l’opérateur de reproduction appliqué avec la probabilité cP et correspondant à 

un brassage d’information entre les individus de la population. Il consiste à échanger des 

parties composantes (gènes) entre deux individus.  

• Mutation : l’opérateur de modification d’un ou plusieurs gènes appliqué avec la probabilité 

mP dans le but d’introduire une nouvelle variabilité dans la population. 

• Sélection : processus du choix des individus pour la reproduction basé sur leur performance.  

• Remplacement : processus de formation d’une nouvelle population à partir des ensembles de 

parents et d’enfants effectué le plus souvent sur la base de leur performance.  

II.3. Historique  

Les AG ont été développés dans les années soixante par Holland [25]. L’idée de son système 

était d’étudier, dans le cadre de la psychologie et la biologie, le processus d’adaptation des populations 

à la base des données sensorielles introduites au système grâce à des détecteurs binaires [21][25] .  

Les AG ont été appliqués à l’optimisation paramétrique pour la première fois par DeJong en 

1975 [26], qui a posé les fondements de cette technique d’application. Cependant, le manque de 

puissance des ordinateurs à l’époque ne permettait pas leur application sur des problèmes réels de 

grande taille. Ce n’est que pendant les années quatre vingt dix, précisément, avec l’apparition de 

l’ouvrage de référence écrit par Goldberg [22], que les AG se sont faits connaître dans la communauté 

scientifique.  

II.4. Les opérateurs  

II.4.1. Génération aléatoire de la population initiale 

Le choix de la population initiale conditionne fortement la rapidité de l’algorithme. Si la 

position de l’optimum dans l’espace de recherche est totalement inconnue, il est naturel de générer 

aléatoirement des individus en faisant des tirages uniformes dans chacun des domaines associés aux 

composantes de l’espace recherche en veillant à ce que les individus produits respectent les contraintes. 

Si par contre, des informations à priori sur le problème sont disponibles, il parait bien naturel de 

générer les individus dans un sous domaine particulier afin d’accélérer la convergence.  
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Dans l’hypothèse où la gestion des contraintes ne peut se faire directement, les contraintes sont 

généralement incluses dans le critère à optimiser sous forme de pénalités. Il est clair qu’il vaut mieux, 

lorsque c’est possible ne générer que des éléments de population respectant les contraintes. 

II.4.2. Opérateur de codage  

Le codage des variable est une étape importante dans un problème d’optimisation par les 

algorithmes génétiques .A chaque paramètre du dispositif, on doit faire correspondre un gène, sachant 

qu’un ensemble de gènes représente un chromosome, chaque dispositif est présenté par un individu 

doté d’un génotype constitué d’un ou de plusieurs chromosomes. La population sera un ensemble de 

N individus, qui évoluera d’une génération à une autre. 

Pour un codage binaire, un gène est représenté par un nombre dont la longueur est exprimée en 

bits. Différents codes peuvent être utilisés pour le codage : Gray, Binaire, pur.  

Un des avantages du codage binaire, est la facilité avec laquelle on peut représenter différent 

objectifs : les réels, les entiers, les valeurs booléennes, les chaînes de caractères pour passer d’une 

représentation à une autre, il suffit d’utiliser des fonctions de codage ou de décodage .  

Pour mieux expliquer cette procédure, on considère l’espace de recherche fini. 

min max    i i ix x x< <  [1, ]i n∈                   ( .1)II  

 Pour coder des variables réelles en binaire et sur l  bits, l’espace de recherche est subdivisé en 

(2 -1) l valeurs discrètes.  

 A chaque variable réelle ix , on associe un entier iy  tel que : 

1

0

2
l

i
i i

i

y b
−

=

= ∑                          ( .2)II   

où chaque ib est codé sur 1bit et l  représente la longueur du chromosome. La formule de codage est 

représentée par : 

min
max

max min
.

i i
i

i i

x x
y y

x x
−

=
−

                     ( .3)II   

II.4.3. Opérateur de Croisement 

Le croisement a pour but d’enrichir la diversité de la population en manipulant la structure des 

chromosomes. Classiquement, les croisements sont envisagés avec deux parents et génèrent deux 

enfants. 
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Initialement, le croisement associé au codage par chaînes de bits est le croisement à découpage 

de chromosomes (slicing crossover). Pour effectuer ce type de croisement sur des chromosomes 

constitués de  M gènes, on tire aléatoirement une position dans chacun des parents. On échange 

ensuite les deux sous chaînes terminales de chacun des deux chromosomes (croisement en un point), ce 

qui produit deux enfants 1E et 2E . 

 
 

1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1

1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0

1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

Croisement 

Parent1 

Parent2 Enfant2 

Enfant1 
Site de croisement 

Figure : .1II  Croisement en un point 

Site de croisement 

 

 

           
1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1

1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0

1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1

1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
 

Croisement 

Parent1 

Parent2 Enfant2 

Enfant1 

Site de croisement 

Figure : .2 II  Croisement en deux points 

On peut étendre ce principe en découpant le chromosome non pas en 2 sous chaînes mais en 3 

(croisement en deux points).  

II.4.4. Opérateur de mutation 

La mutation est l’inversion d’un bit dans un chromosome, cela revient à modifier aléatoirement la 

valeur d’un paramètre du dispositif. Les mutations jouent le rôle de bruit et empêchent l’évolution de 

cette branche, Elles permettent d’assurer une propriété de recherche aussi bien globale d’espace. Cette 

propriété indique que l’algorithme génétique sera susceptible d’atteindre tous les points de l’espace de 

recherche, sans pour autant les parcourir tous dans le processus de résolution. Les propriétés de 

convergence des algorithmes génétiques sont donc fortement dépendantes de cet opérateur sur le plan 

théorique. 
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II.4.5. Opérateur de sélection 

La sélection permet d’identifier statistiquement les meilleurs individus d’une population et d’éliminer 

les mauvais. On trouve dans la littérature un nombre important de principes de sélection plus ou moins 

adaptés aux problèmes qu’ils traitent. Les plus utilisés sont : 

a) La sélection proportionnelle  

 Cette méthode consiste à dupliquer chaque individu de la population proportionnellement à son 

adaptation dans son milieu. 

( )
( )

( )

i
s i N

j
i

F x
P x

F x
=

∑
                      ( .4)II  

 En utilisant cette probabilité de reproduction, on peut créer une roue de loterie. Où chaque individu 

de la population occupe une section, proportionnellement à son adaptation, et qui indique aléatoirement 

quel individu peut se reproduire.  

b) La sélection par tournoi 

 Dans ce type de sélection, K individus de la population sont choisis aléatoirement; celui dont la 

performance est la plus élevée, est retenu pour participer à la reproduction, l’opération est répétée 

autant de fois qu’il y a d’individus à sélectionner.  

 La probabilité pour qu’un individu de rang sélectionner après compétition, est donnée par la 

relation : 

1
1 : 1 1

( )

0 : 2

K
N
K
N

s i

C
si i N K

C
P x

si N K i N

−
−

⎧⎪⎪ ≤ ≤ − −⎪⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪ − − ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎩

               ( .5)II  

Où !
!( )!

K
N

NC
K N K

=
−

est une combinaison. 

Dans le cas particulier, où deux individus sont choisis au hasard, le plus adapté l’emporte avec une 

probabilité : 

2
( )

1s i

N i
P x

N N
−

=
−

                      ( .6)II  

 Si certains individus gagnent plusieurs fois, ils peuvent participer aux tournois. Ceci favorisera la 

pérennité de leurs gènes. 
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 Dans la plupart des problèmes la probabilité de la reproduction est une fonction directe de la 

position de l’individu, ce qui a comme conséquence la sélection d’un « supper individu ». La 

population tend alors vers son génome, et les différences de niveau d’adaptation entre les individus 

tendent, à s’estomper. Les meilleurs individus ont alors, sensiblement, la même probabilité de sélection 

que les autres éléments, l’algorithme génétique ne progresse plus. 

Pour éviter ces problèmes, il est possible d’effectuer différents types de transformations sur les valeurs 

d’adaptation par exemple (fenêtrage, exponentiel, Transformation linéaire). 

II.5. Modèle élitiste  

 Le modèle élitiste consiste à recopier automatiquement le meilleur individu de chaque génération 

dans la suivante. En effet, le caractère aléatoire de la sélection fait que rien ne garantit que la meilleure 

solution soit conservée. L’élitisme permet donc de s’assurer que la meilleure solution de chaque 

génération ne peut que s’améliore avec le temps. Le modèle élitiste n’est pas une méthode de sélection 

en soi, mais plutôt une variante qu’on ajoute aux méthodes déjà citées. 

II.6. Améliorations classiques 

Les processus de sélection présentés sont très sensibles aux écarts de fitness et dans certains cas, 

un très bon individu risque d’être reproduit trop souvent et peut même provoquer l’élimination 

complète de ses congénères; on obtient alors une population homogène contenant un seul type 

d’individu.  

Pour éviter ce comportement, il existe d’autres modes de sélection (ranking) ainsi que des 

principes (scaling, sharing) qui empêchent les individus forts d’éliminer complètement les plus faibles. 

On peut également modifier le processus de sélection en introduisant des tournois entre parents et 

enfants. 

Enfin, on peut également introduire des recherches multiobjectifs, en utilisant la notion de 

dominance lors de la sélection.  

Parmi les transformations les plus connues on citera : 

II.6.1. La mise à l’échelle « Scaling » 

Le scaling ou mise à l’échelle, modifie les fitness afin de réduire ou d’amplifier artificiellement 

les écarts entre les individus. Le processus de sélection n’opère plus sur la fitness réelle mais sur son 

image après scaling. Parmi les fonctions de scaling, on peut envisager le scaling linéaire et le scaling 

exponentiel [27]. 
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II.6.2. Le partage « Sharing » 

Le partage explicite de la performance a été introduit par Goldberg et Richardson en 1987 [28]. 

L’idée consiste à dégrader la valeur de la performance de l’individu en fonction de la densité de la 

population dans son voisinage. Le but principal est de pénaliser les individus qui sont trop proches les 

uns des autres. Ainsi, la performance partagée (shared fitness) 'F d’un individu est donnée par:  

( )
'( ) i
i

i

F x
F x

nc
=                        ( .7)II  

et  

1

( ( , )
N

i i j
j

nc Sh d x x
=

= ∑                      ( .8)II  

oùSh  désigne la fonction de partage (sharing function) qui dépend de la distance d entre deux 

solutions. Elle retourne ‘1’ si les deux solutions sont identiques, ‘0’ si la distance entre elles dépasse un 

certain seuil ( shareσ ) et une valeur intermédiaire pour des degrés de dissimilarité intermédiaires. La 

fonction de partage la plus utilisée est:  

1 ( ) ,
 ( ) 

0, sin

ij share
share

d
si d

Sh d
on

α σ
σ

⎧⎪⎪ − ≤⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪⎩

                ( .9)II  

où α est une constante utilisée pour contrôler l’allure de la fonction de partage. Le calcul de la distance 

entre deux individus peut se faire dans l’espace génotypique (exemple : distance de Hamming) ou 

phénotypique (exemple : distance Euclidienne), selon le problème traité.  

Cependant, des études expérimentales faites par Deb et Goldberg en 1989 [29] sur les mêmes tests ont 

montré que le partage dans l’espace phénotypique donne des résultats légèrement meilleurs.  

 La procédure de partage classique a une complexité élevée d’ordre 2( ( ))O N , vu qu’elle nécessite 

une comparaison deux à deux de tous les individus de la population. Afin de réduire cette complexité, 

Yin et Germay, en 1993, ont proposé de classifier la population en niches avant la procédure de partage 

[30]. Cette dernière est appliquée ensuite sur chaque niche, ce qui réduit la complexité à (  log( ))O N N .  

 Cette méthode a été ensuite rendue adaptative par Alliot [31], qui propose d’actualiser la distance 

minimale de nichage à chaque génération, de manière à maintenir un bon niveau de performance des 

individus appartenant aux différentes classes.   
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II.7. Gestion des contraintes 

 Considérons le problème d’optimisation multiobjectif, formulé sous la forme : 

min ( ) 1,..., ;

0, 1,..., ;

0, 1,...,

1,...,

m

j

j

l u
i i i

f x m M

g j K

h j K L

x x x i n

⎧ =⎪⎪⎪⎪ ≥ =⎪⎪⎪⎨ = = +⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤ =⎪⎪⎩

                  ( .10)II  

 Dans cette section, nous nous plaçons dans le contexte de la résolution du problème 

(II.10) avec 1M = et 0L > . Dans le cadre des AGs, de nombreuses approches ont été développées 

pour traiter ce type de problèmes. Chacune de ces approches appartient à l’une des catégories 

suivantes: méthodes basées sur la pénalisation, algorithmes de recherche des solutions faisables, 

techniques préservant la faisabilité des solutions et méthodes hybrides. On présente la première 

méthode parmi ces quatre groupes d’une façon plus détaillée, car les techniques de pénalisation sont 

évoquées plus tard lors de la description de la prise en compte des contraintes par les AG 

multiobjectifs. 

II.7.1. Méthodes basées sur le concept de pénalité  

 Cette méthode est basé sur une idée proche de celle du partage dans le mesure où, là aussi, on se 

donne une formule selon laquelle la performance de certains individus sera corrigée. Dans le contexte 

de la prise en compte des contraintes, il s’agit de dégrader la performance des individus infaisables en 

fonction de leur proximité de la région faisable de l’espace de recherche.  

 Pour chaque élément de l’espace de recherche, sa proximité de la région faisable peut être mesurée 

à travers le degré de violation de chaque contrainte:  

( ( ), 0), 1,...,
( ) max

( ) , 1,...,

j

j

j

g x j K
x

h x j K L
δ

⎧ =⎪⎪⎪= ⎨⎪ = +⎪⎪⎩
              ( .11)II   

 En utilisant cette mesure d’infaisabilité de l’individu x  par rapport à chaque contrainte, nous 

pouvons introduire la fonction de pénalité sous forme générale suivante:  

1

( ) ( ) ( ( ))
L

penalty j
j

F x c t P xδ
=

= ∑                    ( .12)II  

où  P est un polynôme qui est dans la pratique constitué d’un seul terme, une puissance de ( )j xδ avec 

un coefficient. Notons que pour x vérifiant toutes les contraintes, ( ) 0. penatyF x =  
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 Le problème d’optimisation initial (II.10) avec 1M =  est alors reformulé comme un problème 

d’optimisation sans contraintes:  

min ( ) ( ) ( )
1,...,

penalty

l u
i i i

F x f x F x
i n

x x x

⎧ = +⎪⎪⎪ =⎨⎪ ≤ ≤⎪⎪⎩
              ( .13)II  

 Les techniques qui appartiennent à cette catégorie diffèrent dans leur façon de définir la fonction de 

pénalité. Nous citons ici quelques exemples:  

PÉNALITÉS STATIQUES [32]:  

2

1

( ) ( )
L

penalty ij j
j

F x R xδ
=

= ∑                      ( .14)II  

où ijR sont les coefficients de pénalité définis pour chaque contrainte j . L’indice i  représente un 

intervalle d’une famille d’intervalles de violation définie a priori par l’utilisateur.  

PÉNALITÉS DYNAMIQUES [33]:  

 La pénalité augmentée en cours de l’évolution:  

1

( ) ( ) ( ),
L

penalty j
j

F x C t xα βδ
=

= × ∑                    ( .15)II  

oùC , α et β  sont les constantes à fixer par l’utilisateur.  

II.8. Les Algorithmes Génétiques Multiobjectifs 

II.8.1. Vector Evaluated Genetic Algorithm (VEGA) 

En 1985, Schaffer a proposé le premier Algorithme Evolutionnaire Multiobjectif « AEMO » pour 

trouver les solutions non dominées d’un problème multiobjectif [34]. Il l’a appelé VEGA - Vector 

Evaluated Genetic Algorithm - car son algorithme utilise directement le vecteur des valeurs des 

objectifs pour l’évaluation des individus. Le schéma de l’évaluation est très simple: à chaque 

génération la population est aléatoirement divisée en autant de sous populations (de tailles égales) qu’il 

y a d’objectifs, ensuite chaque sous population est évaluée selon l’une des fonctions objectives. 

L’opérateur de sélection est ensuite restreint à chaque sous population. Cela est particulièrement 

important dans le cas, où les fonctions objectives sont d’ordres de magnitude très différents.  

Pseudo code de l’algorithme « VEGA » 

1. Soit le compteur des objectifs 1 m = et soit  
N

q
M

= (M  étant le nombre d’objectifs).  
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N est la taille de la population. 

2. Pour toute solution de 1 ( - 1) *j m q= + à *j m q= , la valeur de performance soit :  

     ( ) ( )( )  ( ). j j
mF x f x=   

3.  Effectuer la sélection par “roulette” pour toutes les q solutions et créer la population des 

parents mP . 

4. Sim M= , passer à l’étape 5. Sinon, incrémenter  m de 1 et retourner à l’étape 2.  

5. Rassembler toutes les sous populations des parents 1,..,m M mP U P== . Appliquer les opérateurs 

de croisement et de mutation à l’ensemble P  pour créer une nouvelle population.  

Il a été observé que cet algorithme a la tendance de trouver les solutions de bonne qualité pour des 

objectifs individuels. Afin de rendre possible la recherche de bons compromis intermédiaires, l’auteur a 

proposé de croiser toutes les paires d’individus de la population dans l’idée que le croisement entre 

deux solutions bonnes chacune pour un des objectifs donnerait un bon compromis entre ces deux 

objectifs.  

II.8.2. Hajela et Lin Genetic Algorithm (HLGA) 

En 1993, Hajela et Lin ont proposé la méthode HLGA [35], dont la sélection est basée sur la 

performance des individus calculée comme la somme pondérée des objectifs. A la différence de la 

méthode de l’agrégation pondérée traditionnelle, ici, un vecteur des poids différent est associé à chaque 

individu.  

Le point très important de cette approche est la préservation de la diversité entre les vecteurs des poids. 

Cela peut être fait de deux façons suivantes. Soit le vecteur des poids fait partie de l’individu et la 

technique de nichage est appliquée, soit des sous populations habilement choisies sont évaluées en 

utilisant des vecteurs des poids différents prédéfinis.  

Approche basée sur le partage  

Dans le cadre de cette approche, deux options sont possibles. La première c’est qu’un vecteur de 

nombres réels de taille M  fait partie de chaque individu. Afin de s’assurer que la somme de ses 

composantes soit égale à 1, chacune d’elles est normalisée par la somme de toutes les composantes:  

1

i
i M

jj

w
w

w
=

=
∑

                       ( .16)II  

la deuxième option est plus appropriée au cas où seulement peu de solutions de Pareto sont désirées. 

L’ensemble de vecteurs des poids est choisi à priori et une variable entière  wx qui désigne le numéro 
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identifiant chaque vecteur s’ajoute à chaque individu. Le nombre de vecteurs des poids K correspond 

au nombre de solutions qu’on veut trouver.  

Une solution est évaluée selon l’équation : 

( ) ( ) min
( )

max min
1

( )
( )

i iM
w j ji

j
j j j

x f x f
F x w

f f=

−
=

−∑                   ( .17)II  

Ici, min
jf et max

jf  sont les valeurs extrêmes de l’objectif j  trouvées parmi les solutions de la population 

courante. 

Afin de préserver la diversité des solutions, la technique de partage est utilisée. Le partage ici 

concerne seulement la partie de l’individu correspondante au vecteur des poids, c’est-à-dire wx . Cela 

signifie que seulement les valeurs ( )   i
wx et ( )   j

wx sont prises en compte lors du calcul de la distance ijd  

entre les solutions i et j :  

( ) ( )| -  |  i j
ij w wd x x=                      ( .18)II  

La fonction de partage ( )ijSh d est calculée avec le paramètre shareσ . Rappelons-nous que la variable 

 wx est entière et prend des valeurs avec un pas égale à 1. Alors, shareσ = 1 signifierait que seulement les 

solutions avec la même valeur de  wx sont partagées. shareσ = 2 permettrait la contribution de deux 

vecteurs des poids voisins mais cela risque de réduire la diversité nécessaire pour trouver toutes les K  

solutions Pareto optimales différentes, chacune correspond à une combinaison des poids.  

Le “niche count” inc de chaque solution i est calculé comme la somme des valeurs de la fonction de 

partage de toutes les solutions dans la population. Enfin, la performance calculée et divisée par inc  ce 

qui donne la valeur de performance corrigée. 

Calcul de la performance dans HLGA basé sur le partage  

1. Pour toute fonction objectif j , trouver max
jf et min

jf . 

2. Pour toute solution 1,2,...,j N= calculer les distances , 1,2,...,ikd k N= . Ensuite calculer  

la fonction de partage comme suite:  

1 ,
 ( ) 

0, sin

ik
ik share

shareik

d
si d

Sh d
on

σ
σ

⎧⎪⎪ − ≤⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪⎩

                ( .19)II  
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Enfin, calculer le “niche count”
1

 ( )
N

i ik
k

nc Sh d
=

= ∑ . 

3. Pour toute solution 1,2,...,j N= , calculer la valeur de performance iF et ensuite la corriger 

par le partage. 

Quand les valeurs de '  iF sont calculées pour tous les individus de la population, la sélection 

proportionnelle est effectuée comme dans un AG ordinaire. Les opérateurs de croisement et de 

mutation sont appliqués aux individus, la part  wx inclue.  

Cette version de HLGA ne demande pas de changements considérables par rapport à un AE mono 

objectif ordinaire. De plus, sa complexité est relativement réduite.  

Les approches multiobjectifs basées sur l’assemblage de critères en une somme pondérée partagent 

les mêmes défauts: ils sont incapables de trouver les solutions situées sur les régions concaves de la 

surface de Pareto. De plus, même un ensemble de vecteurs des poids uniformément distribués 

n’assurent pas forcément l’uniformité de la distribution des solutions correspondantes. Cela rend le 

choix approprié de ces vecteurs difficile.  

Approche basée sur les sous populations  

Cette méthode est similaire à VEGA. D’abord, un ensemble de K différents vecteurs des poids 
( ),  1,..., ,  kw k K= est choisi. Ensuite, chacun de ces vecteurs est utilisé pour calculer la performance 

pondérée normalisée pour tous les N membres de la population. Les N
M

 meilleurs d’entre eux sont 

groupés en une sous population (qui est associée au vecteur ( )kw ) pour le processus génétique 

postérieur. C’est-à-dire, la sélection, le croisement et la mutation sont restreints aux sous populations. 

La taille de sous population N
M

pour chaque vecteur est maintenue, ce qui assure qu’à la fin de ces 

opérations la taille de la population entière est toujoursN . A la génération suivante encore, chaque 

vecteur est utilisé pour trouver la sous population correspondante des meilleurs.  

Il y a donc K sous populations, chacune correspondant à un vecteur de poids. Notons qu’un 

membre de la population peut être associé à plus d’un vecteur. En particulier, les solutions non 

extrêmes seront incluses dans plus d’une sous population.  

Dans cet algorithme, de multiples solutions sont trouvées grâce à la préservation explicite de K  

différents vecteurs des poids. Il n’est alors pas nécessaire d’introduire un opérateur de nichage 

supplémentaire.  
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Calcul de la Performance dans HLGA basé sur les sous populations  

1. Soit le compteur des solutions  1k = .  

2. Calculer la performance  jF  de chaque solution j  utilisant le vecteur ( )kw . Choisir 

N
K

meilleures solutions à partir des valeurs jF . Copier ces solutions dans sous population kP . 

3. Effectuer la sélection, appliquer le croisement et la mutation aux membres de kP  pour créer 

une nouvelle population de taille N
K

.  

4. Si   k K< , incrémenter k de 1 et retourner à l’étape 2.  

5. Sinon, combiner toutes les sous populations pour créer une population 1
K
k kP U P== . Si 

| |P N< , ajouter des solutions aléatoires pour compléter la population.  

Notons qu’à l’étape 2, N solutions sont évaluées et cette étape est répétée K fois, ce qui coûte 

 KN évaluations. Cependant, cette approche est meilleure du point de vue de la complexité par rapport 

à l’approche basée sur le partage grâce à l’absence du mécanisme de nichage avec ses calculs des 

distances.  

II.8.3. Multi Objective Genetic Algorithm (MOGA)  

Fonseca et Fleming [36] ont été les premiers à proposer l’algorithme qui utilise la notion de 

dominance directement pour évaluer la performance des individus. 

Dans leur algorithme, pour chaque solution i , le nombre  in de solutions la dominant est 

calculé, et le rang (1 ) i ir n= + lui est associé.  

Le rang de chaque solution non dominée est donc égal à 1 et le rang maximal ne peut pas être 

plus grand que la taille de la populationN . La performance iF  attribuée à chaque individu est basée 

sur son rang. La fonction qui transforme le rang en une valeur de performance est telle que tous les 

individus du même rang ont la même performance et cette performance est à maximiser.  

Bien que l’idée de convertir les valeurs de la “performance vectorielle” en une métrique 

utilisant le rang de dominance représente un avancement considérable dans l’optimisation 

multiobjectif, la préservation de la diversité des solutions ne peut pas être assurée à l’aide de cette 

simple procédure.  
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Fonseca et Fleming ont donc introduit le nichage entre les solutions du même rang. D’abord, les 

distances normalisées entre chaque paire de solutions du même rang sont calculées dans l’espace de 

critères: 

( )
2

max min
1

( ) .
i jM
k k

ij
k k k

f f
d

f f=

−
=

−∑                     ( .20)II  

où min
kf et max

kf sont les valeurs minimale et maximale de la fonction objective k  atteintes sur la 

population courante. La fonction de partage ij(d ) Sh est calculée avec 1α =  et le “niche count” donné 

par la formule suivante:  

( )

1

( )
ir

i ij
j

nc sh d
μ

=

= ∑                        ( .21)II  

où ( )irμ est le nombre de solutions de rang ir . Enfin, la valeur de performance iF  attribuée à la base du 

rang est corrigée comme nous l’avons vu dans l’algorithme HLGA:  

' i
i

i

F
F

nc
=                         ( .22)II  

 Les valeurs de la performance “partagée” 'F  ne sont plus les mêmes pour les individus du même 

rang, les solutions situées dans des régions plus éparses ayant une meilleure performance. Cela se 

traduit par la pression de sélection plus haute pour telles solutions.  

Mise à jour de shareσ  

Dans le contexte de l’optimisation multiobjectif, le paramètre de partage shareσ  doit être choisi 

de façon à assurer la distribution uniforme de la population de taille  N sur la surface de Pareto. 

Fonseca et Fleming ont suggéré une procédure simple pour calculer shareσ  à chaque génération. 

Tout d’abord, les valeurs extrêmes min
jf  et max

jf  de chaque objectif j  sont calculées à partir des 

solutions de la population courante. Les images de toutes ces solutions dans l’espace de critères se 

trouvent dans l’hyper volume : 

max min

1

( )
M

j j
j

V f f
=

= −∏                      ( .23)II  

Par définition, une surface de Pareto ne peut pas croiser une droite parallèle à une des axes en 

plus d’un point. Supposons que l’on a tracé une telle surface passant par toutes les solutions non 
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dominées de la population courante. L’aire de cette surface est inférieure à la somme de ses projections 

le long de chacun des axes.  

Enfin, vu que l’aire maximale de chaque projection n’est pas supérieure à l’aire de la face 

correspondante de l’hyper parallélogramme défini par les points min min
1( )Mf f−  et  

max max
1( )Mf f−  (voir la figure II.3), l’aire de notre surface est inférieure à la somme de ces faces, c’est-à-

dire à la semi aire de l’hyper parallélogramme:  

max min

1,1

( )
M M

j j
j j ii

A f f
= ≠=

= −∑ ∏                     ( .24)II  

Supposons que les objectifs sont normalisés, ce qui permet de choisir le même shareσ  pour tous les 

objectifs. Alors, le nombre de points destinés à représenter la surface A sans interférer entre eux, peut 

être calculé comme le nombre d’hyper cubes de volume shareσ . D’autre part, nous avons à notre 

disposition N individus de la population et notre but initial consiste à choisir shareσ  de façon qu’ils 

soient uniformément distribués le long la surface de Pareto.  

Autrement dit, étant donné un nombre de points N , il est possible d’estimer shareσ  en résolvant 

l’équation suivante:  

max min max min

1
( ) ( )

M

j j share j jj
M
share

f f f f
N

σ

σ
=

− + − −
=
∏ ∏

            ( .25)II  

pour 0shareσ > , ce qui revient à trouver les racines positives d’un polynôme du degré 1M −  

 
Figure : .3II  Surface de Pareto. 

 

Calcul de la performance dans MOGA 

1. Choisir une valeur de shareσ .  

Initialiser ( ) 0irμ = pour tous les rangs possibles  1,2,...,j N= . Soit 1j =  le compteur des 

solutions.  
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2. Pour la solution i , calculer in , le nombre de solutions la dominant, puis son rang 

(1 ) i ir n= + . Incrémenter le compteur de solutions de rang r : ( ) 1i ir rμ= + .  

3. Si i N< ,   1 i i= + et retourner à l’étape 2. Sinon, passer à l’étape 4.  

4.  Identifier le rang maximal *r c’est-à-dire ir  maximal tel que ( ) 0irμ > . Pour toutes les 

solutions 1,2,...,  i N= , calculer leur valeurs de performance comme suite: 

1

1

( ) 0.5( ( ) 1).
ir

i i
k

F N k rμ μ
−

=

= − − −∑                  ( .26)II  

Soit   1=r  le compteur des rangs.  

5. Pour toute solution  i de rang r , calculer le “niche count”  inc avec les autres solution du 

même rang et, ensuite, la performance “partagée” 'iF . Afin de préserver la même 

performance moyenne, mettre 'iF  à l’échelle de façon suivante: 

( )

1

( )
' '

'
i

i ir

kk

F r
F F

F
μ

μ

=

=
∑

                      ( .27)II  

6.  Si * ,      1 r r r r< = + et retourner à l’étape 5. Sinon, la procédure est terminée.  

II.8.4. Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) 

L’idée de Goldberg d’utiliser le concept de ranking par dominance dans les AG [22] a été plus 

directement mise en œuvre par Srinvas et Deb en 1994 dans leur méthode NSGA – Nondominated 

Sorting Genetic Algorithm [37]. Encore une fois, le double objectif convergence diversité est atteint, 

d’une part, par l’utilisation d’un schéma du calcul de la performance qui préfère les solutions non 

dominées et, d’autre part, par l’application de la technique du partage entre les solutions du même front 

non dominé.  

La première étape de NSGA consiste à trier la population P  selon le principe de dominance. 

Cette procédure divise la population en un nombre de classes distinctes jP de façon suivante:  

Tous le individus non dominés de P  appartiennent à l’ensemble 1P ensuite, tous les éléments 

non dominés de 1\P P sont placés dans l’ensemble 2P  etc. La procédure est terminée quand toute la 

population est triée:      

1
r
j jP U P==                         ( .28)II  
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Notons que entre deux solutions de la même classe, aucune ne peut être considérée meilleure de 

l’autre compte tenu de tous les objectifs du problème. Le nombre total de classes, noté r dans 

l’équation ci-dessus, dépend de la populationP .  

Quand toute la population est triée, l’ensemble 1P contient toutes les solutions non dominées de 

P . Ces solutions sont les meilleures au sens de leur proximité de la surface de  Pareto du problème. La 

valeur de performance la plus grande sera donc attribuée à ces individus; la performance va 

progressivement diminuer en passant d’un front à l’autre. Toute solution i  de l’ensemble 1P  reçoit la 

valeur de performance  iF N= .  

Afin de préserver la diversité entre les solutions de même qualité (c’est-à-dire, celles qui 

appartiennent au même ensemble non dominé), la valeur de performance iF  sera dégradée en fonction 

de nombre de solutions “voisines” de la solution i .  

Dans la version originale de NSGA, la procédure du partage est basée sur les distances 

calculées dans l’espace de décision. C’est-à-dire, la distance entre deux solutions i  et j du même front 

 lP est donnée par l’équation : 

( )
2

max min
1

( )
lP i j

k k
ij

k k k

x x
d

x x=

−
=

−∑                     ( .29)II  

Ces distances sont utilisées pour calculer la fonction du partage ( ) ijSh d avec 2α = . Le “niche 

count” est calculé comme d’habitude et, enfin, la performance initiale  iF est dégradée de façon à 

augmenter la pression de sélection dans les régions plus éparses : 

'  ii
i

F
F

nc
=                         ( .30)II   

  CCaallccuull  ddee  llaa  ppeerrffoorrmmaannccee  ddaannss  NNSSGGAA  ::  

1. Choisir le paramètre shareσ  et un nombre petit positif ε  et initialiser min    F N ε= + . Soit 

le compteur de fronts 1j = .  

2. Trier la population P  selon non dominance:  

1 2( , ,..., ) ( , )rP P P Sort P=
≺  

3.  Pour tout  q ∈  jP   
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• Lui associer la performance ( )
min

q
jF F ε= − .  

• Calculer qnc comme la somme des fonctions de partage des individus de jP  

seulement.  

• Calculer la performance “partagée” 
( )

( )'
q
jq

j
q

F
F

nc
=   

4. ( )
min min  ( ' : )q

j jF F q P= ∈  et   1j j= + . 

5. Si    j r≤ , retourner à l’étape 3. Sinon, le processus est terminé.  

Cette procédure peut être insérée dans un AG mono objectif. Ainsi, les auteurs de NSGA ont 

initialement employé la sélection par roulette.  

II.8.5. Niched Pareto Genetic Algorithm (NPGA) 

En 1994, Horn et al [38] ont proposé leur méthode, elle aussi basé sur le concept de dominance. 

NPGA – Niched Pareto Genetic Algorithm - diffère des algorithmes décrits ci-dessus au stade de 

sélection. Dans NPGA, la sélection par tournoi est utilisée au lieu de la sélection proportionnelle. Ce 

choix est basé sur l’étude théorique [39] consacrée aux opérateurs de sélection utilisés dans 

l’optimisation évolutionnaire mono objectif.  

Un nichage mis à jour dynamiquement [40] est utilisé dans NPGA. Deux solutions i  et j sont 

choisies de la population P  de façon aléatoire. Ensuite, toujours aléatoirement, une sous population 

T de taille domt N<<  est choisie. Chacune des solutions i  et j  est comparée avec toutes les solutions 

de l’ensemble T  au sens de la dominance. Les scénarios suivants sont considérés:  

• Si une des solution i  ou j  domine toutes les solutions de T  tant que l’autre est dominée par 

au moins une solution, alors celle première est choisie.  

• Si les deux solutions i  et j  sont soit dominées par au moins une solution de T , soit 

dominent tout l’ensemble T , alors elles sont mises toutes les deux dans la population des 

enfants Q (partiellement remplie) et leur “niche count” dans Q est calculé. La solution, qui a 

le “niche count” plus petit gagne le tournoi.  

Au début, quand la population des enfants est vide, il peut se produire une légère déviation due 

à la procédure décrite ci-dessus. Quand le second scénario est suivi pour les deux premières solutions, 

une des deux solutions est choisie aléatoirement en tant que parent potentiel. Ensuite deux parents sont 
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croisés et mutés pour créer deux enfants. Dès la troisième reprise de ce scénario, la procédure originale 

est adoptée.  

Notons qu’à la différence des méthodes présentées jusqu’à maintenant, NPGA ne suggère pas 

de calcul de performance scalaire pour chaque individu. La pression de sélection  vers les solutions 

Pareto optimales ainsi que la préservation de la diversité des solutions sont assurées par le principe du 

tournoi. 

Pseudo code de l’algorithme «NPGA »  

1. Réordonner aléatoirement la populationP . Soit 1=i  et Q =φ .  

2. Effectuer la sélection par tournoi comme décrit ci-dessus,  

Trouver le premier parent 1P =NPGA-tournament( ,   1, )i i Q+ .  

3.   2i i= + , et trouver le second parent 2P =NPGA-tournament( ,   1, )i i Q+ .  

4. Croiser 1P et 2P en créant les enfants 1E et 2E et appliquer l’opérateur de mutation à chacun 

d’eux.  

5. Mettre à jour la population des enfants Q = 1 2 { , }Q U E E .  

6.   1i i= + . Si i N< , retourner à l’étape 2. Sinon, si| |
2
N

Q = , réordonner aléatoirementP , 

mettre i égal à 1 et retourner à l’étape 2. Sinon, le processus est terminé. 

II.8.6. Nondominated Sorting Genetic Algorithm-II (NSGA-II) 

 En 2000, Deb et al [41] ont proposé un AGMO élitiste qu’ils ont appelé NSGA-II pour indiquer les 

origines de la nouvelle approche. En fait, ce n’est que le principe de base du calcul de la performance 

que NSGA-II a hérité de son prédécesseur NSGA.  

 Dans NSGA-II, la population des enfants  tQ est d’abord créée à partir de la population des 

parents P . Ensuite, elles sont réunies en ensemble tR PUQ= , qui est trié selon le principe de 

dominance. La population suivante est remplie par les solutions des sous-ensembles non dominés de R  

l’un après l’autre en commençant, évidement, par le premier front.  

 Vu que la taille de  tR est2.N , tous ces sous-ensembles ne peuvent pas rentrer dans la nouvelle 

population dont la taille doit être égale àN . Pour choisir les solutions qui vont survivre du front dont 

seulement une partie peut être placée dans la population suivante, une mesure de la densité des 

solutions dans l’espace de critères est utilisée.  



Chapitre II…………………………………………………………………………………. Les Algorithmes Génétiques Multiobjectifs 

 47

 Il est clair qu’au début de l’évolution ces solutions peuvent être choisies aléatoirement sans 

influencer le processus de l’optimisation. Mais à partir d’un certain moment t, le premier front de R  

commence à contenir plus de N  individus. Dans ce cas la procédure de préservation de la diversité est 

appliquée à tous les individus non dominés, ce qui à une grande importance pour la bonne 

représentation finale de l’ensemble de Pareto. 

 La population initiale de NSGA-II, 0P , est remplie aléatoirement, et ensuite triée selon le principe 

de dominance. A l’étape de sélection des parents, NSGA-II utilise un tournoi qui est basé tout d’abord 

sur le rang non dominé, et utilise ensuite une mesure de densité dite crowding distance pour comparer 

deux solutions du même rang (cette mesure sera détaillée plus loin). La population 0 Q  de taille N est 

obtenue par l’application des opérateurs de croisement et de mutation aux parents sélectionnés lors du 

tournoi. 

 Pseudo code de l’algorithme «NSGA-II » 

 Après initialisation aléatoire de la population initiale 0P , une itération de NSGA-II se déroule 

comme suit:  

1. Créer  tQ à partir de P  en utilisant le tournoi et en appliquant des opérateurs de variation 

génétique au individus gagnants.  

2. Réunir les populations des parents et des enfants t t tR PUQ= . Trier l’ensemble résultant en 

sous-ensembles iF .  

3.  Soit une nouvelle population 1tP φ+ = . Soit le compteur des sous-ensembles non dominés 

1i = .  

4. Tant que 1| | | |t iP F N+ + < , 1 1   t i iP P U F+ +=  et 1i i= + . 

5.  Ordonner l’ensemble   iF selon les “distances de surpeuplement” (crowding distances; la 

procédure de leur calcul est présentée ci-dessous) et inclure 1- | |tN P+ solutions ayant les 

valeurs de distance les plus grandes dans la population 1  tP+ . 

 Il est important de noter que le tri de  tR en sous-ensembles non dominés fait en stade 1 et le 

remplissage de la population 1  tP+ peut être effectué simultanément. Chaque fois qu’un nouveau front 

est trouvé, on vérifie s’il peut rentrer dans 1  tP+ entièrement. Si ce n’est pas le cas, le processus du 

ranking s’arrête. 
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 Calcul des distances de surpeuplement  

 Pour estimer la densité des solutions voisines d’une solution j dans un ensemble non dominé F , la 

quantité id , appelée ici “la distance de surpeuplement”, est calculée de façon suivante.  

 Calcul des distances de surpeuplement dans un ensemble non dominé F  

1. Soit | |l F= . Soit d’abord 0 id = pour toute solution i deF . Soit le compteur 

d’objectifsm l= .  

2. Pour l’objectif m , réordonner l’ensemble F de façon que les valeurs de  mf sur ses éléments 

diminuent. Soit [ , ]  ( ) m
fmI sort F>= le vecteur des indices, c’est-à-dire mI dénote l’indice de la 

solution i dans la liste ordonnée selon l’objectifm .  

3. Pour chaque solution i tant que : 2 1m
iI l≤ ≤ − , mettre à jour la valeur de  id comme suite : 

1 1

max min

m m
i iI I

m m
i i

m m

f f
d d

f f

+ −−
= +

−
.                    ( .31)II  

Et associer les valeurs de distance très grandes aux solutions sur les extrémités de F , c’est-à-dire si 

 1m
iI =  ou  m

iI l= , infid = . 

4. Si m M= , la procédure est terminée, sinon incrémenter le compteur d’objectifs 1 m m= + et 

retourner à l’étape 2.  

 La quantité  id correspond au semi périmètre du cuboïde dont les vertexes sont les voisins les plus 

proches de i . 

Le calcul des distances de surpeuplement exige d’ordonner chacun des fronts considérés 

M fois, chaque ordonnancement ayant le coût d’ordre ( . log( ))O N N . Le coût de l’étape 3 est 

d’ordre ( )O N . Le coût du calcul des distances de surpeuplement est alors de l’ordre ( . . log( ))O M N N .  

II.9. Optimisation Multiobjectif sous contraintes  

 Les méthodes décrites dans les sections précédentes de ce chapitre sont destinées à résoudre le 

problème d’optimisation II( .10) avec 0K L= = , c’est-à-dire sans contraintes. Cependant, dans la 

plupart des applications réelles, l’optimisation est soumise à un certain nombre de contraintes qui sont 

souvent difficiles à satisfaire. Cette section présente quelques MOGA utilisables dans ce cas.  
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II.9.1. Pénalisation et MOGA 

 La prise en compte des contraintes par la majorité des AG mono objectif se base sur l’utilisation 

d’une fonction de pénalisation. Cette stratégie s’adapte facilement aux MOGA.  

 En effet, il suffit d’appliquer un des MOGA au problème de l’optimisation multiobjectif suivant : 

min ( ), 1,..., ;

, 1,..., .

m

l u
i i i

F x m M

x x x i N

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ ≤ ≤ =⎪⎪⎩
                   ( .32)II  

Avec  

( )( ) ( ) ( )m
m m penaltyF x f x F x= + .                   ( .33)II  

Ici, la fonction de pénalité penaltyF  est définie sous forme générale par l’égalité : 

( )

1

( ) ( ) ( ( ))
L

m
penalty m j

j

F x c t P xδ
=

= ∑                    ( .34)II  

et ( )j xδ  dénote la mesure du degré de violation de la èmej  contrainte. A la différence de l’optimisation 

mono objectif, il est important ici de mettre à l’échelle les valeurs de jδ  pour tous les 

1,...,  j L= avant de calculer ( )m
penaltyF . Les coefficients ( )mc t  sont différents pour  

différents objectifs afin de rendre ( )m
penaltyF  du même ordre de magnitude que mf . 

II.9.2. Tournois indirects 

 Jiménez et al [42] ont proposé une approche pour l’optimisation multiobjectif sous contraintes qui 

utilise le tournoi binaire basé sur les notions de faisabilité et de dominance. De plus, une mesure de la 

densité des solutions sert du critère secondaire pour choisir un gagnant.  

 Pour deux individus participant au tournoi 1x et 2x , il y a trois possibilités: soit les deux sont 

faisables, soit les deux sont infaisables, soit, enfin, un des deux respecte toutes les contraintes et l’autre 

non. Dans ce dernier cas, l’individu faisable est déclaré gagnant contre l’infaisable. Par contre, quand 

1  x  et 2x  sont équivalents au sens de faisabilité, un des deux scénarios suivants (similaires de ceux 

employés dans NPGA) est utilisé:  

a) Tous les deux sont faisables  

 Un certain nombre d’individus faisables est choisi aléatoirement pour jouer le rôle d’ensemble de 

comparaison. Chacun des 1  x et 2  x est comparé à cet ensemble au sens de dominance. Si un des deux 
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domine tout l’ensemble et l’autre non, le premier est déclaré gagnant. Si tous les deux sont équivalents 

de ce point de vue, la technique de partage est utilisée pour déclarer comme gagnant l’individu situé 

dans une région de moindre densité.  

b) Tous les deux sont infaisables  

 Dans ce cas, l’ensemble de comparaison est choisi parmi les individus infaisables 1x et 2x sont 

comparés cette fois seulement au meilleur représentant de cet ensemble. Le critère de comparaison 

approprié à la situation peut être, par exemple, le degré de l’infaisabilité des individus en question. 

Pour décider entre les individus équivalents, le partage rentre en jeu comme dans le scénario précédent.  

 Notons que dans les deux scénarios, la fonction de partage pour chacun des individus comparés est 

calculée avec 2α =  et elle nécessite le calcul des distances entre ces individus et tous les autres 

membres de la population. 

II.9.3. Mesures d’infaisabilité 

 Les méthodes que nous allons présenter dans cette section diffèrent par des détails (plus ou moins 

significatifs) mais se basent sur le même système de préférences, qui permet d’ordonner la population 

en mettant en tête les meilleurs et finissant par les pires individus. Cet ordonnancement est effectué en 

utilisant le ranking par dominance qui tient compte non seulement des objectifs mais aussi (et, en fait, 

tout d’abord) des degrés de violation des contraintes.  

 Soit  ( )C x une mesure (scalaire ou vectorielle) de l’infaisabilité d’un individu x . La priorité 

accordée aux individus respectant toutes les contraintes faites parties du “système de valeurs” adopté 

par les approches décrites ci-dessous. Ceci dit, la règle de base est que tout individu x  tel que 

 ( ) 0C x = est meilleur que tout individu y pour lequel  ( ) 0 C y > (s’il s’agit d’une mesureC  vectorielle, 

il suffit que la dernière inégalité soit vérifiée au moins pour une composante du vecteurC(y) ).   

La partie faisable de la population est classée par le principe de dominance comme dans NSGA 

ou MOGA, et une technique de préservation de la diversité est appliquée.  

 Il reste à choisir le critère qui indiquerait le pire des pires, c’est-à-dire, à définir la mesureC .  

Rangs d’infaisabilité  

 Dans la méthode de Fonseca et Fleming, 1( ) ( ( ),...., ( ))rC x x xδ δ=  où ( )j xδ  est le degré de 

violation de la èmej  contrainte défini par l’équation (II.10) . L’opérateur de comparaison 

( ) ( ) C x C y< est défini par la relation de dominance entre ces vecteurs en vue de minimisation de 
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toutes leurs composantes. L’égalité ( ) ( ) C x C y= correspond au fait qu’aucun des deux vecteurs ne 

domine l’autre.  

 Dans ce cas, tous les individus infaisables peuvent être ordonnés selon les principes de comparaison 

suivants:  

• Si ( ) ( )C x C y< , x est meilleur que y ;  

• Si ( ) ( )C x C y= , alors x et y  sont comparés au sens de dominance dans l’espace des objectifs 

du problème,  mf pour  1,...,m M=  

• Si ( ) ( )C x C y= et x  et y  sont équivalents aussi au sens de dominance dans l’espace des 

objectifs, alors la technique de partage entre les individus du même front non dominé dans 

l’espace des objectifs est appliquée. 

II.10.Conclusion 

 Dans ce chapitre, nous avons vu les fondements théoriques des méthodes récentes d’optimisation 

multiobjectif ainsi que les modifications qui peuvent être apportées à un algorithme génétique 

multiobjectif afin de l’adapter à la gestion des contraintes. L’intérêt de ces modifications est de rendre 

possible l’obtention d’un tel ensemble en un seul essai de l’algorithme, et sans devoir définir des 

paramètres supplémentaires comme les poids relatifs des objectifs, les vecteursε  et des autres vus dans 

le chapitre I.  

 L’intérêt pour ces méthodes récentes s’explique notamment par leur capacité de trouver une bonne 

approximation de l’ensemble des compromis de Pareto en un seul essai de l’algorithme, à la différence 

des approches traditionnelles pour l’optimisation multiobjectif, qui ne trouvent qu’une solution 

compromise. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Application des algorithmes 

génétiques multiobjectifs  

à l’identification 
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III.1. Introduction  

L'identification des systèmes physiques complexes, qui sont principalement non linéaires, 

implique faire face aux problèmes comme le bruit, l’identifiabilité de paramètres, les signaux d’entrée 

appropriés, et les paramètres couplés. Les méthodes principales d'identification font face à ces 

situations en utilisant des fonctions de transfert ou la représentation d’état directe, comme les méthodes 

de maximum de vraisemblance, de sous-espace ou de fréquence [44]. L’approche de maximum de 

vraisemblance maximise la probabilité des événements observés, d’après une fonction de densité de 

probabilité. La méthode de sous-espace emploie la base de la représentation d’état, et l’estimation 

fréquentielle essaye de s'adapter aux données directement en fréquence.  

Mais ce n'est pas la seule voie de représenter un système : une autre manière de faire de 

l'identification est l'approche du modèle inverse développée en [45], utilisée principalement en 

robotique, où le robot est modélisé comme une chaîne articulée suivant un schéma bien prouvé. 

On présente dans ce chapitre les caractéristiques de la méthode du modèle inverse appliqué à 

l'identification des paramètres d’un robot, en utilisant les algorithmes génétiques. C'est un exemple 

représentatif d'un système complexe parce que la dynamique du robot est très riche et n'est pas 

facilement modélisée. 

III.2. Les méthodes générales d’identification 

Identifier un processus (système), c’est chercher un modèle mathématique, appartenant à une 

classe de modèles connue, et qui, soumis à des signaux tests en entrée, donne une réponse dynamique 

ou statique en sortie, la plus proche possible du système réel [46]. 

La notion de modèle mathématique d’un système, d’un processus ou d’un phénomène, est un 

concept fondamental. Il existe une multitude de modèles, chacun étant destiné à une application 

particulière. Nous pouvons les décliner en deux grandes catégories :  

• Les modèles de connaissance (basés sur les lois de la physique, de la chimie…), donnent une 

description complète des systèmes et sont utilisés pour la simulation et la conception des 

procédés. Ce sont souvent des modèles complexes. 

• Les modèles dynamiques de commande, qui donnent la relation entre les variations des entrées 

d’un système et les variations de la sortie, sont utilisés en automatique. 

Les modèles dynamiques sont de deux sortes : 
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 Acquisition des 

entrées sorties sous 
un protocole 

d'expérimentation 

Estimation 
(choix) de la 
structure du 

modèle 
( l i é)

Validation 
du modèle 
identifié 

Estimation 
(choix) de la 
structure du 

modèle 
( l i é)

Calcul du régulateur  

Figure (III.1): procédure d’identification d’un modèle de système  

Oui 

Non 

 Modèles non paramétriques (réponse fréquentielle, réponse à un échelon) 

 Modèles paramétriques (fonction de transfert, équations différentielles) 

L’identification est une approche expérimentale pour la détermination du modèle dynamique 

d’un système. Cette approche peut être décomposée en quatre étapes (Figure III.1): 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.3.Vue générale sur la modélisation et l'identification des robots 

III.3.1. Modélisation cinématique et dynamique des robots 

La littérature de robotique offre de diverses théories sur la modélisation cinématique et 

dynamique [47]-[48], [49], [50]. Un certain nombre de méthodes de modélisation est disponible, 

répondant à de diverses exigences. Quand il s'agit d'une cinématique de robot, le modèle est calculé 

entre l'espace opérationnel (en général un espace de six dimension des coordonnées de l'organe 

terminale) et l'espace articulaire (dimension égale au nombre de degrés de liberté du robot). Le modèle 

cinématique d’un robot décrit les vitesses des coordonnées opérationnelles en fonction des vitesses 

articulaires alors que le modèle cinématique inverse permet de calculer, à partir d’une configuration 

donnée, les vitesses articulaires qui assurent au repère terminale une vitesse opérationnelle imposée. 

Ces modèles peuvent être représenté sous forme récursive ou modèle en boucle fermée. La 

représentation en boucle fermée facilite la manipulation des modèles et permet une analyse 

mathématique directe. Comme une grande précision de calcul peut être atteinte plus rapide avec les 

modèles en boucle fermée, ils sont préférables pour la commande en temps réel. Les modèles 

dynamiques relient couples/forces appliqués aux actionneurs et les positions, vitesses et accélérations 

articulaires. Une variété de méthodes est disponible pour leur calcul, et comme les modèles 

cinématiques, elles peuvent être représentées dans diverses formes. Les modèles algébriques récursifs 

exigent moins de calcul et admettent une représentation très compacte. Ceux-ci sont les arguments 

Estimation des 
paramètres du 

modèle 
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traditionnels qui démontre pourquoi les méthode algébriques récursives sont préférable pour les 

applications en temps réel [48]. Les calculateurs numériques modernes rapides rendent tels arguments 

moins appropriés. D'autre part, une représentation algébrique en boucle fermée d'un modèle dynamique 

permet une analyse explicite de chaque effet, tel que l’effet de l'inertie, de centrifuge et de Coriolis, de 

gravité et de frottement, et d'une évaluation directe de leur influence sur le comportement dynamique. 

Une analyse de la structure du modèle mène à une commande directe, ainsi qu'elle facilite la 

compensation pour chaque effet particulier. Par exemple, un modèle en boucle fermée comprend un 

terme de gravité peut être employé pour la compensation des charges gravitationnelles. L’apparition 

des calculateurs numériques modernes de grande puissance de calcul et des capacités de stockage en 

mémoire plus élevé permet la mise en œuvre en ligne des modèles dynamiques en boucle fermée 

employée pour la commande. Malheureusement, le calcul des modèles en boule fermée sous une forme 

compacte, en particulier les modèles cinématique et dynamique inverses n'est pas habituellement facile, 

même si un logiciel pour le calcul symbolique est employé. Le calcul exige une série d’opérations 

accompagnée d'une simplification des résultats intermédiaires. Par conséquent, il est important de 

mentionner n'importe quelle contribution dans ce domaine. Quand un modèle est tiré, il est utile 

d'établir son exactitude en le comparant directement à une certaine représentation récursive de la même 

cinématique ou dynamique avec les logiciels disponibles. Les logiciels spécialisés pour les problèmes 

robotiques sont présentés dans [51] et [52]. 

III.3.2. Estimation des paramètres du modèle 

Quand un modèle est disponible, la prochaine étape est d'obtenir ses paramètres, de sorte que le 

modèle correspond au système réel. Les paramètres cinématiques, tels que les longueurs de corps, la 

position et l'orientation de chaque corps sont habituellement connus avec plus de précision que ceux 

d'inertie (masses des corps, position de leurs centres de la masse, et le moment d'inertie de chaque 

corps).  

Les paramètres cinématiques sont directement fournis par le fabricant ou peuvent être obtenus 

par des mesures directes sur le robot. L’ajustement de ces paramètres peut se faire par un étalonnage 

cinématique [49]. Puisque les paramètres d'inerties sont rarement fournis par le fabricant, ils sont plutôt 

reconstruits par les utilisateurs du robot. La modélisation et l'estimation de frottement sont également 

les questions importantes, car le frottement peut poser des problèmes de commande, par exemple, 

erreurs statiques, qui peut conduire à des cycles limites.  

Il existe une vaste littérature sur l'estimation des paramètres d'inertie et de frottement [49], [50], 

[53]-[54]. Nous présentons ici un aperçu de certains résultats. Quand on estime des paramètres 
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inertiels, pour chaque corps de robot, on devrait déterminer la masse, trois coordonnées cartésiennes du 

centre de la masse et six éléments du tenseur d'inertie [48], [49]. Dans le cas général, pour un robot 

avec n degré de liberté, ils existent 10 * n inconnus. Dans la pratique, au lieu d'estimer chaque 

paramètre, il est plus courant d'identifier les combinaisons algébriques qui constituent ce qu'on appelle 

les paramètres de base (base parameters set ‘BPS’). Les éléments de cet ensemble peuvent être 

uniquement identifiés dans la pratique. Il existe une représentation du modèle dynamique linéaire par 

rapport aux éléments de (BPS) [47], [49], [50], [53]-[54], [55]. La matrice de régression dépend de la 

trajectoire de robot, c-à-d, les positions, vitesses, et accélérations, prémultiplie des BPS sous la forme 

de vecteur pour ajuster les entrées de commande. L’énergie total est également linéaire en BPS [50], 

[53], [56].La propriété de linéarité facilite l'estimation des BPS. 

III.3.2.1. Estimation des paramètres d’inertie  

Une fois une stratégie pour la modélisation est effectuée, on peut procéder à l'estimation des 

BPS. À cet effet, une expérimentation d'identification doit être conçue. En pratique, le robot effectue 

des mouvements spécifiques, en utilisant une approche décentralisée de commande. Cela signifie 

l'utilisation des contrôleurs (PID) découplés pour produire des entrées de commande. Les données 

requises pour l'estimation des paramètres sont les entrées de commande et le mouvement (trajectoire 

désirée), c-à-d, les postions, vitesses et, si nécessaire, des accélérations. Ces données sont obtenues par 

des mesures directes et/ou sont reconstruit en utilisant des filtres ou des observateurs. 

La fiabilité de l’estimation dépend de la trajectoire exécutée par le robot lors de l'identification 

expérimentale. La trajectoire d'excitation devrait être soigneusement conçue, et ceci est fait en 

optimisant une certaine propriété des matrices [50], [53], [55], [56], [57], [58].Cette matrice est formée 

en empilant verticalement les matrices de régression qui correspondent à différents points de la 

trajectoire d'excitation. Le conditionnement de la matrice de régression, sa plus grande valeur 

singulière, et la détermination des coefficients de pondération entre la matrice de régression et son 

transposé sont certains choix pour les critères de performance à être optimisé. Quel que soit le critère 

de performance adopté, le problème d'optimisation résultant est très probablement non convexe, ce qui 

signifie que la trajectoire d'excitation optimale ne peut pas être obtenus facilement. Différents 

conditions initiales peuvent conduire à différente trajectoire d'excitation, tout correspondant aux 

minimum locaux du critère d'optimisation. Ici, nous voudrions examiner ce que les chercheurs 

considèrent comme "un bon trajectoire d'excitation", et qu'elle exigence, à notre point de vue, devrait 

satisfaire. 

Le calcul de la trajectoire d'excitation en utilisant le calcul des variations est proposé dans [53]. 
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Le problème d'optimisation était de minimiser le nombre de condition de la matrice d'excitation 

persistante, créée en utilisant la matrice de régression. L'objectif était d'augmenter l'immunité 

d'estimation en présence de mesure du bruit. L'algorithme d'optimisation génère une trajectoire 

d’excitation, point par point. Une telle représentation de trajectoire désignée sous le nom " générale", 

qui signifie que l'espace de la trajectoire à rechercher n'est pas restreint. Ceci, généralement peut 

contribuer à un processus inefficace d'optimisation. Le même problème est inhérent à la méthode de 

génération de la trajectoire d'excitation présentée dans [58]. Une autre fois, la trajectoire est calculée 

point par point, circonscrire l’espace de recherche uniquement en imposant des contraintes sur les 

gammes admissibles des positions, vitesses et accélérations de robot.  

En outre, les deux approches ne spécifient pas explicitement la fréquence contenue dans les 

trajectoires calculées. C'est un inconvénient supplémentaire, car le choix des fréquences contenues dans 

une trajectoire est un principe de précaution important pour éviter des composants de fréquence qui 

peuvent exciter les flexibilités de robot. La paramétrisation intentionnelle d’une trajectoire d'excitation 

est une manière d'imposer le contenu désiré de fréquence, et de réduire l'espace de recherche afin 

d'accélérer le processus d’optimisation. Par exemple, dans [55] et [59], les trajectoires d'excitation sont 

postulées en tant que série de Fourier finie avec une fréquence fondamental prédéfini et avec des 

coefficients à déterminer en optimisant un certain critère d'exécution. La trajectoire en résultant est 

périodique, ce qui permet la répétition continue de l'expérimentation d'identification et de 

l'établissement d'une moyenne des données mesurées pour améliorer le rapport signal/bruit. Les mérites 

additionnels sont que, par conception, on peut imposer les fréquences contenues dans la trajectoire et 

leurs résolutions. 

Les trajectoires d'excitation sont réalisées sur les systèmes robotiques utilisant les contrôleurs 

PID en boucle fermée. Les entrées de commande résultantes et les coordonnées de mouvement sont 

mesurées et enregistrées pour l'estimation des éléments de BPS. Plusieurs algorithmes d'estimation, des 

méthodes des moindres carrés aux celles de maximum de vraisemblance, sont étudiés jusqu'à 

maintenant. 

Le succès des algorithmes sophistiqués dépend fortement d'une connaissance précise des 

propriétés statistiques du signal de bruit et d’autres perturbations qui affectent le signal utile. Quelques 

algorithmes ont été expérimentalement comparés dans [54]. L'algorithme d'estimation le plus impliquée 

basé sur la méthode de maximum de vraisemblance a montré effectivement les meilleures 

performances, mais les améliorations atteintes au cours de la plus simple algorithme ne semblent pas 

tellement étonnantes. Une alternative pour des techniques avancées d'estimation est d'améliorer la 
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qualité des signaux mesurés sur le système robotique, en réduisant l'effet des perturbations [60] - [61]. 

Une étude comparative de plusieurs techniques numériques pour l'estimation des vitesses à partir des 

mesures de position est donnée dans [60]. L'efficacité de ces techniques pour l’estimation de 

l'accélération n'a pas été discutée, de sorte que leur utilité dans l'obtention des données de qualité 

suffisante pour l’estimation de BPS ne peut être immédiatement prévu. D'autre part, on peut utiliser un 

filtre de Kalman [62], tel qu'il est formulé dans [61] -[63], pour reconstruire de façon optimale toutes 

les coordonnées de mouvement comprenant l'accélération, en présence du bruit de mesure et de 

l'incertitude dans la dynamique du système. Si les coordonnées reconstruites de mouvement sont 

employées, alors même l'estimation des moindres carrés la plus simple des éléments de BPS donne des 

résultats satisfaisants. 

III.3.2.2. Modélisation et Estimation des paramètres de frottement  

Le frottement est une interaction complexe entre les surfaces de contact des objets agissants les 

uns sur les autre, ce qui peut être représentée par un certain nombre de modèles [64] - [65]. Ces 

modèles sont utilisés pour l'analyse théorique des phénomènes de frottement et pour la commande. 

Dans ce chapitre, on met l'accent sur la dernière, c-à-d., compensation de frottement de robot on basant 

sur son modèle. Deux régimes de frottement sont observés: avant glissant « presliding » et glissant 

«sliding » [64], [66]. L’avant glissant se produit si les objets en interaction ne sont pas en mouvements 

les uns par rapport aux autres. Alors que le régime glissant surgit après que le mouvement relatif soit 

établi. Le niveau du frottement avant le régime glissant s'appelle le frottement statique. Il est déterminé 

en équilibrant les forces statiques agissant sur les objets en interaction. Un modèle de frottement 

sophistiqué, par exemple, le modèle de LuGre [53], [67], [68], [69], caractérise le régime avant glissant 

par sa rigidité et l'amortissement de l'interaction dynamique entre les surfaces de contact. Au début du 

régime glissant, la force de frottement décroît dans un premier temps lorsque la vitesse de déplacement 

augmente jusqu’à atteindre un minimum pour ensuite croître en fonction de la vitesse, ceci est connue 

comme effet de Stribeck. 

Le modèle de frottement de base, qui couvre juste les effets de coulomb et visqueux, admet une 

paramétrisation linéaire, qui permet l’estimation simultané de ses paramètres avec les éléments de BPS 

[50], [55], [56], [57].Contrairement au modèle de base, des modèles de frottement plus compliqué ne 

sont pas linéaire dans certains paramètres qui devraient être déterminés séparément aux paramètres de 

BPS. La fonction de trois sigmoïde considéré dans [70] est un exemple d’un tel modèle de frottement. 

Si un concepteur de commande adopte un modèle qui n'est pas linéaire dans tous les paramètres, alors 

on a les options suivantes : 
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• Identification des paramètres de frottement séparément des BPS et utiliser des estimations pour 

la compensation de frottement [64], [65], [66], [69], [70], [71] ; 

• Estimation des paramètres de frottement en ligne simultanément en employant un modèle de 

compensation de frottement [67], [72], [73] ; 

• Renonciation des modèles de frottement structuré et adoption d’une stratégie de compensation 

de certains effets de frottement non modelé comprenant la détection directe du frottement 

utilisant les sondes de force [73]. La première option est employée souvent dans la commande 

de robot. 

III.3.2.3. Validation expérimental du modèle 

Après l'estimation est terminée, une validation expérimentale du modèle doit être faite. Une 

stratégie de validation rigoureuse de deux étapes a été établie dans [49]. L'objectif de la première étape 

consiste à vérifier l'exactitude du modèle qui produit les sorties quand il est associé avec des 

contrôleurs PID. Si cette exactitude est satisfaisante, on procède à la deuxième étape de validation : la 

vérification de l'utilité du modèle pour la commande. 

 Dans un certain nombre de publications sur la modélisation et l'identification des robots, juste 

la première étape de la stratégie de validation est prise en compte. Par exemple, dans [59], la validation 

est effectuée le long d’une trajectoire choisie aléatoirement dans l’espace de travail de robot. La 

trajectoire doit satisfaire les contraintes sur les positions, vitesses et accélérations. Il est prévu que 

l'accord qualitatif des couples rendus par le modèle et les couples mesurés sous la commande PID, le 

long de cette trajectoire aléatoire, soit garantie suffisamment l'exactitude du modèle.  

Une validation qualitative semblable peut être trouvée dans [54] et [55]. En [55], la validation 

est effectuée avec une trajectoire lisse définie dans l'espace articulaire. Le choix d’une sinusoïde 

comme trajectoire de validation, comme dans [54], est probablement la validation la plus simple qu'on 

pourrait envisager, car elle teste le modèle pour une seule composante harmonique. Les résultats 

satisfaisants pour un seul harmonique n'impliquent pas nécessairement la même chose pour d'autres 

composants de fréquence. 

Dans [49], la validation expérimentale a été effectuée à l'aide d’une trajectoire polynomiale de 

cinquième ordre, définie dans l’espace articulaire. La trajectoire a été choisie pour assurer des 

mouvements articulaires rapides, nécessitant la pleine autorité de toutes les commandes. Tout d'abord, 

le modèle dynamique considéré a été validé qualitativement, c'est-à-dire, en comparant ses couples de 

sorties avec des couples mesurés sous la commande (PD). Ensuite, le modèle a été mis en place dans 
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deux algorithmes de commande ‘feedforward’ et de couple calculé pour générer les entrées de 

commande en plus des régulateurs (PD). Le dernier test a vérifié que la commande fondée sur le 

modèle dynamique présente des petites erreurs de poursuite, si on les compare avec les erreurs 

obtenues avec une simple commande PD.  

III.3.3. Dynamique non couverte par le modèle 

Dans la pratique, le modèle, en particulier des corps rigide, peut couvrir la vraie dynamique 

seulement dans les base fréquences , comme la vraie dynamique est entouré par les effets des 

flexibilités en hautes fréquences qui sont causés par l'élasticité dans les articulations et par la 

distribution des liaisons flexibles [74]. Si l'on exige une haute performance, l'influence des flexibilités 

ne peuvent être ignorés. A cet effet, des études théorique et expérimentale présentées dans [75], [76] 

montrent que la connaissance de la dynamique non couverts par un modèle dynamique est essentiel 

pour améliorer la performance et la robustesse.  

Dans le présent chapitre, nous considérons juste l'objectif conventionnel d'identification de la 

dynamique des corps rigides et celle des paramètres de frottements.  

III.4. Identification des paramètres inertiels d'un robot  

III.4.1.Méthodes d'estimation des paramètres inertiels 

Plusieurs techniques peuvent être envisagées pour le calcul des paramètres inertiels d'un robot: 

i) les mesures:on procède à des essais expérimentaux sur chacun des corps du robot pris 

isolément [77] : 

• les masses des corps sont obtenues par simple pesée; 

• les positions des centres de masse sont repérées par les points d'équilibre des corps; 

• les moments d'inertie sont obtenus par la méthode du pendule. 

Les produits d'inertie ne peuvent cependant pas être déterminés expérimentalement. En outre, la 

difficulté majeure provient de la nécessité de démonter le robot pour effectuer les mesures. La méthode 

n'est envisageable que dans une phase précédant son montage. 

ii) le calcul: à partir des considérations géométriques sur les corps constitutifs du robot et de 

l'hypothèse d'une répartition uniforme des masses, on peut obtenir une évaluation des 

paramètres inertiels du mécanisme. Le résultat est immédiat lorsque les différents corps sont 

représentés dans la base de données géométrique d'un système de CAO, ce dernier possédant 

généralement des fonctionnalités de calcul des paramètres inertiels. 
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iii) l'identification: les robots industriels étant difficilement démontables, leurs charges pouvant 

varier ou être inconnues, la meilleure solution est encore de recourir à des techniques 

d'identification. 

III.4.2. Principe de l'identification des paramètres dynamiques 

L'identification des paramètres dynamiques des robots manipulateurs a fait l'objet de nombreuses 

recherches [77]. Les méthodes proposées présentent de nombreux points communs, notamment: 

• l'utilisation d'un modèle de connaissance linéaire vis-à-vis des paramètres dynamiques inconnus 

(modèle dynamique, énergétique, modèle de puissance ou modélisation des efforts exercés sur 

la base) ; 

• la construction d'un système linéaire surdéterminé par échantillonnage du modèle à différents 

instants au cours d'un mouvement du robot; 

• l'estimation des paramètres par des techniques de régression linéaire (moindres carrés ordinaires 

ou autres variantes). 

III.4.2.1. Méthode de résolution 

Le système à résoudre est donné par la relation générale suivant : 

( , ) ( , , )Y q W q q q χ ρΓ = +                     ( .1)III  

où W est la matrice d'observation de dimension ( )r c× avecr c>> ,c est le nombre de paramètres et 

ρ est le vecteur des résidus ou vecteur des erreurs. 

La théorie de l'estimation offre une gamme assez large de méthodes, que ce soit dans le cas 

déterministe ou dans le cas stochastique.  

On définit la solution χ  de l'équation ( .1)III  au sens des moindres carrés par: 

2
ˆ .minArg

χ
χ ρ=                       (III.2)  

Un problème important dans l'identification des paramètres dynamiques vient du fait que la 

matrice d'observation W  n'est pas déterministe mais aléatoire. Par ailleurs, W et ρ  sont des 

réalisations de variables aléatoires corrélées, ce qui peut biaiser l'estimateur des moindres carrés [77]. 

Une difficulté supplémentaire provient de la non linéarité de W par rapport àq et q  qui rend difficile le 

calcul du biais et de la variance de l'erreur d'estimation, sauf si l'on admet certaines hypothèses 

d'indépendance sur les bruits [53]. C'est pourquoi, il est important de valider les résultats obtenus par 
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des expérimentations appropriées. 

Pratiquement, on calcule une estimation de l'écart type sur les valeurs identifiées en considérant 

que W est déterministe et que ρ est un vecteur aléatoire centré, de composantes indépendantes, d'écart 

type ρσ et de matrice de variance covariance C ρ telle que: 

   2( )T rC E Iρ ρρρ σ= =                      ( .3)III  

E désignant l'espérance mathématique et rI la matrice unité d'ordre r . 

En supposant que le vecteur des erreurs est centré, de composantes indépendantes et d'égales 

dispersions, l'écart type ρσ  peut être calculé par l'estimateur non biaisé suivant: 

2ˆ

( )
Y W
r cρ

χ
σ

−
=

−
                      ( .4)III  

La matrice de variance covariance de l'erreur d'estimation a alors pour expression [77]: 

ˆ [( )( ) ] ( )T T TC E W Wχ χ χ χ χ σρ= − − =                 ( .5)III  

On en déduit l'écart type sur le èmej paramètre 

2
ˆ ˆ[ ]j jjCχ χσ =                         ( .6)III  

Cette interprétation a été utilisée dans [77] mais doit être considérée avec prudence car, dans 

notre cas, les hypothèses ne sont pas satisfaites puisque W  n'est pas déterministe. 

L'écart type relatif est estimé par: 

ˆ
ˆ % 100

ˆ
j

jr
j

χ
χ

σ
σ

χ
=                        ( .7)III  

L'écart type relatif peut être utilisé comme critère pour déterminer la qualité de l'estimation de 

la valeur obtenue pour chaque paramètre identifié. 

III.4.2.2. Paramètres identifiables 

L'identification des paramètres inertiels standard à partir du système ( .1)III  ne peut pas fournir 

une solution unique car la matrice d'observation W  n'est jamais de rang plein (certaines colonnes 

deW sont, en effet, des combinaisons linéaires d'autres colonnes et ce, quelles que soient les 

données    ,q q etq . On doit donc déterminer un jeu de paramètres identifiables encore appelés 

paramètres de base ou paramètres minimaux. 
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La détermination des paramètres identifiables est un préliminaire nécessaire à l'identification 

des paramètres dynamiques. Dans ce cas, les formules de regroupement ne sont pas nécessaires, seule 

la connaissance des paramètres à éliminer ou à regrouper est indispensable. 

III.4.2.3. Prise en compte des frottements 

En retenant le modèle simplifié habituel des frottement secs et visqueux pour les vitesses non 

nulles, on peut écrire l'expression du frottement sur l'articulation  j : 

  ( )f j S j j V j jF Sign q F qΓ = +                     ( .8)III  

Où siF et viF  désignent respectivement les paramètres de frottement sec et visqueux de l’articulation i . 

Deux approches sont possibles pour identifier ces paramètres : 

i) identification globale des paramètres inertiels et des paramètres de frottement: les modèles 

exposés dans ce chapitre tiendront compte systématiquement de l’équation( .8)III . 

ii) identification séparée des paramètres de frottement. Compte tenu des difficultés de 

l'identification liées au nombre assez important de paramètres dynamiques, il semble plus 

judicieux d'identifier séparément les paramètres de frottement. Pour ce faire, on peut procéder à 

des essais spécifiques tels que des mouvements axe par axe a vitesse constante [77]. Ils sont 

ensuite considérés comme connus dans le modèle d'identification. L'inconvénient de cette 

procédure est le risque de cumul d'erreurs lors de l'identification des paramètres inertiels. 

III.4.2.4. Choix des mouvements d'identification 

Le choix de mouvements appropriés est déterminant pour l'identification des paramètres 

dynamiques. En général, un mouvement quelconque ne permet pas d'exciter tous les paramètres. Or, ce 

problème est directement lié au conditionnement du système linéaire( .1)III . Il faut donc prouver un 

mouvement excitant au cours duquel la matrice d'observation sera bien conditionnée, c'est-à-dire au 

cours duquel tous les paramètres seront sensibilisés. 

On notera que les éléments de la matrice d'observation sont perturbés par les erreurs de 

modélisation ou d'estimation des variables géométriques qui y interviennent ainsi que par les bruits de 

mesures. On montre qu'une solution robuste vis-à-vis des perturbations est obtenue lorsque le 

conditionnement de la matrice W est "bon" et lorsque sa dernière valeur singulière n'est pas trop petite 

[77]. 

Pour obtenir un bon conditionnement, deux stratégies peuvent être mises en œuvre : 

• calcul d'un mouvement qui aboutit à un conditionnement proche de l'unité (mouvement  
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excitant); 

• identification des paramètres par petits groupes avec des mouvements simples ne sollicitant que 

certaines articulations, les autres étant bloquées (mouvements séquentiels). 

III.4.2.5. Evaluation des variables articulaires 

La matrice d'observation W dépend de  q etq mais aussi deq si l'on utilise le modèle 

dynamique. En général les robots industriels sont équipés de capteurs de position dont les données sont 

précises et acceptables. En revanche, les mesures deq et deq posent des problèmes. Il en est de même 

de la détermination de ces variables à partir des informations de position. En effet, la mesure de 

position par des codeurs introduit un bruit de quantification. La vitesse estimée par dérivation 

numérique deq est bruitée. De même, la double dérivation pour calculer q aboutit à des données 

inexploitables car la différentiation amplifie les bruits hautes fréquences. 

Une solution est de filtrer le signal de position par un filtre passe-bas avant de le dériver [77]. 

Cette stratégie a été utilisée avec succès pour identifier les paramètres inertiels du robot Acma SR400 

par Restrepo [77] : les dérivations numériques sont faites par différence centrale pour éviter le 

déphasage : le filtre passe-bas pour la position est du type filtre aller-retour de Butterworth d'ordre 4 

avec une fréquence d'échantillonnage de 1 kHz et une fréquence de coupure de 80 Hz. Les paramètres 

du filtre peuvent être calculés par la fonction "butter" de Matlab. 

Une autre solution consiste à éviter le calcul des accélérations articulaires en utilisant des 

modèles d'identification ne contenant pas l'accélération comme le modèle dynamique filtré proposé par 

plusieurs auteurs [77] ou le modèle énergétique, ou encore grâce à des filtres stochastiques tel que le 

filtre de Kalman étendu. 

III.4.2.6. Evaluation des couples articulaires 

Quelle que soit la méthode employée, l'estimation des paramètres dynamiques revient à 

minimiser une fonction de l'écart entre la prédiction du modèle (dynamique ou énergétique) et une 

mesure, fonction des couples et/ou forces articulaires. On voit donc toute l'importance de la précision 

de cette mesure. 

L'usage de couple mètres ou de capteurs d'efforts est peu répandu, en tout cas en milieu 

industriel, et souvent seules les consignes de courant à l'entrée des amplificateurs de puissance (les 

variateurs) qui alimentent les moteurs sont connues. La relation entre ces valeurs et les couples doit 

alors être estimée. En général, compte tenu de la bande passante élevée de la boucle de courant, cette 
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relation s'apparente à un simple gain constant. Pour l'articulation j, cette relation s'écrit: 

 mj Tj jG uΓ =                        ( .9)III  

avec 

     Tj j aj TjG N K K=  

où  TjG  est la constante de la chaîne d'actionnement j , ju est la consigne envoyée à la chaîne 

d'actionnement, jN  est le rapport de réduction.  ajK  est le gain de l'amplificateur et  TjK  est la 

constante de couple du moteur. 

Dans le cas d'un asservissement numérique en couple, la consigne ju est égale à la consigne de 

commande engendrée par le calculateur. Différentes techniques issues du génie électrique permettent 

d'identifier chacun des termes entrant dans le calcul du gain global  TjG [77]. 

D'autres méthodes d'identification des paramètres dynamiques qui ne nécessitent pas 

explicitement d'évaluer les couples articulaires ont été proposées [77]. Elles consistent à inclure dans le 

modèle d'identification les gains des chaînes d'actionnement. 

III.5. Méthodes d'identification applicable aux robots 

III.5.1 Moindres carrés d'erreur de sortie avec modèle direct (Méthode du modèle) 

Cette méthode est aussi connue sous l’appellation historique de méthode du modèle [78], [79]. 

Elle repose sur la minimisation de l’erreur de sortie. Ce critère se distingue de celui fondé sur une 

erreur d’équation par sa signification physique et sa sensibilité plus importante aux erreurs de structure 

du modèle et aux valeurs des paramètres (Figure( .2)III ). 

L'estimé ŝχ  de S  χ obtenu par minimisation d'un critère ( ( ))sJ ε χ est défini par : 

ˆ .min ( )
S

s Arg Jχ ε
χ

=                      ( .10)III  

Où: 

2( ) TJ ε ε ε ε= =  

1[ ... ]TNeε ε ε= est l'échantillonnage deε(t) tel que ( ), 1,...,k k et k Nε ε= =  

eN est le nombre d'échantillons  
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Système 

Modèle dynamique direct 

( , , )D sX f x u χ=  

PNL ( ( ))sJ ε χ  

( )u t  ( )q t  

ˆ( )q t  

sχ  

( , )s tε χ  

Figure ( .2) III : Méthode d'erreur de sortie  
 

L'inconvénient de cette méthode apparaître dans sa mise en œuvre plus délicate due à la non linéarité 

de l’erreur de sortie par rapport aux paramètres, ce qui conduit à un problème d'optimisation non 

linéaire, souvent difficile à résoudre, et la nécessite de nombreuses intégrations du modèle direct sur un 

horizon de temps assez long qui est très exigeant en temps de calcul. 

III.5.2 Moindres carrés d'erreur d'entrée avec modèle inverse 

Cette technique d’identification repose le plus souvent sur un modèle linéaire en fonction des 

paramètres et l’estimation des paramètres correspond à une minimisation de l’erreur sur l’entrée [80], 

[81]. Par rapport au méthode de minimisation de l’erreur de sortie, elles ont l’avantage d’être plus 

simples à mettre en œuvre et d’éviter d’avoir recours à la minimisation d’un critère généralement non 

convexe, avec tous les problèmes de minima locaux et d’initialisation bien connus. Par contre, elles 

nécessitent la reconstruction du régresseur, qui contient les vitesses et les accélérations, à partir de 

mesures bruitées. Ces erreurs sont susceptibles de fausser l’estimation et des filtres doivent être inclus.  

L'estimation ŝχ de  Sχ  est obtenue par minimisation d'un critère ( )J ρ  tel que: 

ˆ .min ( )
S

s Arg Jχ ρ
χ

=                      ( .11)III  

Dans le cas des moindres carrés ordinaires ( )J ρ  est défini par : 

( ) 2 TJ ρ ρ ρ ρ= =                      ( .12)III  

avec 1[ ... ]Neρ ρ ρ=  et ( )k ktρ ρ=  
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sχ  

Système 

Moindres Carrés 
linéaires 

( )q t
Filtrage passe-bande 

Modèle dynamique inverse
ˆˆ ˆ( , , )D su f x x χ=  

ˆˆ ˆ( , ) su Ds x x χ=  

q,qq,x,x ˆˆˆˆ =  

+  - 

( )u t  

( )tρ  

Figure ( .3) III : Méthode d'erreur d'entrée  

Avantages: 

• équation de prédiction û est donné par le modèle dynamique inverse obtenu naturellement à 

partir des équations de la physique, forme algébrique par rapport à l'état et sa dérivée. 

• Il est plus facile et plus immédiat à calculer que le modèle d'état direct, en utilisant des logiciels 

de calcul formel spécialisés [82]. 

• pas d'intégration d'équation différentielle. 

• Pas de problème des conditions initiales sur l'état et les paramètres. 

• ŝχ est obtenu par les techniques de régression linéaire multivariable. 

Inconvénients : 

• estimation de l'état et de sa dérivée, nécessaires au calcul du régresseurDs . 

III.5.3. Mise en œuvre des moindres carrés 

III.5.3.1. Identifiabilité 

Pour les robots, on calcule un jeu de paramètres identifiables χ , appelés paramètres minimaux 

ou encore paramètres de base [83], caractérisant complètement le modèle dynamique. L'utilisation de 

ces paramètres dans le calcul du modèle dynamique diminue sa complexité. En outre, cette étape est un 

préliminaire indispensable pour l'évaluation par identification des paramètres inertiels, les paramètres 

de base constituant les seuls paramètre identifiables. Ils sont obtenus à partir des paramètres standard 
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en éliminant ceux qui n'ont pas d'effet sur le modèle dynamique et en regroupant certains autres entre 

eux. 

Le modèle dynamique simplifié et minimal en nombre de paramètres est donné par: 

( , , )D q q q χΓ =                       ( .13)III  

( , , )D q q q : régresseur minimal associé au vecteur χ  des paramètres minimaux. 

III.5.3.2. Problème du risque de biais 

L'échantillonnage du modèle minimal ( .13)III  conduit à un système linéaire surdéterminé de 

plein rang structurel donné par : 

ˆ ˆˆ( , , )m m mY W q q q χ ρ= +                     ( .14)III  

ˆ ˆˆ( , , )mW q q q : matrice (( ) ) en N p× × d'observation, de plein rang structurel. 

La solution des moindres carrés ordinaires de l'équation( .13)III obtenu par minimisation d'un 

critère ( )J ρ est défini par: 

2ˆ .min mArg Wm Ymχ ρ
χ

= = +                  ( .15)III  

Puisque les mesures expérimentales ou les estimations de ( ), ( ), ( ), ( )i i i it q t q t q tΓ sont bruitées, 

alors les matrices Wm et Ym  sont perturbées, ce qui risque de biais possible de Moindres Carres si ces 

matrices aléatoires ne sont pas indépendantes. 

Les coefficients du régresseur ( , , )D q q q sont des fonctions non linéaires de ( , , )q q q et il est 

pratiquement impossible de calculer l'effet théorique de ces perturbations sur le biais et la variance de 

l'estimation. Afin de minimiser leurs effets, une stratégie est visée. Elle s'appuie sur les deux points 

suivants: 

− filtrage des données pour calculer un système filtré équivalent au système de 

l'équation( .13)III , mais peu perturbé. 

− identification en boucle fermée de position pour suivre un mouvement riche en 

information dit excitant, qui excite les paramètres. 

III.5.4. Validation du modèle  

La validation est un aspect très important pour vérifier l'applicabilité générale d'un procédé 

d'identification développé. Cependant, il n'est pas fréquemment discuté dans la littérature. Bien que la 
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validation n’ait pas d'influence sur l’amélioration des résultats d'identification, c'est une étape 

indispensable du procédé d'identification.  

Une validation insuffisante mènera à reconsidérer certaines étapes précédentes du procédé 

d'identification. Cette section propose quelques méthodes pour valider l'exactitude d'une identification 

expérimentale. Deux méthodes principales existent pour: 

1. évaluer l'exactitude du couple prévu.  

2. vérifier l'exactitude des paramètres estimés.  

La première méthode de validation est importante pour la commande fondée sur le modèle 

dynamique, tandis que la seconde est appliquée pour l'identification de la charge. La première méthode 

de validation simule le système utilisant les valeurs de paramètre estimées. En particulier, les équations 

du modèle dynamique inverse sont évaluées et les couples requis pour le mouvement désiré sont 

calculés. Une bonne validation exige que la trajectoire de validation doive être différente de la 

trajectoire d'excitation.  

La prise en compte des couples est une méthode appropriée de validation lorsque le modèle 

identifié sera utilisé pour la commande. Les critères suivants peuvent être employés pour évaluer la 

qualité des couples prévus :  

A). La comparaison des couples prévus et mesurés.  

Le traçage des deux couples à la fois prévus et mesurés sur la même figure nous permet de faire 

évaluer leurs similarités facilement. 

B).  Erreur de prédiction.  

Une alternative emploie la différence entre le couple prévu et mesuré, c-à-d l'erreur de 

prédiction ou le résidu de prédiction. 

( , , )D q q qε χ= Γ−                           ( .16)III  

L'erreur de prédiction devrait être petite devant le couple.  

Ces techniques graphiques sont très faciles à utiliser parce qu'elles donnent une impression directe du 

résultat. Un utilisateur expérimenté pourrait être capable de trouver une indication de ce qui est 

probablement la cause des erreurs au cours de la phase d'identification. L'inconvénient de ces 

techniques est leur subjectivité. 

C). Valeur efficace de l'erreur de prédiction.  
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Pour améliorer l'objectivité de la validation, une certaine mesure de qualité est nécessaire pour 

évaluer le degré de précision d’une expérience particulière d'identification. La valeur utilisée à cet effet 

est la valeur efficace de l'erreur de prédiction. Elle est calculée de la manière suivante:  

2
1

1 1
( ( , , ) ) ( ( , , ) )

K
k T

RMS
k

D q q q D q q q
K K

ε χ χ
=

ΔΓ = = Γ− Γ−∑         ( .17)III  

où K  est le nombre d'échantillon dans la trajectoire.  

L'erreur de prédiction pour chaque couple donne une idée de l'incertitude sur la prédiction de couple. 

III.6. Formulation du problème  

III.6.1. Modèle dynamique du robot 

Le robot manipulateur utilisé pour le problème d’identification est donné par la figure suivante : 

 

 

1q  

2q  
2l  

1l  

1m  

2m  

Figure (III.4) : Robot manipulateur à deux degrés de liberté 
 

Son modèle dynamique peut être construit par l'application des formules de Lagrange, il est donné par 

l’équation matricielle suivante : 

( ). ( , ). ( ) ( )M q q C q q q G q H qΓ = + + +                ( .18)III  

Avec : 

1 2[ ]Tq q q= vecteur des variables articulaires généralisées. 

1 2[ ]TΓ = Γ Γ  vecteur des couples généralisés. 
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La matrice d’inertie  

2
1 2 3 2

2
3 2 3

cos( 2) .cos( )
2( )

.cos( )
2

a
a a q a q

M q a
a q a

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥⎣ ⎦

              ( .19)III  

Vecteur de force de Coriolis et de centrifuge 

2
2

2 2 1 2

2
1

2 2

( sin( ))( . )
2( , ) (( , ) )

( sin( ))
2

q
a q q q

N q q C q q q
q

a q

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

            ( .20)III  

Vecteur des forces de gravité 

4 1 5 1 2

5 1 2

cos( ) cos( )
( )

cos( )

a q a q q
G q

a q q

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

                ( .21)III  

Vecteur exprimant les frottements. 

1 1 2 1

3 2 4

. .sgn( )
( )

. .sgn( 2)

V q V q
H q

V q V q

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

                  (III.22)  

2 2
1 1 1 2 2 2( )a l m m l m= + + , 2 1 2 22a l l m= , 2

3 2 2a l m= , 4 1 2 1( )a m m l g= + , 5 2 2a m l g=  sont les paramètres 

d’inertie. 

1V et 3V  sont les paramètres de frottement sec, 2V et 4V  sont les paramètres de frottement visqueux.   

III.6.2. Paramètres de base identifiables 

La méthode utilisée est basée sur un modèle linéaire en fonction des paramètres et l’estimation 

de ces paramètres correspond à une minimisation de l’erreur sur l’entrée.  

Rappelons que le modèle dynamique simplifié et minimal en nombre de paramètres est donné 

par l’équation ( .13)III : 

( , , )e D q q q χΓ =                        

( , , )D q q q : régresseur minimal associé au vecteur χ  des paramètres minimaux. 

Où le vecteur des paramètres à identifier est donné par : 

1 2 3 4 5 1 2 3 4[ ]a a a a a V V V Vχ =               ( .23)III  
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Le problème d’optimisation multiobjectif est défini de tel sorte à minimiser l’écart entre le 

couple calculé et le couple estimé, il est donné par : 

( , , )D q q qρ χ= Γ−                    ( .24)III  

avec 

 1

2

ρ
ρ

ρ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

: l’écart entre le couple estimé et calculé. 

1

2

Γ⎡ ⎤
Γ = ⎢ ⎥Γ⎣ ⎦

: le couple calculé, 1

2

( , , ) e
e

e

D q q q χ
Γ⎡ ⎤

Γ = = ⎢ ⎥Γ⎣ ⎦
: le couple estimé. 

Le problème d’optimisation multiobjectif est donc défini par : 

1 1 1

2 2 2

min ( )
min ( )

T

T

J
J

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

⎧ =
⎨

=⎩
                    ( .25)III  

III.6.3. Collections des données 
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dq  

q  
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−  

+  

−  
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Figure 5( III . ) : Schéma bloc du robot dans la boucle de commande 

 

Les données nécessaires à l’identification (Figure 5( III . ) ), qui sont les positions, les vitesses et 

les accélérations, sont collectées alors que le robot sous contrôle suive une trajectoire de référence qui 

vérifie la condition d’excitation persistante (du point de vue des systèmes linéaires). 

 Les couples appliqués au robot sont générés à partir de la loi de commande utilisée en boucle 
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fermée. Il s’agit des couples estimés par modèle dynamique associé avec un régulateur PID (commande 

par couple calculé) où les paramètres du régulateur sont optimisés par l'algorithme génétique. Le 

modèle dynamique direct (robot simulé) nous fournit les accélérations articulaires q , alors que les 

vitesses q  et les positions articulaires q  sont calculées par l’intégration du modèle dynamique direct 

par la méthode numérique d’Euler. 

III.6.4. Trajectoires d’excitation  

Les trajectoires ont été calculées de façon à assurer un bon conditionnement de la matrice 

d’observation  W . L’identification est réalisée en boucle fermée, c’est-à-dire que les données 

nécessaires à l’identification sont prises alors que le robot, commandé par la méthode du couple 

calculé, suive les trajectoires excitantes  (Figure 5( III . ) ). 

La procédure utilisée pour choisir des trajectoires qui excitent au mieux les paramètres, et 

assure un bon conditionnement de la matrice d’observation est basée sur deux critères : 

• L’utilisation d’une trajectoire riche en fréquence qui contient au minimum un nombre de 

fréquence supérieur ou égale à la moitié du nombre des paramètres à identifier. Pour cet 

effet on a introduit une trajectoire qui contient 5 fréquences (on a 9 paramètres à 

identifier). Nous avons considéré des trajectoires de référence sinusoïde assurant une 

continuité en position, vitesse et accélération donnée par : 

, ,
1

1
( ) ( [ sin( 2  ) cos( 2 )]

2

K
exc
i i j i j

j

q t a j ft b j ft
j f

π π
π=

= Δ + Δ
Δ∑  1,2i =    ( .26)III  

Où K défini le nombre de fréquence contenu dans la trajectoire 

• Construire une trajectoire pour identifier spécifiquement certains paramètres. Par 

exemple, pour identifier le couple de frottement, on peut utiliser des paliers de vitesse 

croissante. Pour identifier les termes de gravité, on peut utiliser des allers retours à faible 

vitesse [84] et pour les inerties on peut choisir des trajectoires sinusoïdales. 

On peut aussi assurer le bon conditionnement de la matrice d’observation par la résolution d’un 

problème d’optimisation non linéaire dont le critère à minimiser est ( ) cond W avec : 

max

min

( ) cond W σ
σ

=  où maxσ  et minσ  sont respectivement les valeurs singulières maximales et 

minimales de la matriceW . 
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III.6.5.Résolution par les  algorithmes génétiques 

La procédure d’implémentation des algorithmes génétiques multiobjectifs, pour le problème 

d’identification, est présentée par l’organigramme de la figure 6( III . )  (Algorithme NSGA-II) et par la 

figure 7( III . )  pour notre propre algorithme (S_MOGA). Il commence par l’acquisition des données 

nécessaires (couples, positions, vitesses, et accélérations) et des intervalles de recherche des paramètres 

considérés par le problème qui sont les paramètres inertiels : 

• 1a  définit sur l’intervalle [5,10]  ; 

• 2a  définit sur l’intervalle [0.1,5]  ; 

• 3a  définit sur l’intervalle [0.1,5]  ; 

• 4a  définit sur l’intervalle [110,120] ; 

• 5a  définit sur l’intervalle [40,50]  ; 

Et les paramètres de frottement : 

• 1 2 3, ,V V V  et 4V  définies sur l’intervalle [0.1,2] chacune. 

III.6.5.1. Implémentation de l'algorithme NSGA-II 

 L’algorithme NSGA-II utilisé dans ce stade est démarré par une génération aléatoire de la 

population initiale de taille 100 N = sur tout le domaine de définition des paramètres du problème qui 

sont représentés par des valeurs réelles (codage réel). Ensuite la population est triée selon le principe de 

dominance (classement en fronts). 

La génération de la population enfant est basée sur l’application des opérateurs génétiques 

(sélection, croisement, et mutation), l'algorithme utilise la sélection par tournoi, il adopte un croisement 

de type ‘SBX’ (Simulated Binary Crossover) avec une probabilité de 0.9 et une mutation polynomiale 

avec une probabilité de 0,1. Après que la population enfant est crée, elle est groupée avec la population 

parent et reproduit une population de taille 2N  qui est classée à son rôle en fronts. 

La création de la nouvelle population se base, en premier lieu, sur le remplissage par ordre 

croissant des fronts jusqu’à ce que la taille de la population soit égale à N. A ce point là, si la 

population dépasse la taille exigée le dernier front est inclus dans la population en se basant sur les 

individus avec la grande distance (Crowding distance) 
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Les meilleurs individus de chaque génération sont recopiés comme archive et employés dans les 

générations suivantes avec un taux égale à 0,1 (modèle élitiste). 

Cette procédure a été répété autant de fois jusqu’à atteindre le nombre maximale de générations 

demandé qui est fixé par max 100gen = . 

 

 

 

 

 

Figure 2: Organigramme de l’algorithme NSGA-II. 

Fin 

1Front =  

Population initiale  0gN =  

Reproduction basent sur les 
valeurs des fonctions objectives et 

la distance de surpeuplement 

Mutation     

Croissement 

Si maxgN gen<  

Est-ce que toute la 
population est triée

Identifier les individus 
non dominés de la 

population en fronts 

Calculer la distance de 
surpeuplement pour 

chaque individu  

1F r o n t F r o n t= +  

Définition du 
problème

Début 

1g gN N= +  

Archive 

Oui 

Non 

Oui 

Non 

Figure 6( III . ) : Organigramme de l'algorithme NSGA-II 



Chapitre III …………………………………………… Application des Algorithmes Génétiques Multiobjectifs à l’Identification 

 75

III.6.5.2. Implémentation de l'algorithme proposé (S_MOGA)  

 
 

Fin 

Population initiale  0gN =  

Reproduction en basent sur les 
valeurs des fonctions objectives  

Mutation     

Croissement 

Si maxgN gen<  

1g gN N= +  

Evaluations des objectives  

Sélection des parents   

Définition du 
problème

Début 

Non 

Oui 

Figure 7( III . ) : Organigramme de l’algorithme S_MOGA  
 

La mise en œuvre de l’algorithme proposé est basée sur une génération aléatoire de la 

population initiale de taille 100 N =  sur tout l’espace de recherche, où les individus sont représentés 

par des chaînes de bits identifiantes les paramètres du problème (codage binaire). 

Pour l’évolution des populations et la génération des nouvelles solutions nous avons adopté une 

sélection proportionnelle basée sur les valeurs des fonctions objectives (sélection par roulette) qui 

favorise la sélection et la reproduction des individus les plus adaptés (population parent). Cette dernière 

est soumise à l’opérateur de croisement en un site avec une probabilité de 0.7 et une mutation sélective 
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avec une probabilité de 0.02 pour créer la population enfant. Ensuite, une compétition a lieu entre 

parents et enfants pour déterminer les éléments de la génération suivante. 

La population initiale donne ainsi naissance à des générations successives, mutées et hybridées 

à partir de leurs parents. Ce processus est réitéré jusqu’à ce que un critère d’arrêt soit satisfait. Pour 

notre algorithme le critère d’arrêt est un nombre maximal de générations qui est fixé 

par max 100 gen = . 

III.7. Résultats de simulation 

III.7.1. Résultats d'identification par moindres carrés d’erreur d’entrée 

Le problème d’identification a été résolu en premier temps en utilisant l’algorithme 

d’optimisation multiobjectif "Non dominated Sorting Genetic Algorithm II" (NSGAII) présenté ci-

dessus (Figure 6( III . ) ), ensuite en utilisant notre algorithme S_MOGA présenté par la figure 7( III . ) . 

Une fois l’ensemble des paramètres est identifié, il sera possible de choisir le meilleur à l’aide d’une 

étape de validation sur une base dédiée. Les résultats d’exécution de ces deux algorithmes sont montrés 

dans le tableau ci-après : 

Tableau .1III  : Paramètres identifiés par les deux algorithmes NSGA-II et S_MOGA 

Paramètres Valeur à priori 
Valeur estimée avec 

l’algorithme NSGA II 

Valeur estimée avec 

l’algorithme S_MOGA 

a1 7,2093 7.3004 7.2023 

a2 4,2401 4.2268 4.2463 

a3 2,1200 2.1358 2.1085 

a4 115,5681 115.6300 115.4504 

a5 48,1428 48.0177 48.1232 

V1 1 0.9096 0.9997 

V2 0,5 0.5970 0.5021 

V3 1 0.9701 0.9419 

V4 0,5 0.3984 0.4450 
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L’évolution de la valeur efficace de l’erreur de prédiction au cours de chaque génération est 

présentée par la figure suivante : 

 

Figure ( .8)III  : Evolution de la valeur efficace de l’erreur de prédiction  

Ensuite, l’évolution des paramètres d'inertie est présentée par la figure suivante : 

 
Figure ( .9)III  : Evolution des paramètres d'inertie 
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En fin, l’évolution des paramètres de frottements est présentée par la figure suivante : 

 
Figure ( .10)III  : Evolution des paramètres de frottements 

Interprétation des résultats  

Les résultats obtenus par les deux algorithmes durant la phase d’identification montrent une 

légère différence entre les valeurs finales, notant que notre algorithme est légèrement meilleur, mais 

l'algorithme NSGA II montre leur convergence très rapide vers la solution Pareto-optimale, ce qui est 

confirmé par la convergence des paramètres d'inertie et ceux de frottements. 

Notre algorithme s’avère meilleur que NSGA-II car ce dernier utilise un mécanisme d’évolution 

qui rassemble à partir d’une certaine génération toute la population dans le premier front non-dominé. 

A ce stade, des solutions Pareto-optimales situées dans une région très “peuplée”, peuvent être 

éliminées en laissant la place à des solutions non-dominées dans la population courante mais qui ne 

sont pas Pareto-optimales.  

III.7.2. Résultats Validation :  

Apres cette phase d'identification, il est indispensable de procéder à une étape de validation. La 

méthode proposée pour cet effet permet d'évaluer la différence entre le couple calculé par modèle 

dynamique avec paramètres réels et le couple estimé par modèle dynamique avec paramètres obtenus 

par les algorithmes génétiques (Figure 11( III . ) ). 

 Cette méthode est très importante pour la commande fondée sur le modèle dynamique employé 
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par la suite. Elle permet de vérifier la conformité des paramètres identifiés par rapport aux paramètres 

réels. 

 
Modèle robot avec paramètres 

réels  

Modèle robot avec paramètres 

obtenus par les AGs 

, ,d d dq q q  

Γ

Γ  

ε

+  

−  

Figure 11( III . )  : Schéma bloc de validation. 
 

La validation du modèle est effectuée avec des trajectoires différentes de celles utilisées pour la 

phase d’identification en mettant en œuvre le modèle dynamique comme dans l'algorithme de 

commande par couple calculé.  

Les résultats de validation sont présentés par les figures ( .12) III et ( .13) III . 

 

Figure ( .12) III : Erreur de prédiction sur le 1er  couple 
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Figure ( .13) III : Erreur de prédiction sur le 2ème  couple 

Pour mesurer la qualité des résultats et évaluer le degré de précision des algorithmes utilisés, 

nous avons appliqué les métriques citées dans la section .5.4III . 

La valeur efficace des erreurs de prédiction du modèle, en utilisant la trajectoire d’excitation et 

de validation respectivement, est présentée dans le tableau suivant : 

Tableau .2III  : Valeur efficace de l’erreur de prédiction sur les deux articulations 

Couple 1 Couple 2 Erreur prédiction 

RMS   NSGA II S_MOGA NSGA II S_MOGA 

trajectoire excitation 2.0557 2.0019 0.7558 0.7551 

trajectoire validation 1.5163 1.3420 0.6140 0.5836 

 

Interprétation des résultats  

Les résultats de simulation montrent que les couples estimés et les couples calculés qui sont 

tracés sur les mêmes figures sont similaires, ce qui est confirmé par l'erreur de prédiction qui est très 

petit devant ces couples. 

Les valeurs efficaces de l'erreur de prédiction calculée pour les deux trajectoires d'excitation et 

de validation montrent que notre algorithme S_MOGA est plus précis que l'algorithme NSGA-II.  
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III.8. Conclusion  

Le problème d’identification étudié dans ce chapitre est un problème d’optimisation 

multiobjectif. La qualité des solutions qui est trouvée lors de l’optimisation apparaît donc plus 

importante que la rapidité de leur obtention surtout en utilisant l’algorithme NSGA II. D’autre part, la 

validation du modèle obtenue reste une étape indispensable pour vérifier leur exactitude. Le choix des 

paramètres de l’algorithme d’optimisation qui définissent le temps de calcul a été pris en compte.  

La performance de la distance de surpeuplement (voir chapitre II) a été testée dans le cadre de 

l’optimisation des paramètres dynamiques et de frottements du robot, formulé ici comme un problème 

bi-objectif. La comparaison de résultats obtenus avec et sans utilisation de cet opérateur de 

diversification témoigne de l’accélération de la convergence lors de l’application des deux algorithmes 

à l’étape de l’optimisation des objectifs du problème. 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Application des algorithmes 

génétiques multiobjectifs  

à la commande 
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IV.1. Introduction 

La synthèse d'une loi de commande passe par l'utilisation des modèles qui ne sont qu'une 

représentation imparfaite de la réalité : hormis le fait que les lois de la physique ne fournissent qu'une 

représentation globale des phénomènes, donc valable à une certaine échelle, il y a toujours des 

incertitudes de modélisation, de sorte qu'on ne peut pas décrire exactement par un modèle 

mathématique le comportement d'un processus physique. 

Dès lors qu'on travaille sur des modèles, dont la validité est limitée, il faut se préoccuper de la 

robustesse de la loi de commande, c'est-à-dire être capable de garantir non seulement la stabilité mais 

aussi certaines performances vis-à-vis d'incertitudes de modèle. Ce dernier point demande de compléter 

le travail de modélisation par une description précise des incertitudes de modèle, et de les inclure dans 

un formalisme général permettant de les prendre en compte et d'en déduire certaines conclusions. 

La synthèse d'une loi de commande s'articule ainsi autour de deux étapes fondamentales, qui, en 

pratique, sont répétées alternativement jusqu'à ce que le concepteur juge les résultats satisfaisants : 

• Calcul du régulateur : dans cette étape, peuvent être pris en compte certains objectifs de 

performances et certains objectifs de robustesse seulement. 

•  Analyse des propriétés du système commandé, du point de vue des performances que de la 

robustesse de celles-ci. 

L'évaluation des performances d'un système ou la synthèse d'un correcteur peut se faire suivant 

différents critères mathématiques. On peut par exemple chercher à : 

• obtenir un régime transitoire au moins aussi rapide que la fonction -  ate (avec   0 a > ). 

• placer les pôles du système asservi dans une région du plan complexe. 

• limiter la commande à une valeur donnée, pour un ensemble de conditions initiales spécifie. 

Moyennant certaines hypothèses de ces objectifs peuvent se formuler comme des contraintes, et 

donc déboucher sur des procédures de synthèse de correcteur.  

IV.2. Application des algorithmes génétiques multiobjectifs au problème de commande 

Afin de valider nos approches et de montrer leur efficacité, deux procédés ont été retenus. Ces 

derniers présentent des caractéristiques intéressantes. Nous ne manquerons pas de donner les raisons 

pour lesquelles nous les avons choisis et nous expliquerons pourquoi la commande multiobjectif 

apparaît appropriée à ce type de procédés. Tout d'abord, le premier procédé est le pendule inversé, ce 
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procédé est un système non linéaire instable en boucle ouverte et il est couramment utilisé dans la 

littérature. Il représente en quelque sorte un système de référence en automatique. Le deuxième procédé 

est un robot manipulateur à deux degrés de liberté. D'une part, il présente des caractéristiques non 

linéaires introduites par le couple résistant de la charge, d'autre part, la variation de certains paramètres 

tels que la masse de la charge est envisageable. Comme nous le verrons par la suite, la commande 

multiobjectif peut parfaitement s'appliquer à ce procédé.  

Des résultats de simulation sur le pendule inversé et le robot manipulateur seront exposés dans ce 

chapitre.  

IV.2.1. Procédés utilisés 

IIVV..22..11..11..PPeenndduullee  iinnvveerrsséé  

Le problème du pendule inverse a été très largement utilisé au cours des dernières années pour 

tester les algorithmes appliqués au contrôle des systèmes non linéaires ([85], [86], [87], [88], [89], 

[90]), fait figure d’étalon «Benchmark» dans le domaine du contrôle [91].  

Le pendule inverse est constitué d'un chariot mobile se déplaçant sur une piste linéaire et 

portant un balancier pouvant pivoter autour d'un axe fixé sur le chariot (figure( .1)IV ). Le système est 

simplement commandé en appliquant au chariot une force longitudinaleu , le but étant de maintenir le 

balancier en équilibre sans que le chariot ne sorte de la piste. 

B

A

R  

xR  
yR  

m 

M u 
x 

j  
i  

k  
Ω  

(b) (a) 

Figure ( .1)IV :Pendule inversé 

θ

 

IIVV..22..11..22..MMooddéélliissaattiioonn  dduu  ppeenndduullee  iinnvveerrsséé  

On considère le système, appelé pendule inversé, formé d’un pendule posé en équilibre instable 

sur un chariot roulant, comme représenté sur la figure( .1)IV . La quantité u est la force exercée sur le 

chariot de masseM , x  indique la position du chariot, θ  est l’angle entre le pendule et la verticale 

etR est la force exercée par le chariot sur le pendule. A l’extrémité B du pendule est fixé une massem . 
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On négligera la masse de la tige du pendule. Enfin, A est le point d’articulation entre la tige et le 

chariot et .kθΩ = est le vecteur de rotation associé à la tige. 

Pour obtenir les équations d’état de ce système [92], nous allons appliquer le principe 

fondamental de la dynamique sur le chariot et le pendule qui nous donne : 

( )xu R i Mxi− =    (Chariot en translation)              ( .1)IV  

     -x y BR i R j mgj mv+ =   (Pendule en translation)             ( .2)IV  

      cos sin 0x yR Rθ θ+ = .  (Pendule en rotation)               ( .3)IV  

où Bv est le vecteur vitesse du pointB . Pour la troisième équation, le moment d’inertie du pendule a été 

posé nul. Puisque 

    ( - .sin ) cosOB x l i l jθ θ= +                    ( .4)IV  

nous avons 

    ( - . .cos ) - . .sinBv x l i l jθ θ θ θ=                   ( .5)IV  

donc, l’accélération du point B est donnée par 

       2 2( - . . cos . .sin ) - ( . .sin . .cos )Bv x l l i l l jθ θ θ θ θ θ θ θ= + +            ( .6)IV  

après décomposition scalaire des équations de la dynamique ( .1)IV ,( .2)IV et ( .3)IV , on obtient :  

xMx u R= −                        ( .7)IV  

2( cos sin )xR m x l lθ θ θ θ= − +                   ( .8)IV  

2( sin cos )yR mg m l lθ θ θ θ− = − +                  ( .9)IV  

cos sin 0x yR Rθ θ+ =                          ( .10)IV  

 Ces quatre équations décrivent respectivement le chariot en translation, le pendule en translation 

suivant i , le pendule en translation suivant j et le pendule en rotation. On vérifie bien que le nombre 

de degré de liberté (x etθ ) additionné au nombre de composantes des forces intérieures (ici xR et yR ) 

est égal au nombre d’équations. Sous forme matricielle, ces équations s’écrivent :  
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2

2

0 1 0

. . sin. .cos 1 0
.

0 . .sin 0 1 . . . cos

0 0 cos sin 0

x

y

uxM

m lm m l

m l R m g m l

R

θ θθ θ

θ θ θ

θ θ

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

          ( .11)IV  

Donc 

1

2

2

0 1 0

. . sin1 0 0 0 . .cos 1 0
.

0 1 0 0 0 . .sin 0 1 . . . cos

0 0 cos sin 0

uM

x m lm m l

m l m g m l

θ θθ

θθ θ θ

θ θ

− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

      ( .12)IV  

Ce calcul se fait aisément grâce à Maple, on obtient : 

2

22

2

22

.sin ( . .cos )
.( .sin ).sin

.
cossin (( ). . . .cos )

.( .sin ).( .sin )

lm l g
x l M mM m

u
M m g m l

l M ml M m

θ θ θ
θθ

θθ θ θ θ
θθ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥++⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥++ ⎣ ⎦⎣ ⎦

        ( .13)IV  

Les équations d’état s’écrivent donc : 

2

2
2

2

2
2

0
.sin ( . .cos )

.sin
.( .sin )

.
0

sin (( ). . . .cos ) cos
.( .sin ) .( .sin )

x

m l gx
l

M mx l M md
u

dt
M m g m l
l M m l M m

θ θ θ

θ
θ

θθ
θ θ θ θθ

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥− − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥+⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

       ( .14)IV  

IIVV..22..11..33..SSttaabbiilliissaattiioonn  dduu  ppeenndduullee  iinnvveerrssee  

On considère le système modélisé à la section précédente. Rappelons que l’entrée  u  est la 

force exercée sur le chariot de masseM ,x  est la position du chariot et θ  est l’angle entre le pendule et 

la verticale. 

En prenant pour vecteur d’état ( , , , )X x x θ θ= et en supposant que la position du chariot x  et 

l’angle entre le pendule et la verticale θ  sont mesurées, les équations d’état sont données par : 
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2

21
3 3 4

2
2 3

43

2
3 4 3 34

2
3

.sin ( .cos . )
( .sin )

sin (( ). . . cos ) cos .
.( .sin )

x
x m x g x l x u
x M m x

xx

x M m g m l x x x ux
l M m x

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ + − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

           ( .15)IV  

1 1y x=  Position du chariot (mètres). 

2 3y x=  Angle du pendule (radians). 

IIVV..22..11..44..LLee  rréégguullaatteeuurr  dd’’ééttaatt   

Le régulateur d’état est un régulateur fournissant un signal de commande ( )u t  proportionnel à 

chacune des quatre variables d’état décrivant le système [93] : 

( )

( )
( ) . ( )

( )

( )

x x

x t

x t
u t K X K K K K

t

t

θ θ θ

θ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= − = − ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

               ( .16)IV  

Le vecteur ligne K contient les gains associés à chaque variable d’état. D’un point de vue 

classique, on constate que ce régulateur d’état est en fait un double régulateur proportionnel dérivé 

utilisé pour régler l’inclinaison du pendule avec ( )tθ et ( )tθ  et régler la position du chariot à l’aide de 

( )x t et ( )x t . 

IIVV..22..11..55..CCrriittèèrreess  dd’’ooppttiimmiissaattiioonn  ppoouurr  llee  rréégguullaatteeuurr  

La synthèse du régulateur se fait en minimisant les écarts quadratiques de l’angle et de la 

position longitudinale ainsi que l’énergie mise en jeu pour déplacer l’ensemble chariot balancier [93]. 

Ceci nous conduit à définir des coefficients de pondération pour chacune des positions et 

vitesses et pour le signal de commande. Les fonctions à minimiser sont alors les suivantes : 

1 1, 1 1 1
0

( ) ( ( ). . ( ) ( ). . ( )).T tf Q R X t Q X t u t R u t dt
∞

= +∫              ( .17)IV  

avec 
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1

0

0

x

x

Q
Q

Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,
( )

( )

x t
X

x t

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2, 2 2 2
0

( ) ( ( ). . ( ) ( ). . ( )).T tf Q R t Q t u t R u t dtϑ ϑ
∞

= +∫              ( .18)IV  

avec 

2

0

0

Q
Q

Q

θ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,
( )

( )

t

t

θ
ϑ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Le problème d’optimisation multiobjectif est défini par : 

1

1

min max

min ( 1, 1)
min ( 1, 1)

f Q R
f Q R

u u u

⎧
⎪
⎨
⎪ ≤ ≤⎩

                       ( .19)IV  

Ou d’une façon agréger :  

0

( , ) ( ( ). . ( )) ( ). . ( ).t tJ Q R t Q t u t Ru t dtχ χ
∞

= +∫               ( .20)IV  

avec 

1

2

0

0

Q
Q

Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,
1

2

0

0

R
R

R

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Pour fixer les coefficients de pondération, on a adopté les critères suivants : 

• l’amplitude du débattement angulaire n’est pas très importante. 

• le déplacement du chariot sur le rail doit être limité. 

• on ne se préoccupe pas de limiter les vitesses atteintes. 

• le signal de commande ( )u t ne doit pas être trop grand. 

On emploie notre algorithme génétique multiobjectif pour le calcul des paramètres du 

contrôleur liés aux quatre variables d’état  considérons le problème d’optimisation multiobjectif défini 

ci-dessus sous une contrainte sur le signal de commande. 
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La gestion du contrainte sur le signale de commande ce fait en introduisant une fonction de 

pénalité aux fonctions objectives à minimiser, il s’agit de dégrader la performance des individus 

infaisables en fonction de leur proximité de la région faisable de l’espace de recherche.  

Pour chaque élément de l’espace de recherche, sa proximité de la région faisable peut être 

mesurée à travers le degré de violation de chaque contrainte:  

( ) max( ( ), 0).x u xδ =                     ( .21)IV  

Avec max( ) abs( - )g x u u=  

En utilisant cette mesure d’infaisabilité de l’individu x  par rapport à chaque contrainte, nous 

pouvons introduire la fonction de pénalité sous la forme suivante: 

1

1

( ) ( ) ( ( ))penalty j
j

F x c t P xδ
=

= ∑                   ( .22)IV  

Cette fonction est rajoutée à chaque une des fonctions objectives à minimiser pour dégrader la 

valeur de la performance des individus qui ne respectent pas la contrainte. 

IIVV..22..11..66..SScchhéémmaa  ffoonnccttiioonnnneell  

Le schéma fonctionnel correspondant à la description que nous venons de voir est donné à la figure 

 
 

Pendule inversé 
Balancier 
Chariot 

Moteur Ampli 

θR  ∑ 

∑ 

∑ 

xR  

θu  

xu  

θ  
x

Figure ( .2)IV  : schéma fonctionnel du pendule inversé  

Où wθ , xw sont les consignes de positions angulaire et longitudinale.  

IIVV..22..11..77..    RRééssoolluuttiioonn  ppaarr  aallggoorriitthhmmee  ggéénnééttiiqquuee  

Afin de maintenir une diversité entre les algorithmes utilisés pour les problèmes abordés, la 

structure d’implémentation de l’algorithme génétique multiobjectif proposé pour le problème 

d’identification a été modifiée et introduit  pour le problème de commande. Cette modification consiste 

wθ 

xw 
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à trier la population initiale, générée aléatoirement en fronts, en se basant sur le concept de dominance, 

la sélection par tournoi est utilisée au lieu de la sélection proportionnelle. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La procédure à suivre est décrite par l’organigramme de la Figure ( .3)IV . La première étape 

consiste à introduire toutes les données nécessaires à l’exécution (paramètres, conditions initiales et 

 

Oui 

Non 

Figure ( .3)IV : Organigramme de l’algorithme génétique multiobjectif utilisé pour la commande  
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contraintes), et la génération aléatoire de la population initiale de taille 100 N = sur toute l’espace de 

recherche des paramètres relatifs au problème qui sont : 

- 1min 1 min 2min 2min[ , , , ] [1,1, 40, 30]p v p vK K K K = − − , 1max 1 max 2max 2max[ , , , ] [80,50,40,30]p v p vK K K K =  pour 

le pendule inversé. 

- min min min[ , , ] [0.01,0.01,0.01]pj vj ijK K K = , max max 2max[ , , ] [300,200,150]pj vj ijK K K =  avec 1,2j =  

pour le robot à deux degrés . Ensuite un traitement répétitif s’opère de la manière suivante : 

• Ordonnancement de la population en fronts selon les valeurs des fonctions objectives. 

• Sélection des parents par tournoi;  

• Création de la population enfant par l’application des opérateurs de reproduction, a savoir le 

croisement (le croisement en deux sites a été employé avec un taux de 0.7) et la mutation 

(mutation sélective avec un taux de 0.02); 

• Génération de la nouvelle population par la réunion des deux populations parents et enfants de 

taille 
2
N  chacune ; 

Cette procédure est répétée jusqu'à atteindre le nombre maximal de générations fixé par 
max 50gen = . 

IIVV..22..11..88..RRééssuullttaattss  ddee  SSiimmuullaattiioonn  dduu  ppeenndduullee  iinnvveerrsséé  

Un pendule inversé correspondant à la description présentée plus haut a été simulé en se servant 

du logiciel MATLAB. La méthode numérique d'Euler a été utilisée avec un pas de 210−  seconde lors 

de cette simulation. Les essais effectués ont conduit aux résultats présentés dans les figure (IV.3)  

et(IV.4) . Les paramètres du régulateur obtenus par l’algorithme génétique sont donnés par le tableau 

suivant : 

Tableau .1IV  : Valeurs des paramètres du régulateur  

pK  vK  pK  vK  pK  vK  V
ariables 
d'état Sans contrainte 

Avec contrainte 

9maxU ≤  

Avec contrainte 

8maxU ≤  

x  -3,52 -10,09 -4.0274  -20.2053 -3.9492  -20.7331 

θ  72,49 23,70 51.5816 25.9071 45.4037  25.6197 
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Figure ( .4)IV : Résultats de simulation du pendule inversé sans contrainte sur la commande 

 

Figure ( .5)III : Résultats de simulation du pendule inversé avec contrainte sur la commande 

Interprétation  des résultats  

Les résultats montrent que le système (pendule inversé) atteint sa stabilité en un temps 

minimale en appliquant un signal de commande sans contrainte, par ailleurs si on limite le signal de 
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commande on voit que le système prend un temps en plus pour atteindre sa stabilité. Ces résultats 

s’expliquent par le fait qu’avec la prise en compte de la contrainte, les paramètres du contrôleur obtenu 

sont modifiés de façon à satisfaire la contrainte.   

Dans le tableau on observe que la prise en compte de la contrainte entraine la diminution du 

gain pK liée au variable d'état θ  et l'augmentation du gain vK liée au variable d'état x en valeur 

absolue. Cette augmentation a pour but d'accélérer la réponse et d'améliorer la stabilité en permettant 

un amortissement dû  à l'apparition d'une variation dans la commande  

IIVV..22..22..11..  RRoobboott  mmaanniippuullaatteeuurr  àà  ddeeuuxx  ddeeggrrééss  ddee  lliibbeerrttéé  

Bien que la commande de la plupart des robots industriels actuels soit encore conçue à partir de 

l'automatique linéaire, des méthodes plus avancées, tenant compte du caractère non linéaire des 

structures articulées doivent être envisagées pour les applications qui exigent de grandes performances 

dynamiques (vitesse, précision). 

Pour cette raison, nous avons choisi un robot manipulateur à deux degrés de liberté pour 

l'application de la commande par découplage non linéaire ou (commande dynamique ou encore "couple 

calculé").  

La mise en œuvre de cette méthode exige le calcul du modèle dynamique en ligne et la 

connaissance des valeurs numériques des paramètres inertiels et de frottements, ce qui ne constitue plus 

maintenant une limite rédhibitoire. Le problème de calcule en ligne est en effet résolu pratiquement 

grâce aux méthode de modélisations que nous aurons présenté ci-dessous et aux évolutions 

technologique en microinformatique. 

IIVV..22..22..22..MMéétthhooddeess  ddee  mmooddéélliissaattiioonn  ddeess  rroobboottss  

Le modèle dynamique est la relation entre les couples (et/ou forces) appliqués aux 

actionneurs et les positions, vitesses et accélérations articulaires [77]. On représente le modèle 

dynamique par une relation de la forme : 

( , , , )ef q q q fΓ =                       ( .23)IV  

avec: 

• Γ  : vecteur des couples/forces des actionneurs. selon que l'articulation est rotoïde ou 

prismatique. Dans la suite, on écrira tout simplement couples; 

• q : vecteur des positions articulaires; 
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• q : vecteur des vitesses articulaires; 

• q : vecteur des accélérations articulaires. 

• ef : vecteur représentant l'effort extérieur (forces et moments) qu'exerce le robot sur 

l'environnement. 

On convient d'appeler modèle dynamique inverse, ou tout simplement modèle dynamique, la 

relation de la forme( .23)IV . 

Le modèle dynamique direct est celui qui exprime les accélérations articulaires en fonction 

des positions, vitesses et couples des articulations. Il est alors représenté par la relation : 

( , , , )eq g q q f= Γ                       ( .24)IV  

Parmi les applications du modèle dynamique, on peut citer: 

• la simulation, qui utilise le modèle dynamique direct. 

• le dimensionnement des actionneurs. 

• l'identification des paramètres inertiels et des paramètres de frottement du robot. 

• la commande, qui utilise le modèle dynamique inverse. 

Les deux méthodes les plus populaires employées pour obtenir le modèle dynamique des robots 

sont la méthode de Newton-Euler et la méthode de Lagrange. Les équations obtenues en utilisant la 

formulation lagrangienne sont plus appropriées à l'application de la théorie de commande moderne que 

les équations récursives obtenues en utilisant la méthode de Newton-Euler. En formulation 

lagrangienne, le modèle dynamique est obtenu en utilisant des énergies cinétiques et potentielles liées 

aux corps rigides en mouvement. La dérivation est systématique et conceptuellement simple. Cette 

méthode donne des équations dynamiques en boucle fermée qui expriment explicitement les variables 

articulaires en termes de couples. Pour arriver à ces équations, on commence par un ensemble des 

variables articulaires généralisées iq  1,..,i n= ; celui permet d'établir le modèle dynamique et de 

trouver l'énergie cinétique C et potentielle P du système [77]. 

IIVV..22..22..22..11..  FFoorrmmaalliissmmee  ddee  LLaaggrraannggee    

Le but de cette section est d'étudier la forme générale du modèle dynamique, de mettre en 

évidence les différents termes qui y interviennent et de déduire les propriétés caractéristiques de ces 

termes. La méthode présentée n'est pas celle qui donne le modèle le plus performant du point de vue 
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du nombre d'opérations, mais c'est la méthode la plus simple compte tenu de ces objectifs. Dans un 

premier temps, nous considérerons un robot idéal sans frottement sans, élasticité et ne subissant ou 

n'exerçant aucun effort extérieur. Le facteur de frottement sera pris en compte par la suite. 

Le formalisme de Lagrange décrit les équations du mouvement en termes de travail et 

d'énergie du système, ce qui se traduit, lorsque l'effort extérieur sur l'organe terminal est supposé nul, 

par l'équation suivante : 

.i
i i

d L L
dt q q

∂ ∂
Γ = −

∂ ∂
   1,..,i n=                 ( .25)IV  

avec 

• iΓ  : le vecteur des couples. 

• L : lagrangien du système égal àC P− . 

• C : énergie cinétique totale du système. 

• P : énergie potentielle totale du système. 

L'énergie cinétique du système est une fonction quadratique des vitesses articulaires : 

1
2
TE q Mq=                        ( .26)IV  

où M est la matrice de l'énergie cinétique, d'élément générique ijM , appelée aussi matrice d'inertie 

du robot, qui est symétrique et définie positive. Ses éléments sont fonction des variables 

articulairesq . 

L'énergie potentielle étant fonction des variables articulairesq , le coupleΓ peut se mettre, à 

partir des équations( .25)IV  et( .26)IV  , sous la forme: 

( ). ( , ). ( )M q q C q q q G qΓ = + +                  ( .27)IV  

avec 

• ( , )C q q q : vecteur de dimension ( ,1)n  représentant les forces de Coriolis et des forces 

centrifuges, tel que : 

E
Cq Mq

q
∂

= −
∂

                      ( .28)IV  
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• 1[ ... ]TnG G G= : vecteur des forces de gravité, tel que 

i
i

U
G

q
∂

=
∂

                       ( .29)IV  

Les éléments de M , C et G sont fonction des paramètres géométriques et inertiels du 

mécanisme. Les équations dynamiques d'un système mécanique articulé forment donc un système de 

n  équations différentielles du second ordre, couplées et non linéaires. 

IIVV..22..22..22..22..  FFoorrmmaalliissmmee  ddee  NNeewwttoonn--EEuulleerr    

La méthode de Luh, Walker et Paul [94], considérée comme une avancée important vers la 

possibilité de calculer le modèle dynamique des robots en ligne, utilise ces équations et est fondée sur 

une double récurrence. La récurrence avant de la base du robot vers l'effecteur, calcule 

successivement les vitesses et accélérations des corps, puis leur torseur dynamique. Une récurrence 

arrière, de l'effecteur vers la base, permet le calcul des couples des actionneurs en exprimant pour 

chaque corps le bilan des efforts, cette méthode permet d'obtenir directement le modèle dynamique 

inverse. 

Dans cette partie, nous présentons un algorithme de Newton-Euler fondé sur la double 

récurrence de la méthode de Luh et al. [94]. 

Pour utiliser pratiquement l'algorithme de Newton-Euler exposé ci-dessus- il faut projeter 

dans un même repère les vecteurs et tenseurs qui apparaissent dans une même équation. Nous 

reprenons ici le choix de Luh et al. [94] qui consiste à projeter les grandeurs relatives à un corps dans 

le repère qui lui est lié. Les équations de Newton-Euler s'écrivent : 

a) RRééccuurrrreennccee  aavvaanntt elle permet de calculer la résultante des forces i
iF  et le moment des efforts 

extérieur i
iM  exercés sur le corps iC . Les équations de Récurrence avant s'écrivent : 

1 1 1
1 1 1

ˆi i i i
i i i i iR q Zω ω+ + +
+ + += +                   ( .30)IV  

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

ˆ ˆi i i i i i i
i i i i i i i i iR R q Z q Zω ω ω+ + + + +
+ + + + += + × +            ( .31)IV  

1 1
1 1 1( ( ) )i i i i i i i i

i i i i i i i iv R P P vω ω ω+ +
+ + += × + × × +            ( .32)IV  

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1) ( )i i i i i i i i

ci i ci i i i ci iv P v P vω ω ω+ + + + + + +
+ + + + + + += × + + × × +       ( .33)IV  

1 1
1 1 1

i i
ci i iF m v+ +

+ + +=                     ( .34)IV  
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1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

i i i i i i
i i i i i iF Ic Icω ω ω+ + + + + +
+ + + + + += + ×             ( .35)IV  

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

i i i i i i
i i i i i iM Ic Icω ω ω+ + + + + +
+ + + + + += + ×             ( .36)IV  

b) RRééccuurrrreennccee  aarrrriièèrree Les équations composant la récurrence arrière sont obtenues à partir du 

bilan des efforts sur chaque corps, écrit à l'origine. On obtient : 

1
1 1

i i i i
i i i if R f F+

+ += +                     ( .37)IV  

1 1
1 1 1 1 1

i i i i i i i i i
ci i i i i i i i im M R m P F P R f+ +

+ + + + += + × + ×            ( .38)IV  

ˆi T i
i i im ZΓ =                        ( .39)IV  

IIVV..22..22..33..  PPrriissee  eenn  ccoommppttee  ddeess  ffrrootttteemmeennttss  

De nombreuses études ont été réalisées afin de mieux analyser les frottements au niveau des 

articulations, des réducteurs et des transmissions. Les frottements non compensés provoquent en effet 

des erreurs statiques, des retards et des cycles limites. Différents modèles de frottement ont été 

proposés dans la littérature. Citons par exemple les travaux de [95], [53], [64]. 

Le modèle du type frottement sec (ou de Coulomb) fait l'hypothèse d'un couple constant de 

frottement en opposition au mouvement. Au démarrage (vitesse nulle), un couple supérieur au couple 

de frottement sec doit être développé pour amorcer le mouvement. Si ce modèle de frottements secs 

fait l'unanimité, il n'en est pas de même pour représenter la dépendance des autres types de 

frottements avec la vitesse. Des tests expérimentaux [95] ont prouvé que le couple de frottement au 

démarrage décroît exponentiellement à faible vitesse, puis croît ensuite proportionnellement à la 

vitesse. Le modèle correspondant est donné par : 

( ) ( )i iq B
fi si i vi i ei iF sign q F q F e sign q−Γ = + +               ( .40)IV  

Dans cette expression, le couple des frottements de l'articulation i est noté fiΓ ; siF et viF  

désignent respectivement les paramètres de frottement sec et visqueux de l'articulation i  ; le couple 

statique de démarrage est égal à ( ) ( )si ei iF F sign q+ . 

Dans bon nombre d'applications, l'expression du couple de frottement est donné par : 

( )fi si i vi iF sign q F qΓ = +                     ( .41)IV  

On peut donc tenir compte des forces et des couples de frottements en ajoutant au deuxième 

membre de l'expression ( .23)IV le vecteur fΓ  tel que: 
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( ) [ ( )]f S Vdiag q F diag sign q FΓ = +                  ( .42)IV   

avec: 

1[ ... ]Ts snFs F F=   

et 1[ ... ]TV V VnF F F=  

IIVV..22..22..44..MMooddèèllee  ddyynnaammiiqquuee  ddiirreecctt  

Pour simuler le comportement du robot et de sa boucle de commande, on utilise le modèle 

dynamique direct. Même si les contraintes de temps de calcul sont moins critiques que pour la 

commande, il est cependant intéressant de disposer d'un modèle performant. Nous présentons ici 

l'une de ces méthodes qui procède par inversion de la matrice d'inertie. 

IIVV..22..22..44..11..CCaallccuull  ppaarr  iinnvveerrssiioonn  ddee  llaa  mmaattrriiccee  dd''iinneerrttiiee  dduu  rroobboott  

A partir de l'équation ( .27)IV et en supposant l'existence d'un effort extérieur sur l'organe 

terminal, le modèle dynamique direct s'écrit : 

1( ) ( ( , ))q M q q qψ−= Γ−                    ( .43)IV  

avec : 

( , ) ( , ) ( ) Tq q C q q q G q J feψ = + +                  ( .44)IV  

Cette forme se prête bien à l'intégration numérique. Pour réaliser une telle simulation, il faut 

donc calculer le vecteur ( , )q qψ  et la matrice ( )M q . Le calcul du vecteur ( , )q qψ peut être effectué par 

l'algorithme de Newton-Euler, en remarquant qu'il est égal à Γ  si 0q = . 

Le calcul de la matrice ( )M q  par une méthode lagrangienne peut être moins coûteux en temps 

[90], On peut cependant utiliser l'algorithme de Newton-Euler pour calculer ses éléments en 

remarquant, à partir de la relation( .27)IV , que la èmei colonne est égale à Γ  si: 

0, 0, , 0, 0i e eq g q u f m= = = = =                 ( .45)IV  

où iu étant le vecteur (nxl)  dont tous les éléments sont nuls sauf la èmei composante qui est égale à 1. 

Pour améliorer les performances d'un tel algorithme, on peut utiliser la technique symbolique 

itérative en écrivant un sous-programme pour le calcul de chaque colonne de la matrice ( )M q  et en 

tenant compte de sa symétrie.  
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A partir de la relation( .43)IV , on déduit une forme possible des équations d'état du modèle 

dynamique comme étant : 

1( ) ( ( , )

qq

q M q q q−

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ Γ − Ψ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                   ( .46)IV  

et 

 y q= ou  y X=                      ( .47)IV  

Dans cette formulation, le vecteur des variables d'état est  [ ]T T Tq q tandis que y  désigne la 

sortie soit dans l'espace articulaire soit dans l'espace opérationnel. 

IV.3. Modélisation d'un Robot manipulateur à deux degrés de liberté  

IIVV..22..33..11..AApppplliiccaattiioonn  ddee  llaa  mméétthhooddee  ddee  LLaaggrraannggee    

On considère un robot planaire avec deux degrés de liberté, montrés dans la figure( .6)IV .Pour 

la simplicité, on suppose que les masses 1m et 2m des deux corps sont représentées par les masses de 

point à la fin des corps. Les longueurs des corps sont 1l et 2l , respectivement. Le vecteur des variables 

articulaires généralisées est 1q et 2q . On sait que l'énergie cinétique d'une masse m se déplaçant à une 

vitesse linéaire v  est donnée par 21
. .

2
C m v= et l'énergie potentielle liée à une masse m située à un 

hauteur h dans un champ de gravité est donnée par . .P m g h= , oùg est la constante de la gravité [96].  

 

1q  

2q  
2l  

1l  

1m  

2m  

Figure (III.4) : Robot manipulateur à deux degrés de liberté 
 

Donc l'énergie cinétique 1C pour la masse 1m est donné par : 

Figure 6( IV . ) : Robot manipulateur à deux degrés de liberté  
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1 1 1.cos( )x l q= .                      ( .48)IV  

1 1 1.sin( )y l q= .                      ( .49)IV  

2 2 2
1 1 1v x y= +                        ( .50)IV  

2
1 1 1 1

1
. . .

2
C m l q=                       ( .51)IV  

De même, l'énergie cinétique 2C  pour la masse 2m est donnée par 

2
2 2 2 2

1
. . .

2
C m l v=                       ( .52)IV  

2 2 2
2 2 2v x y= +                       ( .53)IV  

De la figure ( .5)IV on a : 

2 1 1 2 1 2.cos( ) .cos( )x l q l q q= + +                  ( .54)IV  

2 1 1 2 1 2.sin( ) .sin( )y l q l q q= + +                  ( .55)IV  

2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2( )2 2. . .cos( )( )v l q l q q l l q q q q= + + + +            ( .56)IV  

Les énergies potentielles pour les masses 1m  et 2m  sont données par : 

1 1 1 1. . . sin( )P m g l q=                      ( .57)IV  

2 2 1 1 2 1 2. .( sin( ) .sin( ))P m g l q l q q= + +                ( .58)IV  

La prochaine étape est de former le lagrangien :  

2

1
i i

i

L C P
=

= −∑                       ( .59)IV  

Le modèle dynamique du robot est obtenu en utilisant l'équation( .25)IV : 

1
1 1

( )
d L L
dt q q

∂ ∂
Γ = −

∂ ∂
                    ( .60)IV  

2
2 2

( )
d L L
dt q q

∂ ∂
Γ = −

∂ ∂
                    ( .61)IV  

où 1Γ  et 2Γ sont les couples généralisées. 
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On développe les équations( .60)IV ( .61)IV , on peut se mettre le modèle dynamique de ce robot, à 

partir de l'équation( .27)IV et en tenant compte le couple de frottement présenter par 

l'équation( .40)IV , sous la forme matricielle suivante : 

( ). ( , ). ( ) ( )M q q C q q q G q H qΓ = + + +                ( .62)IV  

( ,1)nΓ : vecteur des couples généralisés 

( ,1)q n : vecteur des variables articulaires généralisées. 

( ,1)q n : vecteur des vitesses angulaires. 

( ,1)q n : vecteur des accélérations. 

( )M q : matrice d’inertie de dimension( , )n n symétrique et définie positive. 

( , )C q q q : vecteur de dimension ( ,1)n  spécifiant l’effet de centrifuge et de Coriolis. 

( )G q : vecteur de dimension ( ,1)n  exprimant l’effet gravitationnel. 

( )H q : vecteur de dimension ( ,1)n  exprimant les frottements. 

n : Degré de liberté (nombre d’articulations). 

avec : 

2 2 2
2 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 2

2 2
2 2 1 2 2 2 2 2

. 2. . .cos( 2) ( ) . .cos( )
( )

. .cos( ) .

l m l l m q l m m l m l l m q
M q

l m l l m q l m

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2
2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2

2
2 1 2 2 1

. . .sin( ). 2. . .sin( ).( . )
( , ) (( , ). )

. . .sin( ).

m l l q q m l l q q q
N q q C q q q

m l l q q

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2 1 2 1 2 1 1

2 2 1 2

. . .cos( ) ( ). . .cos( )
( )

. . .cos( )

m l g q q m m l g q
G q

m l g q q

⎡ ⎤+ + +
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

 

En tenant compte le couple de frottement exposé en équation( .40)IV , on peut écrire:  

1 1 2 1

3 2 4

. .sgn( )
( )

. .sgn( 2)

V q V q
H q

V q V q

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦
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Noter que la matrice d'inertie ( )M q est une fonction de la position q  seulement. En général, la matrice 

d'inertie est symétrique et définie positif et ainsi inversible. Les éléments diagonaux de cette matrice 

représentent les inerties pertinentes aux articulations respectives, alors que les éléments hors diagonale 

représentent les inerties de couplage. Par exemple, le terme 2
2 2m l représente l'inertie du corps 2, et le 

terme 2
2 2 1 2 2 2. .cos( )l m l l m q+  représente le couplage des inerties entre le corps 1 et 2, c.-à-d., l'effet de 

l'accélération du corps 1  sur le corps2 .  

La matrice ( , )N q q contient toutes les termes liées aux forces de centrifuge et de Coriolis. Les termes 

qui dépendent du carré de la vitesse des corps sont les forces centrifuges. Alors que les termes qui 

contiennent le produit des vitesses des corps sont des forces de Coriolis. Dans notre cas d'étude, le 

terme 2
2 1 2 2 2. . .sin( ).m l l q q− représente la force de centrifuge agissant au corps 1 due à la vitesse du corps 

2. De même, le terme 2
2 1 2 2 1. . .sin( ).m l l q q représente la force de centrifuge agissant au corps 2 due à la 

vitesse du corps 1. Le terme 2 1 2 2 1 22. . .sin( ).( . )m l l q q q− représente la force de Coriolis agissant au corps 2 

due aux vitesses des deux corps 1 et 2.  

Le vecteur ( )G q comporte tous les termes contenant la constante de la gravitég . Noter que ces 

termes dépendent seulement de la position du bras dans le champ de la gravité. Si le bras fonctionne 

dans l'environnement pesanteur libre, alors ces termes deviennent zéro.  

Le vecteur ( )H q  comporte les forces de frottement agissant sur le robot, où 1 3,V V  sont les 

coefficients des frottements visqueux et 2 4,V V sont les coefficients des frottements secs. 

IIVV..22..33..22..AApppplliiccaattiioonn  ddee  llaa  mméétthhooddee  ddee  NNeewwttoonn--EEuulleerr  

Ici nous calculons le modèle dynamique en boucle fermée pour le robot manipulateur montré 

dans la figure( .5)IV .Pour la simplicité, nous supposons que la distribution de masse est extrêmement 

simple : Toute les masses existe comme un point à l'extrémité de chaque corps et par conséquence le 

tenseur d'inertie écrit au centre de la masse pour chaque corps est nul [97].  

Il n'y a aucune force agissant sur le terminal, et ainsi nous avons 

3 0f = ,                        ( .63)IV  

3 0m = .                        ( .64)IV  

La base du robot ne tourne pas, et par conséquent nous avons  

0 0ω = ,                        ( .65)IV  
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0 0ω = .                        ( .66)IV  

Pour inclure la force de gravité nous emploierons 

0
0 0̂v gY= .                       ( .67)IV  

Les matrices de transformations entre repère sont donnent par: 

1 1

1 1 1

- 0

0

0 0 1

i i

i
i i i

c s

R s c
+ +

+ + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

                    ( .68)IV  

1 1

1
1 1

0

- 0

0 0 1

i i

i
i i i

c s

R s c
+ +

+
+ +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

                    ( .69)IV  

Nous appliquons maintenant les équations de ( .30)IV  jusqu'a ( .39)IV on obtient: 

La récurrence avant pour première articulation donne: 

1 1
1 1 1

1

0
ˆ 0q Z

q

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

                     ( .70)IV  

 ˆ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1
1 1 1

1

0

ω q Z 0

q

                     ( .71)IV  

1 1 1
1

1 1 1 1

0 0

- 0

0 00 0 1

c s gs

v s c g gc

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

                  ( .72)IV  

22
1 1 11 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1

0 --

0

0 0 0 0

l q gsl q gs

vc l q gc l q gc

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

              ( .73)IV  
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2
1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1

-

0

m l q m gs

F m l q m gc

⎡ ⎤+⎢ ⎥
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

                    ( .74)IV  

1
1

0

0

0

M

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

                        ( .75)IV  

La récurrence avant pour la deuxième articulation donne 

2
2

1 2

0

0

q q

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

                      ( .76)IV  

2
2

1 2

0

0

q q

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

                      ( .77)IV  

22
1 1 2 1 1 2 121 1 12 2

2 2
2 2 2 1 1 1 1 1 2 1 1 12

--0

- 0

0 00 0 1

l q s l q c gsl q gsc s

v s c l q gc l q c l q gc

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤++⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

           ( .78)IV  

22
1 1 2 1 1 2 121 1 2

2 2
2 2 1 2 1 1 2 1 1 12

-0 - ( )

( ) 0

0 0 0

l q s l q c gsl q q

vc l q q l q c l q gc

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤++⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

           ( .79)IV  

2 2
2 1 1 2 2 1 1 2 2 12 2 2 1 2

2 2
2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 12 2 2 1 2

- ( )

( )

0

m l q s m l q c m gs m l q q

F m l q c m l q s m gc m l q q

⎡ ⎤+ − +⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

            ( .80)IV  

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2
2

0

M 0

0

                       ( .81)IV  

La récurrence arrière pour la deuxième articulation donne 
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2 2
2 2f F=                         ( .82)IV  

2
2

2 2
2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 12 2 2 1 2

0

0

( )

m

m l l c q m l l s q m l gc m l q q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

          ( .83)IV  

La récurrence arrière pour la première articulation donne 

2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 2 2 12 2 2 1 2 1 1 1 1 12 2

1 2
1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 12 2 2 1 2 1 1 1 1 1

- ( ) -- 0

0 ( )

0 00 0 1

m l q s m l q c m gs m l q q m l q m gsc s

f s c m l q c m l q s m gc m l q q m l q m gc

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

   ( .84)IV  

1
1

2 2 2
2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 12 2 2 1 2 1 1 1 1 1 1

2 2
2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 12 2 1 2 2 1 2 2 1 2 12

0 0

0 0

( )

0

0

( ) (( )

m

m l l c q m l l s q m l gc m l q q m l q m l gc

m l q m l l s q q m l gs s m l l c q q m l gc c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

    ( .85)IV  

Extrayant les composants Ẑ de i
im nous trouvons les couples appliqué à chaque articulation 

qui donné par: 

2 2 2
1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2

2 2 12 1 2 1 1

( ) (2 ) ( ) - 2

( )

m l q q m l l c q q m m l q m l l s q m l l s q q

m l gc m m l gc

Γ = + + + + + −

+ + +
   ( .86)IV  

2 2
2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 12 2 2 1 2( )m l l c q m l l s q m l gc m l q qΓ = + + + +            ( .87)IV  

IIVV..22..33..33..  FFoorrmmuullaattiioonn  ddeess  ééqquuaattiioonnss  ddaannss  ll''eessppaaccee  dd''ééttaatt  

Quand les équations de Newton-Euler sont évaluées symboliquement pour n'importe quel 

manipulateur, elles donnent un modèle dynamique qui peut être écrite sous la forme matricielle de 

l’équation( .62)IV .  

Pour le manipulateur de la section précédente, la matrice d'inertie ( )M q se compose de tous les 

termes qui dépendent de la position q  seulement. Par conséquent nous avons : 
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2 2 2
2 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2 2

2 2
2 2 1 2 2 2 2 2

2 cos( 2) ( ) cos( )
( )

cos( )

l m l l m q l m m l m l l m q
M q

l m l l m q l m

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦
      ( .88)IV  

La matrice ( , )N q q est obtient en regroupant toutes les termes qui dépendent du carré de la 

vitesse (forces centrifuges) et les termes qui contiennent le produit des vitesses (forces de Coriolis), on 

obtient ainsi: 

2
2 1 2 2 2 2 1 2 2 1 2

2
2 1 2 2 1

sin( ) 2 sin( )( . )
( , ) (( , ) )

sin( )

m l l q q m l l q q q
N q q C q q q

m l l q q

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

        ( .89)IV  

Le vecteur ( )G q dépend de tous les termes contenant la constante de la gravitég , ce qui donne : 

2 2 1 2 1 2 1 1

2 2 1 2

cos( ) ( ) cos( )
( )

cos( )

m l g q q m m l g q
G q

m l g q q

⎡ ⎤+ + +
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

            ( .90)IV  

On tenant compte de l'équation( .40)IV , en peut approcher le vecteur des forces de frottement 

( )H q  qui agissant sur le robot par : 

1 1 2 1

3 2 4

. .sgn( )
( )

. .sgn( 2)

V q V q
H q

V q V q

⎡ ⎤+
⎢ ⎥= ⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

                  ( .91)IV  

où 1 3,V V  sont les coefficients des frottements visqueux et 2 4,V V sont les coefficients des frottements 

secs. 

IV.4.Commande non-linéaire des robots  

Puisque le champ de la théorie de commande non-linéaire est grand, nous devons limiter notre 

attention à une méthode qui paraître bien convenu aux robots manipulateurs. En conséquence, le but 

principal du chapitre sera une méthode particulière appelée la méthode de calcul du couple, on 

présentera également une méthode d'analyse de stabilité des systèmes non-linéaires connus sous le nom 

de méthode de Lyapunov. 

Pour commencer notre discussion des techniques non-linéaires pour commander les 

manipulateurs, nous revenons encore au robot manipulateur modélisé ci-dessus. 

IV.4.1. Loi de commande  
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Plusieurs algorithmes de commande qui incorporent la dynamique ont été développés. 

Beaucoup de ces derniers sont des variations de la méthode de calcul du couple qui est semblable à la 

méthode de linéarisation par feedback employée pour la commande des systèmes non-linéaires [98].  

Dans la méthode de calcul du couple cité ci-dessus, les couples requis pour l'entrée sont calculés 

comme suit : 

ˆ ˆ ˆ ˆ( )( ( ) ( ) ( )) ( , ) ( ) ( )d p d i d vM q q K q q K q q K qd q N q q G q H qΓ = + − + − + − + + +∫    ( .92)IV  

où le pK , iK , et vK  sont des matrices diagonales avec les éléments diagonaux représentant les gains 

proportionnelles, intégrales, et dérivés respectivement. Si le couple est choisi comme entrée dans 

l'équation( .61)IV , et supposant que le modèle est précis, c-à-d, ˆ( ) ( )M q M q= , ˆ( , ) ( , )N q q N q q= , 

ˆ( ) ( )G q G q=  et ˆ( ) ( )H q H q= , nous obtenons:  

( )(( ) ( ) ( ) ( )) 0d p d i d vM q q q K q q K q q K qd q− + − + − + − =∫         ( .93)IV  

Puisque la matrice d'inertie ( )M q est non singulière, nous obtenons: 

. 0p i vE K E K E K E+ + + =∫                  ( .94)IV  

Ce qui représente un ensemble d'équations découplées où l'erreur dE q q= − . Si nous choisissons les 

valeurs du pK , iK et vK  tels que l'équation caractéristique ( .94)IV  avoir des racines a partie réelle 

négative alors l'erreur E  approche de zéro asymptotiquement.  

L'efficacité de cet algorithme dépend fortement de deux facteurs :  

- l'exactitude du modèle. 

- la capacité pour calculer les matrices de coefficient des équations du mouvement en temps 

réel.  

Si le modèle n'est pas une représentation exacte du système, l'équation ( .94)IV  devient :  

. ( , , )p i vE K E K E K E R q q q+ + + =∫                ( .95)IV  

où ( , , )R q q q  est la disparité entre le modèle et la dynamique réelle du robot. Ceci est donné par : 

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( ).(( ( ) ( )) ( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ( ) ( ))R q q q M q M q M q q N q q N q q G q G q H q H q−= − + − + − + −  ( .96)IV  
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Voir que si le modèle est une représentation exacte, l'équation ( .95)IV  se ramène à l'équation 

( .94)IV et la convergence deq à dq  peut être garantie.  

 Même si le modèle est précis, la capacité pour calculer la dynamique en temps réel est un problème 

toujours. On l'estime que le manipulateur a besoin de 2000 additions et 1500 multiplications pour 

calculer tous les couples. Une manière de surmonter ce problème est d'employer une loi de commande 

où le modèle est en dehors de la boucle de feedback [97], dans ce cas-ci, les couples désirés sont 

calculés à priori en utilisant le modèle donné dans l'équation( .62)IV comme suite :  

ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( )d d d d d dM q q N q q G q H qΓ = + + +               ( .97)IV  

Alors de la figure( .5)IV , nous obtenons : 

ˆ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p d i d v dM q q N q q G q H q K q q K q q K q q+ + + = Γ + − + − + −∫    ( .98)IV  

Si la disparité entre le modèle et la dynamique réelle du robot est petite, alors nous obtenons : 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 0d p d i d v dM q q q K q q K q q K q q− + − + − + − =∫          ( .99)IV  

Puisque la matrice d'inertie est non singulière, nous pouvons récrire l'équation ci-dessus comme suite : 

1 1 1 0p i vE M K E M K E M K E− − −+ + + =∫              ( .100)IV  

Où dE q q= − qui est approché de zéro asymptotiquement en choisissant les gains pK , iK  et vK d'une 

manière appropriée. 

Cette méthode a un avantage par rapport à la méthode précédente parce que le modèle n'a pas 

besoin d'être évalués en temps réel. Cependant, elle ne fournit pas le découplage complet parce que la 

matrice d'inertie n'est pas diagonale. En outre, puisque les gains sont continûment modifiés par la 

matrice d'inertie, la réponse est une fonction de la configuration et de la charge. Une manière d'éviter ce 

problème est de continûment modifier les gains pK , iK  et vK . Ceci évidemment suggère une approche 

de commande adaptative. 

IIVV..44..22..AAnnaallyyssee  ddee  ssttaabbiilliittéé  

Pour les systèmes non-linéaires, l'analyse de stabilité est beaucoup plus difficile, dans cette 

section nous présentons une méthode d'analyse de stabilité à la laquelle est applicable les systèmes 

linéaires et non-linéaires. 
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Une telle loi de commande utilise de manière essentielle la structure Lagrangienne des systèmes 

mécaniques pour faire décroître une fonction de Lyapunov. Elle repose sur la propriété suivante du 

modèle dynamique [99][100][101] : 

Pour tout vecteur nX R∈ , on admet que : 

( ( , ) 2 ( , )) 0TX M q q C q q X− =                   ( .101)IV  

Posons : 

( )r dq q E t= +Λ                       ( .102)IV  

Où Λ  est une matrice de gains définie positive. 

et :  

( ) ( ) ( )rS t q q E t E t= − = +Λ                   ( .103)IV  

Considérons la loi de commande suivante [100] : 

( ) ( , ) ( )r r v pM q q C q q q G q K S K EΓ = + + + +              ( .104)IV  

où pK et vK  sont des matrices constantes, symétriques et positives de dimension( , )n n , en combinant 

l'équation ( .104)III  avec ( .62)III on aura l’équation de l’erreur en boucle fermée: 

( ) ( , ) v pM q S C q q S K S K E+ = − −                 ( .105)IV  

L’équation ( .105)IV  définit un système passif ayant pour entrée  - vu K S= et pour sortiey S= , le 

vecteur d’état étant
E

X
S

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
. En effet, considérons la fonction d’énergie définie positive suivante : 

1 1
( , ) ( )

2 2
T T

pV X t S M q S E K E= +                 ( .106)IV  

En dérivant V(t) par rapport au temps et en utilisant la propriété( .101)IV , on obtient donc : 

( ) ( )T T T
v pV t S K S E A K E= − −                  ( .107)IV  

Il est évident que : − ≥T
vS K S V(t) .ou encore : ≥Ty u V(t) d'où : 

≥ −∫
t

T
0 0

t0

y (σ)u(σ)dσ V(X(t),t) V(X(t ),t )               ( .108)IV  
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 q  

q  

- 

Γ

+ 

+ 

+ 
+

+

dq  

dq  

pK  1
s

 

iK  

vK  

Robot 

+ 

+ ( )G q  

e  

+ -
e

Figure 7( IV . ) : Commande PID avec compensation de la gravité 

L’équation ( .105)IV  montre que le système bouclé avec cette loi de commande est stable au sens de 

Lyapunov, cependant les performances sont limitées par la précision du modèle. 

IIVV..44..22..FFoorrmmuullaattiioonn  dduu  pprroobbllèèmmee    

Grace au modèle identifié précédemment différents  lois de commande on été employée : 

• la commande PID avec compensation de la gravité (figure 7( IV . ) ): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• la commande par couple calculé sans compensation des forces de centrifuges et de Coriolis 

(figure 8( IV . ) ):  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

pK  1
s

 

iK  

vK  

 Robot 
+

+

-+

+

-+

+ 

+ + 

+ 

q  

q  

Γ( )M q  

( )G q  

dq  

dq  

dq  
e

e  

Figure 8( IV . ) : Commande par couple calculé sans compensation des forces de centrifuges et de Coriolis   
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pK  1
s

 

iK  

vK  

 Robot 
+

+

- + 

+ 

-+

+ 

++

+

q  

q  

Γ( )M q  

( , ) ( )+N q q G q  

dq  

dq  

dq  
e

e  

Figure 9( IV . ) : Commande par couple calculé 

 

Figure 10( IV . ) : Commande par couple calculé en mode glissant 
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• la commande par couple calculé (figure 9( IV . ) ): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• la commande par couple calculé en mode glissant (figure 10( IV . ) ): 
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Pour les trois premières lois de commande, on défini le problème d’optimisation multiobjectif 

comme suite : 

1 1 1

2 2 2

min ( )
min ( )

T

T

J
J

ε ε ε
ε ε ε

⎧ =
⎨

=⎩
                     ( .109)IV  

Avec les contraintes suivantes :  

1min 1 1max

2min 2 2max

Γ ≤ Γ ≤ Γ⎧
⎨Γ ≤ Γ ≤ Γ⎩

                     ( .110)IV  

Où    

1( )J ε  est l’erreur de position sur la première articulation. 

2( )J ε  est l’erreur de position sur la deuxième articulation. 

Pour la quatrième loi de commande le problème sera défini comme suite : 

1 1 1

2 2 2

min ( )
min ( )

T

T

J S S S
J S S S

⎧ =
⎨

=⎩
                     ( .111)IV  

Avec les contraintes suivantes :  

 1min 1 1max

2min 2 2max

Γ ≤ Γ ≤ Γ⎧
⎨Γ ≤ Γ ≤ Γ⎩

                    ( .112)IV  

Où  

 ( ) ( ) ( )rS t q q E t E t= − = +Λ                  ( .113)IV  

et  

1

2

0

0

⎡ ⎤Λ
⎢ ⎥Λ = ⎢ ⎥Λ⎢ ⎥⎣ ⎦

 est une matrice de gains définie positive. 

et 1

2

S
S

S
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 1

2

E
E

E
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 1

2

E
E

E
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

dE q q= −  ; dE q q= −  
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IV.5. Résultats de simulation du Robot 

Afin d’évaluer l’apport de la modification introduite dans la loi de commande qui a été  

exposée, nous présentons les résultats de simulation de cette dernière appliquée à un robot manipulateur 

à deux degrés de liberté .Cette simulation a été réalisée en se servant du logiciel MATLAB. La 

méthode numérique d'Euler a été utilisée avec un pas de 4.10-3 seconde lors de cette simulation pour 

l’intégration de l’équation( .43)IV , alors que notre algorithme génétique est employé pour 

l’optimisation des paramètres de régulateur tenant en compte le problème d’optimisation multiobjectif 

formulé par les équations( .109)IV ,( .110)IV  et( .111)IV ,( .112)IV . 

Les erreurs de position des deux articulations ont été collectées au cours d’un mouvement du 

bras en poursuite d’une trajectoire (régulation dans le cas d'une trajectoire constant) assurant une 

continuité en position, vitesse et accélération donnée par :  

• pour la poursuite: 

1

4. . 2. .
( ) 2 cos( ) sin( )

5 5d

t t
t rad

π π
θ = +  

2

4. . 2. .
( ) 1 2 cos( ) sin( )

5 5d

t t
t rad

π π
θ = − +  

• pour la régulation 

1 ( )
2d t rad
π

θ =  ,  

1 ( )
6d t rad
π

θ = . 

Les résultats de simulation des différentes lois de commande décrites  précédemment sont 

illustrés par les figures ci-dessous, ainsi que les paramètres du régulateur optimisés par l'algorithme 

génétique sont présents.   

Nous avons aussi testé la robustesse de la dernière loi de commande par l'introduction d'une 

perturbation externe ajoutée au système sous la forme d'une charge.  
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Figure ( .11)IV  : Résultat de poursuite de la commande PID avec compensation de la gravité sans prise en compte des 
frottements 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Figure ( .12)IV  : Résultat de poursuite de la commande PID avec compensation de la gravité avec prise en compte des 

frottements 
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Figure ( .13)IV  : Résultat de régulation de la commande PID avec compensation de la gravité sans prise en compte des 
frottements 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .14)IV  : Résultat de régulation de la commande PID avec compensation de la gravité avec prise en compte des 
frottements 
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Tableau ( .2)IV : Paramètres du régulateur avec les valeurs extrême des couples de la commande 

PID avec compensation de la gravité 

 
pK  

vK  iK  minΓ  maxΓ  pK  
vK  iK  minΓ  maxΓ  Gains 

Mode  
Avec contrainte Sans contrainte 

 Sans frottements 

1
q  173,32 162,47 95,46 -135,27 248,76 141,94 180,84 0,30 -123,09 331,88 

2
q  44,88 49,47 38,42 -28,23 112,79 234,90 123,17 14,09 -235,23 335,75 

 Avec frottements 

1
q  140,18 177,52 112,76 -138,12 237,34 196,19 181,04 3,82 -123,31 356,45 

Poursuite 

2
q  59,25 76,06 12,33 -89,60 118,48 198,54 124,73 11,30 -221,23 338,45 

 Sans frottements 

1
q  72,15 66,09 0,45 -25,91 234,25 257,19 190,23 1,18 -24,96 425,05 

2
q  149,27 97,95 4,70 -24,89 119,48 153,08 99,91 1,77 -24,46 158,36 

 Avec frottements 

1
q  93,85 72,73 0,16 -23,25 248,78 186,22 104,79 14,38 -30,69 344,06 

R
égulation 

2
q  123,76 86,03 0,16 -23,50 106,13 128,45 82,31 0,45 -25,79 118,71 

 
Interprétation:  

 Les figures ( .11)IV , ( .12)IV  ( .13)IV  et ( .14)IV  montrent les résultats de la commande 

PID avec compensation de la gravité. D’un côté, avec la prise en compte des contraintes, on peut voir 

des temps de réponse assez longs en régime transitoire et des erreurs importantes en terme de poursuite. 

Ce comportement est dû à la non considération des non linéarités du robot, définies par l'inertie du 

robot et les forces de Centrifuges et de Coriolis, dans la loi de commande. Par contre, pour la 

régulation, on obtient des temps de réponse  courts et des erreurs nulles en régime permanent. D’un 

autre côté, en raison de l’absence des contraintes, les couples sont amplifiés. Le comportement du 

système reste le même malgré cette augmentation à cause de la mise en place des saturations qui 

peuvent entraîner des erreurs statiques en régime permanent en régulation. Vu l'importance des effets 

de l'inertie et des forces de Centrifuges et de Coriolis, l'effet des frottements n'apparaît pas. Alors, le 

régulateur réagit de façon à compenser les deux premiers effets. 
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Figure ( .15)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculé sans compensation  des forces de Centrifuges 

et de  Coriolis sans prise en compte des frottements 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .16)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculé sans compensation  des forces de Centrifuges 
et de  Coriolis sans prise en compte des frottements
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Figure ( .17)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé sans compensation  des forces de 
Centrifuges et de  Coriolis sans prise en compte des frottements 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .18)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé sans compensation  des forces de 
Centrifuges et de  Coriolis avec prise en compte des frottements 
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Tableau ( .3)IV : Paramètres du régulateur avec les valeurs extrême des couples de la commande 
par couple calculé sans compensation des forces de Centrifuges et de Coriolis  
 

pK  vK  iK  minΓ  maxΓ  pK  vK  iK  minΓ  maxΓ  Gains 
Mode Avec contrainte Sans contrainte 

 Sans frottements 
1

q  147,81 69,02 83,73 -106,73 247,53 197,07 136,66 2,80 -592,89 1803,4 

2
q  203,52 99,32 29,19 -53,94 113,13 180,94 149,95 16,28 -138,54 507,04 

 Avec frottements 
1

q  112,32 103,82 112,76 -111,26 214,58 185,63 132,75 3,24 -499,20 1426,5 

Poursuite 

2
q  216,13 127,67 39,45 -113,49 108,50 256,01 173,02 17,75 -187,90 332,69 

 Sans frottements 
1

q  2,36 3,14 0,01 -24,47 247,46 173,32 125,13 0,16 -585,65 2728,7 

2
q  35,79 51,62 7,78 -26,80 91,07 211,15 150,15 0,01 -252,79 1053,0 

 Avec frottements 
1

q  5,29 6,27 1,04 -47,80 229,92 157,78 111,05 37,69 -369,52 2535,6 

R
égulation 

2
q  9,98 3,92 0,60 -30,29 77,02 212,32 150,15 1,04 -164,04 981,86 

 
Interprétation: 

 Les résultats de la commande par couple calculé, sans compensation des forces de 

Centrifuges et de Coriolis, sont présentés par les figures ( .15)IV , ( .16)IV , ( .17)IV  et ( .18)IV . Lors de 

la prise en compte des contraintes, dans le cas de poursuite, on peut voir une amélioration significative 

en termes de rapidité et de précision (des temps de réponse plus courts en régime transitoire et des 

faibles erreurs en régime permanent) par rapport à la commande précédente. Ce comportement est dû à  

la prise en compte de la non linéarité de l'inertie du robot dans la loi de commande. Dans le cas de 

régulation, on peut voir des dépassements des postions désirées qui augmentent le temps de réponse en 

régime transitoire et qui ne sont pas pratiques dans un environnement avec contraintes (obstacles, 

murs,…). Les erreurs en régime permanent restent nulles. Ce comportement est dû à la prise en compte 

de l'inertie du robot dans la loi de commande qui engent des couples supplémentaire et réduit la 

réaction du régulateur à cause des contraintes imposées ce qui est confirmé par des valeurs des 

paramètres du régulateur inférieurs à celles de la première loi de commande. Par contre, sans prise en 

en compte des contraintes, et pour les deux cas de poursuite et de régulation, la boucle de rétroaction 

produit des valeurs élevées des couples qui sont limités par la mise en place des saturations. Par 

conséquent,  le comportement du système ne change pas. Les frottements n’ont pas d’effet devant les 

forces de Centrifuges et de Coriolis. Dans ce cas, le régulateur réagit de façon à compenser les effets de 

ces dernières.                                              

                                                                                                                          
 



Chapitre IV…………………………………………..….Application des Algorithmes Génétiques Multiobjectifs à la commande 
 

 119

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .19)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculés sans prise en compte des frottements 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure ( .20)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculés avec prise en compte des frottements 
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Figure ( .21)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé sans prise en compte des frottements 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .22)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé avec prise en compte des frottements 
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Tableau ( .4)IV : Paramètres du régulateur avec les valeurs extrême des couples de la commande 
par couple calculé 
 

pK  
vK  iK  minΓ  maxΓ  pK  

vK  iK  minΓ  maxΓ  Gains 
Mode Avec contrainte Sans contrainte 

 Sans frottements 

1
q  149,86 66,28 93,85 -105,92 232,43 225,22 153,28 8,37 -694,64 1755,4 

2
q  236,37 99,91 66,43 -69,01 112,82 295,60 188,27 28,16 -221,47 429,55 

 Avec frottements 

1
q  181,53 83,68 113,79 -106,96 244,53 206,45 150,15 6,31 -696,00 1818,2 

Poursuite 

2
q  223,76 112,22 39,60 -47,03 116,00 279,18 186,32 75,08 -207,47 484,53 

 Sans frottements 

1
q  5,58 4,31 0,16 -27,85 249,68 208,21 122,00 0,30 -510,26 2888,0 

2
q  19,36 14,09 2,50 -26,39 87,20 85,34 78,40 1,18 -198,84 1079,1 

 Avec frottements 

1
q  4,70 3,53 1.18 -51.49 249,55 219,06 128,25 0,16 -686,88 3232,9 

R
égulation 

2
q  24,06 15,65 0,16 -30.76 88,49 185,34 107,73 0,01 -273,19 1234,0 

                                   
Interprétation: 

 On visualise sur les figures ( .19)IV , ( .20)IV , ( .21)IV  et ( .22)IV  les résultats de la 

commande par couple calculé. Pour la poursuite et avec la présence des contraintes sur les couples, on 

observe une légère amélioration en terme de rapidité et de précision par rapport à la commande 

précédente, mais le temps de réponse reste moins court. Ce comportement est dû à l'utilisation d'une loi 

de commande qui réagit en fonction d'une erreur assez grande au démarrage et qui entraîne des petits 

temps de réponses. En revanche, pour la régulation, on peut voir des dépassements des postions 

désirées qui augmentent le temps de réponse en régime transitoire et des erreurs nulles en régime 

permanent. Ce comportement est dû à la prise en compte de l'inertie du robot et des forces de Coriolis 

et de Centrifuges dans la loi de commande. En l’absence des contraintes, l’effet de frottement conduit à 

des couples supérieurs comparés au cas où ces effets sont négligés. Ces couples sont limités par 

l’utilisation des saturations et peuvent entraîner des temps de réponse non réalisable dans le cas de 

régulation.  
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Figure ( .23)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculé sans prise en compte des frottements 
  (mode glissant)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure ( .24)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculé avec prise en compte des frottements  

 (mode glissant)  
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Figure ( .25)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé sans prise en compte des frottements  
 (mode glissant)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .26)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé avec prise en compte des frottements  
 (mode glissant)  
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Tableau ( .5)IV : Paramètres du régulateur avec les valeurs extrême des couples de la commande 
par couple calculé en mode glissant  
 

pK  
vK  iK  minΓ  maxΓ  pK  

vK  iK  minΓ  maxΓ  Gains 
Mode Avec contrainte Sans contrainte 

 Sans frottements 

1
q  0,89 49,08 126,39 -105,39 247,29 0,01 139,98 149,56 -778,21 1494,0 

2
q  197,95 65,50 149,85 -77,41 107,96 112,62 186,71 149,41 -351,55 359,78 

 Avec frottements 

1
q  4,12 46,34 73,91 -104,68 226,23 0,01 144,48 105,14 -674,60 1836,6 

Poursuite 

2
q  188,27 62,37 149,71 -70,41 107,08 3,53 183,97 150,00 -276,12 424,57 

 Sans frottements 

1
q  0.30 4.51 9.54 -24.07 249.56 10,27 107,14 59,39 -152,26 1849,4 

2
q  2.94 20.54 124.05 -24.07 88.33 0,01 113,98 72,15 -72,89 701,46 

 Avec frottements 

1
q  0,01 4,70 8,95 -23,56 249,90 6,17 112,22 58,07 -199,27 1868,2 

R
égulation 

2
q  0,30 23,86 4,70 -23,62 88,65 0,01 115,74 2,36 -90,13 708,76 

                                                                                                            
 Interprétation: 

 L’analyse des résultats de la commande par couple calculé en mode glissant (présentés par  

les figures ( .23)IV , ( .24)IV , ( .25)IV  e t ( .26)IV  permet de juger l’utilisation de la surface de 

glissement. En exerçant des contraintes sur les couples, on peut voir, dans les deux cas de poursuite et 

de régulation, une amélioration très intéressante en terme de rapidité et de précision par rapport aux 

trois cas précédents (temps de réponse très court en régime transitoire et des erreurs nulles en régime 

permanent). Ce comportement est dû à l'utilisation d'une commande qui réagit en fonction d'une erreur  

filtrée et à la  prise en compte des différentes non linéarités du robot,, tel que l'inertie du robot et les 

forces de Centrifuges et de Coriolis. Lorsqu’on ne tient pas des contraintes, on obtient des valeurs 

élevées des couples qui sont limités avec la mise en place des saturations. Le comportement du système 

reste le même, mais les valeurs des couples sont supérieures dans le cas de la prise en compte des 

frottements par rapport au cas où ces effets sont négligés. 

Cette loi de commande donne des meilleurs résultats en terme de poursuite et de régulation. A 

cet effet nous avons choisi cette loi de commande pour étudier sa robustesse dans le cas d'une charge  

ajoutée sur la deuxième articulation.             
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Figure ( .27)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculé sans prise en compte des frottements  
 (mode glissant) avec charge 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .28)IV  : Résultat de poursuite de la commande par couple calculé avec prise en compte des frottements  
(mode glissant)  avec charge 
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Figure ( .29)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé sans prise en compte des frottements 
 (mode glissant) avec charge 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure ( .30)IV  : Résultat de régulation de la commande par couple calculé avec prise en compte des frottements 
 (mode glissant) avec charge 
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Tableau ( .6)IV : Paramètres du régulateur avec les valeurs extrême des couples de la commande 
par couple calculé en mode glissant avec charge 
 

pK  
vK  iK  minΓ  maxΓ  pK  

vK  iK  minΓ  maxΓ  Gains 
Mode Avec contrainte Sans contrainte 

 Sans frottements 

1
q  0,01 62,37 0,01 -113,17 245,06 2,36 49,67 100,30 -543,85 1623,6 

2
q  281,53 78,01 52,35 -107,94 120,97 1,77 188,07 149,85 -444,43 808,98 

 Avec frottements 

1
q  1,77 54,55 7,49 -110,46 246,18 0,30 151,32 124,49 -778,68 1989,9 

Poursuite 

2
q  253,08 61,79 147,36 -69,60 120,50 0,01 186,51 150,00 -267,23 477,33 

 Sans frottements 

1
q  0,60 2,94 3,53 -28,60 238,10 0,01 119,07 2,36 -563,00 2288,4 

2
q  0,30 24,84 150,00 -28,77 84,56 131,09 179,47 144,72 -273,63 917,32 

 Avec frottements 

1
q  0,01 4,51 6,75 -28,41 237,25 0,01 120,63 2,36 -285,60 1919,7 

R
égulation 

2
q  0,89 18,58 149,71 -27,79 82,63 0,01 125,71 149,71 -123,84 730,41 

                                              
Interprétation: 

 L’étude de la robustesse de la commande par couple calculé en mode glissant sous 

l’influence de la charge sur la deuxième articulation conduit au résultats présentés par les 

figures ( .27)IV , ( .28)IV , ( .29)IV  et ( .30)IV . En imposant des contraintes sur les couples, dans le cas 

de poursuite, on peut voir des temps de réponse très courts en régime transitoire et des erreurs nulles en 

régime permanent, avec une augmentation des valeurs des couples dès l'addition de la charge. Cette 

augmentation a pour effet d’éliminer des éventuelles erreurs en régime permanent. En outre, pour la 

régulation, on peut voir des temps de réponse courts en régime transitoire et des erreurs nulles en 

régime permanent avec une petite déviation dès l'addition de la charge et une augmentation des couples 

à cette instant pour maintenir une erreur statique nulle en régime permanent. Par contre, sans prise en 

compte des contraintes, on obtient des valeurs des couples supérieures lorsqu’on considère les 

frottements par rapport au cas où on les néglige. Ces couples élevés qui servent à compenser l’effet de 

la charge sont limités par la mise an place des saturations et peuvent ralentir le système ou même 

entraîner la destruction des moteurs utilisés.   
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IV.6. Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons appliqué les algorithmes génétiques pour résoudre deux problèmes 

multiobjectifs sous contraintes. Le premier problème est celui de la commande d’un pendule inversé 

qui peut être considéré comme un problème teste, le deuxième est celui de la commande d’un robot 

manipulateur basé sur son modèle obtenu par la méthode de Newton-Euler ou la méthode de Lagrange. 

Dans le but d’améliorer les performances du robot manipulateur utilisé, nous avons présenté 

une loi de commande très connue en robotique et nécessitant la connaissance précise du modèle 

dynamique du robot, malheureusement, les performances obtenues avec cette loi de commande sont 

limitées par la précision du modèle. 

Nous avons constaté, en simulation, qu’une légère modification dans la loi de commande, 

tenant compte des incertitudes du modèle peut améliorer significativement les performances obtenues 

en terme de poursuite et de régulation et ce même dans le cas où les perturbations sont prises en 

compte. 
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Conclusion générale 

 

Nous avons présenté dans cette étude des problèmes d'optimisation multiobjectifs qui sont souvent 

rencontrés dans le domaine de l’identification et commande. Nous avons vu que cette problématique 

est abordée par la communauté scientifique suivant deux approches. La première approche tente de 

ramener un problème multiobjectif à un problème simple objectif au risque d'enlever toute signification 

au problème. La deuxième approche adopte un point de vue plus global, prenant en compte l'ensemble 

des critères et en utilisant la notion de dominance au sens de Pareto. Nous avons également constaté 

que ce domaine scientifique utilise abondamment les algorithmes génétiques pour apporter une réponse 

aux problèmes d’optimisation. Les premières recherches ont simplement modifié l'heuristique de 

sélection des algorithmes génétiques. Par la suite, une heuristique de partage a été introduite pour 

répartir les solutions sur l'ensemble Pareto optimal. Récemment, une population externe, appelée 

archive, sert à stocker les meilleurs individus. Cette archive exige la mise en place d'une stratégie de 

mise à jour et de réutilisation de son contenu fondée sur des heuristiques de remplacement. Les derniers 

travaux proposent l'utilisation des méthodes inspirées des stratégies d'évolution. Cette richesse d'idées 

pour augmenter l'efficience de ces méthodes a pourtant un prix : l'augmentation du nombre de 

paramètres de réglage et la complexification de l'écriture des algorithmes. 

Le choix de l’algorithme génétique multiobjectif est le résultat d’un travail de revue des 

méthodes d’optimisation, dont leurs avantages et inconvénients ont été analysés par rapport aux 

caractéristiques particulières des problèmes rencontrés en robotique (non linéarités et discontinuités 

possibles des fonctions objectives, difficulté à obtenir leurs dérivées, nécessité fréquente de faire appel 

à des méthodes numériques, etc.). Il est nécessaire de prendre en compte le caractère multiobjectif dans 

l’approche des problèmes où il existe de multiples aspects à améliorer. Notre but était de trouver des 

compromis, par exemple entre performance maximale et coût minimal de temps. Percevoir les relations 

entre les objectifs nous aide à mieux comprendre le problème, et ainsi à obtenir la solution optimale. 

Dans ce mémoire, nous avons abordé les problèmes d’optimisation multiobjectifs sous plusieurs 

aspects. D'abord, nous avons examiné l’importance du problème d'identification du modèle dynamique 

en boucle fermée. L'identification en boucle fermée devrait être considérée dans les situations 

suivantes: 

1. Processus instables en boucle ouverte. 

2. Un contrôleur existe déjà.  
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3. L'amélioration de l'exécution du système en boucle fermée.  

Dans le but de mieux évaluer la robustesse des lois de commande, il apparaît indispensable de 

disposer d’un modèle du robot manipulateur permettant de reproduire fidèlement son comportement 

pour des configurations diverses. Dans ce mémoire, nous avons présenté une approche permettant 

d’identifier un tel modèle. 

Pour notre application sur le problème d’identification d’un robot à deux degrés de liberté, deux 

modèles ont été présentés, modèle direct qui se base sur la minimisation des moindres carrés d'erreur de 

sortie et un modèle inverse qui se base sur la minimisation des moindres carrés d'erreur d’entrée. 

L'analyse de l’identifiabilité et de la sensibilité ont été facilement faites parce que le modèle est linéaire 

par rapport aux paramètres. L’estimation du vecteur des paramètres a été faite avec minimisation des 

moindres carrés d’erreur d’entrées. 

L'objectif de l'identification en boucle fermée est d'obtenir, pour un contrôleur donné, un 

modèle dynamique permettant la meilleure description du comportement du système en boucle fermée. 

L'identification en boucle fermée, à condition que des algorithmes appropriés soient employés et avec 

un choix précis du signale d’excitation, permet d’obtenir un meilleur modèle pour la conception du 

contrôleur.  

La méthode proposée, qui s’appuie sur une formulation linéaire en fonction des paramètres, a 

été évaluée en simulation. Les positions articulaires, les vitesses, les accélérations et les couples ont été 

calculés tandis que le robot suive une trajectoire excitante contenant d’une part des mouvements lents 

(pour l’estimation des paramètres de frottements) et d’autre part des dynamiques rapides (pour 

l’estimation des paramètres inertiels). Ces trajectoires ont été pré-calculées de façon à assurer un bon 

conditionnement de la matrice d’observation. L’identification est réalisée en boucle fermée c’est-à-dire 

que les mesures nécessaires à l’identification sont prises alors que le robot, asservi par un régulateur 

PID, suive les trajectoires excitantes.  

Une étude comparative a été menée sur le problème d’identification, en considérant les deux 

critères importants pour un algorithme multiobjectif : se rapprocher le plus possible du front de Pareto 

et obtenir une bonne dispersion des solutions sur ce front. Les résultats de cette étude montrent que 

notre algorithme a donné des résultats équivalents ou meilleurs, pour un coût de calcul moindre à ceux 

de l’algorithme NSGA-II mais la diversité des solutions est meilleure pour ce dernier. 

Les méthodes d'identification des erreurs d’entrées sont bien adaptées pour l'identification du 

modèle dynamique en boucle fermée. Ces méthodes exigent la connaissance du contrôleur, et comme 

les méthodes d'identification en boucle ouverte, le modèle identifié en boucle fermée devrait être 

validé. Plusieurs critères pour la validation du modèle dans la boucle fermée ont été retenus. 
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Les algorithmes génétiques utilisés dans ce stade prouvent leurs convergences vers la solution 

Pareto-optimale, et la validation du modèle obtenu permet de mesurer sa fiabilité. 

La deuxième étude concerne l'application des algorithmes génétiques au problème de 

commande. Nous avons choisi en premier lieu le pendule inversé comme plate-forme pour illustrer ces 

algorithmes. Le pendule inversé est un système instable et sous-actionné (c’est à dire, il a moins 

d'entrées que les degrés de liberté). Il présente des défis considérables de conception de commande et 

donc approprié pour examiner la performance de la technique d’optimisation utilisée. En outre, cette 

phase nous permet d’examiner notre algorithme et de mettre en évidence son efficacité pour l’obtention 

des meilleurs contrôleurs tenant compte des contraintes sur les entrées de commande.  

Ensuite, nous avons étudié la commande par couple calculé pour le contrôle d’un robot 

manipulateur à deux degrés de liberté. Après construction du modèle dynamique avec la méthode de 

Lagrange ou celle de Newton Euler, l’étape suivante était de chercher à introduire une loi de 

commande basée sur ce modèle pour calculer les couples prévus d’un mouvement articulaire désiré.  

En réalité, nous n'avons jamais une connaissance exacte du modèle du robot en raison de 

nombreux problèmes liés à la formulation du modèle. Parmi eux, il y’a deux incertitudes, dans les 

applications robotiques, qui sont les masses inconnues des corps dû aux perturbations de la charge utile 

et aux coefficients inconnus des frottements. Une façon de traiter ces types d'incertitudes paramétriques 

était d'employer la commande du couple calculé avec une certaine évaluation des paramètres inconnus 

au lieu des paramètres effectifs. 

Cette stratégie de commande est motivée par la raison qu’on pourrait s'attendre à de meilleures 

performances si toutes les non linéarités sont compensées et les paramètres du contrôleur sont bien 

ajustés surtout quand on utilise la surface de glissement.  

Afin de réduire les erreurs causées par l'inadéquation du modèle avec le système réel, plusieurs 

adaptations dans la loi de commande ont fait l'objet de notre étude. La loi de commande introduite dans 

chaque cas est basée sur la compensation des effets de la gravité, des forces de centrifuge et Coriolis, 

avec la modification du critère à optimiser soit en utilisant des erreurs quadratiques ou des erreurs 

filtrés (surface de glissement). Les résultats de simulation obtenus en ce mémoire montrent une 

amélioration significative de l'exactitude de poursuite et de régulation à chaque fois qu’on introduit des 

termes de compensations et ça avec la prise en compte des contraintes sur les couples calculés. 

La raison d'employer la commande par couple calculé est d'étudier l’influence de chaque effet 

(la force de la gravité, les forces de centrifuges et de Coriolis, et les frottements)  sur les performances 

du système. 



CONCLUSION GENERALE 
 

 132

Les algorithmes génétiques se sont montrés un outil extrêmement efficace, son principal 

avantage étant l’aide qu’il apporte à la compréhension du problème qu’on souhaite résoudre, ce qui 

était mis en évidence dans ce mémoire. L’inconvénient de cette méthode est le coût de calcul 

nécessaire pour la découverte de solutions efficaces, qui peut être supérieur à celui des outils 

traditionnels (quand ces outils sont capables de résoudre le problème). Ce coût supérieur est surtout dû 

à la plus grande généralité de ces algorithmes. 
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