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Mr.Lemnouar Noui Rapporteur Professeur Université de Batna
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Notation

q : un nombre premier.

Fq : le corps
Z
qZ

.

〈., .〉 : le produit scalaire.

C[n, k, d] : un code de longueur n , de dimension k et de distance minimale d .

C⊥ : le code orthogonale de C .

Sn(F2) : Code simplexe binaire.

Hn(F2) : Code de Hamming binaire.

G : matrice génératrice .

H : matrice de contrôle.

wt(x) : le poids du vecteur x.

d(., .) : distance de Hamming.

d(C) : distance minimale du code C.

e : nombre d’erreur.

R : le taux de transmission.



Introduction

la théorie des codes s’est développée pour répondre au problème de la correction des er-

reurs introduites dans un système de transmission de l’information, fondée en 1948 par

Claude Shannon.

Dans les années 1940 Richard Hamming a reconnu que l’évolution futur d’ordinateur requis

une plus grande fiabilité. En particulier la capacité à détecter et à corriger les erreurs, il a

crée les codes de Hamming, les codes Parfaits et les codes correcteurs d’une seul erreur.

L’échange de l’information effective d’un émetteur vers un récepteur à travers un canal bruité

lors de la transmission de l’information des perturbations et parasites extérieurs peuvent mo-

difier le contenu de l’information.

Le problème est comment retrouver le message d’origine ?

La théorie des codes est une science qui consiste à élaborer des stratégies mathématiques

pour détecter et corriger des erreurs.

L’objectif de ce travail est l’étude des codes simplexes.



Chapitre 1

Notions fondamentales d’algèbre
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Dans ce chapitre on rappelle les notions fondamentales d’algèbres, notions utiles pour l’étude

des codes linéaires.

1.1 Groupes

Définition 1.1.1 Soit G un ensemble non vide, et ∗ une application :

∗ : G×G −→ G
(a, b) 7−→ a ∗ b,

Alors, on dit que (G, ∗) est un groupe si :

1) ∗ est associative, i.e .∀a, b, c ∈ G, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ;

2) G possède un élément neutre e pour ∗, ∃e ∈ G,∀a ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = a ;

3) Tout a ∈ G admet un symétrique, i.e . ∀a ∈ G,∃b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a = e.

Exemple

Les ensembles Z,Q,R,C munis de l’addition usuelle sont des groupes. De même les ensembles

Q∗,R∗,C∗ munis de la multiplication usuelle.

Si de plus la loi ∗ est commutative , i.e.∀a, b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a, alors on dit que G est un

groupe commutatif ou abélien.

Les exemples ci-dessus sont des groupes abéliens. Dans ce qui suit on note multiplicativement

la loi du groupe et dans ce cas le symétrique d’un élément a (qui est unique) est noté a−1.

1.1.1 Propriétés immédiates

1) L’élément neutre d’un groupe est unique ;

2) Le symétrique d’un élément est unique ;

3) ∀a; b ∈ G, (ab)−1 = b−1a−1 , si la loi est multiplicative (.).

1.1.2 Sous-groupes

Définition 1.1.2 Soit H ⊂ G un sous-ensemble non vide, on dit que H est un sous groupe

de G si :

1)∀a; b ∈ H =⇒ ab ∈ H ;



1.1 Groupes 10

2)∀a ∈ H =⇒ a−1 ∈ H,

Les deux conditions ci-dessus sont équivalentes à l’unique condition :

∀a, b ∈ H =⇒ ab−1 ∈ H.

Un groupe ayant un nombre fini n d’éléments est dit groupe fini d’ordre n. Sinon il est dit

d’ordre infini. Par exemple Z est d’ordre infini.

Théorème 1.1.1 Théorème de Lagrange [1]

L’ordre |H| d’un sous-groupe H d’un groupe fini G divise l’ordre |G| de G, l’indice [G : H]

divise aussi |G| et :

[G : H] = |G|/|H|

Définition 1.1.3 Un sous-groupe H de G est distingué (on note HCG) si pour tout g ∈ G,

Hg = gH, ((on dit aussi : invariant ou normal))

Remarque 1.1.1 Evidement, dans un groupe commutatif , tout sous-groupe est distingué.

1.1.3 Sous-groupe engendré par une partie

Définition 1.1.4 Soit X un sous-ensemble d’un groupe G , l’intersection de tous les sous-

groupes de G contenant X est un sous-groupe appelé sous-groupes engendré par X , on le

notera 〈X〉

Il est clair que 〈X〉 est le plus petit sous-groupe de G contenant X.

Définition 1.1.5 Un groupe G est monogène si G admet un unique générateur a ∈ G

.i.e, G = 〈a〉 et cyclique si de plus G est fini .

Définition 1.1.6 Soit G un groupe fini et soit g ∈ G , l’ordre de g est l’ordre du sous groupe

engendré par g .
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1.1.4 Homomorphismes, Isomorphismes de groupes

Définition 1.1.7 Une application f : G −→ G′ d’un groupe (G, .) dans un groupe (G′, .) est

un homomorphisme de groupe si :

∀x, y ∈ G, f(xy) = f(x)f(y)

Définition 1.1.8 Un homomorphisme de groupes f : G −→ G′ est dit isomorphisme de

groupes si f est bijectif.

Dans ce cas on dit que G et G′ sont isomorphes.

Un isomorphisme de G dans lui même est appelé automorphisme .

1.2 Anneaux

Définition 1.2.1 On appelle anneau la donnée d’un triplet (A,+, .) où A est un ensemble,

+ et . sont deux lois de composition interne sur A vérifiant :

1)(A,+) est un groupe abélien ,

2) (.) est une loi associative,

3) ∀a, b, c ∈ A; a.(b+ c) = a.b+ a.c et (b+ c).a = b.a+ c.a

On dit que (.) est distributive par rapport à (+).

Si la loi (.) est commutative , on dit que l’anneau est commutatif .

Si la loi (.) possède un neutre bilatère , on dit que l’anneau est unitaire .

Définition 1.2.2 Soit A un anneau, on appelle sous-anneau de A toute partie non vide

B ⊂ A vérifiante les conditions suivantes :

1)B est un sous-groupe du groupe additif A.

2)B est stable pour multiplication .
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1.2.1 Anneaux intègres

Définition 1.2.3 Un élément a d’un anneau A est un diviseur de zéro s’il est non nul et s’il

existe b ∈ A non nul tel que : a.b = 0

Définition 1.2.4 Un anneaux A est intègre ssi A 6= {0} et si A n’a pas de diviseur de zéro

, autrement dit si on a :

a.b = 0 =⇒ (a = 0) ou (b = 0).

1.2.2 Homomorphismes d’anneaux

Définition 1.2.5 Une application f d’un anneau A dans un anneau B est un homomor-

phisme d’anneau ssi :

1)f(1A) = 1B ,

2)∀(x, y) ∈ A× A : f(x+ y) = f(x) + f(y) ,

3)∀(x, y) ∈ A× A : f(x.y) = f(x).f(y) .

Si de plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneaux.

1.3 Corps

Définition 1.3.1 On dit qu’un ensemble K muni de deux lois de composition internes (+)

et (.) est un corps si :

1)(K,+, .) est un anneau ;1K 6= 0,

2)∀x ∈ K∗, ∃x′ ∈ K, xx′ = x′x = 1K.

Si de plus la multiplication est commutative, on dit que K est un corps commutatif.

Exemples

1) Q,R,C sont des corps commutatif pour les lois usuelles,

2)Z/pZ est un corps ssi p est premier,

3) Tout corps fini est commutatif.
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Définition 1.3.2 Soit K un corps et F une partie de K .On dit que F est un sous corps de

K si :

1)F est un sous-anneaux de K ;

2)∀a ∈ K∗, a−1 ∈ K∗

1.4 Espaces vectoriels

Définition 1.4.1 On appelle espace vectoriel sur K , tout ensemble E muni de deux lois :

1) Une loi interne appelée addition , notée + tel que (E,+) soit un groupe abélien.

2) Une loi externe qui à tout couple (λ, x) ∈ K × E fait correspondre un élément de E noté

λ.x, cette loi vérifiant les quatre propriétés suivantes :

1)∀x ∈ E, 1.x = x,

2)∀λ ∈ K,∀x, y ∈ E;λ.(x+ y) = λ.x+ λ.y,

3)∀λ, µ ∈ K,∀x ∈ E, (λ+ µ).x = λ.x+ µ.x,

4)∀λ, µ ∈ K,∀x ∈ E, (λ.µ).x = λ.(µ.x).

Les éléments de E s’appellent vecteurs , ceux de K scalaires.

1.4.1 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.4.2 Soit (E,+, .) un espace vectoriel sur K et F une partie non vide de E . On

dira que F est un sous-espace vectoriel de E si :

F muni des deux lois induites (+) et (.) est un K espace vectoriel.

Proposition 1.4.1 [2]

soit (E,+, .) un espace vectoriel sur K et F une partie non vide est un sous espace de E si ,

les deux conditions suivantes sont réalisées :

1)(F,+) est un sous-groupe de (E,+)

2)∀λ ∈ K,∀x ∈ F, λ.x ∈ F.
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Proposition 1.4.2 [2]

Soit F une partie non vide d’un K espace vectoriel E .

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1)F est un sous-espace vectoriel de E.

2)∀x, y ∈ E,∀λ, µ ∈ K, λx+ µy ∈ F .

Définition 1.4.3 On dit qu’un système fini (x1, x2, ..., xn) de vecteurs d’un K espace vectoriel

E est libre si toute combinaison linéaire de x1, x2, ..., xn est triviale :

Si λ1, λ2, ..., λn ∈ K, tels que : λ1x1 + λ2x2 + ...λnxn = 0, alors : λ1 = λ2 = ... = λn = 0 ;

On dit qu’un système fini (x1, x2, ..., xn) de vecteurs d’un K espace vectoriel E est lié s’il n’est

pas libre . Ce qui revient à dire qu’il existe des scalaire λ1, λ2, ..., λn non tous nuls tels que

λ1x1 + λ2x2 + ...λnxn = 0

Définition 1.4.4 On appelle espace vectoriel de dimension finie tout espace vectoriel en-

gendré par un système fini de vecteurs. Dans le cas contraire on dit que l’espace vectoriel est

de dimension infinie.

Un système (x1, x2, ..., xn) de vecteurs d’un K espace vectoriel E est dit base de E si (x1, x2, ..., xn)

est libre et générateur de E.

Exemples

1) Une base de Kn est (1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0), ..., (0, 0, ..., 1) dite une base canonique.

2) Les polynômes 1, x, x2, ..., xn forment une base de l’espace vectoriel Kn[x] des polynômes

de degré inférieur ou égal à n.

Définition 1.4.5 Soient E , E′ deux espaces vectoriels sur K et f une application de E dans

E′. On dit que f est linéaire, si :

1)f(v + w) = f(v) + f(w);∀v, w ∈ E,

2)f(λv) = λf(v),∀v ∈ E,∀λ ∈ K.

Remarque 1.4.1 Pour toute application linéaire f , on a f(0) = 0 puis-que f est un homo-

morphisme de groupes.
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1.5 Matrices associées aux application linéaires

Soient E et E′ deux espaces vectoriels sur K, de dimension n et p respectivement et

f : E −→ E′ une application linéaires. Choisissons {(e1, e2, ..., en)} une base de E et {(e′1, e′2, ..., e′p)}

une base de E′, les images par f des vecteurs e1, e2, ..., en se décomposent sur la base (e′1, e
′
2, ..., e

′
n) :

f(e1) = a11e
′
1 + a21e

′
2 + ...+ ap1e

′
p,

f(e2) = a12e
′
1 + a22e

′
2 + ...+ ap2e

′
p,

....................................................

f(en) = a1ne
′
1 + a2ne

′
2 + ...+ apne

′
p.

Définition 1.5.1 On appelle matrice de f dans les bases (e1, e2, ..., en), (e′1, e
′
2, ..., e

′
n) la ma-

trice notée M(f) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs f(e1), f(e2), ..., f(en)

dans la base (e′1, e
′
2, ..., e

′
p)

M(f) =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
ap1 ap2 ... apn


Il est claire que la matrice associée à f dépend du choix des bases de E et E′.

Exemples

1) Soit E un espace vectoriel de dimension n finie et idE : E −→ E l’application qui associe

x à x ,on considère une base {(ei, i = 1, ..., n)} de E.

On a :

M(idK) =


1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

 = In

Cette matrice est dite la matrice d’unité de Mn(K) l’espace des matrices carrées.

Définition 1.5.2 Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal au

nombre de colonnes. Ce nombre s’appelle l’ordre de la matrice.

Notons Mn(K) l’ensemble des matrices carrée d’ordre n à coefficients dans K
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Mn(K) est un espace vectoriel sur K ; de plus le produit de deux matrices carrée d’ordre n

est toujours défini et c’est une matrice carrée d’ordre n.

Définition 1.5.3 Soit A ∈Mn(K) , s’il existe une matrice B ∈Mn(K) telle que : AB = In ;

la matrice A est dit inversible.

Définition 1.5.4 La transposé d’une matrice A , notée AT ou tA est la matrice dont les

lignes sont les colonnes de A.

1.6 Extension de corps

Définition 1.6.1 Soit K un corps, une extension de K est couple (L, i) où L est un corps et

i : K −→ L un morphisme d’anneaux unitaire. Évidement, on omet presque systématiquement

le i et on note (L : K) pour dire que L est une extension de K.

Exemple

C est une extension de R ; R(t) est une extension de R, si K est un sous corps de L alors L

est une extension de K et le morphisme associé est simplement l’inclusion.

1.6.1 Rappels sur Z/pZ

Soit p un nombre premier. Nous savons que l’anneau Z/pZ des entiers modulo p est dans ce

cas un corps. C’est-à-dire que tout élément non nul de Z/pZ est inversible.

Si on décrit les classes de Z/pZ par leur représentant appartenant à l’intervalle d’entiers :

Z/pZ = {0, 1, ..., p− 1}.

Alors on voit que tout élément non nul a ∈ Z/pZ vérifie ap−1 ≡ 1[p]

1.6.2 Le groupe multiplicatif Z/pZ∗

Les éléments générateurs

Nous avons vu que lorsque p est premier, le groupe multiplicatif Z/pZ∗ est égal à Z/pZ−{0},

ce groupe est cyclique, plus précisément .
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Théorème 1.6.1 Soit p un nombre premier. Alors, le groupe multiplicatif Z/pZ∗ est cy-

clique. c’est-à-dire ce groupe peut être engendré par un élément générateur ” dit aussi élément

primitif” il existe un élément α tel que :

Z/pZ∗ = {1, α, α2, ..., αp−2}.

1.6.3 Polynôme Irréductible

Soit F2[x] l’ensemble des polynômes en x à coefficient dans F2, un polynôme g(x) de F2[x]

est dit irréductible sur Fp, s’il ne se décompose pas en un produit de polynômes non triviaux,

c’est-à-dire polynômes de degrés strictement positifs de Fp[x].

Exemples

Le polynôme p(x) = 1 + x+ x2 est irréductible sur F2.

Le polynôme f(x) = x+ x3 n’ est pas irréductible sur F2 car f(x) = x(1 + x2).

1.6.4 Période d’un polynôme

Tout polynôme à une période, est la période d’un polynôme irréductible de degré n est 2m−1.

Tout polynôme irréductible sur F2 de degré m divise xl + 1 avec l = 2m − 1.

Exemple

x3 + x+ 1 divise x7 + 1 on effet , 23 − 1 = 7, x7 + 1 = (x4 + x2 + x+ 1)(x3 + x+ 1).

1.6.5 Polynôme primitif

Un polynôme p(x) de degré m est dit primitif si le plus petit entier n pour que g(x) divise

xn + 1 est n = 2m − 1.



1.7 Les racines primitives dans les extensions finies des corps finis 18

1.7 Les racines primitives dans les extensions finies des

corps finis

Soit q = pn une puissance d’un nombre premier p. Soit Fq le corps fini à q éléments, si m est

entier > 2, le corps fini Fqm est une extension de degré m de Fq.

Soit α un élément primitif de Fmq et p(x) ∈ Fp[x] le polynôme primitif ” de degré mn ” qui

est le polynôme minimal sur Fp de α.

Posons γ = 1 + q + ...+ qm−1, ainsi : qm − 1 = (q − 1)γ.

Remarquons que Fmq = Fp(α), on a donc aussi : Fmq = Fq(α), la dimension de l’extension

algébrique simple Fqm = Fq(α) sur Fq est m, par suite (1, α, ..., αm−1) est une base de Fqm .

1.7.1 Lien entre racines primitives

Posons β = αγ alors :

βq−1 = 1

, donc β ∈ Fq, alors β est un élément primitif de Fq.

1.7.2 Polynômes q- primitifs

Rappelons que p(x) ∈ Fp[x] est le polynome primitif ” de degré nm ” associé à α.

Notons alors
∏

(x) ∈ Fq[x] le polynome minimal de α dans l’extension Fqm de Fq.

Un tel polynome sera appelé q- primitif. La question est de savoir quels sont les liens entre

p(x) et
∏

(x).

Rappelons que si u est racine dans un corps fini Fs d’un polynome, N(x) ∈ Fs[x], alors u est

aussi racine de N(x).

En conséquence les racines de p(x) sont : α, αp, αp
2
, ..., αp

mn−1
, les racines de

∏
(x) sont :

α, αq, αq
2
, ..., αq

m−1
.

Posons alors :

∏
1(x) =

∏
(x) = (x− α)...(x− αqm−1

)∏
2(x) = (x− αp)...(x− αpqm−1

)∏
j(x) = (x− αpj−1

)...(x− αpj−1qm−1
)∏

n(x) = (x− αpn−1
)...(x− αpn−1qm−1

),
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avec ces notations alors on a :

p(x) =
∏
1

(x)
∏
2

(x)...
∏
n

(x).

Remarquons que
∏

j(x) est le polynome q- primitif associé à l’élément primitif αpj−1.



Chapitre 2

Codes,codes linéaires, codes de
Hamming
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Richard Wesley Hamming, né le 11 février 1915 à Chicago (Illinois) et décédé le 7 janvier 1998

à Monterey (Californie) est un mathématicien célèbre à qui on doit les codes de Hamming et

la distance de Hamming. Il reçut le Prix Turing en 1968.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les codes linéaires sur un corps fini Fq . Même si l’on ne

s’intéresse ultérieurement qu’aux codes binaires, il est nécessaire de considérer dans certaines

constructions des codes sur des corps finis plus généraux.

2.1 Poids et distance de Hamming

Introduites par Hamming en 1950, ces notions sont fondamentales pour estimer l’efficacité

d’un code dans le cadre d’ un canal où les variables aléatoires définies par les coordonnées

sont indépendantes et égales.

Définition 2.1.1 Soit x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Fnq , le poids de Hamming de x, noté wt(x) est
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égal au nombre de coordonnées non nulles de x .

wt(x) = card{i : 1 ≤ i ≤ n/xi 6= 0}

On définit une application :

d : Fnq × Fnq −→ R+

(x, y) 7−→ d(x, y)

d(x, y) = card{i : /xi 6= yi} est le nombre d’indice pour lequel les composantes de x et y sont

distinctes.

Cet distance est appelée la distance de Hamming .

alors :

d(x, y) = wt(x− y) = card{i : 1 ≤ i ≤ n/xi 6= yi}

Le support d’un élément x ∈ Fnq est l’ensemble des indices i tels que xi 6= 0 .

Le poids de x est donc le cardinal de son support, il faut remarquer que la distance de

Hamming est une vrai distance au sens métrique du terme.

Rappelons brèvement les propriétés d’une distance d(x, y) .

d(x, y) = 0⇐⇒ x = y .

d(x, y) = d(y, x) .

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .

La boule de centre x et de rayon r est par définition l’ensemble :

B(x, r) = {y : y ∈ Fnq /d(x, y) ≤ r}

On peut remarquer que : y ∈ B(x, r)⇐⇒ y − x ∈ B(0, r) .

Alors :

card(B(x, r)) =
r∑

k=0

Cn
k (q − 1)k.
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Définition 2.1.2 Un code de longueur n est un sous-ensemble de Fnq , la distance minimale

de C notée d(c) est le minimum des distances entre deux éléments distincts de C

d(C) = min
x,y∈C,x6=y

d(x, y).

Proposition 2.1.1 [10] Notons e = [
d− 1

2
] , les boules B(x, e) avec x ∈ C sont deux à deux

disjointes, et e est la valeur maximale du rayon pour cette propriété.

On dit que C détecte d− 1 erreurs et corrige e = [
d− 1

2
]

Remarque 2.1.1 Si le nombre d’erreurs est inférieur à e, C corrige les erreurs.

Si le nombre d’erreurs dépasse e, C ne peut pas corriger les erreurs car il peut exister plusieurs

éléments de C approchent de x le vecteur reçu.
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2.2 Codes linéaires

Définition 2.2.1 Soit K un corps fini et soit n > 0, le K espace vectoriel Kn est muni de la

métrique de Hamming.

Un code linéaire est un K espace vectoriel de Kn .Ses paramètres sont :

Sa longueur n , sa dimension k , sa distance minimale d .

On dit que le code C est un code [n, k, d].

Le nombre de mots de code linéaire est |K|k.

R =
k

n
représente le taux de transmission ( vitesse ) et

d

n
la fiabilité de transmission.

Si C est linéaire, on peut remarquer que, si x et y sont dans C , alors x − y appartient

également à C. Comme d(x, y) = wt(x−y), la distance minimale de C est égale au minimum

des poids des éléments non nuls de C . On a :

d = min
x,y∈C
{wt(x− y), x 6= y} = min

x,y∈C
{d(x− y, 0)|x 6= y} = min

x∈C∗
{wt(x)}.

2.3 Matrice génératrice , de contrôle de parité

On a deux façons de représenter un code linéaire à l’aide des matrices. Soit en utilisant un

homomorphisme dont le code est l’espace vectoriel image , on obtient ainsi la notion de ma-

trice génératrice.

Soit on introduit un homomorphisme dont le code est le noyau , on aura ainsi la notion de

matrice contrôle.

Matrice génératrice

Pour connaitre le code en tant que sous espace , il suffit de lui déterminer une base, celle ci est

le plus souvent représentée sous la forme d’une matrice k × n sur K , la matrice génératrice

du code , dont les lignes sont les vecteurs de cette base.
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Propriétés

Soit C un code linéaire sur un corps K.

1/ On dit qu’une matrice est une matrice génératrice de C si et seulement si elle est matrice

k × n sur K , avec k 6 n dont le rang est k.

2/ Un code possède plusieurs matrices génératrices.

3/ Les mots de C sont tout les combinaisons linéaires des lignes d’une matrice génératrice.

Si G est une matrice génératrice de C[n, k, d] sur K , alors :

4/ les matrices génératrices de C sont de la forme A×G, où A est une matrice carré inversible

k × k sur K.

5/ si c1, c2, ..., cn sont les vecteurs colonnes de G les mots du code C sont tous sous la forme :

mu = (〈c1, u〉, 〈c2, u〉, ..., 〈cn, u〉),

avec u ∈ Kk et 〈., .〉 désigne le produit scalaire usuel de Kk

Remarque 2.3.1 Soit C un code linéaire [n, k, d] , l’encodage se fait en multipliant le mot

source par la matrice génératrice du code

Définition 2.3.1 Une matrice génératrice d’un code C est normalisée ou canonique si la

matrice formée par les k première colonnes est la matrice d’unité : G = [Ik|A].

Si un code est définit par une matrice génératrice normalisée , on dit que ce code est systématique

Remarque 2.3.2 Tout code linéaire est équivalent à un code linéaire systématique.

Code dual et matrice de contrôle

Une autre manière pour définir un code linéaire est de donner une application linéaire dont

il est le noyau.

On obtient ainsi une matrice H telle que :

C = {(x1, ..., xn);H

 x1
...
xn

 = 0}.

Le code dual du code C est son espace orthogonal , on désigne par 〈., .〉 le produit scalaire

usuel : 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi.
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C⊥ = {y : y ∈ Kn/∀x ∈ C, 〈x, y〉}

Une matrice de contrôle de parité de C est une matrice (n− k)× n génératrice de C⊥ .

Remarque

1/ Le dual de C⊥ est C lui même ,

2/ Un code est dit auto dual s’il est égal à son dual.

Proposition 2.3.1 [8] Soit C un code linéaire de matrice génératrice G, supposons que G

soit de la forme dite canonique ou systématique G = [Ik|A], alors une matrice de contrôle de

parité est H = [−At|In−k].

Conséquences

G est une matrice génératrice de C alors :

1/ si H une matrice de contrôle de parité de C , alors : GtH = 0.

2/ c1, ..., cn colonnes de H, alors : H

 x1
...
xn

 = x1c1 + ....+ xncn = 0

Donc C contient un mot de poids au plus d, ssi ’l existe une combinaison linéaire à coefficients

non-nulles de d colonnes de H qui est elle même nulle.

3/ Ainsi, un code C est de poids d si et seulement si, il existe d colonnes de sa matrice

de contrôle de parité linéairement dépendante, tandis que d − 1 colonnes quelconques sont

indépendantes.
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2.4 Les codes de Hamming

Dans ce paragraphe ,on construit une famille des codes qui ont pour propriété de corriger

une erreur.

On travaille dans Fk2.

Définition 2.4.1 Le code de Hamming est un code linéaire défini par sa matrice de contrôle

de parité dont les colonnes sont tous les vecteurs de Fk2 − {0}.

donc on peux définir le code de Hamming de longueur 2k − 1 par une matrice de contrôle

dont les colonnes sont les vecteurs de Fk2 − {0} ordonnés par l’ordre lexicographique

H =


0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 1
. . . ... .
. . . ... .
0 1 1 ... 1
1 0 1 ... 1


alors :

H ∈Mk×(2k−1) .

Exemple :

pour k = 3, on obtient pour matrice de contrôle :

H =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

 donc H ′ =

 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 0 1 1 1


Alors la matrice génératrice est :

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1


Alors C = [7, 4, 3] donc C⊥ = [7, 3, 4] . Le code C est :

C = {(0000000); (1000011); (0100101);
(0001111); (0011001); (0010011);
(0010110); (0110011); (0110111)
(0101111); (1000011); (1011010)
(1110000); (1001100); (1100110); (1111111)}
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Proposition 2.4.1 Pour tout k ≥ 3 , le code de Hamming est de distance minimale égale

à 3.

Par conséquent il est capable de corriger une seule erreur.

Preuve: Supposons x, y deux mots dans code binaire de Hamming , soit H sa matrice de

contrôle, comme C est un code linéaire alors x− y ∈ C.

Supposons que d(x, y) = 1, alors x− y est un vecteur de la base canonique donc H(x− y) est

un colonne de H , commex−y 6= 0 car tous les colonnes de H sont non nulle , mais x−y ∈ C

, alors H(x− y) = 0 contradiction.

Supposons que d(x, y) = 2, alors H(x− y) = 0 si et seulement s’il existe deux colonnes de H

qui sont linéairement dépendants.

Ce n’est pas le cas d’où d(x, y) > 3, pour tous les mots de code x, y.

Tout matrice de contrôle d’un code binaire deHamming aura trois colonnes qui sont linéairement

dépendante , donc en fait des mots de code sont de distance 3 �

Conséquence

Le code binaire de Hamming est capable de corriger une seul erreur.

2.4.1 Décodage par syndrome

Soit C un [n, k, d] code linéaire sur K , Soit H une matrice de contrôle de C.

Définition 2.4.2 Pour x ∈ Kn , xHT est appelé Syndrome de x .

On défini une relation d’équivalence dans Kn par : xRy ⇐⇒ (x− y)HT = 0 ;

alors :
xHT = yHT ⇐⇒ (x− y)HT = 0

xRy ⇐⇒ x− y ∈ C.

L’ensemble des classes est
Kn

C
= {x+ c|x ∈ K} , alors : |K

n

C
| = |K

n|
|C|

=
qn

qk
= qn−k = m.

Soit u un représentons de la classe x̄ = x+ c de poids minimum , u est appelé le leader de x̄.

Soit {u1, u2, ..., um} l’ensemble des leaders dans Kn.
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Principe de décodage par syndrome

1/ On détermine les leaders u1, u2, ..., um .

2/ On construit le tableau standard :

leader u1 = 0 u2 ...... um
syndrome S(u1) = u1H

T S(u2) = u2H
T ...... S(um) = umH

T

3/ Soit y ∈ Kn le message reçu , y affecte au moins de e erreurs.

4/ On calcule S(y) = yHT .

5/ On cherche ui un leader d’une classe de même syndrome que y.

6/ On décode le mot reçu pour x = y − ui.

Exemple

Soit C un code de longueur 6 de matrice génératrice

G =

 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1

 ; alors H =

 1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1

 ,

d = 3 ; alors e = 1

leader 0 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e4 + e5
syndrome (000) (101) (111) (011) (100) (010) (001) (110)

Soit y(011111) un mot reçu

S(y) = yHT = (011111)


1 0 1
1 1 1
0 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = (011),

x = y − ui alors x = (011111)− (001000) = (010111)

Cas où il y a au plus d’une erreur

Soit C le mot envoyé et x le mot reçu, d(x, c) = nombre d’erreurs.

x− c = λei, ei étant un élément de la base canonique.

(x− c)HT = xHT − cHT = xHT = λeiH
T car c ∈ C.

alors :

λeiH
T = λci
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tel que : ci est la i ème colonne dans H, donc l’erreur est commise dans la i ème colonne

Exemple sur code de Hamming

Soit le code binaire de Hamming , C[7, 4, 3].

Soit v = (1001) ∈ F4
2, soit G une matrice génératrice de ce code tel que :

G =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

 ,

donc vG = c ∈ C ,alors :

vG = (1001)


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

 = (1001100).

La matrice de contrôle H qui convient à G est

H =

 0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


Sachant que le mot reçu est x = (0001100), alors on obtient le mot envoyée comme ci dessus :

xHT = (0001100)



0 1 1
1 0 1
1 1 0
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1


= (011)

,

donc c’est la 1 ère colonne de la matrice de contrôle H , alors l’erreur est commise à la

première position .

Donc le message envoyé est c = (1001)



Chapitre 3

Codes simplexes
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Dans ce chapitre , on va traiter l’article de D.G.Hoffman qui parle sur la relation entre les

codes linéaires et les poids.[5]

Soit K un corps fini à q éléments donc ” K = Fq est commutatif ” .

On appelle un code linéaire de longueur n de dimension k sur Fq tout sous espace vectoriel

de Fnq .

On dit que C est de cardinal qk , de dimension k et de longueur n.

Comme C est un espace vectoriel de Fnq , C hérite certains propriétés métriques.

Soit v ∈ Fnq , on appelle poids de v le nombre wt(v) = |{i/vi 6= 0}|.

La distance entre deux vecteurs est le poids de leur différence, on déduit :

1)d(u, v) = wt(u− v).

2)wt(u) = 0⇐⇒ u = 0.

3)wt(λu) = wt(u), λ ∈ Fq − {0}.

4)wt(u+ v) ≤ wt(u) + wt(v).

l’interaction entre la structure algébrique de C et de la structure métrique induite par la

fonction de poids est au coeur de la théorie du codage.

3.1 Code équidistant

Définition 3.1.1 Un code C à poids fixe, est un code dont ses mots non nulle ont le même

poids :

∀x 6= y ∈ C, x 6= 0, y 6= 0;wt(x) = wt(y).

Définition 3.1.2 Un code C équidistant , c’est un code où la distance entre deux mots

différent est fixe :

∀x 6= y ∈ C, d(x, y) = fixe.

Proposition 3.1.1 Soit C un code linéaire , alors : C est équidistant si et seulement si C est

à poids fixe.

Preuve: Soit C un code linéaire équidistant donc d(x, y) = cst alors :

pour y = 0 , d(x, 0) = cst , donc wt(x) = cst donc C est à poids fixe.
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La réciproque :

Soit C un code linéaire à poids fixe alors :

∀x, y ∈ C, d(x, y) = wt(x− y),

posons z = x− y ∈ C donc wt(z) = cst = d(x, y).

Alors : C est un code à poids fixe.

�

Remarque 3.1.1 La proposition 3.1.1 est vrai seulement pour les codes linéaire . Voici un

contre exemple :

C = {x = (110100); y = (001011); z = (111000)}

C est un code non linéaire de poids fixe wt(x) = wt(y) = wt(z) = 3 mais :

d(x, y) = 6, d(y, z) = 4

L’inégalité triangulaire wt(u + v) ≤ wt(u) + wt(v) détient , mais comme l’exemple suivant

montre qu’il est trop faible pour raconter toute l’histoire .

v 0 v1 v2 v3 v1 + v2 v1 + v3 v2 + v3 v1 + v2 + v3
wt(v) 0 1 1 1 2 2 2 1

les huit vecteurs d’un code linéaire de dimension 3 par défaut.

L’inégalité triangulaire est réalisé mais dommage, il n’y a pas ce code.

Cet exemple illustre notre premier objectif, soit V un espace vectoriel sur Fq et ω une fonction

de V dans les entiers non négative, dans quelles conditions pouvons réaliser V comme sous-

espace ”concrète” de certain Fnq , de sorte que ω devient la fonction de poids ?

La première théorème répond à cette question.

Théorème 3.1.1 [5] soit V un sous espace sur F de dimension k, et pour v ∈ V , soit ω(v)

est un entier non négative, alors les trois énoncés suivants sont équivalents :

1) Pour un certains n, il y a une transformation linéaire T de V dans Fnq satisfait :

wt(T (v)) = ω(v),∀v ∈ V.

2)ω(0) = 0, ω(αv) = ω(v),∀v ∈ V ;α 6= 0, α ∈ Fq, ainsi, si W est sous espace de V , alors :∑
w∈W

ω(w) est divisible par (q − 1)qt−1,
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tel que t est la dimension de W , et si X est un sous-ensemble de W ⊂ V alors :∑
w∈W

ω(w) ≤
∑
w∈X

ω(w),

à la différence de multiple de qt.

3)ω(0) = 0, ω(αv) = ω(v),∀v ∈ V ;α 6= 0, α ∈ Fq, ainsi, si H est sous espace de V de

dimension k − 1 alors :

q
∑
w∈H

ω(w) ≡
∑
v∈V

ω(v)(mod qk−1),

et

q
∑
w∈H

ω(w) ≤
∑
v∈V

ω(v).

Preuve: Supposons (1) et prouver (2).

ω(0) = wt(T (0)) = wt(0) = 0. car T est une fonction linéaire.

ω(αv) = wt(T (αv)) = wt(αT (v)) = wt(T (v)) = ω(v).

Pour chaque S ⊆ V , nous formons |S| par n matrice M(S) comme ci dessus :

Les rangées de M(S) sont indexées par les éléments de S, et pour chaque v ∈ S, T (v) est

la rangée correspondante de M(S) . Notons que chaque des q éléments de corps se produit

exactement qt−1 fois dans chaque colonne non nul de M(W ).

Alors, si x est le nombre de ces colonnes donc :∑
w∈W

ω(w) = x(q − 1)qt−1.

Si X est le sous-espace W + u ,puis M(W ) en ajoutant T (u) à chaque ligne de M(W ), ce

processus permute simplement les entrées de la x non nulles colonnes de M(W ).

Cependant, une colonne nulle de M(W ) est une constante colonne dans M(X), et si cette

constante n’est pas nulle alors M(X) gagne de poids, ainsi :∑
w∈W

ω(w) ≤
∑
w∈X

ω(w),
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La différence est divisible par qt.

Évidemment (2) implique (3), depuis les q sous ensemble de H dans V∑
w∈H

ω(w) = x(q − 1)qk−2

q
∑
w∈H

ω(w) = x(q − 1)qk−1∑
v∈V

ω(v) = x′(q − 1)qk−1

q
∑
w∈H

ω(w) =
∑
v∈V

ω(v) + (x− x′)(q − 1)qk−1

q
∑
w∈H

ω(w) ≡
∑
v∈V

ω(v)[qk−1]

(3) =⇒ (1)

On peut supposer que V = Fk, avec des élément écrits comme vecteurs lignes.Ainsi, la trans-

formation T que nous cherchons, sera de la forme : T (v) = v.G, pour une matrice appropriée

G avec k ligne.

Nous procédons de construire G.

Soit R le groupe des touts sous espace de V de dimension k − 1, et soit H ∈ R.

Depuis ω est constante sur les q − 1 non nulle vecteurs de n’importe dimension sous-espace

de H,
∑
w∈H

ω(w) est divisible par q − 1, de même que
∑
v∈V

ω(v), par le même raisonnement.

Depuis q − 1 et qk−1 sont premiers entre eux, le nombre :

γH + (q − 1)−1q1−k(
∑
v∈V

ω(v)− q
∑
w∈H

ω(w))

est un entier non négatif .

Soit vH un vecteur non nul orthogonal à H.

Formons la matrice G comme suit :

Pour chaque H ∈ R, placer les copies γH de la transposé de vH dans G en forme des colonnes.

Tout ce qui reste à prouver, c’est que wt(vG) = ω(v),∀v ∈ V cela est évident pour v = 0.

Alors, on suppose que v 6= 0, donc :

wt(vG) =
∑

H∈R,v 6∈H
γH

= (q − 1)−1q1−k[
∑
u∈V

ω(u)|{H ∈ R, v 6∈ H}| − q
∑
w∈V

ω(w)|{H ∈ R/w ∈ H, v 6∈ H}|]

Calculons : |{H ∈ R, v 6∈ H}|, |{H ∈ R/w ∈ H, v 6∈ H}|.

La deuxième est plus délicate, si w est dans le sous espace 〈v〉 engendré par v de dimension
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égal 1,il est évident que |{H ∈ R/w ∈ H, v 6∈ H}| = 0.

Supposons maintenant que w 6∈ 〈v〉 .

Rappelons que tout les non-nuls s dans V déterminent un unique élément de R, à savoir l’en-

semble de tous les vecteurs orthogonaux à S, et inversement tout élément R est déterminée

par q − 1 vecteurs de S.

D’abord, nous calculons le cardinal de l’ensemble. S = {s ∈ V/s.w = 0, s.v 6= 0}, comme il y

a qk−1 vecteurs orthogonal à w, et qk−2 d’entre eux sont aussi orthogonal à v, nous avons :

|S| = qk−1 − qk−2, ainsi :

|{H ∈ R/w ∈ H, v 6∈ H}| = qk−1 − qk−2

q − 1

La première est simple :

S = {s ∈ V/s.v 6= 0}, alors on a qk vecteur dans V et on a qk−1 orthogonal à v alors

|S| = qk − qk−1, donc

|{H ∈ R/w ∈ H, v 6∈ H}| = qk − qk−1

q − 1

alors :

wt(vG) =
∑

H∈R,v 6∈H
γH

=
∑

H∈R,v 6∈H
[(q − 1)−1q1−k(

∑
v∈V

ω(v)− q
∑
w∈H

ω(w))]

= (q − 1)−1q1−k[
∑

H∈R,v 6∈H

∑
v∈V

ω(v)− q
∑

H∈R,v 6∈H

∑
w∈H

ω(w)]

= (q − 1)−1q1−k[
∑
u∈V

ω(u)|{H ∈ R, v 6∈ H}| − q
∑
w∈V

ω(w)|{H ∈ R/w ∈ H, v 6∈ H}|]

= (q − 1)−1q1−k[
qk − qk−1

q − 1

∑
u∈V

ω(u)− q q
k−1 − qk−2

q − 1

∑
w∈V ;w 6∈〈v〉

ω(w)]

= (q − 1)−1q1−k[
qk − qk−1

q − 1

∑
u∈V

ω(u)− qk − qk−1

q − 1

∑
w∈V ;w 6∈〈v〉

ω(w)]

= (q − 1)−1q1−k
qk − qk−1

q − 1
[
∑
u∈V

ω(u)−
∑

w∈V ;w 6∈〈v〉
ω(w)]

wt(vG) = (q − 1)−1
∑
u∈〈v〉

ω(u)

= (q − 1)−1(q − 1)ω(v)
= ω(v).

�

La matrice G construit au dessus est loin d’être unique.En fait, n’importe qu’elle séquence

de les opérations suivantes :
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a) Multiplier certaines colonnes par des éléments non nuls.

b) Se raccordent des colonnes de zéros.

c) Permuter les colonnes.

Cependant, le théorème suivante montre que tout est la liberté que nous avons, le reste est

forcé.

Théorème 3.1.2 [5] Soit G ∈ Mk×n sur Fkq , soit γH est le nombre de colonnes non-nulles

de G orthogonal à H, puis :

γH = (q − 1)−1q1−k(
∑
v∈Fk

q

wt(vG)− q
∑
w∈H

wt(wG))

Preuve: d’après la preuve de la théorème (1) , ∀v 6= 0,∈ Fkq , on a :

wt(vG) =
∑

J∈R,v 6∈J

γJ

puis : ∀H ∈ R.

(q − 1)−1q1−k(
∑
v∈Fk

q

wt(vG)− q
∑
w∈H

wt(wG)) = (q − 1)−1q1−k(
∑
v∈Fk

q

∑
J∈R,v 6∈J

γJ − q
∑
w∈H

∑
J∈R,w 6∈J

γJ)

= (q − 1)−1q1−k(
∑
J∈R

γJ |{v ∈ V/v 6∈ J}|

−q
∑
J∈R

γJ |{w ∈ H/w 6∈ J}|)

= (q − 1)−1q1−k[(qk − qk−1)
∑
J∈R

γJ

−q(qk−1 − qk−2)
∑

J∈R,J 6=H
γJ ]

= (q − 1)−1q1−k(qk − qk−1)[
∑
J∈R

γJ −
∑

J∈R,J 6=H
γJ ]

= (q − 1)−1(q − 1)(γH)
= γH .

�

Un code C linéaire est un code à poids fixe si wt(v) = wt(w), pour tous v, w ∈ C non nuls.

Comme application, nous caractérisons un code à poids fixe, on donne quelque définitions.

Si C est un code linéaire de longueur n, et m est un nombre entier positif, pour chaque v ∈ C,

formons le vecteur constitué par les m copies de v concaténâtes ensemble.

Le code linéaire obtenu est de longueur n.m est appelée réplication de C, avec multiplicateur

m.

Si β est un nombre entier non-négatif, ajoutons β zéros à la fin de chaque vecteur de C, le
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résultat est un code linéaire de longueur n+ β est appelée rembourrage ”padding” de C.

Si π est une permutation de {1, 2, ..., n}, et si α = (α1, α2, ..., αn) est un vecteur de non nuls

éléments sur le corps, pour chaque v = (v1, v2, ..., vn) ∈ C, former le vecteur (α1vπ(1), α2vπ(2), ..., αnvπ(n)).

Le code linéaire résultant est dit équivalent à C.

Dans le notion du théorème (3.1.2), soit G ∈Mk×n tel que n =
qk − 1

q − 1
satisfait γH = 1, pour

tout H ∈ R.

Le code C := {vG/v ∈ Fkq} est appelé un code dual de Hamming de dimension k.

Théorème 3.1.3 [5] Soit C un code linéaire de dimension k, alors C est équivalent à poids

fixe si et seulement si C est équivalent à un rembourrage d’une réplication d’un dual de

Hamming de dimension k.

Dans ce cas, tous les non-nuls v ∈ C ont le poids mqk−1 où m est le multiplicateur de la

réplication.

Preuve: Si C est un équivalent à rembourrage d’une réplication de dual de Hamming de

dimension k avec le multiplicateur m, alors, dans la notation du théorème (3.1.2).

On a γH = m,∀H ∈ R, ∀v ∈ Fk.

alors :
wt(vG) =

∑
H∈R,v 6∈H

γH = m|{H ∈ R/v 6∈ H}|

= m
qk − qk−1

q − 1
= mqk−1.

Inversement :

Si wt(v) = w,∀v 6= 0/v ∈ C par le théorème (3.1.2),

∀H ∈ R, γH = (q − 1)−1q1−k(
∑
v∈Fk

q

wt(vG)− q
∑
w∈H

wt(wG)),

= (q − 1)−1q1−k(
∑

v∈C,v 6=0

wt(v)− q
∑

w∈H,w 6=0

wt(w))

= (q − 1)−1q1−k(
∑

v∈C,v 6=0

ω − q
∑

w∈H,w 6=0

ω)

= ω(q − 1)−1q1−k(qk − 1− q(qk−1 − 1))
= ω(q − 1)−1q1−k(qk − 1− qk + q)
= ωq1−k

�
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3.2 Caractérisation des codes équidistants

Soit C un code d’ordre q, de longueur n et de distance minimale d , alors on a :

d 6
n|C|(q − 1)

q(|C| − 1)
. ”Borne de P lotkin”

On va prouver cet borne :

3.2.1 La borne de Plotkin

Corollaire 3.2.1 [29] ∀C ⊂ Fn(q) de distance δ , alors :

R 6 1− q

q − 1
δ + o(1).

tel que R est taux de transmission.

Preuve: On va raccourci les mots de code C , par regrouper les mots de code de sorte qu’ils

d’accord sur les premiers n− n′ positions tel que n′ = d qd

q − 1
e − 1,

∀x ∈ Fn−n′q , Cx = {(cn−n′+1, ..., cn)|(c1, ..., cn) ∈ C, (c1, ..., cn−n′) = x}.

On définit d = δn, ∀x, Cx a la distance d, comme C a la distance d , car :

si ∃x; c1 6= c2 ∈ Cx, d(c1, c2) < d , alors d((x, c1); (x, c2)) < d ce qui implique que la distance

de C est inférieur à d car (x, c1), (x, c2) ∈ C, par définition de Cx.

Donc :

n′ <
q

q − 1
d,

alors

d > (1− 1

q
)n′,

qd > (q − 1)n′,
qd− (q − 1)n′ > 0,

donc :

|Cx| <
(q − 1)n′

qd− (q − 1)n′
<

qd

qd− (q − 1)n′
< qd,

On a

|C| =
∑

x∈Fn−n′
q

|Cx|,
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alors :
|C| 6

∑
x∈Fn−n′

q

qd = qn−n
′
qd,

6 qn−
q

q−1
d+1d,

6 qn−
q

q−1
d+1+o(n),

donc

R 6 1− q

q − 1
d+ o(n)

�

Résultat

∀C ⊂ Fnq de taux R et distance relative δ , alors R < 1− δ.

Lemme 3.2.1 [29] Soit v1, v2, ..., vs ∈ Rn , vecteurs non nulles .

1) si 〈vi, vj〉 6 0,∀i 6= j alors s 6 2n.

2) soit vj vecteurs unitaires tel que 1 6 i 6 s , de plus si 〈vi, vj〉 6 −ε 6 0,∀i 6= j ,

alors : s 6 1 +
1

ε
.

Lemme 3.2.2 [29] Soit f une application tel que : f : C −→ Rnq , ∀c ∈ C; ‖f(c)‖ = 1, et

∀c1 6= c2 ∈ C; 〈f(c1), f(c2)〉 6 1− q

q − 1

d(c1, c2)

n

On trouve la preuve de ces lemmes dans [30]
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Théorème 3.2.1 [29] ” Borne de Plotkin ”

Quelque soit un code C ⊂ Fnq de distance d , alors :

1) si d = (1− 1
q
)n, |C| 6 2qn.

2) si d > (1− 1
q
)n, |C| 6 qd

qd− (q − 1)n
.

Preuve: Soit C = {c1, ..., cs},∀i 6= j,

〈f(ci), f(cj)〉 6 1− (
q

q − 1
).
d(ci, cj)

n
,

6 1− q

q − 1
.
d

n
.

si d = (1− 1

q
n =

q − 1

q
n ;alors

〈f(ci), f(cj)〉 6 1− (
q

q − 1
).n.

q − 1

q
.
1

n
6 0

alors : m 6 2nq,

donc :

|C| 6 2nq

si d >
q − 1

q
n , alors :

∀i 6= j〈f(ci), f(cj)〉 6 1− q

q − 1
.
d

n
=
n(q − 1)− qd
n(q − 1)

〈f(ci), f(cj)〉 6 −
qd− n(q − 1)

n(q − 1)

comme : qd− n(q − 1) > 0, alors : ε =
qd− n(q − 1)

n(q − 1)
> 0 .

donc :

s = |C| 6 1 +
(q − 1)n

qd− (q − 1)n
,

|C| 6 qd− (q − 1)n+ (q − 1)n

qd− (q − 1)n
,

|C| 6 qd

qd− (q − 1)n
.

alors : |C|qd− (q − 1)n|C| 6 qd , alors : qd(|c| − 1) 6 (q − 1)n|C| donc d 6
(q − 1)n|C|
q(|c| − 1)

�
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Si le code C est un équidistant code alors :

d =
(q − 1)n|C|
q(|C| − 1

, |C| = qk.

donc :

d =
nqk(q − 1)

q(qk − 1)

d’où par conséquent , il doit être un entier positif m tel que :

n =
(qk − 1)m

q − 1
, donc d =

(qk−1)m
q−1 (q − 1)qk

q(qk − 1)
alors :

d = mqk−1.

On va construire un code linéaire équidistant C[n, k, d], tel que :

n =
(qk − 1)m

q − 1
, d = qk−1m.

Pour l = 1, 2, ...,m, soit Gl une matrice de k(
qk − 1

q − 1
) de coefficients dans Fq, avec la propriété

que chaque deux colonnes sont linéairement indépendant.

Gl est la matrice de contrôle de code de Hamming donc Gl est la matrice génératrice du

dual de code de Hamming .

Si on définit la matrice génératrice de C comme G := [G1|G2|...|Gm], nous rappelons que deux

codes sont équivalent si on obtient l’un à partir de l’autre par une permutation convenable.

Si q 6= 2, les codes générés séparément par les matrices G1, ..., Gm ne sont pas nécessairement

équivalent.

On va démontrer que si C est un code linéaire équidistant C[n, k, d] , puis il existe G1, ..., Gm

matrices génératrices des duals de codes de Hamming , tel que C est équivalent à un code

qui a la matrice génératrice G := [G1|G2|...|Gm] tel que Gi;∀i : 1 6 i 6 m,Gi ∈Mk× qk−1
q−1

.

On va démontrer par récurrence à k.

Pour k = 1 le résultat est évidement.

Supposons que la propriété est vraie pour k − 1 est soit u1, u2, ..., uk les lignes de la matrice

génératrice A de C, le dernier ligne uk a qk−1m positions.

Parmi ceux ci il y a m positions dans laquelle les lignes u1, u2, ..., uk−1 ont élément commun

est le zéro , en fait ces k−1 lignes représentent une matrice génératrice d’un code équidistant
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de dimension k − 1 et distance d = qk−2s tel que s = qm,

alors :

l =
s(qk−1 − 1)

q − 1
.

d’où les commun zéros de u1, u2, ..., uk−1 se produit n− l = m positions.

Depuis la matrice A a des colonnes non nulle, alors le mot de code uk a non null éléments ;

donc , on obtient A sous la forme :

A =


0
0
... M N
0
u v 0


tel que : A ∈Mk×l , M ∈M(k−1)×(qk−1−1)m , N ∈M

(k−1)× qk−1−1
q−1

m
,

u ∈M1×m , v ∈M1×(qk−1−1)m, les vecteurs u, v ont non nulles éléments , alors la matriceM

est une matrice génératrice du code linéaire équidistant de dimension k − 1 et du distance

qk−2(q − 1)m, le même chose pour la matrice N , c’est une matrice génératrice d’un code

linéaire équidistant de dimension k − 1 et du distance qk−2m .

Soit x une combinatoire linéaire non-nulle de les lignes u1, u2, ..., uk−1. Les vecteurs uk et

x sont linéairement indépendant , alors uk, x construisent un code linéaire équidistant de

distance qk−1m et de dimension égal 2, alors la distance de ce code est de la forme qs tel

que s = qk−2m, alors le longueur de ce code est de la forme qs , tel que s = qk−2m, alors

le longueur de ce code est
s(q2 − 1)

q − 1
=
qk−2m(q2 − 1)

q − 1
= qk−2m(q + 1), que signifie qu’il y a

qk−2m(q− 1) position tel que x et uk n’ont pas des zéros éléments donc le contribution de M

à la poids de x est égal à qk−2(q − 1)m, alors que le contribution de la matrice N est qk−2m,

supposons que M de rang h < k − 1, comme M a des colonnes non nulle, alors :

∃α ∈ N; (qk−1 − 1)m = α
qh − 1

q − 1
et qk−2(q − 1)m = qh−1α ;

donc

α = qk − 1− h(q − 1)m

alors :

(qk−1 − 1)m = qk−1−h(q − 1)m
qk − 1

q − 1
qk−1 − 1 = qk−1−h(qh − 1)
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contradiction car q devise qk−1−h(qh − 1) mais q ne divise pas qk−1 − 1 , donc le rang de M

et N égale k − 1.

On va appliquer notre hypothèse sur les matrices génératrices M et N .

Une permutation des colonnes apporte la matrice A comme ci dessus :

A =


0
0
... M1 M2 ... M(q−1)m N1 N2 ... Nm

0
u v1 v2 ... v(q−1)m 0 0 ... 0


les matrices M1, M2, ...,M(q−1)m, N1 , N2 ,..., Nm ∈Mk−1×β ; tel que β =

qk−1 − 1

q − 1
, sont des

matrices de Hamming et les vecteurs u, v1, ..., v(q−1)m n’ont pas des éléments nulles.

Nous voulons formuler le résultat ci dessus de manière, on peux prendre de les matrices

Mi, Nj, (i = 1, ..., (q − 1)m; j = 1, ...,m) , on regroupe les colonnes qui représentent une seul

et même sous espace vectoriel de Fk−1q de dimension 1 et on peut réorganiser les colonnes de

la matrice A comme ci dessus :

A =


0
0
... A1 A2 ... Aβ
0
u x1 x2 ... xβ


Les matrices A1, A2, ..., Aβ ∈Mk−1×qm , les vecteurs x1, x2, ..., xβ sont de longueur qm.

Donc, on a les propriétés suivants :

1/ Deux colonnes de la même matrice Ai sont linéairement dépendent , ∀i = 1, 2, ..., β.

2/ Les colonnes de la matrice Ai et les colonnes de la matrice Aj ,∀i 6= j sont linéairement

indépendant.

3/ Chaque vecteur xj = (xj1 , xj2 , ..., xjqm) a m élément égal à 0.

4/ u est un vecteur de longueur m avec des élément non nulle.

Soit j ∈ {1, 2, ..., β}, soit yj = (yj1 , yj2 , ..., yjqm), le premier ligne non nulle de Aj , comme Aj

est de rang 1 , les éléments de yj sont tous non nulle.

On va montrer que ∀c ∈ Fq , |{i|xji = cyji}| = m.
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Si c = 0 donc xj a m élément égal à 0.

Si c 6= 0 , nous considérons le vecteur uk− cul tel que ul est une ligne de la matrice A, depuis

ce vecteur ne réside pas dans le sous espace vectoriel engendré par u1, u2, ..., uk−1 , il peut

substituer uk en tant que la ligne numéro k de A .

Correspondant à Aj, nous obtenons pour uk − cul, le vecteur x′j avec m élément nulle.

Considérons la matrice Zj formé par ajouter le vecteur xj à la matrice Aj comme ligne numéro

k .

Soit Fq = {c0, c1, ..., cq−1} , alors ∀s ∈ {0, 1, ..., q − 1} il y a m positions tel que les éléments

qui occupent ces postes dans la ligne numéro k de Zj sont obtenu en multipliant par cs les

éléments qui correspondant dans la ligne numéro l de Zj et obtenir la matrice ci dessus :

A =


... ... ..... ...
zj,0 zj,1 ..... zj,q−1
... ... ...... ...

c0zj,0 c1zj,1 ..... cq−1zj,q−1


tel que zj,0, zj,1, ....., zj,q−1 sont l vecteurs de longueur m avec des éléments non nulles.

Soit Zjs une k ×m matrice tel que s ∈ {0, 1, ..., q − 1} est obtenu par prendre les colonnes

dans les positions sm+ 1, sm+ 2, ...; sm+m .

Donc , ∀s 6= w alors les colonne de Zjs sont linéairement indépendant avec les colonnes de

Zjw.

On va répéter la procédure pour chaque j = 1, 2, ..., β et on note Z est k ×m la matrice qui

a le vecteur u comme un ligne numéro k et nulle par ailleurs .

On obtient la matrice A a prés réorganisation convenable comme ci dessus :

A = (Z|Z1,0|Z1,1|...|Z1,q−1|...|Zβ,0|...|Zβ,q−1)

à partir de cette matrice , nous prenons chaque colonne dans la position i est congru à j

modulo n tel que j est fixé dans {1, 2, ...,m} et i ∈ {1, 2, ..., n} à partir de ces colonnes nous

formons la matrice Gj qui contient j colonne de chaque sous matrice Z et Zj,s ; j ∈ {1, ..., n} ;

s ∈ {0, 1, ..., q − 1}, donc chaque deux colonne de Gj sont linéairement indépendant , d’où

Gj est k × qk − 1

q − 1
matrice de Hamming et A peut être amené sous la forme (G1|G2|...|Gm)

par une permutation des colonnes.
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3.2.2 Application

Exemple 01

On donne k = 2, n = 22 − 1 = 3, m = 2, alors d = 22−1 = 2 donc :

G1 =

(
0 1 1
1 0 1

)
alors :

G =

(
0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1

)
n′ =

2(22 − 1)

2− 1
= 6 , k′ = 2, d′ = (22−1)2 = 4

après une permutation convenable :

G′ =

(
0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0

)
On va obtenir le code C , ∀x = (x1, x2) ∈ C, x.G′ ∈ C ; alors :

(x1, x2)

(
0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0

)
= (x2, x2, x1 + x2, x1 + x2, x1, x1)

alors : C = {(000000); (111100); (001111); (110011)}

Exemple 02

On donne k = 2, n =
32 − 1

3− 1
=

8

2
= 4, m = 2, alors d = 32−1 = 3 donc :

G1 =

(
0 1 1 1
1 0 1 2

)
alors :

G =

(
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 2 1 0 1 2

)
n′ =

2(32 − 1)

3− 1
= 8 , k′ = 2, d′ = (32−1)2 = 6

après une permutation convenable :

G′ =

(
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 1 2 0 0

)
On va obtenir le code C , ∀x = (x1, x2) ∈ C, x.G′ ∈ C ; alors :

(x1, x2)

(
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 1 2 0 0

)
= (x2, x2, x1 + x2, x1 + 2x2, x1 + x2, x1 + 2x2, x1, x1)

alors :
C = {(00000000); (00111111); (11121200); (11202011);

(11010122); (22020211); (00222222); (22212100); (22101022)}



Chapitre 4

Permutation de décodage du code
simplexe
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Dans ce chapitre , on va traiter l’article qui parle sur le décodage du code simplexe par

PD − Sets [4]

Définition 4.0.1 Un code simplexe binaire Sn(F2) est le dual du code de Hamming binaire

Hn(F2) , alors Sn(F2) est de longueur 2n − 1 et de dimension n.

La matrice génératrice du Sn(F2) est la matrice de contrôle de Hn(F2)

Proposition 4.0.1 [4] Tous les vecteurs non nulles du code simplexe sont de même poids,

la valeur commune de leur poids est 2n−1 .

Preuve: Notons H la matrice génératrice de Sn(F2) alors H est la matrice de contrôle de

Hn(F2) .

Soit x ∈ Sn(F2) donc, x = uH tel que x ∈ F2 .

Notons c1, c2, ..., cn les colonnes de H . Alors x = (uc1, uc2, ..., ucn), on sait que les colonnes

ci ∈ Fn2 − {0} alors :

wt(x) = card{c ∈ Fn2 − {0}/uci 6= 0},

donc : wt(x) = 2n−1.

�

Sn(F2) est [2n − 1, n, 2n−1] code.

Définition 4.0.2 A sous ensemble des positions de coordonnées d’un code linéaire est ap-

pelée un ensemble d’information s’il existe une matrice génératrice pour le code qui est

systématique sur les colonnes de ses positions .

La base canonique de Fn2 forme un ensemble d’information In pour Sn(F2).
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Définition 4.0.3 Soit C un code corrige t erreurs, avec un ensemble d’information I et H

sa matrice de contrôle ,alors PD− ensemble pour C est une ensemble S d’automorphisme

de C , tel que chaque t− ensemble des positions de coordonnées est déplacé par au moins

un élément de S dans la matrice H.

Pour s ≤ t un s−PD− ensemble est un ensemble d’automorphisme de C tel que chaque

s− ensemble des positions de coordonnées est déplacé par au moins un élément de S dans H.

4.1 L’algorithme de permutation de décodage

On a un code C[n, k, d] systématique corrige t erreurs , donc sa matrice génératrice est sous

la forme G[Ik|A] alors H[−At|In−k] est sa matrice de contrôle .

Tout vecteurs v de longueur k est codé comme vG, supposons x est envoyé et y est reçu au

maximum t erreur.

Soit S = {g1, g2, ..., gs} est PD− ensembles calculons les syndromes H(ygi)
t pour

i = 1, ..., s, jusqu’à trouver un i tel que le poids de ce vecteur est au maximum t.

calculons le mots de code c qui possède le même symbole d’information comme ygi et décoder

y comme cg−1i .

Notez que cet algorithme utilise en fait le PD− ensemble comme une séquence ; ainsi , il

est à propos d’indexer les élément de l’ensemble S par l’ensemble {1, 2, ..., |S|} de sorte que

les éléments qui corrigera un petit nombre d’erreurs se produisent d’abord.

Ainsi , si s−PD− ensembles se trouvent imbriquées pour tous 1 < s ≤ t, alors nous pou-

vons commander S comme suit :

Trouver un s−PD− ensembles S pour chaque 0 < s ≤ t, tel que le PD− ensembles S

comme une séquence dans cet ordre :

S = [S0, (S1 − S0), (S2 − S1), ..., (St − St−1)].
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Exemple

Soit S3(F2) un code de longueur 7 de matrice génératrice

G =

 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

 ; alors par une permutation convenable : 1 7−→ 3 ; 3 7−→ 4 ;

4 7−→ 1 ; 2 7−→ 2 ; 5 7−→ 5 ; 6 7−→ 6 ; 7 7−→ 7 ; on a :

G′ =

 1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 0 1



alors H =


0 1 1 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1

.

On va calculer les syndromes :

leader 0 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
syndrome (0000) (0111) (1011) (1101) (1000) (0100) (0010) (0001)

Soit y(1111100) un mot reçu

S(y) = yHT = (1111100)



0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


= (1101),

x = y − ui alors x = (1111100)− (001000) = (1101100)

alors c = (1101)

Exemple

Soit S4(F2) un code de longueur 15 de matrice génératrice

G =


0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

 ;

alors par une permutation convenable :

G′ =


1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1

 ;
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Donc : H =



1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


;

Soit S = {g1, g2, ..., gs} PD− ensemble tel que gi est automorphismes de C représente des

permutation des positions de coordonnée.

Supposons x est envoyé et y est reçu au maximum t erreur.

Alors on va calculer les syndromes H(ygi)
t pour i = 1, 2, ..., s, jusqu’à trouver un i tel que le

poids de ce vecteur est au maximum t.

calculons le mots de code c qui possède le même symbole d’information comme ygi et décoder

y comme cg−1i .

Évidemment, il est plus compliqué pour n > 4 .

Résultat

Si S est un PD− ensembles pour un code C[n, k, d] corrige t erreurs et r = n− k :

|S| ≥ dn
r
dn− 1

r − 1
d...dn− t+ 1

r − t+ 1
e...eee borne de Gorden− Schonheim

Cet résultat peut être adapté pour s−PD− ensembles tel que s ≤ t remplaçant de t dans

la formule précédente.

4.2 s−PD− ensembles de cardinal s + 1 pour Sn(F2)

On va montrer comment trouver s−PD− ensembles pour Sn(F2) tel que satisfait la borne

de Gorden− Schonheim pour s−PD− ensembles.

On a Sn = [2n − 1, n, 2n−1] , et In = {e1, e2, ..., en} l’ensemble d’information tel que In est

l’ensemble d’élément du base canonique de Fn2 .

La matrice génératrice de Sn a 2n− 1 non null vecteurs de Fn2 , avec les éléments eti de la base
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canonique dans n premières positions alors : G = [In|A].

On a Aut(Sn) = GLn(F2), GLn(F2) groupe linéaire, on va écrire les vecteurs sous la forme

vecteurs ligne, ainsi vA est l’image du vecteur v ou A ∈ GLn(F2) , et pour toute A la

permutation résultant des positions de coordonnées donne un automorphisme du code Sn.

On va regarder à ce borne pour Sn , tel que n ≥ 4, car S3 corrige un seul erreur donc la

permutation de décodage n’est pas nécessaire .

Posons :

gn(t) = dn
r
dn− 1

r − 1
d...dn− t+ 1

r − t+ 1
e...eee.

Lemme 4.2.1 [4] Pour le code simplexe binaire Sn et n ≥ 4 , 1 ≤ s ≤ t = 2n−2 − 1.

gn(s) = d 2n − 1

2n − 1− n
d 2n − 2

2n − 2− n
d...d 2n − s

2n − s− n
e...eee ≥ s+ 1.

En particulier : gn(1) = 2, gn(2) = 3 , ∀n ≥ 4 .

Preuve: Le plus profond terme dans la formule pour la borne est d 2n − s
2n − s− n

e.

Il est claire qu’il est la valeur égal à 2 pour n ≥ 4, 1 ≤ s ≤ t, à chaque étape de la calcul

du plafond, à partir de la plus interne , la fraction est supérieur à 1 , de sorte que la durée

augmente en valeur au moins 1.

Donc : gn(s) ≥ s+ 1 . �

Définition 4.2.1 Pour Sn, n ≥ 4 ;

fn = max{s/2 ≤ s, gn(s) = s+ 1}.



4.2 s−PD− ensembles de cardinal s+ 1 pour Sn(F2) 53

Lemme 4.2.2 [4] ∀n ≥ 4 :

fn = d2
n − 1

n
e − 1.

Preuve: Il y a s étapes dans le calcul de la formule de l’équation du lemme 4.2.1.

On a d 2n − s
2n − s− n

e = 2. Ainsi, nous devons veiller qu’a chaque étape de travail à partir de

l’intérieur, l’augmentation est 1.

Alors :

d 2n − (s− 1)

2n − (s− 1)− n
d 2n − s

2n − s− n
ee = d2. 2n − s+ 1

2n − s+ 1− n
e

= d 2.2n − 2s+ 2

2n − s+ 1− n
e

= d2.2
n − 2s+ 2− 2n+ 2n

2n − s+ 1− n
e

= d2.(2
n − s+ 1− n)

2n − s+ 1− n
+

2n

2n − s+ 1− n
e

= d2 +
2n

2n − s+ 1− n
e = 3

alors :
2n

2n − s+ 1− n
≤ 1,

donc :

2n ≤ 2n − s+ 1− n,

donc :

s ≤ 2n − 3n+ 1

Pour le terme suivant ”le troisième terme” on obtient : s ≤ 2n − 4n+ 2.

Pour le l ème terme : s ≤ 2n − (l + 1)n+ l − 1.

Ainsi pour l = s :

s ≤ 2n − (s+ 1)n+ s− 1,

donc

s+ ns− s ≤ 2n − n− 1,

donc

s ≤ d2
n − 1

n
e − 1.
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Alors on a s ≤ 2n − (l + 1)n+ l − 1 = 2n − ((l + 1)n− (l + 1) + 2).

On a (l + 1)n− (l + 1) + 2 ≥ ln− l + 2,∀n ≥ 1.

La borne précédente (l − 1) ème sera également satisfaite alors :

fn = max{s/2 ≤ s, gn(s) = s+ 1} = d2
n − 1

n
e − 1.

�

Alors pour quelque soit s ≤ fn un s−PD− ensemble de taille s + 1 rencontrera la borne

de Gorden− Schonhein pour la correction des s erreurs, nous allons trouver des conditions

sur des ensembles de matrices de GLn(F2).

Proposition 4.2.1 [4] Soit C = Sn,∀n ≥ 4 , avec d’ensemble d’information In ,et ensemble

de contrôle Cn .

Si Pk = {Mi/0 ≤ i < k} est un ensemble de k + 1 matrices dans GLn(F2) tel que :

∀M−1
i ,M−1

j , i 6= j n’ont pas une rangée en commun.

Ainsi Pk est un k−PD− ensemble de k + 1 élément pour C. De plus, tous sous ensemble

de Pk de taille s+ 1, 1 ≤ s ≤ k est un k−PD− ensemble pour C .

Inversement si Rk = {Ni/0 ≤ i < k} est un k−PD− ensemble pour C donc il n’y a pas

deux matrices N−1i , N−1j tel que i 6= j ont un ligne en commun.

Preuve: Supposons Pk = {Mi/0 ≤ i < k} tel que ∀i 6= j , M−1
i et M−1

j n’ont pas un rangée

en commun .

Soit T = {v1, ..., vk} un ensemble de k vecteurs distinct dans Fn2 .

Supposons que ne pouvons pas faire plonger T dans Cn par n’importe élément de Pk.

Ainsi ∀i, 0 ≤ i ≤ k, il y a vj, 1 ≤ j ≤ k, tel que : vjMi ∈ In, comme i a k+ 1 valeurs et j a k

valeurs, alors on a vjMi et vjMl, tel que pour j, i 6= l, ont le même poids égale à 1.

Supposons que vjMi = er et vjMl = ei, alors : vj = erM
−1
i = etM

−1
l , la rangée numéro r

dans M−1
i égale à la rangée numéro t dans M−1

l ; contradiction.

La réciproque :

Soit Rk = {Ni/0 ≤ i < k} une k−PD− ensemble pour C et soit v ∈ Fn2 est la colonne

numéro r dans N−1i et v la colonne numéro t dans N−1j , donc :

v = erN
−1
i = etN

−1
j , alors : vNi = er, vNj = et.

Soit J = {m/0 ≤ m ≤ k;m 6= i, j} pour chaque m ∈ J , nous choisissons une colonne vm de
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N−1m , on a une ensemble a au moins k − 1 vecteurs vm tel que vmNm = et, et donc vmNm de

poids égale à 1 .

L’ensemble T = {vm/m ∈ J} ∪ {v} est de cardinal k, mais il n’y a pas du matrice dans Rk

permettra de faire un plan de chaque éléments de T dans Cn. contradiction avec l’hypothèse

que Rk est un k−PD− ensemble .

L’état des sous ensembles de Pk de cardinal s+ 1 est évidement car il est le même cas pour k

�

Corollaire 4.2.1 [4] ∀n ≥ 4 si Pk est de cardinal k + 1 est un k−PD− ensemble pour

Sn avec In ensemble d’information, alors n’importe quel ordre des éléments de Pk donne

s−PD− ensemble imbriquées ; 1 ≤ s ≤ k.

On peux ordonner les éléments de Pk arbitrairement comme [Mi0 , ...,Mik ] s’il n’y a pas une

erreur détecté , Mi0 sera décoder ; si une erreur a détecté , alors Mi0 et Mi1 seront décodé, si

on a trois erreurs détecté , l’une des trois première décode, pour s erreurs des s+ 1 premières

effectue le décodage.

Ainsi, les erreurs qui se produisent moins ” ce qui est supposé pour un bon canal” , le plus

tôt sera le vecteur sera décodé.

Corollaire 4.2.2 [4] ∀n ≥ 4 un c de k + 1 éléments de GLn(F2) pour Sn avec ensemble

d’information In doit satisfaire :

k ≤ d2
n − 1

n
e − 1.

Preuve: On a de proposition 4.2.1 le k−PD− ensemble de k + 1 matrices aura pour

l’ensemble de ses inverses, k+ 1 matrices avec aucune ligne se produisant deux fois, ainsi, en

comptant les lignes que nous avoir :

(k + 1)n ≤ 2n − 1,

kn ≤ 2n − n− 1,
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k ≤ d2
n − 1

n
e − 1

�

Définition 4.2.2 Soit un code C a un ensemble P de coordination, un ensemble L d’infor-

mation de C est appelé t-informations antiblocage système ” t-AI-système” si ∀t ensemble

T ⊂ P , il y’ a B ∈ L tel que B ∩ T = Φ.

Corollaire 4.2.3 [4] Supposons n ≥ 4 et Qk = {Ni/0 ≤ i ≤ k} tel que k ≥ 1 est un ensemble

de k + 1 matrices dans GLn(F2) tel que ∀i 6= jN8I,Nj n’ont pas un ligne en commun.

Si Ri est un ensemble des lignes de Ni pour 0 ≤ i ≤ k l’ensemble D = {Ri/0 ≤ i ≤ k} est

un k− informations antiblocage système de taille k + 1 pour Sn.

Inversement :

∀k antiblocage information système L = {Ai/0 ≤ i < k} pour Sn de k+1 éléments doit avoir

la propriété Ai ∩ Aj = Φ,∀i 6= j.

Preuve: De la proposition 4.2.1 on a : Pk = {N−1i /0 ≤ i ≤ k} est un k−PD− ensemble

pour ensemble d’information In, alors ∀k− ensemble des vecteurs T = {vi/1 ≤ i ≤ k} il y

a N−1i tel que vjN
−1
i ∈ Cn,∀1 ≤ j ≤ k, alors T ∩ Ri = Φ. Donc D est un k− informations

antiblocage système pour Sn.

Inversement :

Soit un k − AI système L = {Ai/0 ≤ i ≤ k} de k + 1 éléments pour Sn.

Le preuve qu’il n’y a pas un vecteur en commun de deux éléments de D est dans la preuve

de la proposition 4.2.1 , comme quelque soit Ai contient n vecteurs forment un base pour Fn2 ,

ainsi définir une matrice inversible .

�

En effet, on prend M0 = In, pour obtenir une cas d’aucune erreur.

Pour ce cas on définit :

An = {M/M ∈ GLn(F2)/tout les ligne de M ont poids au moins egal 2}.
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Proposition 4.2.2 [4] Soit C un code simplexe Sn , tel que n ≥ 4,d’ensemble d’infor-

mation In d’ensemble de contrôle Cn .Si Pk = {M0 = In,M1, ...,Mk} est un ensemble de

k + 1 matrice dans GLn(F2) tel que chaque pair (i, j), i 6= j;M−1
i Mj ∈ An, alors Pk est un

k−PD− ensemble de k + 1 élément pour C.

Preuve: On remarque M ∈ An ⇐⇒M−1 ∈ An
Supposons que M ∈ An , si M−1 a un ligne de poids égale à 1 soit ej dans la i ème colonne,

de In = M−1M est le j ème ligne de M , contradiction car M a les vecteurs ligne ont poids

au minimum égale à 2 donc M−1 ∈ An.

Supposons que Mi = M−1
0 Mi ∈ An;∀i ≥ 1, on va montrer que les lignes de M−1

i et M−1
j tel

que i 6= j sont distinct.

Il est claire que les lignes de M−1
i ,∀i ≥ 1 sont distinct à de In, supposons que M−1

i et M−1
j tel

que 0 6= i 6= j 6= 0, alors v = erM
−1
i = esM

−1
j pour certain r, s donc : vMj = erM

−1
i Mj = es ;

contradiction car M−1
i Mj ∈ A, donc par la proposition 4.2.1 Pk est un k−PD− ensemble

de k + 1 éléments.

�

Maintenant on va montrer comment construire s−PD− ensemble.

Définition 4.2.3 ∀M ∈ GLn(F2),M = [mij] et u = (u1, ..., un) ∈ Fn2 ;u 6= 0.

Soit M(u) = [aij] une matrice de (n+ 1)× (n+ 1) tel que :

a11 = 1, a1;1+i = ui,∀i, 1 ≤ i ≤ n, ai1 = 0,∀i, 2 ≤ i ≤ n+ 1, ai+1;j+1 = mij,∀i ≥ 1; j ≤ n.

tel que :

M(u) =


1 u1 ... un
0
... M
0


Exemple

M =


1 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 , u = (1, 0, 0, 0) = e1, alors : M(u) =


1 1 0 0 0
0 1 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
0 1 1 1 0


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Résultat

Si Qk = {Ai/0 ≤ i ≤ k} est un ensemble des matrices dans GLn(F2) tel que les lignes de Ai

sont distinct de celle Aj,∀i 6= j , alors si u0, u1, ..., uk des vecteurs distincts dans Fn2 .

L’ensemble Q∗k = {Ai(ui)/0 ≤ i ≤ k} est l’ensemble des matrices dans GLn+1(F2) avec les

mêmes propriétés.

Pour trouver k−PD− ensemble de k+ 1 élément, on va trouver k+ 1 matrices n×n avec

aucun ligne en commun ,i.e. k + 1 ensembles de base deux à deux disjoints de Fn2 .

Proposition 4.2.3 [4] Si :

N1 =


1 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 , N2 =


0 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

 ;

alors P3 = {I4, N−11 , N−12 } est 2−PD− ensemble pour S4 si (N1)1 = N1(e1); (N2)1 =

N2(e2) ; par récurrence (N1)r = (N1)r−1(e1), (N2)r = (N2)r−1(e2), ∀r ≥ 2, ou e1, e2 deux

élément de la base canonique,

∀n ≥ 5, P3(n) = {In, (N1)
−1
n−4, (N2)

−1
n−4}

est un 2−PD− ensemble pour Sn.

Preuve: N1, N2 satisfont les conditions de la propositions 4.2.2, alors par la proposition

4.2.1 est 2−PD− ensemble donc elle est correct pour P3(n), ∀n ≥ 5. �

Remarque 4.2.1 La troisième matrice N2 n’existe pas si les deux première matrice sont :

I4 et N1 = I4 + J tel que J est la matrice ou tous ses éléments égale à 1, puis que tous les

vecteurs restants sont de même poids et donc il y a au plus trois en un ensemble linéairement

indépendant.
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Exemple

Dans la proposition 4.2.3 , n = 6,

N1(e1) =


1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 0

 , N2(e2) =


1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 .

Corollaire 4.2.4 [4] ∀n ≥ 4, si k−PD− ensemble de k + 1 matrices pour Sn, avec un

ensemble d’information In , on peux trouver un k−PD− ensemble de k+ 1 matrices pour

Sm, avec un ensemble d’information Im, ∀m ≥ n.

Preuve: Soit Pk = {Mi/0 ≤ i ≤ k} un k−PD− ensemble pour Sn.

Soit Ni = M−1
i ,∀i = 0, ..., k, supposons que {ui/0 ≤ i ≤ k} un ensemble de k + 1 vecteurs

distincts dans Fn2 .

Depuis k généralement est t = 2n−2−1, tous les membres i ≤ k ont un représentation binaire

non nuls dans les n− 1premiers positions ” le plus à gauche” .

Depuis la proposition 4.2.3 par récurrence ∀r ≥ 1, on ajoutons 0 à la fin de chaque ui à chaque

étape (Ni)1 = Ni(ui), (Ni)r = (Ni)r−1(ui) pour chaque i tel que 0 ≤ i ≤ k et 1 ≤ r ≤ m,

donc pour chaque m > n ;

Qk = {(N0)
−1
m−n, (N1)

−1
m−n, ..., (Nk)

−1
m−n}.

est un k−PD− ensemble imbriquée de k+ 1 éléments pour Sm, avec ensemble d’informa-

tion Im. �
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Conclusion

Dans ce travail, on a présenté des notions sur les codes linéaires, les codes équidistants

spécifiquement les codes simplexes.

On a indiqué comment décoder les codes simplexes par un logarithme qui a nous montré

l’importance de ces codes.

Nous espérons que nous avons fourni un simple aperçu autour les codes simplexes du fait que

la théorie des codes a été découvert récemment par rapport à d’autres théorie.

Mots clés

Code de Hamming, orthogonal, décodage, poids.



Résumé

Les télécommunications sont devenues indispensables dans notre vie quotidienne, cet échange

numérique d’informations se fait par le biais de canaux de communication comme le câble,

la fibre optique, le wifi, les satellites ...etc.

Ces canaux ne sont pas tous fiable 100%. la théorie des codes correcteurs d’erreurs s’est

développée pour répondre à ce genre de problème.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré aux notions fondamentales d’algèbre .

aux deuxième chapitre on introduit la notion de codes ” code linéaire, code de Hamming,

matrice génératrice, matrice de contrôle, l’encodage et le décodage par syndrome.

Dans le troisième chapitre on donne une caractérisation des codes équidistants.

Le dernier chapitre est consacré au décodage des codes simplexes en utilisant un algorithme

de permutation de décodage.



Abstract

Telecommunications have become indispensable in our daily life, this digital exchange of

information is done through communication channels such as cable, optical fiber, wireless,

satellites...

These channels are not all reliable 100%. the theory of error correcting codes was developed

to meet this kind of problem.

The first chapter of this thesis is devoted to the fundamentals of algebra. the second chapter

the concept of codes ”linear code is introduced, Hamming code, generator matrix, matrix

control, encoding and decoding syndrome. In the third chapter we give a characterization

of equidistant codes. The last chapter is devoted to decoding the codes using a simplex

algorithm permutation decoding.
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