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Résumé

Ce travail porte sur I'application de plusieurs schémas numériques pour résoudre le
probleme inverse parabolique avec un parametre de contrdle et soumis a des conditions
aux limites initiales et non locales ainsi qu’a une condition sur-spécifiée définie en un point
spécifique de I'espace domaine. En raison de la condition aux limites non locale, le systéme
d’équations linéaires résultant de I'approximation par la méthode des différences finies est
tridiagonale sauf la premiere et la derniére ligne. Nous utilisons une méthode efficace pour
résoudre le systeme linéaire et la méthode prédicteur-correcteur pour calculer la solution
et mettre a jour 'estimation du coefficient inconnu. Quelques résultats numériques sont

présentés pour montrer l'efficacité des algorithmes.

Mots-clés : probleme inverse; parametre source; équation parabolique; méthode des

différences finies ; méthode prédicteur-correcteur ; condition aux limites non locale.
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Abstract

This work is concerned with application of several numerical techniques to solve para-
bolic inverse problem with a control parameter, subject to initial and non-local boundary
conditions along with an overspecified condition defined at a specific point in the spatial do-
main. Due to the non-local boundary condition, the system of linear equations resulting from
the approximation by the finite differences method is tridiagonal, except for the first and the
last line. We use an efficient method to solve the linear system and the predictor—corrector
method to calculate the solution and update the estimate of the unknown coefficient. Some

numerical results are presented to demonstrate the efficiency of the algorithms.

Keywords : inverse problem; source parameter ;parabolic equation; finite differences

method ; predictor—corrector method ; nonlocal boundary condition .
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Introduction

Au cours des dernieres années, de nombreux phénomenes physiques peuvent étre décrits
en termes de équations aux dérivées partielles paraboliques avec un parametre controle de
source. Ce type d’équations apparait, par exemple, dans la étude des processus de conduction
thermique, particulier en thermoélasticité, thermodynamique, transmission de la chaleur,
dynamique des populations, les problémes de vibration, la dynamique des réacteurs nu-
cléaires, les problemes inverses, la théorie du contréle et certains processus biologiques
[1-8]. Une attention croissante est versés au développement, a l'analyse et a la mise en ceuvre
de méthodes précises pour les techniques numériques de problemes inverses, c’est-a-dire
pour la détermination d’'une inconnue p(t) dans les équations aux dérivées partielles. Les
problémes inverses sont un nouveau champ apparu dans les EDP avec une fonction incon-
nue,l'information manquante peut étre un ajustement dans I’équation ou une partie d'une
condition limite ou également une condition initiale.

Pour I'identification la fonction inconnue, nous avons besoin d’exigences supplémen-
taires (sur-spécifier). Parfois, cette information supplémentaire est donnée sous forme in-
tégrale (cas ou une valeur moyenne de la solution peut étre mesurée). On peut citer un

exemple :

Considérons un tube transparent qui contient un produit chimique dont l'opacité est
une fonction monotone connue de la concentration de la substance dispersée. A x = 1, le
tube est terminé de sorte que le flux de substance dispersée a travers la frontiere soit nul.la
substance dispersée diffuse selon I’équation de chaleur unidimensionnelle. en supposant
que le profil de concentration initial g9, est connu, une mesure, 7y, de la concentration de

substance dispersée a la position x = 0 pour tout le temps t > 0 spécifie le probleme de la
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valeur limite initiale bien posé :

L 9(0,8) = (), t €0, T]

Le probleme qui se pose est comment une mesure de 7y pourrait pratiquement étre faite ?
Une approche consiste a utiliser une lampe (ou laser) et une cellule photovoltaique pour
mesurer I'opacité du la produit chimique, en déduire ainsi la concentration de la substance
dispersée. Cependant, dans un tel appareil, la cellule photovoltaique doit avoir une largeur

finieb € ( , doncla mesure ne sera pasde q(0, f) = y(t), mais plutot de la concentration

moyenne — / x,t)dx = v ()

Dn lampe

Tube transparent

Produit chimigue

1 cellule photoélectrigue
> I
T T T >

0o b 1

Figure 1 : Mesure de la concentration d'un produit chimicque .

Les problemes paraboliques avec des conditions aux limites non locales ont été étudiés
par [5] [6], lonkin [13] , Bouziani [2] , Bouziani et Benouar [3]] , Bouziani Bensaid et Zereg
[1].

Objectifs
Au cours des dernieres décennies, le développement de méthodes numériques pour I'identi-
fication d'un parametre de controle dans les de problemes paraboliques avec des conditions
aux limites non locales a été un domaine de recherche important dans de nombreuses
branches de la science . Ici, nous devons mentionner que la présence des conditions inté-
grales complique 'utilisation des méthodes numériques standard telles que les méthodes
des différences finies, d’éléments finis, les techniques spectrales,... etc. La difficulté devient

visible apres la discrétisation. La présence d'un opérateur intégral dans le probléme donne
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lieu a des lignes / colonnes, qui sont pleines. C’est la raison pour laquelle des solveurs
algébriques spéciaux doivent étre développés (voir Liu [14] pour des exemples).

Par conséquent, ce travail vise a utiliser la méthode des différences finies pour I'identifi-
cation d'un parametre de contrdle dans les de problémes paraboliques avec des conditions
aux limites non locales.

Lidée principale est d’utiliser la méthode prédicteur-correcteur pour calculer la solution et
corrigé I'estimation du coefficient inconnu.

Apercu du mémaoire :

Le mémoire se compose d’'une introduction et de deux chapitres.

On commence par une introduction ou1 on a présenté un historique sur le probleme étudié,
I'intéreét, 'objectif du théme abordé.

Le premier chapitre est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fondamen-
tales et les outils nécessaires qui seront utilisées dans la suite.

Le deuxieme chapitre est réservé a la résolution numérique d'un probleme inverse para-

bolique avec un parametre de controle et des conditions aux limites non locale.




CHAPITRE

Notions préliminaires

Lobjet de ce chapitre est de donner et rappeler quelques notions et résultats classiques
fondamentaux d’analyse numérique a usage permanent dans les prochains chapitres. Pour
approfondir ces notions, le lecteur est invité a consulter les ouvrages suivants :Fortin [10],Eric

Goncalves da Silva[11], Quarteroni[17]

1.1 Méthode des différences finies

Dans la majorité des équations aux dérivées partielles on ne peut pas trouver la solution
analytique, il faut donc approcher la solution exacte par des méthodes numériques. il existe
de nombreuse méthodes d’approximation numérique des EDP, on peut citer la méthode
d’éléments finis, méthodes de collocations, volumes finis, les techniques spectrales,... etc.
Nous présentons dans cette section une des plus anciennes et des plus simples, appelée
méthode des différences finies .

La méthode consiste a remplacer les dérivées apparaissant dans le probléme continu
par des différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un
nombre fini de points discrets ou noeuds du maillage. Elle est apparu au XV []e siecle par
de nombreux mathématiciens, dont Euler, Taylor et Leibniz. On expose ci-dessous les idées
générales de la méthode.

Soit u(x, ) une fonction de I'espace et du temps. Par définition de la dérivée, on a:
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ou ou(x+ht) —u(x,t)
ax 0 =iy h |
ou ~u(xt+k) —u(x,t)
o (%t = lim K -

Si h le pas d’espace et k le pas de temps sont petits, un développement de Taylor de u au

voisinage de x donne:

ou h? 9%u h"* 0"u —
u(x+h,t) —u(x,t)-l—ha(x,t)—i—gﬁ(x,t)+...+mw(x,t)+0(h ). (1.1.1)

ou h? 9%u n h"o"Mu nl
u(x — h, t) = u(x, t) — ha(x, t) + gw(x, t) + ...+ (—1) mm(x, t) + O(h )

(1.1.2)

Le développement en série de Taylor au voisinage du temps ¢ s’écrit comme suit :

ou k2 0%u k" 0"u nl
u(x, t+k) —u(x,t)—i—kg(x,t)+E¥(x,t)+...+aw(x,t)+0(k ). (1.1.3)
ou k2 9%u n k' o"u _—
u(x, t —k) =u(x,t)— kg(x, t) + Eﬁ(x' )+ ..+ (—1) Py (x,t) +O(K"™).

(1.1.4)

Avec O(K"™1) et O(K"*1) sont les erreurs de troncatures. Lexpression des dérivées pre-

mieres et secondes s'obtient a partir de ces développements.

1.1.1 Les schémas de différences finies

Notation indicielle :

Considérons u(x, t) une fonction de I'espace et du temps. On choisit une discrétisation
réguliere de l'intervalle [0, L| de longueur & tel que L = M#, et une discrétisation de I'in-
tervalle de temps [0, T| en pas de temps k tels que T = Nk. Notons x; le point ik et t,, le
temps nk. Notons u;' la valeur de la solution approchée au point x; et au temps ¢,,. Pour la

discrétisation, on adopte les notations suivantes :
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6
— u(xj, ty) =
— u(x; +h, tn) = u(Xi+1,tn) =uly, u(xi—hty)=u(xi_1,ty) =ul_y,
— u(xj, th +k) = u(x,,th) = u”Jrl u(xi, tn — k) =u(x;, ty_1) = u?‘l
au( b) = a_u _ouf
ax i) =\ Bx i_ax'
Schémas de différences finies pour la dérivée premiere :
ATaide la formule de Taylor (jusqu’a 'ordre 2) on obtient :
— En espace:
Jou h? [ 9%u .
u(xi+hty) =u(x;ty) +h$(xi, tn) + o1 \ 922 (&, tn) oUly € [x;,x; + h].
(1.1.5)
ou W2 [ 9%u .
u(x;—h,ty) = u(xi tn) —hg(xi/ tn) + 21 (@) (Co tn)  OUGy € [x;—h, xi].
(1.1.6)
Des deux formules précédentes on obtient :
* Différences finies en avant (progressives)
ou ou(xj+hty) —u(xity)  h ou\" ui .y —uf
g(xutn) = p ——“ V(& tn) & x), = TJFO(h)-
~h (%u\"
O(h) = 7 (W)l (gl’ t?l) Xn < Cl < Xn+1 (117)
* Différences finies en arriére (rétrograde)
du _ u(xi, ty) —u(x; —h, ty) h ou'\" . u?—l - u?
g(xu tn) = i o 2 (6o tn) & w). - n +O(h).
ho(2u\"
O(I’l) = E w 1. (gz, tl’l) Xn—q < gz < Xy (1.1.8)
* Différences finies centrée
a_u(x. ¢ ) _ (xl +h tn) —M( h tn) O(hz) = a_u " _ ufﬂ _uzr'l—l +O(h2)
ox 2h ox), 2k '
1% (Pu\"
O(l’lz) = T <$>l (53, tn) Xn < 63 < Xpn4+1- (1.1.9)
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— En temps ¢, on applique la méme technique utilisée pour l'espace x,

* Différences finies en avant (progressives)

ou o ulxi e+ k) —u(xi ta) u\"  ultt —uf
o (Xitn) = - +0(k) & (5 i = L +0(k)
—k (Pu\"
Ofk) = —- (y) (G tn) < &1 < tiga. (1.1.10)
1

* Différences finies en arriére (rétrograde)

g(xutn) = k +O(k) = o5 i = z —f‘O(k)
k (%u\"
ok =3 (W) (Cortn) ti1 <G <t (1.1.11)
i

* Différences finies centrée

u u(xj, ty +k) —u(x, t, — k) » ou\" ultt—ull 5
5 (Xirtn) o +O(K) & (5, | S +0()
—k% (3%u\"
oK) = —— (ﬁ) (Cartn) tic1 < 83 <tir1. (1.1.12)
1

Dérivées d’ordre supérieur

Pour construire un schéma d’approximation de la dérivée seconde de u;, le principe est

le méme et repose sur les développements de Taylor :

Différences finies en avant (progressives)

%(xi/tn) _ u(x; + 20, ty) —2u(;cli+h,tn) + u(x;, ty) o)
Fu\" _ uly —2ul, +uf
NS

Pu\"
O(h) = —h (ﬁ) Et) %< 81 < i

Différences finies en arriére (rétrograde)
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0%u u(xj, ty) —2u(x; — h,ty) + u(x; — 2h, t,)
u: —2uy .+ u;
(5i), =2 rom.
1

Bu\"
O(h) =h 53 ) (Cortn) xn < 8 < Xpg1

Différences finies centrée

2 . _ : L
%(xi’ b) = u(x; +h,ty) Zu(;;lz, ty) +u(x;—h,ty) +o(?)
Pu\" i — 2ui gy 2
=3 (W)z = P + O(h?).

o —h* (*tu\"
O(h ) = ? (@)1 (63/ tn) Xp—1 < (:3 < Xp41
Il est également possible de construire, par le méme procédé, des schémas aux différences

finies d’ordre supérieur pour les dérivées troisieme, quatriéme,..... etc.

1.2 Application de la méthode des différences finies

Considérons I'équation suivante (équation de la chaleur) :

) 92
U _ 42 0<x<10<t<T ,

les conditions

aux limites (1.2.1)

la condition

initiale
\ L
On peut considérer qu’il s’agit de I’évolution de la température d’'une barre soumise aux
extrémités a une température nulle.
On distingue généralement deux grandes familles dans les méthodes de différences

finies :
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1.2.1 Méthode explicite

La méthode est dite explicite si la solution au pas de temps t + At est entierement défi-
nie a partir de celle obtenue au pas de temps t . Les schémas explicites sont relativement
simples a coder et a résoudre et leur extension aux schémas d’ordres supérieurs (plus précis)
généralement aisée. Le pas de temps des schémas explicites est limité a cause de la condition

de Courant.
Schéma d’Euler explicite ( Forward Time Centered Space (FTCS)) :

Construisons un maillage régulier. On note x; = ih aveci = 0, ....., M et t, = nk avec
i=0,....,N etonnote u} I'approximation de u(x;, t,).

En utilisant pour la dérivée premiere temporelle la formule différence finie en avant

ou\"  ult—ul
ot k

i

(progressives ou forward ) :

et pour la dérivée deuxieme en espace on utilise la formule de différence finie centré d’ordre

2:

a2_u " _ ully g —2uf +ull
dx? /) ; h?

le schéma se pose alors :

+1
A N Nt U
k - hz - JARREER] 7
uy =up; =0 n=1,..,N (1.2.2)
u? = &(x;) i=0,..,M

On connait les u on en déduit les u! et ainsi de suite jusqu’aux 1. Ce schéma est dit

explicite car les ul'-”rl se déduisent directement des ul’? .Dans ce genre de schéma, aucun
systeme d’équation n’est a résoudre (pas de matrice a inverser numériquement .....), le

nouveau pas se déduit des pas précédemment calculés. Le schéma est d'ordre O (hz + k) .

1.2.2 Méthode implicite

Dansles méthodes des différences finies implicites, les dérivées partielles sont remplacées

par des termes dont I'échelle temporelle est inconnue a priori. La variable inconnue apparait
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implicitement dans les équations algébriques dont la solution ne peut étre obtenue que par
la résolution simultanée du systeme.

Les schémas implicites comme leur nom 'indiquent, nécessitent un couplage entre les
variables de tous les points de la grille de calcul et leur résolution exige a chaque étape de
temps résoudre un systeme algébrique . Les avantages des schémas implicites résident sur

la stabilité de ses propriétés.
Schéma d’Euler implicite ( Backward Time Centered Space (BTCS)) :

Considérons I’équation suivante (équation de la chaleur) ([1.2.1)) :
Discrétisons la méme équation avec le méme maillage mais utilisons cette fois la diffé-

rences finies en arriere (régressives ou Backward ) pour la dérivée premiere temporelle :

ou\"  ul—ul!
ot), k7

et pour la dérivée deuxieme en espace on utilise la formule de différence finie centré d’ordre

2:

PuN" -2
0x2 ), h? '

Le nouveau schéma s’écrit :

Wl w2,
=« i=1,... M
k hz 4 4
ug =uy; =0 n=1,..,N (1.2.3)
u) = ®(x;) i=0,..,M

Ce schéma nécessite la résolution d'un systéme d’équations. Au temps t, le systeme

d’équations s’écrit :

un—l
_ 1 —ﬁu”
B 1T 7 0
,3 u? kunfl
"2
B up 2
-1
a Bl |um-2 _@
k
N ‘B 0(_ _uil/(/l—l_ ul’l*l
M-—1 n
Tk UM
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soit : . _
n—
u
_ _ 1 _ n
. [ p 1" k Pl
1 n—1
Uy
n —
U p k
n—1
U2 x B _HUm—
n k
_uM 1_ L ﬁ [)(_ ui’l—l
M-1 n
— 1= — pu
1 2« o " . n—1 . 4 P .
avecw = —— — s etf = ﬁ.Trouver les u; a partir des u; ~~ nécessite ici la résolution

k h
d’un systeme (i.e. I'inversion d'une matrice). Le systéme est ici tridiagonal. On peut le ré-

soudre facilement par I'algorithme de Thomas, spécialement adapté aux matrices bandes.

Un tel schéma est implicite.

1.2.3 Méthode de Crank-Nicolson(CN)

La méthode de Crank-Nicolson, est la moitié de la somme des méthodes des explicites
évaluées au temps n et implicites (au temps n + 1). Le schéma numérique est une com-
binaison des méthode explicite et implicite. Le systéme est résolu a chaque pas de temps
(A chaque étape de temps ou résoudre un systéme algébrique), 'avantage principal de ce
schéma est que pour une valeur donnée de , 'erreur de troncature sur le terme en k est
nettement plus petit que dans les méthodes implicite et explicite.

Bien que le schéma d’Euler implicite soit stable, il n’est pas toujours suffisamment précis.
On utilise alors un schéma d’ordre supérieur, celui de Crank-Nicholson pour la discrétisation

de I’équation de la chaleur (|1.2.1]) est donné par :

it —uy B R n wl ' — 2uf "+ =1 M
p 5 % =) B
ug =uy; =0 n=1,..,N
u) = d(x;) i=0,.. M.
(1.2.4)

On trouve une erreur de troncature d’ordre O (hz + kz) . Ce schéma est trés populaire

pour résoudre les équations paraboliques .
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1.3 Analyse de I'approximation

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles (EDP) au moyen de leurs équivalentes discrétisés . Les trois principales sont : La
consistance, la stabilité et la convergence. Les trois propriétés permettent de relier la solution
exacte des équations continues a la solution exacte des équations discrétisées et la solution

numérique obtenues .

Figure 01 : La différence entre les solutions :

EDP Equation discrétisée
Solution exacte ) Solution exacte (1.3.1)
Conswtancg
continues discrete
Convergence "\ A/ Stabilité
Solution numérique

Ces différents liens, résumés sur la figure 1, Sont :

1.3.1 La consistance

C’est la propriété qui assure que la solution exacte des équations discrétisées tende vers
la solution exacte des équations continues lorsque le pas de discrétisation ( Ax et Af) tendent
vers zéro. Pour chacun des schémas numériques obtenus, on remplace dans le schéma le
terme uj- par u(x]-, ti) et I'on définit 'erreur de troncature, notée E]l:, comme la différence

entre le premier et le second membre de ces quantités.

Définition 1.3.1. On appelle erreur de troncature E, la quantité définie par :
E:max{E;i,1 <ji<M1 gigN}

Définition 1.3.2. Un schéma numérique est consistant si E — 0lorsque Ax — 0et At — 0.
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1.3.2 La stabilité

C’est la propriété qui assure que la différences entre la solution numérique obtenue et la

solution exacte des équations discrétisées est bornée.

Définition 1.3.3. Un schéma numérique est stable si la solution du schéma homogene

associé est bornée en tout point x; et t; quels que soient Ax et At.

Un schéma peut étre :

— Inconditionnellement stable : Quels que soient O (1) et O (k) les erreurs causées
par le schéma numérique n’explose pas au fil des itérations.

— Conditionnellement stable : On doit poser une condition sur O (1) et O (k) pour
que la solution n'explose pas.

— Inconditionnellement instable : Quels que soient O (h) et O (k) les erreurs s'ampli-

fient au fil des itérations. Ceci cause des résultats complétement faux.

Il y a plusieurs notions de stabilité.Critere de Van Neumann-Fourrier et stabilité au sens

d’une norme.

& Critére de Von Neumann-Fourrier :[16]

Dans ce critere, on ne prend pas en compte les effets de bords de la discrétisations
(conditions limites) et on analyse seulement I’équation, ceci revient a considérer le probleme
non plus dans un intervalle borné mais dans R tout entier et ignorer les conditions limites.

Donc on cherche une solution sous la forme particuliere suivante :
uj = &e™ih pour k fixé (1.3.2)

puisque |1} | = |Z|" ce critere impose la condition [¢| < 1 afin que la solution approchée

soit bornée. ¢ s'appelle facteur d’'amplification

& Critére de stabilité au sens des norme :

un schéma aux différences finies est dit stable pour la norme ||.|| ; s'il existe une constante

K indépendante de k et & telle que

|u®|| < K||u®||  pourtout n >0, (1.3.3)
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quelle que soit la donnée initiale u°. Avec u" = (1] )o<j<m-
Si cette inégalité a lieu sous une condition entre k et /1, on dit que le schéma est condition-
nellement stable.

introduisons la norme L* discréte suivante . Pour v € R on note :

[0%leo = max[v;].
1<i<M

1.3.3 Laconvergence

C’est la propriété qui assure que la solution numérique tend vers (ou une) solution
exacte des équations continues c’est-a-dire :Un schéma est dit convergent si l’erreur entre
la solution exacte et la solution numérique tend vers zéro,C’est évidemment la propriété la

plus recherchée . Soit ¢/, le vecteur erreur au temps discret j et défini par:

jo f)T

el = (&), e, ...e)y

avec :

= ) =M, = 0,0

Définition 1.3.4. : Un schéma numérique est convergent si :
‘e{‘ — 0 lorsque it — 0,k — 0,Vi € {1,.., M}, ¥j € {0, .., N}

Pour étudier la convergence de la solution numérique ué du schéma aux différences finies
vers la solution exacte u(x, t) on peut soit essayer d’étudier directement la convergence, ce
qui peut étre compliqué et pas toujours possible, soit utiliser la consistance et la stabilité

d’'un schéma. Car ils sont en général beaucoup plus facile a étudier que sa convergence.

Théoréme 1.3.1. Théoreme de Lax-Richtmyer Pour résoudre un probleme évolutif linéaire
avec condition initiale, qui est supposé étre bien posé, ceci a laide d'un schéma numérique est
consistant, la stabilité du schéma est une condition nécessaire et suffisante pour assurer sa

convergernce.
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1.4 Intégration numérique

Trés souvent le calcul explicite de I'intégrale, d’'une fonction f est trés compliqué ou
méme impossible, Dans ces cas, on peut appliquer des méthodes numériques pour évaluer
la valeur de I'intégrale donnée.

Lobjectif de I'intégration numeérique est de calculer I'intégrale I( f) d’'une fonction f sur

un certain intervalle [a, b].

Considérons une subdivision uniforme de l'intervalle [, b] en n sous intervalles [x; 1, x;],

i =1,..,nde méme longueur h = x; — x;_1.

1.4.1 Méthode des trapeézes

Soit f une fonction continue sur [, b], dérivable sur |a, b|.

Méthode des trapézes simple

On souhaite calculer I(f) et on pose i = b — a, donc on remplace f par un polynéme de

degré 1 par les points (xg, f(xp)) et (x1, f(x1)) qui d’écrit :

f(x) = Pi(x)+ Ei(x)
= f(xo0) + flxo, x1](x — x0) + E1(x)
f(xl)_f(xo)(x_x )+f”(§ )

= fl(xo) + pr—— 0) + = (x —x0) (x —x1).

Donc,

a

/f(x)dx = 7P1(x)dx+7E1(x)dx

3
= Do) + F) ~ (@), e fad].
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Méthode des trapézes composites :

W’ . .
Le terme d’erreur dans la formule de Trapez — T f 2 (¢), peut étre important si x| — xy =

b — a = h, est grand, une stratégie intéressante consiste a décomposer I'intervalle [a, b] en

n sous intervalles et on applique la formule des Trapézes sur chaque intervalle [x;, x; 1],

i:O,...,n—ltelquexO =aetx, = b,h _ b;a’
b
X1 X2 Xn
/f(x)dx = / f(x)dx + f(x)dx R + f(x)dx
X0 X1 X1

a

n—1 B
= g (f(xo) +2) f(x) +f(xn)) — [0, c€ab].
i=1

Lerreur des Tapézes composées :

Dans chaque sous intervalle [x;, x;11], on commet une erreur liée a la méthode des

Trapézes, l'erreur totale commise est :

b—a
ETcomp = _( )hzfz(‘x)l a € [xg, x1]
12

la méthode est d’ordre 2.

1.5 Meéthode efficace pour résoudre les systemes tridiago-
nale sauf la premiere et la derniere ligne

Liu [14] a proposé une technique efficace pour résoudre les systemes linéaires d’équations
de la forme

Au = w.
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ou A est donnée par

ap ap 4 -+ 4dmM-1 4am
1 A 1
A=
1 A 1
bo by by -+ by bm

etu = (up, Uy, ..., uM)t, w = (wg, w1, ..., wM)t. En forme explicite, le systeme précédent

s’écrit :

M

) oty = wo,

=0

Uj—1 -+ /\u]- -+ Uip1 = wj, ] =12,..M—1, (1.5.1)

M

> by = wm,

=0

Une particularité de la matrice A est que a I'exception des premiére et derniere ligner, elle
est diagonale (A dans la diagonale et 1 sur les sous diagonale et sur diagonale). Pour utili-
ser cette forme spéciale, nous introduisons I'algorithme suivant pour la résolution de ([1.5.1]).

Soit :
®

1
Al
1 A 1
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alors Ag = LU avec:

o 1B
Y 1 B
1 « 1
L= . . , et U=
1 « 1 B
1 « 1
Par identification on obtient :
1
aBf =1 g=-
p N f‘
Dé+ﬁ:)\ (X—|——:A
o
1
& ﬁ_E
txz—i—l:zx/\
1
VAN ’B_E
W —Aa+1=
1
ﬁ:E
<~ 2 2
A— VAT —4 A A —4

Soit y la solutionde: Apy = w, Enraison de la factorisation LU de Ay :

Ay=w < LUy=w
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— pour l'equation (1) ona:

X0) = Wy
vg + v = wq
[v=w <+
L UM—1+ &0p = WM
( 1
1
<~

1

\

qui est donné par la relation de récurrence :

vg = Pwo,

U]- = ﬁ(w] — Z)]‘_l), ] = 1,2,...,M.

— pour I'équation (2) ona:

Yo+ By1 = vo
Uy=v < '
YmM—-1+ BYm = Upm—1
L YM =M
( YMmM = OMm
1 =0M_1 —
- YM-1 M 1— Bym

\ Yo = vo — Py1

Vo = —wp = Bw
0= wo Bwo

v = (w1 —20) = (w1 —2o)

oM = - (wm —vpm-1) = B (WM — Vpm-1)

19

(1.5.2)

le systeme d’équations ci-dessus peut étre résolu via la relation de récurrence suivante :

YMmM = Om,

Yj =0~ BYj+1, j=M~-1,..,0.

ou v estlasolutionde: Lv = w

(1.5.3)
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Les procédures ci-dessus sont stables, puisque || < 1. Soit z = u — y, alors:

Az=Au—-y) = Au-—Ay
= w— Ay
M M
Y4y wo — ) ajYj
wo =0 j=0
w1 w1 0
WM-1 WM-1 0
w M M
M )by wm — ) byy;
j=0 j=0
Onadonc:
Zj1 + /\Z]' + Zjiy1 = 0, ] =1,.. M—1. (1.5.4)

C’est une suite récurrente d’ordre 2. Les scalaires y tel que : <'yj > N est solution de
je
(L5:4) sont les solution de '’équation :

Y A+ =02 14+ Ay 492 =0

on obtient :
zj = cofyM_j + cl'yj, j=0,1,.., M.

. A+ VAT -4
ou: ’)’1/2 — 2

et cg, c1 sont des parametres réels déterminées par la premiere et la derniére ligne :

, est la solution de I'’équation quadratique ’)/2 —Ary+1=0;

M M M ) M
Co Z El]")/ - + (o] Z El]")/] = Wwpy — Z a]y]
j=0 j=0 j=0

M , M M
co ) by e Y by =wo— ) by
=0 =0 =0

Finalement ,nous obtenons la solution de ((1.5.1)) par la relation u = y + z.

Remarque 1.5.1. Un simple compte montre que le cotit (en nombre de multiplications et

de divisions) de la résolution 'D avec élimination gaussienne est proportionnel a M?,
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tandis que le cott de la résolution ((1.5.1]) avec I'algorithme précédent est d’environ 8M,

respectivement. Alors l'algorithme est moins couteux

1.5.1 Méthode prédicteur-correcteur

En analyse numérique, une méthode prédicteur—correcteur est un algorithme qui pro-
céde en deux étapes. tout d’abord, I'étape de prédicteur calcule une approximation grossiere
de la quantité souhaitée .deuxiemement,I’étape de correction affine I'approximation initiale

en utilisant un autre moyen.

Nous donnons des exemples simples pour expliqué la méthode.

Exemple trapézoidal d’Euler

exemple de méthode de correction prédictive trapézoidale d’Euler

dans cetexempleh = At , t; 1 =t;+ At =1t;+h

y =f(ty), y(to)=yo.

calculez d’abord une valeur initiale via Euler :

Yo =Vi+hf(ti,yi).

ensuite, améliorez 'estimation initiale en itérant la regle trapézoidale :

~ h
yu = vi+ 5 (f(ty) + f (ti+1/y[01>)-

~ h
Vg = vi+ 5 (f(ty) + f (tz‘+1z}/[1]>)-

N h
i =Yi+ 5 (f (tiyi) + f (fi+1fy[nf1]> )

Ce processus d’itération est répété jusqu’a’ a une valeur fixe n ou jusqu’a ce que les

suppositions convergent vers une certaine tolérance d’erreur e :
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’?[n] —?[n—u’ <e

ensuite I'estimation finale comme étape suivante :

Yit+1 = Yn)-

Exemple 2

Dans méthode Trapeze implicite on a:

Yl =yl g(f (tn’y[n]) +f (tn+1’y[n+1})

dans le second membre il y a aussi le terme y[”+”

[n+1]

donc on ne peut pas calculer la valeur

dey explicitement dans la formule précédente. L'idée et d’utiliser un autre schéma par

exemple le schéma d’ Euler explicite :

y[n+1] — y[n] _|_ hf (tn’y[n}>

comme suit :
- Prédiction :

yp =yl (e )

- Correction :

y[n—i—l] _ y[n} + g(f (tn’y[n}> +f (tn+1ly¥1+1}>

on obtient ici un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2.




CHAPITRE

Détermination du parameétre source dans une
équation parabolique avec des conditions aux

limites non locales

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions la solution numérique d’'un probleme inverse de re-

cherche d’'un parametre source p=p (t) de I'équation de diffusion suivante :

ur=ux+p(H)u+f(xt) xe(0,1), et0<t <T, (2.1.1)

soumis a des condition aux limites non locales

1

u(0,t) = ko(x)u (x,t)dx+go(t) 0<t<T, (2.1.2)

1
ki(x)u(x, t)dx+g1(t) 0< t<T,

S— S—

u(l,t) =
avec la condition initiale

u(x,0)=ug(t) 0< x<1, (2.1.3)
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et la condition sur spécifiée en un point xy du domaine spatial

u(xp,t)=E(t) x€(0,1) et 0<t<T. (2.1.4)

Les fonctions f, ko, k1, g0, g1€t ug (t) sont des fonctions suffisamment réguliéres .

La classe de probleme pour p (t) = 0 apparait dans la théorie quasi-statique de la thermoé-
lasticité [8] [2] , [3]1, 2.

L'équation . peut étre utilisé pour décrire un processus de transfert de chaleur avec un
parameétre source p (t) ,et (2.1.4)) pour controlé la température u (x, t) a un point spécifique
xo dans le domaine spatial a tout instant ¢ [5] [6] , [15], [9] , [7], [12].

Ainsi le but de la résolution (2.1.1)) est d’identifier le parametre source p (t) qui va
produire a chaque instant une température désirée u (x, t) en un point xy donnée dans le
domaine spatial. Lorsque le coefficient p(t),0 < t < T est également donné, le probleme
de trouver u(x, t) en utilisant I'équation (2.1.1), la condition initiale et les conditions
aux limites (2.1.2) est appelé probléme direct.

Lexistence et unicité et quelques propriétés de la solution du probleme (2.1.1)-(2.1.4)
avec p (t) # 0 ont été établis dans [5] [6].

La plupart des discussions dans la littérature sont consacrée a I'analyse qualitative des
équations telles que 'existence et unicité de la solution. Dans ce chapitre, nous présentons

plusieurs schémas de différences finies pour fournir une approximation de la solution u(x, t)

et p(t) du probleme inverse (2.1.1)-(2.1.4)

2.2 Approximation par différences finies

1 1

Soitx,;, = moxett, = ndtpourm =0,1..., Metn =0,1,...N,oudx = Metdt = N
respectivement les tailles de pas spatial et temporel .

Les notations u},, = u (xy,, t,) et p" les approximation de u (x, t) en (X, t,) et p(t) en (t,)

Notez que dans les problemes pratiques, x( est un point de données qui peut toujours étre

choisi comme point de maillage, c’est-a-dire xy = koh, pour un entier 1 < kg < M.

2.2.1 Laméthode d’Euler implicite (BTCS)([7])

En utilisant un schéma de différences finies centré en espace et arriere en temps ( Ba-

ckward Time Centered Space ( BTCS)) dans I'équation (2.1.1) on obtient I’équation aux
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différences finies suivante :

whtt— =l — el Y 4 Stp (b)) w4 StfT (2.2.1)
ot
pourm=1... M—1letn=1,...N —1,etavecr = 522 qui s’écrit :
n+1 1 2 n+1 n—+1 n+1 —1 n 2 rn+1
Ut — 2+ - —ox7p Uy U, = — Mm ox“fo . (2.2.2)

n+1

Nous devons encore déterminer deux inconnues uy" et u”“

pour cela nous approxi-
mons les intégrales dans(2.1.2) numériquement par regle de trapézes composite (Nous avons
choisi cette approximation car elle est du méme deuxiéme ordre de précision en espace, que

la méthode d’Euler implicite utilisée pour la partie intérieure du probléeme.) :

1
n+1 — 5x <§k0 (xo) n+1+ Z kO xm n+1+ kO (XM) n+1> +g0 (tn+1)/

m=1

et

M-1 1
n—l—l = 0x ( k1 (XO) n+1 + Z k1 (xm) M%—H + Ekl (XM) n—l—l) +g1 ( n+1) , (2.2.3)

m=1

pourn =1,...N-
En assemblant la discrétisation pour les points m = 1..., M donnée par (9) ,avec (10),

on obtiendra le systéme d’équations linéaires suivant :

At = "t (2.2.4)

défini pour chaque intervalle de temps [t,, f,11],n =1,...N —1,

ol A est donnée par :
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ap a1 d -+ Apm—1 am
1 A 1
A=
1 A 1
bp by by -+ by-1 bm
ox ox
ap=1-— ?ko (x0), bo= _?kl (x0),
am = —0xko (Xm), bm = —0xky (X)), pourm=1...,M—1, (2.2.5)

ox ox
Ay = —Tko (x0), by =1— 7k1 (xm),

1
A=— <2+ P (szp”H) et

w't = <w8+1,w’f+1,w§+1, e, M — 1) ,

ol
ng = g0 (tnt1),
n+1 —1 n 2 rn+1
Wy, = Tum—éx m om=1..., M—1
Wit = g1 (bng1) -
M M
Sip(t) <0,6x Y |ko(xm)| < Letdx Y |k (xm)| < 1,alorslamatrice A esta diago-
m=0 m=0

nale strictement dominante alors elle est non singuliére.

Théoréme 2.2.1. Le schéma d’Euler implicite a une solution unique pour un h suffisamment

petit.

Preuve. :
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n+1

1
C’est facile de voir que pour Jx suffisamment petit ’2 + P ox%p > |2|. La matrice

est a diagonale strictement dominante (donc non singuliere), si :

M M-1
lag| > Y |ai|et |bp] > ) |bi
i=1 i=0

i.e
M M
6x ) |wiKo(x;)| < Tetdx Y |wiKy(x;)| < 1. (2.2.6)
i=0 i=0
Oou
1
wy = wpy = 5 w;j=1,i=1,..,M — 1. Comme (2.2.6) est vrai pour dx suffisamment

petit, I'existence et I'unicité de la solution du schéma d’Euler implicite sont prouvées. [

Consistance du schéma implicite

Proposition 2.2.1. Supposons queu € C**([0,1] x [0, T]). Alors le schéma implicite
est consistant, précis a l'ordre 1 en temps et 2 en espace : il existe une constante C > 0,

indépendant dek et h, telle que ‘R{‘ < C(dt + 6x2).

Preuve. : on calcule I'érreure de troncature du schéma (2.2.2|en remplacant la solution

exacte dans le schéma on trouve :
R] . M(Xl‘, tj—H) — ulxi, t]) . u(xi—l-l/ tj-i—l) - 214(3(1', tj—H) + u(xi—lltj+1) . j+1M(X‘ £ ) .
N ot 522 P it
Al i<i<m-1.

Soit u € C*2([0,1] x [0, T]). Ensuite, par développement de Taylor autour du point

(xi,tj1), nous avons :

u(xi tip1) —u(xi, t))  ou 5t 0%u ’
o = E(xz,t])—i—iﬁ(xl,t])—l—O(ét )

u(xipq, tivr) —2u(xj, tipr) +u(xi—q, tiv1) 9%u Sx2 9*u
i ] (;xzj l ] — 92 (xz, t]'+1) + ﬁ I (xl, t]+1) + O(5x4)
9%u Sx2 9%u 3u
= 32 (xi tj) + B @(xz,t]’) + kataxz +0(6x*)
5t2 0% f

A= fla ) + 5ti(xi, ) +

o (31,17) + O(R)

2 o
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P (1) + 2P 1)+ 00

j+1

en remplacant les quatre formules dans Rg , on trouve :

u(xi tiy1) — u(xi t;) B u(xip1,tipn) — 2u(x, tipr) +ulxi—1, tjzn) _ ity

R; — p 2 (xz/ ]+1)
du  %u 10°u  %u  df Ip
= (a oz P) (xirtj) + (EW “od ot E) (xirtj41)

(K3 N ko*f a%p
120x*  20t2  of2

— ) (xi 1)) + O(6t*) + O(6x*).

2,
puis en utilisant le fait que u est solution de I’équation ?;l gxz +ptu(xt) + f(xt),
il vient :
' 10%2u  %u  9f 9
i 10%u  u df ap
Ki ot (2 ot2  dtdx2 ot at) (xi, tjt1)
ox2o%u ot 82f aZP , \
( 2ot 2 (atZ atz) (xi,tj) + O(0t7) + O(x7).

donc

j
<

(6t 4 6x%).

et pour R{) et Ré\/{ : (erreur dans la méthode du trapeze), on a;
j j 2
)|+ |R}y| < cox.

Lorsque 6t et dx tendent vers zero, 'erreur de troncature Rg tend aussi vers zero; le
schéma est donc consistant. O
Stabilité du schéma implicite

Proposition 2.2.2. Le schéma d’Euler implicite (2.9) est inconditionnellement stable pour

la norme L.

Preuve. Pourtouti =1,.., M —1ona:

=l = Y = 2ml T St (b ) T St (227)
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ou encore

<2r +1-— 5tp”+1> utt = rull W bl Ll ot (2.2.8)

n+1

1
Or, puisque 27 + i Otp > (0, nous pouvons prendre la valeur absolue et le maximum

j . i+1 I
sur (“é)lgigM—l puis sur (ufr J1<i<m—1, il vient
] < oo + 0 £
par récurrence on obtient :

17 oo < 1[1u°leo + st | floo-

2.2.2 Laméthode d’Euler explicite ( FTCS)

Nous utilisons un schéma avant d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma
centré d’'ordre 2 pour la dérivée seconde en espace ( Forward Time Centered Space ( FTCS)) ,

I'approximation d’Euler avant de (2.1.1) est donnée par :

wtt = (Ul = 2ul Ul )+ Otp (b)) ulh 4 Ot (2.2.9)
pourm=1... M—1letn=1,...N—1avecr = %
ultt = (ull_y —2ul, +ull 1) + (Otp (ta) + 1) ull, + 5tf1 (2.2.10)

Nous maintenons la méme procédure pour les approximations des intégrales dans les

conditions aux limites non locales dans la section précédente on obtient :

Ut = ox (Eko (xo) uf ™+ Y ko () ul™! + ko (xm) ”nzvfl) + 80 (tn+1),

m=1
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et

ut it = ox < k1 (xo) ull ™ + Z ki (xp) ul 4 k1 (xpm) ”“) + g1 (tp1), (2.:2.11)

pourn =1,...N-

Consistance du schéma explicite

Proposition 2.2.3. Supposons queu € C**([0,1] x [0, T]). Alors le schéma explicite (2.2.10
) est consistant, précis a lordre 1 en temps et 2 en espace : il existe une constante C > 0,

indépendant de 6t et dx, telle que ‘R{‘ < C(ot + ox?).

Preuve. : D’abord par définition de la consistance, on calcule I'érreure de troncature du

schéma (2.2.10]) en remplacant la solution exacte dans le schéma ( ) on trouve :
RZ: _ U xi,t]'+1)5t— u(x;, t;) B u(xipq, tj) — Zugxlét i)+ u(xi- 1,t f] l<i<M-—
x

Soitu € C*?([0,1] x [0, T]). Ensuite, par développement de Taylor autour du point

(xi,t;), nous avons :

u(xi, tiv) —u(xi,t;)  ou 5t 9%u
At 5 aa == (i t) + = = — (xi, t;) + O(3£2).
u(xiy1, ) —2u(xi, b)) +u(xi-1,t)  9*u 26x2 9*u
l ST = g N h) g g (i) + 06,

en remplacant les deux formules dans Rﬁ on trouve :

; u(xi tipr) —u(xit)  u(xiprt) —2u(xg,t) +ulxio1,t)) , -
Rl = ald 5 A A . (5x12 it — pu(xi tj) — f!

ou ou 5t 9%u 5x2 0%u ) A
N (§ oz P (i 1) _f) (i, tj) + (2 FT E@) (xi,t;) + O(6£%) 4+ O(6x*).

Ainsi, en utilisant le fait que

ou d%u B
ot (xz/t]) 9 z(xz/t ) = p(t)u(x;,t ) + fxi t )
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j S5to%u  20x% 9%
i
Ri = (

2 4
2002 4l 8x4) (xi,tj) + O(6t°) + O(6x*).

Donc
‘R{f‘ <C(Ot+632), 1<i<M—1.

D’autre part, nous avons utilisé la regle du trapéze pour approximer les intégrales dans

2.1.2} alors 'erreur de troncature Rf, i = 0, M satisfait :

j j 2
Y| + |Rly| < cox?
nous obtenons
Rl <cot+ax?), 0<i<m.

Lorsque ¢t et dx tendent vers zero, I'erreur de troncature Rf tend aussi vers zero ; le schéma

est donc consistant. O]

Stabilité du schéma explicite

Proposition 2.2.4. Considérons que fonction f soit bornée selon la norme L%, si le pas de

temps satisfait la condition de type CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) suivante :

Sx?
ot < —/—
- 2

Alors, le schéma d’Euler explicite (2.2.10) est stable pour la norme L™, on dit que la méthode

est conditionnellement stable.

Preuve. :Pourtouti =1,...,. M —1

ult™ =7 (ull_y —2ull, +ullq) + (Stp () + 1) ull, + Stf): (2.2.12)
qui s’écrit encore :

ult =7 (Ul +ull ) + (=2r + 1+ 6tp (tn)) ull, + 5tfp (2.2.13)
en prenant la valeur absolue et puisque sous la condition CFL,

(=2r+1+0tp(ty)) > -2r+1>0
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il vient que :

Sx?
o < —
- 2

nous pouvons prendre la valeur absolue, on obtient donc
i1 k . k . k . .
) < ol (U= 2ol KA
Puis en prenant le maximum sur (u{:)lgig M—1, hous obtenons que pour tout i
) < max |uf] + K| fle
1<i<M
par récurrence on obtient :

117 oo < 111°leo + tia [l fllo

2.2.3 Laméthode Crank-Nicolson (CN)

: . o ou )
Pour obtenir une meilleure approximation de —, donnons le schéma de Crank-Nicolson.

ot

En partant des deux versions de la méthode d'Euler

j+1 j j j j
w o —w W = 2u ;
L i it ! =1 _ ¢ Exvplicite 2.2.14
ot 522 fi, (Explicite) (2.2.14)
et i+1 ] i+1 i+1 i+1
j+ i j j
W —w, k. —2u T Uk .
i i il l izl _ gl Implicite 2.2.15
5t 522 fi. Umplicite) (2215

la méthode de Crank-Nicolson s’obtient en faisant la moyenne des deux égalités :
ot r r ot r r ot ot
(1 tre Ep”“) = L L (1 - Ep") o S+ g,
(2.2.16)

pourm=1... M—1letn=1,...N —1lavecr = on trouve

ox2’

ot ot
—rugf_ll +2 (r +1— EPHH) un ru}’j;fl =rul ;42 (1 —r4+ Ep”) Uy + ity + Otfy, + St it
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En divisant I'équation précédente par r on trouve

n+1 1, ox? n+l\ ol n+1
w5 —2 1+;+—2p Up ~ U5
1 Sx? Sx? Sx?
= —1/[2171 -2 (; + 1-— TPH) u% — MZJrl —+ Tf;i =+ T ,1111—"_1. (2217)

Pour m = 0 et m = M nous considérerons la condition aux limites donnée par (2)- les

conditions aux limites non locales sont discrétisées par la regle trapézoidale comme suit :

1 M-1 1
ultl = ox <§ko (x0) ug ™" + 3 Ko (xm) " + Sko (xm) ”?/Fq) + 80 (tny1), (2.2.18)

m=1
et
n+1 1 N = 41, 1 +1
uh = 0x Ekl (xo) uf ™ 4+ Y K (xm) up,t + Ekl (xm) iy | + 81 (fg1), (2.2.19)

m=1

pourn=1,...,N-
En assemblant la discrétisation pour les points m = 1..., M donnée par (2.2.17)) , avec

(2.2.19)), on obtiendra le systeme d’équations linéaires suivante :

AunJrl — wn+1

4

défini pour chaque intervalle de temps [t,, t,11],7n =1,..., N — 1,00 A est donnée par :

ap ap az -+ A4apm-1 am
1 A1
A=
1 A 1
bp b1 by bm-1 bm
ag=1-— 5—xk0 (x0), by = —%kl (x0)

am = —0xko (Xm), bm = —0xky (xp,) , pourm=1..., M —1,
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n+1 __ n+1 n+1 n+1 n+1
wt —<w0 2wt w) ,...,wM+>

wp ™ = o (tnt1) s

1 5x? 5x? 5x?
w%+1:—ufn_1—2<—+1—7pn) M%_MZ’I‘Fl_TfZ_T n+1,m:1...,M—1

Théoreme 2.2.2. Le schéma de Crank-Nicolson a une solution unique pour éx suffisamment
petit.

Preuve. :

1 53{2 n+1

C’est facile de voir que |A| = ‘2 (1 to - > |2|. Le reste est obtenu en

2
suivant la méme procédure que celle utilisée pour établir la preuve du théoréeme 2.2.1 [

Consistance du schéma de Crank-Nicolson

Proposition 2.2.5. Supposons queu € C**([0,1] x [0, T). Alors le schéma Crank-Nicolson
(2.2.17) est consistant, précis a l'ordre2 en temps et 2 en espace : il existe une constante C > 0,
indépendant de 5t et 5x, telle que ‘R{‘ < C(0t + 5x?).

Preuve. : On calcule l'erreur de troncature du schéma (2.2.17) en remplacant la solution
exacte dans le schéma (2.2.17)on trouve :
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R — u(xi, tjp1) —u(xi t)) B u(xip1,t) —2u(xg, ) +u(xi1,t;)
! ot 2 Sx2
u(xi1, tj+1) —2u(x;, tj+1) +u(x;i_q, th)
2 Sx?

1/ , 1, , .
5 <p1+1u(xi, tiy1) + plu(x;, t]-)> -5 (fi]H +fi]) 1<i<M-1.

Soit u € C*2([0,1] x [0, T]). Ensuite, par développement de Taylor autour du point

(xi,tj1), nous avons :

u(xi, t;) —u(x, t;)  ou 5t 0%u
i 5 et = = (xi) = 555 (it tj) + O(6£2).
(xl+1/ ) zu(xl/ )+u(xi—1/t) azu 53(:284
7% 82(xl,t‘)+ 1284(361, )+ O(0x%)
u(xiv1, 1) — 2u(x; tipr) + u(xioa, tjr) 0%u ox? o*u
5x2 - a 2(xi’tj+1) + =5 12 a 4(x1’ ]+1) +O(5x )
0u 5x? otu d3u
= Rt TS i ) + K+ 0o
j+1 of ot O f 2
F% = Floity) + 0 (o) + 20 (3, 1) +0()
0 612 9
Pt = plty) +otsk () + S-S5 ) + o)

en remplacant les cinq formules dans Rf on trouve :

R

1

ou o%u St (*u  u  Af dp
- (E_W_P(t)u_f) brirty) + 5 (W_W_ﬁ_ﬁ) (xirty)
ox2*u  k*9*f 5 1
— (Ew + Zﬁ) (x,',t]-) + O(dt7) + O(6x™).

d 0?
Puis en utilisant le fait que u est solution de I’équation a—lz = % +p(Hu+ f(x,t),il
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vient :
: St (*u  Pu  Ip Of
j . etfou —ou op 0o s
K =3 (aﬂ atox? ot 8t>(x”t])
sx2otu  ot2 9% f 2 4
(o + o g ) Gt 0068 0o
2 3
maisonagﬂ— o°u +%—|—%,alors

ot2  otox2  dp ot

((sz otu  ot? 9% f

Ri—_ (2% o9
! 12 8x4+ 4 ot?

) (xi,tj) + O(6£*) + O(6x*).
et pour Ré et Ré\/{ : (erreur dans la méthode du trapeze), on a:
j j 2
)|+ [Rly| < cox®

Lorsque k et & tendent vers zero, l'erreur de troncature R’ tend aussi vers zero ; le schéma
1

est donc consistant. O]

2.3 Méthodes efficaces de solution pour u (x,t) et p (¢)

dans cette section, nous discuterons des méthodes pour estimer u (x, f) et

p (t) a chaque pas de temps.

Le but de la solution du probleme inverse avec la conditions aux limites non locale est
d’identifier le parametre source qui produira a chaque instante, a chaque pas de temps -une
température souhaitée u (x, t) en un point donnée xpde la domaine spatial.

Dans les entrées diagonales de la matrice A , la discrétisation de est définie
par la fonction source inconnue p (t,41) a chaque pas de temps t,, 1 et donc la solution
u (xm, t,+1) nécessite une estimation précise pour la fonction inconnue p (t,,11).

Les méthodes de résolution générales possedent deux algorithmes :

1-méthode prédicteur -corecteur pour u (x,t) et p (t) sur([t,, t, 1]

2-méthode de résolution efficace pour le systeme linéaire(??) de matrice quasi-tridiagonale
A.
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2.3.1 Laméthode prédicteur - corecteur

La méthode prédicteur —corecteur suivante est considérée pour résoudre les équations
disrétisées, pour simplifier, nous allons présenter la méthode pour chaque équation du
systeme linéaire. considérons I’équation de discrétisation donnée par :

—1 1
n _ n+l = sa2n+1 n+1 n+1
Mt = Uyl 2+ . oxp Uy U,

alors pourchaquem =1...,M —1,etn =1,... N — 1la solution pour p”“ = p(tht1)
autemps t, 1.

considérons (2.1.1)) a x = xg;alors

Er(t) = xx (xo,£) +p (8) E(£) + f (x0, )

avec u (xp,t) = E (t) o1 on obtient une formule p (t) comme suit :

p(t) = %t)@rm — (0, 1) — f(x0, 1)

avect = t; 11

P = p(tug) = ] (E/ (tng1) — thex (%0, tng1) — f (X0, tng1)) -

E (thrl
1 o

p° <p0 =p (O)) = E(0) (E/(0) — u0xx (x0,0) — f (x0,0))) Ce p° (po =p (0)) , ainsi que

les valeurs de condition initiales de u (x,t) en t = 0 ,fournit la valeurs de départ de p" !

pour notre calcul de u (x,t) at = t,,1 donc un bon choix de la donnée initiale pour p" !

n+100) peut étre considéré comme p" T (t,) = p",n=0,1,...N-

n+1(1)

noté p

En général, nous utiliserons p pour désigner la | ieme prédiction pour p (t) au

n+1(0) pour désigner I'approximation correspondante pour u (x, f) au

n+1(1)

tempsft =ty etu

niveau de temps ¢, 1 en utilisant le prédit valeur de p .l convient également de noter

que nous attendrions a un certain nombre de corrections , données comme | corrections,

n+1(1) o, n+1(1) n+1(1) o, n+1(1)

etu a effectuer avant p etu peuvent étre acceptés comme un

pour p
bon approximationa t = t,,1.

n+1(1) est donnée comme suit :

=p(tnt1) = ﬁ (E" (tng1) — thox (%0, tng1) — f (X0, tug1)) -

n+

La correction pour p

pn—l—l(l)
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n+1(1) n+1(I)

nous allons corriger p et mettre a jour la solution u jusqu’ a ce qu’elle converge

en utilisant une tolérance prédéfinie , puis la solution est acceptée.

2.4 Résultats numériques :

Dans cette section, nous présenterons les résultats numériques de la résolution d'un

probleme modéle pour tester la performance des algorithmes présentés.

Exemple

nous avons considéré :

flat) = ((t 1) - 712) exp (—t)2 (cos (7tx) + sin (7)) (2.4.1)
u (x,0) = cos (7rx) + sin (71x) (2.4.2)

- 1
=— [u(x,t)d (2.4.3)

z 4

wm

1
/ (2.4.4)
0

la condition sur-spécifiée définie au point x( est donnée par
u (x,t) = exp (—t)% (cos (71xg) + sin (7x0)) = Eg (¢) (2.4.5)

avec xg = 0.25

la solution exacte u (x, t) du probleme modele est donnée par

u (x,t) = exp (—t)* (cos (7rx) + sin (7x)) (2.4.6)

etavec P (t) = — (tz + 1) :
Le tableau 1 donne quelques résultats numériques de u(x, t) parle schéma implicite(BTCS),
le schéma explicite(FTCS) , le schéma Crank-Nikolson(CN) et la solution exacte a I'instant

t = 1. Dans le tableau 2 ’'le temps’ représente le temps d’exécution( CPU)de chaque schémas.
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TABLE 2.1 — La solution numérique u# pour = Ax = 0.02etr = 0.2 al'instant T = 1.

x; | u(x;, 1)exacte | I'erreur FTCS | 'erreur BTCS | I'erreur CN
0.05| 0.420899 51x 1073 8x10° [43x10°°
0.15| 0.494797 50x1073 | 82x1073 |41x1073
0.25| 0.520260 55x107% | 81x107% |42x1073
0.35 | 0.494797 58x107% | 79x1073 |39x1073
0.45 | 0.420899 53x107% | 78x107° | 3.8x1073
0.55 | 0.305801 6 x 1073 81x107% | 4x1073
0.65 | 0.437016 6.1x107% | 83x107% |4.1x103
0.75 |  0.000000 58x107% | 85x107° |42x1073
0.85 | -0.4370165 | 54x107° | 86x107% |4.1x1073
0.95| -0.305801 59x1073 | 79x107° |43x107°

TABLE 2.2 — temps d’exécution(second)

Temps FTCS | Temps BTCS | Temps CN
2.8 48.3 57.2

Les résultats obtenus pour p(t) avec h = 0.05, » = 0.2, en utilisant les schémas FTCS

,BTCS et C-N sont présentés dans le tableau 3 .

Notez que le critere de convergence pour p(t) est |p" 1) — p"+10=1)| < 0,0001 Des

TABLE 2.3 - La solution numérique p(t) pour = Ax = 0.02 etr = 0.2

x; | p(t) exacte | l'erreur FTCS | l'erreur BTCS | l'erreur CN
0.05| -1.0025 55x107° | 65x107° [43x10°°
0.10 -1.01 54%x1073 | 6.6x107° |49x1073
0.15| -1.0225 55x107° | 6.6x1073 |49x1073
0.20 -1.04 56x107°% | 65x107% | 48x 1073
025 | -1.0625 55x107% | 64x107% | 48x1073
0.3 -1.09 53x 1073 | 62x107% |47x1073
035 | -1.1225 52x107% | 63x107° |4.6x1073
0.4 -1.16 51x1073 | 62x107° |4.6x1073
0.45 | -1.2025 51x107% | 61x107° |45x1073
0.5 -1.25 52x107° | 6.0x1073 |44x1073

tableaux précédent on remarque que Les résultats numériques obtenus en utilisant les

méthodes décrites dans la section 2.2 donnent des résultats acceptables. La méthode FTCS

est explicite et nécessite moins de temps de calcul que les autres schémas implicites (voir

1
tableau 2), mais I'inconvénient de cette discrétisation est le critere de stabilité 0 < r < —.

2




Conclusion et perspectives

Je pense et je réfléchis pendant des mois et des années. Quatre-vingt-dix-neuf fois, la
conclusion est fausse. La centiéme fois, j’ai raison.

- Albert Einstein

Nous avons construit des schémas numériques pour I'identification d'un coefficient
inconnu dépendant du temps d'un probléme soumit a des conditions initiales et aux limites
non locales ainsi qu’a une condition sur-spécifiée définie en un point spécifique du domaine
espace.

La méthode de différences finies explicite est plus facile a résoudre que les méthodes finies
implicites pour ce type de probleme parabolique inverse . Ceci est dii au fait dans la méthode
explicite, une seule inconnue est impliquée dans la formule de différence finie .

-Malheureusement on n’a pas pu appliquer la méthode dans le cas des problemes hyper-

bolique, en raison du manque de temps, nous souhaitons la continuation de ce travail par

I'un des étudiants de I'année prochaine.
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