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Notations

N l�ensemble des entiers rationnels non-négatifs

Z l�anneau des entiers rationnels

Q le corps des nombres rationnels

R le corps des nombres réels

C le corps des nombres complexes

A� l�ensemble des éléments non-nuls du sous-ensemble A de C

An le produit cartésien de n copies de A, où A � C et n 2 N�

S l�ensemble des nombres de Pisot

T l�ensemble des nombres de Salem

M� le polynôme minimal sur Q du nombre algébrique �

disc(K) le discriminant d�un corps de nombres K

ZK l�anneau des entiers d�un corps de nombres K

Norm(�) = NormK=Q(�) la norme du nombre algébrique � 2 K, pour l�extension K=Q

Tr(�) = TrK=Q(�) la trace du nombre algébrique � 2 K, pour l�extension K=Q

g:t:a: groupe topologique abélien

g:t:a:l:c: groupe topologique abélien localement compact

dimK(V ) = dim(V ) la dimension du (K�)espace vectoriel V

[K : L] le degré de l�extension de corps K � L

A l�adhérence de la partie A d�un espace topologique

Re(z) la partie réelle du complexe z

Im(z) la partie imaginaire du complexe z



Introduction
Les ensembles harmonieux sont présents dans beaucoup de domaines des mathématiques

comme l�analyse harmonique, la géométrie et la théorie des nombres. Cette notion, introduite

il y a plus d�un demi-siécle par Yves Meyer, dans la résolution de quelques problèmes d�ana-

lyse harmonique, a des applications diverses, notamment en physique et en chimie. Une classe

importante des ensembles harmonieux est celle des ensembles de Meyer, également appelés, en

physique, quasicrystaux, et qui contient à son tour la famille distinguée des modèles.

Le but de ce mémoire est de mettre à la lumière ces objects mathématiques remarquables

dans l�étude de quelques structures non-périodiques, et leurs applications dans la résolutions de

quelques problèmes d�arithmétique. On mettra, en particulier, le lien de ces notions avec certaines

classes d�entiers algébriques.

Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de bases sur les groupes topologiques.

L�accent est surtout mise sur les groupes topologiques localement compacts, qui seront à la base

des dé�nitions des ensembles harmonieux. Quelques notions élémentaires de la théorie des corps

y �gurent aussi. Dans le dernier paragraphe on montre quelques propriétés de certains ensemble

d�entiers algébriques, et plus particulièrement la classe des nombres de Pisot. Ce dernier ensemble,

très riche en propriétés arithmétique, permet de fournir des exemples de modèles dans certains

corps de nombres.

Le deuxième chapitre est essentiellement consacré à dé�nir les modèles dans des groupes

topologiques abéliens localement compacts, et les ensembles de Meyer dans les espaces euclidiens

Rn: A cette �n, on fait d�abord une brève description de l�une des théories fondamentales des

groupes topologiques : la dualité de Pontryagin. Ensuite on dé�nit les modèles à partir des

schémas coupe-et-projection, et on montre qu�un modèle est un ensemble de Delone. En�n, dans le

dernier paragraphe, on considère quelques propriétés des ensembles de Meyer dans les groupes Rn;

après avoir de�nit les ensembles harmonieux dans des groupes topologiques localement compacts,

et on en déduira qu�un modèle de Rn est un ensemble de Meyer.

En�n dans le dernier chapitre on montre quelques applications des notions précédemment

vues à l�étude de certaines classes d�entiers algébriques. Après avoir rappelé, dans le premier

paragraphe, quelques théorèmes, dus à Yves Meyer, sur la construction de quelques modèles



réels, on cite dans le second, une généralisation du théorème d�approximation de Kronecker à

un nombre in�ni d�inégalités. En�n, dans le dernier paragraphe, on obtient des caractérisations

des nombres de Pisot et des nombres de Salem, parmi les nombres réels, et cela en termes de la

distribution de combinaisons linéaires des puissances de tels nombres.
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Chapitre 1

Notions de base

����������������������������������

1- Généralités sur les groupes topologiques.

2- Éléments de la théorie des corps.

3- Sur l�ensemble des nombres de Pisot.

����������������������������������
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Chapitre 1. Notions de base

Ce chapitre est l�occasion de présenter un large éventail de notions mathématiques en rapport

avec les ensembles harmonieux. Dans le premier paragraphe on rappelle quelques résultats

de base sur les groupes topologiques. L�accent est surtout mise sur les groupes topologiques

abéliens localement compacts, qu�on note g. t. a. l. c., qui seront à la base des dé�nitions des

ensembles harmonieux. Dans le second, on exhibe des concepts bien connus sur les corps de

nombres algébriques ainsi que sur les anneaux des entiers de tels corps. On termine ce chapitre,

dans le troisième paragraphe, par énoncer quelques propriétés d�une classe remarquable d�entiers

algébriques : les nombres de Pisot et de Salem.

1.1 Généralités sur les groupes topologiques.

Dans la suite lorsqu�on parle de groupe en général, on note multiplicativement l�opération du

groupe. Dans ce cas, le symbole 1 désigne l�élément neutre, et l�inverse d�un élément x du groupe

est noté x�1: Comme a l�accoutumé, et dans le but de simpli�er la notation, un groupe abélien

sera toujours noté additivement. Dans ce cas, le symbole 0 désigne l�élément neutre, et l�inverse

d�un élément x du groupe est noté �x:

Les dé�nitions et les résultats de la première partie de ce paragraphes se trouvent dans les

livres [2, 5, 12, 26, 27, 30].

Dé�nition 1.1.1. Soit G un groupe, muni d�une topologie � : Si les applications :

� : G ! G x 7! x�1

et

� : G�G ! G (x; y) 7! x y

sont continues, alors on dit que G (ou bien le couple (G; �) s�il y a un risque de confusion) est

un groupe topologique, et que la topologie � est une topologie de groupe.
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Chapitre 1. Notions de base

Il est important de signaler que le groupe produit G � G; dé�nit ci-haut, est muni de la

topologie produit, c�est à dire, la topologie qui rend les deux projections canoniques

�1 : G�G ! G (x; y) 7! x

et

�2 : G�G ! G (x; y) 7! y

continues, ou d�une manière équivalente la topologie dont la base des ouverts est constituée des

produits U � V; où U et V sont des ouverts de G:

Exemple 1.1.1.

1. Un groupe G; muni de sa topologie discrète }(G); où }(G) est l�ensemble des parties de

G, est un groupe topologique. En e¤et, pour tout B 2 }(G); on a

A := ��1(B) 2 }(G);

avec A = fx 2 G j x�1 2 Bg; et par suite � est continue. De même, on a ��1(B) 2 }(G � G);

et comme G�G est aussi discret, on déduit que � est continue. Ainsi, (G;}(G)) est un groupe

topologique (on dit dans ce cas que G est un groupe topologique discret).

2. Un groupe muni de sa topologie grossière est un groupe topologique. En e¤et, on a

��1(G) = G; ��1(;) = ��1(;) = ;; ��1(G) = G � G et donc les applications � et � sont

continues (on dit dans ce cas que G est un groupe topologique grossier).

3. Le groupe additif R; constitué des nombres réels, muni de la topologie usuelle, déduite

de la valeur absolue, est un groupe topologique. Généralement le groupe produit Rn; où n est

un entier rationnel positif, muni de la topologie usuelle, déduite de la norme euclidienne (par

exemple), est un groupe topologique.

4. Le groupe additif C; constitué des nombres complexes, muni de la topologie usuelle, déduite
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Chapitre 1. Notions de base

de la valeur absolue, est un groupe topologique. De même le groupe produit Cn; où n 2 N�, est

un groupe topologique

Dans tout ce qui suit, lorsqu�on parle des groupes topologiques Rn; ou bien Cn; on veut dire

que ces groupes sont munis des topolgies usuelles. Il est utile parfois d�intégrer les deux conditions

dans la dé�nition 1.1.1 en une seule :

Proposition 1.1.1. Soit G un groupe et soit � une topologie sur G: Alors, (G; �) est un

groupe topologique si, et seulement si, l�application

� : G�G ! G (x; y) 7! xy�1

est continue.

Preuve. Supposons d�abord que G soit un groupe topologique. Alors du schéma

G�G f! G�G �! G

où l�application f; dé�nit par

f : (x; y) 7! (x; y�1);

véri�e

� = � � f;

il su¢ t de montrer que f est continue. Comme les projections canoniques �1 et �2 sont

continues, par dé�nition de la topologie produit, les deux composantes de

f = (�1; � � �2) ;

le sont aussi ; donc f est continue.

Inversement, supposons l�application � continue. Pour montrer la continuité de � considérons

les deux applications,
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Chapitre 1. Notions de base

P : G! f1g �G et h : f1g �G! G

dé�nies par

P : x 7! (1; x) et h : (1; x) 7! x�1:

Comme � = h � P; il su¢ t de montrer que P est continue, car h est la restriction à l�ensemble

f1g � G; de l�application continue � sur G �G (la restriction d�une application continue est

continue dans des espaces topologiques quelconques). Comme un ouvert non vide de l�espace

produit f1g �G est de la forme f1g � �; où � est un ouvert de G; et P�1 (f1g � �) = �; on voit

immédiatement que P est continue, et donc � est continue.

Pour montrer la continuité de �; il su¢ t de remarquer que � = � � f; car

G �G f! G �G �! G

(x; y) 7!
�
x; y�1

�
7! x

�
y�1
��1

= xy:

Par hypothèse, � est continue, les deux composantes de f = (�1; � � �2) le sont aussi et ainsi �

est continue.

Dé�nition 1.1.2. Soient (G; �) un groupe topologique, H un sous-groupe de G et �
0
la

topologie induite par � sur H: Alors on dit que (H; �
0
) (ou bien tout simplement que H); est un

sous-groupe topologique de G:

Exemple 1.1.2.

1. Z est un sous-groupe topologique de R:

2. Il est clair que le groupe multiplicatif C� muni de la topologie usuelle est un groupe

topologique. Deux sous-groupes topologiques, bien connus, de ce groupe sont R� et

U(1) = fz � C : jzj = 1g .

9



Chapitre 1. Notions de base

Proposition 1.1.2. Un sous-groupe topologique d�un groupe topologique est aussi un groupe

topologique.

Preuve. Il su¢ t de voir que les applications : (x; y)! x:y et x! x�1 sont continues, car

il s�agit de réstrictions des applications continues.

Dé�nition 1.1.3. Soit H un sous-groupe d�un groupe topologique G. Alors l�espace topolo-

gique quotient, noté G=H; est l�ensemble quotient, c�est à dire l�ensemble des classes (à droite

ou bien à gauche) modulo H; muni de la topologie la plus �ne qui rend la projection canonique

� : G! G=H;

x 7! x:H

continue.

Il s�ensuit que

i / concrétement, un sous ensemble U � G=H est un ouvert si, et seulement si, ��1 (U) est

ouvert de G ;

ii / siH est un sous-groupe normal d�un groupe topologiqueG, alorsG=H muni de la topologie

quotient est un groupe topologique ;

iii / � est une application ouverte (c-à-d l�image d�un ouvert est un ouvert) : En e¤et, si � est

un ouvert de G; alors

��1 (� (�)) = fg 2 G j � (g) 2 � (�)g

= fg 2 G j 9 x 2 � : � (g) = � (x)g

= fg 2 G j 9 x 2 �; g:H = x:Hg

= fg 2 G j 9 x 2 �; 9 h 2 H : g = x:h g

= fg 2 G j 9 h 2 H : g 2 �:h g = [
h2H

�h;

et ce dernier ensemble est un ouvert car l�application � est continue, et la réunion d�ouverts

est un ouvert.
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Chapitre 1. Notions de base

iv / le groupe G=H est discret si et seulement si H est un ouvert de G (pour plus de détails

sur de tels résultats voir [9]).

Exemple 1.1.3.

1- Le groupe quotient T = R
Z est un groupe topologique.

2- Le groupe Z
nZ des classes modulo n, où n 2 N

�; est un groupe topologique �ni.

Pour éviter un risque de confusion avec certaines références, on préfére préciser les dé�nitions

bien connues suivantes. Un groupe topologique (G; �) est dit séparé, s�il est un espace topologique

de Hausdor¤ (ou bien T2), c.-à-d. que pour tout couple d�éléments distincts g1; g2 2 G; il existe

un voisinage V1 de g1 et un voisinage V2 de g2 tels que V1 \ V2 = �:

Exemple 1.1.4.

1. Un groupe topologique discret est séparé.

2. Les groupes Rn et Cn sont séparés.

De même on dit qu�un groupe topologique (G; �) est compact, s�il est un espace topologique

compact, c.-à-d., s�il est séparé et si de tout recouvrement ouvert de G on peut extraire un

sous-recouvrement �ni :

G = [
i2I

�i; �i 2 � =) 9 J � I; J �ni j G = [
i2J

�i:

Rappelons aussi qu�une partie H d�un groupe topologique séparé (G; �) est dite compacte, si

elle est compacte pour la topologie induite, et que les parties compactes de Rn sont les parties

fermées bornées.

Exemple 1.1.5.

1- Un groupe topologique grossier est compact.
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Chapitre 1. Notions de base

2- Un groupe topologique �ni est compact.

3- Les groupes Rn et Cn ne sont pas compacts.

Rappelons quelques propriétés générales des ensembles compacts qui nous seront utiles dans

quelques démonstrations :

i / Dans un espace topologique séparé, les parties compactes sont fermées. Un fermé dans un

espace compact est un compact.

ii / La réunion �nie (resp., l�intersection quelconque) de parties compactes est un compact.

iii / Le produit quelconque d�espaces compacts est un compact.

iv / L�image d�un compact par une application continue est un compact.

Un groupe topologique séparé G est dit localement compact si G est un espace topologique

localement compact, c.-à-d., que tout point de G admet un voisinage compact.

Exemple 1.1.6.

1- Les groupe Rn et Cn sont des groupes topologiques abéliens localement compacts (notés

g.t.a.l.c.).

2- Un groupe topologique compact est localement compact.

3- Le groupe linéaire

Gln (R) = fM 2Matn�n (R) = det (M) 6= 0g

des matrices carrées inversibles d�ordre n�n, muni du produit usuel des matrices, est un groupe

topologique localement compact. En e¤et, Gln (R) est considéré comme un ouvert de Rn�n, car

la fonction M ! det (M) est continue et donc que Gln (R) est l�image réciproque d�un ouvert

de R. Ainsi la topologie de Gln (R) est celle induite de la topologie usuelle de Rn�n: En e¤et,

le produit de matrices est donné par des fonctions polynômiales, et prendre l�inverse est donné

par des fonctions rationnelles en utilisant la matrice adjointe, et dans ces deux cas, ces fonctions
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Chapitre 1. Notions de base

sont continues. Il est aussi évident que Gln (R) est localement compact, mais n�est pas compact

(il su¢ t de considérer les éléments de la forme

0BBBBBBBBBBBBBBB@

a 0 0 : : : 0

0 1 0 : : : 0

0 0 1 : : : 0

: : : : : : :

: : : : : : :

: : : : : : :

0 0 0 : : : 1

1CCCCCCCCCCCCCCCA
2 Gln (R) ;

où a 2 R�; pour voir que Gln (R) n�est pas borné).

Dans le chapitre qui suit on va parler de la notion de caractère de groupes. Rappelons qu�un

morphisme f : G ! G� de groupes topologiques est un homomorphisme des groupes, c.-à-d.,

8x; y 2 G : f(x:y) = f(x):f(y), et qui soit continue. Un morphisme bijectif de groupes topolo-

giques est dit isomorphisme de groupes topologiques. Comme d�habitude, un homomorphisme de

groupe topologique f est appelé isomorphisme s�il admet un inverse (c.-à-d., un homomorphisme

de groupe topologique g : G�! G tel que f � g = idG� et g � f = idG ) cela équivant à dire que f

est à la fois un isomorphisme des groupes et un homéomorphisme. Il est important de rappeller

qu�un homomorphisme f de groupe est continu s�il l�est en l�élément neutre 1 de G:

Exemple 1.1.7. Si H est un sous-groupe d�un groupe topologique G, alors la projection

canonique � : G! G=H est un morphisme.

Pour les dé�nitions et les résultats qui suivent, sur les groupes topologiques abéliens, notés

g.t.a., on peut également se référer aux papiers [13,14,15,16,22,28,29]. Dans ce cas la dé�nition

1.1.1 se traduit par le fait que les applications (x; y) 7! x + y et x 7! �x sont continues, alors

que la proposition 1.1.1 se résume dans le fait que l�application (x; y) 7! x� y soit continue. De

plus, si l�on �xe g 2 G; alors l�application de fgg �G! G qui au couple (g; x) associe g + x est

13



Chapitre 1. Notions de base

continue, puisqu�elle est la restriction de l�application continue �: Ainsi l�application bijective Tg

dé�nie de G ! G par la relation x 7! g + x est continue et son inverse T�g est aussi continue ;

donc Tg est un homéomorphisme de G. Cet homéomorphisme est dit translation par g.

Dé�nition 1.1.4. Soit G un groupe topologique abélien, et soit A une partie non vide de G:

On dit que A est relativement dense dans G s�il existe un compact K de G tel que

A+ K = G:

Exemple 1.1.8.

1. L�ensemble Z des entiers rationnels est relativement dense dans le g. a. l. c. R car, 8 x 2 R

on a x = [x]+fxg ; où [x] et fxg sont, respectivement, les parties entières et fractionnaires de x ([x]

est le plus grand entier rationnel ne dépassant pas x; et fxg = x�[x]), et par suite R = Z+[0; 1] :

2. Généralement, si n 2 N� alors Zn est relativement dense dans le g. a. l . c. Rn; car

Rn = Zn + [0; 1]n ; où le compact [0; 1]n = [0; 1]� :::� [0; 1] (n fois).

3. L�ensemble N n�est pas relativement dense dans R, car s�il existe un compact K de R tel

que N+K = R; alors K � [ a; b ] ; où (a; b) 2 R2; min (N+ [ a; b ]) = a; et R serait borné.

Dé�nition 1.1.5. On dit qu�une partie A d�un g.t.a. G est uniformément discrète, s�il existe

un voisinage V de zéro tel que

(A� A) \ V = f0g :

Exemple 1.1.9.

1. N est uniformément discret dans R; car N �N = Z et Z \ ]�1; 1[ = f0g :

2. Z est aussi uniformément discret car Z � Z = Z et Z \ ]�1; 1[ = f0g : Généralement,

l�ensemble Zn est uniformément discret dans Rn:

Proposition 1.1.3. Soit H un sous-groupe d�un g. t. a. G: Alors on a l�équivalence suivante :

H uniformément discret , H discret. En outre, si H est discret et G est un espace T1 (c.-à-d.,

tout singleton de G est fermé), alors H est fermé.

14



Chapitre 1. Notions de base

Preuve. Supposons d�abord que le sous-groupe H soit discret, c.-à-d., tout singleton fhg de

H est un ouvert pour la topologie induite. Ainsi, il existe un ouvert V de G tel que H\V = f0g ;

et donc H est uniformément discret puisque H �H = H: Réciproquement, pour montrer que H

est discret, il su¢ t de prouver f0g est un ouvert, car 8 h 2 H; fhg = Th(f0g) et la translation

par h est continue. En fait de la dé�nition ci-dessus, il en découle immédiatement qu�il existe un

ouvert V de G tel que H \ V = f0g et donc f0g est un ouvert.

Supposons maintenant le groupe topologique G est un espace T1: Comme H est discret,

il existe dans G un voisinage U de 0 tel que H \ U = f0g : Choisissons un voisinage V de 0

tel que V � V � U: Un tel choix est possible car d�après la proposition 1.1.1 il existe deux

ouverts V1 et V2 de G tels que (0; 0) 2 V1 � V2 � ��1(U) et en posant V = V1 \ V2 on voit que

�(V; V ) = V � V � U: Soit x 2 G: On va montrer que si x =2 H; alors il existe un voinage W de

x tel que W \H = �; et on en déduit que x =2 H; d�où le résultat. Alors l�ensemble (x+ V )\H

contient au plus un élément. En e¤et si h1 = x+v1 2 H et h2 = x+v2 2 H, où v1 et v2 2 V , alors

h1�h2 = �v1+ v2 2 (V �V )\H � H \U et donc h1 = h2: Il s�ensuit lorsque (x+V )\H = �;

qu�on peut choisir x+ V = W: Dans le cas où (x+ V )\H est un singleton fhg, alors on choisit

W = (x + V )nfhg: En e¤et x 6= h car x =2 H, et (x + V )nfhg est l�intersection du voisinage de

x : (x+ V ); et de l�ouvert fhgc qui contient aussi x:

En fait la proposition ci-dessus est vraie dans un groupe topologique quelconque (voir [2]).

Dé�nition 1.1.6. Soit G un groupe topologique abélien. Une partie A de G est dite ensemble

de Delone si les deux conditions suivantes sont satisfaites.

(i) A est uniformément discrète.

(ii) A est relativement dense.

Si de plus A est un sous groupe de G qui est de Delone, alors on dit que A est un réseau de

G:

Exemple 1.1.10. Zn est un réseau de Rn:
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Proposition 1.1.4. Soit L un sous groupe de Rn; engendré par m vecteurs R-linéairement

indépendants. Alors, L est discret. Si de plus m = n; alors L est un réseau.

Preuve. Supposons L engendré par les vecteurs e1; e2; ::; em, c.-à-d.,

L =
�
k1e1 + k2e2 + :::+ kmem j 8i = 1;m ; ki 2 Z

	
:

où fe1; e2; ::; emg est libre dans le R�espace Rn: Pour montrer que L est discret, il su¢ t de

prouver que : 8� > 0; B (0; �)\L est �ni, où B (0; �) est la boule dans Rn de centre 0 et de rayon

�: La norme considérée sur l�espace Rn est la norme Euclidienne.

On complète alors fe1; e2; ::; emg en une base fe1; e2; ::; eng de Rn; et on considère l�application

f : Rn �! Rn

(�1; :::; �n) 7!
nX
i=1

�iei:

Alors f est bien dé�nit et est surjective, car fe1; e2; ::; eng est une base de Rn. De plus f est

linéaire car : f (� (�1; :::; �n) + (�
0
1; :::; �

0
n)) = f(��1 + �01; :::; ��n + �0n) =

nP
i=1

(��i + �0i) ei

=
n

�
P
i=1

�iei+
nP
i=1

�0iei = �f (�1; :::; �n)+f (�
0
1; :::; �

0
n) :

Il s�ensuit que f est un isomorphisme continue, et l�application inverse de f�1; notée '; est aussi

linéaire et continue.

Soit # 2 B (0; �) \ L; alors

# 2 B (0; �);

et B (0; �) est un férmé-borné de Rn donc B (0; �) est un compact. D�autre part

# 2 L =) # = k1e1 + k2e2 + :::+ kmem;

où ki 2 Z pour tout i = 1; :::;m: Comme # = k1e1 + k2e2 + :::+ kmem + 0em+1 + :::+ 0en; alors

' (#) = (k1; ::; km; 0; ::; 0) ; et ' (#) 2 '
�
B (0; �)

�
= K; où K est un compact de Rn (image par
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l�application continue d�un compact). Soit � > 0 tel que K � B (0; �): Alors, on a

k(k1; :::; km; 0::0)k =
q
k21 + :::+ k2m � �;

q
k2i �

q
k21 + :::+ k2m � �; 8i = 1; :::;m;

et chaque ki prend au plus un nombre �ni de valeurs. Ainsi # prend au plus un nombre �ni de

valeurs possibles, et par suite 8� > 0; l�ensemble B (0; �) \ L est �ni.

Supposons maintenant que le sous groupe L soit engendré par n vecteurs R-linéairement

indépendants, notés encore, e1; ::; en et montrons que L est un réseau. De la proposition ci-dessus

on déduit que L est discret) L est uniformément discret. Il reste à montrer que L est relativement

dense.

Comme fe1; e2; ::; eng est une base de Rn; tout # 2 Rn; s�ecrit # =
nP
i=1

�iei; où les �i 2 R; et

donc

# =
nX
i=1

[�i] ei +
nX
i=1

f�ig ei: (1.1)

Soit

A = f�1e1 + :::+ �nen j 0 � �i � 1 g :

Alors, � 2 A =) k�k =




 nP
i=1

�iei





 � nP
i=1

keik = c et � 2 B (0; c) = K; où le compact K ne

dépend pas de �: De relation (1:1) ;
nP
i=1

[�i] ei 2 L et
nP
i=1

f�ig ei 2 K on obtient # 2 L + K;

donc L+K = Rn et L est relativement dense. Par concéquent L est un réseau.

La proposition suivante montre que la réciproque de l�assertion ci-haut est aussi vraie.

Proposition 1.1.5. Soit L un sous groupe discret de Rn; alors L est engendré par m vecteurs

R�linéairement indépendants. Si de plus L est un réseau, alors L est engendré par n vecteurs

R�linéairement indépendants.

Preuve. Soit L un sous groupe discret de Rn: Si L = f0g alors L est engendré par 0 vecteurs

R�linéairement indépendants et le résultat est vrai. Dans ce qui suit L est supposé contenir au

moins un élément non-nul l:
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Supposons d�abord n = 1: Alors, l est R-linéairement indépendant (si xl = 0; où x 2 R alors

x = 0) et

lZ � L (1.2)

car L est un sous-groupe de R. De plus, comme L est discret alors 8r > 0; l�ensemble D (0; r)\L

est �ni, et on peut trouver l0 2 L et qui soit le plus petit positif dans L: Pour montrer l�inclusion

L � l0Z (1.3)

il su¢ t de prouver que si y 2 L\]0;1[; alors y = kl0; pour un certain k 2 N�; car l0Z est un

sous-groupe de R. En e¤et dans ce cas, 9k 2 N� tel que kl0 � y < (k + 1) l0 ) 0 � y � kl0 � l0:

Comme L est un groupe, alors y � kl0 2 L et de l�hypothèse de minimalité de l0 on voit que

l0 � kl = 0 et donc l0 = kl: Ainsi (1:3) est vraie, et de (1.2) on obtient que

L = l0Z;

c�est a dire que L engendré par un vecteur.

Considérons maintenant le cas général et soit fg1; g2; :::; gmg une partie libre maximale de L,

c.-à-d., on ne peux pas trouver dans L plus de m vecteurs R�linéairement indépendants. On va

montrer par réccurence sur m que L est engendré par m vecteurs R�linéairement indépendants.

Cas où m = 1: Considérons l�ensemble

T0 = fx 2 L j x = cg1; c 2 [0; 1]g:

Alors, f0; g1g � T0 et T0 6= ?: Pour x 2 T0; on a

kxk = kcg1k = c kg1k � kg1k ) x 2 B (0; kg1k) ;

x 2 B (0; kg1k)\L; et donc x prend un nombre �ni des valeurs, car L est discret et B (0; kg1k)\L

est �ni. On choisit maintenant x0 = c1g1 2 T0 tel que le coe¢ cient c = c1 soit le plus petit positif
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possible. Pour montrer l�égalité

L = x0Z

(d�où le résultat : L est engendré par un vecteur), notons d�abord que x0Z � L car L est un

sous-groupe de R. Pour prouver l�inclusion L � x0Z; considérons un élément quelconque g 2 L:

Alors la partie fg; g1g est liée, et il 9 �; � 2 R; non tous nuls, tels que �g + �g1 = 0: Il est clair

que � 6= 0; car sinon �g1 = 0 et � = 0: Donc, 9 � 2 R tel que

g = �g1 =
�

c1
(c1g1) = (

�

c1
)x0;

d�où

g =

�
�

c1

�
x0 +

�
�

c1

�
x0 ) g �

�
�

c1

�
x0 =

�
�

c1

�
x0 2 L;

car g 2 L et
h
�
c1

i
x0 2 x0Z � L: D�autre part, on a

n
�
c1

o
x0 =

n
�
c1

o
c1g1 et 0 �

n
�
c1

o
c1 � c1: Il

s�ensuit du choix de c1 que
n
�
c1

o
c1 = 0;

n
�
c1

o
= 0 et g =

h
�
c1

i
x0 2 x0Z: Ainsi L � x0Z et L = x0

Z:

Supposons maintenant le résultat vrai jusqu�à l�ordre m � 1; où l�entier m � 2; et que L

est engendré par m vecteur fg1; g2; :::gmg : Soit V le sous espace vectoriel de Rn; engendré par

fg1; g2; :::gm�1g : Cette partie est une base de V (dim (V ) = m� 1 ) : Soit L0 = L \ V: Alors

L0 est un sous groupe de Rn; et la partie libre fg1; g2; :::gm�1g de L0 est maximale. D�autre

part, comme L0 � L; alors L0 est discret, et de l�hypothèse de recurrence L0 engendré par m�1

vecteurs R�linéairement indépendants, disons l1; l2; :::; lm�1: Notons, aussi que fl1; l2; :::; lm�1g

est une autre base de V: Similairement au cas m = 1; considérons l�ensemble

T1 = fc1l1 + � � �+ cm�1lm�1 + cmgm 2 L j 0 � ci < 1 si i � m� 1; 0 � cm � 1g :

Alors f0; gmg � T1 et T1 6= ?: Si x 2 T1; alors

kxk � kl1k+ � � �+ klm�1k+ kgmk = �;
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x 2 B (0; �) \ L et x prend au plus un nombre �ni de valeurs car L est uniformément discret.

Soit x1 2 T1 ayant un coe¢ cient de gm minimal et positif. Si on note bm ce coe¢ cient, alors

x1 = b1l1 + b2l2 + :::+ bm�1lm�1 + bmgm:

Pour prouver que L est engendré par fx1; l1; :::; lm�1g; remarquons d�abord que

x1Z+ l1Z+ � � �+ lm�1Z � L

puisque x1Z � L; et pour chaque i = 1; :::;m� 1; on a li 2 L) Z li � L:

Pour obtenir l�inclusion inverse, montrons d�abord que f x1; l1; ::::; lm�1g est libre. En e¤et,

si �1; �1:::; �m�1 2 R tel que

�1x1 + �1l1 + :::+ �m�1lm�1 = 0;

alors en remplacant x1 par sa valeur on obtient

�1 (b1l1 + b2l2 + :::+ bm�1lm�1 + bmgm) + �1l1 + :::+ �m�1lm�1 = 0

et donc

(�1b1 + �1) l1 + :::+
�
�1bm�1 + �m�1

�
lm�1 + �1bmgm = 0

Posons �ibi + �i = 
i; pour i 2 f1; 2; ::;m� 1g : Si �1 6= 0; alors

gm =
1

�1bm

 
m�1X
i=0


ili

!
) gm 2 V; et fgm; l1; l2; :::; lm�1g � V:

Comme l�espace V est de dimension m� 1; la partie fgm; l1; l2; :::; lm�1g est liée et cela conduit

a une contradiction :

�1 = 0 ) �1l1 + :::+ �m�1lm�1 = 0) �i = 0; 8i 2 f1; 2; ::;m� 1g :
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Ainsi f x1; l1; ::::; lm�1g est libre. Soit g 2 L: Alors la partie f g; x1; l1; ::::; lm�1g est liée) 9� 2

R et 9�i 2 R tels que

g = �x1 + �1l1 + :::+ �m�1lm�1:

Il s�ensuit que

g � [�]x1 = f�gx1 + �1l1 + :::+ �m�1lm�1

= f�g (b1l1 + ::+ bm�1lm�1 + bmgm) + �1l1 + :::+ �m�1lm�1

= (f�g b1 + �1) l1 + :::+
�
f�g bm�1 + �m�1

�
lm�1 + f�g bmgm

et en posant 
i = f�g bi + �i pour chaque i 2 f1; 2; ::;m� 1g, on obtient

g �
�
[�]x1 + [
1] l1 + ::+

�

m�1

�
lm�1

�
= f
1g l1 + ::+

�

m�1

	
lm�1 + f�g bmgm:

Comme 0 � bm � 1; alors 0 � f�g bm � bm; et de la condition de minimalité de bm; on déduit

que f�g = 0; g � [�]x1 = �1l1 + :::+ �m�1lm�1; et

g �
�
[�]x1 + [�1] l1 + :::+

�
�m�1

�
lm�1

�
= f�1g l1 + :::+

�
�m�1

	
lm�1:

Puisque g 2 L et [�]x1 + [�1] l1 + :::+
�
�m�1

�
lm�1 2 L; on a

g �
�
[�]x1 + [�1] l1 + :::+

�
�m�1

�
lm�1

�
2 L:

D�autre part f�1g l1 + :::+
�
�m�1

	
lm�1 2 V; d�où f�1g l1 + :::+

�
�m�1

	
lm�1 2 L \ V = L0 et

comme f l1; :::; lm�1g est une base de L0; alors de l�unicité de l�écriture d�un élément de L0 on

obtient pour tout i = 1;m� 1 il existe ki 2 Z tel que

f�1g l1 + :::+
�
�m�1

	
lm�1 = k1l1 + k2l2 + ::+ km�1lm�1;
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d�où f�ig = ki; f�ig = 0 et g = [�]x1+[�1] l1+ :::+
�
�m�1

�
lm�1 est un élément du sous- espace

h x1; l1; :::; lm�1i engendré par x1; l1; :::; lm�1; ainsi L � h x1; l1; :::; lm�1i :

Soit maintenant L un réseau de Rn. Alors L est uniformément discret et donc L est discret,

d�après la proposition 1.1.3. D�autre part, L étant relativement dense, il existe un compact K

tel que : L+K = Rn et L 6= f0g (si L = f0g alors f0g+K = K = Rn est un compact). Comme

L est discret, 9 m vecteurs R�linéairement indépendants qui engendrent L ; on va montrer que

m = n. Supposons au contraire que m < n: Alors l�ensemble fe1; e2; :::; emg peut être complété

en une base fe1; :::; em; em+1; ::; eng de Rn. Si l�on considére la suite : (pen)n2N ; alors de la relation

pen 2 L+K, on obtient que

pen = a1pe1 + a2pe2 + :::+ ampem + kp;

où kp 2 K et les aip 2 Z. Notons que si kp = kq pour un certain couple (p; q) 2 N2, alors l�égalité

a1pe1 + ::: + ampem � pen = a1qe1 + ::: + amqem � qen implique p = q puisque fe1; :::; em; eng

est libre (c�est une partie de la base fe1; :::; em; em+1; ::; eng). Ainsi l�ensemble K \ L1; où L1 =

he1; e2; :::; em; eni : Mais comme L1 est un sous groupe de Rn est discret (d�aprés la proposition

1.1.4) alors K \ L1 est �ni, et cela conduit a une contradiction ; donc m = n:

1.2 Éléments de la théorie des corps.

Plusieurs ouvrages peuvent être consulter pour les résultats de ce paragraphe. Ici on se référe

aux livres [11, 17, 21, 24]. Pour obtenir des exemples de modèles dans un corps de nombres algé-

briques, on a besoin de rappeller d�abord les concepts d�entier algébrique, de polynôme minimal

ainsi que ceux de conjugué, de trace et de norme d�un nombre algébrique.

Dé�nition 1.2.1. Soient K et L deux corps tels que K � L: Alors on dit que L est une

extension de K, et on écrit : L�K:
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Exemple 1.2.1.

1. Le corps des nombres complexes C est une extension de R:

2. C est une extension du corps des rationnels Q:

3. R est une extension de Q:

Il est clair que si L est une extension de K; alors L est un espace vectoriel sur K:

Dé�nition 1.2.2. Soit L�K une extension. La dimension de L comme espace vectoriel sur

K s�appelle degré de l�extension, et est notée [L : K] : Si [L : K] est �ni, on dit que l�extension

est �nie.

Exemple 1.2.2.

1. C est une extension �nie de R de degré 2; car f1; ig; où i2 = �1; est une base de C sur R:

2. Si E est une extension �nie de L et L est une extension �nie de K, alors il est facile de

véri�er que E est une extension �nie de K: Dans ce cas on a la relation bien connue,

[E : K] = [E : L] [L : K] :

Dans ce qui suit les corps considérés sont contenues dans C, et on rappelle que le corps C

est intégralement clos, c�est à dire que tout polynôme à coe¢ cients complexes admet toutes ses

racines dans C: En particulier, siK est une extension �nie de Q; alorsK est dit corps de nombres.

Dé�nition 1.2.3. On dit qu�un élément � de C est un nombre algébrique, s�il existe un

polynôme unitaire P = P (x) 2 Q[x] tel que P (�) = 0: Si de plus P 2 Z[x]; alors � est dit

entier algébrique.

On dit que l�extension L�Q est algébrique, si tout élément � de L est algébrique.

Exemple 1.2.3.

1. Le nombre � =
p
2 est un entier algébrique car � est racine du polynôme x2 � 2:

2. Il est bien connu que le nombre � = 3:14::: n�est pas algébrique.
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3. Si � 2 Q; alors � est racine du polynôme x � �; et est dont algébrique. En particulier si

� 2 Z; alors � est un entier algébrique.

4. Il est bien connu que toute extension �nie de Q est algébrique. Par exemple l�extension

Q(
p
2)�Q est de degré 2, et est donc algébrique.

Soit � 2 C: Comme l�anneau Q[x] est euclidien, l�ensemble I = fP 2 Q[x]; P (�) = 0g est

un idéal principal de Q[x]: De la dé�nition ci-dessus I est réduit à f0g si � n�est pas algébrique.

Lorsque � est algébrique, l�idéal I admet un générateur, noté M�: On peux aussi supposer

que M� est unitaire. Dans ce cas le polynôme M� est irréductible dans Q[x] et est unique ; ce

polynôme s�appelle polynôme minimal de �: En d�autres termesM� est le seul polynôme unitaire

à coe¢ cients rationnels, de degré minimal, ayant � pour racine.

Dé�nition 1.2.4. Soit � un nombre algébrique. Alors les racines du polynôme minimal de

�, noté M�; sont dits conjugués de �: Le degré de � est le degré de son polynôme minimal.

Si � un nombre algébrique de degré d; alors � admet exactement d conjugués, car son poly-

nôme minimal n�admet pas de racines doubles (il est irréductible). Dans ce cas le corps Q(�);

qui est l�intersection de tous les sous-corps de C contenant �; est de degré d, c�est à dire que,

[Q(�) : Q] = d: Il est facile de voir, par exemple, que l�ensemble f1; �; :::; �d�1g est une base du

Q-espace vectoriel Q(�):

Soit K un corps de nombres de degré d: Alors tout homomorphisme d�anneau de K dans

C; non-nul est injectif et laisse invariant les nombres rationnels. Un tel homomorphisme est dit

plongement de K dans C: Rappelons qu�il existe exactement d plongements de K dans C:

Il s�ensuit lorsque K = Q(�); où � un nombre algébrique de degré d; que les d plongements

�1; :::; �d; de K dans C transforment � en ses conjugués. De plus, si � 2 K; alors les conjugués

de � sont parmis les nombres �1(�); :::; �d(�); chacun d�eux étant répété d=[Q(�) : Q] fois.

Dé�nition 1.2.5. Soit K un corps de nombres de degré d. Soient �1; :::; �d; les di¤érents
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plongements de K dans C: Alors, le discriminant de l�élément (x1; :::; xd) 2 Kd est la quantité

disc(x1; :::; xd) = det[�j(xk)]
2;

où (j; k) 2 f1; :::; dg2; i. e., le carré du déterminant de la matrice ayant �j(xk) à la j-ième ligne

et k-ième colonne.

Il s�ensuit immédiatement que disc(x1; :::; xd) 6= 0 si et seulement si x1; :::; xd sontQ-linéairement

indépendants, c.-à-d., qu�ils forment une base pour K sur Q.

Avec la notation de la dé�nition 1.2.5, il est bien connu que les entiers algébriques de K

forment un sous-anneau de K, noté ZK , appellé anneau des entiers de K: De plus ZK est un

groupe libre engendré par d éléments, c.-à-d., qu�il existe (�1; :::; �d) 2 ZdK tel que tout élément

de ZK ; s�écrit d�une manière unique sous la forme

m1�1 + � � �+md�d; mj 2 Z:

La base f�1; :::; �dg, qui est aussi une base de K sur Q, est dite base entière de K.

La propriete fondamentale des bases entières de K est qu�elles possédent le même discrimi-

nant : c�est un invariant du corps.

Dé�nition 1.2.6. Le discriminant d�un corps de nombres K; noté disc(K); est le discri-

minant de l�une de ses bases entières.

Dé�nition 1.2.7. Soit K un corps de nombres de degré d: Soient �1; :::; �d; les di¤érents

plongements de K dans C: Alors, la trace (resp., la norme) d�un élément x 2 K est la somme

Tr(x) =

dX
j=1

�j(x) 2 Q (resp., le produit Norm(x) =
dY
j=1

�j(x) 2 Q): En particulier, si x 2 ZK

alors Tr(x) 2 Z; Norm(x) 2 Z; et x est dit unité lorsque Norm(x) = �1:

Il s�ensuit de la formule bien connue

disc(x1; :::; xd) = det[Tr(xjxk)];
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que disc(K) est un entier rationnel.

1.3 Sur l�ensemble des nombres de Pisot.

Les nombres de Pisot et de Salem sont des entiers algébriques réels riches en propriétés

arithmétiques, ce qui explique leur apparition dans plusieurs domaines des mathématiques. Ces

nombres étaient étudiés pendant une période qui dépasse un demi-siècle. Les preuves de la majeur

partie des résultats énoncés dans ce paragraphe se trouvent dans [3, 19, 20].

Beaucoups des résultats sont connus sur l�ensemble, usuellement noté S; des nombres de Pisot.

Citons quelques uns : Un algorithme a été introduit par Dufresnoy et Pisot pour déterminer les

éléments de S\]1; 1:6183[ [6], et cet algorithme a été généralisé par D. W. Boyd [4] pour trouver

les nombres de Pisot dans certains intervalles. Salem avait montré que l�ensemble S est fermé

pour la topologie usuelle de R [20]. Les points limites de S inférieurs à 2 peuvent être déterminés

explicitement [1]. Rappelons également une caractérisation des nombres de Pisot, dûe à C. Pisot

[19] et qui dit pour q�un nombre réel � > 1, soit un élément de S il faut et il su¢ t qu�il existe

un réel non nul t et une suite d�entiers rationnels (pk)k�1 tels que
X

k�0
(t�k � pk)2 < 1: Une

autre caractérisation des nombres de Pisot, parmis les nombres algébriques [19], dit aussi pour

q�un nombre algébrique réel � > 1, soit un nombre de Pisot il faut et il su¢ t qu�il existe un réel

non nul t et une suite d�entiers rationnels (pk)k�1 tels que limk�!1(t�
k � pk) = 0:

Comme précédemment, le polynôme minimal, le degré et les conjugués d�un nombre algébrique

sont considérés sur le corps Q.

Dé�nition 1.3.1. Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel plus grand que 1; dont

les conjugués autres que lui même sont de modules inférieur à 1:

Exemple 1.3.1.

1. Tout entier rationnel plus grand que 1 est un nombre de Pisot.

2. Le nombre 1+
p
5

2
est un nombre de Pisot de degré 2, car son polynôme minimal admet une

autre racine (qui est 1�
p
5

2
) de module < 1.
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Pour montrer, d�une manière simple, qu�il existe des nombres de Pisot de degré arbitrairement

grand, rappelons les deux résultats connus qui suivent :

Proposition 1.3.1. Soit P un polynôme unitaire, à coe¢ cients entiers rationnels, possédant

une seule racine réelle � plus grande que 1; et les autres racines de module strictement inférieur

à 1. Alors P (x) = xsM� (x) ; où s 2 N�; et � 2 S:

Preuve. Comme P (x) 2 Z [x] et P (�) = 0; alors � est un entier algébrique et il existe

P1 2 Z [x] tel que P = M�P1: De plus P1 est unitaire, car les polynômes P et M� le sont, et

admet toutes ses racines à l�intérieur du disque unité. Par suite le produit des racines de P1 est

nul car il est de module strictement inférieur à 1; d�où P1 (x) � xs:

Pour montrer l�assertion qui suit, rapellons un corollaire du théorème de Rouché, vrai pour

des fonctions analytiques au lieu des polynômes.

Lemme 1.3.1. Si f et g sont deux polynômes tels que jf (z)j > jg (z)j sur le cercle

jzj = �; où � > 0; alors le polynôme f + g admet le même nombre de racines que f dans le

disque ouvert jzj < �:

Pour la preuve de ce lemme on peut consulter un livre d�analyse complexe élémentaire.

Proposition 1.3.2. Soit P un polynôme à coe¢ cients entiers rationnels, tel que P (x) =

zn + an�1z
n�1 + :::+ a0; a0 6= 0; et

jan�1j > 1 + jan�2j + :::+ ja1j+ ja0j :

Alors P posséde une unique racine � dans jzj > 1 et ses autres racines sont de module < 1:

Ainsi �� est un nombre de Pisot.

Preuve. On a les relations suivantes, pour jzj = 1;

��zn + an�2z
n�2 + :::+ a1z + a0

�� � 1 + jan�2j+ :::+ ja0j <
��an�1zn�1�� = jan�1j : (1.4)
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D�aprés le lemme ci-haut, le polynôme P posséde dans jzj < 1; le même nombre de zéros que

an�1z
n�1; soit n�1: Comme P n�a pas de racines sur jzj = 1; à cause de l�inégalité stricte dans

(1:4); il admet donc une seule racine � dans jzj > 1 et qui est réelle, car sinon par conjugaison

complexe on obtient deux racines. Comme a0 6= 0; de la proposition 1-3-1 , on déduit que � ou

bien �� est un nombre de Pisot.

Ce corollaire appliqué par exemple au polynôme P (x) = xn � 3xn�1 + 1; où n � 2; montre

que P est le polynôme minimal d�un réel � tel que �� est un nombre de Pisot. De plus, comme

P (1) = �1 < 0 et 0 < P (3) = 1; � est un nombre de Pisot de degré n. On déduit alors le résultat

suivant :

Corollaire 1.3.1. Pour tout d 2 N�; il existe un nombre de Pisot de degré d:

Preuve. D�après l�exemple 1.3.1, tout � 2 N� � f1g est un nombre de Pisot de degré

d = 1: Pour d � 2; et d�après le calcul ci-dessus il existe toujours un nombre de Pisot de degré

d:�

On remarque que la somme et le produit des nombres de Pisot n�est pas toujour un nombre

de Pisot, par exemple : (1 +
p
5)=2 + (1 +

p
5)=2 = 2(1 +

p
5)=2 = 1 +

p
5 =2 S. Toutefois on la

propriété suivante :

Proposition 1.3.3. Soit � un nombre de Pisot de degré d; alors �n est aussi un nombre

de Pisot de degré d:

Preuve. Il est clair que Q (�n) � Q (�) ; et si � = �1; �2; :::; �d sont des conjugués

de �; alors il existe d plongements �1; �2; :::; �d; de Q (�) dans C tels que �i (�) = �i

8 i 2 f1; :::; dg : Donc �i (�
n) = �ni et les conjugués de �n sont parmis les nombres �n1 ;

�n2 ; :::; �
n
d : Supposons que �n soit de degré d0: Alors d�après la relation

[Q (�) : Q] = [Q (�) : Q (�n)] [Q (�n) : Q] ;
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on a d = md0; où m 2 N; et donc chaque conjugué de �n est répété m fois dans l�ensemble

f�n1 ; �n2 ; :::; �ndg. Comme �n > 1; et j�ni j < 1 pour tout i � 2; on obtient m = 1 et d = d0: Ainsi

�n est aussi un nombre de Pisot de degré d:

Une autre classe remarquable d�entiers algébriques, notée T; et qui a des liens avec l�ensemble

S; est la classe des nombres de Salem.

Dé�nition 1.3.2. Un nombre de Salem est un entier algébrique réel plus grand que 1, dont

les autres conjugués sont de module inf érieur ou égal à 1, avec au moins un conjugué de module

1.

Soient M� le polynôme minimal d�un nombre de Salem � ; et soit M�
� (x) = xnM� (1=x)

le polynôme réciproque de M� . Si � une racine de module 1 de P; alors � = 1=� est

également racine des deux polynômes M� et M�
� : Par suite, M� et M�

� ont une racine

commune et comme M� est unitaire et irréductible, alors M� = �M�
� ; M� (0) = � et 1 = �

M� (0) ; d�où �2 = 1: Si � = �1; alors �1 est racine de M� ; et cela conduita une

contradiction puisque M� est irréductible. Par conséquent, � = 1 et M� =M�
� : De plus le

degré de M� est un entier pair au moins égal à 4. On résume cela dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.4. Le polynôme minimal d�un nombre de Salem � est réciproque et est de

degré � 4. De plus, � posséde un seul conjugué de module inférieur à 1; qui est son inverse,

et ses autres conjugués sont tous de module 1:

Preuve. La première partie de la proposition résulte du calcul précédent. Si � est racine

de M� alors 1=� est aussi racine de M� ; car il estréciproque. Ainsi 1=� est le seul conjugué de

� ayant un module < 1; car � n�admet pas d�autres conjugués, autre que lui même de module

> 1:

Contrairement a l�ensemble des nombres de Pisot, qui satisfait minS = 1:3247::: [25]; on ne

sait pas s�il y a un plus petit nombre de Salem. Plus précisément on ne sait pas, si l�égalité inf T =

1 a lieu ou non. Ce dernier problème avait été posé, en 1933, par D. H. Lehmer [10]. Le polynôme
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minimal du plus petit nombre de Salem connu est : X10+X9�X7�X6�X5�X4�X3+X+1;

ce nombre vaut approximativement 1; 1762::: [3]. La plupart des exemples de nombres de Salem

sont fournis par la célèbre construction de Salem, qui dit que tout nombre de Pisot est limite

d�une suite de nombres de Salem [20]. La question si l�ensemble dérivé de T est réduit à S, reste

ouverte. Rappelons �nallement une caractérisation des nombres de Pisot et des nombres de Salem

parmis les nombres algébriques (dont on aura besoin dans le dernier chapitre) [19], dit pour q�un

nombre algébrique réel � > 1; soit un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem, il faut et il

su¢ t que pour tout " > 0 il existe un réel non nul t et une suite d�entiers rationnels (pk)k�1 tels

que
��t�k � pk�� � "; 8k � 0:
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Chapitre 2. Ensembles harmonieux

Le but de ce chapitre est de dé�nir des modèles et des ensembles harmonieux dans un contexte

général, c.-à-d., dans des g. t. a. l. c., et des ensembles de Meyer dans les espaces euclidiens Rn:

Le présent chapitre, comme celui qui l�a précédé, se compose aussi de trois paragraphes. Dans

la première partie on donne une brève déscription de la théorie de Pontryagin, et on énonce en

particulier le théorème de la dualité de Pontryagin. Ensuite, on dé�nit les modèles à partir des

schémas coupe-et-projection, et on en déduit qu�un modèle est un ensemble de Delone. En�n,

dans le dernier paragraphe, on considère quelques propriétés des ensembles de Meyer dans les

groupes Rn; et on montre en particulier d�un modèle de Rn est un ensemble de Meyer.

2.1 Dualité de Pontryagin.

Le but de cette partie est d�énoncer les déduts d�une théorie importantes des g.t.a.l.c. :

la dualité de Pontryagin. Nous commoncerons par dé�nir les caractères d�un groupe abélien

localement compact, le groupe dual et la topologie �usuelle�du groupe dual qui le rend aussi un

g.t.a.l. c., et ensuite on énoncera un des résultats de Pontryagin. La majeure partie des résultats

de cette partie se trouve dans les livres [5, 12, 15, 23, 26, 30] et les articles [14, 16, 28, 29].

Dé�nition 2.1.1. Un caractère d�un groupe G est un homomorphisme de G dans le groupe

U (1) = fz � C j jzj = 1g :

Remarque. Dans certains livres, un caractère de G est dé�ni comme étant un homomor-

phisme de G dans le groupe R=Z: La surjection canonique � : R �! R=Z; x 7�! x + Z est

un caractère de R: Rappellons que U (1) est un sous-groupe topologique du groupe topologique

C�; et qu�il existe un morphisme bijectif entre les groupes U (1) et R=Z: Notons aussi qu�un

cacactère n�est pas nécessairement continue.

Dé�nition 2.1.2. Soient � et  deux caractères d�un g.t.a.l.c. G; alors le caractère produit

de � et  ; noté � ; est dé�ni par la relation

� (x) = � (x) : (x)
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pour tout x 2 G:

Proposition 2.1.1. Muni du produit dé�ni ci-dessus, l�ensemble des caractères de G; noté

Ĝa lg; est un groupe abélien. De plus, les caractères continues de G forment un sous groupe de

Ĝa lg, noté Ĝ et appellé groupe dual de G:

Preuve. Il est clair que 8x; y 2 G on a

� (x+ y) = � (x+ y) : (x+ y) = � (x) :� (y) (x) : (y) = � (x)� (y) ;

et par suite � est bien un caractère de G (et la dé�nition 2.1.2 est cohérente). Un simple calcul

permet de véri�er que ce produit est commutatif, associatif, et que le caractère trivial I, qui a

tout élément x de G associe 1; est l�élément neutre pour ce produit. De plus l�inverse de tout

caractère � et le caratère qui a tout x associe le conjugué complexe de � (x) : Ainsi Ĝa lg est un

groupe abélien.

Il est clair que l�application constante I est contiue, et donc I 2 Ĝ: Comme le produit de

deux applications continues de G dans C, est continue, on voit que Ĝ est stable pour le produit.

De plus comme la conjugaison complexe est continue de C dans C, et la composée de deux

applications continues dans des espaces quelconques est continue, on déduit que l�inverse d�un

caractère continue est aussi un caractère continue. Donc Ĝ est un sous groupe de Ĝa lg.

Remarque. Il est important de signaler qu�on a utilisé la notation multiplicative pour le

groupe dual malgré que c�est un groupe abélien. Si le groupe G est muni de sa topologie discrète,

alors tout caractère de G est continue, et donc Ĝalg est le groupe dual de G: En d�autres termes

Ĝalg est aussi un groupe dual. Dans ce cas on utilisera la notation Ĝalg = Ĝd et G = Gd:

Exemple 2.1.1. Le groupe Rn est isomorphe à son groupe dual cRn: Pour prouver cela,
montrons d�abord qu�un caractère continu de Rn est de la forme

�u (x) = ei2�<u;x>;
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où u = (u1; :::; un) est �xé dans Rn; X = (x1; :::; xn) 2 Rn; et < u;X >= u1x1 + � � +unxn: En

e¤et, il est clair dans ce cas que j�u (x)j = 1; �u (x+ y) = ei2�<u;x+y> = ei2�<u;x>ei2�<u;y> =

�u (x) :�u (y) et donc �u est un caractère. De plus, si Xk = (X1k; :::; Xnk)k�1 est une suite de

Rn convergeant vers (x1; :::; xn) = X, alors chaque composante Xik converge vers la composante

correspondante Xi ; donc limk!1 < u;Xk >=< u;X >; limk!1 e
i2�<u;Xk> = limk!1 e

i2�<u;X>

et �u est continu. Ainsi, on peut dé�nir une correspendance f de Rn dans son groupe dual cRn;
dé�nie par

f (u) = �u:

Il est clair que si u; v 2 Rn; alors on a, 8x 2 Rn; �u+v (x) = ei2�<(u+v);x> = ei2�<u;x>:ei2�<v;x>

= �u (x) :�v (x) ; c.-à-d., que �u+v = �u�v et

8u; v 2 Rn : f (u+ v) = f (u) + f (v) :

Soit u = (u1; :::; un) 2 ker f; alors pour tout x 2 Rn on a ei2�<u;x> = 1: Si l�on choisit x =�
0; :::; 0; 1

2ui
; 0; :::; 0

�
lorsque ui 6= 0; alors les relations suivantes : �u (x) = e

i2�
�
ui
2ui

�
= ei� = �1;

contredisent la dernière égalité. Ainsi, ker f = f0g et f est un isomorphisme de groupes, puisque

f est surjective par hypoyhèse.

On peut munir le groupe dual bG d�un g.t.a.l.c. G de plusieurs topologies qui le rendent aussi
un g.t.a.l.c., mais la topologie la plus courante (la topologie usuelle) est celle de la convergence

uniforme sur les compacts de G. Cette topologie est aussi dite topologie des ouverts-compacts

(voir [13], [14]) et est dé�nie comme suit :

Dé�nition 2.1.3. Soit G un g.t.a.l.c. et soit (�n)n�1 une suite de caractères de G. On dit

que la suite (�n)n�1 converge vers le caractère � de G; si pour tout " > 0 et pour tout compact

K de G; il existe N 2 N dépendant de " et de K; tels que j�n(x)� �(x)j < "; 8x 2 K et

8n � N:

Un moyen rapide (équivalent à la dé�nition 2.1.3) pour dé�nir la topologie de bG est comme
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suit : Pour tout " > 0 et pour tout compact K de G; soit

N(K; ") = f� 2 bG j j�(K)� 1j < "g;

c.-à-d., l�ensemble des caractères qui envoient le compact K en un intervalle ouvert centré en 1

(la notation j�(K)� 1j < " veut dire j�(x)� 1j < "; 8x 2 K): Il est clair que I(K) = 1 et donc

I 2 N(K; "): En fait, l�ensemble de tels N(K; ") est une base des ouverts en I; et par suite les

translatés  N(K; ") par  des N(K; "); où  2 bG; forment une base des ouverts en  :
En fait l�un des intérets de cette topologie est qu�elle permet une correspendance entre le

groupe G est le groupe dual bbG de son groupe dual bG; de la manière suivante :
Pour tout g 2 G �xé, on dé�nit un caractère de son groupe dual, qui a tout élément g 2 G fait

associer �(g): En d�autres termes on a dé�ni une application de bG! U(1); telle que � 7! �(g):

Il est clair que cette application est un caractère de bG, puisque � (g) = �(g) (g); et de plus si

le groupe bG est muni da la toplogie usuelle, ce caractère est continue (pour plus de détails sur

ce sujet voir [14]). Ainsi on a dé�ni une application

D : G! bbG; g 7! bbg
où bbg(�) = �(g): Il est facile de véri�er que D est un homomorphisme injectif. En fait par la

théorie de dualité de Pontryagin, cette application est continue et bijective :

Proposition 2.1.2. (Pontryagin) Avec la notation ci-dessus on a les propriétés suivantes.

(i) Les groupes topologiques G et bbG sont isomorphes.

(ii) G est discret si et seulement si bG est compact.

(iii) Soient G et G1 sont deux g.t.a.l.c. et f est un homomorphisme continu de G dans G1:

Alors, l�application bf : cG1 ! bG; dé�nie par bf(�)(x) = �(f(x)); 8x 2 G1; est un homomorphisme

continu. De plus, on a les relations suivantes :

1)- f(G) est dense dans G1 , bf est injective,
2)- bf( cG1) est dense dans bG, f est injective,

3)- si on identi�e les groupes isomorphes G et bbG; et G1 et bbG1 alors f = bbf:
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La preuve de cette proposition sort de notre contexte. Le lecteur interessé est dirigé vers les

références [5,16].

Corollaire 2.1.1. Avec la notation ci-dessus on a l�équivalence : G est compact , bG est

discret.

Preuve. Du (ii), on voit que bG est discret si et seulement si bbG est compact, et comme G etbbG sont isomorphes, on déduit le résultat voulu.

Une autre conséquence importante de ce résultat de Pontryagin est la compacti�cation de

Bohr d�un g.t.a.l.c. G : Comme on l�a déja signalé, si l�on note Gd le groupe G muni de sa

topologie discrète, alors l�identité i : Gd ! G; x 7! x; est un homomorphisme continu et injectif.

Corollaire 2.1.2. Le groupe bGa lg est compact, et bG est un sous groupe dense de bGa lg:
Preuve. Avec la notation ci-dessus, il s�ensuit de la Proposition 2.1.2 (ii) et (iii) respecti-

vement, que bGa lg est compact, et que bi = i : bG ! cGd = bGa lg; et bG est dense dans bGa lg.

Exemple 2.1.2. On a déja vu que l�application f : Rn ! cRn; dé�nie dans l�exemple 2.1.1,
est un isomorphisme de groupes. En fait, si le groupe dual cRn est muni de sa topologie usuelle,
cette application est continue et ouverte, c.-à-d., que f�1 est aussi continue. En conclusion, dans

ce cas particulier l�isomorphisme de groupes topologiques entre Rn et ccRn (obtenu aussi par la
proposition 2.1.2) est aussi ouvert.

2.2 Modèles dans un g.t.a.l.c.

Pour dé�nir un modèle dans un g. t. a. l. c. on va d�abord introduire la notion de schéma

coupe-et-projection ainsi quelques unes de ses propriétés. Pour plus de détails sur ce sujet le

lecteur interessé est dirigé au livre de Meyer [15] ainsi qu�aux articles [16] et [29].
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Dé�nition 2.2.1. Un shéma coupe-et-projection, est un triplet (G1; G2; D); où G1; G2 sont

deux g. t. a. l. c., et D est un réseau de G1 � G2 tel que les deux conditions suivantes soient

satisfaites :

(i) La restriction à D de la première projection p1 : G1 �G2 ! G1

(y1; y2) 7! y1 est injective.

(ii) L�image de D par la deuxième projection p2 : G1 �G2 ! G2

(y1; y2) 7! y2 est dense dans G2:

Remarque. La condition (i) de la dé�nition 1 est équivalente à l�égalité suivante :

D \ (f0g �G2) = f(0; 0)g : (2.1)

En e¤et, supposons la condition (i) satisfaite et soit (g1; g2) 2 D \ (f0g � G2): Alors g1 = 0;

et comme (0; 0) 2 D \ (f0g � G2) ) p1 (g1; g2) = p1 (0; 0) ) (g1; g2) = (0; 0) : Inversement

supposons (2.1) véri�ée, alors si (g1; g2) ;
�
g
0
1; g

0
2

�
sont deux éléments de D tel que p1 (g1; g2) =

p1
�
g
0
1; g

0
2

�
alors g1 = g

0
1 ) g1� g

0
1 = 0 donc

�
g1 � g

0
1; g2 � g

0
2

�
2 D\ (f0g�G2)) g2� g

0
2 = 0)

g2 = g
0
2 et par suite p1 est injective.

Exemple 2.2.1. (R; f0g ;Z� f0g) est un schéma coupe et projection.

En e¤et, il est clair que R et f0g sont des deux groupes topologiques abéliens localement

compacts et que D = Z�f0g est un sous groupe de R�f0g : Comme [0; 1]�f0g est un compact

(c�est un produit des compcats) et Z�f0g+([0; 1]�f0g) = R�f0g ; on voit queD est relativement

dense. Le produit de deux espaces discrets étant discret, on déduit que le groupe Z�f0g est discret

et par suite d�après la proposition 1.1.3, le groupe Z�f0g est uniformément discret. Ainsi D est

un réseau et (R; f0g ;Z�f0g) est un shéma coupe-et-projection, car Z�f0g\f0g�f0g = f(0; 0)g

et p2(Z� f0g) = f0g est dense dans f0g :

On verra plus loin d�autres schémas coupe-et-projection, en lien avec des corps de nombres.

Dé�nition 2.2.2. SoitM une partie non vide d�un groupe topologique G1: Alors on dit que

M est un modèle de G1; s�il existe un schéma coupe-et-projection (G1; G2; D) et une partie 
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de G2 qui soit relativement compact, c.-à-d., dont l�adhérence 
 est un compact de G2; et dont

l�intérieur
�

 est non vide, telle que :

M = fp1(d) j d 2 D et p2(d) 2 
 g :

Dans ce cas l�ensemble 
 s�appelle fenêtre du modèle M:

Exemple 2.2.2. Si l�on considère le schéma coupe-et-projection dé�ni dans l�exemple précé-

dent, on obtient que Z est un modèle. En e¤et, on a p1(d; 0) = d; 8d 2 Z; p2(Z� f0g) = f0g et

si on pose 
 = f0g alors 
 = f0g est un compact,
�

 = f0g et

M = fp1(d) j d 2 Z� f0g et p2(d) = 0 g = fd j d 2 Zg = Z:

Il est parfoit util d�exprimer les dé�nitions précédentes par le shéma suivant :

G1
P1 � G1 �G2

P2�! G2

D 1
p1=P1jD � D

p2�!| {z }D2

[
M p=p2�p�11

[



On peut aussi dé�nir l�ensemble M comme suit :

M = fy 2 D1 j p (y) 2 
g ;

où p2 � p�11 = p et D1 = p1(D). En e¤et, si l�on pose p1 (d) = y; alors d = p�11 (y) et p2 (d) 2 


(car y 2M)=) p2
�
p�11 (y)

�
2 
 donc p (y) 2 


La proposition suivante est une propriété des schémas coupe-et-projection qui nous sera utile

par la suite.
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Proposition 2.2.1. Soit (G1; G2; D) un schéma coupe-et-projection, et soit U un ouvert

non vide de G2: Alors il existe un compact K de G1 tel que G1 �G2 = D + (K � U) :

Preuve. Comme D est relativement dense, il existe un compact C de G1 � G2 tel que

G1 � G2 = D + C: Si P1 (C) = K1 et P2 (C) = K2; alors K1 est un compact de G1; K2 est un

compact de G2 et C � K1 �K2: Ainsi G1 �G2 � D + C � D +K1 �K2 et

G1 �G2 = D + (K1 �K2) : (2.2)

Notons qu�il existe un ouvert � de G2 tel que G2 = D2 + �; où p2 (D) = D2 est dense dans

G2. En e¤et, soit � un ouvert quelconque de G2 contenant 0 et soit g 2 G2: Si g 2 D2 alors

g = g + 0 2 D2 + 0 � D2 + �: Si g =2 D2; on considère l�ouvert g � �; et qui contient g; puisque

0 2 �: L�ensemble g � � = Tg(��) est le translaté par g de l�ensemble �� et ce dernier est un

ouvert car c�est l�image de � par l�application � de la dé�nition 1.1.1. Comme D2 est dense dans

G2; alors (g � �) \D2 6= � et 9 d 2 D2 et 9 � 2 � tel que g � � = d. Ainsi g = d+ � 2 D + �;

d�où

G2 = D2 + �: (2.3)

Soit maintenant U ouvert non vide de G2 et soit u0 2 U: Alors �u0 + U = T�u0(U) et un

ouvert contenant 0. Il s�ensuit de (2:3) que G2 = D2 + (�u0 + U) ; c.-à-d., 8 g 2 G2; 9 d 2 D2

et 9 u 2 U tel que g + u0 = d + u: Comme l�application Tu0 est une bijection de G2 dans G2;

on déduit que G2 = D2 + U: Les égalités (2.2) et (2.3), impliquent K2 � G2 = [
d22D2

(d2 + U) ;

et comme d2 + U est un ouvert, et K2 est un compact, on peut extraire du recouvrement

[
d22D2

(d2 + U) un recouvrement �ni : K2 = [
d22F2

(d2 + U) ; où F2 est une partie �nie de D2: Si

pour tout d2 2 F2 on choisit d 2 D tel que d2 = P2 (d) ; et F est l�ensemble de tels éléments,

alors

K2 � [
d2F

(p2 (d) + U) : (2.4)

Soit

K = [
d2F

(K1 � p1 (d)) :

Alors K compact car c�est une réunion �nie des compacts de la forme K1�p1 (d) ; et K1�p1 (d)
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est un compact car c�est le translaté par �p1 (d) du compact K1, et il su¢ t donc de prouver

l�inclusion G1 �G2 � D + (K � U) ; puisque l�inclusion inverse est évidente. Soit x 2 G1 �G2:

D�après la relation (2:2) ; 9d0 2 D tel que x � d0 2 K1 � K2 et par suite p1 (x� d0) 2 K1 et

p2 (x� d0) 2 K2: Il s�ensuit de (2:4) : 9d 2 F; 9u 2 U tels que p2 (x� d0) = p2 (d) + u et

p2 (x� d0 � d) = u 2 U: (2.5)

D�autre part comme p1 (x� d0) 2 K1; alors

p1 (x� d0 � d) = p1 (x� d0)� p1 (d) 2 K, (2.6)

et des relations (2:5) et (2:6) on déduit que x� (d0 + d) 2 K � U et x 2 D + (K � U), puisque

(d0 + d) 2 D: Ainsi G1 �G2 = D + (K � U).

Proposition 2.2.2. Un modèle est un ensemble de Delone.

Preuve.Avec la notation de la dé�nition 2.1.2, soit (G1; G2; D) le schéma coupe-et-projection

associé au modèle M: Pour montrer que M est uniformément discret, on se restreindra, au cas

qui nous interesse par la suite, c�est-à-dire, lorsque G1 = Rk; où k 2 N�: De manière identique on

montre le résultat dans cas général (pour d�autres généralisations de ce résultat voir [10]). Soit

doncM un modèle de Rk: On va montrer qu�il existe r0 > 0 tel que B (0; r0)\ (M �M) = f0g;

c�est-à-dire,

8 x; y 2M; kx� yk < r 0 ) x = y : (2.7)

Si x et y 2M; alors x; y 2 D1 = p1 (D) et donc

x� y 2 D1; (2.8)

car D1 est un sous groupe de Rk: Comme p est un homomorphisme de groupes surjectif, on a

p (x� y) = p (x) � p (y) ; et alors p (x� y) 2 
 � 
 � 
 � 
; car p (x) et p (y) 2 
: Posons

C = 
 � 
: Alors, C est un compact de G2, puisqu�il est image par l�application continue

� : G2�G2 ! G2 (x; y) 7! x� y; du compact 
�
 (le produit de compacts est un compact).
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D�autre part (x� y; p (x� y)) 2 D; car p1 (x� y; p (x� y)) = x� y 2 D1 d�après (2:8) et

p2 (x� y; p (x� y)) = p (x� y) 2 
� 
 � D2

donc x � y 2 D: Posons maintenant Kr = B (0; r) � C: Alors Kr est un compact de G1 � G2;

et si 9 r > 0; (x; y) 2 B (0; r) alors

(x� y; p (x� y)) 2 D \ Kr:

Pour prouver (2:7) iI su¢ t de montrer qu�il existe r0 > 0 tel que D \ Kr0 = f(0; 0)g : En e¤et

si x; y 2M et kx� yk < r0; alors (x� y; p (x� y)) 2 D \Kr0 = f(0; 0)g

=) x� y = 0

=) x = y

=) B (0; r0) \ (M �M) = f0g :

Supposons au contraire que 8r > 0; D \ Kr 6= f0g : Alors, pour r = r1 = 1; 9 (�1; �1) 6=

(0; 0) 2 D \ K1 tel que K1 = B (0; 1) � C: Notons que (�1; �1) 6= (0; 0) =) �1 6= 0 (si

�1 = 0 alors �1 = 0 car p surjectif). Ainsi, k�1k > 0 et on choisit ensuite r = r2 =
k�1k
2
:

Par hypothèse, 9 (�2; �2) 6= (0; 0) 2 D \ Kr2 ; et de la même manière on obtient �2 6= 0;

�2 2 B (0; r2) =) k�2k � r2 = k�1k =2 =) k�2k < k�1k =) (�1; �1) 6= (�2; �2). Ensuite on

choisit r = r3 = k�2k =2; d�où 9 (�3; �3) 6= (0; 0) 2 D \Kr3 ; avec

�3 6= 0; �3 2 B (0; r3) =) k�3k � r3 = k�2k =2 < k�2k ;

donc on a

0 < k�3k < k�2k < k�1k :

Par induction on obtient une suite d�éléments distincts (�n; �n) 2 D \Kr � K1: Comme K1 est

fermé (K1 est un compact dans l�espace séparé G1 � G2), on peut extraire de la suite (�n; �n) ;

une sous suite, notée de mème façon, qui converge vers (�; �) 2 K1: D�autre part, (�; �) 2 D; car

D est fermé d�après la proposition 1.1.3, et donc (�; �) 2 D \K1: Il s�ensuit que 8v 2 V (�; �) ;

9N j 8n � N; (�n; �n) 2 v, où V (�; �) est l�ensemble des voisinages de (�; �) ; et v = (�; �)+u
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où u 2 V (0; 0) =) (�n � �; �n � �) 2 u: D�autre part (�n; �n) 2 D et (�; �) 2 D =)

(�n � �; �n � �) 2 D et par suite 8u 2 V (0; 0) ; 9N j 8n � N : (�n � �; �n � �) 2 D \ u.

Mais, comme D est uniformément discret on a D\u = f0g et cela conduit a une contradiction ;

donc M est uniformément discret.

Pour compléter la preuve, il reste a montrer que M est relativement dense. Pour cela posons

u = �
�

; où

�

 désigne l�intérieur de la fenêtre 
 associée au modèle M: Comme u est un ouvert

non vide de G2, alors d�après la proposition 2.1.1, 9 K compact de G1 tel que G1 � G2 =

D + (K � u) : Soit x 2 G1: Alors (x; 0) 2 G1 � G2 =) 9w 2
�

; 9 k 2 K et 9 d 2 D tels

que (x; 0) = d+ (k;�w) =) x = p1 (d) + k et 0 = p2 (d)�w: Comme p1 (d) 2M , 9 m 2M

tel que p1 (d) = m =) x = m + k 2 M +K =) G1 � M +K, c.-à-d., que M est relativement

dense et ainsi M est un ensemble de Delone.

2.3 Ensembles harmonieux.

Soit G un g.t.a.l.c. et soit < � > le sous groupe de G; engendré par la partie non vide � de

G: Tout caractère � de < � >; est dit caractère de �:

Dé�nition 2.3.1. Une partie � d�un g.t.a.l.c. G; est dite harmonieuse, si pour tout caractère

� de � et pour tout " > 0; il existe un caractère continu �0 de � tel que

j�(x)� �0(x)j < ";

pour tout x 2 �:

Il est bien évident que la restriction, à < � >; de tout caractère de G est un caractère de �:

La réciproque de ce résultat est aussi vraie d�après un résultat de Rudin (voir [5]), c.-à-d., que

tout caractère d�un sous groupe H de G est la restriction d�un caractère de G: Il s�ensuit qu�une
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partie � de G est harmonieuse, si pour tout caractère � de G et pour tout " > 0; il existe un

caractère continu �0 de G tel que j�(x)� �0(x)j < "; pour tout x 2 �:

On déduit immédiatement que si � est harmonieuse, il en est de même pour ��; � � �; et

toute sous partie de �:

Exemple 2.3.1. Toute partie �nie � d�un g.t.a.l.c G est harmonieuse. En e¤et, d�après le

corollaire 2.1.2, on sait que bG est dense de bGa lg; et comme les compacts de Gd sont les ensembles
�nis, on déduit alors que 8 � 2 bGa lg; 8" > 0; 8K compact (=�ni) de G = Gd; 9�0 2 bG, tel que

j�(x)� �0(x)j < ";

pour tout x 2 K:

Notons aussi qu�on a déja vu, dans l�exemple 2.1.1, que les caractères continues de Rn; sont

de la forme �u(x) = ei2�<u;x>; où u 2 Rn: La dé�nition suivante est donc une précision de la

dé�nition 2.3.1.

Dé�nition 2.3.2. Une partie � de Rn; est dite harmonieuse, si pour tout caractère � de �

et pour tout " > 0; il existe u 2 Rn; tel que

���(x)� ei2�<u;x>�� < ";

pour tout x 2 �:

Pour " > 0; et � � Rn; on note

V "(�) = f� 2 cRna lg j j�(x)� 1j < "; 8x 2 �g:

Alors, de l�exemple 2.3.1 on déduit l�équivalence : � est harmonieuse , cRna lg = cRn:V "(�):
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Le résultat suivant est dû à Y. Meyer [14] :

Proposition 2.3.1. Tout modèle de Rn est un ensemble harmonieux.

Pour prouver cette proposition on va utiliser un résultat de Rudin (pour plus des détails voir

[16]): Pour cela, rappelons que si H est un sous groupe fermé d�un g.t.a.l.c. G, alors le groupe

quotient G=H muni de la topologie quotient est aussi un g.t.a.l.c., et tout élément du sous groupe

Z = Z(H) :=
n
� 2 bG = h�; xi = 1 pour tout x 2 H

o
;

de bG; dit l�annulateur de H; détermine un élément de [G=H: De plus tout élément de [G=H est

dé�nit de cette manière, et l�application restriction bG ! bH; � 7! �H qui à l�élément � 2bG associe sa restiction à bH est un homorphisme continu dont le noyau est Z. La proposition

suivante résume quelques faits importants sur ce sujet :

Proposition 2.3.2. (Rudin [5]) Soit Z l�annulateur d�un sous groupe fermé H d�un g.t.a.l.c.

G; alors on a les propriétés suivantes :

(i) Z est un groupe topologique isomorphe au groupe [G=H.

(ii) H est l�annulateur de Z dans G.

(iii) Les groupes topologiques bH est bG=Z sont isomorphes.
(iv) Tout caractére � 2 bH peut etre prolongé en un caractére de bG.
Preuve. Le premier point est évident, alors que le (ii) est une conséquence du fait que Z

sépare les éléments de G=H: En échangeant les roles de H et Z, et en appliquant le (i) on obtient

le (iii), d�après la dualité de Pontryagin. La dernière assertion est une conséquence immédiate

du (iii).

Preuve de la proposition 2.3.1. Soit M = M (
) un modèle de Rn, ayant pour fenêtre


: En considérant l�application inclusion hMi ! D, on obient de la proposition 2.3.2 (iv) que
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�D et �C sont continues, rendant le diagramme suivant commutatif :

Rk �H �C�! U (1)
"
D

�D�!
q
U (1)

l
hMi �0�!

q
U (1)

Si on dualise le schéma coupe-et-projection on obtient un autre de la forme
�
\Rk �H;Z

�
.

Choisissons maintenant "m 0 et considérons le voisinage ouvert

N = N
�

; "

�
=
n
	 2 cH jj 	(x)� 1j l "; 8x 2 


o
:

D�après la proposition 2.2.1 on a l�égalité

\Rk �H = Z +
�cRk �N� ;

et donc on peut écrire : �c = �
Z
+ (�; xN). Il s�ensuit que pour tout x 2M � h M i on ait

�0 (x) = �D (x; x
�) = �c (x; x

�) = �z (x; x
�) :� (x) :�N (x

�) = � (x) :�N (x
�) ,

puisque �z 2 Z. En�n, comme x� 2 
 � 
; on a

j� (x)� �0 (x)j = j� (x)� � (x)�N (x�)j = j� (x)j j1� �N (x�)j = j1� �N (x�)jl ";

et par suite le modèle M est harmonieux.

Dans l�étude qui suit des ensembles de Meyer, on se restreindra, aux sous-parties de Rn:

Dé�nition 2.3.3. Une partie � de Rn est dite ensemble de Meyer si elle est à la fois de

Delone et harmonieuse.
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Exemple 2.3.2. Un modèle deRn est un ensemble de Meyer. En e¤et, d�après les propositions

2.2.2 et 2.3.1, on déduit que tout modèle est un ensemble de Delone harmonieux, d�où le résultat.

Proposition 2.3.3. Une partie relativement dense d�un ensemble de Meyer est un ensemble

de Meyer.

Preuve. Soient �0 partie relativement dense d�un ensemble de Meyer �: Comme � est har-

monieuse et uniformément discrète, il en est de même pour ses sous parties. De plus, si K et K 0

sont deux compacts de Rn tels que � +K = Rn; et �0 +K 0 = � alors �0 + (K 0 +K) = Rn; et

K 0+K est un compact de Rn; puisque l�application + est continue de G�G dans G (d�après la

dé�nition 1.1.1) et l�image d�un compact par une application continue est un compact. Ainsi, �0

est un ensemble de Delone, et est donc de Meyer.

Corollaire 2.3.1. Une partie relativement dense d�un modèle de Rn est un ensemble de

Meyer.

Preuve. De l�exemple et de la proposition ci-dessus on déduit le résultat.
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Application à des problèmes

diophantiens

����������������������������������

1- Des modèles réels.

2- Une généralisation du théorème de Kronecker.

3- Caratérisation de certaines classes d�entiers algébriques.

����������������������������������
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On va appliquer dans ce chapitre des résultats précédement montrés, pour obtenir des carac-

térisations des nombres de Pisot et des nombres de Salem. A cette �n, on montre d�abord, dans

le premier paragraphe, quelques théorèmes d�Yves Meyer, permettant la construction de modèles

réels, et cela est en liaison étroite avec l�anneau des entiers d�un corps de nombres. Ensuite on cite

une généralisation du théorème d�approximation de Kronecker à un nombres in�nies d�inégalités.

C�est d�ailleurs le point de départ de la dé�nition originale des ensembles harmonieux réels. En�n

on déduit, dans le dernier paragraphe, plusieurs résultats permettant de distinguer les nombres

de Pisot et des nombres de Salem parmi les nombres réels plus grand que 1.

3.1 Des modèles réels.

Les théorèmes qui suivent sont dûs à Y. Meyer [13, 14, 15, 22]. On convient que R0 = f0g;

puisque f0g est un g.t.a.l.c., et on identi�e les espaces R� Rm�1 et Rm:

Théorème 3.1.1. Soient l1; l2; :::; lm des formes linéaires sur Rm; où m 2 N�; et soit 
 un

ouvert non vide et borné de Rm�1:

Supposons les trois conditions suivantes satisfaites.

(i) Les applications l1; l2; :::::lm sont linéairement indépendantes.

(ii) Les coe¢ cients de la forme linéaire l1 sont Z�linéairement indépendants.

(iii) Dans l�espace vectoriel réel engendré par les applications l2; :::; lm; il n�y a pas de forme

linéaire non nulle à coe¢ cients entiers.

Alors, l�ensemble des nombres réels l1(p); pour tout p 2 Zm tels que (l2 (p) ; :::; lm (p)) 2 


est un modèle réel, c.-à-d., contenu dans R:

Preuve. Notons d�abord et si l�on note les formes linéaires ci-dessus sous la forme suivante :

l1 (x1; x2; :::; xm) = �11x1 + �21x2 + � � �+ �m1xm

:

:

ln (x1; x2; :::; xm) = �1mx1 + �2mx2 + � � �+ �mmxm
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où (x1; ::; xm) 2 Rm et les �ij 2 R; alors la condition (i) se traduit par le fait que la partie

f(�11; :::; �m1) ; :::; (�1m; :::; �mm)g � Rm est libre. En e¤et, s�il existe (r1; ::; rm) 2 Rm tel que

(r1; :::; rm) 6= (0; :::; 0) et r1 (�11; :::; �m1) + � � � + rm (�1m; :::; �mm) = (0; :::; 0) alors on obtient

r1�i1 + � � �+ rm�im = 0 pour tout i = 1:::m ; et par suite 8 (x1; :::; xm) 2 Rm on a
Pm

i=1(r1�i1 +

� � � + rm�im)xi = 0; c.-à-d., r1l1 (x1; :::; xm) + � � � + rmlm (x1; :::; xm) = 0; donc r1l1 + � � � +

rmlm = 0 et fl1; :::; lmg est liée. Réciproquement, s�il existe (r1; ::; rm) 2 Rm tel que (r1; :::; rm) 6=

(0; :::; 0) et r1l1 + � � �+ rmlm = 0 alors 8 (x1; :::; xm) 2 Rm on a (r1�11 + � � �+ rm�1m)x1 + � � �+

(r1�m1 + � � �+ rm�mm)xm = 0: En a¤ectant à (x1; :::; xm) tous les éléments de la base canonique

de Rm on obtient par les mêmes calculs que la famille f(�11; :::; �m1) ; :::; (�1m; :::; �mm)g est liée.

Signalons aussi, comme 
 est un ouvert non vide borné que
�

 = 
 6= �; 
 est contenu dans

une boule fermée B(0; r) et par suite 
 � B(0; r) est un fermé borné de Rm�1 ; donc 
 est

relativement compact.

Pour prouver que triplet (R;Rm�1; D = � (Zm)) est un shéma coupe-et-projection, où l�appli-

cation � est dé�nie par la relation

� (x) = (l1 (x) ; :::; lm (x)) ; 8x 2 Rm:

montrons d�abord que D = � (Zm) est un réseau de R � Rm�1: De sa dé�nition, l�application

� : Rm �! Rm; est un endomorphisme de l�espace vectoriel Rm; et est donc continue. Il est clair

que D est un sous-groupe de Rm puisque c�est l�image du sous-groupe Zm de Rm par l�homo-

morphisme de groupes �: De plus, si (x1; ::; xm) 2 ker� =) � (x1; ::; xm) = 0 =) l1 (x1; ::; xm) =

::: = lm (x1; :::; xm) = 0 =)26666666664

�11 : : : �m1

: :

: :

: :

�1m : : : �mm

37777777775

26666666664

x1

:

:

:

xm

37777777775
=

26666666664

0

:

:

:

0

37777777775
et de ce qui a précédé on voit que (x1; ::; xm) = (0; :::; 0): Ainsi, l�endomorphisme � est injectif et
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par suite c�est un automorphisme de Rm. Il s�ensuit immédiatement queD = � (Zm) est un réseau

de Rm: En e¤et, d�une part d�après l�exemple 1.1.8, il existe un compact K tel que Zm+K = Rm;

et donc

D + � (K) = � (Zm) + �(K) = � (Zm +K) = � (Rm) = Rm;

c.-à-d., D est relativement dense puisque l�image du compact K par l�application continue �

est un compact. D�autre part, si d 2 D alors 9k 2 Zm unique tel que d = � (k) ; donc fdg =

� (fkg) = (��1)�1 (fkg) est un ouvert de D; puisque fkg est un ouvert de Zm (Zm est discret

d�après l�exemple 1.1.10 et la proposition 1.1.3) et la bijection ��1 de Rm est continue car elle

est aussi application linéaire. Ainsi D est discret et d�après la proposition 1.1.3, le groupe D est

uniformément discret. Donc D est un réseau.

Montrons maitenant que la restriction p1 jD de l�homomorphisme de groupes p1 à D est in-

jectif. Soit (l1 (k) ; :::; lm (k)) 2 ker (p1 jD) ; où k = (k1; :::; km) 2 Zm: Alors p1 (l1 (k) ; :::; lm (k)) =

l1 (k) = 0 =)
mP
i=1

�i1ki = 0 et donc (k1; :::; km) = (0; :::; 0) puisque d�après la condition (ii) les

coe¢ cients de l1 sont linéairement indépendants sur Z: Ainsi k = 0; (l1 (k) ; :::; lm (k)) = (0; :::; 0)

et p1 jDest injective.

Pour �nir la preuve il reste à véri�er que le groupe

E = p2 (D) = f (l2 (k) ; :::; lm (k)) j k 2 Zmg

est dense dans Rm�1: Si l�on identi�e le groupe Rm�1 et le dual de son dual, dans la dualité de

Pontryagin (x; y) 7! ei2�<x;y>, alors l�orthogonal de E est l�ensemble

E? = f (y2; :::; ym) 2 Rm�1 j y2l2 (k) + � � �+ ymlm (k) 2 Z; 8k 2 Zmg:

La forme linéaire sur Rm; y2l2 + � � � + ymlm; doit donc être à valeurs entières sur Zm; et donc

d�après la condition (iii) on a y2 = ::: = ym = 0: Ainsi, E? = f (0; :::; 0)g, E? = f (0; :::; 0)g;

E = Rm�1 et E est dense dans Rm�1(si H est un sous groupe fermé de Rn; alors H = Rn ou bien

il existe une forme linéaire l de Rn tel que l(H) � Z [13]). Il s�ensuit que l�ensemble f l1(p) j

p 2 Zm; (l2 (p) ; :::lm (p)) 2 
g = p1(D \ p�12 (
)) est un modèle réel.
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On peut généraliser le théorème 3.1.1, en considérant des applications linéaires a valeurs

complexes de la manière suivante :

Théorème 3.1.2. Soient L1; :::; Lm; des applications linéaires de Rm dans C: Supposons les

conditions suivantes satisfaites :

(i) Les applications L1; ::; Lm sont linéairement indépendantes sur C:

(ii) La forme linéaire L1 satisfait L1 (Rm) � R; et ses coe¢ cients sont linéairement indépendants sur

Z.

(iii) Dans l �espace vectoriel réel engendré par L2; :::; Lm il n�existe pas de forme linéaire non

nulle à coe¢ cients entiers.

(iv) L�ensemble fL1; :::; Lmg est stable par conjuguaison complexe.

Supposons Lk réelle pour k 2 f1; ::; rg ; et Lk+(m�r)=2 est conjugué complexe de Lk si r+1 �

k � (m+ r) =2: Soit W un ouvert non vide et borné de Rr�1 � C(m�r)=2 (on convient que

R0 �C(m�1)=2 = C(m�1)=2 et Rm�1 �C0 = Rm�1): Alors, l �ensemble des nombres réels L1 (p) ;

pour p 2 Zm tel que :
�
L2 (p) ; :::; L(m+r)=2 (p)

�
2 W; est un modèle réel.

Preuve. Comme l�ensemble fL1; :::; Lmg est stable par conjuguaison complexe, de la condition

(iv), on voit que l�entierm�r est pair, et cela justi�e l�indexation. Le résultat est une conséquence

du théorème précédent, appliqué aux formes linéaires réelles sur Rm : (lk)k2f1;:::;mg dé�nies par

les relations : lk = Lk pour k 2 f1; :::; rg ; puis, si r + 1 � k � (m+ r) =2 et x 2 Rm alors

lk (x) =
Lk (x) + Lk+(m�r)=2 (x)

2
= Re (lk (x))

et

lk+(m�r)=2 (x) =
Lk (x)� Lk+(m�r)=2 (x)

2 i
= Im (lk (x)) :

L�application � de Rm�1 dans Rr�1 � C(m�r)=2 dé�nie par

� (z2; ::; zm) =
�
Z2; :::; Z(m+r)=2

�
où
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Zk = zk

si 2 � k � r et

Zk = zk + izk+(m�r)=2

lorsque r+1 � k � (m+ r) =2 (dans cette preuve i désigne une racine carrée de �1), est linéaire.

De plus, comme le noyau de � est réduit à f0g et dimRRm�1 = dimR(Rr�1 � C(m�r)=2); alors �

est un isomorphisme et par suite les applications � et ��1 sont des morphismes. Il s�ensuit que

l�image réciproque, par �; de l�ouvert non vide et borné W; est un ouvert non vide et borné,

disons 
; de Rm�1: Les conditions du théorème 2.1.1 sont alors satisfaites et donc l�ensemble

fL1 (p) ; p 2 Zm j
�
L2 (p) ; :::; L(m+r)=2 (p)

�
2 Wg = fl1 (p) ; p 2 Zm j (l2 (p) ; :::; lm (p)) 2 
g est

un modèle réel.

3.2 Une généralisation du théorème de Kronecker.

En fait la dé�nition originale des ensembles harmonieux, etait consacrée à des suites réelles,

et est une sorte d�extension du théorème de Kronecker. Rappelons d�abord l�une des versions de

ce théorème, avec la notation dans ce chapitre kxk = mink2Z jx� kj ; pour tout x 2 R:

Soient �1; :::; �n; n nombres réels linéairement indépendants sur Q: Alors, pour tout " > 0

et pour toute suite x1; :::; xn; de nombres réels, les inégalités diophantiennes

kt�j � xjk � "; 1 � j � n

ont une solution t 2 R:

Ce dernier théorème peut être reformuler de la façon qui suit, avec la notation jk�kj =

minfjxj j h(x) = �; x 2 Rg; où � 2 R=Z; et h désigne l�homorphisme canonique de R dans R=Z:

Proposition 3.2.1. Soient �1; :::; �n; x1; :::; xn; 2n nombres réels. Alors, les trois propositions

suivantes sont équivalentes.
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(a) Pour tout " > 0; il existe t 2 R tel que kt�j � xjk � "; 8j 2 f1; :::; ng:

(b) Pour toute suite d�entiers rationnels p1; :::; pn; on a : p1�1 + � � �+ pn�n = 0) p1x1 + � �

�+ pnxn 2 Z:

(c) Soit H le sous-groupe de R, engendré par � = f�1; :::; �ng; alors il existe un homo-

morphisme de groupes � de H dans R=Z (c.-à-d, un caractère de H), tel que �(�j) = h(xj);

8j 2 f1; :::; ng:

Preuve. Supposons (a) vraie. Alors pour tout " > 0; il existe t 2 R tel que jt�j � xj � qjj �

"; qj 2 Z; 8j 2 f1; :::; ng: Soit fp1; :::; png � Z tel que p1�1 + � � � + pn�n = 0: Alors

jtpj�j � pjxj � pjqjj � " jpjj ; et de la relation p1t�1+���+pnt�n = 0; on déduit que kp1x1 + � � �+ pnxnk �

"(jp1j+ � � �+ jpnj) < 1 et donc p1x1 + � � �+ pnxn 2 Z:

Supposons maintenant (b) vraie et soit � l�application du sous groupe H engendré par �;

dans R=Z; et dé�nie par la relation

�(p1�1 + � � �+ pn�n) = p1h(x1) + � � �+ pnh(xn);

où pj 2 Z: Alors du (b), on voit que � est bien dé�nie. De plus, il est facile de véri�er que � est

un homomorphisme de groupe et �(�j) = �(1�j) = 1h(xj) = h(xj); 8j 2 f1; :::; ng:

Finallement, si (c) est vraie, alors H est un sous groupe ayant un nombre �ni de générateurs.

Alors, H est un groupe libre, c.-à-d., qu�il existe une partie Z (ou bien Q)�libre, f!1; :::; !mg qui

est une base deH. Ainsi, 8h 2 H; h s�écrit d�une manière unique h = p1!1+���+pm!m; où pj 2 Z:

Soient �(!j) = h(rj); rj 2 R; 8j 2 f1; :::;mg: Alors h(xj)=�(�j) = �(p1j!1 + � � � + pmj!m) =

p1jr1+ � � �+pmjrm+Z; pour certains pij 2 Z: Soit " > 0: Du théorème de Kronecker, on sait qu�il

existe t 2 R tel que kt!j � rjk � "; 8j 2 f1; :::;mg; et des relations t�j = p1jt!1+ � � �+ pmjt!m;

8j 2 f1; :::; ng; on déduit le résultat.

Rappelons qu�on identi�ant les groupes topologiques isomorphes U(1) et R=Z; tout homo-

morphisme du groupe H dans R=Z, est aussi dit caractère de H. Soit maintenant une suite (�j)�1
de nombres réels. On s�interesse aux suites réelles (�j)j�1 telles que :

Pour tout " > 0, il existe t 2 R satisfaisant


t�j � �j

 � "; 8j � 1:
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De manière identique au cas �ni, traité ci-dessus, on a l�assertion suivante.

Proposition 3.2.2. Soient (�j)j�1 et (�j)�1 deux suites de nombres réels, et considérons les

trois assertions :

(a) Pour tout " > 0; il existe t 2 R tel que


t�j � �j

 � "; 8j � 0:

(b) 8 n 2 N; et 8 p1; :::; pn 2 Z; on a : p1�1 + � � �+ pn�n = 0) p1�1 + � � �+ pn�n 2 Z:

(c) Si H est le sous-groupe de R, engendré par � = f�1; �2; �3; :::g; alors il existe un caractère

� de H; tel que �(�j) = h(�j); 8j � 1:

Alors les implications (a)) (b) , (c); sont vraies.

Preuve. La preuve est identique à celles de la proposition 3.2.1.

Rappelons que les homomorphismes continues de R dans R=Z, sont de la forme �t : x 7!

tx+ Z; où t parcourt R. Cela découle aussi du fait que les caractères continues de R dans U(1)

sont de la forme x 7! ei2�tx; où t 2 R (voir l�exemple 2.1.1). Le résultat suivant est alors une

conséquence immédiate de la proposition 3.2.2 et la dé�nition 2.3.1.

Théorème 3.2.1. Soit (�j)j2N une suite de nombres réels. Alors l�ensemble � = f�1; �2; �3; :::g

est harmonieux si et seulement si toute suite de nombres réels (�j)j2N satisfaisant la proposition

3.2.2 (b) satisfait aussi la proposition 3.2.2 (a). En d�autres termes, pour tout caractère � de R

et pour tout " > 0; il existe t 2 R tel que jk�(�j)� h(t�j)kj < "; 8j � 1:

Preuve. Supposons la proposition 3.2.2 (b) vraie. Comme l�application R=Z!U(1); h(x) 7!

ei2�x;8x 2 R; est un isomorphisme continu de R=Z dans U(1); de la dé�nition 2.3.1, on déduit que

� est harmonieuse si pour tout " > 0 et pour tout caractère � de R (ou bien tout caractère de H,

d�après le résultat de Rudin) il existe un caractère continu �t de R; tel que jk�(�j)� �t(�j)kj < ";

8j � 1: Comme �(�j) = h(�j) et �t(�j) = t�j ; 8j � 1; on obtient la proposition 3.2.2 (a).

L�implication inverse se montre de manière identique.
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En d�autres termes, l�ensemble � = f�1; �2; �3; :::g est harmonieux, si et seulement si les

assertions de la proposition 3.2.2 sont toutes équivalentes. On déduit immédiatement du théorème

3.2.1 et la proposition 3.2.1, qu�une partie réelle �nie est harmonieuse (c�est l�exemple 2.3.1). Le

résultat suivant, dû à Y. Meyer [15], est une caractérisation des ensembles harmonieux réels,

puisqu�un ensemble harmonieux est uniformément discret [15].

Proposition 3.2.3. Soit (�j)�1 une suite de nombres réels. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes.

(a) L�ensemble � = f�1; �2; �3; :::g est harmonieux.

(b) 8 " > 0; 9 T" > 0 j pour tout caractère � de R; 9t 2 [�T"; T"] satisfaisant jk�(�j)� h(t�j)kj <

"; 8j � 1:

(c) 8 " > 0; 9 T" > 0 j tout intervalle de longueur 2T"; contient une solution t du système

kt�jk � " (j � 1):

(d) 8 " > 0; 9 T" > 0 j 8 n 2 N�, tout intervalle de longueur 2T"; contient une solution t du

système kt�jk � " (1 � j � n):

Preuve. L�implication (c)) (d) étant triviale, pour montrer (d)) (c); �xons " > 0 et j � 1:

Alors 9 T" > 0, tel que pour tout intervalle I de longueur 2T"; 9 tn 2 I; et pn;j 2 Z satisfaisant

jtn�j � pn;jj � "; 8n � j: Ainsi pn;j 2 [�"+ tn�j;�"+ tn�j] et la suite (pn;j)n�j ne prend qu�un

nombre �ni de valeurs, puisque la suite (tn)n�j est bornée. Donc on peut extraire une sous suite

de la suite (tn�j � pn;j)n�j; de la forme t'(n)�j � p; où p 2 Z et '(n) est une fonction croissante

de n, et par suite si limn!1 t'(n) = t alors kt�jk � jt�j � pj � "; t est indépendant de j et t 2 I;

d�où le (d).

Pour montrer que (c), (b); on va d�abord prouver l�équivalence des propositions suivantes,

où T > 0; " > 0 et n sont �xées :

(i) Pour toute suite x1; :::; xn de nombres réels satisfaisant la proposition 3.2.1 (b), il existe

une solution t du système kt�j � xjk � " et jtj � T:

(ii) Tout intervalle de longueur 2T contient une solution t du système kt�jk � ":

Si on applique le (i) avec xj = �s�j; où s est le millieu de l�intervalle donné de longueur 2T ,
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on obtient (ii). Inversement, en utilisant la condition de la proposition 3.2.1 (b), soit (sp)p�1 une

suite de nombres réels tels que limp!1 ksp�j � xjk = 0: L�intervalle de centre sp et de longueur

2T; contient un réel yp tel que kyp�jk � "; pour tout j = 1; :::; n. Soit tp = sp� yp: Alors jtpj � T

et on peut extraire de la suite des tp une sous suite convergeant vers un certain t, et qui véri�e

donc jtj � T et kt�j � xjk � "; pour tout j = 1; :::; n.

On peut maintenant prouver (d) =) (b): En e¤et de ce qui a précédé, pour tout n � 1; il

existe tn tel que jtnj � T" et kh(tn�j)� �(�j)k � ", 8j = 1; :::; n. Maintenant, on peut extraire

de la suite (tn)n�1 une sous suite convergeant vers un certain t et qui satisfait alors jtj � T" et

jkh(t�j)� �(�j)kj � "; d�où (b) ; les mêmes outils conduisent à l�implication inverse.

Notons �nallement que (b) ) (a); d�après le théorème 3.2.1, et qu�on a besoin du théo-

rème de Baire (Enoncer ici le théorème) pour montrer l�implication restante. Supposons donc la

proposition 3.2.3 (b) vraie, et soit G le sous groupe du groupe produit (R=Z)N; constitué des

suite (h(�k))k�1 satisfaisant la proposition 3.2.2 (b). Si la convergence dans (R=Z)
N; veut dire la

convergence de chaque composante dans R=Z; alors le groupe (R=Z)N est compact et G est un

sous groupe fermé de (R=Z)N: Donc G est un groupe compact et le théorème de Baire est valable

dans G: Pour tout réel x; soit � : R! G; l�homomorphisme dé�ni par la relation

�(x) = (h(�1x); h(�2x); h(�3x); :::):

Du théorème de Kronecker, on déduit que �(R) est un sous groupe dense de G: Pour tout " > 0;

soit v" le sous ensemble fermé de G dé�ni par jkh(�k)kj � ": Il s�ensuit que � est harmonieuse

si et seulement si �(R)+ v" = G. Pour tout m 2 N�; soit Km = �([�m;m]) + v": Alors, Km

est un compact de G; et G est la réunion de tous les Km lorsque � est harmonieuse. Il s�ensuit

du théorème de Baire, que l�un des Km contient un ouvert 
 de G. Comme �(R) est dense

dans G; on a �(R) + 
 = G ) [t2R(�(t) + 
) = G; c.-à-d., les ouverts �(t) + 
 constituent un

recouvrement du compact G. Il existe donc une partie �nie F de R, telle que �(F )+
 = G: Soit

l 2 N� tel que F + [�m;m] � [�l; l]: Alors

G = �(F ) + 
 � �(F ) +Km = �(F ) + �([�m;m]) + v" � �([�l; l]) + v";
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et en posant Kl = �([�l; l]) + v" on obtient le (b).

3.3 Caractérisation de certaines classes d�entiers algébriques.

De qui précédé on peut obtenir des modèles réels constitués d�entiers algébriques de la manière

suivante :

Théorème 3.3.1. Soit K un corps de nombres réel, de degré m; et soient �1; ::; �m; les

di¤érents plongements de K dans C; où �1 est l�identité de K: On peut supposer �k réel pour

k 2 f1; ::; rg ; et �k+s le conjugué complexe de �k; où s = (m� r) =2; si r + 1 � k � r + s:

Soient "2; "3; :::; "r+s; des nombres réels positifs. L�ensemble �("2;"3;:::;"r+s) formé par les entiers

algébriques � 2 K tels que 0 < j�j (�)j < "j pour j 2 f2; :::; r + sg ;est un modèle de R:

Preuve. Soit ZK l�anneau des entiers de K; et soit fw1; :::; wmg une base de ZK : Considérons

les applications linéaires L1; ::; Lm de Rm dans C dé�nies par

Lk (x1; :::; xm) = x1�k (w1) + :::+ xm�k (wm) :

Ces applications sont linéairement indépendantes sur C puisque le carré du discriminant du corps

K est le carré du nombre det1 � k;j � m �k (wj), et est donc non nul.

L�application L1 est réelle car K � R et L1 (x1; :::; xm) = x1w1+ :::+ xmwm (�1 est l�identité

de K) et comme ses coe¢ cients w1; :::; wm forment une base, du groupe libre de rang m, ZK , ils

sont Z�linéairement indépendants.

La condition (iv) théorème 2.1.2 est triviallement satisfaite, puisque la conjugaison complexe

est un automorphisme du R-espace vectoriel C, et donc le conjugué complexe de Lk est Lk+s pour

tout k 2 fr + 1; :::; r + sg :

Pour véri�er la condition (iii) ; supposons L une application linéaire de Rm dans C telle que :

L (x) = �1L1 (x) + :::+ �mLm (x) = u1x1 + :::+ umxm
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pour x = (x1; :::; xm) 2 Rm; où (�1; ::; �m) 2 Cm et (u1; ::; um) 2 Zm: En d�autres termes

L (x) = �1 (x1�1 (w1) + :::+ xm�1 (wm)) + ::::::+ �m (x1�m (w1) + :::+ xm�m (wm))

= x1 (�1�1 (w1) + :::+ �m�m (w1)) + ::::::+ xm (�1�1 (wm) + :::+ �m�m (wm)) ;

et en e¤ectant à x les éléments de la base canonique de Rm sur R; on obtient8>>>>>><>>>>>>:

�1�1 (w1) + � � �+ �m�m (w1) = u1

�1�1 (w2) + � � �+ �m�m (w2) = u2

: :

�1�1 (wm) + � � �+ �m�m (wm) = um

,

0BBBBBB@
�1 (w1) ::: �m (w1)

: ::: �m (w2)

: : :

�1 (wm) ::: �m (wm)

1CCCCCCA

0BBBBBB@
�1

:

:

�m

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
u1

:

:

um

1CCCCCCA
c.-à-d.,

A� = u;

où u =

0BBBBBB@
u1

:

:

um

1CCCCCCA, � =

0BBBBBB@
�1

:

:

�m

1CCCCCCA et A =

0BBB@
�1 (w1) ::: �m (w1)

: : :

�1 (wm) ::: �m (wm)

1CCCA :

Comme detA = det1 � k;j � m �k (wj) ; la matrice A est inversible. Soit fw01; :::; w0mg la base

de K duale de la base fw1; :::; wmg ; c�est-à-dire la base de K qui véri�e les égalités suivantes :

TrK=Q
�
wkw

0
j

�
=

mX
�i

i=1

�
wkw

0
j

�
=

8>>><>>>:
1 si j = k et (j; k) 2 f1; :::;mg2

0 si j 6= k et (j; k) 2 f1; :::;mg2
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Alors la matrice

B = (�j (w
0
k)) =

0BBBBBBBBB@

�1 (w
0
k1) ::: �1 (w

0
m)

: ::: :

: ::: :

: ::: :

�m (w
0
1) ::: �m (w

0
m)

1CCCCCCCCCA
est l�inverse de A; et l�on a : � = Bu: Ainsi on a pour chaque j 2 f1; ::;mg ;

�j = �j (w
0
1)u1 + ::::+ �j (w

0
m)um:

Comme les uk sont des rationnels, on a �1 2 K; et �j = �j (w
0
1u1 + ::::+ w0mum) = �j (�1) ; si de

plus �1 = 0; alors �j = 0 pour tout j 2 f1; :::;mg ; et donc L = 0: On peut ainsi appliquer le

théorème 2.1.2, avec

w =
�
(z2; :::; zr+s) 2 Rr�1 � Cs = jzjj < "j; 8 j 2 f2; ::; r + sg

	
:

On va déduire maintenant de ce théorème que l�ensemble des nombres de Pisot est relati-

vement dense dans l�intervalle [1;1[: Ce résultat était aussi montré il y presque une dizaine

d�années par A. H. Fan et J. Scheling [8], en utilisant des outils très di¤érents, provenants la

théorie érgodique.

Corollaire 3.3.1. Soit K un corps de nombres réel, de degré m: Alors l�ensemble des nombres

de Pisot appartenant à K; de degré m, est un ensemble relativement dense dans [1;1[:

Preuve. Le résultat est trivial pour m = 1; car les nombres de Pisot appartenant à Q sont

les éléments de N\ [2;1[ et N�+[0; 1] = [1;1[: Supposons m � 2: Avec la notation du théorème

3.3.1, et en posant "2 = ::: = "r+s = 1; on obtient que l�ensemble �("2;:::;"r+s) formé par les entiers

algébriques � 2 K tels que 0 < j�j (�)j < 1 pour j 2 f2; :::; r + sg ; est un modèle de R: Si
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� 2 �("2;:::;"r+s); alors � un entier algébrique de K, et sa norme

NK=Q(�) =

mY
j=1

�j(�)

pour l�extention K=Q; est un entier non nul. L�inégalité
��NK=Q(�)�� � 1; donne immédiatement

j�j �
mY
j=2

���� 1

�j(�)

���� > 1;
et donc �j(�) 6= � pour chaque j 2 f2; :::;mg. Ainsi � est de degré exactement m; �� 2 S et le

corollaire en découle, puisque qu�un modèle est relativement dense.

Corollaire 3.3.2. Soit K un corps de nombres réel, de degré m: Alors, il existe un ensemble

�ni F , tel que tout nombre de Salem dans K de degré m; est la somme d�un nombre de Pisot

appartenant à K, de degré m, et d�un élément de F .

Preuve. Avec la notation du théorème 3.3.1 et de sa preuve, soit �1 le modèle dé�ni par la

fenêtre

[�1; 1]�
s\
j=1

f(y1; y2; :::; y2s) 2 R2s; y2j + y2j+s � 1g:

Comme dans la preuve du corollaire ci-dessus, on a � 2 �1 , � 2 ZK et j�j(�)j � 1 pour tout

j 2 f2; 3; :::; 2 + sg. Donc, tout nombre de Salem dans K de degré m, appartient à �1: Soit �2

le modèle dé�ni par la fenêtre

(]� 1; 1[�
s\
j=1

f(y1; y2; :::; y2s) 2 R2s; y2j + y2j+s < 1g)� f(0; 0; :::; 0)g:

Alors, � 2 �2 , � 2 ZK et j�j(�)j < " pour tout j 2 f2; 3; :::; 2 + sg: Donc la valeur absolue de

tout élément de �2 est un nombre de Pisot de degré m, et le résultat suit directement en utilisant

la proposition 7.9 de [16], et qui dit qu�il existe un ensemble �ni F � R; tel que �1 � �2 + F:
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Théorème 3.3.2. Soit � un nombre réel plus grand que 1. Alors, � 2 S[T, 8" > 0; 9T" >

0 j tout intervalle de longueur T" contient au moins une solution � des inégalités diophantiennes :

��k

 � "; 8k 2 N:

Preuve. Avec la notation ci-dessus, on va montrer l�équivalence : � 2 S[T,= f�k; k 2 Ng

est un ensemble harmonieux.

Supposons d�abord l�ensemble � harmonieux. Si � est algébrique, alors pour tout " > 0; il

existe t 2 R� tel que


t�k

 � " pout tout k 2 N, et donc � 2 S [ T (voir chapitre 1). Supposons

maintenant � transcendant. Alors les puissances de � : 1; �; �2; ::: sont linéairement indépendants

sur Q. Soit X l�ensemble de toutes les applications de � dans le sous groupe fh(0); h(1=2)g

de R=Z. Comme Card(X) = 2N; alors X est dénombrable. De plus tout élément de X peut

être prolongé en un caractère du sous groupe de R engendré par �; puisque les éléments de �

sont linéairement indépendants sur Z. Pour compléter la preuve de ce cas montrons le résultat

intermédiare suivant :

(R1) Soient 0 < " < 1=(� + 1); et (tk)k�0 une suite croissante de nombres réels telle que

t0 = 1; tk+1 � �tk et limk!1 tk =1. Si un réel x satisfait jxj � " et kxtkk � " pour tout k � 1;

alors x = 0.

En e¤et, écrivons xtk = pk + rk pour tout k � 1; où pk 2 Z et jrkj � "; et supposons x 6= 0:

Comme limk!1 xtk = �1; il existe h � 1 tel que ph 6= 0: Donc jxthj � 1 � ": Si l�on choisit

h le plus petit possible, alors jxth�1j = jrh�1j � "; et th=th�1 = jxthj = jxth�1j � (1 � ")=" > �,

puisque " < 1=(� + 1); mais cela contredit l�hypothèse tk+1 � �tk; et donc x = 0:

Complétons maintenant la preuve de ce cas, où � est transcendant. Pour " > 0; soit U"

l�ensemble des réels t tels que pour un certain � 2 X on ait
��

�(�k)� h(t�k)

�� � " pour tout

k � 0: Si " < 1=4; et �1; �2 sont deux éléments di¤érents de X alors t1 6= t2: Donc Card(U") =

Card(X) si � est harmonieuse. On va obtenir une contradiction, en prouvant que l�ensemble U"

est dénombrable pour " su¢ samment petit. Comme X est un groupe, on a U" � U" � U2": Si

t 2 U"; alors


2t�k

 � 2", pour tout k � 0: En utilisant (R1), on obtient lorsque 2" < 1=(�+ 1);
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que soit t = 0 soit jtj � ": Comme U" � U" � U2"; la distance entre deux éléments distincts de

U"; dépasse 2" si 4" < 1=(�+1): Donc U" est uniformément discret et par suite est dénombrable.

Pour montrer l�implication inverse il su¢ t de prouver également le résultat intermédiaire qui

suit :

(R2) Soient " > 0 et P (x) = xn+a1x
n�1+ � � �+an = (x��1):::(x��n) le polynôme minimal

d�un entier algébrique � = �1. Alors, pour tout caractère � du sous groupe H de R engendré par

� = f1; �; �2; :::g; il existe (t1; :::; tn) 2 Cn satisfaisant :

(a) �(�k) = h(t1�
k
1 + :::+ tn�

k
n); pour tout k � 0;

(b) si �k = �l alors tk = tl;

(c) jtkj � " pour k � 2; et jt1j � C�"
1�n; où C� est une constante dépendant de �:

En e¤et, si � 2 SUT de degré n; alors j�kj � 1 pour k � 2; et au lieu du (a) on a��

�(�k)� h(t�k)

�� � (n � 1)": Il s�ensuit de R2, qu�il existe une constante C� tel que pour

tout " > 0 et pour tout caractère � de H, il existe t 2 R tel que
��

�(�k)� h(t�k)

�� � " et

jtj � C�"
1�n: Ainsi tout intervalle de longueur C�"1�n contient une solution t des inégalités :

t�k

 � "; 8k � 0: Montrons maintenant R2. Posons �0(�k) le terme à droite de (a), où la suite

non-spéci�ée (t1; :::; tn) satisfaisant (b) et (c). Alors, �0 est un caractère de H: Pour prouver

(a), il su¢ t de le montrer pour k 2 f0; :::; n � 1g; et on est conduit à résoudre le système à n

congruences :

�k � t1�
k
1 + :::+ tn�

k
nmod 1;8k 2 f0; :::; n� 1g;

où les �k 2 R et véri�ent h(�k) = �(�k): Soit

C" = f(x0; :::; xn�1) 2 Rn j xk = t1�
k
1 + � � �+ tn�

k
n; t1 2 R; k � 2) jtkj � " et véri�ent (b)g:

Comme les vecteurs (1; �; :::; �n�1); (1; �2; :::; �
n�1
2 ); :::; (1; �n; :::; �

n�1
n ) sont linéairement indépen-

dants sur C, l�ensemble C" contient un cylindre ouvert in�ni dont l�axe est la droite D, dé�nie

par

xk = t�k; k 2 f0; :::; n� 1g; t 2 R:

Soit � l�homomorphisme canonique Rn ! Rn=Zn: Alors �(D) est dense dans Rn=Zn; puisque

1; �; :::; �n�1 sont linéairement indépendants sur C; et ainsi �(D) = Rn=Zn; car � est ouverte et
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D est un fermé.

Théorème 3.3.3. Soit � un nombre réel plus grand que 1. Alors, � 2 S , � = f
nX
k=0

"k�
k;

n 2 N; "k 2 f0; 1gg est un ensemble harmonieux.

Preuve. Supposons d�abord � 2 S; et soient �2; :::; �d les conjugués de �; autres que �: Il

est clair que si � =
nX
k=0

"k�
k 2 �; alors � est un entier algébrique du corps Q(�) et les autres

conjugués de � sont parmis les nombres
nX
k=0

"k�
k
j ; où j 2 f2; :::; dg: Comme

�����
nX
k=0

"k�
k
j

����� �
nX
k=0

���kj �� � 1

j�jj � 1

on déduit que � � �("2;"3;:::;"r+s); où �("2;"3;:::;"r+s) est le modèle réel dé�ni dans le théorème

3.3.1, avec "j = 1=(j�jj � 1): Comme un modèle est harmonieux, et que tout sous ensemble d�un

ensemble harmonieux l�est aussi, on voit que � est harmonieux.

Réciproquement, si � est harmonieux, alors d�après la proposition 3.2.3 (c), il existe un réel

non nul t tel que kt�k � 1=5; pour tout � 2 �: Posons t�k = pk + rk où pk 2 Z et jrkj � 1=5, et

montrons que si sk = "0r0 + � � � �+"krk; 8 k 2 N et "k 2 f0; 1g alors

jskj �
1

5
: (*)

Cette inégalité est vraie pour k = 0; puisque "0r0 2 f0; r0g; et peut être prouvée par récurrence

sur k : si � = "0 + � � � �+"k�k + "k+1�
k+1; alors

t� = q + "0r0 + � � � �+"krk + "k+1rk+1 = q + sk+1;

avec q 2 Z et jsk+1j = j"0r0 + � � � �+"krk + "k+1rk+1j � 2=5: Donc jsk+1j = kt�k ) jsk+1j � 1=5:
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En séparant nombres rk qui sont positifs de ceux qui sont négatifs on obtient

jr0j+ � � � �+ jrkj � 2=5:

En passant à la limite dans cette somme, lorsque k ! 1; on déduit que
X

t�k

 � 2=5 < 1

et par suite � 2 S:

L�une des applications de ce théorème, est liée au spectre d�un nombre de Pisot. Pour un

nombre réel � > 1; et pour m 2 N, le spectre de �, est l�ensemble

Bm = Bm(�) := Am(�)� Am(�);

où

Am = Am(�) := fan�n + an�1�
n�1 + � � �+ a0 j n 2 N; ak 2 f0; 1; :::;mgg

et la notation [ ] désigne la fonction partie entière ([�] est le plus grand entier inférieur ou égal à

�). Il est clair que Am est uniformément discret si et seulement si lm(�) := inf Bm(�)\]0;1[> 0:

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui suit, montré dans [29] : Les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) L�ensemble Bm(�) est uniformément discret pour tout m:

(ii) L�ensemble Bm(�) est un ensemble de Meyer pour tout m � [�]:

(iii) L�ensemble A[�](�) [ (�A[�](�)) est un ensemble de Meyer.

(iv) Le nombre � appartient à l�ensemble S.

La preuve de ce résultat est une conséquence immédiate de simples implications, du théorème

3.3.3 et du résultat suivant : pour tout nombre réel � > 1; l�ensemble A[�](�) [ (�A[�](�)) est

relativement dense, prouvé dans [29].
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Conclusion

Dans ce travail, on a présenté des résultats sur les ensembles harmo-
nieux, les ensembles de Meyer et les modèles. On a signaler l�impor-
tance de cette théorie en exhibant quelques applications, très inatten-
dus, à l�étude de quelques structures non-périodiques, notamment des
ensembles d�entiers algébriques, en liaison avec les nombres de Pisot
et les nombres de Salem.

Mots clés

Ensemble harmonieux, Ensemble de Meyer, Modèle, Nombre de
Pisot, Nombre de Salem.
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