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Notations

N P’ensemble des entiers rationnels non-négatifs

Z I’anneau des entiers rationnels

Q le corps des nombres rationnels

R le corps des nombres réels

C le corps des nombres complexes

A* Tensemble des éléments non-nuls du sous-ensemble A de C

A"™ le produit cartésien de n copies de A, ou A C C et n € N*

S I’ensemble des nombres de Pisot

T I’ensemble des nombres de Salem

M, le polynéme minimal sur QQ du nombre algébrique «

disc(K) le discriminant d’un corps de nombres K

Zy I'anneau des entiers d’un corps de nombres K

Norm(a) = Normg g(c) la norme du nombre algébrique a € K, pour I'extension K/Q
Tr(a) = Trigjg(a) la trace du nombre algébrique o € K, pour 'extension K£/Q
g.t.a. groupe topologique abélien

g.t.a.l.c. groupe topologique abélien localement compact

dimg (V) = dim(V') la dimension du (K—)espace vectoriel V'

[K : L] le degré de I'extension de corps K D L

A T'adhérence de la partie A d’un espace topologique

Re(z) la partie réelle du complexe z

Im(z) la partie imaginaire du complexe z



Introduction

Les ensembles harmonieux sont présents dans beaucoup de domaines des mathématiques
comme l'analyse harmonique, la géométrie et la théorie des nombres. Cette notion, introduite
il y a plus d’un demi-siécle par Yves Meyer, dans la résolution de quelques problémes d’ana-
lyse harmonique, a des applications diverses, notamment en physique et en chimie. Une classe
importante des ensembles harmonieux est celle des ensembles de Meyer, également appelés, en
physique, quasicrystaux, et qui contient & son tour la famille distinguée des modéles.

Le but de ce mémoire est de mettre a la lumiére ces objects mathématiques remarquables
dans I'étude de quelques structures non-périodiques, et leurs applications dans la résolutions de
quelques problémes d’arithmétique. On mettra, en particulier, le lien de ces notions avec certaines
classes d’entiers algébriques.

Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de bases sur les groupes topologiques.
L’accent est surtout mise sur les groupes topologiques localement compacts, qui seront & la base
des définitions des ensembles harmonieux. Quelques notions élémentaires de la théorie des corps
y figurent aussi. Dans le dernier paragraphe on montre quelques propriétés de certains ensemble
d’entiers algébriques, et plus particuliérement la classe des nombres de Pisot. Ce dernier ensemble,
trés riche en propriétés arithmétique, permet de fournir des exemples de modéles dans certains
corps de nombres.

Le deuxiéme chapitre est essentiellement consacré & définir les modeles dans des groupes
topologiques abéliens localement compacts, et les ensembles de Meyer dans les espaces euclidiens
R™. A cette fin, on fait d’abord une bréve description de I'une des théories fondamentales des
groupes topologiques : la dualité de Pontryagin. Ensuite on définit les modéles a partir des
schémas coupe-et-projection, et on montre qu'un modeéle est un ensemble de Delone. Enfin, dans le
dernier paragraphe, on considére quelques propriétés des ensembles de Meyer dans les groupes R",
aprées avoir definit les ensembles harmonieux dans des groupes topologiques localement compacts,
et on en déduira qu'un modéle de R™ est un ensemble de Meyer.

Enfin dans le dernier chapitre on montre quelques applications des notions précédemment
vues & ’étude de certaines classes d’entiers algébriques. Aprés avoir rappelé, dans le premier

paragraphe, quelques théorémes, dus & Yves Meyer, sur la construction de quelques modéles



réels, on cite dans le second, une généralisation du théoréme d’approximation de Kronecker a
un nombre infini d’inégalités. Enfin, dans le dernier paragraphe, on obtient des caractérisations
des nombres de Pisot et des nombres de Salem, parmi les nombres réels, et cela en termes de la

distribution de combinaisons linéaires des puissances de tels nombres.



Chapitre 1

Notions de base

1- Généralités sur les groupes topologiques.
2- Eléments de la théorie des corps.

3- Sur I’ensemble des nombres de Pisot.




Chapitre 1. Notions de base

Ce chapitre est ’occasion de présenter un large éventail de notions mathématiques en rapport
avec les ensembles harmonieux. Dans le premier paragraphe on rappelle quelques résultats
de base sur les groupes topologiques. L’accent est surtout mise sur les groupes topologiques
abéliens localement compacts, qu’on note g. t. a. 1. c., qui seront & la base des définitions des
ensembles harmonieux. Dans le second, on exhibe des concepts bien connus sur les corps de
nombres algébriques ainsi que sur les anneaux des entiers de tels corps. On termine ce chapitre,
dans le troisiéme paragraphe, par énoncer quelques propriétés d’une classe remarquable d’entiers

algébriques : les nombres de Pisot et de Salem.

1.1 Généralités sur les groupes topologiques.

Dans la suite lorsqu’on parle de groupe en général, on note multiplicativement 1’opération du
groupe. Dans ce cas, le symbole 1 désigne I’élément neutre, et I'inverse d’un élément x du groupe
est noté 7. Comme a I’accoutumé, et dans le but de simplifier la notation, un groupe abélien
sera toujours noté additivement. Dans ce cas, le symbole 0 désigne 1’élément neutre, et 'inverse
d’un élément x du groupe est noté —x.

Les définitions et les résultats de la premiére partie de ce paragraphes se trouvent dans les

livres [2, 5, 12, 26, 27, 30.

Définition 1.1.1. Soit G un groupe, muni d’une topologie 1. Si les applications :

t: G — G x— !

et

w:GxG — G (x,y) —zxy

sont continues, alors on dit que G (ou bien le couple (G,T) s’il y a un risque de confusion) est

un groupe topologique, et que la topologie T est une topologie de groupe.
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Il est important de signaler que le groupe produit G x (G, définit ci-haut, est muni de la

topologie produit, c’est a dire, la topologie qui rend les deux projections canoniques

m:GxG — G (x,y) —x

et

TG xGE — G (J:,y)»—>y

continues, ou d’une maniére équivalente la topologie dont la base des ouverts est constituée des

produits U x V, ou U et V sont des ouverts de G.

Exemple 1.1.1.

1. Un groupe G, muni de sa topologie discréte p(G), ot p(G) est 'ensemble des parties de
G, est un groupe topologique. En effet, pour tout B € p(G), on a

A=1"Y(B) € p(G),

avec A = {z € G | x7! € B}, et par suite ¢ est continue. De méme, on a = (B) € p(G x G),
et comme G X G est aussi discret, on déduit que p est continue. Ainsi, (G, p(G)) est un groupe

topologique (on dit dans ce cas que G est un groupe topologique discret).

2. Un groupe muni de sa topologie grossiére est un groupe topologique. En effet, on a
THG) = G, D) = pi @) = 0, pH(G) = G x G et donc les applications ¢ et u sont

continues (on dit dans ce cas que G est un groupe topologique grossier).

3. Le groupe additif R, constitué des nombres réels, muni de la topologie usuelle, déduite
de la valeur absolue, est un groupe topologique. Généralement le groupe produit R", ou n est
un entier rationnel positif, muni de la topologie usuelle, déduite de la norme euclidienne (par

exemple), est un groupe topologique.

4. Le groupe additif C, constitué des nombres complexes, muni de la topologie usuelle, déduite

7
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de la valeur absolue, est un groupe topologique. De méme le groupe produit C", ou n € N*, est

un groupe topologique

Dans tout ce qui suit, lorsqu’on parle des groupes topologiques R”, ou bien C", on veut dire
que ces groupes sont munis des topolgies usuelles. Il est utile parfois d’intégrer les deux conditions

dans la définition 1.1.1 en une seule :

Proposition 1.1.1. Soit G un groupe et soit T une topologie sur G. Alors, (G,T) est un

groupe topologique si, et seulement si, ’application

p:GxG — G (z,y) — zy "

est continue.

Preuve. Supposons d’abord que G soit un groupe topologique. Alors du schéma
f B
GxG >GExGE =G

ou l'application f, définit par

[ (zy)— (z,y7h),
vérifie
p=pof,

il suffit de montrer que f est continue. Comme les projections canoniques 7, et my sont

continues, par définition de la topologie produit, les deux composantes de

f :(7T1,LO7T2)7

le sont aussi; donc f est continue.
Inversement, supposons ’application p continue. Pour montrer la continuité de ¢ considérons

les deux applications,
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P:G—-{l} xG e h:{1}xG—-CG

définies par

P:zw— (l,z) et h:(l,z)—a "

Comme ¢ = h o P, il suffit de montrer que P est continue, car h est la restriction a I’ensemble
{1} x G, de T'application continue p sur G xG (la restriction d’une application continue est
continue dans des espaces topologiques quelconques). Comme un ouvert non vide de ’espace
produit {1} X G est de la forme {1} x 6, ot 0 est un ouvert de G, et P! ({1} x #) = 6, on voit
immédiatement que P est continue, et donc ¢ est continue.

Pour montrer la continuité de p, il suffit de remarquer que y = po f, car

G xG Laxaba

(x,y) — (:p,y‘l) — T (y_l)fl = xv.

Par hypothese, p est continue, les deux composantes de f = (m1,¢ 0 72) le sont aussi et ainsi p

est continue. m

Définition 1.1.2. Soient (G,7) un groupe topologique, H un sous-groupe de G et 7 la

topologie induite par T sur H. Alors on dit que (H, 7') (ou bien tout simplement que H), est un

sous-groupe topologique de G.

Exemple 1.1.2.

1. 7Z est un sous-groupe topologique de R.

2. Il est clair que le groupe multiplicatif C* muni de la topologie usuelle est un groupe

topologique. Deux sous-groupes topologiques, bien connus, de ce groupe sont R* et

Ul)={z€eC:|z|=1}.

9
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Proposition 1.1.2. Un sous-groupe topologique d’un groupe topologique est aussi un groupe

topologique.

Preuve. Il suffit de voir que les applications : (z,y) — z.y et x — x~! sont continues, car

il s’agit de réstrictions des applications continues. m

Définition 1.1.3. Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique G. Alors l’espace topolo-

gique quotient, noté G/H, est ’ensemble quotient, c’est & dire l’ensemble des classes (a droite

ou bien a gauche) modulo H, muni de la topologie la plus fine qui rend la projection canonique
m:G— G/H,

rw— x.H

continue.

Il s’ensuit que

i / concrétement, un sous ensemble U C G/H est un ouvert si, et seulement si, 7= (U) est
ouvert de G ;

ii / si H est un sous-groupe normal d’un groupe topologique G, alors G/H muni de la topologie

quotient est un groupe topologique;

iii / 7 est une application ouverte (c-a-d I'image d’un ouvert est un ouvert) . En effet, si 0 est

un ouvert de G, alors
mH(r(0) ={9e€G | 7(9) e (0)}
={geG |Jzeb: n(9)=7(x)}
={geG | 3x€b, gH=2x.H}
={g9€eG |Jzxe€h, IheH: g=zh}
={ged |E|h€H:g€9.h}:th6’h,
et ce dernier ensemble est un ouvert car ’application p est continue, et la réunion d’ouverts

est un ouvert.

10
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iv / le groupe G/H est discret si et seulement si H est un ouvert de G (pour plus de détails

sur de tels résultats voir [9]).

Exemple 1.1.3.

1- Le groupe quotient T' = % est un groupe topologique.

2- Le groupe % des classes modulo n, ot n € N*, est un groupe topologique fini.

Pour éviter un risque de confusion avec certaines références, on préfére préciser les définitions
bien connues suivantes. Un groupe topologique (G, 7) est dit séparé, s’il est un espace topologique
de Hausdorff (ou bien 73), c.-a-d. que pour tout couple d’éléments distincts g g2 € G, il existe

un voisinage V; de g; et un voisinage V5 de go tels que V) N Vo = ¢.

Exemple 1.1.4.

1. Un groupe topologique discret est séparé.

2. Les groupes R" et C" sont séparés.

De méme on dit qu'un groupe topologique (G, 7) est compact, s’il est un espace topologique
compact, c.-a-d., s’il est séparé et si de tout recouvrement ouvert de G on peut extraire un

sous-recouvrement fini :

G:AUIQ’LW eiGT:>E|JCI, J fini ’ G:U 91
1€

e
Rappelons aussi qu'une partie H d’un groupe topologique séparé (G, 7) est dite compacte, si

elle est compacte pour la topologie induite, et que les parties compactes de R™ sont les parties

fermées bornées.

Exemple 1.1.5.

1- Un groupe topologique grossier est compact.

11
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2- Un groupe topologique fini est compact.

3- Les groupes R™ et C" ne sont pas compacts.

Rappelons quelques propriétés générales des ensembles compacts qui nous seront utiles dans

quelques démonstrations :

i / Dans un espace topologique séparé, les parties compactes sont fermées. Un fermé dans un
espace compact est un compact.

ii / La réunion finie (resp., |’ intersection quelconque) de parties compactes est un compact.

iii / Le produit quelconque d’espaces compacts est un compact.

iv / L’image d’un compact par une application continue est un compact.

Un groupe topologique séparé G est dit localement compact si G est un espace topologique

localement compact, c.-a-d., que tout point de G admet un voisinage compact.

Exemple 1.1.6.

1- Les groupe R" et C™ sont des groupes topologiques abéliens localement compacts (notés
g.t.al.c.).
2- Un groupe topologique compact est localement compact.

3- Le groupe linéaire

Gl, (R) = {M € Matpy, (R) /det (M) # 0}

des matrices carrées inversibles d’ordre n x n, muni du produit usuel des matrices, est un groupe

topologique localement compact. En effet, Gi,, (R) est considéré comme un ouvert de R"*", car
la fonction M — det (M) est continue et donc que G, (R) est I'image réciproque d’un ouvert
de R. Ainsi la topologie de G, (R) est celle induite de la topologie usuelle de R™*". En effet,
le produit de matrices est donné par des fonctions polynémiales, et prendre I'inverse est donné

par des fonctions rationnelles en utilisant la matrice adjointe, et dans ces deux cas, ces fonctions

12
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sont continues. Il est aussi évident que GI,, (R) est localement compact, mais n’est pas compact

(il suffit de considérer les éléments de la forme

a 00 . . .0
010.. .0
oo0o1.. .0
€ Gl, (R),
0 00 1

o a € R*, pour voir que GI,, (R) n’est pas borné).

Dans le chapitre qui suit on va parler de la notion de caractére de groupes. Rappelons qu'un
morphisme f : G — G de groupes topologiques est un homomorphisme des groupes, c.-a-d.,
Ve,y € G: f(xy) = f(x).f(y), et qui soit continue. Un morphisme bijectif de groupes topolo-
giques est dit isomorphisme de groupes topologiques. Comme d’habitude, un homomorphisme de
groupe topologique f est appelé isomorphisme s’il admet un inverse (c.-a-d., un homomorphisme
de groupe topologique ¢: G'— G tel que fog=idget go f =idg ) cela équivant a dire que f
est & la fois un isomorphisme des groupes et un homéomorphisme. Il est important de rappeller

quun homomorphisme f de groupe est continu s’il I’est en I’élément neutre 1 de G.

Exemple 1.1.7. Si H est un sous-groupe d’un groupe topologique G, alors la projection

canonique 7 : G — G/H est un morphisme.

Pour les définitions et les résultats qui suivent, sur les groupes topologiques abéliens, notés
g.t.a., on peut également se référer aux papiers [13,14,15,16,22,28,29]. Dans ce cas la définition
1.1.1 se traduit par le fait que les applications (z,y) — = + y et z — —z sont continues, alors
que la proposition 1.1.1 se résume dans le fait que 'application (z,y) — x — y soit continue. De

plus, si l'on fixe g € G, alors I'application de {¢g} X G — G qui au couple (g, ) associe g + = est

13
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continue, puisqu’elle est la restriction de I’application continue p. Ainsi I’application bijective T,
définie de G — G par la relation x — g + x est continue et son inverse 71, est aussi continue;

donc Tj est un homéomorphisme de G. Cet homéomorphisme est dit translation par g.

Définition 1.1.4. Soit G un groupe topologique abélien, et soit A une partie non vide de G.

On dit que A est relativement dense dans G s’il existe un compact K de G tel que

A+ K =G.

Exemple 1.1.8.

1. L’ensemble Z des entiers rationnels est relativement dense dans le g. a. 1. c. R car, Vo € R
onax = [z]+{x}, ou [x] et {z} sont, respectivement, les parties entieres et fractionnaires de x ([z]

est le plus grand entier rationnel ne dépassant pas z, et {x} = x—[z]), et par suite R =Z+|0,1].

2. Généralement, si n € N* alors Z" est relativement dense dans le g. a. 1 . ¢. R", car

R"™ =Z"+1[0,1]", ou le compact [0,1]" = [0,1] x ... x [0,1] (n fois).

3. L’ensemble N n’est pas relativement dense dans R, car s’il existe un compact K de R tel

que N+ K =R, alors K C [a,b], ou (a,b) € R? min(N+ [a,b])=a, et R serait borné.

Définition 1.1.5. On dit qu’une partie A d’un g.t.a. G est uniformément discréte, s’il existe

un voisinage V' de zéro tel que

(A-—A)NnV ={0}.

Exemple 1.1.9.

1. N est uniformément discret dans R, car N =N =7 et ZN]—1,1[ = {0}.

2. Z est aussi uniformément discret car Z —7Z = Z et Z N ]—1,1] = {0} . Généralement,

I’ensemble Z" est uniformément discret dans R™.

Proposition 1.1.3. Soit H un sous-groupe d’un g. t. a. G. Alors on a l’équivalence suivante :

H uniformément discret < H discret. En outre, si H est discret et G est un espace Ty (c.-a-d.,

tout singleton de G est fermé), alors H est fermé.

14
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Preuve. Supposons d’abord que le sous-groupe H soit discret, c.-a-d., tout singleton {h} de
H est un ouvert pour la topologie induite. Ainsi, il existe un ouvert V' de G tel que HNV = {0},
et donc H est uniformément discret puisque H — H = H. Réciproquement, pour montrer que H
est discret, il suffit de prouver {0} est un ouvert, car ¥V h € H, {h} = T,,({0}) et la translation
par h est continue. En fait de la définition ci-dessus, il en découle immédiatement qu’il existe un
ouvert V de G tel que H NV = {0} et donc {0} est un ouvert.

Supposons maintenant le groupe topologique G est un espace T;. Comme H est discret,
il existe dans G un voisinage U de 0 tel que H N U = {0}. Choisissons un voisinage V' de 0
tel que V — V C U. Un tel choix est possible car d’aprés la proposition 1.1.1 il existe deux
ouverts V; et V5 de G tels que (0,0) € V; x Vo C p~(U) et en posant V = V; N V5 on voit que
p(V;V)=V —V C U. Soit x € G. On va montrer que si z ¢ H, alors il existe un voinage W de
x tel que W N H = ¢, et on en déduit que = ¢ H, d’ott le résultat. Alors 'ensemble (z + V)N H
contient au plus un élément. En effet si hy = x+wv; € H et ho = x4vy € H, oll vy et v € V, alors
hi—hy=—vi+uvy € (V-V)NH C HNU et donc h; = hy. Il s’ensuit lorsque (x+ V)N H = ¢,
qu’on peut choisir z +V = W. Dans le cas ou (x + V) N H est un singleton {h}, alors on choisit
W = (x+ V)\{h}. Eneffet x # h car = ¢ H, et (x + V)\{h} est intersection du voisinage de

x: (x+V), et de 'ouvert {h}¢ qui contient aussi . m

En fait la proposition ci-dessus est vraie dans un groupe topologique quelconque (voir [2]).

Définition 1.1.6. Soit G un groupe topologique abélien. Une partie A de G est dite ensemble

de Delone si les deux conditions suivantes sont satisfaites.
(i) A est uniformément discréte.
(i1) A est relativement dense.

Si de plus A est un sous groupe de G qui est de Delone, alors on dit que A est un réseau de

G.

Exemple 1.1.10. Z" est un réseau de R".

15
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Proposition 1.1.4. Soit L un sous groupe de R™, engendré par m vecteurs R-linéairement

indépendants. Alors, L est discret. Si de plus m = n, alors L est un réseau.

Preuve. Supposons L engendré par les vecteurs ey, es, .., €, c.-a-d.,
L:{k161+k2€2—|—...—|—]€m€m ‘ Vizl,m, kZEZ}

ou {ey, e, ..,en} est libre dans le R—espace R™. Pour montrer que L est discret, il suffit de
prouver que : ¥p > 0, B (0, p) N L est fini, ou B (0, p) est la boule dans R" de centre 0 et de rayon
p. La norme considérée sur ’espace R™ est la norme Euclidienne.

On compléte alors {ey, ea, .., €, } en une base {ey, e, .., €, } de R™, et on considére Iapplication

f: R" — R"

(/\1, ceey )\n) — Z)\zez
i=1

Alors f est bien définit et est surjective, car {ey, e, ..,€,} est une base de R". De plus f est
n

linéaire car : f (a0 (Mg, .o, M) + (AL, s X)) = flady + A, o, + ) =S (ad + M) e

i=1
n n
= az)\lez_{_z)\;el = Cl{f ()\1a iy} )\n)+f ( Il? i Afrz) '
i=1 i=1
Il s’ensuit que f est un isomorphisme continue, et Papplication inverse de f~!, notée ¢, est aussi

linéaire et continue.

Soit ¥ € B (0, p) N L, alors

v € B(0,p),

et B (0, p) est un férmé-borné de R™ donc B (0, p) est un compact. D’autre part
del—=— 1= klel + k262 + ...+ k;mem,

ou k; € Z pour tout ¢ = 1,...,m. Comme v = kye; + koes + ... + ke + 0epi1 + ... + Oy, alors
0 (0) = (k1, .., km, 0,..,0), et p (J) € ¢ (B (O,p)> = K, ou K est un compact de R" (image par
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’application continue d’un compact). Soit o > 0 tel que K C B (0, «). Alors, on a

||(k17 ey km700)|| =\ k% + ...+ k?n <a,
VER SR+ .+ k2, <a, Vi=1,.,m,

et chaque k; prend au plus un nombre fini de valeurs. Ainsi ¥} prend au plus un nombre fini de

valeurs possibles, et par suite Vp > 0, 'ensemble B (0, p) N L est fini.

Supposons maintenant que le sous groupe L soit engendré par n vecteurs R-linéairement
indépendants, notés encore, €4, .., €, et montrons que L est un réseau. De la proposition ci-dessus
on déduit que L est discret= L est uniformément discret. Il reste & montrer que L est relativement
dense.

Comme {ey, €3, .., €, } est une base de R", tout 9 € R", s’ecrit 9 = i)\iei, ou les \; € R, et

i=1
donc

9 = Z N e + Z {Aitei (1.1)

Soit
A={aer+...+ape, | 0<a; <1},

Alors, « € A = |ja| =

dYaieill < > leill = cet @ € B(0,¢) = K, ou le compact K ne
i=1 i=1

dépend pas de a. De relation (1.1), > [Ni]e; € L et Y {\}e; € K on obtient 9 € L + K
i=1 i=1
donc L + K = R" et L est relativement dense. Par concéquent L est un réseau. m

La proposition suivante montre que la réciproque de I'assertion ci-haut est aussi vraie.

Proposition 1.1.5. Soit L un sous groupe discret de R", alors L est engendré par m vecteurs

R—linéairement indépendants. Si de plus L est un réseau, alors L est engendré par n vecteurs
R—linéairement indépendants.

Preuve. Soit L un sous groupe discret de R". Si L = {0} alors L est engendré par 0 vecteurs
R—linéairement indépendants et le résultat est vrai. Dans ce qui suit L est supposé contenir au

moins un élément non-nul .
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Supposons d’abord n = 1. Alors, [ est R-linéairement indépendant (si xl = 0, ou = € R alors
x=0) et
Z CL (1.2)

car L est un sous-groupe de R. De plus, comme L est discret alors Vr > 0, ’ensemble D (0,7)N L

est fini, et on peut trouver I’ € L et qui soit le plus petit positif dans L. Pour montrer 'inclusion

LcClZ (1.3)

il suffit de prouver que si y € LN|0, oo[, alors y = kl’, pour un certain k& € N*, car I'Z est un
sous-groupe de R. En effet dans ce cas, 3k € N* tel que kl' <y < (k+1)I'=0<y—kl' <.
Comme L est un groupe, alors y — kI’ € L et de I’hypothése de minimalité de I’ on voit que

I' =kl =0 et donc I’ = kl. Ainsi (1.3) est vraie, et de (1.2) on obtient que

L=17,

c’est a dire que L engendré par un vecteur.

Considérons maintenant le cas général et soit {g1, go, ..., gm } une partie libre maximale de L,
c.-a~d., on ne peux pas trouver dans L plus de m vecteurs R—linéairement indépendants. On va
montrer par réccurence sur m que L est engendré par m vecteurs R—linéairement indépendants.

Cas out m = 1. Considérons I’ ensemble

To={z€L |z=cq, ce[0,1]}.

Alors, {0,911} C Ty et Ty # &. Pour x € Ty, on a

[zl = llegrll = ellgall < llgrll = = € B (0, [lgall) ,

x € B(0,|lg1]|)NL, et donc = prend un nombre fini des valeurs, car L est discret et B (0, ||g1]]) N L

est fini. On choisit maintenant ' = ¢1g; € T} tel que le coefficient ¢ = ¢; soit le plus petit positif
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possible. Pour montrer 1’égalité

L=27

(d’ou le résultat : L est engendré par un vecteur), notons d’abord que z'Z C L car L est un
sous-groupe de R. Pour prouver l'inclusion L C 2'Z, considérons un élément quelconque g € L.
Alors la partie {g, g1} est liée, et il 3 o, f € R, non tous nuls, tels que ag + Fg; = 0. Il est clair
que « # 0, car sinon Sg; =0 et S =0. Donc, 3 X € R tel que

d’ou

A A
g= [—] x'+{—}aﬁ’:>g— [i} x’—{i}x’eL,
C1 C1 C1 C1

car g € L et [ ]x € ©'7Z C L. D’ autre part, ona{’\}:z: { }clgl et 0 < { }Cl<01 11
s’ensuit du choix de ¢; que{’\}cl =0, { }—Oetg— [%]x € 2'Z. Ainsi L C 2’7 et L =2’
Z.

Supposons maintenant le résultat vrai jusqu’a l'ordre m — 1, ou U'entier m > 2, et que L
est engendré par m vecteur {gi, g, ...gm } - Soit V' le sous espace vectoriel de R", engendré par
{91,92,---gm-1} . Cette partie est une base de V' (dim (V) =m —1). Soit Ly = LN V. Alors
Ly est un sous groupe de R", et la partie libre {g1,92,...gm_1} de Ly est maximale. D’autre
part, comme Lo C L, alors Lg est discret, et de I’hypothése de recurrence Ly engendré par m — 1
vecteurs R—linéairement indépendants, disons Iy, ls, ..., l,_1. Notons, aussi que {l1,l2, ..., L 1}

est une autre base de V. Similairement au cas m = 1, considérons ’ensemble
Ty={cali+  +cmalmat+cemgmn € L] 0<¢ <1lsii<m-—1,0<g¢,<1}.

Alors {0,¢,,} C Ty et Ty # @. Si z € Ty, alors

lzll < il + -+ -+ ol + llgmll = 2,
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x € B(0,p) N L et  prend au plus un nombre fini de valeurs car L est uniformément discret.

Soit z1 € T} ayant un coefficient de g, minimal et positif. Si on note b,, ce coefficient, alors
1 = bily + baly + ... + by—1ly—1 + b G-

Pour prouver que L est engendré par {x1, li, ..., l;,—1}, remarquons d’abord que

ZEIZ+ l1Z++lm_1ZCL

puisque z1Z C L, et pour chaquei=1,....m—1,onal, € L=71; C L.
Pour obtenir I'inclusion inverse, montrons d’abord que { x1, l1,....,l,,_1} est libre. En effet,

si aq, 81y B € R tel que
arry + il + o+ Brilm1 =0,

alors en remplacant x; par sa valeur on obtient

ay (bily + boly + .. + bp—ili—1 + by Gm) + Brli + ..+ B 1l =0

et donc

(a1by + By) b+ . + (Oé1bm—1 + ﬁm—1) lm—1+ a1bpgm =0

Posons «a;b; + 3, = 7;, pour i € {1,2,..,m —1}. Si ay # 0, alors

m—1
Gm = < %li) = gm €V, et{gm, 1,12, ... L1} C V.
i=0

albm

Comme 'espace V' est de dimension m — 1, la partie {gm, l1,ls, ..., l,—1} est liée et cela conduit

a une contradiction :
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Ainsi { x1, l1,....,l,,_1} est libre. Soit g € L. Alors la partie { g, z1, l1,...., L1} est liee = 35 €

R et 38, € R tels que
g=pr1+ bili+ ...+ Bpqlm-.

Il s’ensuit que

g—1Blzy = {Bto+ Bl + ...+ Brilma
= {BY(bili + .. + byiln1 + bimGm) + Bils + oo+ By ln1
= {BYor+B) 4+ ({BY o1+ Brt) It + {8} bingim

et en posant v, = {f} b; + 3, pour chaque i € {1,2,..,m — 1}, on obtient

g=(Blar+ b+ o+ [ b ) = {3 b+ o+ {vsi s + {8) g
Comme 0 < b,, < 1, alors 0 < {8} b,, < by, et de la condition de minimalité de b,,, on déduit

que {8} =0, g—[Blz1=pF1li+ ...+ Bp1lm1, et

9= ( Bl + 1G] h+ o+ [ﬁm—l] Im—1 ) ={Bi}h+ ..+ {Bm—l} lm—1-
Puisque g € L et [B] a1 + [B4] i+ ... + [Brn_1] lm—1 € L, on a
9 - ( Bl + Byl + o+ [5m71] ln—1 ) € L.

D’ autre part {8, } 1 + ... + {Bp_1f lm1 €V, dou {B1}h+ ...+ {Bp1}lna1 €LNV = Lo et
comme { [,...,l,_1} est une base de Ly, alors de I'unicité de I’écriture d’ un élément de Ly on

obtient pour tout i = 1, m — 1 il existe k; € Z tel que

{830+ o+ {Bei } a1 = kaly + kala + o 4 k1L,
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dou {B;} = ki, {B;} =0et g= [Blzi+ ]l + ...+ [Br_1] lm—1 est un élément du sous- espace
(1, liy..oylip—1) engendré par xq, ly,...,lp—1; ainsi L C (a1, Iy, .., lm-1) -

Soit maintenant L un réseau de R™. Alors L est uniformément discret et donc L est discret,
d’aprés la proposition 1.1.3. D’ autre part, L étant relativement dense, il existe un compact K
telque: L+ K =R"et L # {0} (si L = {0} alors {0} + K = K = R" est un compact). Comme
L est discret, 3 m vecteurs R—linéairement indépendants qui engendrent L ; on va montrer que
m = n. Supposons au contraire que m < n. Alors |’ ensemble {ey, e, ..., €,,} peut étre complété

en une base {e1, ..., €m, €mt1, .., €, } de R™. Sil'on considére la suite : (pe,,), oy , alors de la relation

pen, € L+ K, on obtient que
Pen = G1pe1 + A2p€2 + ... + Appls, + Ky,

ou k, € K et les a;, € Z. Notons que si k, = k, pour un certain couple (p, q) € N?, alors 1'égalité
A1p€1 + oo F Ump€m — Pen = 1461 + ... + Amg€m — e, implique p = ¢ puisque {ey, ..., €y, €5}

est libre (c’est une partie de la base {ey, ..., €, €mi1, .-, €n}). Ainsi Pensemble K N Ly, ou L; =

(€1, €2, ..., €m, €,) . Mais comme L; est un sous groupe de R™ est discret (d’ aprés la proposition

1.1.4) alors K N L; est fini, et cela conduit a une contradiction; donc m =n. m

1.2 Eléments de la théorie des corps.

Plusieurs ouvrages peuvent étre consulter pour les résultats de ce paragraphe. Ici on se référe
aux livres [11, 17, 21, 24]. Pour obtenir des exemples de modeéles dans un corps de nombres algé-
briques, on a besoin de rappeller d’abord les concepts d’entier algébrique, de polyndéme minimal

ainsi que ceux de conjugué, de trace et de norme d’'un nombre algébrique.

Définition 1.2.1. Soient K et L deux corps tels que K C L. Alors on dit que L est une

extension de K, et on écrit : L/ K.
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Exemple 1.2.1.

1. Le corps des nombres complexes C est une extension de R.
2. C est une extension du corps des rationnels Q.

3. R est une extension de Q.
Il est clair que si L est une extension de K, alors L est un espace vectoriel sur K.

Définition 1.2.2. Soit LK une extension. La dimension de L comme espace vectoriel sur

K s’appelle degré de Uextension, et est notée [L: K|. Si [L: K] est fini, on dit que l’extension

est finie.

Exemple 1.2.2.

1. C est une extension finie de R de degré 2, car {1,4}, ot i = —1, est une base de C sur R.

2. Si F est une extension finie de L et L est une extension finie de K, alors il est facile de

vérifier que E est une extension finie de K. Dans ce cas on a la relation bien connue,

[E:K|=[E:L|[L:K].

Dans ce qui suit les corps considérés sont contenues dans C, et on rappelle que le corps C
est intégralement clos, c’est a dire que tout polynome a coefficients complexes admet toutes ses

racines dans C. En particulier, si K est une extension finie de Q, alors K est dit corps de nombres.

Définition 1.2.3. On dit qu’un élément o de C est un nombre algébrique, s’il existe un

polynome unitaire P = P(z) € Q[z] tel que P(a) = 0. Si de plus P € Z[z], alors « est dit
entier algébrique.

On dit que Uextension L,/ Q est algébrique, si tout élément o de L est algébrique.

Exemple 1.2.3.

1. Le nombre a = v/2 est un entier algébrique car « est racine du polynoéme z2? — 2.

2. Il est bien connu que le nombre 7 = 3.14... n’est pas algébrique.
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3. Si a € Q, alors « est racine du polynéme x — «, et est dont algébrique. En particulier si

«a € Z, alors a est un entier algébrique.

4. 11 est bien connu que toute extension finie de QQ est algébrique. Par exemple I’extension

Q(v/2) /Q est de degré 2, et est donc algébrique.

Soit a € C. Comme I'anneau Q|z] est euclidien, 'ensemble I = {P € Qz|, P(«) = 0} est
un idéal principal de Q[z]. De la définition ci-dessus I est réduit & {0} si o n’est pas algébrique.
Lorsque « est algébrique, l'idéal I admet un générateur, noté M,. On peux aussi supposer
que M, est unitaire. Dans ce cas le polynome M, est irréductible dans Q[z] et est unique; ce
polynome s’appelle polynéme minimal de o. En d’autres termes M, est le seul polynéme unitaire

a coefficients rationnels, de degré minimal, ayant o pour racine.

Définition 1.2.4. Soit « un nombre algébrique. Alors les racines du polynéme minimal de

a, noté M,, sont dits conjugués de c. Le degré de o est le degré de son polynéme minimal.

Si o un nombre algébrique de degré d, alors o admet exactement d conjugués, car son poly-
nome minimal n’admet pas de racines doubles (il est irréductible). Dans ce cas le corps Q(a),
qui est l'intersection de tous les sous-corps de C contenant «, est de degré d, c’est a dire que,
[Q(a) : Q] = d. 1 est facile de voir, par exemple, que 'ensemble {1,a,...,a? '} est une base du
Q-espace vectoriel Q(a).

Soit K un corps de nombres de degré d. Alors tout homomorphisme d’anneau de K dans
C, non-nul est injectif et laisse invariant les nombres rationnels. Un tel homomorphisme est dit
plongement de K dans C. Rappelons qu’il existe exactement d plongements de K dans C.

11 s’ensuit lorsque K = Q(a), ott @ un nombre algébrique de degré d, que les d plongements
o1,...,04, de K dans C transforment « en ses conjugués. De plus, si § € K, alors les conjugués

de [ sont parmis les nombres o1(3), ..., 04(3), chacun d’eux étant répété d/[Q(«) : Q] fois.

Définition 1.2.5. Soit K un corps de nombres de degré d. Soient o1, ...,04, les différents
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plongements de K dans C. Alors, le discriminant de l’élément (xq,...,x4) € K@ est la quantité
disc(ry, ..., 14) = det[o;(xg)]?,

ou (j,k) € {1,...,d}?, i. e., le carré du déterminant de la matrice ayant o;(zy) a la j-iéme ligne

et k-ieme colonne.

11 s’ensuit immédiatement que disc(xy, ..., xq4) # 0 si et seulement si x1, ..., 24 sont Q-linéairement

indépendants, c.-a-d., qu’ils forment une base pour K sur Q.

Avec la notation de la définition 1.2.5, il est bien connu que les entiers algébriques de K
forment un sous-anneau de K, noté Zg, appellé anneau des entiers de K. De plus Zx est un
groupe libre engendré par d éléments, c.-a-d., qu’il existe (8, ..., 34) € Z% tel que tout élément

de Zk, s’écrit d’'une maniére unique sous la forme
mlﬁl‘i‘"“i_mdﬁd, m] € Z

La base {34, ..., 84}, qui est aussi une base de K sur Q, est dite base entiére de K.
La propriete fondamentale des bases entiéres de K est qu’elles possédent le méme discrimi-

nant : c’est un invariant du corps.

Définition 1.2.6. Le discriminant d’un corps de nombres K, noté disc(K), est le discri-

minant de 'une de ses bases entieres.

Définition 1.2.7. Soit K un corps de nombres de degré d. Soient o1, ...,04, les différents

plongements de K dans C. Alors, la trace (resp., la norme) d’un élément x € K est la somme
d d

Tr(z) = Zaj(:ﬁ) € Q (resp., le produit Norm(z) = Haj(:v) € Q). En particulier, si v € Zg
j=1 j=1

alors Tr(x) € Z, Norm(x) € Z, et x est dit unité lorsque Norm(x) = £1.

1l s’ensuit de la formule bien connue

disc(xy, ..., xq) = det[Tr(x;zk)],
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que disc(K) est un entier rationnel.

1.3 Sur ’ensemble des nombres de Pisot.

Les nombres de Pisot et de Salem sont des entiers algébriques réels riches en propriétés
arithmétiques, ce qui explique leur apparition dans plusieurs domaines des mathématiques. Ces
nombres étaient étudiés pendant une période qui dépasse un demi-siécle. Les preuves de la majeur
partie des résultats énoncés dans ce paragraphe se trouvent dans [3, 19, 20].

Beaucoups des résultats sont connus sur I’ensemble, usuellement noté S, des nombres de Pisot.
Citons quelques uns : Un algorithme a été introduit par Dufresnoy et Pisot pour déterminer les
éléments de SN|1, 1.6183[ [6], et cet algorithme a été généralisé par D. W. Boyd [4] pour trouver
les nombres de Pisot dans certains intervalles. Salem avait montré que 1’ensemble S est fermé
pour la topologie usuelle de R [20]. Les points limites de S inférieurs a 2 peuvent étre déterminés
explicitement [1]. Rappelons également une caractérisation des nombres de Pisot, die a C. Pisot
[19] et qui dit pour q'un nombre réel § > 1, soit un élément de S il faut et il suffit qu'il existe
un réel non nul ¢ et une suite d’entiers rationnels (pg)r>1 tels que Zk>o(t9k — pr)? < co. Une
autre caractérisation des nombres de Pisot, parmis les nombres algébriaues [19], dit aussi pour
q'un nombre algébrique réel § > 1, soit un nombre de Pisot il faut et il suffit qu’il existe un réel
non nul ¢ et une suite d’entiers rationnels (pg)r>1 tels que limk_,oo(tt?k —pr) =0.

Comme précédemment, le polyndme minimal, le degré et les conjugués d’un nombre algébrique

sont considérés sur le corps Q.

Définition 1.3.1. Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel plus grand que 1, dont

les conjugués autres que lui méme sont de modules inférieur a 1.

Exemple 1.3.1.

1. Tout entier rationnel plus grand que 1 est un nombre de Pisot.

1+v5

2. Le nombre ~5%> est un nombre de Pisot de degré 2, car son polynéme minimal admet une

autre racine (qui est %5) de module < 1.
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Pour montrer, d’'une maniére simple, qu’il existe des nombres de Pisot de degré arbitrairement

grand, rappelons les deux résultats connus qui suivent :

Proposition 1.3.1. Soit P un polynome unitaire, & coefficients entiers rationnels, possédant

une seule racine réelle 0 plus grande que 1, et les autres racines de module strictement inférieur

a 1. Alors P (z) = 2°My(x), ou s € N* et §€S.

Preuve. Comme P (x) € Zz] et P(0) = 0, alors 0 est un entier algébrique et il existe
P, € Z[x] tel que P = MyP,. De plus P, est unitaire, car les polynomes P et M, le sont, et
admet toutes ses racines a 'intérieur du disque unité. Par suite le produit des racines de P; est

nul car il est de module strictement inférieur a 1; d’ou P; () = z°. =

Pour montrer I'assertion qui suit, rapellons un corollaire du théoréme de Rouché, vrai pour

des fonctions analytiques au lieu des polynémes.

Lemme 1.3.1. Si f et g sont deuzx polynomes tels que |f (2)] > |g(z)| sur le cercle

|z| = p, o p > 0, alors le polynéme f+ g admet le méme nombre de racines que f dans le

disque ouvert |z| < p.

Pour la preuve de ce lemme on peut consulter un livre d’analyse complexe élémentaire.

Proposition 1.3.2. Soit P un polynéme a coefficients entiers rationnels, tel que P (r) =

2V 12" 4t ag, ag # 0, et
|an—1| > 14 |apn—a| + ...+ |a1]| + |aol -

Alors P posséde une unique racine 0 dans |z| > 1 et ses autres racines sont de module < 1.

Ainsi +60 est un nombre de Pisot.

Preuve. On a les relations suivantes, pour |z| = 1,

Mt 22"+ Ltz ag| <1+ Jap_a| 4 .+ |ao| < |an-12"t = |an_1]. (1.4)
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D’aprés le lemme ci-haut, le polynome P posséde dans |z| < 1, le méme nombre de zéros que
an_12""1, soit n —1. Comme P n’a pas de racines sur |z| = 1, a cause de l'inégalité stricte dans
(1.4), il admet donc une seule racine § dans |z| > 1 et qui est réelle, car sinon par conjugaison
complexe on obtient deux racines. Comme ay # 0, de la proposition 1-3-1 , on déduit que 6§ ou

bien —0 est un nombre de Pisot. m

Ce corollaire appliqué par exemple au polyndéme P (z) = 2" — 3z""! + 1, o n > 2, montre
que P est le polynéme minimal d’un réel 6 tel que +6 est un nombre de Pisot. De plus, comme
P(1)=—-1<0et0< P(3) =1, 0 est un nombre de Pisot de degré n. On déduit alors le résultat

suivant :

Corollaire 1.3.1. Pour tout d € N*, il existe un nombre de Pisot de degré d.

Preuve. D’apres exemple 1.3.1, tout 6 € N* — {1} est un nombre de Pisot de degré
d=1.Pour d> 2, et d’apres le calcul ci-dessus il existe toujours un nombre de Pisot de degré

d.r]

On remarque que la somme et le produit des nombres de Pisot n’est pas toujour un nombre
de Pisot, par exemple : (1 ++/5)/2+ (14 /5)/2 = 2(1 +/5)/2 = 1 ++/5 ¢ S. Toutefois on la
propriété suivante :

Proposition 1.3.3. Soit 6 un nombre de Pisot de degré d, alors 6" est aussi un nombre

de Pisot de degré d.

Preuve. Il est clair que Q(6") C Q(#), et si 0 =0y, 0s,..., 0; sont des conjugués
de 0, alorsil existe d plongements oy, 0g,..., 04, de Q(f) dans C tels que o;(0) = 0;
V i€ {l,..,d} . Donc o;(0") = 0! et les conjugués de 6" sont parmis les nombres 67,

05, ...,0,. Supposons que 6" soit de degré d’. Alors d’ aprés la relation

[Q(0): Q = [Q(0) - Q)] [Q(0") : QI
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ona d=md, oum € N, et donc chaque conjugué de 0" est répété m fois dans I'ensemble
{07,05,...,05}. Comme 6" > 1, et |6]] < 1 pour tout ¢ > 2, on obtient m = 1 et d = d’. Ainsi

0" est aussi un nombre de Pisot de degré d. m

Une autre classe remarquable d’entiers algébriques, notée T, et qui a des liens avec ’ensemble

S, est la classe des nombres de Salem.

Définition 1.3.2. Un nombre de Salem est un entier algébrique réel plus grand que 1, dont
les autres conjugués sont de module inférieur ou égal a 1, avec au moins un conjugué de module

1.

Soient M., le polynome minimal d’un nombre de Salem 7, et soit M’ (z) = 2" M. (1/z)
le polyndome réciproque de M,. Si « une racine de module 1 de P, alors @ = 1/a est
également racine des deux polynomes M, et M*. Par suite, M, et M* ont une racine
commune et comme M, est unitaire et irréductible, alors M, = AM*, M, (0)=Xet 1=\
M.(0); do A =1. Si A = —1, alors £1 est racine de M,, et cela conduita une
contradiction puisque M, est irréductible. Par conséquent, X\ =1et M, = M’. De plusle

degré de M, est un entier pair au moins égal & 4. On résume cela dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.4. Le polynéme minimal d’un nombre de Salem T est réciproque et est de

degré > 4. De plus, T posséde un seul conjugué de module inférieur a 1, qui est son inverse,

et ses autres conjugués sont tous de module 1.

Preuve. La premiére partie de la proposition résulte du calcul précédent. Si « est racine
de M, alors 1/« est aussi racine de M., car il estréciproque. Ainsi 1/7 est le seul conjugué de
7 ayant un module < 1, car 7 n’admet pas d’autres conjugués, autre que lui méme de module

>1. m

Contrairement a ’ensemble des nombres de Pisot, qui satisfait minS = 1.3247... [25], on ne
sait pas s’il y a un plus petit nombre de Salem. Plus précisément on ne sait pas, si I’égalité inf T =

1 a lieu ou non. Ce dernier probléme avait été posé, en 1933, par D. H. Lehmer [10]. Le polynome
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minimal du plus petit nombre de Salem connu est : X104+ X% - X7 X6 X% X4 X34 X +1,
ce nombre vaut approximativement 1,1762... [3]. La plupart des exemples de nombres de Salem
sont fournis par la célébre construction de Salem, qui dit que tout nombre de Pisot est limite
d’une suite de nombres de Salem [20]. La question si 'ensemble dérivé de T est réduit a S, reste
ouverte. Rappelons finallement une caractérisation des nombres de Pisot et des nombres de Salem
parmis les nombres algébriques (dont on aura besoin dans le dernier chapitre) [19], dit pour q’un
nombre algébrique réel § > 1, soit un nombre de Pisot ou bien un nombre de Salem, il faut et il
suffit que pour tout £ > 0 il existe un réel non nul ¢ et une suite d’entiers rationnels (py)g>1 tels

que ‘t@k —pk} <e, Vk>0.
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1- Dualité de Pontryagin.
2- Modéles dans un g.t.a.l.c.

3- Ensembles harmonieux.
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Chapitre 2. Ensembles harmonieux

Le but de ce chapitre est de définir des modeéles et des ensembles harmonieux dans un contexte
général, c.-a-d., dans des g. t. a. 1. c., et des ensembles de Meyer dans les espaces euclidiens R".
Le présent chapitre, comme celui qui ’a précédé, se compose aussi de trois paragraphes. Dans
la premiére partie on donne une bréve déscription de la théorie de Pontryagin, et on énonce en
particulier le théoréme de la dualité de Pontryagin. Ensuite, on définit les modeéles a partir des
schémas coupe-et-projection, et on en déduit qu'un modeéle est un ensemble de Delone. Enfin,
dans le dernier paragraphe, on considére quelques propriétés des ensembles de Meyer dans les

groupes R", et on montre en particulier d’'un modele de R” est un ensemble de Meyer.

2.1 Dualité de Pontryagin.

Le but de cette partie est d’énoncer les déduts d’une théorie importantes des g.t.a.l.c. :
la dualité de Pontryagin. Nous commoncerons par définir les caractéres d’un groupe abélien
localement compact, le groupe dual et la topologie "usuelle” du groupe dual qui le rend aussi un
g.t.a.l. c., et ensuite on énoncera un des résultats de Pontryagin. La majeure partie des résultats

de cette partie se trouve dans les livres [5, 12, 15, 23, 26, 30] et les articles [14, 16, 28, 29].

Définition 2.1.1. Un caractére d’un groupe G est un homomorphisme de G dans le groupe

U(l)={zeC||z| =1}.

Remarque. Dans certains livres, un caractére de G est défini comme étant un homomor-
phisme de G dans le groupe R/Z. La surjection canonique 7 : R — R/Z, x+—— o+ 7Z est
un caractére de R. Rappellons que U (1) est un sous-groupe topologique du groupe topologique
C*, et qu'il existe un morphisme bijectif entre les groupes U (1) et R/Z. Notons aussi qu'un

cacactére n’est pas nécessairement continue.

Définition 2.1.2. Soient x et ¥ deux caractéres d’un g.t.a.l.c. G, alors le caractére produit

de x et 1, noté xi, est défini par la relation
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pour tout x € G.

Proposition 2.1.1. Muni du produit défini ci-dessus, l’ensemble des caractéres de G, noté

~

Gaig, est un groupe abélien. De plus, les caractéres continues de G forment un sous groupe de

éalg, noté G et appellé groupe dual de G.

Preuve. Il est clair que Vz,y € G on a

XV (@ +y)=x@+y)Y(@+y) =x) x@Y (@) Py =x0 (@) xy(y),

et par suite 1 est bien un caractére de G (et la définition 2.1.2 est cohérente). Un simple calcul
permet de vérifier que ce produit est commutatif, associatif, et que le caractére trivial I, qui a
tout élément x de GG associe 1, est ’élément neutre pour ce produit. De plus I'inverse de tout
caractére x et le caratére qui a tout x associe le conjugué complexe de x (x). Ainsi @alg est un
groupe abélien.

Il est clair que I’application constante I est contiue, et donc I € G. Comme le produit de
deux applications continues de GG dans C, est continue, on voit que G est stable pour le produit.
De plus comme la conjugaison complexe est continue de C dans C, et la composée de deux
applications continues dans des espaces quelconques est continue, on déduit que l'inverse d’un

caractére continue est aussi un caractére continue. Donc GG est un sous groupe de G, Ig- B

Remarque. Il est important de signaler qu’on a utilisé la notation multiplicative pour le
groupe dual malgré que c’est un groupe abélien. Si le groupe G est muni de sa topologie discréte,
alors tout caractére de GG est continue, et donc Galg est le groupe dual de G. En d’autres termes

Galg est aussi un groupe dual. Dans ce cas on utilisera la notation Gy = Gg et G = Gg.

Exemple 2.1.1. Le groupe R" est isomorphe a son groupe dual R". Pour prouver cela,

montrons d’abord qu'un caractére continu de R" est de la forme

2w <u,x>

Xy (z) =¢ ,
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ou u = (uy,...,u,) est fixé dans R", X = (z1,....,2,) € R", et < u, X >= wyz1 + - - +u,z,. En
effet, il est clair dans ce cas que |y, (z)] = 1, x, (v +y) = e?T<wITY> = i2r<ur>pi2r<uy> —
Xu () X, (y) et donc x, est un caractére. De plus, si Xy = (Xug, ..., Xnk)>; est une suite de
R™ convergeant vers (z1, ..., x,) = X, alors chaque composante X;; converge vers la composante
correspondante X; ; donc limy_,oo < u, Xz >=< 4, X >, limj_,o 27<%X6> = lim,_, o, e27<X>

et x, est continu. Ainsi, on peut définir une correspendance f de R™ dans son groupe dual @L,

définie par

f(u) =X,

Il est clair que si u,v € R", alors on a, Vo € R, y,, (z) = e?r<(utv)e> = ei2r<ua> gidn<va>

= Xu (I) Xv (‘T) ) C'_a'dw que Xu+v = XuXv et

Vu,v € R" : f(u+v) = f(u)+ f(v).

Soit u = (u1,...,u,) € ker f, alors pour tout x € R™ on a ¢?"<“*> = 1. Si I'on choisit z =

(0, ..,0,52,0, ..., O) lorsque u; # 0, alors les relations suivantes : x,, (¢) = ei%(;fi) =™ = —1,

 2u;?

contredisent la derniére égalité. Ainsi, ker f = {0} et f est un isomorphisme de groupes, puisque

f est surjective par hypoyheése.

On peut munir le groupe dual G d'un g.t.a.l.c. G de plusieurs topologies qui le rendent aussi
un g.t.a.l.c., mais la topologie la plus courante (la topologie usuelle) est celle de la convergence
uniforme sur les compacts de G. Cette topologie est aussi dite topologie des ouverts-compacts

(voir [13], [14]) et est définie comme suit :

Définition 2.1.3. Soit G un g.t.a.l.c. et soit (X, )n>1 une suite de caractéres de G. On dit

que la suite (X, )n>1 converge vers le caractére x de G, si pour tout € > 0 et pour tout compact
K de G, il existe N € N dépendant de ¢ et de K, tels que |x,(z) — x(z)] < e, Vo € K et
Vn > N.

Un moyen rapide (équivalent & la définition 2.1.3) pour définir la topologie de G est comme
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suit : Pour tout € > 0 et pour tout compact K de G, soit
N(K,e) ={x € G| |x(K) -1 <&},

c.-a-d., I'’ensemble des caractéres qui envoient le compact K en un intervalle ouvert centré en 1
(la notation |y (K) — 1| < e veut dire |x(x) — 1| < e, Vo € K). Il est clair que I(K) =1 et donc
I € N(K,¢). En fait, I’ensemble de tels N (K, ¢) est une base des ouverts en I, et par suite les
translatés ¢ N (K, e) par ¢ des N(K,¢), on ¢ € @, forment une base des ouverts en ).

En fait 'un des intérets de cette topologie est qu’elle permet une correspendance entre le
groupe G est le groupe dual 5 de son groupe dual G , de la maniére suivante :

Pour tout g € G fixé, on définit un caractére de son groupe dual, qui a tout élément g € G fait
associer x(g). En d’autres termes on a défini une application de G-U (1), telle que x — x(9g).
Il est clair que cette application est un caractére de (A}’, puisque x¥(g) = x(g9)¥(g), et de plus si
le groupe G est muni da la toplogie usuelle, ce caractére est continue (pour plus de détails sur

ce sujet voir [14]). Ainsi on a défini une application

ou 5()() = x(g). 1l est facile de vérifier que D est un homomorphisme injectif. En fait par la

théorie de dualité de Pontryagin, cette application est continue et bijective :

Proposition 2.1.2. (Pontryagin) Avec la notation ci-dessus on a les propriétés suivantes.

(i) Les groupes topologiques G et EA} sont isomorphes.

(i) G est discret si et seulement si G est compact.

(i1i) Soient G et Gy sont deux g.t.a.l.c. et f est un homomorphisme continu de G dans G.
Alors, Uapplication [ : G — G, définie par f(x)(z) = x(f()), V& € Gy, est un homomorphisme
continu. De plus, on a les relations suivantes :

1)- f(G) est dense dans G; < f est injective,

2)- f( C/J\l) est dense dans G < f est injective,

3)- si on identifie les groupes isomorphes G et 5, et Gy et 51 alors f = }A
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La preuve de cette proposition sort de notre contexte. Le lecteur interessé est dirigé vers les

références [5,16).

Corollaire 2.1.1. Awvec la notation ci-dessus on a l’équivalence : G est compact < G est

discret.

Preuve. Du (ii), on voit que G est discret si et seulement si G est compact, et comme G et

G sont isomorphes, on déduit le résultat voulu. m

Une autre conséquence importante de ce résultat de Pontryagin est la compactification de
Bohr d'un g.t.a.l.c. G : Comme on ’a déja signalé, si 'on note G4 le groupe G muni de sa

topologie discréte, alors 'identité ¢ : G4 — G, x — x, est un homomorphisme continu et injectif.

Corollaire 2.1.2. Le groupe @’alg est compact, et G est un sous groupe dense de @alg.
Preuve. Avec la notation ci-dessus, il s’ensuit de la Proposition 2.1.2 (ii) et (iii) respecti-
vement, que @alg est compact, et que Pi=i:G — C/'-ri{ = @alg, et G est dense dans é’alg.

Exemple 2.1.2. On a déja vu que l'application f : R — ]1/%’\1, définie dans 'exemple 2.1.1,

est un isomorphisme de groupes. En fait, si le groupe dual R" est muni de sa topologie usuelle,
cette application est continue et ouverte, c.-a-d., que f~! est aussi continue. En conclusion, dans

ce cas particulier I'isomorphisme de groupes topologiques entre R" et Rn (obtenu aussi par la

proposition 2.1.2) est aussi ouvert.

2.2 Modéles dans un g.t.a.l.c.

Pour définir un modele dans un g. t. a. 1. c. on va d’abord introduire la notion de schéma
coupe-et-projection ainsi quelques unes de ses propriétés. Pour plus de détails sur ce sujet le

lecteur interessé est dirigé au livre de Meyer [15] ainsi qu’aux articles [16] et [29].
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Définition 2.2.1. Un shéma coupe-et-projection, est un triplet (Gy,Ga, D), ot Gy, Gy sont

deux g. t. a. l. c., et D est un réseau de G1 X G tel que les deux conditions suivantes soient
satisfaites :
(i) La restriction a D de la premiére projection p; : G1 X Gy — G4
(y1,y2) — y1  est injective.
(i1) L’image de D par la deuziéme projection ps : G1 X Gg — Go

(y1,92) — Yo est dense dans Gbs.

Remarque. La condition (i) de la définition 1 est équivalente & 1’égalité suivante :

DN ({0} x G2) ={(0,0)}. (2.1)

En effet, supposons la condition (i) satisfaite et soit (g1,¢2) € D N ({0} x G3). Alors g; = 0,
et comme (0,0) € DN ({0} x G2) = p1(91,92) = p1(0,0) = (91,92) = (0,0). Inversement
supposons (2.1) vérifiée, alors si (g1, g2), (gll, g;) sont deux éléments de D tel que p; (g1, 92) =
p1 (g1, 95) alors g1 = gy = g1 — gy = 0 donc (g1 — g7, 92 — g5) € DN ({0} x Go) = go— g = 0 =

go = g; et par suite p; est injective.

Exemple 2.2.1. (R, {0},Z x {0}) est un schéma coupe et projection.

En effet, il est clair que R et {0} sont des deux groupes topologiques abéliens localement
compacts et que D = Z x {0} est un sous groupe de R x {0} . Comme [0, 1] x {0} est un compact
(c’est un produit des compcats) et Zx{0}+([0,1]x{0}) = Rx {0}, on voit que D est relativement
dense. Le produit de deux espaces discrets étant discret, on déduit que le groupe Zx {0} est discret
et par suite d’aprés la proposition 1.1.3, le groupe Z x {0} est uniformément discret. Ainsi D est
un réseau et (R, {0} ,Zx{0}) est un shéma coupe-et-projection, car Zx{0}N{0} x{0} = {(0,0)}
et po(Z x {0}) = {0} est dense dans {0} .

On verra plus loin d’autres schémas coupe-et-projection, en lien avec des corps de nombres.

Définition 2.2.2. Soit M une partie non vide d’un groupe topologique G;. Alors on dit que

M est un modele de Gy, s'il existe un schéma coupe-et-projection (G1, Gy, D) et une partie
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de G5 qui soit relativement compact, c.-a-d., dont I’adhérence  est un compact de G5, et dont
I'intérieur €2 est non vide, telle que :
M={pi(d) | d€D et pa(d) €Q}.
Dans ce cas ’ensemble €2 s’appelle fenétre du modele M.
Exemple 2.2.2. Si 'on considére le schéma coupe-et-projection défini dans I’exemple précé-

dent, on obtient que Z est un modele. En effet, on a p;(d,0) = d, Vd € Z, p2(Z x {0}) = {0} et
si on pose 2 = {0} alors Q = {0} est un compact, Q= {0} et

M={p(d) |deZx{0} et ps(d) =0} =1{d | deZ}="L.

Il est parfoit util d’exprimer les définitions précédentes par le shéma suivant :

G1£G1XG2£G2

p1=P1|p P2
D1 — D—>D2

-~

U

U -1
M p=p20p; 0

On peut aussi définir 'ensemble M comme suit :

M ={yeD: |ply) €},

ot pyop;! =pet Dy = pi(D). En effet, si I'on pose p; (d) = y, alors d = p;* (y) et py (d) € Q
(car y € M)—= ps (101_1 (y)) € Q donc p(y) € Q

La proposition suivante est une propriété des schémas coupe-et-projection qui nous sera utile

par la suite.
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Proposition 2.2.1. Soit (G1, G2, D) un schéma coupe-et-projection, et soit U un ouvert

non vide de Go. Alors il existe un compact K de Gy tel que G1 X Go = D + (K x U).

Preuve. Comme D est relativement dense, il existe un compact C' de G; x G5 tel que
Gi1xGy=D+C.Si P (C)=K;et P,(C)= K,, alors Ky est un compact de G, K5 est un
compact de Gy et C C K1 X Ky. Ainsi Gi X Go C D+ C C D+ Ky x Ky et

G1 XG2:D+(K1 XKQ). (22)

Notons qu’il existe un ouvert 6 de Gs tel que Go = Dy + 6, ot p (D) = Do est dense dans
(5. En effet, soit # un ouvert quelconque de G5 contenant 0 et soit ¢ € Go. Si g € Dy alors
g=9g+0€ Dy+0C Dy+0.8Sig¢ Dy, on considére 'ouvert g — 6, et qui contient g, puisque
0 € 0. L’ensemble g — 0 = T,(—0) est le translaté par g de I'ensemble — et ce dernier est un
ouvert, car c’est 'image de 6 par I’application ¢ de la définition 1.1.1. Comme D, est dense dans
Go,alors (g—0)NDy#¢petd deDyet Iacbtelqueg—a=d Ainsig=d+a € D +0,
d’ou

Gy = Dy +0. (2.3)

Soit maintenant U ouvert non vide de Ga et soit ug € U. Alors —uyg+ U = T_,,(U) et un
ouvert contenant 0. Il s’ensuit de (2.3) que Go = Dy + (—ug+ U), c-a-d., ¥V g € Go, 3 d € Dy
et 3u € U tel que g +up = d+ u. Comme 'application T,,, est une bijection de G2 dans Ga,

on déduit que G5 = Dy + U. Les égalités (2.2) et (2.3), impliquent Ky C Gy = Y dy +U),

2€D> (

et comme dy + U est un ouvert, et Ky est un compact, on peut extraire du recouvrement
U (d2 + U) un recouvrement fini : K5 = U (dy + U), ou Fy est une partie finie de Ds. Si

d2€D3o do€Fo

pour tout dy € Fy on choisit d € D tel que do = P5(d), et F' est 'ensemble de tels éléments,

alors

Soit
K = o (K1 —p1(d)).

Alors K compact car c¢’est une réunion finie des compacts de la forme K7 —p; (d) , et K1 —p; (d)
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est un compact car c’est le translaté par —p; (d) du compact Kj, et il suffit donc de prouver
I'inclusion G7 X Go C D + (K x U), puisque U'inclusion inverse est évidente. Soit x € G1 X G.
D’aprés la relation (2.2), 3d’ € D tel que x — d' € K; x Ky et par suite p; (x — d') € K; et
pa(x—d') € Ky. Il sensuit de (2.4) : 3d € F, Ju € U tels que pa (x — d') = pa (d) + u et

pp(x—d —d)=ueUl. (2.5)

D’autre part comme p; (z — d’) € K7, alors

px—d —d)y=p(x—d)—p(d) € K, (2.6)

et des relations (2.5) et (2.6) on déduit que v — (d' +d) € K x U et € D + (K x U), puisque
(d+d)eD. Ainsi Gy x Go =D+ (K xU). =

Proposition 2.2.2. Un modéle est un ensemble de Delone.

Preuve. Avec la notation de la définition 2.1.2, soit (G1, G, D) le schéma coupe-et-projection
associé au modeéle M. Pour montrer que M est uniformément discret, on se restreindra, au cas
qui nous interesse par la suite, c’est-a-dire, lorsque G; = R”, ott & € N*. De maniére identique on
montre le résultat dans cas général (pour d’autres généralisations de ce résultat voir [10]). Soit
donc M un modele de R*. On va montrer qu'il existe ro > 0 tel que B (0,79) N (M — M) = {0},
c’est-a-dire,

Ve, yeM, ||lz—y|| <ro=z=y. (2.7)

Sizetye M, alors z,y € D; = p; (D) et donc

r—1y € Dy, (2.8)

car D; est un sous groupe de R*¥. Comme p est un homomorphisme de groupes surjectif, on a
plx—y)=p) —py),etalorsp(z—y) € X—Q C Q—Q, car p(z) et p(y) € Q. Posons
C =Q— Q. Alors, C est un compact de Go, puisqu’il est image par ’application continue

p:Gyx Gy — Gy (2,y) — x—1y, du compact Q x Q (le produit de compacts est un compact).
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D’autre part (z —y,p(x —y)) € D, carpy (z —y,p (z —y)) =z —y € Dy d’apres (2.8) et

pz—yp (x—y)=plr—y) €Q-QC D,

donc x —y € D. Posons maintenant K, = B (0,7) x C. Alors K, est un compact de G; x Ga,
etsidr >0, (z,y) € B(0,r) alors

(x—y,p(r—y)eDnN K,.

Pour prouver (2.7) il suffit de montrer qu’il existe 7o > 0 tel que DN K,, = {(0,0)}. En effet
sixz,y € M etl|z—yl| <rg,alors (x —y,p(x—y)) € DNK,, ={(0,0)}
—r—y=0
=T =y
— B(0,79) N (M — M) ={0}.
Supposons au contraire que Vr > 0, DN K, # {0}. Alors, pour r = 1 = 1, I (v, 5,) #

(0,0) € DN K; tel que K3 = B(0,1) x C. Notons que (ai1,5;) # (0,0) = a3 # 0 (si

lleal

oy = 0 alors 3; = 0 car p surjectif). Ainsi, ||a;]| > 0 et on choisit ensuite r = ry, = *5

Par hypothese, 3 (a9, 3,) # (0,0) € DN K,,, et de la méme maniére on obtient ay # 0,
ay € B(0,12) = |zl <72 = |laa]| /2 = |laz|| < [lon]| = (a1, 5,) # (a2,5,). Ensuite on
choisit 7 = r3 = ||ae|| /2, d’ou 3 (a3, 55) # (0,0) € DN K,,, avec

az 70, ag € B(0,73) = [lasl| <75 = [las]| /2 < [[az];

donc on a

0 < Jlasll < llazfl < flaal-

Par induction on obtient une suite d’éléments distincts («,, 3,,) € DN K, C K;. Comme K; est
fermé (K est un compact dans 'espace séparé G x Gs), on peut extraire de la suite (a,, 3,,),
une sous suite, notée de méme fagon, qui converge vers («, ) € K;. D’autre part, («, 5) € D, car
D est fermé d’apres la proposition 1.1.3, et donc (a, 8) € D N Kj. 1l s’ensuit que Yv € V (o, 5) ,
AN |Vn > N, (an, 8,,) € v,ouV («, B) est 'ensemble des voisinages de (o, ), et v = («, 5) +u
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onu € V(0,0) = (w,—a,B,—pF) € u. Dautre part (a,,5,) € D et (o,f) € D —

(an, —a, B, — ) € D et par suite Yu € V (0,0), IN | VYn > N : (o, —a, 8, — ) € D Nu.

Mais, comme D est uniformément discret on a D Nu = {0} et cela conduit a une contradiction ;

donc M est uniformément discret.

Pour compléter la preuve, il reste a montrer que M est relativement dense. Pour cela posons
U= —(OI, ol 592 désigne l'intérieur de la fenétre €2 associée au modéle M. Comme u est un ouvert
non vide de (G5, alors d’aprés la proposition 2.1.1, 3 K compact de G; tel que G; x Gy =
D + (K xu). Soit z € Gy. Alors (z,0) €G1XG2:>EIw6502,EIkEKetEIdED tels
que (z,0)=d+ (k,—w) =2 =p1(d)+k et 0=psy(d)—w. Comme p;(d) e M,ImeM
telquepy(d)=m=zx=m+keM+K = G, C M +K, c-a-d., que M est relativement

dense et ainsi M est un ensemble de Delone. m

2.3 Ensembles harmonieux.

Soit G un g.t.a.l.c. et soit < A > le sous groupe de GG, engendré par la partie non vide A de

G. Tout caractére x de < A >, est dit caractére de A.

Définition 2.3.1. Une partie A d’un g.t.a.l.c. G, est dite harmonieuse, si pour tout caractére

X de A et pour tout € > 0, il existe un caractére continu x, de A tel que

IX(7) = xo(@)] <,

pour tout x € A.

Il est bien évident que la restriction, a < A >, de tout caractére de G est un caractére de A.
La réciproque de ce résultat est aussi vraie d’aprés un résultat de Rudin (voir [5]), c.-a-d., que

tout caractere d’un sous groupe H de G est la restriction d’un caractére de G. 1l s’ensuit qu'une
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partie A de G est harmonieuse, si pour tout caractére x de G et pour tout € > 0, il existe un
caractére continu x, de G tel que |x(z) — x,(z)| < €, pour tout x € A.
On déduit immédiatement que si A est harmonieuse, il en est de méme pour —A, A £ A, et

toute sous partie de A.

Exemple 2.3.1. Toute partie finie A d’un g.t.a.l.c G est harmonieuse. En effet, d’aprés le

corollaire 2.1.2, on sait que G est dense de @a 1g, €t comme les compacts de G4 sont les ensembles

finis, on déduit alors que V x € @alg, Ve > 0, VK compact (=fini) de G = G4, Ix, € @, tel que

IX(7) = xo(@)] <,

pour tout x € K.

Notons aussi qu’on a déja vu, dans ’exemple 2.1.1, que les caractéres continues de R", sont
de la forme y,(z) = €?™<“*> ou u € R". La définition suivante est donc une précision de la

définition 2.3.1.

Définition 2.3.2. Une partie A de R", est dite harmonieuse, si pour tout caractére x de A

et pour tout € > 0, il existe u € R", tel que

2 <u,xr>

|X(m) —e <&,

pour tout v € A.

Pour € > 0, et A C R", on note
VE(A) = {x € Ry | [x(2) — 1] < &, Vo € A}

Alors, de I'exemple 2.3.1 on déduit I’équivalence : A est harmonieuse < ]1/{7‘(1 g = ]I/@.VE(A).
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Le résultat suivant est dit & Y. Meyer [14] :

Proposition 2.3.1. Tout modéle de R™ est un ensemble harmonieux.

Pour prouver cette proposition on va utiliser un résultat de Rudin (pour plus des détails voir
[16]). Pour cela, rappelons que si H est un sous groupe fermé d’un g.t.a.l.c. G, alors le groupe

quotient G/ H muni de la topologie quotient est aussi un g.t.a.l.c., et tout élément du sous groupe
Z=ZH):= {Xe@/ (x,z) =1 pour tout = € H},

de @, dit Pannulateur de H, détermine un élément de G/H. De plus tout élément de G/H est
définit de cette maniere, et ’application restriction G- H , X — Xy quia l’élément y €
G associe sa restiction & H est un homorphisme continu dont le noyau est Z. La proposition

suivante résume quelques faits importants sur ce sujet :

Proposition 2.3.2. (Rudin [5]) Soit Z l'annulateur d’un sous groupe fermé H d’un g.t.a.l.c.

G, alors on a les propriétés suivantes :
(1)  Z est un groupe topologique isomorphe au groupe (7/?[ .
(i1)  H est Uannulateur de Z dans G.
(731) Les groupes topologiques H est G /Z sont isomorphes.
(

iv) Tout caractére x € H peut etre prolongé en un caractére de G.

Preuve. Le premier point est évident, alors que le (ii) est une conséquence du fait que Z
sépare les éléments de G/H. En échangeant les roles de H et Z, et en appliquant le (i) on obtient
le (iii), d’apres la dualité de Pontryagin. La derniére assertion est une conséquence immédiate

du (iii). m

Preuve de la proposition 2.3.1. Soit M = M (©2) un modeéle de R", ayant pour fenétre

Q. En considérant 1’application inclusion (M) — D, on obient de la proposition 2.3.2 (iv) que
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Xp et xc sont continues, rendant le diagramme suivant commutatif :

RF x H 2% U (1)
T XD

D X2 U@)
!

(M) =%

Si on dualise le schéma coupe-et-projection on obtient un autre de la forme (Rk x H, Z )

Choisissons maintenant € > 0 et considérons le voisinage ouvert
N=N@.e) = {\I/eﬁu U(z)—1| <e, Ve ﬁ}
D’apres la proposition 2.2.1 on a I’égalité
Rk/x\H:Z—l—(@xN),
et donc on peut écrire : x, = x, + (x, zn). Il s’ensuit que pour tout € M C ( M ) on ait

Xo (2) = xp (x,7%) = X, (z,27) = x. (z,27) X (x) xn (%) = x (z) X (27),
puisque x, € Z. Enfin, comme z* € Q C Q, on a
X (2) = xo (2)] = [x (2) = x (@) xn ()] = X (@) |1 = xn (@7)] = |1 = xw (27)] <&,
et par suite le modele M est harmonieux. m

Dans I’étude qui suit des ensembles de Meyer, on se restreindra, aux sous-parties de R".

Définition 2.3.3. Une partie A de R" est dite ensemble de Meyer si elle est a la fois de

Delone et harmonieuse.
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Exemple 2.3.2. Un modeéle de R" est un ensemble de Meyer. En effet, d’apres les propositions

2.2.2 et 2.3.1, on déduit que tout modele est un ensemble de Delone harmonieux, d’otu le résultat.

Proposition 2.3.3. Une partie relativement dense d’un ensemble de Meyer est un ensemble

de Meyer.

Preuve. Soient A’ partie relativement dense d’un ensemble de Meyer A. Comme A est har-
monieuse et uniformément discréte, il en est de méme pour ses sous parties. De plus, si K et K’
sont deux compacts de R" tels que A + K = R", et A’ + K’ = A alors A’ + (K’ + K) = R", et
K'+ K est un compact de R", puisque I’application + est continue de G' x G dans G (d’apres la
définition 1.1.1) et 'image d’un compact par une application continue est un compact. Ainsi, A’

est un ensemble de Delone, et est donc de Meyer. m

Corollaire 2.3.1. Une partie relativement dense d’un modéle de R™ est un ensemble de

Meyer.

Preuve. De 'exemple et de la proposition ci-dessus on déduit le résultat. m
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Application a des problémes

diophantiens

1- Des modeéles réels.
2- Une généralisation du théoréme de Kronecker.

3- Caratérisation de certaines classes d’entiers algébriques.
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On va appliquer dans ce chapitre des résultats précédement montrés, pour obtenir des carac-
térisations des nombres de Pisot et des nombres de Salem. A cette fin, on montre d’abord, dans
le premier paragraphe, quelques théorémes d’Yves Meyer, permettant la construction de modeles
réels, et cela est en liaison étroite avec I’anneau des entiers d’un corps de nombres. Ensuite on cite
une généralisation du théoréme d’approximation de Kronecker a un nombres infinies d’inégalités.
C’est d’ailleurs le point de départ de la définition originale des ensembles harmonieux réels. Enfin
on déduit, dans le dernier paragraphe, plusieurs résultats permettant de distinguer les nombres

de Pisot et des nombres de Salem parmi les nombres réels plus grand que 1.

3.1 Des modéles réels.

Les théorémes qui suivent sont diis & Y. Meyer [13, 14, 15, 22]. On convient que R° = {0},

puisque {0} est un g.t.a.l.c., et on identifie les espaces R x R™~1 et R™.

Théoréme 3.1.1. Soient 1,15, ...,1,, des formes linéaires sur R™, ot m € N*, et soit ) un

ouvert non vide et borné de R™ 1.
Supposons les trois conditions suivantes satisfaites.
(i) Les applications ly,ls, .....L, sont linéairement indépendantes.
(ii) Les coefficients de la forme linéaire 1y sont Z—linéairement indépendants.
(111) Dans l'espace vectoriel réel engendré par les applications la, ..., Ly, il n’y a pas de forme
linéaire non nulle o coefficients entiers.
Alors, 'ensemble des nombres réels ly(p), pour tout p € Z™ tels que (la (p),...,Lm (p)) € Q

est un modeéle réel, c.-a-d., contenu dans R.

Preuve. Notons d’abord et si I’on note les formes linéaires ci-dessus sous la forme suivante :

l1 (71, T2y ooy Tp) = Q1121 + Q01T + -+ + + Q1T

ln (l’hx% sy :L‘m) = Q121 + Q2 T2 + -+ QT
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ot (z1,..,2,) € R™ et les a;; € R, alors la condition (i) se traduit par le fait que la partie
{(11, ey m1) ooy (Qagmy ooy Q) } € R™ est libre. En effet, s’il existe (rq,..,7,) € R™ tel que
(71, ey ) 7# (0,...,0) et r1 (11, ooy Q1) + -+ + T (Q1my ooy @) = (0, ..., 0) alors on obtient
T11 4+ -+ + Ty, = 0 pour tout @ = 1..m , et par suite V (z1,...,2,) € R™ona > i (1o +
co Q)T = 0, cma-dy, il (T, e ) -+ Tl (21, e, ) = 0; done rily 4 - - - F
Tmlm = 0 et {l1, ..., L, } est liée. Réciproquement, s’il existe (rq,..,7,,) € R™ tel que (rq,...,7m) #
(0,...,0) et rly + -+ -+ rply, =0 alors V(xq, ..., z,,) € R™ on a (riag; + -+« + ropp@am) 1+ -+ +
(r1Qm1 + « =+ + TmQmm) Tm = 0. En affectant a (1, ..., x,,) tous les éléments de la base canonique
de R™ on obtient par les mémes calculs que la famille {(a11, ..., Q1) oy (Q1my -y Qi) T €5t lice.

[e]
Signalons aussi, comme 2 est un ouvert non vide borné que €2 = 2 # ¢, ) est contenu dans

une boule fermée B(0,7) et par suite Q C B(0,7) est un fermé borné¢ de R™1; donc © est
relativement compact.
Pour prouver que triplet (R, R™~!, D = X (Z™)) est un shéma coupe-et-projection, ou appli-

cation A est définie par la relation
Az)= (L (x),....ln(z)), VereR™

montrons d’abord que D = ) (Z™) est un réseau de R x R™"!. De sa définition, I’application
A R™ — R™, est un endomorphisme de ’espace vectoriel R, et est donc continue. Il est clair
que D est un sous-groupe de R™ puisque c’est I'image du sous-groupe Z™ de R™ par 'homo-
morphisme de groupes A. De plus, si (21, .., Z,) € ker A = A (21, .., &) = 0 =11 (21, .., ) =

v =l (r1, 0y y) = 0=

[0 5 N & ooy | T 0

At - -+ O Ton 0

et de ce qui a précédé on voit que (1, .., ) = (0, ...,0). Ainsi, Pendomorphisme X est injectif et
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par suite c¢’est un automorphisme de R™. Il s’ensuit immédiatement que D = \ (Z™) est un réseau
de R™. En effet, d’une part d’aprés ’exemple 1.1.8, il existe un compact K tel que Z™+ K = R™,
et donc

D+ MK)=MZ™) + \K) = A(Z" + K) = A(R™) = R™,

c.-a-d., D est relativement dense puisque I'image du compact K par l'application continue A
est un compact. D’autre part, si d € D alors 3k € Z™ unique tel que d = X (k); donc {d} =
A{EY) = A H 7 ({k}) est un ouvert de D, puisque {k} est un ouvert de Z™ (Z™ est discret
d’aprés Iexemple 1.1.10 et la proposition 1.1.3) et la bijection A1 de R™ est continue car elle
est aussi application linéaire. Ainsi D est discret et d’aprés la proposition 1.1.3, le groupe D est
uniformément discret. Donc D est un réseau.

Montrons maitenant que la restriction p; |p de 'homomorphisme de groupes p; a D est in-
jectif. Soit (I; (k) ,...,Lm (k) € ker (p1 |p), o0 k = (k1, ..., ky) € Z™. Alors py (11 (k) , ..., L (k) =
li(k) =0= iaﬂki = 0 et donc (kq, ..., kn) = (0,...,0) puisque d’aprés la condition (ii) les
coefficients de lizslont linéairement indépendants sur Z. Ainsi k = 0, (1 (k) , ..., (k) = (0, ...,0)
et p1 |pest injective.

Pour finir la preuve il reste a vérifier que le groupe
E=py(D)={ (la(k),....0, (k) | ke Z™}

est dense dans R™1. Si I'on identifie le groupe R™ ! et le dual de son dual, dans la dualité de

2lI<z,y>

Pontryagin (z,y) — e , alors 'orthogonal de E est I’ensemble

EY={ (2o ) € R | ialy (k) + - - - + Ylon (k) € Z, Yk € Z™}.

La forme linéaire sur R™, ysls + - - - 4+ Ymlm, doit donc étre a valeurs entiéres sur Z™, et donc
daprés la condition (iii) on a yo = ... = Y = 0. Ainsi, B* = { (0,..,0)}, E* = { (0,...,0)},
E =R™ ! et F est dense dans R™!(si H est un sous groupe fermé de R”, alors H = R™ ou bien
il existe une forme linéaire [ de R" tel que I(H) C Z [13]). Il s’ensuit que I'ensemble { l1(p) |
peZ™, (Iy(p),..Lm (p)) € Q} = pi(DNpy (Q)) est un modele réel. m

20



Chapitre 3. Application a des problémes diophantiens

On peut généraliser le théoreme 3.1.1, en considérant des applications linéaires a valeurs

complexes de la maniére suivante :

Théoréme 3.1.2. Soient L, ..., L,,, des applications linéaires de R™ dans C. Supposons les

conditions suivantes satisfaites :
(1) Les applications Ly, .., L,, sont linéairement indépendantes sur C.

(17) La forme linéaire Ly satisfait Ly (R™) C R, et ses coefficients sont linéairement indépendants sur

(1ii) Dans 1 ‘espace wvectoriel réel engendré par Lo, ..., Ly, il n’existe pas de forme linéaire non
nulle a coefficients entiers.

(1v) L’ensemble {L1, ..., Ly} est stable par conjuguaison complexe.

Supposons Ly, réelle pour k € {1,..,r}, et Ly (n—r)2 est conjugué complexe de Ly, sir+1 <
k < (m+r)/2. Soit W un ouvert non vide et borné de R™™' x C™ /2 (on convient que

RO x Cm=1/2 = Cm=1/2 ¢ R™~1 x C° = R™1). Alors, | ’ensemble des nombres réels L1 (p),

pour p € Z™ tel que : (L2 (D) s Lmtry /2 (p)) e W, est un modéle réel.

Preuve. Comme I'ensemble { L, ..., L,, } est stable par conjuguaison complexe, de la condition
(iv), on voit que l’entier m—r est pair, et cela justifie 'indexation. Le résultat est une conséquence
du théoréme précédent, appliqué aux formes linéaires réelles sur R™ : (I;), (1,m} définies par
les relations : I, = Ly pour k€ {1,...,r}, puis,sir+1<k<(m+r)/2etxcR™ alors

Ly (x) 4 Lit(m—r)/2 (7)

Iy () = 5 = Re (I, (v))

et

Ly (x) — Ly (m—ry/2 ()
Lt (m—ry/2 () = ;( P2 = Tm (I ().

L’application A de R™! dans R"~ x C(™~")/2 définie par

A (22, ey Zm> = (Zg, ceey Z(m+r)/2)

ou
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Zk:Zk

si2<k<ret

Zy = 2k + 12kt (m—r)/2

lorsque r+1 < k < (m + r) /2 (dans cette preuve i désigne une racine carrée de —1), est linéaire.

De plus, comme le noyau de A est réduit a {0} et dimg R™ ' = dimg(R"~! x C™~)/2) alors A
est un isomorphisme et par suite les applications A et A~ sont des morphismes. Il s’ensuit que
I'image réciproque, par A, de 'ouvert non vide et borné W, est un ouvert non vide et borné,

disons 2, de R™!. Les conditions du théoréme 2.1.1 sont alors satisfaites et donc I’ensemble

{Li(p),p € Z™ | (L2 (p), s Limnyy2 (p)) € W} ={li(p),p € Z™ | (I (), -, lm (p)) € O} est

un modeéle réel. m

3.2 Une généralisation du théoréme de Kronecker.

En fait la définition originale des ensembles harmonieux, etait consacrée a des suites réelles,
et est une sorte d’extension du théoréeme de Kronecker. Rappelons d’abord 1'une des versions de

ce théoréme, avec la notation dans ce chapitre ||z|| = mingez | — k|, pour tout = € R.

Soient A1, ..., \n, n nombres réels linéairement indépendants sur Q. Alors, pour tout € > 0

et pour toute suite x1,...,x,, de nombres réels, les inéqgalités diophantiennes
[tA; — 2| <e, 1<j<n

ont une solution t € R.

Ce dernier théoréme peut étre reformuler de la fagon qui suit, avec la notation |||&||| =

min{|z| | h(z) =&, © € R}, ou & € R/Z, et h désigne I'homorphisme canonique de R dans R/Z.

Proposition 3.2.1. Soient A\, ..., \,, T1, ..., T,, 2n nombres réels. Alors, les trois propositions

suivantes sont équivalentes.
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(a) Pour tout € > 0, il existe t € R tel que ||tA; — z;|| < e, Vj € {1,...,n}.

(b) Pour toute suite d’entiers rationnels pi,...,pn, on @ : p1tA1+ -+ puAy =0 = prory1 + - -
-+ ppx, € 7.

(c) Soit H le sous-groupe de R, engendré par A = {\i,...,\,}, alors il existe un homo-
morphisme de groupes x de H dans R/Z (c.-a-d, un caractére de H), tel que x()\;) = h(z;),
Vie{l,..,n}.

Preuve. Supposons (a) vraie. Alors pour tout € > 0, il existe ¢t € R tel que [tA; — z; — ¢;| <
g, ¢ € Z, Vj € {l,..,n}. Soit {p1,....,pn} C Z tel que p1A; + - - - + p, A, = 0. Alors
ltp;\; — pjz; — pig;i| < €lpjl, et de larelation pitA;+---+p,tA, = 0, on déduit que ||p1z1 + - - - + pp2y|| <
e(lpr] +- -+ |pa]) <1 et donc pixy + -« - + ppxy, € Z.

Supposons maintenant (b) vraie et soit x I’application du sous groupe H engendré par A,

dans R/Z, et définie par la relation
X(P1AL+ -+ pdn) = prh(z) + - - - + puh(n),

ol p; € Z. Alors du (b), on voit que x est bien définie. De plus, il est facile de vérifier que x est
un homomorphisme de groupe et x(A;) = x(1\;) = 1h(z;) = h(z;), Vj € {1, ..., n}.

Finallement, si (c) est vraie, alors H est un sous groupe ayant un nombre fini de générateurs.
Alors, H est un groupe libre, c.-a-d., qu'’il existe une partie Z (ou bien Q)—libre, {wy, ..., w,, } qui
est une base de H. Ainsi, Vh € H, h s’écrit d’'une maniére unique h = pywq+-+-+pyWwm, ol p; € Z.
Soient x(w;) = h(r;), r; € R, Vj € {1,...,m}. Alors h(z;)=x(\;) = x(p1jw1 + - - - + Dmjwm) =
D171+ 4 PmjTm + Z, pour certains p;; € Z. Soit € > 0. Du théoréme de Kronecker, on sait qu’il
existe t € R tel que ||tw; — ;|| < e, Vj € {1,...,m}, et des relations t\; = py;twi + - - - + pjtwm,
Vi € {1,...,n}, on déduit le résultat. m

Rappelons qu’on identifiant les groupes topologiques isomorphes U(1) et R/Z, tout homo-
morphisme du groupe H dans R/Z, est aussi dit caractére de H. Soit maintenant une suite (\;)>;
de nombres réels. On s’interesse aux suites réelles (3;);>1 telles que :

Pour tout € > 0, il existe t € R satisfaisant Ht)\j — Bj” <eg Vy>1.

93



Chapitre 3. Application a des problémes diophantiens

De maniére identique au cas fini, traité ci-dessus, on a ’assertion suivante.

Proposition 3.2.2. Soient (\;);>1 et (3;)>1 deuz suites de nombres réels, et considérons les

trois assertions :

(a) Pour tout € > 0, il existe t € R tel que Ht>\j — BjH <e, Vj>0.

(b)VneN etV p,.opn €Z,ona:ph+ - +p A =0=p16,+ - +p.f, €Z.

(c) Si H est le sous-groupe de R, engendré par A = {1, \a, A3, ...}, alors il existe un caractére
x de H, tel que x()\;) = h(B;), Vj > 1.

Alors les implications (a) = (b) < (c), sont vraies.

Preuve. La preuve est identique & celles de la proposition 3.2.1. m

Rappelons que les homomorphismes continues de R dans R/Z, sont de la forme y, : © +—
te + 7Z, ou t parcourt R. Cela découle aussi du fait que les caractéres continues de R dans U(1)
sont de la forme x +— 2™ ou t € R (voir 'exemple 2.1.1). Le résultat suivant est alors une

conséquence immédiate de la proposition 3.2.2 et la définition 2.3.1.

Théoréme 3.2.1. Soit ()\;)jen une suite de nombres réels. Alors 'ensemble A = {1, Ao, A3, ...}

est harmonieuz si et seulement si toute suite de nombres réels (3;)jen satisfaisant la proposition
3.2.2 (b) satisfait aussi la proposition 3.2.2 (a). En d’autres termes, pour tout caractére x de R
et pour tout € > 0, il existe t € R tel que |||x(A;) — h(t\)]|| <e, Vj > 1.

Preuve. Supposons la proposition 3.2.2 (b) vraie. Comme I’application R/Z —U (1), h(z)
€™ \/x € R, est un isomorphisme continu de R/Z dans U (1), de la définition 2.3.1, on déduit que
A est harmonieuse si pour tout € > 0 et pour tout caractére y de R (ou bien tout caractére de H,
d’apres le résultat de Rudin) il existe un caractére continu x, de R, tel que |||x(X;) — x,(\) ||| < e,
Vj > 1. Comme x();) = h(B;) et x;(\;) = t\; , Vj > 1, on obtient la proposition 3.2.2 (a).

L’implication inverse se montre de maniére identique. m
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En d’autres termes, l'ensemble A = {\;, A2, A3, ...} est harmonieux, si et seulement si les
assertions de la proposition 3.2.2 sont toutes équivalentes. On déduit immédiatement du théoréme
3.2.1 et la proposition 3.2.1, qu'une partie réelle finie est harmonieuse (c’est I’exemple 2.3.1). Le
résultat suivant, dit & Y. Meyer [15], est une caractérisation des ensembles harmonieux réels,

puisqu’un ensemble harmonieux est uniformément discret [15].

Proposition 3.2.3. Soit (\;)>1 une suite de nombres réels. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes.

(a) L'ensemble A = {\1, Ao, A3, ...} est harmonieuz.

(b)V e >0,3T. > 0| pour tout caractére x de R, 3t € [T, T;| satisfaisant |||x(\;) — h(t)\;)]|| <
e, V5> 1

(c)¥Y e>0,3T.>0| tout intervalle de longueur 2T, contient une solution t du systéme
[yl <= G2 D).

(d)V e>0,3T.>0|VneN* tout intervalle de longueur 2T, contient une solution t du

systeme [[tA;]| <e (1 <j <n).

Preuve. L’implication (¢) = (d) étant triviale, pour montrer (d) = (c), fixonse > 0 et j > 1.
Alors 3 T, > 0, tel que pour tout intervalle I de longueur 27, 3 ¢, € I, et p, ; € Z satisfaisant
[taAj — Pnjl <€, Vn > j. Ainsi p,; € [—e +t, A\, —¢ + £, ] et la suite (p, j)n>; ne prend qu'un
nombre fini de valeurs, puisque la suite (¢,),>; est bornée. Donc on peut extraire une sous suite
de la suite (t,\; — P j)n>j, de la forme t ) A; — p, ot p € Z et ¢(n) est une fonction croissante
de n, et par suite si lim, .o t,m) = ¢ alors ||[tA;]| < [tA; — p| <€, t est indépendant de j et ¢ € 1,
d’ou le (d).

Pour montrer que (¢) < (b), on va d’abord prouver 1’équivalence des propositions suivantes,
oul >0, e >0 et nsont fixées :

(i) Pour toute suite x1,...,x, de nombres réels satisfaisant la proposition 3.2.1 (b), il existe
une solution t du systéme |[tA; — z;|| < e et [t] <T.

(it) Tout intervalle de longueur 2T contient une solution t du systéme |tA;|| < e.

Si on applique le (i) avec z; = —s\;, ol s est le millieu de l'intervalle donné de longueur 27,
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on obtient (i7). Inversement, en utilisant la condition de la proposition 3.2.1 (b), soit (s,),>1 une
suite de nombres réels tels que lim, ., ||s,A; — z;|| = 0. L’intervalle de centre s, et de longueur
2T, contient un réel y, tel que |ly,A;|| < e, pour tout j = 1,...,n. Soit t, = s, —y,. Alors |t,| < T
et on peut extraire de la suite des ¢, une sous suite convergeant vers un certain t, et qui vérifie
donc [t| < T et [|tA; — ;|| < e, pour tout j =1,....n.

On peut maintenant prouver (d) = (b). En effet de ce qui a précédé, pour tout n > 1, il
existe t,, tel que |t,| < T; et [|h(t,A;) — x(A\))]| < &€, V5 = 1,...,n. Maintenant, on peut extraire
de la suite (t,),>1 une sous suite convergeant vers un certain ¢ et qui satisfait alors |t| < T, et
|h(tA;) — x(A\j)|l] < e, d’ou (b); les mémes outils conduisent & l'implication inverse.

Notons finallement que (b) = (a), d’aprés le théoréme 3.2.1, et qu’on a besoin du théo-
réme de Baire (Enoncer ici le théoréme) pour montrer I'implication restante. Supposons donc la
proposition 3.2.3 (b) vraie, et soit G le sous groupe du groupe produit (R/Z)N, constitué des
suite (h(f3,))r>1 satisfaisant la proposition 3.2.2 (b). Si la convergence dans (R/Z)", veut dire la
convergence de chaque composante dans R/Z, alors le groupe (R/ Z)N est compact et G est un
sous groupe fermé de (R/ Z)N. Donc G est un groupe compact et le théoréme de Baire est valable

dans G. Pour tout réel x, soit p : R — G, 'homomorphisme défini par la relation

p(x) = (h(A1x), h(Aez), h(Asz), ...).

Du théoreme de Kronecker, on déduit que p(R) est un sous groupe dense de G. Pour tout € > 0,
soit v. le sous ensemble fermé de G défini par |||h(5,)]|| < e. Il s’ensuit que A est harmonieuse
si et seulement si p(R)+ v. = G. Pour tout m € N* soit K,, = p([—m,m]) + v.. Alors, K,,
est un compact de G, et G est la réunion de tous les K, lorsque A est harmonieuse. Il s’ensuit
du théoréme de Baire, que I'un des K,, contient un ouvert 2 de G. Comme p(R) est dense
dans G, on a p(R) + Q = G = Uier(p(t) + Q) = G, c.-a-d., les ouverts p(t) + Q constituent un
recouvrement du compact G. Il existe donc une partie finie ' de R, telle que p(F') + 2 = G. Soit
[ € N* tel que F' + [—=m,m| C [—1,l]. Alors

G = p(F) +Q C p(F) + Kp = p(F) + p([=m,m]) +ve C p([=1,1]) + v,
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et en posant K; = p([—[,!]) + v. on obtient le (b). m

3.3 Caractérisation de certaines classes d’entiers algébriques.

De qui précédé on peut obtenir des modeles réels constitués d’entiers algébriques de la maniére

suivante :

Théoréme 3.3.1. Soit K un corps de nombres réel, de degré m, et soient o1,..,0.,, les

différents plongements de K dans C, ot o1 est l'identité de K. On peut supposer oy réel pour
ke{l,.,r}, et ops le conjugué compleze de op, o s=(m—r1) /2, sir+1<k<r+s.

Soient €9, €3, ..., Er1s, des nombres réels positifs. L’ensemble A ormé par les entiers
3 €3y ey Crtsy (e2, )

€35--€r+s

algébriques o € K tels que 0 < |0 (a)| < g; pour j € {2,...,7 + s} ,est un modéle de R.

Preuve. Soit Zx I'anneau des entiers de K, et soit {wq, ..., w,, } une base de Zy. Considérons

les applications linéaires L, .., L,, de R™ dans C définies par

Ly (1, ., ) = 210k (W1) + oo + Tpog (W) -

Ces applications sont linéairement indépendantes sur C puisque le carré du discriminant du corps
K est le carré du nombre detq < 1 ; < m 0% (w;), et est donc non nul.

L’application L; est réelle car K C R et Ly (x1, ..., Ty) = T1w1 + ... + Zpwy, (07 est Uidentité
de K) et comme ses coefficients wy, ..., w,, forment une base, du groupe libre de rang m, Z, ils
sont Z—linéairement indépendants.

La condition (iv) théoréme 2.1.2 est triviallement satisfaite, puisque la conjugaison complexe
est un automorphisme du R-espace vectoriel C, et donc le conjugué complexe de Ly est Ly, pour
tout k€ {r+1,...,r+s}.

Pour vérifier la condition (i7i) , supposons L une application linéaire de R™ dans C telle que :

L(x) =MLy () + ...+ A\pLi () = w121 + ... + Uy,
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pour & = (21, ..., Ty) € R™ ou (A1, .., A\p) € C™ et (ug, .., u,) € Z™. En d’autres termes

L(z) = A (z101 (1) + ... + oy (W) + oo + A (100 (W1) + oo+ T (W)
=1z (A1oy (W) + oo + Ao, (w1)) + ..o + 2 (A101 (W) + oo+ A0 (W) )
et en effectant & x les éléments de la base canonique de R™ sur R, on obtient
(
)\10’1 (U)l) + -+ )\mO'm (U)l) = U1
/\10’1 (U)Q) I /\mam (U)Q) = U9

L >\101 (wm) + -t )\mo_m (wm) = Um

01 (wl) o O (wl) )\1 (51
O (W2)
R4 e
o1 (W) e O (W) Am U,
c.-a-d.,
AN = u,
U1 )\1
o1 (wy) ... om(w)
onu=| |, A= et A=
o1 (W) . O (W,
- . 1 (W) (W)

Comme det A = dety < . j < m 0k (w;), la matrice A est inversible. Soit {wf, ..., w],} la base

de K duale de la base {wy, ..., w,,}, c’est-a-dire la base de K qui vérifie les égalités suivantes :
1 s j=Fk et (j,k)e{l,..,m}’

Trgg (wkw;) = Zai (wkw;-) =
= 0 si jAk et (k) €L, ...m)
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Alors la matrice

est 'inverse de A, et 'on a : A = Bu. Ainsi on a pour chaque j € {1,..,m},
N =oj (W) ur + ... + 0 (w,) U,

Comme les uy, sont des rationnels, on a \; € K, et \; = 0 (wijug + ... + W) uy) = 0 (A1) ; si de
plus Ay = 0, alors A\; = 0 pour tout j € {1,...,m}, et donc L = 0. On peut ainsi appliquer le

théoréme 2.1.2, avec

w={(22,.,215) ER"T' X C* / |2]<ej, Vi€{2, .., +5s}}. =

On va déduire maintenant de ce théoréme que I’ensemble des nombres de Pisot est relati-
vement dense dans l'intervalle [1, 00[. Ce résultat était aussi montré il y presque une dizaine
d’années par A. H. Fan et J. Scheling [8], en utilisant des outils tres différents, provenants la

théorie érgodique.

Corollaire 3.3.1. Soit K un corps de nombres réel, de degré m. Alors l’ensemble des nombres

de Pisot appartenant a K, de degré m, est un ensemble relativement dense dans [1, 00|

Preuve. Le résultat est trivial pour m = 1, car les nombres de Pisot appartenant & Q sont
les éléments de NN [2, 0o[ et N*+0, 1] = [1, oo[. Supposons m > 2. Avec la notation du théoréme

3.3.1, et en posant £, = ... = €,4, = 1, on obtient que I'’ensemble A, y formé par les entiers

yees€rts

algébriques o € K tels que 0 < |0, ()] < 1 pour j € {2,...,7 + s}, est un modele de R. Si
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a € Ag,,. alors a un entier algébrique de K, et sa norme

~75T+s) )

Nio(a H%

pour l'extention K /Q, est un entier non nul. L’inégalité ‘N K/@(a)‘ > 1, donne immédiatement

m
ol =111

j=2

et donc oj(a) # a pour chaque j € {2,...,m}. Ainsi a est de degré exactement m, o € S et le

corollaire en découle, puisque qu’un modéle est relativement dense. m

Corollaire 3.3.2. Soit K un corps de nombres réel, de degré m. Alors, il existe un ensemble

fini F', tel que tout nombre de Salem dans K de degré m, est la somme d’un nombre de Pisot

appartenant o K, de degré m, et d’un élément de F'.

Preuve. Avec la notation du théoréme 3.3.1 et de sa preuve, soit A; le modeéle défini par la

fenétre

S

[_]-a ]-] X ﬂ{(yhy% --',925) € RQS? y]2 +yj2'+s S ]-}
j=1

Comme dans la preuve du corollaire ci-dessus, on an € A} < n € Zgk et |0j(n)| < 1 pour tout
Jj €12,3,...,2+ s}. Donc, tout nombre de Salem dans K de degré m, appartient & A;. Soit Ay

le modeéle défini par la fenétre
(01— 1,1[x ﬂ{ Y1, Yas s Y2s) € B2 2 492 < 11) — {(0,0,...,0)}.

Alors, B € Ay & B € Zk et |0;(5)] < € pour tout j € {2,3,...,2 + s}. Donc la valeur absolue de
tout élément de As est un nombre de Pisot de degré m, et le résultat suit directement en utilisant

la proposition 7.9 de [16], et qui dit qu’il existe un ensemble fini /' C R, tel que Ay C Ay + F. m
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Théoréme 3.3.2. Soit 6 un nombre réel plus grand que 1. Alors, § € SUT < Ve > 0, 3T, >

0 | tout intervalle de longueur T contient au moins une solution \ des inégalités diophantiennes :

|A0%|| < e, ¥k € N.

Preuve. Avec la notation ci-dessus, on va montrer ’équivalence : § € SUT <= {#*, k € N}
est un ensemble harmonieux.

Supposons d’abord I’ensemble A harmonieux. Si 6 est algébrique, alors pour tout ¢ > 0, il
existe t € R* tel que Ht@’“” < e pout tout k € N, et donc § € SUT (voir chapitre 1). Supposons
maintenant 6 transcendant. Alors les puissances de 6 : 1, 6, 62, ... sont linéairement indépendants
sur Q. Soit X l’ensemble de toutes les applications de A dans le sous groupe {h(0),h(1/2)}
de R/Z. Comme Card(X) = 2V alors X est dénombrable. De plus tout élément de X peut
étre prolongé en un caractére du sous groupe de R engendré par A, puisque les éléments de A
sont linéairement indépendants sur Z. Pour compléter la preuve de ce cas montrons le résultat
intermédiare suivant :

(R1) Soient 0 < e < 1/(0 + 1), et (tx)r>0 une suite croissante de nombres réels telle que
to =1, tgr1 < Oty et limg_o t, = 00. Si un réel x satisfait |x| < e et ||xtg]| < e pour tout k > 1,
alors © = 0.

En effet, écrivons xty = pp + 11, pour tout k > 1, ou py € Z et || < &, et supposons x # 0.
Comme limg o, xt;, = +00, il existe h > 1 tel que p, # 0. Donc |zt| > 1 — e. Si l'on choisit
h le plus petit possible, alors |zt,_1| = |rp_1| < g€, et t/tho1 = |zty| [/ |xtn_1| > (1 —€)/e > 0,
puisque € < 1/(6 + 1); mais cela contredit 'hypotheése t; 1 < 0t, et donc z = 0.

Complétons maintenant la preuve de ce cas, ou 6 est transcendant. Pour £ > 0, soit U,
I’ensemble des réels t tels que pour un certain y € X on ait }Hx(ek) - h(t@k)m < & pour tout
k>0.Sie<1/4, et xq, Xy sont deux éléments différents de X alors ¢; # t5. Donc Card(U.) =
Card(X) si A est harmonieuse. On va obtenir une contradiction, en prouvant que l’ensemble U,
est dénombrable pour ¢ suffisamment petit. Comme X est un groupe, on a U, — U. C U,.. Si

t € U, alors H2t9kH < 2¢, pour tout k£ > 0. En utilisant (R1), on obtient lorsque 2¢ < 1/(0 + 1),
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que soit t = 0 soit |t| > ¢. Comme U, — U. C Us, la distance entre deux éléments distincts de
U., dépasse 2¢ si 4e < 1/(0+1). Donc U, est uniformément discret et par suite est dénombrable.

Pour montrer I'implication inverse il suffit de prouver également le résultat intermédiaire qui
suit :

(R2) Soient ¢ >0 et P(x) =z"+aa" +---+a, = (x—01)...(x — 0,,) le polynéme minimal
d’un entier algébrique 0 = 01. Alors, pour tout caractére x du sous groupe H de R engendré par
A=1{1,0,0% ..}, il existe (t1,...,t,) € C" satisfaisant :

(a) x(0F) = h(t10% + ... + t,0%), pour tout k > 0;

(b) si 0 =0, alors t, = 1;;

(c) |t <& pour k > 2, et |t;| < Cpe'™™, ot Cy est une constante dépendant de 0.

En effet, si § € SUT de degré n, alors |0x] < 1 pour k > 2, et au lieu du (a) on a
}Hx(ﬁk) — h(t@k)m < (n — 1)e. Il s’ensuit de R2, qu’il existe une constante Cy tel que pour
tout € > 0 et pour tout caractéere y de H, il existe t € R tel que |Hx(9k) — h(t@k)m < ceet

[t| < Cpel™". Ainsi tout intervalle de longueur Cpyel™"

contient une solution ¢ des inégalités :
HtHkH < ¢, Vk > 0. Montrons maintenant R2. Posons x'(#*) le terme & droite de (a), ou la suite
non-spécifiée (¢4, ...,t,) satisfaisant (b) et (c). Alors, x’ est un caractére de H. Pour prouver
(a), il suffit de le montrer pour k& € {0,...,n — 1}, et on est conduit a résoudre le systéme a n

congruences :

ap = 10% + . 4 t,0" mod 1,Vk € {0,...,n — 1},

ot les a, € R et vérifient h(ay) = x(6"). Soit
C.={(x0, 0y Tp1) ER" |z = 1,0V + - - + 1,05, t; €R, k > 2= |t;| < ¢ et vérifient (b)}.

Comme les vecteurs (1,6, ...,0" 1), (1,0,,...,057 1Y), ..., (1,0,,...,0" ") sont linéairement indépen-
dants sur C, I’ensemble C. contient un cylindre ouvert infini dont ’axe est la droite D, définie
par

z, =t0", ke{0,..,n—1}, teR.

Soit p 'homomorphisme canonique R™ — R™/Z". Alors p(D) est dense dans R"/Z", puisque

1,0,...,0" " sont linéairement indépendants sur C, et ainsi p(D) = R"/Z", car p est ouverte et
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D est un fermé. m

Théoréme 3.3.3. Soit 6 un nombre réel plus grand que 1. Alors, 0 € S & A = {Z ex0",
k=0

n €N, e, € {0,1}} est un ensemble harmonieuz.
Preuve. Supposons d’abord 6§ € S, et soient s, ...,0; les conjugués de 6, autres que 6. 1l

est clair que si A = Zskek € A, alors A est un entier algébrique du corps Q(0) et les autres

k=0
n

conjugués de A sont parmis les nombres Z&‘;ﬁf ,ouj € {2,...,d}. Comme
k=0

n
2 k
k=0

“ 1
<<
k=0 J

on déduit que A C A, ey, ol A¢yey,..crps) €St le modele réel défini dans le théoréme

€r+s)>
3.3.1, avec £; = 1/(]0,| — 1). Comme un modele est harmonieux, et que tout sous ensemble d'un
ensemble harmonieux ’est aussi, on voit que A est harmonieux.

Réciproquement, si A est harmonieux, alors d’aprés la proposition 3.2.3 (c), il existe un réel

non nul ¢ tel que |[tA|| < 1/5, pour tout A € A. Posons t0¥ = pj, + 7 ott pp € Z et |r| < 1/5, et

montrons que si $y = goro + -+ - - +exrg, ¥V k € N et e € {0,1} alors

sk <

. (*)

| =

Cette inégalité est vraie pour k& = 0, puisque g1 € {0, 7}, et peut étre prouvée par récurrence

surk:si A =¢gg+----4epb* + 6k+19k+1, alors
t)\zq—i-éoro—l-""+€k7“k-‘r-€k+17’k+1 =q + Sk+1,
avec ¢ € Z et |sp1| = |eoro + -+ - - +erTr + pp1Trr1]| < 2/5. Donc || = [EA|| = |sia| < 1/5.
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En séparant nombres 7, qui sont positifs de ceux qui sont négatifs on obtient
ol + -+ 4+ || < 2/5.

En passant a la limite dans cette somme, lorsque £ — oo, on déduit que Z Hwk” <2/5 < o0

et par suite # € S. m

L’une des applications de ce théoréme, est liée au spectre d’un nombre de Pisot. Pour un

nombre réel § > 1, et pour m € N, le spectre de 0, est ’ensemble

ou

Ay = A (0) = {a,0" + ap 10" "+ +ag| n€EN, a, €{0,1,....,m}}

et la notation [ | désigne la fonction partie entiére ([f] est le plus grand entier inférieur ou égal a
0). Il est clair que A,, est uniformément discret si et seulement si [,,,(0) := inf B,,(6)N]0, co[> 0.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui suit, montré dans [29] : Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) L’ensemble B,,(0) est uniformément discret pour tout m.

(ii) L’ensemble B,,(0) est un ensemble de Meyer pour tout m > [0].

(ili) L’ensemble Ay (0) U (—Ag(0)) est un ensemble de Meyer.

(iv) Le nombre 0 appartient o l’ensemble S.

La preuve de ce résultat est une conséquence immeédiate de simples implications, du théoréme
3.3.3 et du résultat suivant : pour tout nombre réel § > 1, I'ensemble Ay (0) U (—A(0)) est

relativement dense, prouvé dans [29].
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Conclusion

Dans ce travail, on a présenté des résultats sur les ensembles harmo-
nieux, les ensembles de Meyer et les modeles. On a signaler 'impor-
tance de cette théorie en exhibant quelques applications, trés inatten-
dus, a I’étude de quelques structures non-périodiques, notamment des
ensembles d’entiers algébriques, en liaison avec les nombres de Pisot
et les nombres de Salem.
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Ensemble harmonieux, Ensemble de Meyer, Modéle, Nombre de
Pisot, Nombre de Salem.
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