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Résumé 

 

Le chaos, phénomène typique des systèmes non linéaires, est aujourd’hui très largement étudié. Les 

problèmes de stabilité du régime permanent n’apparaissent que dans les systèmes régis par des 

équations non linéaires. La résolution de celles ci par les méthodes classiques reste difficile à 

évaluer et peut être même impossible.  Dans cette thèse l'optimisation par les algorithmes 

métaheuristiques est proposée pour l'identification des paramètres de contrôle des systèmes 

électriques chaotiques  tels que le résonateur piézoélectrique ou le circuit de Chua, afin de pouvoir 

stabiliser, contrôler et conduire la trajectoire des systèmes chaotiques vers des trajectoires bien 

spécifiques. Dans ce travail deux variantes de métaheuristiques sont utilisées ; l’algorithme de 

colonies de fourmis de l’espèce Pachycondyla apicalis  (API pour APIcalis) et l’algorithme de 

colonies de fourmis (Ant Colony Cptimization ACO) respectivement.  La première méthode, 

relative aux algorithmes API inspirés du comportement de l’espèce de fourmi pachycondyla. Ce 

dernier revient au bon équilibre entre l’exploitation des solutions et l’exploration de l’espace de 

recherche, et aussi au petit nombre des paramètres de l’algorithme.  La seconde méthode utilisée, 

est l’algorithme de colonies de fourmis ACO qui constitue une classe de métaheuristiques proposée 

pour l’optimisation difficile. Les résultats de simulations, obtenus montrent l’intérêt d’utiliser ces 

algorithmes sur ce type de problèmes.  

 

Mots-clés : Systèmes électriques non linéaires, systèmes chaotiques,  méta-heristiques, 

Optimisation par colonies de fourmis   Pachycondyla Apicalis (API), Optimisation, Stabilité. 
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 ملخص
 

 درس على نطاق واسع للغايةتھي اليوم  و الغير الخطية ،  اXنضمةتعتبر الفوضى ظاھرة نموذجية من 

أين يكون حلھا معقدا أو حتى مستحيr في  الغير الخطيةمشاكل اXستقرار للحل الدائم X تظھر إX في اXنضمة  

من اجل تحسين وإيجاد عناصر   الطبيعة من مستوحات طرقاستعملنا طروحة  اXفي ھذه . بعض الحاXت

ان نتائج المحاكاة استعملت .  Chua الكھربائيةتركيبة الخطي وعلى الكھروضغطي الr  التحكم بالنسبة للمرنان

الكھروضغطي  �يجاد القيم المثلى العناصر الغير معلومة من اجل الوصول Xھتزازات مستقرة للمرنان

 من نوع بديلين من خوارزميات مستعمرات النمل ستعمالفي ھذا العمل ، قمنا با. الrخطي و اXنظامي

Pachycondyla apicalis API و ا�خر Ant colony optimization ACO  ستخدمة الم ولىا�الطريقة

، يعود ھذا ا�خير إلى   Pachycondyla apicalis API  والتي تخص خوارزميات مستعمرات النمل من نوع

التوازن الصحيح بين استغrل الحلول واستكشاف مساحة البحث ، وكذلك إلى العدد الصغير من عناصر 

، وھي عبارة عن ACO Ant Colony Algorithmالطريقة الثانية المقترحة ھي خوارزمية . الخوارزمية

تظھر نتائج المحاكاة التي تم الحصول عليھا أھمية استخدام ھذه . لحل مشاكل التحسين الصعبة ستعملت طريقة

 .الخوارزميات في حل ھذا النوع من المشكrت

  

خوارزميات  التجميعية،الفھرسة  الفوضوية،ا�نظمة  الخطية،ا�نظمة الكھربائية غير : كلمات مفتاحه

 اXستقرار التحسين، ،)Pachycondyla Apicalis API ( النمل ة، مستعمرACO مستعمرات النمل
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Abstract 
 

Chaos, typical phenomenon of nonlinear systems, is now widely studied. Stability problems 

of the permanent state only occur in systems governed by nonlinear equations. The resolution of 

these by conventional methods remains difficult to evaluate and may even be impossible. In this 

thesis, optimization by metaheuristic algorithms is proposed for the identification of the control 

parameters of chaotic electrical systems such as the piezoelectric resonator or the Chua circuit, in 

order to be able to stabilize, control and drive the trajectory of chaotic systems towards very 

specific trajectories. In this work, two variants of metaheuristics are used the API algorithms and 

the Ant Colony Optimization ACO algorithms respectively. The first method relating to API 

algorithms is inspired by the behavior of a population of primitive ants (Pachycondyla apicalis). 

The latter returns to the right balance between the exploitation of the solutions and the exploration 

of the search space, and also to the small number of parameters of the algorithm. The second 

method, so called Ant Colony Optimization ACO algorithms which constitute a class of 

metaheuristics proposed for difficult optimization. The obtained simulation results show the interest 

of using these algorithms on this type of problem. 

 

Keywords: Non-linear electrical systems, chaotic systems, metaheristic, Ant Colony 

Optimization algorithms (ACO), Apicalis Pachycondyla  (API), Optimization, stability. 
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Glossaire 

ACO   Ant Colony Optimization 

API Apicalis Pachycondyla  Identification  

AS   Ant System 

BAW Bulk Acoustic Wave 

MSE Mean Square Error 

PeSOA Pengoin Search Optimisation  Algorithm     

PSO Particle Swarm Optimization 

SAW Surface Acoustic Wave 

TSP Traveling Salesman Problem 

 

Paramètres utilisés 

� Excitation exterieur ���� Fonction objective  � Fréquence normalisée de l’excitation � Terme de non linéarité du résonateur � Coefficients de la matrice de souplesse  � Matrice des déformations 	 Tenseur des contraintes 
�� Tenseur d’ordre 2 et sa notation indicielle 
 ��
� Tenseur d’ordre 4 et sa notation indicielle  
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Introduction générale 
Les systèmes non linéaires, jouent un rôle très important dans l’étude des phénomènes 

naturels. La plus part des systèmes physiques peuvent être représentés par des équations 

différentielle non linéaires dont les problèmes de stabilité du régime permanent n’apparaissent 

que dans ces systèmes et la résolution de celles ci par les méthodes classiques restent difficile 

à évaluer et peut être même impossible. 

 

       Lorsqu’un système est non linéaire et sa sortie se comporte d’une manière imprévisible, 

ce dernier peut être le siège d’un comportement entre la régularité  et l’aspect aléatoire. Ce 

comportement s’appelle : chaos. Les systèmes dynamiques chaotiques sont depuis longtemps 

connus dans le domaine des mathématiques mais c’est seulement au cours de ces dernières 

décennies que les applications concrètes se sont multipliées [1]. 

Le chaos apparue au début des années soixante en météorologie, elle s'est rapidement étendue 

à peu près dans toutes les sciences. C’est en 1963, que le météorologiste Edward Lorenz, 

découvrit un exemple concret d’un système dynamique simple présentant un comportement 

complexe [2]. Les chercheurs essayent d’apporter de nouvelles idées et techniques qui 

utilisent la nature elle même du chaos afin de le contrôler [3]. Les phénomènes chaotiques que 

l’on observe sont souvent dus aux non linéarités que présentent les systèmes, dans des 

domaines très variés : mécanique, circuits électroniques, réactions chimiques, dynamique des 

fluides, processus biologiques et systèmes de sécurité de l’information.  

En électronique, on rencontre ce phénomène chaotique dans les oscillateurs forcés, non 

linéaires de différents types [4]. Ils ont été décrits par Kennedy et Chua en 1986 et avant eux 

par Van Der Pol et Van Der Mark en 1927 [5]. Le chaos a été observé également dans les 

résonateurs à quartz [6]. Il est la source d’inconvénient majeur sur la stabilité de ces 

résonateurs. 

 Le quartz est réalisé à partir d’un matériau piézoélectrique. Ces matériaux présentent 

une structure anisotrope et ont pour particularité d’être le siège de couplages 

électromécaniques importants. L’application d’une tension variable aux bornes du composant 

va provoquer une vibration mécanique. 

            Les effets de propagation non linéaire dans les résonateurs à quartz ont été étudiés 

plusieurs fois [7-8]. L’étude de ce phénomène ne peut se faire de manière analytique, seules 
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les méthodes numériques permettent d’approcher les solutions avec l’optimisation et 

l’identification afin d’arriver à la précision souhaitée à partir de laborieuses simulations sur 

ordinateurs [9]. 

Comme son nom l’indique, l’optimisation cherche à trouver une solution optimale à un 

problème donné pour la stabilisation des systèmes chaotiques.  

La résolution des systèmes  chaotiques caractérisés par des équations non linéaires est 

très difficile est peut être même impossible, dans ce cas le système doit être modélisé pour 

activer le contrôle, cela nécessite le recours à des approches non classiques.  

 

Durant ces dernières décennies, la théorie des systèmes non linéaires a été appliquée à 

l’optimisation afin d’augmenter le degré de convergence [10-11]. Les applications du chaos 

ont attiré beaucoup d’attention grâce aux propriétés naturelles des systèmes chaotiques [12], 

telles que leur sensibilité aux conditions initiales et leur évolution dans une large bande de 

fréquence [13]. 

 

Dans ce travail, nous avons utilisé des algorithmes méta-heuristiques inspirés de la nature. Le 

principal intérêt de ces algorithmes provient de leur capacité de trouver une solution au cours 

de leur progression. Les méta-heuristiques sont des algorithmes génériques d’optimisation : 

leur but est de permettre la résolution d’une large gamme de problèmes différents, sans 

nécessiter de changements profonds dans l’algorithme. Elles forment une famille 

d’algorithmes visant à résoudre des problèmes d’optimisation difficile, pour lesquels on ne 

connaît pas de méthode classique plus efficace. 

Plusieurs chercheurs ont contribué à ce domaine en proposant des travaux qui portent sur 

l’utilisation des algorithmes méta heuristiques et le comportement chaotique [14]. Les 

algorithmes méta-heuristiques ont prouvé leur efficacité pour la résolution de différents 

problèmes aussi bien dans le monde scientifique que dans le monde industriel [15]. 

 

 
L’ambition de ce travail de thèse est d’apporter une contribution à l’application des 

algorithmes méta-heuristiques inspirées de la nature pour identifier et optimiser les paramètres 

de stabilité et de contrôle des systèmes électriques chaotiques. Notre contribution va 

s’attacher à utiliser une méta-heuristique, entièrement pensée pour l’optimisation des 
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systèmes chaotiques. Afin de proposer des stratégies innovantes et bien adaptées aux 

problèmes de stabilité et d’identification connus pour les systèmes chaotiques, il est toutefois 

possible de s’inspirer des techniques de base. L’objectif est d’élaborer un algorithme original 

basé sur des algorithmes méta-heuristiques, dans lequel chaque composante doit constituer un 

atout important pour la résolution de problèmes des systèmes chaotiques. Ainsi, l’algorithme 

proposé doit non seulement se démarquer des algorithmes concurrents par sa simplicité, mais 

également être plus performant. A l’issue de ce travail, deux algorithmes ont été mis au point, 

l’algorithme de colonies de fourmis (Ant Colony Cptimization ACO) et l’algorithme de 

colonies de fourmis de l’espèce Pachycondyla apicalis  (API) respectivement. Le second 

constituant un nouvel algorithme plus performant dans l’optimisation des systèmes non 

linéaires chaotiques. L’intérêt de cet algorithme vient du fait qu’elles utilisent des principes 

relativement simples à la fois d’un point de vue global et local pour rechercher leurs solutions 

(optimum). 

 

           Premièrement, nous avons appliqué l’algorithme méta-heuristique de colonies de 

fourmis ACO pour identifier les paramètres de contrôle d’un résonateur  piézo-électrique 

chaotique. Suite à ce travail nous avons participé à la conférence internationale STA en 

Tunisie par un article intitulé : 

 

• F. Maamri, S. Bououden, I. Boulkaibet. An Ant Colony Optimization Approach for 

Parameter Identification of Piezoelectric Resonator Chaotic System. IEEE 

international conference on Sciences and Techniques of Automatic control & 

computer engineering December 21-23, 2015, Monastir, Tunisia. 

        Nous avons appliqué un deuxième algorithme méta-heuristique API modélisant le 

comportement de fourragement d’une espèce de fourmis (Pachycondyla apicalis), sur un 

système électrique chaotique. Les résultats ont montré la simplicité et l’efficacité de cet 

algorithme et nous avons publié un article intitulé: 

• F. Maamri, S. Bououden, M. Chadli, I. Boulkaibet. The Pachycondyla Apicalis 

metaheuristic algorithm for parameters identification of chaotic electrical systems » a 

été publié dans la revue internationale ; International Journal of Parallel, Emergent and 

Distributed Systems. Taylor & Francis, Vol. 33 no.5, pp. 490-502, 2018. 
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Les résultats obtenus sur ce système montrent l’efficacité de ces algorithmes, en particulier : 

- L’identification des paramètres de stabilité et de contrôle du résonateur 

piézoélectrique 

- L’optimisation des trajectoires obtenues sous de fortes excitations. 

 

Organisation de la thèse 

Cette thèse est divisée en cinq chapitres : 

          Le premier chapitre donne, après quelques généralités sur les systèmes dynamiques 

linéaires et non linéaires, une introduction au chaos en explicitant des notions primordiales 

pour l’étude des systèmes dynamiques non linéaires, tels que les conditions initiales, les 

attracteurs étranges, les exposants de Lyapunov et la dimension fractale. Ainsi que l’étude de 

la stabilité au sens de Lyapunov avec une simulation des exemples chaotiques célèbres tels 

que la fonction logistique, le modèle de Lorenz et le modèle de Hénon. 

           

          Le deuxième chapitre présente la piézoélectricité en décrivant dans un premier temps 

son principe de fonctionnement et en deuxième temps, nous présenterons le formalisme 

permettant de mettre le phénomène en équation, afin de définir les différents coefficients non 

linéaires du résonateur piézoélectrique.  

          

          Le troisième chapitre est consacré à l’étude des algorithmes méta heuristiques,  qui est 

le point central de ce travail. Nous allons exposer deux méta-heuristiques,  l’algorithme de 

colonies de fourmis et l’algorithme d’une espèce de fourmis qui s’appelle Pachycondyla 

Apicalis (API).  Et nous décrivons l’inspiration biologique, et plus précisément l’auto-

organisation et l’intelligence collective observées dans la nature, et leurs mécanismes qui 

donnent des idées pour la conception algorithmique. 

 

        Dans le quatrième chapitre : Nous rappellerons tout d'abord l’aspect théorique d’un 

résonateur à quartz en tenant compte des propriétés physiques non linéaires. Ensuite une 

illustration concrète de toutes les notions précédentes qui nous servent à caractériser son 

comportement Chaotique. Nous avons utilisé l’algorithme de Runge-kutta, pour étudier son 

comportement lors de son évolution, nous avons observé lés différentes trajectoires au fur et à 
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mesure que la force d’excitation augmente allant d’un état stable pour un régime linéaire 

jusqu’a l’apparition du chaos pour le régime non linéaire passant par des successives 

bifurcations. 

 

          Le cinquième chapitre regroupe les différentes simulations de l’application des 

algorithmes méta-heuristiques ACO et API pour le contrôle du comportement chaotique des 

systèmes électriques non linéaires notamment le résonateur Piézoélectrique et le circuit 

électrique de Chua.  Nous montrons comment nos approches sont capables de fournir les 

paramètres appropriés pour diriger la trajectoire chaotique vers des trajectoires plus stables. 

Les résultats des simulations présentent la simplicité, la performance et l'efficacité de 

l'algorithme méta-heuristique API pour l'identification et l'optimisation des systèmes 

chaotiques, ainsi qu’une comparaison de ses performances avec celles obtenus avec 

l’algorithme d’optimisation ACO.  

 

Enfin, Une conclusion générale incluant le bilan des résultats des travaux de cette 

thèse ainsi que les différentes perspectives qui en découlent  sont présentées afin d'ouvrir la 

voie à des études plus approfondies. 
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Chapitre 1 
Systèmes dynamiques et chaos  

1.1  Introduction et Etat de l’art 

          Ce chapitre a pour objectif de présenter quelques généralités et définitions des systèmes 

dynamiques, nous allons introduire les propriétés de base d’un système chaotique telles que le 

concept de la bifurcation, les attracteurs étranges et nous terminerons par la définition de 

exposants de Lyapunov qui peuvent servir à étudier la stabilité (l'instabilité) des systèmes 

chaotiques ainsi que la sensibilité aux conditions initiales. 

 

L’emploi du chaos pour la sécurité des systèmes de communications a été considéré dans les 

dernières années comme une solution très attirante pour augmenter les performances des 

systèmes de transmission actuels [16]. 

Dans la littérature on trouve une multitude d’applications et d’études réalisés concernant 

plusieurs aspects de la transmission. Puisque le chaos à des caractéristiques quasi-

stochastiques permettant d’offrir une solution possible pour les systèmes à probabilités 

réduites de détection et d’interception ainsi que des applications dans l’accès multiple [13]. 

En contradiction avec ces aspects positifs qui font du chaos une solution très attirante, il faut 

préciser que l’optimisation d’un système utilisant un système non linéaire chaotique 

nécessaire à la récupération de l’information transmise, est difficile à réaliser [17]. Beaucoup 

de travaux utilisent des algorithmes d’optimisation des systèmes non linéaire [18-23]  et 

identifier les paramètres de contrôle tant pour la cryptographie que pour la stabilité d’un 

oscillateur utilisé en micro processeur, dans un RADAR, à bord des satellites GPS. La 

stabilité de tels systèmes est cruciale pour leurs fonctionnements. 

 

1.2  Définition des systèmes dynamiques 

Un système dynamique consiste en un ensemble d’états possibles, avec une loi qui 

détermine de façon unique l’état présent du système en fonction de ses états passés [24]. Les 

systèmes dynamiques (chaotiques) non-linéaires remontent aux travaux sur la mécanique 
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céleste et la mécanique statistique par Henri Poincaré, vers 1900, ils sont très connus dans le 

domaine des mathématiques mais c’est seulement au cours de ces deux dernières décennies 

que les applications concrètes se sont multipliées [25]. 

 
En 1963, le météorologue Edward Lorenz prouve le caractère chaotique des conditions 

météorologiques, un infime changement de l’état initial pouvant entraîner une trajectoire 

complètement différente « attracteurs étranges ». Avec cette découverte les travaux d’Henri 

Poincaré connurent un élargissement d’intérêt et en 1975 le mathématicien James Yorke 

emploie pour la première fois le terme de « chaos » Plusieurs domaines d'applications variés 

utilisent les principes de la théorie du chaos pour étendre et mieux comprendre les 

phénomènes liés à ses applications, ainsi les études se sont ensuite enchainées [26]. 

 

Du point de vue mathématique la notion générale de système dynamique est défini à 

son tour à partir d’un ensemble de variables qui forment le vecteur d’état : � = ��� ∈ ℝ , " =1. . %, où n représente la dimension du système. En associant en plus un système de 

coordonnées on obtient l’espace d’état qui est appelé également l’espace des phases. 

Parallèlement avec l’espace d’état un système dynamique est défini aussi par une loi 

d’évolution, qui caractérise l’évolution de l’état du système en temps. La notion de 

déterminisme provient du fait que le système considéré est complètement caractérisé par son 

état initial et sa dynamique [25]. 

 

L’évolution d’un système dynamique  peut être [27] : 

- causale : c’est-à-dire que son avenir ne dépend que de phénomènes du passé ou du 

présent  

- déterministe : c’est-à-dire qu’à une condition initiale donnée à l’instant présent va 

correspondre à chaque instant ultérieur un seul état  futur possible. 

L’évolution déterministe du système dynamique peut alors se modéliser de deux façons 

distinctes : 
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• une évolution continue dans le temps, représentée par une équation différentielle 

ordinaire. C’est à priori la plus naturelle physiquement, puisque le paramètre temps 

nous semble continu.  

Un système dynamique continu peut être vu comme un système multi variables 

caractérisé par un vecteur d’état réel de dimension finie [28]. 

 

• une évolution discrète dans le temps. Ce second cas est souvent le plus simple à 

décrire mathématiquement, même s’il peut sembler à priori moins réaliste 

physiquement. Cependant, l’étude théorique de ces modèles discrets est fondamentale, 

car elle permet de mettre en évidence des résultats importants, qui se généralisent 

souvent aux évolutions dynamiques continues. 

 

1.2.1.1 Temps continu 

Un système dynamique en temps continu est décrit par un système d’équations 

différentielles [1] : 

                           

Où F : ℝ& x ℝ'→ℝ&  désigne la dynamique du système. 

Si on associe à cette dynamique un état initial (� = ((��), pour chaque couple choisi ((�, ��) 

on peut identifier une solution unique +(. ; (�, ��): ℝ' → ℝ/ telle que :    

 

Cette solution unique déterminée avec l’aide des équations (1.2), et qui fournit l’ensemble 

d’états successifs occupés par le système à chaque instant t, s’appelle généralement 

trajectoire. 

Pour calculer l’évolution future d’un tel système, il faut connaitre les grandeurs 0 ↦ 2(0) 

ainsi que la condition initiale de l’état. On dit que l’état � du système représente sa mémoire. 

�3 = 4(�(0), 0) 
1.1 

  Φ6(07; �7, 07) = �7 et Φ:3 (0; �7, 07) = 4(Φ:(0; �7, 07), 0) 1.2 
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On dira qu'un tel système est stationnaire (par opposition au cas (1.2) instationnaire lorsque 4 

ne dépend pas explicitement du temps [29-30]. Dans ce cas l'équation s'écrit :  

1.2.1.2 Temps discret 

Une évolution discrète dans le temps, l’étude théorique de ces modèles discrets est 

fondamentale, car elle permet de mettre en évidence des résultats importants, qui se 

généralisent souvent aux évolutions dynamiques continues. Le système dynamique est dans ce 

cas représenté par des équations aux différences finies, avec le modèle général suivant :   

Où G : ℝ& x ℤ'→ℝ&  désigne la dynamique du système discret. 

Si on associe à cette dynamique un état initial �7 = �(<7), pour chaque couple choisi (�7, <7) 

on peut identifier une solution unique Φ=(. ; �7, <7): ℤ' → ℝ& telle que : 

En temps discret le système autonome est définit comme une dynamique qui ne dépend pas de 

l’instant k : 

 

La trajectoire d’un système dynamique atteint une région limitée de l’espace des phases à 

partir d’un état initial �7 et après un régime transitoire. Ce comportement asymptotique 

obtenu pour t, k→∞ est une des caractéristiques les plus intéressantes à étudier pour les 

systèmes dynamique. Lorsque l'indice k ou le temps t n’apparaît pas dans les relations (1.1) 

ou (1.4), on parle alors de système autonome. 

 

�3 = 4(�) 
1.3 

�(< + 1) = ?(�(<), <) 3  1.4 

@=(<7; �7, 07) = �7  et      @=3 (0; �7, 07) = ?(@=(<; �7, <7), <) 1.5 

�(< + 1) = ?(�(<), <) 3  1.6 
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1.2.2  Dynamique linéaire de dimension 2 

Paul Manneville à donné les différents cas possibles pour le système différentiel  A3 = BA  qui s’écrivent de la forme suivante [31] :  

 
Si on cherche les solutions de la formeA = ACexp (λ0), on obtient : 

 

Où ACF et ACG sont les deux composantes du mode propreAC. Ce système de deux 

équations à deux inconnues n’a de solution non triviale que si H est valeur propre de 

l’opérateur linéaire L représenté par la  matrice IJK dans la base canonique, soit : 

Cette équation du second degré admet deux racines λF et λG soit réelles distinctes ou 

confondues, soit complexes conjuguées. 

Les composantes du vecteur X représentant l’état du système dans la base propre étant 

appelées AL� :  

• valeurs propres λ1 et  λ2 réelles distinctes 

Lorsque les valeurs propres λF et λG de même signes, on a affaire à un point fixe de type 

nœud. Si les deux valeurs propres sont négatives le nœud est stable, sinon, il est instable. 

Les trajectoires ont une allure parabolique, la parabole s'ouvrant dans la direction de la 

valeur propre la plus grande en module. Cette situation est illustrée par la Figure (1.1). 

MN�3 = O��N� + O�PNPNP3 = OP�N� + OPPNP Q  
1.7 

MλACF = JFFACF + JFGACG
λACG = JGFACF + JGGACG Q     

1.8 

M
3R� = λ�
R�
3RP = λP
RP Q   
1.9 
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            a) λF < λG < 0             b) λG < λF  < 0            c) λG > λF   > 0              d) λF > λG > 0    

Figure  1.1: Trajectoire dans le voisinage des singularités dans un espace des phases à 2 dimensions.  

 a) et b) valeurs propres négatives, nœud stable  

c) et d) valeurs propres positives, nœud instable 

 

• valeurs propres λF et λG réelles doubles 
 

La figure (1.2) illustre le cas où λF =λG. Les trajectoires s'approchent ou s'éloignent de 

l'origine suivant le signe des valeurs propres formant une étoile [31]  

 

                   

a)  λF = λG< 0                           b)  λF = λG> 0                 

Figure  1.2: Trajectoire dans le voisinage des singularités dans un espace des phases à 2 dimensions. 

a) et b) valeurs propres doubles négatives, étoile stable 

                             c) et d) valeurs propres doubles positives, étoile instable 

 

• valeurs propres λF et λGréelles de signes opposées 

Dans la figure (1.3), nous pouvons constater que lorsque les valeurs propres λF et λG sont 

de signe opposées, le point fixe est un col. Les trajectoires, d'allure hyperbolique, 

s'approchent du point fixe dans la direction du vecteur propre associe à la valeur propre 

négative (direction stable) puis s'en écartant le long de l'autre direction propre. 
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a) λ2 < 0 <  λ1                    b) λ1 <  0 < λ2 

Figure  1.3: Trajectoire dans le voisinage des singularités dans un espace des phases à 2 dimensions. 

 a) et b) valeurs propres de signe opposés, col. 
 

• La figure (1.4) montre que lorsque les valeurs propres λ1 et  λ2 sont complexes 

conjuguées, on trouve un foyer stable ou instable selon les valeurs de (S  et T).  

   

             a)                               b)                                  c)                              d) 

Figure  1.4 : Foyer stable ou instable selon le signe de la partie réelle des valeurs propres. 

a) Foyer stable U < 0 et V > 0 , b) Foyer stable U < 0 et V < 0 
 

c) Foyer instable U > 0 et V < 0, d) Foyer instable U > 0 et V > 0 

 

• Cas particulier  U = 0 : un cas marginal de valeurs propres imaginaires pures (Centre). 

La partie imaginaire des valeurs propres est responsable de la rotation des trajectoires 

autour de l'origine [32]. La figure (1.5) illustre cette situation. 

 

 
                                                         a)                                                 b) 

Figure  1.5 : Trajectoire dans le voisinage des singularités dans un espace des phases  

à 2 dimensions. Deux valeurs propres complexes conjuguées. (W=U +jV) 

a) U = 0, avec V > 0 , b) U = 0, avec V < 0 
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L'utilisation des modèle linéaires est pertinente dans le domaine de linéarité ; en dehors de 

cette zone, les capacités de prédiction d'une solution  peuvent devenir réduites ou nulles [32]. 

        

1.2.3  Systèmes dynamiques non linéaires 

Un système dynamique non linéaire peut avoir plusieurs points d'équilibre isolés. Une 

caractéristique importante d’un système non linéaire réside dont le fait qu’il peut également 

posséder un ou plusieurs cycles limites [33]. L'exemple suivant  illustre ce concept :  

 

Ce système possède, suivant les valeurs des paramètres XF et XG, un portrait des phases très 

intéressant, autour de chacun de ces équilibres, les équations peuvent admettre des systèmes 

linéarisés tangents très différents et donc localement des propriétés différentes [34]. 

 

 

Figure  1.6: Portrait des phases du système avec deux foyers stables, 

 un cycle limite et un point selle. 

 

L’intérêt du portrait de phase est qu’il permet d’identifier des classes de trajectoires et par 

conséquent de caractériser des comportements spécifiques du système dynamique. Le portrait 

de phase d'un système subi des changements qualitatifs lorsqu'il est structurellement instable 

[35]. 

Y�3F = −XF�F − �G�F + XG�3G =  −�G + �FG                 Q  

1.10 
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1.3  Attracteurs des systèmes dynamiques 

Un attracteur du système dynamique est une région de l’espace de phase vers laquelle 

converge toute trajectoire de phase passant à son voisinage. Le voisinage en question est 

appelé bassin d’attraction de l’attracteur [36].  

Dans le cas d’un système linéaire la solution asymptotique est indépendante de la condition 

initiale et unique, pour les systèmes non linéarités il existe une plusieurs variété de régimes 

permanents, parmi lesquelles on trouve, par ordre de complexité   

On classe les attracteurs en fonction de leur complexité: 

• point fixe : les points fixes sont des points singuliers du système dynamique. 

• cycle limite : attracteur formant une courbe fermée.  

• régime quasi-périodique : correspond à une somme de solutions périodiques dont le rapport 

des périodes est un nombre irrationnel ce régime peut être représenté dans l’espace d’état par 

un tore. 

• Un attracteur étrange ou chaotique, cette fois le comportement développé par un système 

dynamique particulier est fortement dépendant de la condition initiale choisie [36].  

 

1.4  Chaos  

Lorenz donna en 1972 une conférence devant le grand public du congrès de l’Association 

américaine pour l’avancement des sciences. Cette conférence « grand public » était intitulée : 

« Prédictibilité : le battement des ailes d’un papillon au Brésil peut-il déclencher une tornade 

au Texas ? » En terme de marketing, ce titre était plus alléchant que « Deterministic non 

periodic flow ». Et la suite l’a prouvé. Quant au terme « chaos », il a été proposé par le 

mathématicien Yorke, deux ans plus tard, en 1975 [37]. 

 

Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un système 

dynamique  non-linéaire [1]. Le chaos se produit quand le comportement du système, n’est 

pas un point d’équilibre, n’est pas périodique, n’est pas quasi-périodique [38-39].  

 
Les systèmes chaotiques contrairement aux comportements purement aléatoires obéissent à 

des lois déterministes, parfois assez simples dans leur représentation mathématique, 
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caractérisés par la sensibilité aux conditions initiales et aux paramètres du système et 

possèdent une certaine régularité qui se traduit par le fait que les points périodiques sont 

denses. La densité des points périodiques exprime l'infinité des comportements dynamiques 

que prodigue le chaos. 

 

1.4.1  L’attracteur étrange  

Les systèmes aléatoires évoluent au hasard dans tout l'espace. Les systèmes chaotiques ont un 

comportement infiniment complexe. Ils sont attirés par une figure géométrique de structure 

également infiniment complexe sur laquelle ils errent au hasard, mais sans jamais la quitter, ni 

repasser deux fois par le même point. Les attracteurs étranges semblent inclure à la fois des 

lois déterministes et des lois aléatoires [23]. 

Le terme attracteur étrange est introduit pour la première fois par Ruelle et Takens en 1971, 

pour appeler un ensemble limite d’un système dynamique qui n’est pas une variété et par suite 

il n’est pas un point fixe, un cycle limite, un tore invariant ou autre. La notion de l’attracteur 

étrange indique la nature du modèle qui est un « objet » mathématique bien défini. Il n’existe 

pas une définition rigoureuse d’un attracteur étrange ou chaotique mais il existe quelques 

essais pour définir cet attracteur, mais toutes ces définitions sont restrictives [23]. 

Par cette définition un attracteur est la limite asymptotique des solutions de l’équation 

différentielle avec un ensemble des conditions initiales B tel que : A∁ B, c'est-à-dire B est le 

bassin d’attraction de A. 

 

1.4.2  Section de Poincaré 

La section de Poincaré est un hyperplan  \ qui transforme la trajectoire continue (c) en une 

succession de points  (], ^, …) de passages discontinus à travers la section. Un autre aspect 

de la section de Poincaré est le passage d’une loi dynamique continue à une loi discrète. 

La section de Poincaré est un outil très fréquemment utilisé pour étudier les systèmes 

dynamiques (notamment les trajectoires périodiques). Le principe de construction de cette 

technique est illustré par la figure suivante [37] : 



Systèmes dynamiques et chaos 

 

16 

 

 

                                                 Figure  1.7: Section de Poincaré 

 

1.4.3  Bifurcations 

Les systèmes que nous considérons sont en général fonction de paramètres de contrôle. Un 

point de bifurcation est un point de l'espace de contrôle où le portrait de phase du système 

change de façon qualitative [22]. 

� Un système est structurellement stable si le portrait de phase ne change pas dans une 

perturbation de ses paramètres. Par conséquent une bifurcation correspond à une perte 

de stabilité structurelle. Un petit changement quantitatif des paramètres peut induire 

un changement qualitatif du comportement. Celui-ci peut être local ou global selon 

qu'il affecte le portrait de phase dans une région localisée autour d'ensembles limites 

particuliers ou, au contraire, dans son ensemble.  

� Une bifurcation locale se produit lorsqu'un ensemble limite change de stabilité. Par 

exemple, en dimension 2,  on dit qu’il y a une bifurquation lorsque l'une de ses valeurs 

propre passe par zéro et change de signe, transformant le nœud en un col, et 

réciproquement. 

� Un foyer bifurque quand la partie réelle de ses valeurs propres s'annule et change de 

signe. 

� Un centre est caractérisé par une paire de valeurs propres imaginaires pures 

conjuguées est à cet égard structurellement instable car la moindre perturbation 

apportée au système le transforme en un foyer, stable ou instable. 
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1.5  Exemples de systèmes chaotiques 

Dans la section suivante, nous allons donner quelques exemples de systèmes 

dynamiques non linéaires. 

1.5.1  La fonction logistique 

La fonction logistique très connue dans la théorie des systèmes dynamiques sert de 

modèle universellement utilisé pour l’étude des systèmes discrets. Ce système à une 

dimension définie par la suite suivante [25] : 

La fonction logistique correspond à un comportement intéressant selon la valeur du paramètre 

r. on trouve un cascade de doublements de période  pour décrire la transition entre un 

comportement périodique et un attracteur chaotique. Une plus grande variété de régimes 

permanents se présente, parmi lesquelles on trouve : 

Pour r < 3, le système possède un point fixe attractif, qui devient instable lorsque r = 3. 

Pour r > 3, le système évolue périodiquement de période 2%, (% entier qui tend vers 

l’infini lorsque r tend vers 4). On obtient donc une succession de bifurcations lorsque r 

augmente. 

Cette courbe présente un diagramme de bifurcation parce que le comportement asymptotique 

subit, pour des valeurs du paramètre r bien déterminées, une bifurcation de l’ensemble des 

états limites.  

 

Figure  1.8 : Diagramme de bifurcation pour la fonction logistique 
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Nous pouvons constater que pour (1 < r < 3), toutes les conditions initiales (0 < x0 <1) 

convergent à la position p=a, (a est un point attracteur correspond à l’intersection de la 

parabole de la fonction logistique avec la droite c = � ). 

Si r = 2, la trajectoire converge au point p=0.5, à partir de  r = 3, après la disparition du 

comportement transitoire, un changement important est constaté,  x prend maintenant deux 

positions d’équilibre qui se commutent alternativement, p1 = 0.6503 et p2 = 0. 6823 (x0=0.3 et 

x0=0.4). 

 

    

                         a)                                                                                       b) 

Figure  1.9: Comportement dynamique de la fonction logistique pour a) r=2, b)  r=3, 

 

 

                                 c)                                                                                        d) 

Figure  1.10 : Comportement dynamique de la fonction logistique pour  c) r=3.45, d) r=3.8 
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                             a)                                                                                     b) 

Figure  1.11 : Evolution de (xn+ 1)  pour a) r=2 ; b) r=3  

  

  

                        a)                                                                                        b) 

Figure  1.12 : Evolution de (xn+ 1 )  pour a) r=3.45 ; b) agrandissement 
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(c-à-d : doublement de période), s’appel “bifurcation". 

 

Si nous augmentons progressivement r, nous allons arriver à une nouvelle valeur de     

r = 3,45 environ, pour laquelle le régime change encore. Cette fois, ce sont quatre états 

d’équilibre qui se succèdent périodiquement [1]. 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

x
+

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

x
+

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

x
+

1

0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

x

x
+

1



Systèmes dynamiques et chaos 

 

20 

 

 

Figure  1.13 : Evolution de (xn+ 1),  r=3.9   

Lorsque r tend vers 4, on voit clairement que l’évolution de xn+1  donne un 

comportement totalement chaotique du fait de la succession de bifurcation. 

 

1.5.2  Modèle de Henon 

Un autre modèle discret très connu, mais à 2 dimensions, est celui de l’astrophysicien 

M. Hénon.  

La figure suivante illustre la géométrie discrète de Hénon dans un plan. 

 

                  Figure  1.14 : Section de Poincaré de l’attracteur de Henon et son agrandissement. 
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1.5.3  Attracteurs de Lorenz 

Un célèbre système chaotique est celui de  Lorenz, qui a prouvé que la difficulté de la 

prédiction de la météorologie réside dans l’existence du chaos dans les équations climatique :   

       Lorenz a étudié ces équations dans son article en1963 [40] et il a observé l'existence d'un 

attracteur étrange pour les paramètres σ = 10, r = 28, b = 8/3 [38].L’illustration de l’espace de 

phase est donnée par la figure suivante : 

 

Figure  1.15 : Attracteur de Lorenz 
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1.5.4  Attracteurs de Rössler 

Un autre exemple d’un système dynamique continu et celui de Rössler. Ce système, qui a été 

proposé par l’Allemand Otto Rössler, est lié à l’étude de l’écoulement des fluides ; il découle 

des équations de Navier-Stokes. Les équations de ce système ont été découvertes à la suite de 

travaux en cinétique chimique [41]. 

 

Les paramètres de trajectoire illustrée dans la figure (figure 1.16) ont été choisis de la manière 

suivante : A = 0.3, B=0.3, C = 5 avec la condition initiale (x0, y0, z0) = (1, 1, 0.3).  La solution 

de ce système est un attracteur étrange.  

 

 Figure  1.16 : Attracteur de Rössler  
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1.6  La sensibilité aux conditions initiales 

Poincaré a prouvé qu’une petite erreur sur les conditions initiales produirait une erreur 

énorme sur le résultat final. Cependant, la sensibilité aux conditions initiales constitue la 

caractéristique essentielle du comportement chaotique d’un système, et la solution devient 

imprévisible.   

Quantitativement, une petite erreur à l’entrée va être amplifiée exponentiellement, 

ainsi toute prédiction devient pratiquement impossible. 

Dans la figure  suivante, nous pouvons constater que la variation du système de 

Lorenz à une petite erreur aux paramètres d’entrée s’amplifie d’une manière imprévisible 

dans l’état final.  

 

Figure  1.17 : Evolution de la trajectoire en Move pour les conditions initiales 

 (x0=2.18; x1=5.15; x2=10.20) et la trajectoire en Bleu pour les conditions initiales 

 (x0=2.17; x1=5.14; x3=10.21) 
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stabilité ou l'instabilité des mouvements d’un système dynamique. La fonction de Lyapunov 

est généralement l'approche la plus utilisée pour garantir la convergence du système. 

 

Le système chaotique est caractérisé par l’existence d’un attracteur étrange, et par suite pour 

cet attracteur deux points de départ initialement très proches divergent de façon exponentielle, 

donc au moins un exposent de Lyapunov est positif strictement, ceci élabore la notion appelé 

sensibilité aux conditions initiales.  

Géométriquement, cela se traduit par le fait que si on choisit un ensemble de 

conditions initiales situées dans une sphère infiniment petite de diamètre δ (0) dans le bassin 

d’attraction d’un système dynamique de dimension n ; sous l’effet de la dynamique cette 

sphère va se déformer pour se transformer en ellipsoïde. Le i-ème exposant de Lyapunov se 

définit alors en fonction de la déformation subie sur la i-ème direction comme [42] :  

  
L’ensemble (λ�) i=1...n constitue le spectre de Lyapunov. 

 
Un exposant de Lyapunov positif indique que selon la direction qu'il représente la divergence 

entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps. Il s'agit donc bien 

là d'une caractérisation d'un attracteur étrange.  

 

On peut caractériser le mouvement d’un système dynamique selon les signes des exposants de 

Lyapunov comme suit : 

� Un mouvement instable a un exposant de Lyapunov positif 

� Un mouvement stable, un exposant de Lyapunov négatif. Alors le système est 

asymptotiquement stable ; les trajectoires convergent vers le point d’équilibre. 

� Les mouvements bornés ont un exposant de Lyapunov négatif ou nul.  

� Un mouvement chaotique si l'un des exposants de Lyapunov d’un système non linéaire 

est positif. 

    λ� = limu→v Fu ln wx(u)wx(7) ,     " = 1. . %  
 

1.15 
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On peut résumer la correspondance entre le type de l'attracteur et le signe des exposants de 

Lyapunov dans le Tableau suivant [39] :  

 

 

Régimes permanentes Attracteur Exposants de Lyapunov 

Point d’équilibre point 0 > λ1 ≥…….≥ λn 

Périodique courbe fermée λ1 = 0 

0 > λ2 ≥…….≥ λn 

Quasi-périodique tore λ1 = ……= λi= 0 

0 > λi+1 ≥…….≥ λn 

Chaotique fractale λ1 > 0 

0 ≥ λ2 ≥…….≥ λn 

 

Tableau  1-1 Classification des régimes permanent en fonction des exposants de Lyapunov 

 

1.8  Les fractales 

La notion de fractale a été introduite par le mathématicien Benoît Mandelbrot dans les années 

1970 pour désigner des ensembles possédant des propriétés géométriques particulières que 

l’on peut rapidement résumer par les concepts de similitude interne et d’invariance par 

changement d’échelle : une structure fractale est la même « de près comme de loin » [43].  

Il est possible grâce aux fractales d'aborder l'étude de phénomènes complexes et chaotiques de 

façon rationnelle permettant de reconnaître pour ces phénomènes une homothétie interne, 

un mécanisme répétitif souvent très simple et une dimension fractale. Ce qui justifie le 

développement que connaît cette branche des sciences [44]. 

 



Systèmes dynamiques et chaos 

 

26 

 

1.8.1  Exemple : la courbe de Helge von Koch 

Cette courbe de Koch se crée ainsi : au début, c’est-à-dire à l’itération zéro, on dispose d’un 

état initial qui est un segment de droite L (figure 1.18). À la première itération, ce segment est 

remplacé par une ligne brisée, formée de 4 segments de longueur L/3, que l’on nomme le « 

générateur » (starting shape ou seed shape). À la seconde itération, on remplace chacun des 4 

segments par le générateur, si bien que chaque nouveau segment mesure L/9. À la fin de 

chaque étape, la forme résultante est reportée en début d’une nouvelle étape, ce procédé se 

nomme « récursivité ». À la troisième itération, on poursuit le remplacement de chaque 

segment par une version encore réduite du générateur. En poursuivant de la sorte, on obtient 

une forme de plus en plus complexe, jusqu’à l’infini [43]. 

 

 

Figure  1.18: La courbe de Koch  

 
 

1.9  Application du comportement chaotique   

L'impact majeur de la théorie du chaos est encore à venir; il ne se limitera pas aux 

mathématiques, mais se fera sentir sur l'ensemble de la science [45-50]. Dans la littérature on 

peut trouver plusieurs applications du chaos pour des différents domaines de sciences, telles 

que [36] :   
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- En télécommunication : L'originalité de l’utilisation du chaos repose sur la prise en 

compte des propriétés de signaux chaotiques issus soit d'équations différentielles soit 

de récurrences discrètes non linéaires pour masquer ou mélanger les informations dans 

une transmission sécurisée.  

 

- En informatique : Des procédés de compression d'images ont été mis au point à 

partir des fractales. Des images de synthèse, au cinéma ou dans le domaine des jeux 

vidéo, sont rendues de plus en plus réalistes, toujours grâce aux fractales.  

 

- En biologie : La théorie du chaos permet d'expliquer les variations des  populations 

animales, les oscillations du cerveau. (c’est-à-dire un enregistrement graphique de 

l'activité électrique du cerveau au moyen d'électrodes placées sur le cuir chevelu, est 

un attracteur étrange). Ce pourrait donc être en vertu de la théorie du chaos que 

l'homme est libre et unique. 

- Les arythmies cardiaques typiques de nombreuses maladies du cœur se 

trouvent aussi expliquées par la théorie du chaos. Dans un cœur normal, des 

impulsions électriques se répandent de manière régulière dans les fibres musculaires, 

qui forcent le ventricule du cœur à se contracter et à pomper le sang. Une fois 

contractées, les fibres sont insensibles aux signaux électriques ; on parle de période 

réfractaire. Ce sont ainsi les variations de la durée de la période réfractaire d'une zone 

du ventricule à un autre qui seraient la cause de la contraction spasmodique à l'origine 

d'une crise cardiaque. 

 
- En économie : Les marchés financiers, les mouvements commerciaux et, ainsi que les 

cycles économiques, peuvent être expliqués en partie par la théorie du chaos, où les 

fractales ont un lien très étroit avec le hasard, et permettent donc de modéliser des 

expériences aléatoires complexes, d'où l'utilisation en finance, pour modéliser les 

variations des cours de la Bourse. 

 
- En art : Dans le domaine de l'art, depuis les années 1980, la beauté des fractales est 

exploitée et appréciée, et on voit des expositions se multiplier. Les images fractales 

ont un intérêt esthétique certain, mais on peut se demander si elles ont une autre utilité. 
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On peut remarquer certaines fonctions remarquables des fractales dans différents 

domaines. 

 

1.10  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons défini les différents termes des systèmes dynamiques non 

linéaires, le chaos, les attracteurs ainsi que la stabilité…etc. nous avons aussi présenté 

quelques exemples célèbres continus et discrets illustrent la route vers le chaos après un 

cascade de bifurcation allant d’un état stable à un état chaotique.  

Nous avons montré également que les systèmes dynamiques non linéaires pouvaient adopter 

des comportements dynamiques complexes, sensibles aux conditions initiales et à la valeur 

des paramètres. Et nous avons cité quelques domaines d’application du chaos. Les notions 

introduites dans ce chapitre vont être utilisées par la suite. Dans le chapitre suivant, nous 

allons nous intéresser aux non linéarité dans le résonateur piézoélectrique présentant un 

comportement chaotique sous de fortes excitations. 
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Chapitre 2 
Les résonateurs piézoélectriques 

2.1  Introduction 

Ce chapitre est une introduction aux matériaux et résonateurs piézoélectriques dont l'intérêt 

majeur de ce phénomène réside dans le couplage entre les grandeurs électriques et les 

grandeurs mécaniques. On commence  par décrire l’effet piézoélectrique, nous présenterons 

ensuite le formalisme permettant de mettre le phénomène en équation, puis on va s’intéresser 

au non linéarité des résonateurs piézoélectriques [51]. On finira par décrire les différents défis 

actuels au niveau de ce type de résonateurs, ce qui nous permettra de définir les axes de 

recherche de cette thèse. 

 

2.2  La piézoélectricité 

2.2.1  Historique 

Le phénomène de piézoélectricité a été observé pour la première fois par l’Abbé R. Haüy en 

1817, cependant la découverte de l’effet piézoélectrique revient à Pierre et Jacques Curie qui 

l’on caractérisé en 1880. La première application a vu le jour pendant la première guerre 

mondiale avec l’invention du sonar par Paul Langevin [52]. On retrouve ces effets dans de 

nombreux corps tels que le quartz à l’état naturel et dans les céramiques synthétiques. La 

découverte expérimentale des premières théories de l’effet direct de la  piézoélectricité est due 

aux travaux  de Pierre et Jacques Curie présentés en 1880 sur les cristaux présentant une 

structure asymétrique [53] où la relation de linéarité entre la contrainte exercée et les charges 

électriques mesurées a été développée  ainsi que les règles de symétrie auxquelles doit 

satisfaire un matériau pour présenter un effet piézoélectrique.  

L’effet piézoélectrique inverse a été mis en évidence par Gabriel Lippmann en 1881 sur la 

base de calcul thermodynamique et immédiatement vérifié expérimentalement en 1882 par les 

frères Curie.  
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Mais c’est lors de la première guerre mondiale que le premier composant électronique 

intégrant un cristal de quartz voit le jour. Paul Langevin et ses collaborateurs construisent en 

1917 le premier générateur ultrasonore à quartz pour les mesures et la détection sous-marine 

appelé Sonar pour Sound Navigation And Ranging. Le premier oscillateur électronique 

stabilisé par un cristal de quartz sera réalisé par Walter G. Cady en 1920 [54].  

 

La première réalisation utilisant le phénomène piézoélectrique fut une balance à quartz. La 

masse à mesurer, déposée sur la surface du cristal, perturbe la fréquence de résonance du 

Quartz de manière proportionnelle à son poids. Mais, il faudra attendre 1915 et la première 

guerre mondiale pour voir apparaître des composants électroniques intégrant un cristal de 

Quartz. Le premier SONAR (Sound Navigation And Ranging) constitué d’un générateur 

d’ondes élastiques et d’un capteur piézoélectrique fut mis au point par Paul Langevin pour 

détecter la présence de sous-marins allemands. L’onde acoustique (40 kHz) se propage dans 

l’eau et se réfléchit sur les obstacles se trouvant sur sa course. L’écho renvoyé est détecté par 

le capteur piézoélectrique et le temps écoulé entre l’émission et la réception permet de 

connaître la distance séparant l’émetteur de l’obstacle. Ce principe fondamental est toujours 

utilisé, mais les techniques, les matériaux utilisés et l’électronique de commande ont été 

améliorés. Au cours de la seconde guerre mondiale, la transposition de ce principe aux ondes 

électromagnétiques a donné naissance au RADAR (Radio Detection And Ranging) [55]. 

 

Actuellement, la piézoélectricité est présente partout, dans l’usage courant : allume-gaz, 

briquet, tourne-disque, imprimante à jet d’encre, etc., comme dans les hautes technologies 

pour contrôler, analyser et caractériser la matière, en échographie industrielle, en imagerie 

médicale et dans la radiocommunication. Elle est aussi utilisée dans un but esthétique pour le 

nettoyage d’édifices ou le détartrage dentaire. 

 

Le secteur des communications est le plus gros consommateur de circuits piézoélectriques 

hautes fréquences : filtres, duplexeurs, VCO (Voltage Controlled Oscillator), les 

communications sans fils sont devenues aujourd’hui un enjeu économique et industriel 

incontournable comme le téléphone portable. Les applications nécessitant ce type de 

composants ne cessent de se développer [56]. 
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2.2.2  Définition 

La piézoélectricité des mots grec piezein (pression) et elektron, est la propriété que possèdent 

certains matériaux cristallins de pouvoir transformer une énergie mécanique en une énergie 

électrique et vice-versa [56]. Cet effet est dû à la structure de ces matériaux. En effet, pour 

qu’un cristal soit piézoélectrique, il doit exister une certaine dissymétrie dans la disposition 

des charges électriques [53, 57].  

 

 

Figure  2.1 : Principe de la piézoélectricité  

 

On distingue les effets piézoélectriques direct et inverse ; l'effet direct est le phénomène 

d’apparition de charges électriques lorsqu'on soumet un matériau à une contrainte mécanique. 

Et l'effet inverse correspond à l'apparition d’une déformation mécanique du matériau 

lorsqu'on le soumet à un champ électrique (figure 2.1) [57]. 

 
• Effet piézoélectrique direct : l’application d’une contrainte mécanique va déplacer le 

centre des charges positives et négatives. Ce changement va alors entrainer 

l’apparition d’une tension proportionnelle à la pression. [52].  

 
                                         Figure  2.2: Effets piézoélectrique direct 
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• Effet piézoélectrique inverse : si une différence de potentiel est appliquée à un de ces 

matériaux, la structure cristalline changera et déformera le matériau utilisé.  

 

Figure  2.3: Effets piézoélectrique inverse 

 

2.3  La structure cristalline 

Du point de vue macroscopique, l’état solide est caractérisé par l’existence de forces 

d’interaction entre les particules (atomes, ions, molécules). L’état solide peut être divisé en 

état amorphe, mésomorphe (paracristallin) et cristallin. Parmi celles-ci, l’état cristallin est 

caractérisé par une géométrie régulière des corps et une disposition périodique des atomes 

composants selon les trois directions spatiales, c’est à dire qu’ils présentent une symétrie 

extérieure et une symétrie cristalline. L’existence des éléments de symétrie fait que les 

propriétés physiques des corps cristallins ont une anisotropie prononcée, leur propriétés 

physiques étant différentes selon les direction. Les matériaux piézo-électriques sont 

anisotropes. Il est à remarquer que dans un cristal il existe des directions appelées 

équivalentes où les propriétés physiques restent les mêmes. C’est le cas du quartz qui est le 

plus connu des matériaux piézoélectriques [58]. 

 

Parmi les 32 classes cristallines, 21 sont dépourvues de centre de symétrie : les centres de 

gravité des charges positives et négatives ne coïncident pas. Il en résulte l’existence dans le 

cristal d’un dipôle électrique. Parmi celles-ci, 20 classes cristallines présentent l’effet 

piézoélectrique. Dans ces 20 classes, 10 présentent une polarisation électrique spontanée en 

l’absence d’un champ électrique extérieur : elles sont dites polaires. La polarisation électrique 

ne peut être observée directement car elle est annulée par des charges libres à l’intérieur ou à 

la surface du cristal. Cependant lorsque la température varie, la mesure de l’écoulement des 

charges dans un circuit fermé permet de mettre en évidence la variation de polarisation.  Les 

cristaux appartenant à ces 10 classes sont appelés pyroélectriques. Les cristaux 

ferroélectriques forment un sous-groupe des matériaux pyroélectriques pour lesquels le sens 



Les résonateurs piézoélectriques 

 

33 

 

de la polarisation peut être renversé sous l’action d’un champ électrique suffisamment 

intense. 

Cette polarisation s’annule pour une température appelée ‘’ température de Curie’’ (la 

permittivité passe par un maximum) au-dessus de laquelle le cristal possède une structure non 

polaire appelée paraélectrique : il ne présente plus alors l’effet piézoélectrique [56].                            

                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  2.4: Répartition des classes cristallines selon certaines propriétés des matériaux [59] 

  

2.4  Résonateurs piézoélectriques 

Les matériaux piézoélectriques constituent un lien, une passerelle, entre deux domaines de la 

physique : l’acoustique et l’électromagnétisme. Ils permettent de convertir un signal 

hyperfréquence en une onde acoustique progressive. La structure du résonateur et celle du 

motif d’excitation déterminent la manière dont cette onde va se propager. Pour une 

propagation sur la surface de la couche du matériau piézoélectrique, l’onde est appelée « onde 

de surface » (SAW : Surface Acoustic Wave) et pour une propagation suivant l’épaisseur, 

Non piézoélectrique 

21 non centro-symétriques 11 centro-symétriques 

20 piézoélectrique 1 non piézoélectrique 

10 pyroélectrique 10 non pyroélectrique 

Non ferroélectrique Ferroélectrique Non ferroélectrique 

32classes cristallines 
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l’onde est appelée « onde de volume » (BAW : Bulk Acoustic Wave). Ces deux possibilités 

sont exploitées dans les structures suivantes [60]. 

 

Figure  2.5: Résonateurs piézoélectriques à quartz : SAW (à gauche) et BAW (à  droite)  

 

2.4.1  Couplage électromécanique 

Pour déterminer la conversion électromécanique dans un matériau piézoélectrique, il faut 

considérer de façon globale les différentes valeurs des coefficients mécaniques, électriques et 

piézoélectriques. Il est défini pour une géométrie de résonateur et un mode de vibration 

particuliers [57]. Le coefficient de couplage électromécanique appelé coefficient k est la 

capacité d’un matériau piézoélectrique à convertir une énergie en une autre. Cette 

caractéristique très importante dépend des propriétés du matériau utilisé mais également de 

son orientation ainsi que de la nature de la vibration considérée et il peut être calculé pour les 

différents modes de vibrations. 

                                

Une autre définition consiste à définir k à partir d’une des relations piézo-électriques (tableau 

2-3) réduite à une dimension seulement, de la manière suivante [53] : 

 

 

< = zEnergie transforméeEnergie fournie  2.1 

 

< = constante piézoélectriqueGconstante élastique ・ constante diélectrique 2.2 
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2.4.2  Facteur de qualité 

Le facteur de qualité d'un résonateur, ou coefficient de surtension mécanique, traduit 

les pertes mécaniques d'un résonateur au cours d'une période de vibration [56]. 

L'énergie dissipée a plusieurs causes : 

• A l'intérieur du résonateur : amortissement visqueux du matériau, phénomènes 

thermoélastiques. 

• A la surface du résonateur : présence des électrodes, rugosité (défaut d'usinage). 

• A l'extérieur du résonateur : amortissement gazeux, influence de la fixation. 

 

2.4.3  Température de Curie  

Au-delà d'une certaine température (température de Curie) un matériau piézoélectrique perd 

ses propriétés. Pour les matériaux piézoélectriques ferroélectriques il s'agit d'un changement 

de phase structurelle qui a pour conséquence de supprimer la polarisation rémanente. Le 

matériau passe de l'état ferroélectrique à l'état para-électrique [56]. Dans le cas des matériaux 

piézoélectriques non ferroélectriques, cette notion existe et correspond aussi à un changement 

de structure cristalline. 

 

2.4.4  Modes de vibrations 

Un matériau piézoélectrique, excité par un champ électrique alternatif de faible intensité et de 

pulsation, entraîne la génération d’une onde acoustique qui se propage suivant l’épaisseur de 

la couche piézoélectrique. Lorsque T est égale à un mode propre de résonance du matériau, 

une résonance est induite. Cette résonance électromécanique dépend de la géométrie de 

l’échantillon, de la direction du champ d’excitation E et de la polarisation. La caractérisation 

d’un résonateur piézoélectrique nécessite différentes géométries avec des dimensions bien 

définies, afin de contraindre la vibration dans une direction spécifiée et d’assurer la séparation 

des modes de résonances [61].  

La polarisation de cette onde détermine le mode de vibration du résonateur (Tableau 2-1). 

� = 2� Energie stockée dans le résonateurEnergie dissipée pendant une période de vibration 
2.3 
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Mode de vibration Coefficients de couplage k 

 
Mode transversal 

 
 
 
 ��F = d�F�ω��� SFF�  

 

 
Mode longitudinal  

  
 
 ��� = d���ω��� S���  

 
Mode de cisaillement 

 
 
 �F� = dF��ωFF� S���  

 
 
 

 
Mode radial  

 
 
 �� = ��F 2�1 + SFGSFF

 

 

Tableau  2-1: Différents coefficients de couplage électromécanique suivant la géométrie,  

le mode de vibration et la polarisation P [62] 

 

2.5  Grandeurs physiques de la piézoélectricité  

La piézoélectricité est un phénomène de couplage entre les grandeurs électriques (champ 

électrique E, déplacement électrique D) et les grandeurs mécaniques (contrainte T, déformation 

S). Les relations de proportionnalité qui les lient, dans le cas d’un matériau isotrope, peuvent 
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s’écrire de manière simplifiée [59]. L’effet piézoélectrique direct se traduit par l’équation 

(2.4) :  

L’effet piézoélectrique inverse se traduit par une déformation du matériau sous l’application 

d’un champ électrique (ou d’une tension) :  

Le coefficient de proportionnalité entre D et T et entre S et E est le même, et est appelé 

constante piézoélectrique. La piézoélectricité, étant un effet sensible au champ électrique, ne 

peut se produire que dans des diélectriques et des semi-conducteurs.  

Les différentes grandeurs physiques sont décrites dans le Tableau (2.2). 

 

Gra   Grandeur physique Symbole Unité 

Contrainte 
 

T N.m-2 

Déformation 
 

S / 

Champ électrique 
 

E V.m-1 

Induction électrique 
 

D C.m-2 

Souplesse 
 

s m2.N-1 

Constante piézoélectrique 
 

d m.V-1 

Permittivité électrique 
 

ε F.m-1 

 
Tableau  2-2: Différentes grandeurs physiques 

 

 

  � = ��  2.4 

    \ = �� 2.5 
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A ces deux effets piézoélectriques se superposent les propriétés élastiques du matériau, qui se 

traduisent par la relation suivante :  

Les propriétés diélectriques du matériau, qui se traduisent par la relation suivante : 

 Les différentes propriétés du matériau piézoélectrique peuvent être résumées sur la figure 

(2.6) où sont donnés les différents liens entre les grandeurs physiques du matériau 

piézoélectrique : la contrainte, la déformation, le champ électrique et l’induction électrique. 

 

 

Figure  2.6 : Relations entre les différentes grandeurs physiques [67] 

 

2.5.1  Propagation d’une onde acoustique en milieu piézoélectrique     

           En appliquant la loi fondamentale de la dynamique, les relations  décrivent les efforts 

mécaniques et la polarisation d’un diélectrique piézoélectrique soumis à un champ électrique 

et à des déformations par les tenseurs suivants: 

 

 

 \ = �� 2.6 

 

� = �� 2.7 
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�� Correspond à la rigidité à champ électrique nul, � à la constante piézoélectrique et �� à la 

permittivité à déformation nulle.   

 

La souplesse s est notée avec un indice �, puisqu’elle est mesurée lorsque � est nul. De même 

la permittivité électrique ε est notée avec un indice T, puisqu’elle est mesurée lorsque la 

contrainte dans le matériau est nulle. \ et � sont des tenseurs, � et � sont des tenseurs d’ordre 0 que l’on assimilera à des vecteurs. L’exposant t correspond à la transposée du tenseur. Les 

ordres et les composantes de ceux-ci seront précisés dans le paragraphe suivant [63]. 

���`� ��0 J�� tenseurs des rigidités élastiques , mije  est les constantes piézoélectriques et mnε  

est les permittivités. ses valeurs sont données dans les standards spécialisés de 

cristallographie. 

 

2.5.2  Matrices piézoélectriques 

Les matériaux piézoélectriques sont anisotropes, et il est donc nécessaire de définir des 

tenseurs (pour la souplesse, la matrice piézoélectrique..). Il existe 6 mouvements possibles 

dans l’espace, qui sont représentés par le trièdre suivant, 3 mouvements de translation et 3 

mouvements de rotation. La direction de polarisation est toujours choisie selon l’axe 3. 

p  
kkijkl

E

ijklij EeScT −=

k

s

ikklikli ESeD ε+=  Q 2.8 

 

pq� = (��) F        � = ���                 �� = �¡ − ����u Q 
2.9 
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Figure  2.7: Axes de référence [63] 

 
Le champ électrique E et l’induction électrique D sont des vecteurs avec 3 composantes. La 

contrainte T et la déformation S sont des tenseurs avec 6 composantes : les 3 axes du repère, et 

les axes croisés correspondant aux rotations. De ce fait, la souplesse s s’exprime sous la forme 

d’un tenseur 6 x 6, les coefficients piézoélectriques d sous la forme d’un tenseur 6 x 3, et la 

permittivité électrique sous la forme d’un tenseur 3 x 3. 

 

Les matériaux piézoélectriques n’ont pas de centre de symétrie. La structure la moins 

symétrique, la structure triclinique, présente 27 coefficients différents, mais avec 

l’augmentation de la symétrie, le nombre de coefficients piézoélectriques diminue. Les 

céramiques piézoélectriques appartiennent à la classe de symétrie ¢¢/∞, et les matrices de 

souplesse, piézoélectriques et de permittivité ont les structures suivantes [63] : 

 

� =
¥¦¦
¦¦§
�FF �FG �F��FG �GG �F��F� �F� ���

0000 0 00 0 00 0 0
���00

0000���0

000002(�FF − �FG)©̈©©
©ª
 

 
 

 

2.10 

� = « 00��F
00��F

00���
0�F�0

�F�00
000¬ 

 

2.11 
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Les différents coefficients de ces matrices dépendent du matériau utilisé ainsi que du type de 

dépôt de ce matériau et du procédé de fabrication. En effet, suivant le procédé de fabrication 

le niveau d’impuretés par exemple peut varier, et modifier les coefficients piézoélectriques. 

Ces coefficients sont très dépendants de la fabrication est peuvent diminuer avec le temps, ce 

qui correspond à l’usure du matériau. 

 

2.5.3  Les classes principales de matériaux piézoélectriques 

Il existe quatre classes principales de matériaux piézoélectriques : les cristaux qui possèdent 

une piézoélectricité naturelle, les céramiques, les polymères et les composites qui doivent être 

polarisés [64] 

 

2.5.3.1 Les cristaux 

 Le cristal piézoélectrique le plus connu est le quartz mais ses propriétés en termes de 

performance sont peu attrayantes pour les applications en vibration. D’autres matériaux, tel 

que le niobate de lithium (LiNbO3) ou le tantalate de lithium (LiTaO3) affichent des valeurs 

de coefficient de couplage plus élevées mais le coût élevé et la fragilité de ces cristaux 

explique qu’on ne les retrouve que très peu dans les produits actuels [64].  

 

2.5.3.2 Les céramiques 

 Les premiers matériaux piézoélectriques de synthèse à base de Titanate de Barium 

apparaissent après 1945. Zirconium Titanate de Plomb (PZT), élaborés dès 1945 se répandent 

très rapidement car leurs caractéristiques supplantent de loin celles de tous les autres 

matériaux piézoélectriques. Ils sont utilisés en contrôle actif de structure en tant 

qu’actionneurs et capteurs ils peuvent intervenir dans la composition de matériaux composites 

actifs [65].  

 

� = «�FF 0 00 �FF 00 0 ���¬ 

 

 

2.12 
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2.5.3.3 Les polymères 

 Certains polymères tels que le PVDF (PolyVynilDiFluorure) et des copolymères tels que le 

PVDF-TrFE peuvent acquérir des propriétés piézoélectriques. Ils possèdent une épaisseur 

pouvant être très faible et une grande flexibilité qui les rend adaptables à des surfaces non 

planes. Ils ont été éprouvés et sont utilisés dans diverses applications. Ils sont efficaces en tant 

que capteurs, grâce notamment à leur faible hystérésis [64]. Cependant leur faible coefficient 

de couplage électromécanique les pénalise en temps qu’actionneurs. Ils présentent de plus des 

pertes diélectriques élevées. 

 

2.5.3.4 Les composites 

Ce sont des céramiques massives. Ces matériaux, d’abord développés pour des applications 

sonar, ont fait leur apparition au début des années 80 et représentent l’avancée majeure dans 

le domaine des matériaux piézo-électriques [65], depuis l’apparition des PZT dans les années 

60.  

2.6  Le quartz 

Le quartz est une forme cristalline particulière de la silice. Il se présente sous deux formes : le 

quartz-α et le quartz-β. Bien que ces deux formes soient piézoélectriques, seul le quartz-α est 

utilisé dans la conception de résonateurs (le quartz-β ne possède qu’une seule constante 

piézoélectrique non nulle alors que la forme α en contient deux). Suivant le sens de rotation 

de l’hélice du cristal de quartz, ce dernier est appelé quartz droit ou quartz gauche [52].  

        

Figure  2.8: Structure et barreau de quartz synthétique [52] 
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Au delà de 573◦C (température de Curie), le quartz devient instable. Sa structure cristalline 

subit une légère transformation ce qui entraine une modification de la symétrie du cristal et 

par conséquent de ses propriétés piézoélectriques. Le quartz se change alors en quartz-β [53].  

 
Comme tout matériau piézoélectrique, le quartz est anisotrope, ce qui signifie que ses 

propriétés physiques varient suivant la direction considérée. Les tenseurs des constantes 

élastiques, piézoélectriques et diélectriques vus précédemment sont donc liés au repère utilisé. 

 
 En fonction de la direction choisie, le comportement des résonateurs sera différent. Ils 

pourront alors posséder certaines particularités comme une insensibilité à la température ou 

aux contraintes appliquées sur la lame.  

Pour étudier la stabilité des ondes se propageant dans les milieux piézoélectriques, il est 

nécessaire d'introduire les non linéarités inhérentes à la propagation ainsi que la dispersion : 

celle-ci peut être due aux conditions d'excitation (conditions aux limites, nature du 

transducteur source) ou à la microstructure du milieu de propagation [66]. 

 

2.6.1  Sensibilité aux paramètres extérieurs 

Le comportement du quartz dépend de l’orientation du cristal utilisé. Le résonateur est également 

sensible à des paramètres extérieurs [67] comme la température, la pression, l’accélération, les 

radiations [68]. 

� Température 

En fonction de la température, le quartz va se dilater de façon non isotrope, ce qui va entrainer 

une modification de ses dimensions. De plus, ses coefficients élastiques vont varier sous 

l’effet de la température. Ces phénomènes vont induire un décalage de la fréquence de 

résonance. Le comportement statique de la fréquence en fonction de la température (T 

uniforme dans le quartz) peut être représenté, dans une gamme de -50◦C `a +150◦C, sous la 

forme d’un polynôme du 3éme ordre [68-69]. 
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Figure  2.9:Propriété fréquence- température d’un résonateur à cristal [70] 

� Force  

La fréquence de résonance d’un résonateur peut également varier à cause des contraintes 

appliquées sur la lame pendant l’usinage, du dépôt des électrodes, mais une grande partie de 

ces variations provient aussi des contraintes mécaniques dues à la structure de maintien du 

résonateur. 

� Accélération 

Un autre paramètre affectant la fréquence de résonance est l’accélération. En effet, on observe 

une variation de la fréquence de résonance lorsqu’un résonateur subit une accélération 

constante. Cette accélération va exercer des forces au niveau des fixations et dans le volume 

du quartz. La dérive de la fréquence est alors proportionnelle à l’amplitude de l’accélération et 

va dépendre de la direction dans laquelle celle-ci est appliquée [68]. 

 

2.6.2  Effet amplitude-fréquence  

L’effet amplitude-fréquence ou le défaut d’isochronisme, est la variation de la fréquence de 

résonance en fonction de la puissance électrique d’excitation du résonateur. Cet effet est 
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principalement dû à la non-linéarité [71-73] du quartz et plus particulièrement à ses 

coefficients élastiques du 4e ordre (28 constantes indépendantes). 

La fréquence de résonance va évoluer avec le carré du courant selon la loi suivante : 

Où I est le courant maximal [A] et a le coefficient de sensibilité [A−2]. La valeur de ce 

coefficient va dépendre principalement du type de résonateur utilisé, du mode de vibration et 

de la coupe considérée. La figure (2.10)  Illustre les effets de la non-linéarité du quartz sur le 

courant. 

 

Figure  2.10: Effet de la tension d’alimentation sur le courant et la phase 

 

Les réponses fréquentielles typiques d’un résonateur de pulsation propre unitaire soumis à une 

non-linéarité cubique durcissante de type Duffing pour différentes amplitudes 

d’actionnement. Les lignes pointillées correspondent au cas linéaire (dans ce cas les réponses 

en phase sont superposées à la courbe en bleu foncé) [74-75].  

 

  ∆aa7 = X ®7G 
 

2.13 
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Quelle que soit la tension d’alimentation, le courant atteint son amplitude maximale lorsque le 

résonateur est excité à sa fréquence de résonance. A forte puissance, la courbe de courant en 

fonction de la fréquence devient asymétrique sous l’effet de la non-linéarité du quartz [52]. 

 

2.6.3  Schéma équivalent du résonateur  

Les ondes de volume dans les résonateurs piézo-électriques sont modélisées du point de vue 

électrique par le modèle BVD (Butterworth Van-Dyke) composé d’éléments électriques. Le 

schéma électrique comportant un circuit RLC série en parallèle avec une capacité statique q7 

dont les valeurs dépendent de certains paramètres acoustiques « macroscopiques » comme le 

coefficient de couplage électromécanique, les fréquences de résonance (résonance série) et 

d’antirésonance (résonance parallèle) ou les facteurs de qualité série et parallèle [76]. 

 

Les grandeurs BF, qF et ¯F sont l’inductance dynamique, la capacité dynamique et la 

résistance respectivement. La capacité C0 représente la capacité électrique statique entre les 

électrodes. Du point de vue équivalence mécanique, la masse vibrante est représentée par 

l’inductance BF, l’élasticité par la résistance dynamique qF et l’amortissement par la capacité ¯F.  

En pratique il est impossible de réaliser un tel schéma équivalent du résonateur à partir de 

composants passifs discrets. Plus le facteur de qualité � est élevé, plus l’oscillateur 

électronique aura une meilleure stabilité; le facteur de qualité �arrive à avoir des valeurs de 

quelques 106 pour les résonateurs de très haute stabilité utilisés en métrologie temps-

fréquence. 

 

Autour d'une des fréquences de résonance, c'est-à-dire autour de la fréquence d'oscillation de 

l'oscillateur final, le quartz peut se modéliser comme suit : 

 
                                                                 

                                    

                                    

 

Figure  2.11: Symbole et schéma électrique d’un résonateur à quartz  

q1 

q0 

B1 ¯1 
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Les fréquences de résonance série fs et d’antirésonance parallèle fp sont données par : 

 

L’évolution de la phase et de l'amplitude de la quantité de charges collectées en sortie du 

résonateur en fonction de la fréquence d'excitation est illustrée par la figure suivante :  

 

Figure  2.12: Diagramme de l'amplitude et de la phase des charges en sortie du résonateur 

piézoélectrique [56]  

 

Il est possible de s’affranchir de l’antirésonance et d’obtenir une phase nulle à la résonance en 

annulant électroniquement la capacité inter-électrodes C0 [77]. On utilise pour cela un circuit 

composé d’un inverseur et d’une capacité de valeur égale à C0 que l’on branche en parallèle 

du résonateur [56]. L’ensemble résonateur et capacité "négative" ne présente plus ainsi que la 

seule résonance pour un déphasage de 90° (figure 2.13). 

 

 

 

                     Figure  2.13: Diagramme de l'amplitude et de la phase des charges en sortie du résonateur 

piézoélectrique  avec compensation de la capacité �� 

a� = 12��BFqF      ;    a° =  1
2��BF ± qFq7qF+q7²   

2.14 
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2.6.4  Le quartz dans les oscillateurs  

Les résonateurs BAW peuvent être utilisés soit dans les oscillateurs [76], soit dans les filtres 

RF présents dans les émetteurs récepteurs hautes fréquences. Ces deux fonctions sont très 

importantes car elles déterminent la sélectivité des récepteurs et l’encombrement spectral des 

émetteurs [55]. 

Un oscillateur est un circuit générant un signal périodique en l’absence de toute excitation 

extérieure. Un moyen simple d’obtenir un oscillateur sinusoïdal de tension est d’utiliser une 

boucle de réaction avec une entrée nulle (Figure (2.14)).  

 

                                                                                                                

                                                                                                                

                                                                                                             

                               

Figure  2.14: Structure d’un oscillateur 

 

Une chaîne directe ³(°)qui est un amplificateur à Aop ou à transistor selon la 

fréquence de travail. Un quadripôle �(°) de réaction (filtre) qui réinjecte à l’entrée de 

l’amplificateur une fraction du signal de sortie. La transmittance de boucle:  

 
Les quartz permettent également de réaliser des filtres passifs très sélectifs [76]. La 

méthodologie de synthèse proposée par [55] est décrite par l’organigramme de la Figure 

suivante. 

La synthèse commence par l’initialisation des paramètres fixes de chaque résonateur (<, �,  
ε´ , . . ) Les paramètres variables des résonateurs (a, \, … ) sont optimisés en minimisant une 

fonction d’erreur qui dépend des paramètres [\] du gabarit donné [55]. 

 

 �(°) = ³(°). �(°)  
 

2.15 

     K(p) 

      H(p) 
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Figure  2.15: Méthodologie de synthèse de filtre BAW 

 

2.6.5  Applications 

Les éléments piézoélectriques se trouvent dans des applications industrielles [53] : 

– Dans des capteurs de pression, d’effort, ou d’accélération où l’effet direct est utilisé : la 

linéarité et la sensibilité (tensions détectables même pour de faibles efforts) sont mises à 

profit. 

– Des émetteurs ultrasonores utilisent l’effet indirect ; en particulier on peut citer l’utilisation 

comme émetteur dans les systèmes sonar, première application de l’effet indirect proposée par 

Langevin en 1915. Des éléments piézoélectriques sont également utilisés pour détecter les 

ondes sonores dans l’eau, où leur impédance mécanique et leur sensibilité fait de très bons 

hydrophones. On peut aussi utiliser ce type de systèmes en imagerie médicale (échographie). 

Initialisation des paramètres fixes 

Définition de l’architecture du filtre 

      Initialisation des paramètres variables 

Analyse du filtre 

Evaluation de la fonction d’erreur 

Minimisation de la fonction d’erreur 

Mise à jour des paramètres variables 

Spécification électriques 

(Gabarit) 
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Ces systèmes sont aussi utilisés dans l’air et maintenant répandus jusque dans les pare-chocs 

de certaines voitures (improprement appelés radars de recul). 

 

– Le rendement et la puissance des émetteurs peuvent être très élevés si on les utilise à leur 

résonance mécanique ; on le trouve dans des applications comme le nettoyage à ultrasons (les 

ondes de pression émises dans un liquide provoquent de la cavitation à la surface de la pièce à 

nettoyer), la soudure par ultrasons (où les vibrations à l’interface entre deux pièces créent de 

la chaleur), la destruction de calculs rénaux et tumeurs cancéreuses (où on focalise des 

ultrasons sur la partie à détruire), le détartrage des dents (où l’outil du dentiste vient gratter la 

surface des dents) ... 

 

– On peut aussi utiliser des éléments piézoélectriques comme haut-parleurs.  

– On utilise des éléments piézoélectriques dans des circuits d’horloge (montre à quartz) où les 

oscillations mécaniques à haute fréquence d’un petit élément piézoélectrique (souvent appelé 

quartz) sont couplées à un circuit qui compte les oscillations ; l’oscillateur ainsi constitué est 

très stable et constitue l’horloge de nombreux circuits électroniques. 

– On peut également réaliser des gyroscopes piézoélectriques ; un élément piézoélectrique est 

mis en vibration par effet indirect ; puis l’effet direct est utilisé pour mesurer les variations de 

ces vibrations liées aux effets de Coriolis. 

– Dans certains transformateurs, on utilise les vibrations d’un bloc de matériau 

piézoélectrique pour abaisser une tension ; le bloc est mis en vibration par le circuit primaire 

et l’énergie des vibrations est récupérée pour alimenter le circuit secondaire, avec une tension 

différente. 

– Dans les briquets dits “électroniques”, les hautes tensions générées par un choc ou une 

pression importante sur une céramique permettent d’obtenir une étincelle. 

– On utilise des éléments piézoélectriques pour des applications de micro-positionnement 

dans des microscopes, de contrôle de déformation dans des optiques adaptatives, ou de 

contrôle de vibrations. 

– Dans des moteurs piézoélectriques, ou moteurs à ultrasons, on utilise un élément 

piézoélectrique pour produire des ondes de surface dans une pièce métallique au contact d’une 
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autre ; suivant la nature des ondes les points de contact vont se déplacer et provoquer le 

mouvement relatif des deux pièces. Ce type de moteur est utilisé dans certains dispositifs 

autofocus d’appareils photo ; ses avantages sont d’être bloqués à l’arrêt et d’avoir la forme 

d’un anneau monté autour de l’objectif. 

D’autres applications font actuellement l’objet de développements : 

– On envisage de récupérer l’énergie de vibrations mécaniques sous forme électrique : on 

parle de piezoelectric energy harvesting [53]. 

 

2.7  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à quelques notions concernant la 

piézoélectricité et les domaines d’application des matériaux piézo-électriques  dont l’objectif 

principal était la mise en place des effets non linéaires dans les  résonateurs piézoélectriques 

afin de comprendre et expliquer le mécanisme des  phénomènes vibratoire non linéaire qui 

donne lieu aux  axes de recherche de cette thèse.  

Le résonateur piézoélectrique caractérisé par une équation différentielle non linéaire est 

assimilée à l’équation de Duffing caractérisant le ressort dur, cette équation aboutit à une 

solution chaotique pour les fortes amplitudes d’excitation.  
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Chapitre 3 
           Optimisation par les algorithmes 

méta-heuristiques 

3.1  Introduction 

Les méta-heuristiques ont connu un essor considérable depuis leur apparition dans les années 

1970. Elles sont présentées par Osman et Laporte  en1996 [80] comme étant des méthodes 

d’approximation conçues dans le but de s’attaquer à des problèmes complexes d’optimisation 

qui n’ont pu être résolus de façon efficace par les heuristiques et les méthodes d’optimisation 

classiques [81]. 

 Le développement des méta-heuristiques fait partie d’un effort soutenu investi dans le 

domaine de l’optimisation combinatoire. Ce dernier est défini comme étant l’étude 

mathématique de la recherche d’un arrangement, d’un groupement, d’un ordonnancement ou 

d’une sélection d’objets discrets habituellement finis en nombre [80]. Malgré les progrès 

remarquables des algorithmes exacts durant ces dernières années, l’optimisation combinatoire 

constitue toujours un défi de taille pour eux [81]. Par conséquent, les algorithmes 

d’approximation sont devenus un axe important de recherche et d’applications dans ce 

domaine [81]. 

 

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux algorithmes d’optimisation itératifs méta-

heuristiques inspirées par des systèmes d’éthologie naturels qui désigne l'étude scientifique du 

comportement des espèces animales. Nous allons présenter d’abord une définition de 

l’optimisation et l’intérêt d’utiliser les algorithmes méta-heuristiques basés sur l’amélioration 

de la solution après chaque itération. Ensuite nous allons se focaliser sur les techniques et les 

algorithmes utilisés dans notre travail tels que les algorithmes de colonies de fourmis  ACO et  

Pachycondyla Apicalis algorithm API.  
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3.2  Terminologies 

On parle de méta, du grec µετά « au-delà » (comprendre ici « à un plus haut niveau »), 

heuristique, du grec εὑρίσκειν / heuriskein, qui signifie « trouver ». En effet, ces algorithmes 

se veulent des méthodes génériques pouvant optimiser une large gamme de problèmes 

différents, sans nécessiter de changements profonds dans l’algorithme employé [80] [82].  

Une terminologie légèrement différente considère que les méta-heuristiques sont une 

forme d’algorithmes d’optimisation stochastique, hybridés avec une recherche locale. Le 

terme méta est donc pris au sens où les algorithmes peuvent regrouper plusieurs heuristiques. 

On rencontre cette définition essentiellement dans la littérature concernant les algorithmes 

évolutionnaires, où elle est utilisée pour désigner une spécialisation [83].  

 

3.3  Définition des problèmes d'optimisation  

Les problèmes d’optimisation occupent actuellement une place importante dans la 

communauté scientifique pour lesquels les méthodes directes ou déterministes n’arrivent pas à 

trouver une solution satisfaisante [84]. Les méta-heuristiques constituent une famille 

d’algorithmes inspirés de la nature.  

Ces algorithmes sont particulièrement utiles pour résoudre des problèmes où les 

algorithmes d’optimisation classiques sont incapables de produire des résultats satisfaisants. 

Les méta-heuristiques ont permis de résoudre différents problèmes d’optimisation comme en 

télécommunication, en robotique, les systèmes chaotiques [85-89]…etc. 

 

3.3.1  Les éléments d'optimisation     

La résolution des problèmes d'optimisation est utilisée dans un grand nombre de 

domaines. A l'origine, ce sont les militaires qui se sont intéressés à ces questions au cours de 

la seconde guerre mondiale. C'était en fait un nouveau domaine de recherche en 

mathématiques appliquées qui a vu le jour avec la recherche opérationnelle. 

 Le développement de l'informatique a ouvert de nouveaux horizons à la résolution de ces 

problèmes, et a permis un élargissement massif des champs d'application de ces techniques. 
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L'optimisation et un problème complexe, car de nombreux facteurs interviennent et 

interagissent entre eux. Néanmoins, l'optimisation appliquée au domaine d'électronique 

permet de résoudre des problèmes qui étaient insolubles auparavant et aboutit souvent à des 

solutions originales [90]. C’est une des mathématiques consacré à l'étude des minimums ou 

des maximums d'une fonction à une ou plusieurs variables sur un certain domaine de 

définition, de l'étude de leur existence à leur détermination, en général par la mise en œuvre 

d'un algorithme et par suite un programme. Pour mener à bien une opération, plusieurs 

éléments sont indispensables et conditionnent la solution trouvée. La figure (3.1) présente les 

quatre éléments essentiels à la résolution d'un problème d'optimisation [90]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  3.1: Eléments indispensable d'optimisation  

  

En général, un grand nombre de paramètres sont indispensables, il faut être capable de 

définir les paramètres utiles à l'optimisation. Certains paramètres ont une influence sur la 

fonction choisie, d'autres pas. Etant donné le coût des simulations, seul les paramètres 

influents sont à retenir : 

 

Une fonction objective : définie l'objectif à atteindre. La définition de cette fonction est 

en fait un problème délicat. Car le problème est formule en un problème d'optimisation par 

l'intermédiaire de la fonction objective. C'est elle qui est au centre de l'optimisation, c'est donc 

elle que dépend la pertinence de la solution. Le problème peut se formuler de la façon 

suivante [91] : 

 

Définir les 

paramètres 

Choix de l’algorithme    

d’optimisation 
Choix du Modèle 

Choix de la fonction 

objective avec ces 

contraintes 

Optimisation 
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Problème d’optimisation globale : Etant donnée une fonction f définie sur un espace de 

recherche S (l’ensemble des solutions) et à valeurs dans R, on cherche la solution *s telle que :  

*S  est la solution au problème d’optimisation globale et )( *sf  est alors appelé optimum 

global de f sur S. 

 

Un modèle : précis, robuste et malléable du système étudié est indispensable. Ce 

modèle doit être utilisable sur un domaine d'étude le plus large possible. 

 

Un algorithme d'optimisation : permet de trouver la solution. Différentes méthodes 

d'optimisation existent et en sont présentées [90]. 

 

3.3.2  L'optimisation combinatoire  

 L'optimisation combinatoire occupe une place très importante en recherche 

opérationnelle, en mathématiques discrètes et en informatique. L'optimisation combinatoire 

est minimiser ou maximiser une fonction souvent appelée fonction coût ou fonction objective, 

d'une ou plusieurs variables soumises à des contraintes. Le sujet de l'optimisation 

combinatoire dans un domaine discret. Il faut trouver parmi toutes les possibilités, souvent en 

nombre fini, la possibilité optimale. Ceci parait facile mais devient infaisable dès que la taille 

du problème est suffisamment grande. La taille pour laquelle la recherche d'un optimum 

devient infaisable est petite, très souvent plus petite que la taille des problèmes pratiques. En 

général, la difficulté d'un problème grandit très vite avec le nombre des variables. Il n'est pas 

alors faisable d'examiner toutes les possibilités. 

 

Les méthodes d'optimisation peuvent être reparties en deux catégories : 

• Méthodes exactes. 

• Méthodes approchées. 

 

a(\∗) = ¢"%�∈·�a(\)  
3.1 
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Les méthodes exactes fournissent systématiquement une solution (optimale) au 

problème traité si une telle solution existe. Dans le cas contraire, ce type de méthode permet 

d'affirmer qu'il n'existe pas de solution au problème traité. 

 

Les méthodes approchées fournissent une solution approchée au problème traité. Elles 

sont en général conçues de manière à ce que la solution obtenue puisse être située par rapport 

à la valeur optimale de telle méthodes permettent d'obtenir des bornes inférieures ou 

supérieures de la valeur optimale tel que [94]: 

• Méthodes heuristiques ; 

• Méthodes méta-heuristiques.   

 

3.3.3   Heuristiques et méta-heuristiques 

En optimisation combinatoire, une heuristique est une méthode de résolution purement 

algorithmique qui permet d’obtenir au moins une solution décisionnelle rapide, pas 

obligatoirement optimale. L’usage d’une heuristique est efficace pour calculer une solution 

approchée d’un problème et ainsi accélérer le processus de résolution exacte. Généralement 

une heuristique est conçue pour un problème particulier, en s’appuyant sur sa structure propre 

sans offrir aucune garantit quant à la qualité de la solution calculée [92]. 

Les méta-heuristiques sont des algorithmes plus complets et complexes qu’une simple 

heuristique, et permettent généralement d’obtenir une solution de très bonne qualité pour des 

problèmes issus des domaines de la recherche opérationnelle ou de l’ingénierie dont on ne 

connait pas de méthodes efficaces pour les traiter ou bien quand la résolution du problème 

nécessite un temps élevé ou une grande mémoire de stockage [92]. 

 

3.4  Principe de méta-heuristiques 

La plupart des méta-heuristiques utilisent des processus stochastiques et itératifs 

comme moyens d’explorer l’espace de recherche et d’identifier les données.  
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F(x) 

M 

 

            Optimum Local                              Optimum Local 

       Optimum Global               X 

                           Figure  3.2 : Recherche de l’optimum globale 

 

Les méta-heuristiques sont souvent des algorithmes utilisant un  échantillonnage probabiliste. 

Elles tentent de trouver l’optimum global d’un problème d’optimisation difficile avec des 

discontinuités sans être piégé par les optima locaux [83].   

Une méta-heuristique peut être adaptée pour différents types de problèmes, tandis 

qu’une heuristique est utilisée à un problème donné. Plusieurs d’entre elles sont souvent 

inspirées par des systèmes naturels dans de nombreux domaines tels que : la biologie  

(algorithmes évolutionnaires et génétiques) la physique (recuit simulé), et aussi l’éthologie 

(algorithmes de colonies de fourmis). 

L’avantage des méta-heuristiques est donc de faciliter le choix d’une méthode et le 

réglage des paramètres pour les adapter à un problème donné. 

Les méta-heuristiques peuvent être classées de nombreuses façons. On peut distinguer 

celles qui travaillent avec une population de solutions de celles qui ne manipulent qu’une 

seule solution à la fois. Les méthodes qui tentent itérativement d’améliorer une solution sont 

appelées méthodes de recherche locale ou méthodes de trajectoire. Ces méthodes construisent 

une trajectoire dans l’espace des solutions en tentant de se diriger vers des solutions 

optimales. Les exemples les plus connus de ces méthodes sont : La recherche Tabou et le 

Recuit Simulé. Les algorithmes génétiques, l’optimisation par essaim de particules et les 

algorithmes de colonies de fourmis présentent les exemples les plus connus des méthodes qui 

travaillent avec une population. 

 

L’intérêt majeur des métas-heuristiques est leur facilité d'utilisation dans des problèmes 

concrets. L'utilisateur est généralement demandeur de méthodes efficaces permettant 
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d'atteindre un optimum avec une précision acceptable dans un temps raisonnable. Un des 

enjeux de la conception des métas- heuristiques est donc de faciliter le choix d'une méthode et 

de simplifier son réglage pour l'adapter à un problème donné [93].  

 

3.4.1  Organisation générale  

D'une manière générale, les méta- heuristiques s'articulent autour de trois notions :  

1. Exploration : désigne les processus visant à récolter de l'information sur le problème 

optimisé. 

2. Exploitation : vise à utiliser l'information déjà récoltée pour définir et parcourir les 

zones intéressantes de l'espace de recherche. 

3. La mémoire : est le support de l'apprentissage, qui permet à l'algorithme de ne tenir 

compte que des zones ou l'optimum global est susceptible de se trouver, évitant ainsi 

les optimums locaux. 

 

3.4.2  L'approche constructive 

Les méthodes constructives produisent des solutions admissibles en partant d’une solution 

initiale vide et en insérant, à chaque étape, une composante dans la solution partielle courante. 

Cette décision n’est jamais remise en question par la suite [95-96]. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  3.3 : La tournée du voyageur de commerce [95] 

 

Pour illustrer ce type de méthodes, il suffit d’imaginer un voyageur de commerce qui doit 

rendre visite à un ensemble de n clients. Il peut construire sa tournée de la manière suivante : 

q� 

q� 

q� qG 

qF 

q¸ 

Maison M 
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en partant de chez lui, il va chez le client le plus proche (qF). En quittant qF, il va chez le 

client le proche de qF qu’il n’a pas encore rencontré, en ainsi de suite jusqu’à qu’il ait rendu 

visite à tous ces clients. En quittant le dernier client (q& par exemple), il rentre chez lui. Il a 

ainsi construit la tournée “ M - qF -qG - … - q& - M ” (Figure (3.3)). 

Le type de recherche qui est à la base d’une méthode constructive est représenté dans la figure 

(Figure  3.4). L’idée consiste à diminuer la taille du problème à chaque étape, ce qui revient à 

se restreindre à un sous-ensemble Xk inclus dans X toujours plus petit. Une méthode 

constructive trouve une solution optimale lorsque chacun des sous-ensembles considérés 

contient au moins une solution optimale s* ∈ X. Malheureusement, rares sont les cas où une 

telle condition est remplie avec certitude [95]. 

 

 

Figure  3.4 : Exploration de X par approche constructive  

 

3.4.3  L'approche de recherche locale 

Les méthodes de recherche locale sont des algorithmes itératifs qui explorent l’espace X en se 

déplaçant pas à pas d’une solution à une autre. Une méthode de ce type Le passage d’une 

solution admissible à une autre se fait sur la base d’un ensemble de modifications 

élémentaires qu’il s’agit de définir de cas en cas. Une solution s’obtenue à partir de s en 

appliquant une modification élémentaire. Le voisinage ¹(�) d’une solution s ∈ X est défini 

comme l’ensemble des solutions admissibles atteignables depuis s en effectuant une 

modification élémentaire. Un tel processus d’exploration est interrompu lorsqu’un ou 

plusieurs critères d’arrêt sont satisfaits. Le fonctionnement d’une méthode de recherche locale 

est illustré de manière générale dans la figure (3.5). Les passages successifs d’une solution à 

une solution voisine définissent un chemin au travers de l’espace des solutions admissibles. 
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La modélisation d’un problème d’optimisation et le choix du voisinage doivent être effectués 

de telle sorte qu’il existe au moins un “ chemin ” entre chaque solution s ∈ X et une solution 

optimale s*. En effet, l’existence de tels chemins permet à la méthode de recherche locale 

d’atteindre une solution optimale à partir de n’importe quelle solution admissible [95]. 

 

Figure  3.5: Exploration de X une approche de recherche locale  

 

3.4.4  Les méthodes évolutives 

Contrairement aux méthodes constructives et de recherche locale qui font intervenir une 

solution unique (partielle ou non), les méthodes évolutives manipulent un groupe de solutions 

admissibles à chacune des étapes du processus de recherche. L’idée centrale consiste à utiliser 

régulièrement les propriétés collectives d’un ensemble de solutions distinguables, appelé 

population, dans le but de guider efficacement la recherche vers de bonnes solutions dans 

l’espaceA. En règle générale, la taille de la population reste constante tout au long du 

processus. 

Après avoir généré une population initiale de solutions, aléatoirement ou par l’intermédiaire 

d’une méthode constructive, une méthode évolutive tente d’améliorer la qualité moyenne de 

la population courante en ayant recours à des principes d’évolution naturelle. Dans notre 

terminologie, le processus cyclique qui est à la base d’une méthode évolutive est composé 

d’une phase de coopération et d’une phase d’adaptation individuelle qui se succèdent à tour 

de rôle. Ce formalisme nouveau s’applique à la plupart des méthodes évolutives développées 

à ce jour. 

Dans la phase de coopération, les solutions de la population courante sont comparées puis 

combinées entre elles dans le but de produire des solutions inédites et de bonne qualité à long 

terme. L’échange d’information qui en résulte se traduit par l’apparition de nouvelles 
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solutions admissibles qui héritent des caractéristiques prédominantes contenues dans les 

solutions de la population courante.  

 

Dans la phase d’adaptation individuelle, les solutions évoluent de manière indépendante en 

respectant un ensemble de règles prédéfini. Les modifications subies par chacune d’entre elles 

se font sans aucune interaction avec les autres solutions de la population. Une nouvelle 

génération de solutions est créée au terme de chaque phase d’adaptation individuelle [95]. La 

performance de l'algorithme dépend de la manière avec laquelle on génère Si+1  à partir de Si. 

Ces types de méta-heuristiques s'inspirent de phénomènes naturels [97]. 

 

Figure  3.6: Exploration de X par une approche évolutive  

 

Des fois il sera intéressant de combiner  une méthode de recherche locale dans la phase 

d’adaptation individuelle d’une méthode évolutive pour avoir des nouvelles méthodes afin 

d’obtenir des résultats intéressants, ces algorithmes prennent le non d’algorithmes hybrides 

[98]. 

 

Le diagramme de la figure 3.6 présente quelques unes des méthodes (méta-heuristiques) les 

plus connues dans la littérature. Un élément présenté sur différentes catégories indique que 

l’algorithme peut être placé dans l’une ou l’autre classe, selon le point de vue choisi [99]. 
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Figure  3.7: Différentes classifications des méta-heuristiques [100] 

 

Les méta-heuristiques sont souvent inspirées par des systèmes naturels [101], qu’ils 

soient pris en physique (cas du recuit simulé [102]), en biologie de l’évolution (cas des 

algorithmes génétiques [103]) ou encore en éthologie comme le cas des algorithmes de 

colonies de fourmis [104] ou de l’optimisation par essaims particulaires [105].  

La plupart des animaux sont beaucoup moins intelligents que l’homme, mais sont cependant  

capables de réalisations assez évoluées. Considérons par exemple les insectes. 

Individuellement, une fourmi ou une abeille n’est pas capable de s’adapter aux situations 

nouvelles. Pourtant, le groupe réalise des tâches très évoluées, comme la construction d’une 

ruche ou d’une fourmilière. Les insectes sociaux semblent compenser leurs faiblesses 

individuelles par une coordination globale qui donne à la colonie une forme d’intelligence 

bien supérieure à celles de ses membres [106]. 
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3.5  Optimisation par colonies de fourmis 

Les fourmis sont capables de résoudre collectivement des problèmes complexes [107], 

comme trouver le plus court chemin entre deux points dans un environnement. Pour cela, elles 

communiquent entre elles de façon locale et indirecte, grâce à une hormone volatile, appelée 

phéromone : au cours de leur progression, les fourmis déposent une trace de phéromone ; elles 

choisissent ensuite leur chemin de façon aléatoire, selon une probabilité dépendant de la 

quantité de phéromone précédemment déposée [108]. 

Ce mécanisme, qui permet aux fourmis de résoudre collectivement des problèmes complexes, 

est à l’origine des algorithmes à base de fourmis artificielles. Ces algorithmes ont été 

initialement proposés dans [109-110], comme une approche multi-agents pour résoudre des 

problèmes d’optimisation combinatoire. L’idée est de représenter le problème à résoudre sous 

la forme de la recherche d’un meilleur chemin dans un graphe, puis d’utiliser des fourmis 

artificielles pour rechercher de bons chemins dans ce graphe [110] [111]. 

 

Figure  3.8: Recherche de la nourriture en suivant le chemin le plus court [112] 

 

 Le comportement des fourmis artificielles est inspiré des fourmis réelles : elles déposent des 

traces de phéromone, une substance odorante permettant de créer une piste chimique sur 

graphe et elles choisissent leurs chemins relativement aux traces de phéromone précédemment 

déposées ; ces traces sont évaporées au cours du temps. Intuitivement, cette communication 

indirecte fournit une information sur la qualité des chemins empruntés afin d’attirer les 
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fourmis, dans les itérations futures, vers les zones correspondantes de l’espace de recherche. 

Ces caractéristiques du comportement des fourmis artificielles définissent la méta-heuristique 

d’optimisation par une colonie de fourmis (ACO) [113-116]. 

D’une façon très générale, les algorithmes de colonies de fourmis sont considérés comme des 

méta-heuristiques à population, où chaque solution est représentée par une fourmi se 

déplaçant sur l’espace de recherche. Les fourmis marquent les meilleures solutions, et 

tiennent compte des marquages précédents pour optimiser leur recherche [117]. 

 

3.5.1  Principe de l’algorithme 

L’algorithme original de colonie de fourmis dit « Ant System (AS) » [118], orienté pour 

résoudre le problème de voyageur de commerce (TSP) [119], ce problème consiste à trouver 

le plus court cycle Hamiltonien dans un graphe, où chaque sommet du graphe représente une 

ville. Les villes sont les nœuds du graphe et les trajets les arêtes.  

� Chaque fourmi part d'une ville au hasard. Elle choisit les villes les plus proches. 

� Chaque fourmi conserve une mémoire de son passage en déposant des phéromones 

lors du trajet de retour. 

� Une fourmi tient une solution lorsqu'elle est passée par toutes les villes (nœuds) une 

seule fois. 

� Au tour suivant (construction d'une nouvelle solution), une fourmi choisit un trajet 

selon un tirage au hasard biaisé par l'intensité des phéromones. 

La probabilité de la règle de déplacement ou la règle aléatoire de transition proportionnelle  

est écrite mathématiquement sous la forme suivante : 

 
Une fourmi k placée sur la ville i à l’instant t va choisir sa ville j de destination en fonction de 

la visibilité º��   de cette ville et de la quantité de phéromones »��  (t) déposée sur l’arc reliant 

ces deux villes.  

° (0)��̀ = ¼ »��   ½ (0) º��¾¿ »�� ½ (0) º���¾�∈ÀxÁ(u)              �" Â ∈  ¹�̀  
  0                                    �"%Ã%

Q            

3.2 
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Où ¹�̀  est la liste des déplacements possibles pour une fourmi < lorsqu’elle se trouve sur une 

ville i, º��   = (1/���)  la visibilité, qui est égale à l’inverse de la distance de deux villes " et Â  et »��  (t) l’intensité de la piste à une itération donnée t. Les deux principaux paramètres 

contrôlant l’algorithme sont α et β, qui contrôlent l’importance relative de l’intensité et de la 

visibilité d’une arête. 

Et à la fin de l'itération, on a la somme des phéromones qui ne se sont pas évaporées et de 
celles qui viennent d'être déposées : 

Ä ∈ I0,1K est le taux d’évaporation des phéromones entre l’instant 0 et l’instant 0 + %. 

Les fourmis dans ce même intervalle de temps sur l’arc (i, j). Le choix de  Ä est important, en 

effet si Ä se rapproche trop de 1, on observe un effet de stagnation des phéromones sur les 

arcs, ce qui implique des inconvénients tel que le fait de voir les mauvaises solutions 

persister. 

De même, choisir Ä ≈ 0 implique une évaporation trop rapide des phéromones, donc amène la 

fourmi à un choix dépendant uniquement de la visibilité des nœuds. 

Une fois la tournée des villes effectuée, une fourmi < dépose une quantité  ∆»��u `
 de  

phéromone sur chaque arête de son parcours : 

Où �k (0) est la tournée faite par la fourmi k à l’itération0, Bk (0) la longueur du trajet et � un 

paramètre de réglage. 

À la fin de chaque itération de l’algorithme, les phéromones déposées aux itérations 

précédentes par les fourmis s’évaporent de : 

»��(0 + %) = Ä. »��(0) + Δ»��(0) 
3.3 

Δ»��u ½ (0) = l �B`(0)    �" (", Â) ∈  �`(0)             0        �"  (", Â)  ∉  �`(0)    Q 
3.4 

»(0) = »7 � È u 3.5 
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Les phéromones sont modélisées par un tableau de taille ¹ � ¹ (avec ¹ le nombre de villes). 

La fourmi se place initialement sur une ville choisie au hasard, Elle choisie la ville suivante 

parmi les villes non encore visitées en suivant le chemin le plus marqué par les phéromones. 

 

Elle dépose des phéromones sur le chemin qu'elle a emprunté (règle locale de mise à jour des 

phéromones). On prend en compte l'"évaporation", ce qui donne une loi du genre : 

Il faut faire des essais pour déterminer les valeurs optimales des différentes constantes 

(nombre de fourmis, XJ°ℎX, �...) 

 

3.6  L’algorithme API (Pachycondyla Apicalis) 

Nous présentons dans cette section une nouvelle méta-heuristique développée par N. 

Monmarché [120] s’inspirant de l’auto-organisation chez l’espèce de fourmis néotropicale 

Pachycondyla apicalis. Ceci revient à utiliser la métaphore de cette espèce de fourmis pour 

concevoir des méta-heuristiques d’optimisation adaptées aux problèmes combinatoires. 

 

La grande part à cette espèce de fourmis et a énoncé que l’intérêt de ces fourmis pour 

l’optimisation vient du fait qu’elles utilisent des principes relativement simples d’un point de 

¢X�_°ℎébÃ¢Ã%� =  0; 
�� Ë"JJ�ÌÍÎ´Ï&uÐ°X� �%�Ãb� Ñ"�"0é� �� ÒℎébÃ¢Ã%�IË"JJ�_°bé�é��%0�, Ë"JJ�_�Ã2bX%0�K  >  ¢X�_°ℎébÃ¢Ã%� Ë"JJ��Î�ÔÏ&uÐ =  Ë"JJ�ÌÍÎ´Ï&  ¢X�_°ℎébÃ¢Ã%� =  ÒℎébÃ¢Ã%�IË"JJ�_°bé�é��%0�, Ë"JJ�_�Ã2bX%0�K ��/ �� ��/ ��  ��/ Õ�Ö× 

 Õ�Ö× Ë"JJ�ÌÍÎ´Ï&uÐXJJX%0 �� 1 à ¹ 

 

Òℎ�bÃ¢Ã%�I", ÂK = (1 − XJ°ℎX)Òℎ�bÃ¢Ã%�I", ÂK + XJ°ℎX ∗ < 
3.6 
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vue globale et local pour rechercher leurs proies [91]. Les fourmis explorent à partir d’un 

point central qui est le Nid et tendent à s’éloigner au fur et à mesure des itérations. 

 

Cette espèce de fourmis est caractérisée par sa stratégie de recherche de proie 

relativement simple d’un point de vue local et global. Dans cette espèce de fourmis les 

individus chassent en solitaire en essayant de couvrir uniformément un espace donné autour 

du nid en le partitionnant en sites de chasses. Le nid change d’emplacement périodiquement. 

En optimisation, cela correspond à un algorithme qui effectue plusieurs recherches aléatoires 

en parallèle, dans un sous espace centré en un point. Le déplacement du nid correspond à un 

opérateur de réinitialisation dans les recherches parallèles où le point central est déplacé. 

 

Le comportement de recherche de nourriture de cette espèce de fourmis n’est pas un 

comportement collectif direct ; c'est-à-dire que les ouvrières ne déposent pas de message 

chimique sur le sol pour indiquer aux autres fourrageuses le chemin menant à une source de 

nourriture. On peut supposer que la nature des proies recherchées n’encourage pas 

spécialement ce genre de communication inter-individus : la présence des proies étant 

relativement aléatoire, la capture d’une proie ne donne que peu d’informations sur la stabilité 

spatiale de la source de nourriture. Autrement  dit, la probabilité de retrouver une proie dans 

la même zone qu’une précédente capture n’est pas suffisante pour y canaliser les forces de 

fourragement de la colonie. Cependant, d’un point de vue individuel, les ouvrières 

mémorisent  leur site de capture et lors de leur prochaine sortie du nid, elles retournent 

systématiquement sur le dernier site de chasse fructueux. Cette spécialisation sectorielle est 

une réponse pour l’adaptation nécessaire à la découverte et l’exploitation de sources de 

nourriture [91] [120-121]. 

 

Ce type de fourragement solitaire se retrouve particulièrement chez les espèces peu 

populeuses, les espèces à population importante utilisent des mécanismes de recrutement 

massif beaucoup plus couramment [122]. Les fourrageuses solitaires développent en 

conséquence des mécanismes d’apprentissage plus évolués. 
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De sorties en sorties, les ouvrières s’éloignent du nid car la probabilité de trouver une 

proie est inversement proportionnelle à la densité de fourrageuses qui décroit évidemment 

quand la distance au nid augmente. Les fourrageuses ont donc un comportement collectif 

indirect puisque de manière statistique elles coopèrent pour couvrir au mieux leur espace de 

recherche que constitue le voisinage du nid. Elles construisent de cette façon une mosaïque de 

zones de chasse qui couvre la périphérie du nid [120-121]. 

 

La figure (2.5) représente les aires de fourragement d’une colonie Pachycondyla apicalis. 

 

Figure  3.9: Exemple (fictif) de carte des trajets et aires de récolte des fourrageuses [121] 

Le comportement de fourragement de Pachycondyla apicalis peut être résumé en trois 

règles [121]: 

A. La découverte d’une proie entraine toujours le retour sur ce site lors de la sortie    

suivante, c’est là que la fourrageuse reprend ses nouvelles prospections ; 

B. La découverte d’une proie pèse sur la décision de sortie des fourrageuses en réduisant 

l’intervalle de temps qu’elles passent au nid ; 

C. Les fourrageuses semblent progressivement apprendre une association entre une 

direction de recherche opposée au nid et l’augmentation de la probabilité de succès. 

 

Lors de ses premières sorties, la fourmi sort du nid et prend une direction aléatoire mais 

s’éloigne peu du nid et retourne à l’abri de celui-ci à la moindre alerte. Son trajet est 
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relativement sinueux ; 

� Si la fourmi capture une proie, elle retourne directement au nid en ligne droite et 

mémorise visuellement le chemin qu’elle emprunte ; 

� Après une capture, la fourmi utilise le chemin qu’elle a mémorisé pour retourner au 

site de capture. 

� Le retour sur le site de chasse se soldant par un échec peut se produire plusieurs fois 

de suite (en moyenne quatre fois) ; 

� Un site de chasse ne produisant plus le renforcement que constitue la capture d’une 

proie est abandonné mais n’est pas obligatoirement oublié par la fourrageuse ; 

� L’exploration d’un site de capture privilégie les directions qui éloignent la fourmi du 

nid dans une limite de périmètre imposée par le coût énergétique prohibitif que 

représente un échec à une grande distance du nid. 

 

La fragilité du nid impose des déménagements réguliers. Des fourmis éclaireuses partent alors 

à la recherche d’un nouvel abri. Le déménagement s’effectue grâce à des mécanismes de 

recrutement en tandem où une fourmi se fait guider par une de ses congénères jusqu’au 

nouvel emplacement. Ce changement de nid a pour effet de « réinitialiser » la mémoire des 

fourrageuses. 

C’est à cette occasion que l’utilisation de repères visuels prend toute son importance : 

le marquage de chemins avec des phéromones perturberait l’adaptation des fourmis à la 

situation de leur nouveau nid, car les anciens chemins interfèreraient avec les nouveaux. Avec 

une mémoire visuelle, les fourrageuses reconstruisent un réseau de sites de chasse autour du 

nouveau nid plus aisément, plus rapidement. 

L’aspect individuel de la recherche est particulièrement adapté à la fréquence 

d’apparition des proies : si une proie tombe sur le sol et est capturée, la fourrageuse reviendra 

explorer le site toute seule. Si la proie est trop lourde, elle sera découpée puis transportée en 

plusieurs voyages par la même fourmi qui utilise de cette façon sa mémoire. Si le site de 

chasse se trouve être un gisement (par exemple des termites) la fourrageuse reviendra 

systématiquement jusqu’à épuisement du site. 

L’intérêt de la stratégie de fourragement des fourmis Pachycondyla apicalis réside 

dans sa simplicité et la bonne couverture de l’espace de recherche qui en résulte. On a ici un 
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phénomène d’émergence : de règles de recherche simples et individuelles, qui ne tiennent pas 

compte du travail des autres fourmis, on obtient une exploration radiale de l’espace centrée 

sur le nid [91]. 

Dans la réalité, l’efficacité de la stratégie n’est pas parfaite si on considère le nombre 

de proies trouvées relativement au nombre de proies présentes. Cependant, la taille d’une 

colonie de Pachycondyla apicalis étant relativement réduite, les besoins en nourriture sont 

relativement modestes. Il semble que l’adaptation de ces fourmis ne réside pas seulement dans 

leur comportement de fourragement mais aussi dans le maintien de colonies peu populeuses. 

Ceci permet aux Pachycondyla apicalis de survivre dans des secteurs comportant de 

nombreux prédateurs concurrents et de ne pas nécessiter une grande quantité d’insectes. 

L’intérêt de ces fourmis pour l’optimisation vient du fait qu’elles utilisent des principes 

relativement simples à la fois d’un point de vue global et local pour rechercher leurs proies. A 

partir de leur nid, elles couvrent globalement une surface donnée en la partitionnant en sites 

de chasse individuels [121]. 

Pour une fourmi donnée, on observe une stratégie d’exploration aléatoire des sites 

sensible au succès rencontré. Ces principes peuvent être repris pour résoudre un problème 

analogue qui est la recherche d’un minimum global, par exemple d’une fonction f définie de 

RS dans R. 

 

Figure  3.10: Choix du meilleur site [120] 
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3.6.1  Modélisation algorithmique 

Dans cette section nous présentons la modélisation algorithmique proposée par 

Monmarché [120-121] pour la résolution des problèmes d’optimisation. 

            Monmarché considère une population de % fourmis fourrageuses a1,…,an de l’espèce 

Pachycondyla apicalis. Ces agents sont positionnés dans l’espace de recherche, noté S, et vont 

tenter de minimiser ou de maximiser une fonction d’évaluation ou bien une fonction objectif a définie de S dans R. 

Chaque point s ∈ S est une solution valide du problème, ce qui signifie que a est 

définie en tout point de S. cet espace de recherche peut être un espace continu, binaire ou un 

espace de permutations. 

La définition des deux opérateurs suivants est suffisante pour déterminer le 

déplacement des fourmis : 

1. L’’opérateur Orand qui génère un point de S de manière uniformément aléatoire; 

2. L’opérateur Oexplo qui génère un point s′ dans le voisinage d’un point s. 

3. L’opérateur Orand est un opérateur qui permet de générer l’emplacement initial 

du nid d’une manière uniformément aléatoire.  

4. Tandis que le deuxième opérateur Oexplo peut être une exploration aléatoire tout 

comme une heuristique inspirée par le domaine de recherche. 

 

Le comportement des fourmis pour la recherche des proies peut être réparti en deux phases, la 

première présente le comportement local des fourmis, et la deuxième présente le 

comportement global. 

  

 

 

 



Optimisation par les algorithmes méta-heuristiques 

 

72 

 

3.6.2  Comportement local des fourmis 

    L’exploration des sites de chasse ou de recherche pour L’API est illustré  Dans  

La figure suivante : 

 3 

 

 

 

 

 

 

 

                           a)                                                              b) 

Figure  3.11: Exploration des sites de chasse [120]. 

 a) recherche de sites de chasse. 

 b) Exploration locale de la fourmi autour du site S1 

 

Le comportement local des fourmis est le comportement individuel de chaque fourmi 

lors de la génération de l’emplacement initial du nid et à chaque déplacement de celui-ci.  

Chaque fourmi ai quitte le nid pour se constituer une liste de p sites de chasse qu’elle 

mémorise. Un site de chasse est un point de S construit par l’opérateur Oexplo avec une 

amplitude Asite(ai) dans le voisinage de N. La fourmi ai va ensuite procéder à une exploration 

locale autour d’un de ses sites de chasse (Figure 3.11).     

  Le comportement de fourragement d’une fourmi est illustré par la figure (Figure 3.12).                                                  
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Figure  3.12: Le comportement de fourragement d’une fourmi [120] 

 

ai est une fourmi, ns est le nombre de sites de chasse dans la mémoire de la fourmi, ej est le 

nombre d’échecs successifs rencontrés sur le site sj,  Plocale est la patience locale de la fourmi, 

elle représente le nombre d’échecs rencontrés par la fourmi sur le même site de chasse [120]. 

 

Initialement, quand l’intérêt des sites est inconnu, la fourmi choisit un site s au hasard 

parmi les p dont elle dispose. L’exploration locale consiste à construire un point s′ de S dans 

le voisinage de s grâce à l’opérateur Oexplo avec une amplitude Alocale(ai). La fourmi ai capture 

une proie si cette exploration locale a permis de trouver une meilleure valeur de f, ce qui 

revient à avoir ƒ(s u) < ƒ(s) dans le cas de minimisation  (et ƒ(s u) > ƒ(s) dans le cas de 

maximisation). Une amélioration de f  modélise donc la capture d’une proie. A chaque fois 

qu’une fourmi parvient à améliorer f(s) elle mémorise s′ à la place de s et sa prochaine 

exploration locale aura lieu dans le voisinage de s′. Si l’exploration locale est infructueuse, 

pour la prochaine exploration, la fourmi choisira un site au hasard parmi les p sites qu’elle a 

en mémoire. 

Quand un site a été exploré successivement plus de Plocale fois sans avoir rapporté de 

proie, il est définitivement oublié et sera remplacé par un nouveau site à la prochaine itération 

(c’est-à-dire la prochaine sortie du nid). Le paramètre Plocale  représente une patience locale. 

  

               ns      ns +1           p sites en mémoires                                               PLocale(ai) échecs du 
                                                             (ns  = p)                                                        site Sj  (ej >  Plocale  (ai)) 
                                                         

                                                                Site sj 

                                                                     
                                                                Echec 

 

                                               ej <= Plocale (ai)   et    ej  ej+1      amélioration 

ej 0 

 

 

 

Exploration du 

Site Sj 

Choix d’un 

Site de chasse 

Création d’un 
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Oubli du 
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3.6.3  Exploration globale 

D’un point de vue global (Figure  3.13), API place le nid à une position N de S et 

procède à l’exploration de S autour de N. L’exploration est déterminée par le comportement 

local des fourmis. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  3.14: Exploration globale : Déplacement du nid [120] 

 

(a) le nid (le carré) est placé aléatoirement dans l’espace de recherche. 

(b) les sites de chasse (cercles) créés autour du nid. 

(c) l’exploration locale déplace cause le déplacement des sites vers des zones plus 

intéressantes de l’espace de recherche. 

(d) le nid est déplacé sur la position du meilleur site de chasse, les sites sont ensuite 

générés à partir de cette nouvelle position, come dans (b), et ainsi de suite. 

 

A chaque pas de l’algorithme les n fourmis sont simulés en parallèle. A     

l’initialisation, le nid est placé dans S de manière uniformément aléatoire par l’opérateur Orand. 

Puis le nid est déplacé toutes les PN déplacements des n fourmis. Il est alors placé sur le 

meilleur point s+ trouvé depuis son dernier déplacement. A chaque déplacement du nid les 

fourmis reprennent leur exploration à partir de la nouvelle position du nid. 

Enfin, à chaque déplacement du nid, la mémoire des fourmis est vidée et elles doivent 

reconstruire leurs p sites de chasse. Du point de vue de l’optimisation, cela permet d’éviter 

des minima locaux dans lesquels les fourmis resteraient enfermées. Cela permet aussi de 

rassembler les fourmis autour du meilleur point trouvé et ainsi de concentrer les recherches. 
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On pourrait cependant procéder d’une manière plus « douce » : il suffirait de placer le 

nid à la position du minimum global trouvé par la colonie à chaque fois que celui-ci est 

amélioré sans réinitialiser toutes les fourmis. Ainsi, quand une fourmi crée un nouveau site de 

chasse, elle le ferait dans le voisinage de l’optimum global. 

 

3.7  Conclusion  

Ce chapitre a décrit les principales métaheuristiques, leurs origines, principes de 

fonctionnement, et leurs algorithmes de bases après une définition de l’optimisation.  De plus 

nous avons présenté les deux méthodes que nous avons adapté pour la résolution de notre 

problème, à savoir, l’algorithme de fourmi ACO et l’algorithme API basé sur le 

comportement de fourragement de l’espèce de fourmis Pachycondyla apicalis. 

Néanmoins, les algorithmes ACO présentent certains inconvénients, entre autres ; 

leur faible capacité de recherche locale, leur vitesse de convergence lente. De plus, ils 

sont faciles à être piégés par les optima locaux (la convergence prématurée qui peut 

conduire l’algorithme à se stagner dans un optimum local), par contre le déplacement du 

nid dans les API permet de relancer la recherche et éviter de cette façon les optima 

locaux. Les deux algorithmes développés seront, ensuite, appliquées sur deux systèmes 

électriques chaotiques. Les méthodes proposées seront appliquées dans le cinquième 

chapitre pour l’optimisation des paramètres de deux circuits électriques.  
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Chapitre 4 
Résonateurs à quartz non linéaire et 

transition vers le chaos 

4.1  Introduction       

Les phénomènes non linéaires vibratoires (les fréquences de résonance en régime forcé ou 

d’oscillations en régime libre qui dépendent de l’amplitude du mouvement) d’un quartz 

réalisé à partir des matériaux piézoélectriques présentant une structure anisotrope ont pour 

particularité d’être le siège de couplages électromécaniques importants. L’application d’une 

forte tension aux bornes de ce composant va provoquer une vibration mécanique non stable et 

exhibe un régime complètement chaotique. 

L’étude de ce phénomène ne peut se faire de manière analytique, seules les méthodes 

numériques permettent d’approcher les solutions avec la précision souhaitée à partir des 

algorithmes d’optimisation.  

 

4.2  Propagation d’une onde acoustique en milieu piézoélectrique   

      En appliquant la loi fondamentale de la dynamique, les relations constitutives  

décrivent les efforts mécaniques et la polarisation d’un diélectrique piézoélectrique soumis à 

un champ électrique et à des déformations [6]:  

Avec :  

�& est le tenseur d’induction électrique, �Ùest le vecteur champ électrique, ��� �st le tenseur 

de contraintes mécanique, \`� est le tenseur de déformations  mécaniques.  

Y��� = q��`�\`� − �Ù���Ù�& = �Ù& + �Ù`�\`�      Q 4.1 
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Les tenseurs des rigidités élastiques q��`�, les constantes piézoélectriques �Ù`�et les 

permittivités mnε  sont données dans les standards spécialisés de cristallographie. 

 

4.3  Equation paramétrique du résonateur  

       La majorité des résonateurs à quartz fabriqués actuellement fonctionnent en mode à 

cisaillement d’épaisseur. Ces résonateurs ont la forme d’un disque de quartz métallisé sur une 

partie centrale et supporté par des ressorts métalliques liés à une embase étanche. 

Considérons une vibration acoustique dans ce résonateur, l’équation de ce dernier avec une 

configuration spéciale est donnée par [6] : 

 

Où     

q¸�̧  : Tenseur de constantes d’élasticités du deuxième ordre à un champ constant. q¸¸¸¸�  : Tenseur de constantes d’élasticités du  quatrième ordre à un champ constant. �G¸: Tenseur de constantes piézo-électriques. b̧ ¸: Tenseur de constantes linéaires d’amortissement. �GG: Tenseur de constantes diélectriques. �G : Tenseur d’induction électrique. \¸: Tenseur de déformations mécaniques. 

 

Pour procéder à l’analyse du comportement résonnant, il est intéressant de transformer le 

résonateur en un circuit non linéaire équivalent, au lieu de considérer l’équation de l’onde 

dérivée directement. 

L’inductance et la capacité équivalentes sont exprimées par :  

ÚÛÜ
ÛÝ�̧ = q¸�̧ \¸ = 16 q¸¸¸¸� − �G¸�G + b̧ ¸ ßà\¸�0 á �G = �G¸\¸ + �GG�G                                            à�Gàc = 0                                                               Q 

4.2 
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La caractéristique courant-tension de ce résonateur est donnée par : 

En remplaçant B(") et 
Fâ (") par leurs valeurs, on peut trouver : 

Où :  

La relation entre les paramètres du circuit et les constantes caractéristiques du résonateur sont 

données par [6] : 

 

 

B7 est l’inductance linéaire, q7est la capacité linéaire, R0 est la résistance linéaire, � est 

l’épaisseur, Ä est la densité du cristal, \´ est la surface du résonateur. 

ã et ä les coefficients non linéaires de  l’inductance et la capacité respectivement et T7 est la  

Fréquence de résonance sans les termes de la non linéarité. 

l B(") = B7(1 + ã"G)1q (") = 1q7 (1 + ä"G)Q 4.3 

 

B �"�0 = 1q å "�0 + ¯" = Ë sin(T0F) 4.4 

 

(1 + 3ã"G) �G"�G0 + æ �"�0 + çT7G + 6ã ß�"�0áGè " + Γ"� = ] cos(T0) 4.5 

æ = ¯7B7 ;    Γ = T7(ä − 3ã);   ] = T7 ËB7  
4.6 

B7 = Ä �G8�G¸Ð \´ ;    q7 = 8�G¸Ð�Gq¸¸� ;   ¯ = �Gb̧ ¸�8�G¸Ð \´ ;    �7 = T7 B7¯7 4.7 

ã = −3256 q¸¸¸¸ìq¸ì̧
πG(1 + �7)�G¸Ð \´T7 ;    ä = 3256 q¸¸¸¸ìq¸ì̧

πG(1 − �7)�G¸Ð \´T7  4.8 
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L’équation (4.9) peut se réduire à la fameuse équation de Duffing celle-ci décrit le 

mouvement d’une masse rappelée à sa position d’équilibre par un ressort à caractéristique non 

linéaire :  

4.4  Etude théorique   

 L’équation différentielle donnée par le résonateur à quartz non linéaire est : 

Avec :  

 

Pour que î�ï , cïð soit un point d’équilibre, il faut que : 4Fî�ï , cïð = 42î�ï , cïð = 0 

Alors :  

Nous trouvons un seul point d’équilibre Ò (0,0). 
 

4.4.1   Etude de a stabilité du résonateur à quartz  

          Pour le système non forcé, nous pouvons déterminer la stabilité en examinant la matrice 

jacobienne au point d’équilibre. 

�G"�0G + æ �"�0 + T7G" + Γ"� = ] cos(T0F) 4.9 

cñ + Hc3 + c + c� = 4 cos(Ω 0) 
4.10 

H = ΓT7 ; 4 = ΓF/GT7� ] = ΓF/GT7GB7 Ë;    Ω = TT7 

 
4.11 

Yc3 = �                                                �3 = −ó� − c − c� + 4 cos(Ω0)Q       
4.12 

M4Fî�ï , cïð = 0 ⟹ �ï = 0                                    4Gî�ï , cïð = 0 ⟹ �ï = −ó� − cï − cï� = 0Q 
 

4.13 
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En remplaçant les points d’équilibre par les valeurs (0,0) ; la matrice devienne : 

En calculant les valeurs propres HF,G: 

       

L’étude de la stabilité du point d’équilibre par la méthode de Lyapunov revient à étudier le 

signe de la partie réelle des valeurs propres, celles ci dépendent du paramètre 

d’amortissement H. Après calcul, nous avons fait les constatations suivantes [9]: 

1. Si H = 0, nous trouvons que HF,G sont complexes (sous la forme deS + ÂT) avec S nulle, il y aurait un sommet dans l’espace de phase ou des oscillations stables (Figure 

4.1.a). 

2. Si la valeur de H > 0, les parties réelles de HF,G < 0, cela correspond à des oscillations 

amorties où le système revient au point d’équilibre (Figure 4.1.b). 

3. Si la valeur de H < 0, les parties réelles de HF,G > 0, cela veut dire un système instable 

(Figure 4.1.c). 

ö:î÷ø,ùøð =
¥¦¦
¦§à4îúø,ûøðà�F

à4îúø,ûøðà�&à4îúø,ûøðàcF
à4îúø,ûøðàc& ©̈©©

ª
 

4.14 

ö:î÷ø,ùøð = ü 0 1−1 − 3cïG −óý 
4.15 

ö:(þ,þ) = ü 0 1−1 −óý 
4.16 

HF,G = −H ± �HG − 42  4.17 
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.  

                    a)                                        b)                                            c) 

Figure  4.1 : Cas non forcé 

Dans le  cas où le système est forcé, son mouvement est entretenu par une fréquence externe. 

Trois variables entrent en jeu, ce qui amène le système à un mouvement plus complexe où la 

prédiction de leurs structures est impossible avant la simulation.   

Si Ω = 0donc la fréquence d’excitation est nulle, il y aura un amortissement du 

mouvement quelque soit la valeur deó. 

 

Figure  4.2: Cas forcé : F=5, � =0.4, � =0, �=-2, �3 =2 

 

Pour arriver à simuler le comportement chaotique de l’équation de Duffing, Nous avons 

choisis des valeurs différentes de ó. Cependant, nous avons fixé le facteur d’amortissement à 

0.4 et  Ω = 1.3275 pour pouvoir obtenir les différentes trajectoires demandées. Pratiquement, ó =0.4 veut dire que le résonateur est choisie avec des dimensions bien précise puisqu’il y a 

une dépendance entre les paramètres électriques et ceux de la non linéarité avec les 

dimensions du cristal.    
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Pour le régime linéaire c.à.d. (les petites valeurs d’excitations), au  fur et à mesure que ó augmente, la stabilité persiste après un régime transitoire mais les formes différent d’une 

valeur de ó à une autre.  

              

      a) F=5, � =3,� =1.3275, y=2, �3 =2                               b) F=20, � =5, � =1.3275, y=2, �3 =2  

                                                            Figure  4.3 : Cas forcé       

 

4.4.2  Route vers le chaos   

 Dans les figures suivantes, nous remarquons l’acheminement des phénomènes, 

commençant par la symétrie de la trajectoire jusqu’au chaos. Pour une faible valeur de F, c’est 

à dire une faible excitation, l’orbite est symétrique (Figure  4.4.a). Lorsque la force augmente, 

nous constatons que la symétrie disparaît et devient de plus en plus asymétrique (Figure 

 4.4.b).  

 

     a) F=4.52, � =0.4, �=1.3275                                         b) F=15, � =0.4, � =1.3275 

Figure  4.4: Symétrie et asymétrie de la trajectoire 
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A une valeur plus grande de l’excitation extérieure4, les grandeurs caractéristiques du 

phénomène ne varient pas d’une manière linéaire, l’évolution est alors régie par une équation 

différentielle non linéaire et ceci rend l’étude plus compliquée puisqu’on ne peut plus prédire 

la solution du système. Un doublement de période est remarquée, cela se poursuit jusqu’à 

l’apparition du chaos (Figure  4.5.a) et Figure  4.5.b)). 

.  

La figure suivante montre l’apparition du chaos après un passage d’un doublement de période 

(bifurcation).  

 

                    a)  F=20, � =0.4, �=1.3275                        b )  F=27, � =0.4, � =1.3275                            

Figure  4.5 : Apparition du chaos 

 

L’évolution de la trajectoire du système dynamique non linéaire évolue vers des états 

particuliers qui varient en fonction des paramètres de contrôle du système. Ces états 

s’appelles attracteurs. En augmentant certains paramètres comme la force d’excitation ou la 

fréquence d’utilisation, nous pouvons constater un changement de nature de ces attracteurs ou 

une bifurcation 
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Le tableau suivant regroupe les différents cas remarquable à partir de notre simulation : 

� � �    
 

Résultat 5 0 0 
 

Solution périodique 5 0.4 1.3275 
 

Stabilité et symétrie 15 0.4 1.3275 
 

Asymétrie 20 0.4 1.3275 
 

Bifurcation (doublement de période ) 

27 0.4 1.3275 
 

Attracteur chaotique 

Tableau  4-1 : Différents attracteurs en fonction de l’excitation F 

      Nous avons observé que les trajectoires diffèrent d’une valeur à une autre. Au fur et à 

mesure que la force augmente, celles ci deviennent plus complexes sans oublier que la 

fréquence d’excitation est d’une influence très importante sur la structure de la trajectoire. 

 

Les structures non linéaires du résonateur à Quartz sous des excitations intenses sont étudiées 

par la simulation numérique et en utilisant la méthode de Runge Kutta comme technique 

numérique, nous avons cherché les conditions qui permettent au chaos de se manifester. Il est 

indiqué que lorsque la symétrie est rompue, des forces d’excitations sont rajoutées à la 

première, cela provoque un doublement de période jusqu’à l’apparition du comportement 

chaotique.  

 

4.5  Conclusion 

           Dans ce chapitre nous avons mis en équation l’aspect théorique d’un résonateur à 

quartz en tenant compte des propriétés physiques non linéaires. Par simulation et en utilisant 

l’algorithme de Runge-Kutta nous avons observé lés différentes trajectoires au fur et à mesure 

que la force d’excitation augmente allant d’un état stable pour un régime linéaire jusqu’a 

l’apparition du chaos pour le régime non linéaire dont en passant par des successives 

bifurcations. 
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Chapitre 5 
 Identification des paramètres de contrôle 

par des algorithmes méta-heuristiques 

5.1  Introduction 

Nous avons discuté dans le chapitre précedent de la relation entre l’augmentation de 

l’excitation appliquée au résonateur non linéaire et l’évolution des trajectoires d’un état stable 

à un état complètement chaotique, cette étude nous permet d’expliquer l’intérêt d’identifier les 

paramètres du système afin de contrôler sa stabilité.  

Notre approche est basée sur le concept d’identifier  et de contrôler la stabilité d’un 

système électronique non linéaire chaotique par des algorithmes d'optimisations méta-

heuristiques.  

Dans le but de tester les performances des algorithmes proposés, nous l’avons utilisé 

dans la résolution de deux problèmes d’optimisation : le problème d’identification de stabilité 

réside dans deux systèmes électriques chaotiques, un piézoélectrique, et un circuit électrique 

de Chua.    

Nous avons proposé deux variantes de méta-heuristiques, API et  ACO. Elles nous 

permettent également d’obtenir une meilleure solution de l’équation différentielle non linéaire 

et par conséquent une oscillation stable de ce système chaotique. Les simulations ont montré 

de bons résultats qui nous encouragent à les utiliser pour la résolution d’autres problèmes 

d’optimisation difficiles. 

 

5.2  Problématique 

Le résonateur piézoélectrique caractérisé par l’équation non linéaire de Duffing 

présente un comportement chaotique pour des fortes excitations (F > 20). L’identification des 

paramètres, la fonction objective 4Í�� est donnée par : 
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Où " est la valeur de temps, ¹ est la longueur du vecteur des données, X et AC représentent l’état 
réel et estimé respectivement du système dans un temps ".  

 

5.3  Utilisation de l’algorithme ACO 

Dans cette étude γ et Ω sont les paramètres de contrôle de l’équation différentielle (4.8) à 

identifier [122]. Les valeurs critiques de l’algorithme de fourmi ACO utilisés  

sont respectivement: le nombre de fourmi ¢ = 20 et le nombre d’itération=80. 

5.3.1  Résultats et discussion 

La figure (5.1) représente un état chaotique pour 4=26.5 et les conditions initiales 

(alpha1= 0.0505, alpha2= 0.3535), donc le choix des paramètres du système par identification 

est très important et indispensable pour le contrôle et la stabilité des oscillations de ce 

résonateur 

            

Figure  5.1: Trajectoire chaotique �= 0.1273, �= 2.6212 
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Par application de l'algorithme de fourmis ACO,  Nous avons faits plusieurs tests de 

simulation. Les résultats obtenus ont montré la convergence vers un état stables des 

oscillations avec une forte excitation (F=26.5). 

 L’évolution des trajectoires est illustrée par les figures suivantes : 

 

Figure  5.2: Evolution de la trajectoire � =0.1818, � =2.0404 

alpha1=2.7778, alpha2=2.6768 

La figure (5.2) présente encore un état non stable, mais la stabilité est atteinte 

progressivement. 
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Figure  5.3: Evolution de la trajectoire � =0.4909, � =0.8283 

alpha1=2.3737, alpha2=1.8687 
 

 

 

Figure  5.4: Evolution de la trajectoire � =0.7364, � =1.6869 

alpha1=3.3838, alpha2=3.3838 
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Figure  5.5: Evolution de la trajectoire �=0.7455, � =1.6869 

alpha1= 3.5859, alpha2= 3.6768 

 

A partir des figures (5.3) (5.4) et (5.5), nous pouvons constater que la stabilité a été obtenue 

pour �=0.8182, � = P. �		
. 

 

Figure  5.6: Orbite stable�=0.8182, � =2.1667 

alpha1=3.6869, alpha2=3.9899 
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Figure  5.7: Orbite stable �= 0.96206, � = 1.9141 

alpha1=3.1818, alpha2=3.5859  
 

On voit qu’après des itérations successives, l’évolution des trajectoires converge vers la 

stabilité figure (5.6) et figure (5.7), ainsi l’efficacité de l’algorithme ACO pour l’identification 

du système chaotique est prouvée. 

 

5.3.2  Sensibilité aux conditions initiales 

La sensibilité aux conditions initiales joue un rôle primordial et incontournable pour les 

systèmes chaotiques. Les paramètres du circuit ou de l’algorithme influent sur la stabilité de 

système.  

Les figures suivantes représentent la variation des trajectoires  par rapport aux différentes 

conditions initiales avec des valeurs fixes des paramètres F, ó et Ω. 

La figure (5.8) présente un état chaotique pour alpha1=0.8889, alpha2=2.6667 . 

 

0 20 40 60 80
-5

0

5

iterations

a
lp

h
a
1

0 20 40 60 80
2

4

6

iterations

a
lp

h
a
2

0 20 40 60 80

0.7

0.8

0.9

iterations

g
a
m

a

0 20 40 60 80
1

2

3

iterations

o
m

e
g
a

-5 0 5
-10

0

10

y

d
y
/d

t

0 20 40 60
-5

0

5

t

y



Identification des paramètres de contrôle par des algorithmes méta-heuristiques 

 

91 

 

       

Figure  5.8: Trajectoire chaotique 

alpha1=0.8889, alpha2=2.6667 

 

La figure (5.9) montre la disparition du chaos après optimisation  par l’algorithme ACO. 

  

Figure  5.9: Identification des conditions initiales  

alpha1=4.2828, alpha2=3.4747 

 

Un autre exemple est donné par la figure (5.10), nous avons fixé γ à 0.1273 et  Ω à 2.6212.   

            

Figure  5.10: Trajectoire Chaotique 

 alpha1=0.2424, alpha2=0.7273 
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La figure (5.11) et la figure ( 5.12) présentent l’identification des conditions initiales pour les 

mêmes valeurs de ó  et Ω . 

              

Figure  5.11: Trajectoire  chaotique 

 alpha1=3.7980, alpha2=7.1919 

 

Après un test de l’algorithme, la stabilité du système est finalement obtenue par une petite 

modification des conditions initiales (figure (5.12)). 

           

Figure  5.12: Identification des conditions initiales – état stable  

alpha1=4.2828, alpha2=2.1818 

 

Dans cette étude, nous avons fixé les paramètres de contrôle afin d’optimiser les 

conditions initiales par l’algorithme méta-heuristique ACO qui a donné des oscillations 

stables du résonateur. Nous avons montré l’intérêt de la variation des conditions initiales tout 

en fixant tous les paramètres du circuit, nous avons passé d’une orbite chaotique  vers une 

orbite stable.  
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5.4  Utilisation de l’algorithme API 

         Le système chaotique à n dimension est généralement décrit par l’équation suivante [34] 

Où: 


 = ((�, (P, … , (/)	 ∈ �/ est le vecteur d’état, � = (��,�P, … ,�/)	 ∈ �� est le paramètres 

du système chaotique, 
� est condition initiale du vecteur d’état, and f c’est l’équation non 

linéaire.  

Pour identifier les paramètres de l’équation précédente (5.2), un modèle estimateur de ce 

système est généralement introduit comme suit : 

Où: 

 AC = (�
F, �
G, … , �
&)¡ ∈ ¯& est le vecteur d’état estimé, æC = ( æCF, æCG, … , æC&)¡ ∈ ¯Ù est les 

paramètres estimés du système chaotique 

 

L’algorithme API identifie les paramètres optimaux du système sous des excitations intenses 

basé sur la fonction objective, cette fonction est utilisée pour identifier les systèmes non 

linéaires.  

 

5.4.1  Automate de l’algorithme API 

La stratégie de la méta-heuristique API (APIcalis pachycondyla identification) est 

décrit par N. Monmarché [91][120-121]. L'idée de base de cette méthode, que les fourmis 

utilisent des principes simples pour rechercher leurs proies. 

• Les fourmis créent des sites de chasse au hasard à partir de leur nid. 

A3 = a(A, A7, æ)  5.2 

A3C = 4(AC, A7, æC)  5.3 
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• Chaque fourmi explore un espace de recherche local et global et évalue les meilleures 

solutions. 

La procédure principale de cette méthode est donnée par l'organigramme suivant: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  5.13  : Modélisation du système chaotique par l’algorithme meta-heuristique API. 

 

Où X0 est la condition initiale æj sont les paramètres de contrôle du système non linéaire, 
er  est l’erreur calculé à chaque itération et emin est  la valeur minimale de  

        Nous avons transformé le problème d’identification des paramètres du système chaotique 

en un problème d’optimisation dans le sens de minimiser la fonction objective.  

     Oui 

       Fin 

                                    Oui 

             

               Non        
   Non                                             Non                               
     
 
              Oui 

     i < n 

er < emin 
Temps dépasse  

les limites 

Calculer  y(i) en utilisant  

L’algorithme Runge-Kutta 

 

Initialisation des paramètres  

du système (X0, æj, emin) et les paramètres de L’algorithme 

Optimisation de  æj 
par l’algorithme API 

   i=i+1 
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L’organigramme est exécuté à plusieurs reprises afin d’entraîner le système à optimiser les 

données d’entrées-sorties par l’algorithme méta-heuristique API. L’algorithme fonctionne 

jusqu’à ce que tous les paramètres cessent de changer ou changent très peu sur une série de 

pas d’itérations. Ceci indique que la valeur de l’erreur est réduite au minimum, ainsi 

l’algorithme a trouvé un minimum et il peut être terminé. Les paramètres seront réinitialisés si 

la recherche du minimum n’aboutit pas au bout d’un certain temps. 

La figure (5.14) illustre le principe de la modélisation utilisée. La technique de l’optimisation 

proposée est mise en place en utilisant un automate pour identifier et contrôler les paramètres 

de la fonction non linéaire du système, Il s’agit d’un algorithme meta-heuristique qui est 

employé dans une boucle fermée où nous allons comparer les valeurs réelles  et estimées tout 

en minimisant la fonction objective. La  performance de l’automate est obtenue si la fonction   

Fobj  converge à 0 pour chaque itération de l’algorithme. C’est dans ce contexte que se situe le 

sujet notre travail, nous avons appliquée l’algorithme API pour valider notre idée. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  5.14: Le principe de l’estimation d’un paramètre de contrôle pour le système  

chaotique en utilisant l’algorithme API 

 

Pour finir, nous avons fait des tests en simulation sur le modèle  du système du résonateur 

piézoélectrique non linéaire, ensuite une autre application est réalisée sur le système chaotique 

de Chua.  

 

A3 = a(A, A7, æ) 

A3C = a(AC, A7, æC) 

 Ajustement de æC 

Minimisation de  Fobj 

     API 

A7 
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5.4.2  Résultats de simulation 

Dans cette partie, nous donnons des résultats de simulations pour montrer l'évolution du 

phénomène chaotique qui peut être observé dans ces circuits afin d'identifier les paramètres de 

contrôle avec l'application de l'approche API. Les valeurs des paramètres de l’algorithme 

l'API utilisés sont : Le nombre de fourmis X� = 10, le nombre de sites de chasse pour chaque 

fourmi \ = 8.  

Après l'étude et l'identification des paramètres de contrôle du système chaotique en utilisant 

l'algorithme ACO [122], nous utiliserons une autre approche méta-heuristique en appliquant 

l'algorithme API [123] pour l’identification et l’optimisation des paramètres de contrôle.  Les 

paramètres optimaux permettent de vérifier une oscillation stable de ce résonateur chaotique 

piézoélectrique. 

Les résultats des simulations montrent que l'algorithme API est un algorithme efficace qui 

permet de donner une trajectoire stable et optimale du résonateur piézoélectrique. 

 

La figure (5.15) présente la trajectoire chaotique du résonateur piézo-électrique en utilisant 

l’algorithme de Runge-Kutta. 

 

 

Figure  5.15: La trajectoire chaotique du résonateur piézoélectrique 

 F = 26,5, γ = 0,1, � = 2,7 

 

Lorsqu’on augmente l’amplitude du signal d’entrée, les oscillations du système peuvent 

basculer entre deux positions d’équilibre du système. En fonction de la fréquence Ω, des 
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comportements chaotiques apparaître pour des zones tandis que pour d’autre zones reste 

stable.  

 
Dans la figure suivante, nous fixons le rapport de fréquence Ω, l'identification de l'excitation 

externe pour différents paramètres de non linéarité γ est donnée: 

 

Figure  5.16: Identification de l'excitation externe optimale F pour différents  

paramètres de non linéarité γ 

 
Cette figure montre que l'excitation externe optimale F du résonateur piézoélectrique de 
Duffing tend vers 26.7 et la fonction objective tend vers 0.  
 
La figure (5.20) illustre la valeur optimale du terme de non-linéarité ó (ó = 0.4), ce paramètre 
présente une caractéristique physique du cristal. 
 

Où: ó = �
�þ, Γest proportionnel au courant cubique provient du champ électrique [6]. 
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Figure  5.17: Identification de la fréquence optimale � (F = 26,5) 

 

En appliquant l'algorithme de Pachycondyla Apicalis, les résultats qui illustrent 

l'identification des paramètres de contrôle du résonateur piézoélectrique tels que l'excitation 

externe 4 =  26.5, le terme de non-linéarité ó = 0.4 et le rapport de fréquence Ω = 1.2 

montrent les meilleures valeurs permettant d'obtenir un état stable et une oscillation stable de 

ce système non linéaire. 
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Figure  5.18: Une trajectoire stable du résonateur piézoélectrique 

 (� =  P	.�, � = 0.4, � = 1.,25) 

 

En augmentant l’amplitude F, les fenêtres de régularité dans le chaos sont obtenues où les 

oscillations redeviennent régulières. L’utilisation de l’algorithme API a permis d’exploiter le 

principe des systèmes dynamiques chaotiques. Par exploration de ces zones de régularités. 

 
En utilisant le terme de non-linéarité ó=0.25, la fréquence identifiée � est donnée par la figure 

suivante. 

 

Figure  5.19: Identification de � (�= 26.5, � = 0.25) 
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Sur la figure (5.22) nous constatons que  l’orbite stable du  résonateur piézoélectrique 

est obtenue par application des paramètres de contrôle identifiés. 

 

Figure  5.20: Une trajectoire stable du résonateur piézoélectrique 

 (F=26.5, γ=0.25, Ω=2.622) 

 

Cette figure est présentée pour évaluer les performances de l'algorithme API. Il est 

clair que l'identification des paramètres de contrôle par l'application de cet algorithme donne 

de bons résultats et vérifie la stabilité du système chaotique.  

Sur les figures (5.21, 5.22 et 5.23), nous montrons la différence entre le comportement  

de la trajectoire du système original et la trajectoire du system après identification pour 

différentes valeurs de l’excitation F. 

 
 

Figure  5.21: Différence entre y(t) du système chaotique (en Noir) et y(t) du système identifié (en rouge).  �=26.5, �=0.25 
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Figure  5.22: Différence entre y(t) du système chaotique (en Noir) et y(t) du système identifié (en rouge). �=30, �=0.25 

 

 

Figure  5.23 : Différence entre y(t) du système chaotique (en Noir) et y(t) du système identifié (en rouge).  
F=50, γ=0.25 
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La comparaison des résultats par les algorithmes ACO et API est résumée dans le tableau I.. 

Algorithme Excitation externe F Terme de 

non linéarité 

γ 

Fréquence 

Ω = �
�þ  

Nombre d’itérations 

API 26.5 0.25 2.622 < 80 

ACO 26.5 0.1273 2.6212 > 80 

Une petite 

modulation de 

l’amplitude  [6] 

 

4 + �a�Ã�(T� 0) 

 

 

0.4 

 

1.31 

 

/ 

 

Tableau  5-1: Résultats d’une orbite stable par les deux algorithmes ACO et API et ainsi par la 

méthode de la modulation de l’excitation. 

Le tableau (5-1) nous montre l’efficacité de l'application de l'algorithme API pour 

identifier et optimiser les paramètres de contrôle. Nous pouvons constater que le nombre 

d’itérations est réduit comparé à celui utilisé par l’algorithme ACO. Par conséquent, le temps 

de calcul de l’algorithme API est très inférieur au temps de calcul de l’algorithme ACO.  La 

qualité des résultats a été montrée en figures (5.18 et 5.20). 

Le rapport de fréquence � identifié pour différentes valeurs de F et ó =0.25 est donné par le 

tableau (5-2). 

  Excitation extérieure � Fréquence � = VV� Nombre d’étérations 

26.5 2.622 20 

30 7.25 53 

50 13.2520 33 

  Tableau  5-2: Fréquence Ω identifié pour différentes valeurs de �. 

Le tableau (5-2) montre que la fréquence � utilise augmente au fur et à mesure que la 

l’excitation 4 augmente pour optimiser la trajectoire du résonateur et avoir une orbite stable 



Identification des paramètres de contrôle par des algorithmes méta-heuristiques 

 

103 

 

non chaotique. Ces résultats montres l’efficacité de L’API  pour l’identification des 

paramètres du résonateur chaotique. 

 

5.5   Le circuit de Chua 

Le circuit de Chua est un circuit électronique simple, c’est un type spécifique des 

circuits électronique utilisé pour générer les signaux stochastiques et chaotiques. Ce circuit à 

des applications importantes en communication. Il est constitué par deux capacités C1 et C2 

and une inductance L, placés  parallèlement en trois  branches.  

L’élément NR est une diode à résistance négative. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure  5.24: Le Circuit de Chua 

Le circuit de Chua est défini par les équations d’états suivants [125]:  

Ces équations peuvent être écrites par l’ensemble des équations suivantes généralement utilisé 

dans la littérature [126-127].     

 

ÚÛÛ
ÜÛ
ÛÝ�ËF�0 = 1̄qF (ËG − ËF) − 1qF a(ËF)�ËG�0 = 1̄qG (ËF − ËG) − 1qG "�       �"��0 = − 1B ËG                                   

Q 5.4 

 

l�3 = ãîc − � − �(�)ðc3 = � − c + n              n3 = −äc                       Q 5.5 

¯ 

B 

"J 

"¯ 

¹¯ 

Ë1 Ë1 Ë2 q2 q1 
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L’élément non linéaire du circuit g(x) est donné par :  

 

5.5.1  Résultats de simulation 

Le système non linéaire de Chua présente un comportement chaotique. Les figures (5.25) et 

(5.26) présentent un exemple d’une trajectoire chaotique de ce circuit.  

                                

Figure  5.25: Une trajectoire  chaotique du circuit de  ��=-2.5, ��=-0.92, � =-4.89, � =-3.62, �=-0.016 

 

 

Figure  5.26: Chaotic trajectory of the Chua’s circuit ��= -1.20, ��= -0.65, alpha1= -0.1,alpha2= -0.1, alpha3= -0.1 � =10, � =16, �=0. 
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5.5.2  Application de l’ACO 

Dans le premier test nous avons appliqué l’algorithme ACO pour identifier les paramètres de 

contrôle du circuit de Chua, la figure suivante donne les paramètres identifiés permettant 

d’obtenir des oscillations stables. 

   

Figure  5.27: Identification de  � , � �� �; ��=-0.65; ��=-2.3 

 

Sur cette figure, l’identification des paramétrés de contrôle par l’algorithme de fourmi ACO 

du circuit de Chua a été réalisée. Nous pouvons constater que les valeurs des paramètres n’est 

pas bien précises. Ainsi, nous avons pu voir que nous n’avons aucune garantie sur la précision 

de ces paramètres.  

Sur la figure (5.28) un autre test de simulation de l’algorithme où la valeur de ä est plus 

précise qu’au précédent. 
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Figure  5.28: Identification de  � , � ��  �; ��=-0.65; ��=-2.3 

 

La trajectoire dans l’espace de phase (courbe en bleu) se dirige finalement vers une orbite plus 

au moins stable. L’attracteur du système s’approche vers cette courbe.  

  

5.5.3  Application de l’API sur le circuit de Chua 

Dans cette partie, nous allons estimer les paramètres inconnus du system ã, ä et ó. Les 

Figures (5.29, 5.30 et 5.31) présentent les paramètres de contrôle identifies  pour le circuit de 

Chua en utilisant l’algorithme  méta-heuristiques API afin de pouvoir comparer nos résultats 

avec ceux obtenus par ACO. 
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Figure  5.29: Identification de  �; ��=-0.65; ��=-2.3 

 

Figure  5.30: Identification de  �; ��=-0.65; ��=-2.3 

 

Figure  5.31: Identification de  �; ��=-0.65; ��=-2.3 
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En utilisant les paramètres identifies (¢7=-0.65, ¢F=-2.3, ã =-32.92, ä =17,ó=-1.6), 

la stabilité des oscillations du circuit de Chua est vérifiée. L’évolution de la trajectoire est  

montrée su la figure (5.32).  

 

Figure  5.32 : Trajectoire stable du circuit de Chua  � =-32.92, β =17, �=-1.611 

 

L’efficacité de l’algorithme API pour le circuit de Chua est montrée par cette figure, 

l’identification des paramètres de contrôle  par cet algorithme nous donne des bons résultats.  

 

Après quelques testes, l’algorithme méta-heuristiques API est utilisé pour identifier les 

paramètres optimaux du  circuit de Chua afin de donner des  oscillations stables. 

La comparaison entre les deux algorithmes utilisés ACO et API est illustré dans le tableau 

suivant : 
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Algorithme � � � Nombre d’itérations Optimisation 

API α =-32.92 β =17  γ=-1.6 < 80 Rapide et 

efficace 

ACO α =-31.4 β =17.5  γ=-0.04 > 80 Lente 

Tableau  5-3: Résultats d’une orbite stable par les deux algorithmes ACO et API et ainsi par la 
méthode de la modulation de l’excitation. 

 

5.6  Efficacité de l’algorithme API 

Une analyse comparative entre les deux algorithmes permet de bien évaluer nos résultats, et 

par conséquent l’approche que nous avons proposée. 

Nous avons déjà vu que  l’algorithme API est plus efficace dans la recherche de l’optimum 

global comparé avec l’algorithme de l’optimisation par essaim particulaire ACO, et pour 

valider notre travail. Les figures suivantes illustres bien notre idée.  

Sur la figure (5.33), nous pouvons voir la convergence du paramètre de contrôle pour 

différentes valeurs des conditions initiales.  

 

Figure  5.33: Convergence de l’algorithme API pour différentes 
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       a)                                                                                     b) 

Figure  5.34: (a) Evolution de y(t) et (dy/dt) pour différentes conditions initiales 

En utilisant l’algorithme proposé en utilisant l’API. (b) Zoom sur la figure  

 

Dans la figure (5.34), les courbes se superposent après un certain temps. Nous 

pouvons donc conclure que cette méthode méta-heuristique permet d’identification les 

paramètres d’un système chaotique et optimiser le résultat. 

La figure (5.35) montre l’évolution de y(t) en fonctions de différentes conditions 

initiales par utilisation de l’algorithme ACO. Cette courbe présente des oscillations stables 

mais l’écart entre les 3 courbes augmente au fur et à mesure que 0 augmente.  

 

Figure  5.35: Evolution de y(t) et (dy/dt) pour différentes conditions initiales 

en utilisant l’algorithme ACO 
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Les résultats montrent que la performance de l’algorithme API dépasse celle de l’ACO, 

spécialement avec la 3ième condition initiale (alpha1=4.2828, alpha2=2.1818), (alpha1=4.28; 

alpha2=2.18)  et (alpha1=1.4, alpha2=1.1818) avec F=26.5. En outre, le test (présenté dans la 

figure 5.34) montre que notre algorithme est capable de trouver la solution optimale qui 

maintient notre système stable et presque identique avec le système réel pour toutes les 

conditions initiales. 

 

5.7  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté notre contribution avec la nouvelle méta-

heuristique API. L’algorithme API est une nouvelle méta-heuristique à base de population de 

solution. Vu son jeune âge, elle n’a pas été bien exploitée comme les autres méta-heuristiques. 

En fait, peu de travaux basés API sont présentés dans la littérature. Jusqu’à l’année 2018, 

aucune version de l’algorithme API n’a été proposée pour faire face aux problèmes 

d’optimisation des systèmes chaotiques. Notre objectif principal dans cette contribution était 

de prouver la capacité et l’efficacité de l’algorithme API dans la résolution des problèmes 

d’optimisation pour les systèmes chaotiques.  

 

Ensuite, nous avons élucidé les étapes et le principe des deux 

méta-heuristiques inspirées du comportement des fourmis. En outre, nous avons établi une 

petite étude comparative entre les deux méta-heuristiques. 

Nous avons appliqué les méta-heuristiques  pour l'identification des paramètres de 

contrôle des systèmes chaotiques électriques afin de vérifier la stabilité de la solution 

d'oscillateurs non linéaires.  

 

Les résultats des simulations présentent la simplicité, la performance et l'efficacité de 

l'algorithme méta-heuristique API pour l'identification et l'optimisation des systèmes 

chaotiques. D’autre part, nous avons comparé nos résultats avec celles obtenus avec 

l’algorithme de recherche ACO et aussi avec les résultats obtenus par la méthode citée dans  

[6]. Par conséquent, les résultats obtenus confirment que la performance de notre algorithme 

dépasse celles des algorithmes ACO. D’autre part, ces résultats prouvent que 
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notre algorithme est capable d’aboutir à des solutions encourageantes et de bonne qualité. 

Cette dernière revient au bon équilibre entre l’exploitation des solutions et l’exploration de 

l’espace de recherche, et aussi au petit nombre des paramètres de l’algorithme.  
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 Conclusion générale 
Le travail développé dans le cadre de cette thèse, a eu pour objectif l’étude et le 

développement de quelques méthodes d’identification et de modélisation du comportement 

chaotique dans les systèmes dynamiques non linéaires,  car souvent dans des situations 

réelles, le système chaotique peut ne pas être défini par une relation mathématique ou plus 

encore, peut avoir des incertitudes sur un ou plusieurs de ses paramètres.  

Après avoir examiné les aspects théoriques des propriétés des systèmes dynamiques 

non linéaires caractérisés par un comportement chaotique, et introduit les 

notions majeures utilisées tout au long de ce mémoire, celui ci existe dans de nombreux 

dispositifs électroniques caractérisés essentiellement par des équations non linéaires tels que 

les résonateurs piézoélectriques et le circuit de Chua.  

Nous avons étudié la stabilité et l’étude du comportement chaotique dans un résonateur 

piézoélectrique. Ensuite, nous avons établi une recherche sur les méthodes de résolution 

existantes : leurs origines, leurs principes, leurs étapes, leurs avantages et leurs applications. 

Cette première phase, nous a permis d’acquérir des informations et des connaissances dans 

notre domaine de recherche. Cela nous a orienté vers plusieurs axes de recherche et nous a 

permis d’avoir plusieurs idées que nous avons essayées de réaliser au cours de ces quatre 

années de thèse. 

Les méthodes de résolution exactes permettent d’obtenir une solution dont l’optimalité 

est garantie, dans certaines situations, on peut cependant chercher des solutions de bonne 

qualité, sans garantie d’optimalité, mais au profit d’un temps de calcul plus réduit. Pour cela, 

l’application des méthodes méta-heuristiques inspirés de la nature et adaptées à chaque 

problème traité.  Cependant l’inconvénient de ces méthodes est de ne disposer en retour 

d’aucune information sur la qualité des solutions obtenues. Afin  de remédier à ce problème 

nous avons utilisé l’algorithme de Runge-Kutta pour prouver l’efficacité de nos résultats 

partant d’un état chaotique jusqu’à la stabilité des oscillations.  

Les méta-heuristiques exploitent généralement des processus aléatoires dans 

l’exploration de l’espace de recherche et en plus de cette base stochastique, les méta-

heuristiques sont des méthodes itératives, ainsi le même processus de recherche est répété lors 

de la résolution. 
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Les systèmes non linéaires, jouent un rôle très important dans l’étude des phénomènes 

naturels. Après avoir examiné les aspects théoriques des propriétés du résonateur ainsi que les 

méthodes d’analyse. 

Dans notre travail les algorithmes méta-heuristiques ont été utilisés avec réussite pour 

identifier de nombreux paramètres des circuits électriques caractérisés par des systèmes non 

linéaires, et nous avons obtenu bien souvent de très bons résultats lors de la simulation, que ce 

soit pour la résolution des paramètres du résonateur piézoélectrique caractérisé par l’équation 

de Duffing ou pour le circuit de Chua. Les résultats obtenus montrent l’intérêt d’utiliser 

ces algorithmes sur ce type de problèmes. 

Nous avons pu étudier la stabilité du résonateur piézoélectrique en appliquant 

l’algorithme de fourmis ACO et l’algorithme API. Et  comme autre Application nous avons 

utilisé les deux algorithmes pour identifier les paramètres du circuit de Chua afin de donner 

des  oscillations stables 

La variété des méta-heuristiques pose généralement le problème du choix de 

l’algorithme qui sera le plus efficace pour l’identification et l’optimisation d’un problème. 

Cependant, on ne peut pas donner une réponse précise, puisque chaque méthode est adaptée à 

un problème donné.   

Nous avons commencé par traiter le circuit de résonateur lorsque les forces 

d’excitations augmentes, la symétrie est rompue, cela provoque un doublement de période. 

Nous avons observé que les trajectoires diffèrent d’une valeur à une autre. Au fur et à mesure 

que la force augmente, celles ci deviennent plus complexes sans oublier que la fréquence 

d’excitation est d’une influence très importante sur la structure de la trajectoire. 

Les structures non linéaires du résonateur à Quartz sous des excitations intenses sont 

étudiées par la simulation numérique et en utilisant l’algorithme méta-heuristique de fourmis 

ACO  et API comme techniques numériques, nous avons cherché les conditions qui 

permettent au chaos de se disparaitre et nous avons cherché à identifier les paramètres de 

contrôle du résonateur pour avoir un système stable et non chaotique.  

Comme dernière étape, nous avons choisis un cas chaotique parmi plusieurs et avec la 

variation des conditions initiales, nous avons constaté le changement de la trajectoire. Afin de 

diversifier les applications de l’algorithme API, nous l’avons appliquée sur un deuxième 
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circuit électrique de Chua. Cette application itérative est également très utile pour réduire les 

temps de calcul de la simulation numérique. 

Nous pouvons donc en conclure que: 

• Les méta-heuristiques sont des bonnes stratégies pour se disposer 

intelligemment dans l’espace des solutions, afin d’obtenir une solution, la 

meilleure possible 

• L’objectif d’une méta-heuristique, est de garantir à trouver le paramètre 

optimum. Pour cela, l’idée est à la fois de se déplacer dans l’espace de 

recherche, et d’explorer les zones qui peuvent êtres  attirantes ; mais sans 

être piégé par les optima locaux. 

• Les méta-heuristiques sont souvent inspirées de processus naturels et sont de 

plus en plus hybridées avec d’autres méthodes de recherche. 

• De plus, l’erreur de modélisation par l’algorithme API est assez faible et tend 

vers zéro rapidement. 

Les résultats des applications faites par les API ont donné des résultats satisfaisants 

surtout en ce qui concerne le temps nécessaire pour atteindre un voisinage très étroit de 

l’optimum global et aussi la qualité de la solution obtenue. 

Ce travail est un thème  qui ouvre la recherche sur plusieurs axes. Les futurs travaux 

se concentreront sur l'avantage des oscillateurs chaotiques pour les problèmes de 

télécommunications, tels que la cryptographie par des systèmes d’oscillateurs chaotiques et 

bien sur l’optimisation de l’information reçue par les algorithmes méta heuristiques. Et 

l’utilisation d’autres algorithmes méta heuristiques très récentes tel que l’algorithme de 

Pinguin PeSOA pour l’optimisation et l’identification des systèmes non linéaires. 
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Annexe A Algorithme API  
 

A. 1     Biologie des Pachycondyla Apicalis 

Dans cet annexe, nous allons présenter cette espèce de fourmis, son comportement de 

recherche de nourriture, ainsi que sa modélisation telles que présentées et décrites par 

Monmarché [91]. 

Pachycondyla apicalis est une ponérine néotropicale que l’on rencontre en Amérique du Sud, 

en particulier au Mexique. 

 

 

 

 

   

 

Figure A.1: L’espèce de fourmis Pachycondyla apicalis 

 

Sa morphologie et le peu de communication entre individus la classe parmi les fourmis 

dites primitives mais certains aspects de son adaptation démentent ce jugement. Les fourmis 

Pachycondyla apicalis vivent en petites colonies composées de quelques dizaines d’individus 

(40 à 100 ouvrières). 

 

Les fourmis de cette espèce installent leur nid dans de vieilles souches ou des arbres 

morts en décomposition qui offrent ainsi un habitat instable pour des fourmis qui ne savent 

pas construire de fourmilière. Après un certain temps, lorsque la vétusté de leur nid devient 

trop importante, elles doivent déménager et chercher un nouveau refuge. Les petits insectes et 

les cadavres d’insectes présentent la source de nourriture de cette espèce de fourmis. Les 

fourmis de cette espèce ne participent pas toutes à la recherche de nourriture, certaines 
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ouvrières restent au nid pour s’occuper du couvain, et d’autres prospectent individuellement 

autour de la fourmilière et ramènent les proies au nid. 

 

A. 2     Algorithme  

Dans cet Annexe nous présentons l’algorithme API qui modélise le comportement de 

fourragement d’une population de fourmis primitives (Pachycondyla apicalis). 

Les principales étapes de la simulation de la colonie de fourmis sont données par 

l’algorithme suivant [91]: 

  ������× XJéX0Ã"b�¢�%0 J’�¢°JX��¢�%0 "%"0"XJ �2 %"� ∶  ¹ ←   bX%� � ←  0/∗ "%�"�� �2 %Ã¢ob� �’"0ébX0"Ã%� ∗/ 	!/� "Ö� JX �Ã%�"0"Ã% �’Xbbê0 %’��0 °X� Ñéb"a"é� aX"b� Õ�Ö× 0Ã20 X" ∈  ] aX"b� ]Ò® − 4 #¯¯]?�$�¹� (X") ��/ %�Ö×    �� J� %"� �Ã"0 ê0b� �é°JX�é XJÃb� ¹ ←  � +/¢�"JJ�2b� �ÃJ20"Ã% X00�"%0� ∗/ 
&�'�× JX ¢é¢Ã"b� �� 0Ã20�� J�� aÃ2b¢"� ��/ ��                     � ←  � +  1 ��/ 	!/� "Ö�    

����Ö×/�× � +  �0 ƒ(�+) 
 

 

 

Le comportement local de fourragement d’une fourmi est donné par l’algorithme (API Fourragement ) 

suivant : 

�� %�(X")  <  ° XJÃb� ∗ BX ¢é¢Ã"b� �� JX aÃ2b¢" %’��0 °X� °J�"%� ∗ %�(X")  ←  %�(X")  +  1 ��/��×Ö(���/ �’2% �"0� �� �ℎX��� X20Ã2b �2 %"� ∶ �%� (X")  ←    ��°JÃ (¹, ]�"0� ) 
)/���!���!���/ �2 �Ã¢°0�2b �’é�ℎ��� �2 �"0� �Ã%�0b2"0 ∶  �%� (X")  ←  0 ��/�/    
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���� �Â J� �"0� *2� JX aÃ2b¢" X ��°JÃbé à �X ��b%"èb� �Ãb0"� �� �Â >  0 XJÃb� ∗  JX ��b%"èb� ��°JÃbX0"Ã% �� �Â X é0é "%ab2�02�2�� ∗ ������× XJéX0Ã"b�¢�%0 2% �"0� �Â �� �ℎX��� (Â ∈  �1, … , ° ) ��/��    
+(%��×!���/ ��(!�� X20Ã2b �2 �"0� �Â: �2 ←   J�XJÃ(�Â, ]J��XJ�) �� ƒ(�2)  <  ƒ(�Â)  XJÃb� �Â ←  �2 �Â ←  0 ��/�/    �Â ←  �Â +  1 ��   �Â >  ÒJÃ�XJ�   XJÃb� �aaX��b J� �"0� �Â �� JX ¢é¢Ã"b� �� JX aÃ2b¢" %�(X")  ←  %�(X")  −  1 ��/ ��    ��/ ��   


