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Notation

p.p. presque partout.
i. e. c’est-à-dire.
T un nombre réel positif.
p un réel tel que 1 ≤ p ≤ ∞.

p′ l’exposant conjugué de Hölder de p i.e. :
1

p
+

1

p′
= 1.

N l’ensemble des entiers naturels.
RN l’espace euclidien réel N -dimensionnel.
x = (x1, x2, ..., xN) point générique de RN .

A,B, operteur lineaire
Im(A) image de A
Ker(A) noyau de A
ρ(A) l’ensemble resolvante de A
A? adjoint de A
A ⊂ B, i.e. D(A) ⊂ D(B)

Ω un ouvert à mesure quelconque de RN .

∂Ω = la frontière de Ω.

QT le cylindre Ω×]0, T [.

ΣT = ∂Ω×]0, T [ la frontière latérale de QT .
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Notation

Γi une partie de la frontiere,i=0,1...n
ω un sous domaine non vide de
supp(f) support de la fonction f
χA la fonction caractéristique de l’ensemble A.
∆, laplacien

divu =
N∑

i=1

∂u

∂xi

, la divergence de u.

G(t) semi groupe
S(λ, τ) sentinelle
V,E, U sont des espace de Hilbert sur R
L(V,E) espace des application lineaires continue de V dans E
λξ̂ terme de pollution
τ ŷ0 terme de manquant
resp respectivement
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Notation

D(Ω) = C∞0 (Ω)l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support
compact dans Ω.

D′(Ω) l’espace des distributions.
C1

0(RN) = C1(RN) ∩ C0(RN), espace des fonctions une fois continûment
différentiables sur RN à support compact.

Lp(Ω) = {u mesurable sur Ω et
∫
Ω

|u|pdx <∞} ; 1 ≤ p <∞.

L∞(Ω) = {u mesurable sur Ω/∃C > 0, |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

Lp(0, T ;X) = {u mesurable de [0, T ] → X,
T∫
0

‖u(t)‖p
X <∞} ; 1 ≤ p <∞.

L∞(0, T ;X) = {u mesurable de [0, T ] → X, sup
[0,T ]

ess‖f‖X <∞}.

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω), ∇u ∈

(
Lp(Ω)

)N}
.

W 1,p
0 (Ω) = {u, u ∈ W 1,p(Ω), u = 0sur ∂Ω} , l’adhérence de D(Ω) dans W 1,p(Ω) (p <∞).

‖ . ‖X la norme dans l’espace X.

‖u‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|u|p
 1

p

pour u ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞.

‖u‖L∞(Ω) = sup
Ω

ess|u|.

‖u‖Lp(0,T ;X) =

 t∫
0

‖u‖p
X


1
p

.

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
[0,T ]

ess‖u‖.

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + Σ‖Diu‖Lp(Ω).

〈., .〉X′,X crochet de dualité.
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Introduction générale

Nous nous intéressons dans ce mémoire au système de distribué gouverné par des
équations dérivées partielles. Nous faisons allusion à l’état y la solution du système d’évo-
lution (le temps intervient).
A un équation aux dérivées partielles d’évolution dans un domaine Ω de (RN), et pour t
dans l’intervalle (0, T ), on doit ajouter des conditions initiales et des conditions limites.
Précisons un peu. la structure générale de l’équation aux dérivées partielles qui gouverne
l’état du système étudié est supposée connue, soit, formellement
(1)...∂y

∂t
+ A(y) =source dans l’ouvert Ω× 0, T [ .

Pour que l’état puisse être défini, il faut donc connaître :
(2)...les coefficients de l’opérateur A et la structure des non linéarités éventuelles,
(3)...les termes sources qui apparaissent au 2éme membre de (1),
(4)...les conditions initiales,
(5)...les conditions aux limites,
et (6)...l’ouvert Ω.
Le système est dit à données incomplètes si l’une au moins des informations (2),...et(6)
n’est que partiellement connue.

Dans presque tous les problèmes de météorologie, ou océanographie, les condition ini-
tiales ne sont pas complètement connues (noter d’ailleurs que l’on a une grande variété
de possibilité quant aux choix de l’état initiale).
Même chose pour des problèmes de pollution dans un lac, une rivière, un estuaire.
Par exemple, la suie qui joue un rôle important pour causer le problème de pollution
de l’environnement, atmosphérique, et territoires, avec la respiration de l’air carbonise
(CO2, CO...), et les pluie acidité

Naturellement les problèmes évoqués sont modélisés par des équations d’évolution de
type parabolique linéaire ou non linéaire à termes manquants.
Dans ce travail on considère uniquement le cas linéaire.
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Introduction générale

Trouver des informations sur le terme de pollution indépendamment du terme manquant
est un sujet qui préoccupe la communauté scientifique, l’idée habituelle est celle des
moindres carrés où on considère les termes manquant et de pollution comme deux va-
riables indépendants de contrôle et on cherche à minimiser l’écart entre l’état mesuré sur
un partie du domaine et l’état calculé par la résolution du système considéré (voir [16]).
Dans ce type de méthode, les termes de pollution et les termes manquants jouent le
même rôle, il y a possibilité de ne pas pouvoir nettement séparer les rôles des uns et des
autres, sans bien sûr, négliger cette méthode fondamentale qui demeure de loin la plus
importante pour ce type de problème. Il est utile de tenter une nouvelle méthode dite
méthode de sentinelle, dont la construction se ramène à l’étude de divers problème de
type contrôlabilité.

L’objectif de notre travail consiste à estimer le terme de pollution (fonction source)
d’un système d’évolution parabolique indépendamment du terme manquant ( la donnée
initial du système ) en utilisant le concept de sentinelle régionale et ponctuelle à travers
la théorie de la contrôlabilité régionale.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.
Dans le premier chapitre , on rappelle quelques propriétés de la théorie des semi groupes
et techniques de résolution des problèmes d’évolutions .
Dans le deuxième chapitre, nous donnons les principes généraux que concernent l’ana-
lyse des système distribués. Plus précisément, nous introduisons les notions d’exacte et
de faible contrôlabilité, ainsi nous celles d’actionneur et d’actionneur stratégique.
Dans le troisième chapitre, on va estimer le terme de pollution du système considéré,
indépendamment du terme manquant en utilisation le concept de sentinelle régionale et
ponctuelle.

.
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Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Les opérateurs

Soient E,F deux espaces normes (E, ‖‖E), (F, ‖‖F ).
E, etF espace vectoriel sur même corps K(= R,C).

1.1.1 L’ opérateur linéaire

Définition 1.1

i) Un application A défini :

A : E −→ F

x 7−→ A(x) = Ax Notation.

est dit opérateur.

ii) D(A) = {x ∈ E;Ax ∈ F} ⊆ E.
D(A) domaine de définition de l’opérateur A.

iii) L’opérteur A est linéaire ssi

∀α; β ∈ K, ∀x, x′ ∈ D(A) : A(αx+ βx′) = αAx+ βAx′.

10



Chapitre 1 : Rappels et définitions

1.1.2 L’ opérateur continue

i) L’opérateur A est dit continue on point x0 ∈ E;∀x ∈ E
∀ε > 0;∃η > 0, ‖x− x0‖E < η =⇒ ‖Ax− Ax0‖F < ε.

ii) A est dit continue dans E s’il est continue en tout point de E.

Proposition 1.1
Un opérateur linéaire est continue dans E ssi il si continue a l’origine (i.e.continue en 0).

1.1.3 L’opérateur borné

On dit que A est borné s’il existe un constante c ≥ 0 tell que

‖Ax‖F ≤ c‖x‖E ∀x ∈ D(A)

Définition 1.2 (Graph, Image et Noyau de A)

i) Graphe de A = G(A) = ∪[x,Ax] = {(x,Ax)/x ∈ D(A)} ⊆ E × F .

ii) Image de A = R(A) = ∪Ax ⊂ F .

iii) Noyau de A = kerA = N(A) = {x ∈ D(A);Ax = 0} ⊂ E.

1.1.4 L’opérateur fermé

On dit qu’on opérateur A est fermé si

G(A) := {(x,Ax) ∈ E × F : x ∈ D(A)}.

est fermé dans E × F . Ceci équivaut à dire que si une suite (xn) dans D(A) telle que
xn −→ x dans D(A) et Axn −→ f dans F , alors{

x ∈ D(A),

f = Ax.

Remarque 1
Si A est fermé, alors N(A) est fermé.

11



Chapitre 1 : Rappels et définitions

1.1.5 Ensemble et l’opérateur résolvant, Spectre de A

Définition 1.3

i) L’ensemble des tout les valeurs proprés de A est applles spectre l’opérateur A. et
tout les autre valeur de λ n’aparitient pas de spectre sont dit valeurs régulaire.

λ ∈ K,Ax = λx .

ii) Ensemble résolovant qu’on notera par ρ(A) ont dit λ ∈ ρ(A) ssi A−λI est inversible
(i.e.(A− λI)−1 ∈ L(E,F )).
on note (A− λI)−1 = (Aλ)

−1 = R(λ,A).
R(λ,A) est appele l’opérateur résolvant ou résolvant de A.
l’orsqu’il n’pas d’ambiguite on ecrira R(λ) au lieu de R(λ,A).

iii) On désigne par σ(A) l’ensemble complementaire dans C de l’ensemble ρ(A).
σ(A) est le spectre de A .

Proposition 1.2
Si A est fermé ρ(A) = {λ ∈ C;R(λ) ∈ L(E,F )} et (D(A), ‖‖A) est un espace de Banach.
Ou ‖x‖A = ‖Ax‖F + ‖x‖E est la norme de graphe.

Théorème 1.1
Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) dans l’espace de Banach E, Alors :

i) L’ensemble ρ(A) est un ensemble ouvert dans le plan compelaexe.
ii) La fonction λ −→ R(λ) est un fonction analytique de λ dans chaque composonte

connexe de ρ(A).

Théorème 1.2
Si λ et µ ∈ ρ(A) et si R(λ), R(µ) dans l(E), alors R(λ), et R(µ) satisfont l’équation de
la résolvante

R(λ)−R(µ) = (µ− λ)R(λ)R(µ)

.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

Démanstration.
On a

R(λ) = R(λ)AµR(µ)

= R(λ)(µI − A)R(µ)

= R(λ)[(µ− λ)I + (λI − A)]R(µ)

= (µ− λ)R(λ) +R(µ).

Définition 1.4 L’adjoint de A
Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur non borné à domaine dense, on va définir un
opérateur non borné A? : D(A?) ⊂ F ′ −→ E ′. Comme suit, on pose

D(A?) = {y ∈ F ′;∃c ≥ 0 tel que |〈y, Ax〉| ≤ c||x|| ∀x ∈ D(A)}.

Il est claire que D(A?) est un sous espace vectoriel de F ′. On va mantenant définir A?y

pour y ∈ D(A?), etait donné y ∈ D(A?).
On cosidére l’application g : D(A) −→ R ; défini par : g(x) = 〈y, Ax〉; x ∈ D(A).
On a |g(x)| ≤ c‖x‖; ∀x ∈ D(A).
Grace au théorème(Hanh-Banach form analytique) on sait que g peut être prolongé en un
application linéaire f : E −→ R. Tell que |f(x)| ≤ c‖x‖; ∀x ∈ D(A) .
Par suite f ∈ E ′, on remareque que le prolongement de g est unique puisque f est conti-
nue sur E et que D(A) est dense on posé : A?y = f .
Il est claire que A? est linéaire, l’opérateur A? : D(A?) ⊂ F ′ −→ E ′ est appelle l’adjoint
de A.
On par consequent la relation fondamantale suivant que lie A et A?

〈y, Ax〉F ′×F = 〈A?y, x〉E′×E x ∈ D(A),∀y ∈ D(A?)

.

Proposition 1.3
Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur non borné a domaine dense alors A? est fermé
(i.e.G(A?) est fermé dans F ′ × E ′).

Théorème 1.3
Soit A : D(A) ⊂ E −→ F un opérateur non borné fermé avec D(A) = E le propriétes
suivants sont équivalantes :

i) D(A) = E.

13



Chapitre 1 : Rappels et définitions

ii) A est borné.

iii) D(A?) = F ′.

iv) A? est borné.

Dans ces conditions on a : ‖A‖l(E,F) = ‖A?‖l(F′,E′).

Définition 1.5
Soit A : D(A) ⊂ E −→ E.
• A est dit autoadjoint si D(A) = D(A?) et A = A?.
• A est symétrique si (y, Ax) = (Ay, x),∀x, y ∈ D(A).

Définition 1.6
Soit (A,D(A))un opérateur linéaire dans H. On dit que :
• A est dissipatif si (Ax, x) ≤ 0 ∀x ∈ D(A).
• A est maximal si R(I − A) = E.

Théorème 1.4
(A,D(A)) est maximal disspatif sur l’espace de Hilbert H alors :

i) A est fermé.
ii) ∀λ > 0, (λI− A) est bijectif de D(A) sur H est (λI− A)−1 ∈ L(H) avec :
‖(λI− A)−1‖L ≤ 1

λ
.

iii) D(A) est dense dans H.

Démanstration. voir [11].

1.2 Les semi-groupes

1.2.1 Les semi-groupes

Soit E un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme x 7−→ ‖x‖E.

Définition 1.7
On appelle semi-groupe d’opérateurs dans E une application G : R+ −→ L(E) qui
vérifie :

14



Chapitre 1 : Rappels et définitions

i) G(0) = I (identité dans L(E)).

ii) G(t+ s) = G(t)G(s), pour tout s, t ≥ 0 (propriété algébrique).

Remarque 2
Comme t+s = s+t, on à G(t+s) = G(s+t) = G(t)G(s) = G(s)G(t). Donc les opérateurs
d’un semi-groupe commutent.

Soit {G(t)}t≥0 un semi-groupe. {G(t)}t≥0 est appelé semi-groupe uniformément continu
si

lim
t−→0+

‖G(t)− I‖L(E) = 0.

Définition 1.8 (Générateur Infinitésimal)
On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe {G(t)}t≥0, l’opérateur linéaire non
borné A défini par :

Aϕ = lim
t−→0+

G(t)ϕ− ϕ

t

et
D(A) = {ϕ ∈ E/ lim

t−→0+

G(t)ϕ− ϕ

t
existe dans E}

Définition 1.9
Un semi-groupe est dit fortement continu (de classe C0) si

lim
t−→0+

G(t)x = x; ∀x ∈ E.

Remarque 3

1. Un semi-groupe {G(t)}t≥0 uniformément continu est fortement continu car

‖G(t)− I‖L(E) = sup
‖x‖≤1

‖G(t)x− x‖E.

2. Si {G(t)}t≥0 un C0− semi-groupe, l’application t 7−→ G(t)x est continue sur [0 ,+∞[,
∀x ∈ E.

3. Si A est un opérateur linéaire borné, il existe un semi-groupe uniformément continu
{G(t)}t≥0 unique ayant A comme générateur infinitésimal.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

Théorème 1.5
Soit {G(t)}t≥0 un semi-groupe fortement continu. Alors il existe deux nombres M ≥ 1 et
ω ≥ 0 tels que :

‖G(t)‖L(E) ≤ Meωt,∀t ≥ 0,

est dit exponentiellement stable.
En particulier, si M = 1 et ω = 0, alors on dit que {G(t)}t≥0 est un semi-groupe de
contraction.

Théorème 1.6
Soit {G(t)}t≥0 un semi-groupe fortement continu. Alors le domaine D(A) de son généra-
teur infinitésimal est caractérisé par :

D(A) = {x ∈ E : l′application t −→ G(t)x ∈ C1(R+)}.

De plus, on a
• AG(t)x = G(t)Ax.

• Pour x ∈ D(A), on a G(t)x ∈ D(A).

• d
dt
G(t)x = G(t)Ax = AG(t)x.

Théorème 1.7 (Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
{G(t)}t≥0

i) A est fermé et D(A) = E.

ii) ∃ω > 0, ∃M > 0, tels que ρ(A) ⊃ {λ ∈ C : Reλ > ω}, et ‖(A− λI)−1‖L(E) ≤ M
Reλ−ω

,
pour Reλ > ω.

Rappelons le résultat suivant qui généralise le théorème de Hille-Yosida.

Théorème 1.8 (Phillips-Myadera-Feller)
Un opérateur linéaire A vérifie les deux conditions suivantes :

i) A est fermé et D(A) = E.

ii) il existe deux nombres réels M ≥ 1 et ω tels que
ρ(A) ⊃ {λ ∈ C : Reλ > ω}, et ‖(A − λI)−n‖L(E) ≤ M

(Reλ−ω)n , pour Reλ > ω,
n = 1, 2, ...,

. Si et seulement si A est le générateur infinitésimal d’un C0− semi-groupe {G(t)}t≥0

tels que ‖G(t)‖L(E) ≤Meωt, pour t ≥ 0.
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Chapitre 1 : Rappels et définitions

Remarque 4
Une C.N.S. pour que l’opérateur A engéndre un semi group est il existe M et ω reel, tell
que :
Pour tout Reλ > ω ‖(A− λI)−n‖ ≤ M

(Reλ−ω)n , n = 1, 2, ....
Si A admet un système othonormé complet de fonction propres ϕnj.Associées aux valeur
propres λn

On a aussi le théorème essentiel suivant :

Théorème 1.9
Soit {G(t)}t≥0 un C0−semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
Alors :

i) Pour x ∈ X, limh−→0+
1
h

∫ t+h

t
G(s)x ds = G(t)x.

ii) Pour x ∈ X,
∫ t

0
G(s)x ds ∈ D(A) et A(

∫ t

0
G(s)x ds) = G(t)x− x.

iii) Pour x ∈ D(A), G(s)x ∈ D(A) et d
dt
G(t)x|t=s = AG(s)x = G(s)Ax.

iv) Pour x ∈ D(A), G(t)x−G(s)x =
∫ t

s
G(τ)Ax dτ =

∫ t

s
AG(τ)x dτ .

1.3 Semi-groupes analytiques

Au lieu de t ∈ [0 ,+∞[ dans la définition de {G(t)}t≥0, on peut penser à élargir ce
domaine à ∆ ⊂ C .
On doit choisir nécessairement ∆ tel que

s ∈ ∆

et

t ∈ ∆

=⇒ s+ t ∈ ∆.

En général, on pose ∆ = {z ∈ C : ϕ1 < arg z < ϕ2}, avec ϕ1 < 0 < ϕ2.
Soit E un espace de Banach complexe .

Définition 1.10
Soit ∆ = {z ∈ C : ϕ1 < arg z < ϕ2, avec ϕ1 < 0 < ϕ2} ou ∆ = {z ∈ C : ϕ1 <| arg z |<
ϕ2} un secteur dans C.
Une famille {G(z)}z∈∆ ⊂ L(E) forme un semi-groupe d’opérateurs dans E analytique
dans ∆, si elle vérifie les conditions suivantes :
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i) G(z1 + z2) = G(z1).G(z2), pour z1, z2 ∈ ∆.

ii) G(0) = IE.

iii) limz−→0, z∈∆G(z)x = x, ∀x ∈ E.

iv) L’application z ∈ ∆∗ = ∆\{0} 7−→ G(z)x ∈ E est analytique, ∀x ∈ E.

Remarque 5

1. En général on parle d’un semi-groupe analytique lorsque le secteur ∆ contient l’in-
tervalle [ 0, +∞[.

2. Un semi-groupe analytique est fortement continu.

Théorème 1.10
Soit {G(t)}t≥0 un semi-groupe fortement continu et A son générateur infinitésimal. Si on
suppose que 0 ∈ ρ(A), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) {G(t)}t≥0 peut s’étendre à un semi-groupe analytique dans un secteur
∆δ = {z ∈ C :| arg z |< δ} et ‖G(t)‖L(E) est uniformément bornée.
(i.e.,∃M > 0, ‖G(t)‖L(E) < M) sur chaque sous-secteur fermé ∆δ′ de ∆δ tel que
∆δ′ = {z ∈ C :| arg z |≤ δ′ < δ}.

ii) Il existe une constante C telles que pour chaque σ > 0, τ 6= 0

‖(A− (σ + iτ))−1‖L(E) ≤
C

|τ |
.

iii) Il existe 0 < δ < π
2

et M > 0 telles que

ρ(A) ⊃
∑

:= {λ ∈ C :| arg λ |< π

2
+ δ} ∪ {0}

, et

‖(A− λ)−1‖L(E) ≤
M

|τ |
, pour λ ∈

∑
et λ 6= 0.

1.4 Problèmes d’évolution non homogènes

Soient E, V deux espaces normes (E, ‖‖E), (V, ‖‖V ).
E, et V espace vectoriel sur même corps K(= R,C).

On suppose que V ↪→ E,l’injection (i.e. V ⊂ E et V est dense dans E.
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On indentifie E à son dual alors : V ⊂ E ∼= E∗ ⊂ V ∗

On considère la forme bilinéaire

u, v → a(u, v) dfiniesurV × V.

Tel que la forme a coerecitivité, et continue.
Soit (A,D(A))le générateur infintésimal d’un C0 semi-groupe (G(t)t>0) sur un espace de
Hilbert E.on veut résoudre :

{
y′(t) = Ay(t) + f(t), t ∈ (0, T )

y(0) = y0

(1.1)

ou f ∈ [0, T ] −→E.

Définition 1.11
Soit f ∈ L1((0, T );E) et y0 ∈ E.
On appelle solution faible de (1.1)la fonction y ∈ C([0, T ];E) donnee par

y(t)=G(t)y0 +
t∫

0

G(t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ]. (1.2)

On appelle solution classique de (1.1) toute fonction

y ∈ C([0, T ];E) ∩ C1((0, T );E) telle que y(t) ∈ D(A).

Pour tout t ∈ (0, T ) et vérifiant(1,1) dans [0, T ].

Théorème 1.11
Soit f ∈ L1((0, t);E) et y0 ∈ H le problème (1.1) admet au plus une solution classique et
s’il en existe une alors elle est donnée par la formule (1.2).

Démanstration.
Il suffit de démontrer que toute solution classique est donnée par la formule (1.2). soit y
un solution classique. Pour tout t ∈ (0, T ], on considère la fonction z : (0, t) −→ E définie
par :

z(s) = G(t− s)y(s), s ∈ (0, t).
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Puisque y(s) ∈ D(A), la fonction τ 7−→ G(τ)y(s) est dérivable pour tout τ > 0.
Par conséquent, z est dérivable sur (0, t) et on a

z′(s) = −G(t− s)Ay(s) +G(t− s)y′(s)

= −G(t− s)Ay(s) +G(t− s)Ay(s) +G(t− s)f(s)

= G(t− s)f(s).

Comme f 1((0, T );E) on en déduit que z′ ∈ L1((0, T );E) et en l’intégrant entre 0 et t on
obtient

z(t) = z(0) +

t∫
0

G(t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ].

c’est-à-dire

y(t) = G(t)y0 +

t∫
0

G(t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ].

D’ou le résultat.

1.5 Semi groupe de l’équation des ondes (Hyperboliques)

Soit E = H1
0 (Ω)× L2(Ω) muni du produit scalaire

〈(y, z), (f, g)〉 =

∫
Ω

∇y.∇fdx+

∫
Ω

zgdx.

On définit l’opérateur {
D(A) = (H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))×H1
0 (Ω)

A(y, z) = (z,4y)
(1.3)

On a le résultat suivant

Proposition 1.4
L’opérateur A est maximal dissipatif et anti-symétrique :

〈A(y, z), (y, z)〉 = −〈(y, z), A(y, z)〉∀(y, z) ∈ D(A).
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Proposition 1.5
l’opérateur Ã est maximal dissipatif et anti-symétrique.

Remarque 6
Des propositions (1.2) et(1.3),on peut déduire que A et Ã sont anti-adjoints : A = −A?

et Ã = −A?.
On considère l’équation des ondes

ytt = 4y, (0, T )× Ω = QT

y = 0, sur(0, T )× ∂Ω = ΣT

y(0, .) = y0, yt(0, .) = y1

(1.4)

Avec les notations, le système (1, 4) s’ecrit dans E (resp.Ẽ){
Yt = AY

Y = Y 0 ∈ E
(1.5)

Proposition 1.6
A (resp. Ã)est générateur infinitésimal d’un C0- semi-groupe de contractions (G(t))t≥0(resp.

˜(G(t))t≥0) sur H1
0 (Ω)× L2(Ω)(resp. L2(Ω)×H−1(Ω)).

Soit (λk)k∈N la suit des valeurs propres de −4 dans H1
0 (Ω) et (φk)k∈N la suite de fonctions

propres correspondantes. On sait que celles-ci forment une base orthonomée de E = L2(Ω).
On note alors pour tout x ∈ L2(Ω) (voir [10]).

cos(
√
−4t)x =

∑
k∈N

cos(
√
λkt)(x, φk)φk

sin(
√
−4t)x =

∑
k∈N?

sin(
√
λkt)(x, φk)φk

On note que :

σ(A) = {±i
√
λk, k ∈ N}

AE±k = ±i
√
λkE

±
k
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E±k =
1√
2

(
1√
λk

±1

)
φk

et la famille (E±k )k∈N forme une base orthonormée du complexifié de E. On peut aisément
établir que :

G(t)

(
cos
√
∧t

√
∧sin

√
∧t

−
√
∧sin

√
∧t cos

√
∧t

)
(1.6)

On considère le problème non homogène
ytt = 4y + f, (0, T )× Ω = QT

y = 0, sur(0, T )× ∂Ω = ΣT

y(0, .) = y0, yt(0, .) = y1surΩ

(1.7)

Comme conséquenece des propriétés de la solution faible d’un problème non homogène
(voir Définition (1.11))

Théorème 1.12
Soit T > 0. Pour tout f ∈ L1((0, t);L(Ω)) et tout (y0, y1) ∈ H1

0 × L2 il existe une
solution faible (y; yt) ∈ (C([0, T ]);H1

0 × L2(Ω)) de (1, 7). De plus, cette solution dépend
continuement des données initiales et du second membre. Plus préecisément

maxt∈[0,T ]|yt(t)|+maxt∈[0,T ]‖yt(t)‖H1
0
≤ |y1|+ ‖y0‖H1

0
+ ‖f‖L1((o,t);L2)

Démanstration. voir [10].
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Chapitre 2

Contrôlabilité des systèmes évolutifs

2.1 Position du problème

Soit T > 0 ; Ω ⊂ Rn un ouvert borné représentant le domaine géométrique du
systeme(2, 1), on suppose que la frontière ∂Ω est assez régulière.
Q = Ω×]0, T [

On considèré les systèmes suivants décrits par l’équation différentielle opérationelle :
Trouver y(t) tel que :

{
ẏ + Ay = Bu

y(0) = y0

(2.1)

Où
y : La fonction de l’état du système (2, 1), y(x; t), x ∈ Ω, t ∈ (0;T ).
ẏ = ∂(y)

∂(t)
.

y0 : L’état initial.
A ∈ L(V,E).
B ∈ L(U,E).
u ∈ L2(0, T ;U) : La fonction de contrôl.
Nous supposons que le système (2, 1) est augmenté de l’équation de sortie z = Cy ( C est
un opérateur).
Mathématiquement cette formulation est assez générale et se prête mieux à certaines dé-
monstrations et aux définitions des diverses notions liées à l’analyse des systèmes.
Dans tout ce travail, nous ramènerons systématiquement tout les systèmes étudiés a la
formulation (2, 1)ci dessus.
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Nous allons rappeler diverses notions liées à l’analyse à travers le Choix d’opérateur
B, c’est-à-dire encore à travers les divers types d’excitations aux quels peut être soumis
le système (2, 1), par exemple nous rappelons dans ce chapitre les excitations de type sui-
vant :
- Zone : sur un partie de Ω ou de sa frontière.
- Ponctuelle : sur Ω ou sa frontière.
- Filament : dans Ω ou sa frontière.
Mathématiquement cela correspond au cas ou le support de l’action est de dimension :
Egal à celle de Ω, ou à celle de sa frontière pour le cas zone.
Egal à 0, pour le cas ponctuel.
Egal à 1, pour le cas filament.

2.1.1 Hypothèses

Dans l’étude de système (2, 1), on fait les hypothèses suivantes :
H(1) : E;U sont des espaces de Hilbert séparables désignant respectivement l’espace l’état,
de contrôlé .
H(2) : u ∈ L2((0, T ), U) ; B ∈ L(U.E).
H(3) :A est auto-adjoint à rèsolvante compact, et engendre un semi-groupe fortement
continu (G(t))t≥0 sur E.

Théorème 2.1
Sous les hypothèses ci-dessus, (2, 1) admet un solution faible unique fortement continue
sur [0;T ] et donnée par

y(t) = G(t)y0 +

t∫
0

G(t− τ)Bu(τ)dτ. (2.2)

Remarque 7

i) Les hypothèse de continuite faite sur B est forte, elle sera modifiee dans les cas ponctuel
et frontiere( voir [5]).
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ii) La régularile de la solution de (2, 1) dépendra du terme Bu et de y0, en partique on
dispose d’un nombre fini d’actionneurs (pour la definiton voir page (46, 47) ) ainsi
B est en général est un opérateur compact.

iii) Dans la plupart des situations cilées nous aurons :

E = L2((0, T ), U) ;U = Rp.

p désigne en fait le nombre fini d’actionneurs.

iv) H(3) =⇒ A admet un sepactre dénombrable discret

δ(A) = {λ1;λ(2); ....;λ(k); ...avec limλk = −∞ ;k −→ +∞.

2.2 Contrôlabilité

Introduction

Dans le cas des systèmes a paramètres repartis (2, 1) de dimension infinie, l’état du
système ne peut pas être atteint en général. C’est le cas, par exemple, ou l’opérateur A n’est
pas borné et que D(A) peut être différent de E, mais les éléments qui ne sont pas atteints,
peuvent être approchés ceci nous amène à introduire divers degrés de contrôlabilité.
Notons N opérateur linéaire borné, u ∈ L2((0, T ), U); Nu ∈ L(E) défine par

Nu =

∫ T

0

G(t− τ)Bu(τ)dτ ; (l′etatfinal)

(2.3)

N désigne l’opérateur NT . N sera utilisé par la suite, pour diverses définitions et proprié-
tés.

Proposition 2.1

NT ∈ L((L2([0, T ]);U);E)

et‖NT‖ ≤
√
T‖G‖C([0,T ];E‖B‖L(U,E)
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Définition 2.1
On définit,RT (a), l’ensemble des l’état atteignables au temps T à partir de a. On a :

RT (a) = G(T )a+ Im(NT )

l’étude de la contrôlabilité au temps T revient à l’étude de
⋃

a∈E RT (a) = RT (a). Du fait
de la dimension infinie, on peut avoir

RT (E) 6= RT (E)

etG(t)E 6= E

On introduit l’opérateur de contrôlabilité QT ,x ∈ E, T > 0

QTx =

∫ T

0

G(r)BB?G?(r)xdr;

(2.4)

Remarque 8
QT est un opérateur borné, donc il existe c > 0 tel que

|QTx| ≤ c|x|;x ∈ E, T > 0

QT est aussi auto-adjoint et positif

Proposition 2.2

R(NT ) = R(Q
1
2
T ) (2.5)

2.2.1 Contrôlabilité exacte

Le système considère est (2, 1), et E désigne l’espace de l’état T > 0.

Définition 2.2
le système (2, 1) est dit exactement contrôlable sur [0, T ] si ∀yd ∈ E, ∃u ∈ L2(0, T ;U)tel
que :

y(T ) = yd (2.6)
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Remarque 9
L’opérateur N étant défini en (2, 3), la définition précédente équivaut à

R(N) = E (2.7)

Théorème 2.2
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le systeme (2, 1) est exactement contrôlable au tempsT > 0

ii) Il existe c > 0 tel que pour tout x ∈ E∫ T

0

|B?G?(t)x|2 ≥ c|x|2 (2.8)

iii)

R(Q
1
2
T ) = E (2.9)

iv) x 7−→ |
√
QTx| définit sur E un norme équivalente à la norme de E

Démanstration. voir [10].

Définition 2.3
Soit E1 un sous espace vectoriel de E, le système (2, 1) est dit exactement contrôlable dans
E1, ∀yd ∈ E1,∃u ∈ L2(0, T ;U) tel que :

y(T ) = yd (2.10)

Remarque 10
La définition précédente équivaut a :
E1 ⊂ Im(N), N etant toujours défini par(2, 3)

Caractérisations
De la définition(2, 2) résulte les propriétés de la caractérisations suivantes :

27



Chapitre 2 : Contrôlabilite des systèmes évolutifs

Proposition 2.3
Le système (2, 1) est exactement contrôlable sur [0, T ], si et seulement si ∃γ > 0 tel que :

‖y?‖E? ≤ γ‖B?G?(.)y?‖L2(0,T ;U) (2.11)

Pour tout y? dans E?

Ou (G?(t))t≥0 est semi group adjoint de semi group (G(t))t≥0

Lemme 01
Soient E,F et G des espace de Banach réflexifs et f ∈ L(E,G),g ∈ L(F,G), alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Imf ⊂ Img.
2) ∃c > 0 tel que ‖f ?y?‖E? ≤ c‖g?y?‖F ?,∀y? ∈ G?.
La propriété de caractérisation donnée ci- dessus est intéressante dans la mesure ou on
ramène l’exact contrôlabilité a un inégalité assez facile a expliciter pour un système (2, 1)

donné.
Il y a des cas ou certaines hypothèses sur les paramètres du système permettent directe-
ment de savoir si le système est exactement contrôlable ou non, ainsi nous avous :

Définition 2.4
Soit Nt : L(0, T ;U) −→ E l’opérateur défini par :

Ntu =

∫ t

0

G(t− τ)Bu(τ)dτ

(2.12)

Proposition 2.4
Si pour tout t ≥ 0, Nt est compact pour tout t > 0, alors le système (2, 1) n’est pas exac-
tement contrôlable.

Corollaire 01 :
Si (G(t))t>0 est compact pour tout t > O , alors le système (2, 1) n’est pas exactement
contrôlable.
Corollaire 02 :
Si B est compact, alors le systeme(2, 1) n’est pas exactement contrôlable.
Dans le système (2, 1), n’est pas être exactement contrôlable, au sens de la définition(2, 2),
si B ou (G(t))t>0 sont comacts.
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Contrôlabilité exacte de l’équation Hyperbolique

Controle interne
Soit Ω un ouvert borné et régulier( de frontière ∂Ω lipschitzenne) de Rn et ω ⊂ Ω un
deuxième ouvert. On considère le problème de contrôl

ytt = 4y + 1ωu, (0, T )× Ω = QT

y = 0, sur(0, T )× ∂Ω = ΣT

y(0, .) = y0, yt(0, .) = y1

(2.13)

On étudie la contrôlabilité exacte du système (2, 13). soit T > 0. On cherche u ∈ L2(QT )tel
que pour toute donnée initiale (y0, y1) ∈ E = H1

0 × L2(Ω) il existe un unique solution y

de(2, 13) vérifiant y(T, .) = yt(T, .) = 0 dans Ω.
Dans toute cette on fait l’identification È = E.
Pour se ramener au cadre abstrait,on définit sur E l’opérateur (A,D(A)).
et B : U = L2(Ω) −→ E par

u −→ Bu =

(
o

1ω

)
u

Le système (2, 13)s’écrit alors dans E :

{
YT = AY +Bu

Y (0) = Y 0 ∈ E

On sait que A est générateur d’un semi groupe de contractions (G(t)t>0 sur E et il est
clair que B ∈ L(U,E) D’après le théorème (2, 2) il faut trouver des conditions sur T etω
pour qu’il existe c > 0 tel que pour tout z0 ∈ E

∫ T

0

|B?G?z0|2dt ≥ c|z0|2 (2.14)

Mais z(t) = G?(t)x est la solution du problème{
zt = A?z

z(0) = z0 ∈ E

Or, un calcul simple montre que A est anti-adjoint :A? = −A.il est alors clair que si
z = (z1, z2) et z0 = (z0

1 , z
0
2) ,l’inégalité (2, 14)s’écrit

29



Chapitre 2 : Contrôlabilite des systèmes évolutifs

∫ T

0

∫
ω

|z2|2dxdt ≥ c(

∫
Ω

|∇z0
1 |2 + |z0

2 |2)

On peut ailleurs vérifier directement que puisque z2 = −z1t et z2t = −4z1,il s’ensuit que
z1tt = 4z1 et que, en posant z = z1,il s’agit de démontrer que∫ T

0

∫
ω

|zt|2dxdt ≥ c(

∫
Ω

|∇z0
1 |2 + |z0

2 |2) (2.15)

pour z solution de l’équation des ondes
ztt = 4z+, (0, T )× Ω = QT

z = 0, sur(0, T )× ∂Ω = ΣT

z(0, .) = z1
1 , zt(0, .) = z0

2

(2.16)

le cas ω = Ω

Théorème 2.3
Soit Ω un domaine borné de Rn de frontière ∂Ω lipschitzienne.Pour toute donnée initiale(z0

1 , z
0
2) ∈

E,on a

∫ T

0

∫
ω

|zt|2dxdt ≥ c(

∫
Ω

(|∇z0
1 |2 + |z0

2 |2)dx)

pour tout solution z de (2, 16)

Remarque 11
Ce théorème implique bien entendu, d’aprés les développements précédents,la contrôlabilité
exacte du système (2, 13) pour tout T > 0

Le cas ω 6= Ω

L’inégalité d’observabilité (2, 15) n’est en général pas vraie pour un ouvert ω quelconque
comme nous le verrons sur un exemple ( voir [11]). A cause de caratère heperbolique de
l’èquation des ondes,il faudra d’un part un temps minimal de contrôl et d’autre part,des
conditions géométrique sur ω .
Soit x0 ∈ Rn et q(x) = x− x0 pour tout x ∈ Rn.On note ν la normale unitaire extérieure
à ∂Ω que l’on suppose de classe C2.On définit :

Γ0 = {x ∈ ∂Ω; q(x).ν(x) > 0}; Γ1 = Γ\Γ0.Σi = Γi × (0, T ); i = 0, 1.
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Pour ε > 0 arbitrairement fixé, on considère Oε, voisinage ouvert d’ordre ε dansRnde Γ0,
et on prend ω = Ω ∩Oε.

Théorème 2.4
Soit Ω un domaine borné de Rn de frontière ∂Ω de classe C2. Et ω ⊂ Ω l’ouvert défini
dans les lignes précédentes.Il existe T0 > 0tel que :∀T > T0,∃c = cT > 0$vrifiant

(

∫
ω

|∇z0
1 |2 + |z0

2 |) ≤ c

∫ T

0

∫
ω

|zt|2dxdt (2.17)

pour tout solutionzde (2, 16) correspondant à des données initiales (z0
1 , z

0
2) ∈ E

Remarque 12
Par rapport au cas précédent (ω = Ω), On constate que la contrôlabilité exacte nécessite
un temps minimal.C’est en fait dû au caractère heperbolique :la vitesse de propagation le
long des bicaractéristique est finie et il faut donc un temps pour atteindre ω
la démonstration de ce théorème nécessite queleque résltats intermédiaires
Dans la suite, Ω un domaine ouvert borné de Rn de frontière ∂Ω de classe C2. Et ω ⊂ Ω

l’ouvert défini précédemment.

Lemme 02
Soit h ∈ (C1(QT )n. Pour toute solution (faible) z de (2, 16), on a l’identité :

1

2
(

∫
ΣT

h.ν|∂z
∂ν
|2dΣT ) = [

∫
ω

zt.h.∇z]T0 +

∫
QT

1

2
(∇.h)(z2

t − |∇z|2)dxdt

+

∫
QT

{−(ht.∇z)zt + (Dxh∇z).∇z}dxdt

ou Dxh désigne la différentielle de h.

Contrôle par le bord

Soit Ω un ouvert borné de classe C2. ( de frontiere ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2avecΓ1 ∪ Γ2 6= ∅ et
soit T > 0). On veut déterminer, quand cela est possible, u ∈ L2((0, T )×Γ0) = L2(Σ0) tel
que pour toute donnée initiale (y0, y1) dans un espace E à déterminer, il existe un unique
"solution" y de
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
ytt = 4y+, (0, T )× Ω = QT

y = 0, sur(0, T )× Γ1

y = u, surΣ0

y(0, .) = y0, yt(0, .) = y1

(2.18)

telle que y(T, .) = yt(T, .) = 0. Il sagit bien d’un problème de contrôlabilité exacte
mais qui ne s’insère pas directement dans le cadre abstrait car les données au bord ne sont
pas homogènes. l’opérateur de "contrôl" est l’opérateur"trace sur Γ0" et il est non borné
de L2(Ω)dans L2(∂Ω). La théorie précédente a donc besoin d’être generalisee.
Dans un premier temps, on va définir l’espace E et l’opérateur de contrôl NT

Il sagit de pouvoir assures l’existence d’un notion de solution du système (2, 18).

Définition 2.5
y est solution ou sens de la transposition du système (2, 18) si y vérifie sur QT :

∫
ΣT

y.fdxdt = −
∫

ω

y0.θtdx+ 〈y1, θ(0)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) −

∫
Σ0

∂θ

∂ν
udΣT (2.19)

pour tout f ∈ D(QT ),ou θ(f) = θ est solution de
tt −4θ = f, (0, T )× Ω = QT

θ = 0, sur(0, T )× Γ1

θ(T, .) = θt(T, .) = 0

(2.20)

Théorème 2.5
Soit T > 0. Pour toutes données initiales (y0, y1) ∈ E = L2(Ω) × H−1(Ω)et tout u ∈
L2(Σ0), il existe une solution unique y(ou sens de la transposition)du système (2, 18),
telle que y ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C1([0, T ];H1(Ω)).
De plus, il existe cT > 0 tel quey vérifie pour tout t ∈ [0, T ]

‖y(t, .)‖L2(Ω) + ‖y(t, .)‖H−1(Ω) ≤ cT (‖y0‖L2(Ω) + ‖y1‖H−1(Ω) + ‖u‖L2(Σ0).)

Remarque 13
Pour u = 0, on définit une application G1de Rdans L(E)par :
pour tout (y0, y1) ∈ E

G1(t)(y0, y1) = (y(t), yt(t))
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Cette application définit un semi groupe fortement continu de R dans L(R).
Et donc pour tout t ∈ R,G1(t)E = E.

2.2.2 Contrôlabilité approchée

Avec les mêmes notations que ci-dessus, on définit :

Définition 2.6
la paire(A,B) est approximativement contrôlable au temp T > 0 si

R(NT ) = E.

Théorème 2.6
Les proporiétés suivantes sont équivalentes

i) (A,B) est approximativement contrélable au temp T > 0,

ii) Ker(N?
T ) = {0},

iii) B?G?(t)x = 0, ; p.p.t ∈ (0, T ) =⇒ x = 0,

iv)
√

(QTx, x est une norme sur E.

2.2.3 Contrôlabilité aux trajectoires

Définition 2.7
La paire(A,B) est dit contrôlable à zéro au temps T > 0 si tout etat a ∈ E peut être
trensféré a0 au temps T :

∀a ∈ E, ∃u ∈ L2((0, T );U);G(T )a+NTu = 0

Remarque 14
La contrôlabilité exacte revient à pouvoir résoudre en u, G(T )a+NTu = b.Si G(.) est un
groupe,alors

G(t)a+NTu = b⇐⇒ G(T )a+NTu = G(T )G(−T )b

⇐⇒ G(T )(a−G(−T )b) +NTu = 0

Et donc la contrôlabilité exacte est, dans ce cas,equivalente a la contrôlabilité a 0
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Définition 2.8
Soit b une "trajectoire" au temps T > 0 : il existe c ∈ E, v ∈ L2((0, T );U)tel que

y(T,c,v)=b=G(T)c+LTv

Le système est dit contrôlable au temps T > 0 aux trajectoires si pour tout a, c ∈ E, v ∈
L2((0, T );U),il existe u ∈ L2((0, T );U) tel que

G(T )a+NTu = G(T )c+NTv

Proposition 2.5
La contrôlabilité aux trajectoir est équivalente à la contrôlabilité a zéro.

Théorème 2.7
Les proporiétés suivantes sont équivalentes

i) (A,B) est contrôlable à zéro au temp T > 0

ii) Il existe cT > 0 tel que pour tout x ∈ E

‖G(T )?x‖ ≤ cT

∫ T

0

‖B?G?(t)x‖2dt

iii) R(G(T )) ⊆ R(NT )

Proposition 2.6
• La contrôlabilité exact implique la contrôlabilité approchée mais la réciproque est fausse.
• La contrôlabilité exact implique la contrôlabilité aux trajectoir mais la réciproque est fausse.
• Il n’y a aucune relation entre contrôlabilité approchée et contrôlabilité aux trajectoir.

2.2.4 Contrôlabilité faible

Définition 2.9
Le système(2, 1) est dit faiblement contrôlable dans E sur [0, T ] si

∀yd ∈ E, ∀ε > 0,∃u ∈ L2(0, T ;U) tel que : ‖yu(T )− yd‖ ≤ ε.
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Remarque 15
Dans la définition precedente le choix de yd dans E est important.
Nous restreignons a un sous espace vectoriel E1 de E pour obtenir l’exacte controlabilite
sur E1.

Caractérisation
Pour les systèmes distribués, la notion faible contrôlabité est beaucoup plus adaptée.
Nous pouvons la caractériser par la :

Proposition 2.7 Il y a équivalence entre :

i) Le systeme (2, 1) est faiblement contrôlable sur [0, T ]

ii) Im(N) = E

iii) Ker(N?) = Ker(N?N) = {0}

iv) {〈y,G(s)Bv〉E = 0,∀s ∈ [0, T ]et∀v ∈ U} =⇒ y = 0.

iiv) Si le semi group (G(t))t>0 est analytique alors on a :

∪Im(AnG(s)B) = E, ∀s ∈ [0, T ]etn ∈ N

Démanstration
i =⇒ ii.
Le systeme(2, 1) faiblement contrôlable sur [0, T ]

⇐⇒ ∀yd ∈ L2(Ω),∀ε > 0,∃u ∈ L2(0, T ;U)tel que : ‖yu(T )− yd‖ ≤ ε.

On a y(t) = Nu alors

∀yd ∈ E, ∀ε > 0,∃u ∈ L2(0, T ;U)tel que:‖Nu− yd‖ ≤ ε.

⇐⇒ Im(N) = E

ii =⇒ iii.
On a

(Im(N))⊥ = (E)⊥
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=⇒ (Im(N))⊥ = {0}.

Et comme

(Im(N))⊥ = KerN?

alors

KerN? = {0}

On calcule Ker(N?N),on suppose que

∃x ∈ E tel que 〈(N?Nx, y)〉 = 0,∀y ∈ E

=⇒ ∃x ∈ E tel que 〈(N?x,N?y)〉 = 0,∀y ∈ E.

Pour y = x on a

∃x ∈ Etel que 〈(N?x,N?x)〉 = {0},

=⇒ ∃x ∈ E tel que‖N?‖ = 0,

et comme Ker(N?) = 0

=⇒ x = 0

=⇒ ker(N?N) = {0}

d’où

Ker(N?) = Ker(N?N) = {0}.

iii =⇒ iv.
On a

Ker(H?) = Ker(H?H) = {0},

C’est-à- dire

{〈y,G(s)Bv〉E = 0,∀s ∈ [0, T ] et∀v ∈ U} =⇒ y = 0.
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On a

({〈y,G(s)Bv〉E = 0,∀s ∈ [0, T ] et∀v ∈ U})

=⇒ {〈B?G(s)?y, v〉E = 0,∀s ∈ [0, T ]et∀v ∈ U}

=⇒ N?y = 0

=⇒ y = 0.

iv =⇒ iiv
On suppose que

∃s ∈ ]0, T [tel que∪Im(AnG(s)B) 6= E, etn ∈ N

=⇒ ∃s ∈ ]0, T [∃y 6= 0tel que 〈y, AnG(s)Bv〉 = 0,∀n ∈ N, ∀v ∈ U.

Or

〈y, AnG(s)Bv〉 =
∂

∂ns
〈y,G(s)Bv〉,∀n.

Et par l’analytique on en déduit que

〈y,G(s)Bv〉 = 0,∀v ∈ U et t voisin de s

〈y,G(s)Bv〉 = 0,∀v ∈ Uet t voisin de s c’est-a-dire iiv.

iiv =⇒ i
Si non

∃y 6= 0 tel que 〈y,G(s)Bv〉 = 0,∀v ∈ U,∀n ∈ N

=⇒ ∀n ∈ N∀v ∈ U :
∂

∂ns
〈y,G(s)Bv〉 = 0,∀s ∈]O, T [

=⇒ 〈y, AnG(s)Bv〉 = 0,∀s ∈]O, T [,∀n ∈ N,∀v ∈ U

=⇒ ∪Im(AnG(s)B) 6= E, ∀s ∈ [0, T ] et n ∈ N

C’est-à-dire non E.
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2.2.5 Contrôlabilité régionale

Les concepts d’état de système sont attachés un certain nombre qui jouent un role
fondamental dans la théorie de la commande. Il s’agit en général, d’amener l’état du
système a des valeurs désirées sur une partie de Ω.

Définition de la contrôlabilité régionale et caractérisation

Soit yd ∈ L2(ω) un état désiré donné, le problème de la contrôlabilité régionale consiste
à savoir si l’on peut trouver un contrôle u ∈ U permettant d’amener l’état du système (2, 1)

de y0 a yd sur la région ω.

Définition 2.10
Le système(2, 1) est dit exactement régionalement contrôlable sur ω si pour tout
yd ∈ E , il existe un contrôle u ∈ U tel que yu(T )|ω = yd.
Le système(2, 1) est dit faiblement régionalement contrôlable sur ω si ∀ε ≥ 0 , il
existe un control u ∈ U tel que :

‖yu(T )ω − yd‖L2(ω) ≤ ε.

Le système (2, 1) sera aussi dit ω − exactement (resp.faiblement) contrôlable où yu(.) est
donné par (2, 2) et y|ω désinge la restriction de y à ω

Remarque 16
Les définition ci- dessus signifient que l’on ne s’intéresse qu’à l’état atteint sur la région
ω.
La contrôle u dépend de la variable du temps mais implicitement, il dépend aussi du sous-
domaine ω

Plusieurs difficultes sont sous-jacentes à ces defintions.
Notons, en partie que l’opérateur B est lié au mode d’excitation du système. Si le système
excite par une action ponctuelle ou frontière, l’opérateur B n’est plus borné donc il faut
revoir le choix des espaces. Cependant l’étude peut être faite de la même manière.
On pose

N : L2(0, T ;U) −→ E et χω : L2 −→ L2(ω)
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défini par :

Nu =

∫ t

0

G(t− τ)Bu(τ)dτ et χωy = y|ω

L’adjoint de χω est (χω)? : L2(ω) −→ L2(Ω) défini par :

(χ?
ωy)(x) =

{
(x) x ∈ ω

0 x ∈ Ω\ω

L’opérateur N etant défini, les définition précédentes sont équivalentes à
1)ImχωN = L2(ω) dans le cas de la contôlabilité régionale exacte.
2) ImχωN = L2(ω) dans le cas de la contôlabilité régionale faible.
La contrôlabilité régionale exacte peut être caractérisée par :

Proposition 2.8
Si u ∈ L2(0, T ;U) , alors le système (2, 1) est exactement régionalement contrôlable si et
seulement si pour tout y? ∈ L2(ω) il existe γ > 0, tel que

γ‖B?G?(.)(χω)?y?‖L2(0,T ;U) ≥ ‖y?‖L2(ω)

Proposition 2.9
1)Le système(2, 1) est dit exactement régionalement contrôlable si et seulement si

Kerχω + ImN = L2(Ω)

2) Le système(2, 1) est faiblement régionalement contrôlable si et seulement si

Kerχω + ImN = L2(Ω)

Démanstration
1) Soit y ∈ L2(Ω), on a y = y1 + y2 avec y1 = 0 sur ω et y2 = 0 sur Ω\ω le système (2, 1)

39



Chapitre 2 : Contrôlabilite des systèmes évolutifs

étant exactement régionalement contrôlable, donc y2 ∈ ImχωN , autrement dit il existe
u ∈ U tel que

y2 = Nu.

y1 = 0

Donc

y1 ∈ Kerχω

alors

y ∈ Kerχω + ImN =⇒ Kerχω + ImN = L2(Ω)

Maintenant, soit y ∈ L2(ω) alors

(χω)?y ∈ L2(ω) =⇒ ∃y1 ∈ Kerχω,∃y2 ∈ ImN

Tel que

(χω)?y = y1 + y2 =⇒ ∃y1 ∈ Kerχω,∃y2 ∈ ImN

Tel que

χω(χω)?y = χωy1 + χωy2 =⇒ ∃z1 ∈ Kerχω,∃y2 ∈ ImN

Tel que

y = χωy2 =⇒ y ∈ Im(χωN)

Donc

Im (χωN) = L2(ω)

alors le système (2, 1) est exactement régionalement contrôlable.
2)Si le système(2, 1)est faiblement régionalement contrôlable y2 ∈ ImχωN ou encore ∀ε >
0,∃u ∈ U tel que

‖y2 − χωNu‖L2(ω) ≤ ε

il vient

‖y2 −Nu‖L2(ω) ≤ ε
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c’est -à-dire

y2 ∈ ImN

alors

y ∈ Kerχω + ImN

donc

Ker χω + ImN = L2(Ω).

Remarque 17
Le systeme (2, 1) est faiblement régionalement contrôlable sur ω si et seulement si :

Ker N? + Im(χω)? = {0}

Corollaire :
Le système (2, 1) est faiblement régionalement contrôlable dans L2(ω) sur [0, T ] si et seule-
ment si l’un des propriétés suivante est satisfaite :

i) (χωH)?(χωN) est inversible.

ii) χωImN = L2(ω).

iii) Ker(χωN)? = Ker(χωN)?(χωN) = {0}.

iv) B?G?((s)(χωN)?)y = 0∀s ∈ [0, T ] =⇒ y = 0.

iiv) Si le semi groupe est analytique tel que :⋃
n∈N [Im(χωAnS(s)B)] = L2(ω),∀s ∈]0, T [.

Remarque 18
IL est clair que :
-Un système(2, 1) qui est exactement (resp. faiblement) contrôlabele est exactement (resp.
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faiblement) régionalement contrôlable.
-Un système (2, 1) qui est exactement (resp. faiblement)régionalement contrôlable sur ω1,
est exactement (resp. faiblement)régionalement contrôlable sur ω2 pour tout ω2 ⊂ ω1

-La définition (2, 9) est générale et englobe le cas de la contrôlabilité classique (ω = Ω)

-Si J(u) =
∫ T

0
‖u(t)‖2dt désigne le coût de transfert, alors pour tout ω ⊂ Ω, le coût de

transfert régional sur ω est inférieur à celui sur tout Ω.
En effet

WΩ = {u ∈ L2(0, T, U) tel que yu(T ) = ydsurΩ},

et

Wω = {u ∈ L2(0, T, U) tel que yu(T ) = yd sur ω

Alors WΩ ⊂ Wω et donc

minWωJ(u) ≤ minWΩ
J(u).

On peut trouver des systèmes qui sont régionalement contrôlables mais qui ne sont pas
contrôlables sur tout le domaine.
Ceci est illustré par l’exemple suivant.
Contre-exemple :
Considérons le système decrit par l’équation parabolique


∂y
∂t

(x, l)− ∂2y
∂2t

(x, l) = χ[a,b]u(l) dans ]0, 1[×]0, T [

y(x, 0) = 0 dans ]0, 1[

y(0, t) = y(1, t) = 0 dans ]0, T [

(2.21)

Avec a et b tels que (b− a) ∈ Q et ]a, b[⊂]0, 1[. Alors on a le résultat suivant :
Le système (2, 21) n’est pas contrôlable sur ]0, 1[ (voir [5]). Mais il peut être contrôlable
sur un région [α, β] pour α et β convenablement choisis (voir [5], [9]).
Dans la suite on suppose que A ademet un système complet de fonction propres (ϕi)i≥1

associées aux valeurs propres (λi)i≥1. Sans perte de généralite, supposées simples.
Le semi- groupe engendré par A est donne par

G(t)y =
∑

i≥1 expλit〈ϕi, y〉Eϕi
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Et la solution de (2, 1) s’exprime.
Pour y0 = 0

yu(t) =
∑

i≥1

∫ T

0
expλi(t− s)〈B?ϕi, u(s)〉U?×Udsϕi

On note par

I={i≥ 1�B?ϕi = 0} et J = Ic

On a (2, 1) est faiblement contrôlable si et seulement si I = ∅.
Dans le cas de la contrôlabilité régionale nous avons le résultat :

Théorème 2.8
On suppose que (2, 1) est non contrôlabele (I 6= ∅),alors nous avons l’équivalence entre :
1). Le système (2, 1) est régionalement faiblement contrôlable sur ω.
2). La famille {χωϕi}i∈J est totale dans L2(ω).
3). Si y ∈ L2(Ω) vérifiant

∫
ω
y(x)ϕi(x)dx = 0 pour tout i ∈ J alors y = 0.

4) .Si
∑

i∈I αiϕi = 0 sur Ω�ω =⇒αi = 0 ∀i ∈ I.

Démanstration
(1)⇐⇒(2) et (2)⇐⇒(3),
résultent du fait que

ImχωN = L2(ω)⇐⇒KerN?(χω)? = {0}

(3) =⇒ (4)
Considérons (αi)i∈I tel que ∑

i∈I αiϕi = 0 sur Ω�ω

Soit

y=χω

∑
i∈I αiϕi ⊂ L2(Ω)
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On a∫
ω
y(x)ϕi(x)dx = 0 pour tout i ∈ J =⇒ y = 0 par conséquent αi = 0 ∀i ∈ I

(4) =⇒ (3)
soit y ∈ L2(Ω) tel que ∫

ω
y(x)ϕi(x)dx = 0∀i ∈ J

χ?
ωy =

∑
i≥1 αiϕi

Ou

αi =
∫

Ω
χ?

ωy(x)φi(x)dx

αi =
∫

ω
y(x)φi(x)dx

=⇒αi = 0

Conclusion

1.Si Ic est fini alors (2, 1) n’est pas contrôlable sur aucun ω ⊂ Ω.
2.Si I est fini alors (2, 1) est contrôlable sur tout ω ⊂ Ω.
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2.3 Notion d’actionneur

Les échanges entre un système reel et son enivonnoment se font par l’intermédiaire des
actionneur, il permetter d’exister le système. Il peuvent être de nature, de forme,de concep-
tion diverses. Les actionneurs que l’on rencontre, dans les système physique, peuvent être
type :

2.3.1 Poncteul fixe

Tel un brûleur dans un système de diffusion.

Fig(2,1) Système monodimensionnel excité par deux actionneurs ponctuels.

2.3.2 Poncteul mobile

C’est un actionneur de type ponctuel, dont la position varie avec le temp. C’est le cas, par
exemple, d’un système excite par un rayon laser de dirction variable.
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2.3.3 Zone

Tel est le cas, par exemple d’un système de diffusion avec une zone de chauffe impor-
tant.

Fig(2,2) Système monodimensionnel excité par un actionneur zone.

2.3.4 Filament

Tel un four chauffé par une résistance électrique dans un système bidimensionnel.

Fig(2,3) Système excité par un actionneur filament.

Définition 2.11
Soit Ωi fermé contenu dans Ω et gi ∈ L2(Ωi).
On appelle actionneur zone le couple (Ωi, gi) ou
∗ Ωi représente le support de l’actionneur.
∗ gi définit la répartition spatiale de l’actionneur.
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Fig(2,4) :Support et répartition sptiale de l’actionneur.

2.3.5 Applications

A-Actionneur ponctuel dans les systèmes de diffusion :
considèrons le système (2, 22), décrit par :

∂y
∂t

(t)−4y(t) =
∑p

i=1 δbi
ui(t), dans Q

y(x, 0) = 0, dansΩ

y(ξ, t) = 0, surΣ

(2.22)

Le (2, 22) est un système excité par p actionneur ponnctuels (bi, δbi
)1≤i≤p localisés aux

points bi de Ω, (2, 22) est également un cas particulier du système (2, 1) avec :

Ay(t) = 4y(t)

pour

y(t) ∈ D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

Et

B : Rp −→ D(A)

Avec

Bu(t) =

p∑
i=1

δbi
ui(t)

47



Chapitre 2 : Contrôlabilite des systèmes évolutifs

ou : u = (u1, ...up)

Remarque 19
Dans la cas d’actionneur frontière les définitions restent les mêmes. Nous parlerons d’ac-
tionneur zone frontière (Γi, gi) ou Γi ∈ Γ ,gi ∈ L2(Γi) et d’actionneur ponctuel frontière
(bi, δbi

) ,bi ∈ Γ.

B-Actionneur frontières dans les systèmes de diffusion
Deux cas sont distingués
B1-Actionneur zones frontières :
Soit le système : 

∂y
∂t

(t)−4y(t) = 0 dans Q
y(x, 0) = 0 dansΩ

y(ζ, t) =
∑p

i=1 gi(ζ)ui(t) surΣ

(2.23)

Le (2, 23) est un modèle d’un système excité sur sa frontière, par p actionneurs zone
(Γi, gi)1≤i≤p avec Γi ⊂ Γ, gi ∈ L2(Γi) pour tout i, 1 ≤ i ≤ p. (2, 23) est également un cas
particulier de (2, 1), pour cella :
On pose Ay(t) = 4y(t), et on introduit l’opérateur de Green G, avec

Gr : L2(Γ) −→ L2(Γ)

h −→ Grh = y

avec 4y = 0 dans Ω et y = h sur Γ

(2, 23) admet une solution faible unique donnée par :

y(t) = −
p∑

i=1

∫ t

0

AG(t− τ)Grgiui(τ)dτ

La difficulte, dans ce cas, vient du fait que, en général, pour u ∈ L2(0, T ;Rp), alors
y(T ) /∈ L2(Ω), il est possible de choisir des contrôles u plus reguliers.
B2-Actionneur ponctuels frontières
le système est décrit par


∂y
∂t

(t)−4y(t) = 0 dans Q
y(x,0)=0 dansΩ

y(ζ, t) =
∑p

i=1 δbi
(ζ)ui(t) surΣ

(2.24)
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Le (2, 24) représenté un système excité sur sa frontière en p points bi
Pour définir la solution d’un tel système, il faut utiliser la méthode de transposition pro-
posée par Lions et Magenes (voir [9]). Ainis (2, 21) admet un solution faible unique telle
que y(., T ) a un sens H−β−1(Ω),β > 1

2
, quand u ∈ L2(0, T, U).

Nous verrons plus loin, qu’en imposant plus de régularité à u, il est possible de ramener
y(, T ) dans L2(Ω).

la difficulté dans l’analyse de la contrôlabilité des système que nous venons de voir,
vient donc essentiellement du fait que l’état atteint, pour une certaine régularité sur u
peut être dans un espace plus grand que l’espace d’état E. En changeant l’espace d’état,
nous pouvons avoir la contrôlabilité seulement en pratique les états à atteindre sont de
type L2, donc il faudra nécessairement, pour les système (2, 24) et (2, 22) jouer sur la
régularité des contrôles u.
Avant de s’intéresser à l’étude des actionneurs et la relation liant les actionneurs à la
notion de contrôlabilité.

2.3.6 Actionneur stratégique

La contrôlabilité d’un systéme peut être affectée par le choix des actionneur ; que ce soit
par la localisation du support des actionneurs, ou par la répartition de l’action sur ces
supports.
Nous introduisons les définitions suivant :

Définition 2.12
Soit Ei un sous espace vectoriel de l’espace de l’état E, nous dirons que l’actionneur
(Ωi, gi) ( ou (b, δb ) est stratégique dans Ei si le système qu’il excité est exactement
contrôlable dans Ei

Définition 2.13
Nous dirons que l’actionneur (Ωi, gi) ( ou (b, δbi

)) est stratégique si le système qu’il excité
est faiblement contrôlable dans E.
Ces définitions restent valables pour des actionneurs de type frontière.
Si le système est excité par p actionneurs zones (Ωi, gi)1≤i≤P ( ou ponctuels (b, δbi

)1≤i≤P ).
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Alors nous dirons que : La suite d’actionneurs (Ωi, gi)1≤i≤P ( ou (b, δbi
)1≤i≤P )est stratégique

si le système excité par ces p actionneurs est faiblement contrôlable.

Remarque 20
Il est évident que si le système est excité par p actionneurs et si, pour un certain i0

1 ≤ i0 ≤ p, l’actionneur d’indice i0 est stratégique, alors la suite des p actionneurs est
stratégique.

Caractérisation des actionneurs stratégiques
Considérons le système :

{
y(t) + Ay(t) = Bu(t) dansQ

y(0) = y0 dansΩ

Supposons que A vérifie l’hopothèse (H3) et admet un système orthonormé complet de
fonction propres (φnj) associées aux valeurs propres (λn), λn étant de multiplicité rn.
Nous avons alors la propriété de caractérisation suivant :

Proposition 2.10
La suite d’actionneurs (Ωi, gi)1≤i≤p est stratégique si et seulement si :
i) p ≥ suprn.

ii) rg(Gn) = rn pour tout n ou Gn est la matrice d’ordre (p, rn)etd′lments :

(Gn)ij = 〈gi, φnj〉L2(Ω),i = 1, ..., p et j = 1, ..., rn.
Cette caractérisation suppose donc, en particulier que le plus grand ordre de multiplicité
des valeurs propre de A est fini.

Existence actionneurs stratégiques
Supposons que le système (2, 1) est exité par p actionnneurs dont les supports (Ωi)1≤i≤p

sont fixes.
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.11
Supposons que p ≥ supn(rn). Pour toute suite (Ωi)1≤i≤p d’ouverts contenus dans Ω, il
existe des fonctions (gi)1≤i≤p telles que :
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i) supp(gi) ⊂ (Ωi) et gi ∈ L2(Ω),∀i = 1, ..., p.

ii) La suite d’actionneurs zones (Ωi, gi)1≤i≤p est stratégique.

2.4 Difficultés

Dans ce qui précéde ; au moins deux difficultés d’ordre mathématique ou conceptuel sont
à souligner.

2.4.1 Sur le choix de l’espase d’état

Nous avons choisi comme espace d’état E = L2(Ω). Ce choix est raisonnable, comp-
tetenu des états qu’on peut considérer et que ceux-ci sont d’énergie finie.
Si maintenent, l’actionneur (D, g) amène le système vers un état ỹ qui est moins régulier.
C’est-à-dire ỹ ∈ Y avec E ⊂ Y , alors on a deux possibilités :
∗Ou bien Y est tel qu’on peut le choisir comme espace d’état.
∗ Ou bien on peut agir sur la régularite du contrôle pour ramener l’état ỹ a E
Exemple
Considérons deux situations nous conduisant vers cette difficulté.
soit le systéme de diffusion


∂y
∂t

(t) = 4y(x, t) dans Q
y(x, 0) = y0(x) dansΩ

y(ξ, t) = gi(ξ)u(t) sur Σ

Qu’on suppose excité par un actionneur zone frontière (Γ0, g), avecΓ0 ⊂ Γ.
Dans se cas, on obtient la même caractérisation avec des états finaux dans E = L2(Ω) et
le contrôle u ∈ Lr(0, T ) avec r > 4 (voir [9]).
Si on considère la même système avec un action ponctuelle exercée sur la frontière au
point b ∈ Γ.


∂y
∂t

(t) = 4y(x, t) dans Q
y(x, 0) = y0(x) dansΩ

y(ξ, t) = δ(ξ − b)u(t) sur Σ

51



Chapitre 2 : Contrôlabilite des systèmes évolutifs

On obtient la même caractérisation avec des états finaux dans X = L2(Ω) et u ∈ C∞0 (0, T )

(voir[4]).

2.4.2 Sur le nombre d’actionneurs

La caractérisation des actionneurs fait apparaître une condition sur le nombre minimum
d’actionneurs pouvant ramener le système vers des états dans E. En fait, cette condition
peut être relaxée avec la considération suivante :
Si on suppose que le domaine géométrique Ω du système (2, 1) est connu avec une certaine
précision, alors de cette précision prés, le choix d’un seul actionneur (p = 1) peut suffire
pour assurer la contrôlabilité du système moyennant un faible perturbation de la frontière
Γ du domaine Ω ou Γ

′ est très voisine de Γ dans le sens que

∀ε > 0, supx∈Γ,x′∈Γ′d(x, x
′) ≤ ε

Nous obtenons un système dont les valeurs propres sont simples (voir[6]).

2.5 Contrôle assurant le transfert régional

Le but de cette section est de trouver un contrôle assurant le transfert régional et a
énergie minimale. Evidemment on peut utiliser les résultats connus sur la contrôlabilité
des systèmes dynamiques, mais la difficulté apparaît si l’état désiré est donné uniquement
sur la région ω. De plus nous avons montré que le coût de transfert régional est inférieur
au coût de transfert globale. Considérons le système (2, 1)

{
y(t) + Ay(t) = Bu(t) dansQ

y(0) = y0 dansΩ
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Ou A génère un semi-groupe fortement continu sur
E = L2(Ω), B ∈ L(U,E), ety(0) ∈ E.
Le système (2, 1) ademt une solution unique tel que yu() ∈ L2(0, T, E).

Soit yd ∈ L2(ω) un état désiré. On se pose le problème de transférer a moindre coût de
l’état y0 du système (2, 1) à yd a l’instant T .
Considérons l’ensemble, G = {g ∈ E tel que g = 0, sur ω}.
Alors existe-t-il un contrôle a énergie minimale u ∈ U tel que yu(t)− yd ∈ G ?.
Soit Uad = {u ∈ U | yu(T )− yd ∈ G}. Alors le problème est de minimiser

{
in‖u‖2

U

u ∈ Uad

Pour cela nous proposons l’approche générale suivante

2.5.1 Approche général

Considérons le système (2, 1) et posons

G0 = {g ∈ E? tel que g = 0 sur Ω \ ω}

Pour ϕ0 ∈ G0, considérons le système

{
ϕ
′
(t) = −Aϕ(t) dansQ
ϕ(T ) = ϕ0 dansΩ

et

‖ϕ0‖2
G0 =

∫ T

0
‖B?ϕ(t)‖2dt,

Nous considérons aussi le système

{
ψ
′
(l) = Aψ(l) +BB?ϕ(l) dansQ

ψ(0) = y0 dansΩ
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ensuite on définit l’opérateur M par

Mϕ0 = P (ψ(T ))

Ou

P=χ?
ωχω

M est un opérateur affine que l’on décompose

Mϕ0 = P ((ψ0(T )) + ψ1(T ))

ou

{
ψ
′
0(t) = Aψ0(t) dansQ
ψ0(0) = y0 dansΩ

Et :

{
ψ
′
1(t) = Aψ1(t) +BB?ϕ(t) dansQ

ψ1(0) = y0 dansΩ

On pose :

Λϕ0 = p(ψ1(T ))

(2.25)

Λ est un opérateur borné et symétrique. En effet pour ϕ0, ỹ0 ∈ G0 nous avons

〈Λϕ0, ϕ̃0〉 = 〈ψ1(T ), ϕ̃0〉 =
∫ T

0
B?ϕ(t)B?ϕ̃(t)dt
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Avec ces notations, le problème de la contrôlabilité régionale conduit à la résolution de
l’équation

Λϕ0 = χ?
ωyd − p(ψ1(T ))

nous avons alors le résultat.

Proposition 2.12
Si le système (2, 1) est ω faiblement régionalement contrôlable alors l’équation (2, 25) ad-
met une solution unique ϕ0 ∈ G0. le contrôle

u?(t) = B?ϕ(T )

Permet le transfert du système (2, 1) dans G a l’instant T , ou encore

y(T,u?)|ω = yd

De plus ce contrôle minimise la fonction coût

J(u)=
∫ T

0
‖u(t)‖2dt sur Uad.

55



Chapitre 3

Les Sentinelle

3.1 Introduction

Dans presque tout les problème de métérorologie, ou d’océanographie, les conditions
initiales ne sont pas complètement connues. ( Noter d’ailleurs l’on a une grande variété
de possibilités quant au choix de l’instant initial).
Même chose pour des problèmes de pollution dans un lac, une rivière, un estuaire etc.
Les conditions aux limites peuvent aussi être inconnues, ou seulement partiellement connues,
sur une partie de la frontière, que peut, par exemple, être inaccessible aux mesures, qu’il
s’agisse de situations bio-médicales ou la situations correspondant à des accidents. Il en
va de même pour les termes sources qui peuvent être d’accès difficile.
Lorsque la structure de Ω n’est pas entièrement connue, ou d’accès difficile (ou impos-
sible), les coefficients de l’opérateur A peuvent aussi être imparfaitement connue, comme
par exemple, dans la gestion de puits de petrole.
Naturellement les problèmes évoques brièvement sont classiques et ont donné lieu à beau-
coup de développement.
L’idée la plus habituelle est celle des moindres carrés.
Moindres carrés
Soit le système évolutif suivant{

∂y
∂t

(t) + Ay(t) = ξ(t) + λξ̂(t) dans Q
y(0) = y0 + τ ŷ0 dansΩ

(3.1)

On considère les inconnues {λξ̂, τ ŷ0} = {v, w}.
λξ̂ est un terme de pollution.
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τ ŷ0 est un terme de manquant.
Comme des variables de contrôle de l’état y(x, t, v, w) du système et on veut que cet état
soit "aussi proche que possible" de l’état mesuré ym.
On pose :

J(v, w) = distance de y(x, t, v, w) surO×]0, T [ aym

(la distance étant prise dans un norme convenable) et on cherche v, w qui minimise cette
distance), et O ⊂ Ω.

Du point de vue technique, cela conduit à des problème de contrôle optimal pour des
systèmes distribûes.
Naturellement, la formulation précédente est complètement générale, et s’applique en prin-
cipe, à toutes les situations évoquées précédemment. Dans ce type de méthode, les termes
de pollution et les termes manquantes jouent le même rôle.
On cherche à déterminer les uns et des autres. Il y a possiblité de ne pas pouvoir net-
tement séparer les rôles des uns et des autres. Pour les problèmes non linéaires, il n’y a
pas unicite de la solution numérique autour de la solution correspondante à (λ = 0 et
τ = 0). Les problèmes correspondants peuvent être mal posés. IL faut alors introduir dans
le système (3, 1) correspondant à λ = 0 et τ = 0 des termes régularisant ou stabilisateurs
qui induisent des erreurs d’approximation supplèmentaires.
Bien sûr cette méthode reste toujours la plus importante pour ce type de problème mais il
peut être utile de tenter "autre chose". "La notion de la sentinelle".

3.2 Sentinelle Régionale

Si, pour fixe les idées, considérons l’observtoire O ⊂ Ω. Soit y(λ, τ) = y(x, t, λ, τ)

l’état correspondant à une pollution λξ̂ et à un terme manquqnt τ ŷ0. On écrit cela for-
mellement y(λ, τ) pour simplifier l’écriteure.
λξ̂ et y(λ, τ) correspondant a la situation reelle satisfont à

y(λ, τ) = ym sur O×]0, T [
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Un idée standart est prendre une valeur moyenne, pour savoir si "‘quelque chose se
passe"’. Soit donc h0 un fonction donneé sur O×]0, T [, tell que

h0 ≥ 0 et
∫ T

0

∫
O
h0(x, t)dxdt = 1

On considère alors

S(λ, τ) =
∫ T

0

∫
O
(h0 + u)y(λ, τ)dxdt

ou u = u(x, t) est une fonction a déterminer de la manière a vérifier :

∂S

∂τ
(0, 0) = 0 (3.2)

et

‖u‖L2(O×]0,T [) = min‖ϕ‖L2(O×]0,T [) pourtoutϕ vrifiant(3, 2) (3.3)

La condition (3, 2) exprime l’insensibilité (désirée) de la fonctionnelle par rapport à τ (au
premier ordre près) et la condition (3, 3) exprime que l’on s’éloigne le "moins possible"
de la moyenne.
Soit ω ⊂ Ω un région fermée, On considère un système évolutif dans Ω dont son état y
est solution de

+
∂y

∂t
(t) + Ay(t) = ξ(t) + λξ̂(t) dansQ (3.4)

Dans (3, 4), l’opérateur A est un opérateur différentil elliptique du 2eme ordre

+Ay = − ∂

∂xi

(aij(x, t)
∂y

∂xj

)

où on adopte -ici et dans la suite la convention de sommation des indices répétés. On
suppose que

aij ∈ L∞(Q)
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(mais on aura plus loin besion d’hypothèses de régularité sur les aij de façon à pouvoir
appliquer des théorèmes d’unicité).

On suppose que A est elliptique, donc

aij(x, t)ξiξj ≥ αξiξj, ∀ξ ∈ R, α > 0 p.p. dans Q

Dans le 2eme membre de (3, 4), ξ est connu, dans un espace de Hilbert, de norme noteé
‖‖.
Le terme λξ̂ n’est pas connu, avec λ "petit"
Le terme λξ̂ présente un "terme de pollution".
Les méthodes que l’on va étudier on pour objet d’obtenir des informations sur cs terme
de pollution, a partir d’observation comme indiqué ci-après, mais le système étant soumis
à d’autres aléas, comme on indiqué maintenant.

3.2.1 Les conditins initiales

On désignera par y(0) la fonction x −→ y(x, 0)

Les condition initiales sont incomplétes. Il s’agit donc des systèmes à données manquantes.
On suppose que

y(0) = y0 + τ ŷ0 (3.5)

avec τ "petit"
Le terme τ ŷ0 est "manquant"
On va essayer d’estimer λξ̂ sans chercher à connaître ou estimer le terme manquant τ ŷ0.
y0 est donneé dans un espace de Hilbert ou de Banach convenable.
Dans la méthode des sentinelles, on va essaye d’estimer λξ̂ sans chercher à connaître ou
estimer le terme τ ŷ0 manquant.
On cherche à estimer la pollution. On ne cherche pas les termes manquants.
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3.2.2 Les conditins aux limites

Pour fixe les idées, considère la condition au limite de Dirichlet

y = 0 sur Σ = Γ×]0, T [ (3.6)

Plusieurs remarques s’imoposent ici :
On peut remplacer (3, 6), par toute autre condition aux limite assurant encore l’existence
d’un solution y ci-dessous, ce point est essintiel.On peut avoir également des termes de
pollution et des termes manquants dans les conditions aux limites, par exemple :


y = g0 + λ0ĝ0 sur Σ0 = Γ0×]0, T [

y = g1 + τ1ĝ1 sur Σ1 = Γ1×]0, T [

y = 0 sur Σ \ Σ0 ∪ Σ1

ou ĝ0 , ĝ1 sont dans un espace de Hilbert convenable et ou λ0 (resp.τ1 est un terme (petit)
de pollution (resp.manquant).
En résumé, l’état du système est donnée par(3, 4), (3, 5) et (3, 6).

Définition 3.1
On dira que la fonctionnelle S(λ, τ) est sentinelle régionale définie par la fonction h0 si
les conditions suivantes ont lieu :
Il existe ϕ tel que

+
∂S

∂τ
(λ, τ)|λ=0,τ=0 = 0∀ŷ0 asupportdansω (3.7)

Et

‖u‖L2(O×]0,T [) = min‖ϕ‖L2(O×]0,T [) pourtoutϕvrifiant(3, 11) (3.8)

Remarque 21
En fait h0 étant donnée, les conditions(3, 7),(3, 8) définissent u de manière unique. On
dira alors que S est la sentinelle régionale définiie par h0

Remarque 22
La condition (3, 7) est naturelle. Elle exprime que la sentinelle n’est pas effectuée( ou
premier ordre) par l’absence d’inforemation sur les termes manquants.
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Remarque 23
Si la fonction h0 vérifie

h0 ≥ 0,

∫ T

0

∫
O

h0(x, t)dxdt = 1

alors ∫ T

0

∫
O
h0y(x, t;λ, τ)dxdt

est une moyenne. La condition (3, 8) exprime que la sentinelle est aussi proche que possible
d’une moyenne.
Soit ym(x, t) un état mesuré du système sur O pendant l’intervalle ]0, T [ on construit la
sentinelle mesurée.

Sm(λ, τ) =

∫ T

0

∫
O

(h0 + ϕ)ym(x, t, λ, τ)dxdt

on a

S(λ, τ) = S(0, 0) + λ ∂
∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 + τ ∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0}

où

S(0, 0) =

∫ T

0

∫
O

(h0 + ϕ)ŷ(x, t)dxdt

et ŷ(x, t) est la solution de


ŷ(t) + A(ŷ) = ξ(t) dans Q

ŷ(0) = y0 dans Ω

ŷ(t) = 0 sur Σ

(3.9)

et

+
∂

∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 =

∫ T

0

∫
O

(h0 + u)yλ(x, t)dxdt

+
∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 =

∫ T

0

∫
O

(h0 + u)yτ (x, t)dxdt

et yλ(x, t) est la solution de
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
ẏλ(t) + A(y) = ˆξ(t) dans Q

yλ(0) = y0 dans Ω

yλ(t) = 0 sur Σ

(3.10)

et yτ (x, t) est la solution de
ẏτ (t) + A(y) = ˆξ(t) dans Q

yτ (0) = y0 dans Ω

yτ (t) = 0 sur Σ

(3.11)

Pour définir la sentinelle régionale, on doit detérminer u qui assure les conditions (3, 7)

et (3, 8) soit q(x, t) la solution de
q̇(t) + A?q(t) = 10(h0 + u)(t) dans Q

q(T ) = 0 dans Ω

q(t) = 0 sur Σ

(3.12)

Pour tout u dans L2(O×]0, T [.

10(x) =

{
1 si x ∈ O
0si x/∈ O

En multipliant l’équation (3, 11) par q(t) et en intégrant par partie, on déduit que

(q(0), ŷ0) = −
∫ T

0

∫
O

(h0 + u)yτ (x, t)dxdt

où

(q(0), ŷ0) =

∫
Ω

q(x, 0)yτ (x, 0)dxdt

pour que les conditions (3, 7)et (3, 8) soint satisfaites il suffit qu’il existe une fonction
u ∈ L2(O×]0, T [). Tel que (q(0), ŷ0). Pour cela on décompose le système (3, 12) en deux
systèmes 

q̇0(t) + A?q0(t) = 10h(t) dans Q
q0(T ) = 0 dans Ω

q0(t) = 0 sur Σ

(3.12)

et 
q̇1(t) + A?q1(t) = 10u(t) dans Q

q1(T ) = 0 dans Ω

q1(t) = 0 sur Σ

(3.13)
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Donc q = q0 + q1

Déterminer la sentinelle régionale revient à étudier la contrôlabilite régionale du système
(3, 13).

3.2.3 Utilisation de la contrôlabilité régionale

Soit q0(0) ∈ L2(Ω) l’état désiré, donné par la résolution du système(3, 12)u=0, le pro-
blème de la contrôlabilité régionale consiste trouver un contrôl u de l’espase de contrôle
U = L2(O×]0, T [) permettant de ramener en un temps fini, l’étatq1(t) du système (3, 13)

d’un état initial q1(T ) = 0, à un état final désiré −q0(0), sur ω = Ω/O.

Théorème 3.1
Si le système (3, 13) est régionalement contrôlable, alors il existe une fonction u ∈ L2(O×]0, T [)

qui vérifie(3, 7)et(3, 8)

Démanstration
Si le système (3, 13) est régionalement contrôlable sur ω, alors pour q0(0) est donné dans
L2(Ω) il existe, u ∈ L2(O×]0, T [) tel que

∫
Ω
q(0)ŷ0dx = 0 et donc

+
∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 =

∫ T

0

∫
O

(h0 + u)yτ (x, t, λ, τ)dxdt

+
∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = (q(0), ŷ0) = 0

ce que prouve (3, 7),(3, 8)

Dans ce que suit nous appliquons le résultat précédent pour estimer le terme de pollution
du systeme (3, 10)

3.2.4 Estimation du terme de pollution

Théorème 3.2
Puisque le système(3, 13) est régionalement contrôlble dans L2(w) alors on a

λ

∫ T

0

∫
Ω

qfdxdt =

∫ T

0

∫
O

(h0 + u)(ym(x, t)− ŷ(x, t))dxdt.
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ou ŷ(x, t) est la solution de (3, 9) et(ym(x, t) est l’état observé sur O pendant l’intervalle
du temps [0, T ].

Démanstration
Soit S(λ, τ) la sentinelle régional définie par h0

de les équations (3, 10) et(3, 12) on déduit

λ ∂
∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = λ

∫ T

0

∫
O
(h0 + u)yλ(b, t)dxdt

λ ∂
∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = S(λ, τ)− S(0, 0)− τ ∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0

et sur l’observatoire O on pose y = ym alors on a :

S(λ, τ) = Sm(λ, τ)

d’un part on a ∫ T

0

∫
Ω
qfdxdt =

∫ T

0

∫
O
(h0 + u)(yλ(x, t))dxdt

et d’autre part on a :

+
∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 =

∫ T

0

∫
O

(h0 + u)(yλ(x, t))dxdt

∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = (q(0), y0)

∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = 0

finalement on obtient

+λ

∫ T

0

∫
Ω

qfdxdt = Sm(λ, τ)− S(0, 0)

λ

∫ T

0

∫
Ω

qfdxdt =

∫ T

0

∫
O

(h0 + u)(ym(x, t)− ŷ(x, t)dxdt

D’ou le résultat du théorème.
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3.3 Sentinelle ponctuelle

Soit maintenant O = {b} ⊂ Ω, considéré comme un observation, et soit h0 une
fonction donnée

h0 ∈ L2(]0, T [)

on considére la fonctionnelle

S(λ, τ) =

∫ T

0

(h0 + ϕ)y(b, t, λ, τ)dt

ou ϕ ∈ L2(]0, T [).

Définition 3.2
On dira que la fonctionnelle S(λ, τ) est un sentinelle ponctuelle définie par h0 si les
conditions suivantes ont lieu :
il existe ϕ ∈ L2(]0, T [) tel que

+
∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = 0 (3.14)

Pour tout y0 tel que son support est dans Ω/O

Et

|u|L2(]0,T [) = min|ϕ|L2(]0,T [) pourtoutϕ vrifie(3, 14) (3.15)

Soit ym(b, t) un état mesuré du système pendant l’intervalle ]0, T [, on construit la sentinelle
mesurée

Sm(λ, τ) =

∫ T

0

(h0 + ϕ)ym(b, t, λ, τ)dt (3.16)

On a

S(λ, τ) = S(0, 0) + λ
∂

∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 + τ

∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0} (3.17)

Ou

S(0,0)=
∫ T

0
(h0 + u)ŷ(b, t)dt
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et ŷ(x, t) est la solution de


ŷ(t) + A(ŷ) = ξ(t) dans Q
ŷ(0) = y0 dans Ω

ŷ(t) = 0 sur Σ

(3.18)

et

+
∂

∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 =

∫ T

0

(h0 + u)yλ(b, t)dt

∂

∂τ
S(λ, τ)|lambda=0,τ=0 =

∫ T

0

(h0 + u)yτ (b, t)dt

et yλ est un solution de
yλ(t) + A(yλ) = ξ̂(t) dans Q
yλ(0) = 0 dans Ω

yλ(t) = 0 sur Σ

(3.19)

et yτ est un solution de


yτ (t) + A(yτ ) = 0 dans Q
yτ (0) = ŷ0 dans Ω

yτ (t) = 0 sur Σ

(3.20)

Pour définir la sentinelle ponctuelle, on doit déterminer ϕ qui assure les conditions (3, 15)

et(3, 14). soit q(x, t) la solution de
−q̇(t) + A?q(t) = δb(h0 + u)(t) dans Q

q(T ) = 0 dans Ω

q(t) = 0 sur Σ

pour tout u dans L2(]0, T [). En multipliant l’équation (3, 20) par q(t) et en intégrant par
partie, on déduit que

(q(0), ŷ0) = −
∫ T

0

(h0 + u)yτ (b, t)dt

où

(q(0), ŷ0) = −
∫ T

0

q(x, 0)yτ (x, 0)dx.
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pour que les conditions (3, 15) et(3, 14) soient satisfaites il suffit qu’il existe une fonction
u ∈ L2(]0, T [) telle que (q(0), ŷ0). Pour cela on décompose le système (3, 12) en deux
systèmes


−q̇0(t) + A?q0(t) = δbh(t) dans Q

q0(T ) = 0 dans Ω

q0(t) = 0 sur Σ

(3.21)

et 
−q̇1(t) + A?q1(t) = δbu(t) dans Q

q1(T ) = 0 dans Ω

q1(t) = 0 sur Σ

(3.22)

Donc q = q0 + q1

Déterminer la sentinelle poncteuelle revient à étudier la contrôlabilité régionale du système
(3, 23)

3.3.1 Utilisation de la contrôlabilité régionale

Soit q0(0) ∈ L2(Ω) l’état désiré donné par la résolution du système (3, 23), le problème
de la contrôlabilité régionale excité par actionneur ponctuel défini en point b consiste à
trouner un contrôle u de l’espace de contrôle U = L2(]0, T [) permettant de ramener en
temp fini, l’état q1(t) du système (3, 23)d’un état final q1(T ) = 0,à un état final désiré
−q0(0) sur ω = Ω/O

Théorème 3.3
Si le systéme (3, 23) est régionalement contrôlable alors il existe un fonction u ∈ L2(]0, T [)

que vérifie (3, 14) et(3, 15)

Démanstration
Si le systeme(3, 23) est régionalement contrôlable sur ω, alors pour q0(0) est donnée dans
L2(Ω) il existe u ∈ L2(]0, T [) tel que∫

Ω
q(0)ŷ0dx = 0
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et donc

∂

∂τ
s(λ, τ)λ=0,τ=0 =

∫ T

0

(h0 + u)yτ (b, t;λ, τ)dt

∂

∂τ
s(λ, τ)λ=0,τ=0 = (q(0), ŷ0)

∂

∂τ
s(λ, τ)λ=0,τ=0 = 0

ce que preuve (3, 14) et (3, 15)

Dans ce qui suit nous appliquons le résultat précédent pour estimer le terme de pollution
du système (3.19)

3.3.2 Estimation du terme de pollution

Théorème 3.4
Puisque le système (3.23) est régionalement contrôlable dans L2(ω) alors on a

λ

∫ T

0

∫
Ω

qfdxdt =

∫ T

0

(h0 + u)(ym(x, t)− ŷ(b, t)dxdt.

où ŷ(x, t) est la solution de (3.18) et ym(x, t) est l’état observé en point b pendant l’inter-
valle du temps [0, T ].

Démanstration
Soit S(λ, τ) la sentinelle ponctuelle défini par h0, de les équations (3.19), (3.21) on déduit

λ ∂
∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = λ

∫ T

0
(h0 + u)yλ(b, t)dt

λ ∂
∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 = S(λ, τ)− S(0, 0) + τ ∂

∂τ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0

et sur l’obeservation O on a

S(λ, τ) = Sm(λ, τ)

d’une part d’après (3.16) on à

.

∫ T

0

(h0 + u)(yλ(b, t)dt =

∫ T

0

∫
Ω

qfdxddt
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et d’autre part de (3.17)on à

λ
∂

∂λ
S(λ, τ)|λ=0,τ=0 =

∫ T

0

(h0 + u)(yτ (b, t, λ, τ)dt

= (q(0), y0)

= 0

finalement on obtient

λ

∫ T

0

∫
Ω

qfdxdt = Sm(λ, τ)− S(0, 0)

λ

∫ T

0

∫
Ω

qfdxdt =

∫ T

0

(h0 + u)(ŷm(b, t)− ŷ(b, t))dt

d’où le résultat du théoréme.
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 ملخص

بمعادلات تفاضـلية جزئية، لقد تم تقييم التلـوث، وذلك  موصوففي نظام توزيعي          

بــبناء حـراسـة جهوية ونقـطية انطلاقـا من نظــــــرية المراقبة،  دون الاعــتماد على 

 المقــدار النـاقـص ذي الحامـل المــوجود في منطقة قابلـــة للمراقبة مع شروط حديـــــة

.وابتدائية  

:الكلمات الفاتحة  

. التلوث  -حراسة  -مـؤثر  -نظـام توزيعي  -نظام تغيري  -مـراقبة  

 

RESUME  

       Nous avons estime la pollution dans système gouverne par des 

équations aux dérivées partielles. Cela par la mise en œuvre d’un 

sentinelle régionale et ponctuelle,  a’ partir de la théorie de la 

contrôlabilité, sans se baser sur le terme manquant dont le support 

existe dans un régional controllable sons conditions limitées et 

initiales. 

Mots-clés : 

Contrôlabilité- système évolutif - system distribué- sentinelle- 

opérateur- terme pollution. 

 

ABSTRACT 

      We have estimation pollution in system govern by partial 

derivative equations. That by the implementation of a regional and 

punctual sentinel, a' to leave the theory of controllability, without 

basing itself on the missing term whose support exists in regional 

controllable sounds limited and initial conditions.  

Key words:  

Controllability- evaluative system – distributes system – sentinel – 

operator- pollution term. 

 

     

  

 
 

 


