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Résumé

Dans ce travail on a étudie divers problemes non locaux pour plusieurs types d’équations aux
dérivées partielles avec conditions aux limites du type intégrale.

On a débuté par des rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce travail.

Les chapitres 2 et 3 traitent deux problemes mixtes avec condition intégrale & deux bornes
variables pour une équation parabolique. On transfere le probléme a un autre non-locale aussi, mais
moins compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale, puis on démontre I'existence et l'unicite
de la solution forte.

La démonstration est basée sur 1’inégalité d'énergie et sur la densité de I’image de 1’opérateur
engendré par le probléeme considéré.

En utilisant la méme méthode dans le quatrieme chapitre, on a étudié pour la premiere fois un
probléme mixte lié & une équation parabolique fractionnaire du second ordre mariant une condition
classique de type Neumann et une condition intégrale.

Un cinquiéme chapitre dans lequel on a examiné une problématique émergente qui est 1’étude
de I’existence et I’unicité d'une solution faible d’un probléme mixte pour une équation hyperbolique
non linéaire avec une condition intégrale et une condition de Neumann en utilisant un processus itératif
basé sur les résultats obtenus pour le cas d’un probléme linéaire.

Ensuite, le sixiéme chapitre est voué a 1’étude de I'existence et I'unicité de la solution d’un
probléme inverse pour une équation parabolique avec une condition au bord non locale et une
condition intégrale par I’application du théoreme de point fixe de Banach.

Enfin en septiéme chapitre, une résolution numérique simple a été réalisée pour un probléeme
avec des conditions intégrales pour une équation parabolique en utilisant la méthode des différences
finies et la méthode spectrale.

Mots clés : Equations paraboliques, Equations hyperboliques non linéaires, Equations paraboligques
fractionnaires, Inégalités d’énergie, Espaces de Sobolev avec poids, Probléme inverse, Théoréme du
point fixe de Banach, Conditions intégrales avec deux bornes variables, Conditions intégrales.



Abstract

In this work we study several non-local problems for many types of partial differential
equations with boundary conditions of the integral type.

We started by the recalls of some fundamental preliminary concepts and necessary tools.

Chapters 2 and 3 deal with two mixed problems with integral two space variable conditions for
a parabolic equation. We transfer the problem to another classically less complicated which does not
contain integral conditions, then we prove the existence and uniqueness of the strong solution.

The proof is based on a priori estimate "energy inequality” and on the density of the range of
the operator generated by the considered problem.

Using the same method in the fourth chapter, for the first time we have studied a mixed
problem for a fractional parabolic equation of the second order marrying a classical condition of
Neumann type and an integral condition.

A fifth chapter which examines an emerging problem which was the study of the existence and
uniqueness of a weak solution of a mixed problem for a nonlinear hyperbolic equation with an integral
condition and a Neumann condition by applying an iterative process based on results obtained for the
linear problem.

Then, the sixth chapter is devoted to the study of the existence and uniqueness of the solution
of an inverse problem for a parabolic equation with nonlocal boundary condition and an integral
condition, by applying the fixed point theorem of Banach.

Finally, in the seventh chapter, a simple numerical resolution was carried out to a problem with
two integral conditions for a parabolic equation by using the finite difference method and the spectral
method.

Keywords: Parabolic equations, Nonlinear hyperbolic equations, Fractional parabolic equations,
Energy inequality, Weighted Sobolev spaces, Fixed point theorem of Banach, Inverse problem, Two
space variable condition, Integral condition.
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et leur étude
occupe les mathématiciens depuis le dix-huitiéme siécle avec les travaux d’Euler, d’Alembert,
Lagrange et de Laplace...; au fil de cette derniére quarantaine d’années beaucoup de phéno-
meénes et de problémes modernes physiques, mécaniques, biologiques et technologiques ont été
modelés par des équations aux dérivées partielles (EDP), paraboliques ou hyperboliques, mais
avec des conditions non locales. Ainsi, les conditions aux bords de type intégrales peuvent étre
utilisées quand il est impossible de mesurer directement la quantité recherchée sur la frontiére
ou sa valeur totale ou moyenne est connue. Plus précisément, les conditions standards (Dirichlet,
Neumann, ...) qui sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours adéquates car elles dé-
pendent du contexte physique ot les données peuvent étre mesurées a la frontiere du domaine
étudié. Dans certains cas, il n’est pas possible de prescrire la solution (pression, température, ...)
ponctuellement aux bords, parce que la valeur moyenne de la solution peut étre mesurée le long
du bord ou le long d’une partie de celui-ci.

La signification physique de base des conditions intégrales (énergie totale, température moyenne,
masse totale des impuretés, flux total, moments, ... etc.) a servi la raison essentielle d’intérét
croissant & ce genre de problémes.

La modélisation mathématique des problemes avec conditions intégrales est rencontrée en
physique des plasmas (les processus de diffusion des particules dans un plasma turbulent.) [2],
théorie de transmission de chaleur [3 — 9], thermo-élasticité [10 — 12], certains procédés technolo-

giques [13], oscillations d’un milieu [14], dynamique des eaux souterraines [15 — 16|, propagation
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de I'humidité [17], génie chimique [18], semi-conducteurs [19], modeles démographiques [20] et
en problémes mathématiques en biologie [21].

Les conditions intégrales sont également utilisées pour les problémes inverses de la théorie de
la conduction thermique [22 — 29].

Pour tous ces motifs, les EDP avec des conditions intégrales ont bénéficié d’une trés grande

attention. Le premier qui s’est intéressé a 1’étude de ces problemes avec une condition intégrale :

1
/ u(z,t)dx =0,
0

était Cannon [1] en 1963, ou il démontra par la méthode du potentiel, I'existence et ['unicité de
la solution classique d’un probléme mixte combinant une condition de Dirichlet et une condition
intégrale pour I’équation de la chaleur lors de I’étude de la conduction thermique dans une barre
métallique mince chauffée. En utilisant toujours la méthode du potentiel, Kamynin a établi dans
[30] Pexistence et 1'unicité de la solution classique d’un probléme similaire avec une représentation
plus générale en utilisant un systéme d’équations intégrales.

Lors des études relatives a la diffusion des particules dans un plasma turbulent et a la pro-
pagation de la chaleur dans une tige mince, N. I. lonkin démontra dans [64], en se servant de
la méthode de Fourier, I'existence et 'unicité de la solution d’un probléme mixte associant une
condition de Dirichlet a une condition intégrale pour I’équation de la chaleur.

Les résultats les plus proches des problémes étudiés peuvent étre trouvés dans Benouar-
Yurchuk [31], Kartynnik [37] et Yurchuk [40] dans lesquels les auteurs ont montré 'existence et
I'unicité de la solution pour des problémes mixtes combinant une condition de Dirichlet et une
condition intégrale pour certaines équations paraboliques du second ordre en utilisant la méthode
des estimations a priori.

Ensuite plusieurs travaux ont été réalisés en modifiant ’équation parabolique ou les conditions
utilisées dans Bouziani-Benouar [9, 58|, Bouziani [45 — 47, 53, 59, 61, 79, 89] et dans Denche-
Marhoune [63].

Par la suite, plusieurs travaux relatifs a4 ces problémes ont été publiés parmi lesquels on citera
les travaux de Cannon - Van Der Hoek [32 — 33], Cannon-Esteva-Van Der Hoek [34], Ionkin
[35], Jumarhon-Mckee [36], Lin [38], Shi [39], Gasymov [41], Batten [42] et de Cahlon-Kulkarni-
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Shi [43]. Dans ces travaux, l'objet de la question était sur les problémes mixtes liés a ’étude des
équations paraboliques unidimensionnelles du second degré combinant une condition locale et une
condition intégrale par différentes méthodes. Autres résultats sur quelques problémes différents
ont été établis, dans une série de travaux séparés, par Bouziani [52, 91, 92] pour des équations
pluri-paraboliques et bidimensionnelles, pour des équations pseudo-paraboliques dans Bouziani
(93, 94], pseudo-hyperboliques dans Bouziani [101] et pour des équations opérationnelles dans
Rebbani-Chasarain [56, 57], aussi pour les équations paraboliques de haut ordre dans les articles
de Bouziani [54, 88], Bouziani-Benouar [55] et de Denche-Marhoune [143, 145, 62].

Aussi des problémes ont été étudiés dans Mesloub-Bouziani [50, 99, 100], Pulkina [48, 49],
Muravei, Philinovskii [44] et dans Bouziani [51, 60, 86, 87, 95 — 98] pour les équations hyper-
boliques avec des conditions intégrales.

Ensuite, on ne peut également citer qu'un nombre important limité de problémes semi-
linéaires et non linéaires pour des équations paraboliques et hyperboliques [102 — 105] dans
lesquels les auteurs ont étudié des problémes mixtes avec conditions intégrales.

Aussi, Bouziani et Merazga dans [82 — 85, 106 — 108] ont étudié des problémes linéaires et
semi-linéaires mixtes avec une condition intégrale par la méthode de Rothe basée sur une semi-
discrétisation de temps du probléme donné.

La méthode adoptée dans la plupart des articles précédents est celle des inégalités d’énergie.
Cette derniére appelée la méthode d’analyse fonctionnelle ou la méthode des estimations a priori.
Cette méthode basée sur les idées de 1.G. Pétrovski [65] qui I’a utilisé dans la résolution du
probléme de Cauchy lié aux équations du type hyperbolique, par la suite J.Leray [66] et L.
Garding [67] ont fait des développements importants de la méthode et son schéma a été présenté
par A.A. Dezin [68]. La méthode a été également utilisée et développée dans les travaux de
O.A.Ladyzenskaya [69], K. Friedrichs [70], N. I. Yurchuk [71 — 78], A.V. Kartynnik [37] et de A.
Bouziani [50 — 55], [58 — 60], [81]. En fait, en Cannon [1], Ionkin [6] et Yurchuk [40] ont utilisé

la condition intégrale :

/0 u(z,t)de = E(t). (1)

Pour certaines classes d’équations paraboliques. Jusqu’en 1990, Kartynnik [37] a développé la
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méthode des inégalités d’énergie en prenant la condition intégrale avec une borne variable :

b
/ u(z,t)de = E(t), b <1,
0

A la lumicre des études précédentes, plusieurs travaux ont été réalisés en modifiant Péquation
(hyperboliques, paraboliques, pseudo-paraboliques et de type mixte) ou en changeant I'ordre des
dérivées et les conditions aux limites des problemes étudiés.

En 2003 A. Bouziani [81] a développé I’étude des problémes non-locaux en examinant une
classe d’équations pseudo-paraboliques non linéaires avec une condition intégrale.

Aussi, en 2007 A. L. Marhoune [80] a modifié la condition intégrale en prenant :
a 1
/ u(:z:,t)d:v—i—/ u(z,t)de =0, 0<a<pf<l, a+p=1,1te(0,T), (2)
0 B

appelée condition intégrale a deux bornes variables, et en prenant aussi une condition périodique
au lieu des conditions de Neumann-Dirichlet.

Le but de la présente thése est de développer la méthode des inégalités d’énergie pour différents
problémes avec un nouveau type de conditions intégrales de type (2), pour un nouveau type de
problémes associant des équations fractionnaires avec une condition intégrale de type (1) et pour
des problémes hyperboliques non-linéaires avec une condition intégrale de type (1), dans les
espaces fonctionnels de type Sobolev. Le schéma de la méthode peut étre résumé comme suit :

* D’abord on écrit le probléme posé sous forme d’une équation opérationnelle :
Lu=F, weD(L); (3)

ou 'opérateur L est considéré d’un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F' convena-
blement choisis.
* Puis on établit les estimations a priori pour 'opérateur L.
* Ensuite on démontre la densité de 'ensemble des valeurs de cet opérateur dans l’espace F.
En outre, 'objectif de cette thése est d’aborder quelques problémes différents avec une condi-

tion intégrale et les mettre en évidence. Ou on a pu étudier I’existence et 'unicité d’une solution
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d’un probléme parabolique inverse avec une condition intégrale, ainsi d’étudier une approche
numérique de la solution d’un probléme parabolique avec des conditions intégrales.

Plus précisément on suit dans ce travail les deux schémas suivants :

1. Schéma pour 1’étude des solutions des problémes linéaires avec la condition de

type (2) :

On démontre I'inégalité d’énergie du type
lull g < cllLullp- (4)

On note que pour tous les problémes posés dans la thése, ce type d’estimations a priori est
obtenu en multipliant 1’équation considérée par un opérateur intégro-différentiel Mu (contenant
la fonction u et ses dérivées et une certaine fonction du poids) définie sur trois domaines :
QL = (0,a) x (0,7), Q) 5 = (a, ) x (0,7) et Qf = (B,1) x (0,7), et en intégrant sur le domaine
Q7 =(0,1) x (0, 7).

Le choix de I'opérateur Mu est fondamental, il est dicté par ’équation et les conditions aux
limites. Ensuite, on montre que l'opérateur L de B dans F admet une fermeture L, donc la

solution de I’équation opérationnelle :
Lu=F, weD(L), (5)

est appelée solution forte généralisée du probléme considéré. Par passage a la limite, I'estimation

(4) sera prolongée & L, c’est & dire :
lullp < e[ Zull .-

Ainsi, on déduit I'unicité de la solution de 1’équation (5). Comme I'image de I'opérateur L est
fermée dans F et que R (L) = R (L), l'établissement de la densité de 'ensemble R (L) dans F

garantie 'existence de la solution forte du probléme (3).
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2. Schéma pour 1’étude des solutions des problémes non-linéaires avec la condition

de type (1):

Pour ’étude d’un probléme non-linéaire avec condition intégrale (1), on doit d’abord étudier
Iexistence et 1'unicité d’une solution forte pour le probléme linéaire avec la méme condition
intégrale (1), en utilisant la méthode des inégalités d’énergie décrite dans le schéma précédent avec
la condition intégrale de type (1). Puis en appliquant un processus itératif basé sur les résultats
obtenus pour le probléme linéaire, on montre ’existence, 'unicité de la solution généralisée faible

du probléme non linéaire.
Contenu de la thése

La présente thése comporte des résultats intéressants et originaux ayant faits l'objet des
publications dans des revues internationales. Celles-ci pourront étre consultées selon les références
citées dans la bibliographie.

La these est débutée par une introduction ot on a présenté un historique sur les problemes
non classiques étudiés, I'intérét, ’objectif du theme abordé et elle est composée de sept chapitres
présentés comme suit :

Chapitre 1 est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et
les outils nécessaires dans ce travail concernant les opérateurs linéaires non bornés, les espaces
fonctionnels et quelques lemmes techniques.

Chapitre 2 est réservé a I’étude d’un probléme mixte avec une condition intégrale & deux
bornes variables et une condition au limite de type Neumann pour une équation parabolique
avec l'opérateur de Bessel. On transfére le probléme & un autre non-locale aussi, mais moins
compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale. Puis, on décrit le cadre fonctionnel en
précisant les espaces fonctionnels dans lesquels 1’étude est faite. On montre ’existence et 'unicité
de la solution forte. La démonstration est basée sur une inégalité d’énergie et sur la densité de
I’ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par le probleme étudié dans I’espace d’arrivée F'.
Ce résultat est tout a fait nouveau, a cause du type de la condition intégrale qui résulte d’une

trés grande difficulté dans 1’étude du probléme.
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Introduction générale

Chapitre 3 peut étre considéré comme un prolongement du chapitre précédent dans la
mesure ou d’une part, I’équation étudiée est plus générale que la précédente, et d’autre part la
condition de Neumann est de type périodique.

Chapitre 4 ou sera exposé et étudié, pour la premiére fois, un probléme mixte lié & une
équation parabolique fractionnaire du second ordre mariant une condition classique de type
Neumann et une condition intégrale.

Chapitre 5 est voué a I’é¢tude d’un probléme mixte pour une équation hyperbolique non-
linéaire avec une condition intégrale et une condition de Neumann.

Chapitre 6 est destiné a I’étude d’un probléme inverse pour une équation parabolique avec
une condition au bord non locale et une condition intégrale.

Il est important de noter qu’il n’existe pas encore, pour les problémes non-locaux, une théorie
générale analogue a celle des problémes classiques. Ceci est di a la relative nouveauté de cette
thématique d’'une part et a la complexité des questions qu’elle souléve d’autre part. Chaque
probléme nécessite alors un traitement spécifique, ce qui souligne l'actualité du sujet abordé

dans cette thése.
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Chapitre 1
Notions préliminaires

Le présent chapitre est consacré aux rappels essentiels des notions et des concepts de base
d’analyse utilisés tout le long de ce travail, & usage permanent dans les prochains chapitres. Ces
importantes notions sont énoncées sous forme de définitions, théorémes, corollaires et lemmes.

Pour plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

1.1 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.1 Soient E et ' deux espaces vectoriels. Un opérateur T' est une application de E
dans F :
T:FEF — F.

Tout opérateur T' linéaire est complétement défini par son graphe G (T') qui est un sous-
espace vectoriel de E' x F' défini par G (T) = {(u,Tu), w € D(T)}, ou D (T) est le domaine de

définition de l'opérateur 7.

Définition 1.2 Un opérateur T' de E dans F' est dit linéaire si et seulement si :
Voup,uy € B,V u, A €C, T (Aug+ pug) = AT (uq) + pT (uz),

ot C est le corps des scalaires de E et F.

11



Chapitre 1. Notions préliminaires

Définition 1.3 On dit que S est une extension de T si D (T) C D (S) et Tu = Su pour tout
u € D(T) (Autrement dit, G (T) C G(95)).

Remarque 1.1 Il n’est pas vrai que tout sous espace de EE X F' est le graphe d’un opérateur.
Définition 1.4 On dit que T est fermé si son graphe G (T') est un fermé de E x F.

Proposition 1.1 Un sous espace G C E X F' est le graphe d’un opérateur linéaire si et seulement
8% :

0,y) e G=y=0. (1.1)

Preuve On note p; : G — FE la projection donnée par p; (z,y) = 2. Si la propriété (1.1) est
vraie, alors (z,y1) € G et (z,y2) € G implique que y; = ys.
Donc, l'application 7" : pjG — F qui associe & = € p;G, 'unique y € F tel que (z,y) € G est

bien définie et posséde G comme son graphe. m

Définition 1.5 On dit qu’un opérateur linéaire T est fermable dans E s’il admet un prolonge-

ment fermé.

On vérifie aussitot que T' est fermable dans E si et seulement si 'adhérence G (T') de son
graphe est un graphe (Car, on a T C T implique G (T) C G (T), comme le prolongement T est
fermé, alors G (T) est fermé. Donc G (T) C G (T)) implique G(T) c m =G (T1)).

Autrement dit 7" est fermable si et seulement si pour toute suite (u,) C D (T) telle que

u, — 0 et T'u,, — v, alors v = 0.

L’opérateur fermé T dont le graphe G (T) = G (T) est appelé fermeture de T. (G (T) =

G (T) implique que G (T') soit un graphe : V (u,, Tu,) € G (T) = (lim,_ o0 Up, lim, oo T'uy,) €

G (T) et (0,v) € G(T), qui nécessite v = 0 pour assurer que G (T') soit un graphe).

Théoréme 1.1 (Théoréme de l’isomorphisme). - Soient E et F' deux espaces de Banach et soit

T un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F. Alors T~ est continu de F' dans E.

Théoréme 1.2 (Théoréme du graphe fermé). - Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit T
un opérateur linéaire de E dans F'. On suppose que le graphe de T', G(T), est fermé dans E x F.

Alors T est continu.

12



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2 Relation entre 'orthogonalité et la densité dans les
espaces de Hilbert

Définition 1.6 Soit M un sous-espace vectoriel de ’espace de Hilbert F, on définit M+ 1’or-
thogonal de M, par
M*={feF, (f, 9)p=0, Vge M}.

Proposition 1.2 Soit M un sous-espace vectoriel de [’espace de Hilbert F. Alors M est dense

dans F' si et seulement si M+ = {0} .

Preuve Supposons d’abord que M est dense dans F. Soit f € M+ C F, soit { fn}nen suite
d’éléments de M qui converge vers f. On a (f, f,)r = 0 pour tout n € N. En passant & la limite,
on en conclut que || f||» = 0. Donc f = 0, qui donne M+ = {0}.

Réciproquement, supposons que M+ = {0}. Alors on a (M L)L = {0} = F, et comme
M C M il s’en suit que (M)l C M+, et donc (]\4L)L C ((H)L>L, mais M est un fermé, alors

((31)")" = 3. alors on trouve (M*)" € 3 = F 3. D'on F = 1. m

1.3 Traces des fonctions des espaces de Sobolev

1.3.1 Existence de trace

On considére I'ensemble L? (92) = {w mesurable sur 99, tel que [, w?dl’ < 00} Clest un

espace de Hilbert muni d’un produit scalaire usuel.

Théoréme 1.3 (Existence de trace) Soit Q un ouvert borné de RY, & frontiere « suffisam-
ment réquliere ». Alors Uapplication trace
Cc>(Q) — L*(09)

[:
U — lu = upg

13
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se pronlonge par continuité en application linéaire continue, notée encore |, de H'(Q) dans

L?(09Q) et il existe une constante c* indépendante de u telle que

1wl 250y < ¢ [l g1 -

Remarque 1.2 L’application trace | n’est pas surjective de H' (Q) dans L? (09)). Par contre,
elle est surjective sur HY/? (08), ot HY? (09Q) est l’espace de Sobolev d’indice fractionnaire 1/2.
On a:

HY2(0Q) = {we L?*(09Q), tel que Jv € H' (Q), w=1(v)}.

1.3.2 La densité de W' »? (09) dans L* (09)

Proposition 1.3 On suppose que Q2 est un ouvert de classe C* dans RY, Alors WP (092) est
dense dans L* (99).

Preuve Puisque  est de classe C, il existe un prolongement g linéaire continue de W1» (Q)
dans W'? (RY). Soit U € WP (Q), alors on a [ (U) = u € L*(99).

Par la densité de D (RY) dans W'? (R"), donc il existe une suite {U,}, oy C D (RY) telle
que :

1Un = g (U)lwrp@ny = 0, g(U) € Wi (RY) .

Soit u, la restriction de U, &  ({un},cy € D (£2)). Comme la restriction de g (U) a Q est U, on
en déduit que :

[tn = Ullyrngy — 0, UE€ WP (Q).

Par I'utilisation de la continuité de I'application de trace [, il en résulte :
10 (wn — U)HLZ(aQ) < Hlun — UHWLP(Q) ;
ol ¢* est une constante positive. Ensuite, d’apreés la linéarité de ’application de trace [, on a

11 (un) — U||L2(89) = |1 (un — U)||L2(89) < ¢ lup — UHWLP(Q) 5

14
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qui implique :

11 (un) — u||L2(8Q) < ¢ lup — U”Wl,p(ﬂ) — 0.

Donc, on trouve

17 (un) = ull 2oy = 0

Or,comme [ (u,) € (WP (Q)) = Wi (02), on conclut que Wi (09) est dense dans
L*(09). m

1.4 Deérivation fractionnaire

Définition 1.7 On appelle fonction Gamma FEulérienne (ou intégrale Fulérienne de seconde

espéce) la fonction notée I' définie par :

+oo
I (z) :/ e "t"7ldt,
0

ot x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x) > 0.

Définition 1.8 L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction h € L'[a,b] d’ordre o € RY ; est

définie par
h(s

L[ b
20 = /. 9

1.4.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.9 Soit 0 € RT et h une fonction localement intégrable définie sur [0,T]. La dérivée
d’ordre o de h est définie par :

1. Dérivée au sens de Riemann-Liouville & gauche

R go . 1 ﬁ ' h(T) T
forh ()= 5 atn/o oy (1.2)

15
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2. Dérivée au sens de Riemann-Liouville a droite

FOTh(t) == %%/t %dr (1.3)

ot le nombre entier n est choisi de telle maniére que : n —1 < o < n.

En général, la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann Liouville n’est

pas nulle ni constante, mais on a :

I A C
R Ao _ -
00 C = T (n—o)otm /0 (t — T)J_anT
C " ! n—o—1
= —F(n_a)%/o(t—r) dr
C 8” n—o1 7=t
- I‘(n—a)%[_(t_ﬂ Jr=o
o o,
~ T(n—o)otr
N
- T(1-o0)

Proposition 1.4 [131] Si0<p<1,0<q¢g<1, h(0)=0ett >0, alors

007 Mh(t) = o) GOl (t) = §Of YOrh(t).

1.4.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

La dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué¢ un réle important dans le déve-
loppement de la théorie des dérivées et des intégrales fractionnaires en vue de leurs applications
dans les mathématiques pures (solutions des équations différentielles d’ordre entier, définition
de nouvelles classes de fonctions, sommation des séries, ...). Cependant, la technologie moderne
demande une certaine révision de I’approche mathématique pure bien connue. De nombreux tra-
vaux sont apparus, spécialement sur la théorie de viscoélasticité et du mécanique du solide, ol
les dérivées fractionnaires sont utilisées pour une bonne description des propriétés des matériaux.

Une modélisation mathématique basée sur les modéles rhéologiques méne naturellement a des

16



Chapitre 1. Notions préliminaires

équations différentielles d’ordre fractionnaire, d’oul la nécessité de la formulation des conditions
initiales de telles équations. Les problémes appliqués demandent des définitions des dérivées frac-
tionnaires autorisant 1'utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles
contiennent f(a); fM(a), ... etc. Malgré le fait que les problémes aux valeurs initiales avec telles
conditions initiales peuvent étre résolus mathématiquement, la solution de ces problémes a été
proposée par M.Caputo (dans les années soixante) dans sa définition qu’il a adapté avec Mainardi
dans la structure de la théorie de viscoélastité, donc on introduit une dérivée fractionnaire qui

est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

Définition 1.10 Soit ¢ € RT et h une fonction localement intégrable définie sur [0,T]. La
dérivée d’ordre o de h est définie par :

1. Dérivée au sens de Caputo a gauche

o L[ h00)
S0 = 5oy | e (1.4

2. Dérivée au sens de Caputo a droite

Conh (1) = H)n) /T ; MO0 i (1.5)

F'n—o — 7—)"_"“ ’

avec n est un entier positif vérifiant l'inégalité : n —1 < o < n.

1.4.3 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et de Caputo

Soit & € Rt avec n — 1 < 0 < n, (n € N*). Supposons que h est une fonction, telles

que 07 (t), FO7h () existent, alors

n—1 (n) k—o
Rooh (t) = §07h () +Z%. (1.6)

k=0

Sin=1,ona
h (0)

R oo _ CAyo
0O7h(t) = 8th(t)+—r<1_0)ta.

(1.7)
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1.4.4 Intégration par parties fractionnaire

Sive LP (), we L() avec % + - < 1+ 0, alors la formule suivante

/0 v (). (oI7w) (t) dt = /O w(t). (I%v) (1) dt.

définit I'intégration par parties fractionnaire [138].

1.5 Espaces fonctionnels et inégalités élémentaires

1.5.1 L’espace L’ (Q)

Pour I’étude de quelques problémes posés, on a besoin de rappeler quelques espaces fonction-
nels. Soit L?(0,1), | € R*, l'espace de Hilbert usuel muni d’un produit scalaire noté (e, e) L2(0.)
et d’une norme associée [|ul[;2 (. L'espace de Hilbert L*(Q) := Ly (0, T, Ly (0,1)) (2 = (0,1) x
(0,7)) est constitué de (classes de) fonctions définies et de carrés intégrables dans 2. Le produit
scalaire dans L? (2) est noté (e, ®).2(q) avec la norme ||ul| 2. On désigne par L2 (Q) Vespace
de Hilbert des fonctions des carrés intégrables avec poids muni d'un produit scalaire dénoté
(o, o)L%(Q), défini par :

(u, U)Lg(n) = (VPu, /pv) 12

et d’une norme associée dénotée [|ul| 5, définie par :
P

1/2
lll 0y = /7l 20 = ( | ot .>|2da:) .

Si p(x) =1, L2 (Q) sont identifiés avec les espaces standards L* ().
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1.5.2 L’espace de Bouziani

On dénote par Cy (0, 1) 'espace des fonctions continues a support compact dans (0, 7). Comme
une telle fonction est intégrable au sens de Lebesgue par rapport a dz, on peut définir sur Cy (0, 1)

la forme bilinéaire donnée par :

xT

!
(u,w) = / Stu - Stw dr, (1.8)
0
ou
!
Y= [ @)

qui est considéré comme un produit scalaire dans Cj (0, 1) pour lequel Cj (0, 1) n’est pas complet.
On dénote Bj (0,1) la complétée de Cq(0,1) pour le produit scalaire défini par (1.2), ou
B1(0,1) est appelé I’espace de Bouziani ou 'espace des fonctions primitives de carré intégrable

sur (0,1). La norme associée au produit scalaire (1.2) est

HUHB;(UJ) =/ (Uau)le(o,l) = H%;u‘|L2(o,1)- (1.9)

Lemme 1.1 Pour u € B3 (0,1), on a l’estimation :

[
||U||B;(o,1) < E ”UHL2(0,1)- (1.10)

Preuve L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine :
2

(Stu)? = [/xlu@,wdg} 4/}4 M(u@,tw&}

< -a) [ wlen) < -a) [ o)
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par l'intégration sur (0,/), on trouve :

/Ol(gggu)?dx < (/Ol(l—a:)dm) </Ol(u(x,t))2dx)

< P /Ol (u (2, ))? da.

Par conséquent, on aura :

l
2 2
[ullB1 00 < 7z 1l 220, -

Remarque 1.3 L’inégalité (1.4) reste valable si on remplace l'intervalle (0,1) par une région

bornée Q2 de R". Il suffit de remplacer | par mes (Q2) (mesure de 2) dans (1.4).

On dénote par L?(0,T; B3 (0,1)) := By (Q) I'espace des fonctions u mesurables sur [0, 7] a

valeurs dans Bj (0,1), telles que

T
<u>w)L2(U,T; BL(0,1)) :/0 (u(e,2) ’w<.’t))B%(0,l) dt.

Puisque I'espace Bi (0,1) est un espace de Hilbert, on peut montrer que L? (0, T; B3 (0,1)) est un

espace de Hilbert aussi, avec la norme :

T
2
||u||L2(O,T; BY(0)) = \/<U>U)L2(0,T; B} (0)) :/0 [ (@, 1) [ 1.0,0) A < +00. (1.11)

1.5.3 Les espaces fractionnaires HJ (Q2) et B3 (Q) :

Soit C'*° (0,T") désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur (0,7") et C5° (0,7")

désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans (0, 7).

Définition 1.11 [131] pour tout réel o > 0, L’application :

RHE (Q) = RY; wr— [[¢07ul| , 0 -
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définit une semi-norme sur THG (Q). On note :

. |IRqo
|U|RHg(Q) = HO o UHLQ(Q) ’

et lapplication :

-

2

o 2 2
"H () = R 5w ([0l + llhngio)
définit une norme sur ®HZ (Q). On note :

1
2

1
2 2 2 2 o 12
lullesgg gy = (1l sy + ulig ) * = (Nullfe) + FOFul, )" (112)

Donc, on définit lespace BHZ (Q) comme une complétion de l'espace C§° () pour la morme

(H[r—

Remarque 1.4 Premiérement, On a |u|r He (9) est une semsi norme et pas une norme car, si on
0
met :

u=(t—71)7(t —271),

pourn =1, on a

|U|RHg(Q) -

Alors, on trouwve u # 0, malgré que |u|r HY(Q) = 0. Deuziémement, il suffit d’appliquer la définition
d’une norme, et de vérifier les trois propriétés essentielles. La difficulté principale est 'inégalité

triangulaire, et pour la norme ||ul| s Hg(Q) O utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.12 [131] pour tout réel o > 0, on définit sur l’espace usuel de Sobolev H (2), le

semi-norme

1
[ulig, (@) = 00w, £OFU)L, g -
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Définition 1.13 Pour tout réel o > 0, L’application :

RBg (Q) — R+; U +— ||é%8$ (%%‘u)HLQ(Q) )
définit une semi-norme sur Bg (Q). On note :
|U|RBg(Q) = HoRata (%xu)”Lz(Q)?

et application :

-

2

o 2 2
By (@) = RY wr— ([l + Il e)
définit une norme sur ©Bg (Q). On note :

1

1
2 2 2 2 o 2 2
lllagg oy = (Il + [ulimgien)” = (Il + 1507 S0}, 0) (1.13)
Donc, on définit lespace T'Bg () comme une complétion de lespace C$° (Q) pour la mnorme
gy

] \ 2 cy e s 2
Remarque 1.5 D’aprés la définition et la remarque précédente, on peut prouver que |ulg BE(Q)
est une semi norme et ||u||RB(,(Q) est une norme, alors que pour l’inégalité triangulaire, on va
0

utiliser linégalité de Minkowski.

Lemme 1.2 V o > 0, si w € BB (Q) et v € C (Q), alors :

(ORafw ('a y) y U ('7 y))(O,T) = (w ('a y) ) f“a%v (.’ y))(O,T) ’
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Preuve Par 'intégration par parties, on obtient
T
(Fopw (o). vion) s = [ Fopw. o
0

_ ﬁ/j Ropw. v dt
= ta (aat/@—(r) d) v
- raa) ([e55r)v

et par I'intégration par parties fractionnaires, on retrouve

T
(é%agw (.7 y) , U (.7 ?J))(O)T) - /0 OR@fw v dt

_ I‘(l—a/ (/0 w:)adT).v’dt
- wisal, ([ e e

_ / Rogw.w dt
0
= (w(ey), (%0 (0,9)) o -

Lemme 1.3 (Lemme 2.6 [130]) Pour 0 < o < 1, les semi-normes |u|RHg(Q) et ’u|Hz”»(Q) sont

équivalentes. On pose

|U|RHg(Q) = |U|ng(sz)'
Lemme 1.4 Pour tout réel o > 0, L’espace BBS (Q) avec la norme (1.13) est complet.

Preuve Soit v,, une suite de Cauchy sous la norme |/o||z By () » alors il existe v, w vérifiant :
Sevn — v dans Ly (), (1.14)

Fo7 (S,v,) — Sew dans Ly (). (1.15)
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Dans ce qui suit, on veut prouver que %97 (S,v) = S,w.

D’apres (1.15), on a :

/ﬁaf(ngn) 0 dQ — /%xw. 0dQ, Vo e C(Q). (1.16)
Q Q

D’autre part, a partir du lemme 1.2 et (1.14), on obtient

/ T (S,v,) . ¢ dS (1.17)
Q

= /Q (Spvn) . R0 dQ — /Q Sev. BT dQ) = /Q Jo7 (I,) . @ dQ.

En combinant (1.16) et (1.17),

/ J07 (Spv) .d) = / Spw. @df), Yo e C5° ().
Q Q

On conclut :

Fo7 (Spv) = Spw.

1.6 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall joue un grand réle dans les estimations des termes intégro-différentiels
et dont 'utilisation est fréquente pour ’obtention des estimations a priori dans les normes des

espaces sus-cités et autres.

Lemme 1.5 (Gronwall) Si a, b sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0,7,
comme la fonction b soit non-décroissante sur (0,T), et A € L'(0,T), X > 0, il s’ensuit a

partir de :

a(t) < b(t) —l—/o A(s)a(s)ds, (1.18)

alors

at) < b(t)exp (A (1)),
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ol

Preuve On met

t
k(t) =exp (—A (1)) / A(s)a(s)ds.
0
Alors, pour tout ¢ € [0, 7], 'estimation

9 k(1) = A(f) exp (A (1) (a<t> - / A(s)a(s) ds) <A (1) b(t) exp (—A (1)),

résulte de (1.18) et A(¢) > 0. Avec k(0) = 0 par définition, l'intégration sur ¢ conduit a
t
KO < [ A(s)bls)exp (~A(s) ds.
0
Encore, une autre fois on utilise (1.18),
t t
exp (=A (1)) (a(t) — b(t)) < exp (A (t))/ A(s)a(s)ds = k(t) < / A(s) b(s) exp (—A (s)) ds.
0 0

Donc, on trouve

a(t) — b{t) < /0 M (s) b(s) exp (A (£) — A (s)) ds, (1.19)

si b est non-décroissante sur (0,7"), de (1.19) et en vertu de A(t) > 0, on obtient

a(t) < b(t)+/0 A(s)b(s)exp (A (t) —A(s))ds

N

b6) [1+ [ A exp (40) — 4.5))

N

0 [1 rep(a(0) [ 1-ew(-A ) ds]
(1) [1 + exp (A (8)) [ exp (—A (1)) + 1]
b(t) exp (A (1))

N

N

Qui prouve le lemme. m
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On conclut quesi: f; (7) (i = 1,2, 3) sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0, 7)),

et que la fonction f3(7) est non-décroissante sur (0,7), et & partir de
Sefi+ fa < fs+cSrfa, >0,

alors il s’ensuit

Srfi+ fa <exp(er) - fs,

ou

Srfi = /OT Ji(t)dt.
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Chapitre 2

Probléme mixte avec une condition
intégrale a deux bornes variables et une
condition de Neumann pour certaines

classes d’équations paraboliques

2.1 Introduction

Les problémes avec une condition intégrale & deux bornes variables et une condition au bord
du type Dirichlet pour certaines classes d’équations paraboliques ont été traités par Marhoune
[80], Marhoune et Lakhal [90]. A ombre de cela, on étudie un probléme mixte avec une condition
intégrale a deux bornes variables pour une équation parabolique avec l'opérateur de Bessel [109],
en prenant une condition au bord du type Neumann au lieu de condition de Dirichle. Ce travail
est considéré comme une généralisation du probléme de Bouziani [89], cela est di au type de la

condition intégrale étudiée.
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2.2 Position du probléme

Dans le domaine rectangulaire 2 = (0,1) x (0,7, avec T' < 0o, on considére ’équation aux

dérivées partielles :

ou Pu  10u
avec la condition initiale
tu=u(@,0) = ¢ (z), v€(0,1), (2.2)

la condition limite de Neumann

ou
—(1,t) =0 2.3
U =0 (2.3
et la condition intégrale
« 1
/ xu(x,t)dm+/ zu(x,t)de =0, B>a>0, a+p=1, t€(0,7), (2.4)
0 B

ol ¢ est une fonction connue.
On suppose que la fonction ¢ satisfait aux conditions de compatibilité (2.3) et (2.4) et f

satisfait la condition de compatibilité (2.4) :

g_i(l) =0, /Oa xp (1) dw + /B zo (x)dz =0, (2.5)

et

/Oaxf(m,t)dx—i—/;mf(x,t)dx:0. (2.6)

La présence du terme intégrale dans les conditions limites peut, généralement compliquer gran-
dement 'application des techniques numériques ainsi que les méthodes fonctionnelles standards,
spécialement l'intégrale & deux bornes variables. Alors, pour dépasser cette difficulté, on introduit
une technique de transfert du probléme (2.1) — (2.4) a un autre moins compliqué qui ne contient

pas de condition intégrale. Pour cela, on établit le lemme suivant :
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Lemme 2.1 Le probléme (2.1) — (2.4) est équivalent au probléme (PR) suivant :

u 2u u
Lu=5— (5 +13) = f.0)

(PR): lu =u(z,0) =p (), z€(0,1),
adh (a,t) = Bo%(B,t), 9 (1,t) = 0.

Soit u(z,t) une solution de (2.1) — (2.4), on prouve que

ou ou

a— (a,t) = ﬁa—x

y (8.0).

En multipliant I’équation (2.1) par z, 'intégrant par rapport a x sur (0, ) et (f,1) et en tenant

compte de (2.4) et (2.6), alors on obtient

=« =1
x@ dx + x@ dxr =0,
or|,_, Oz |, g
ceci implique
ou ou ou
“r ) - p — 0.
00 (o 1) + T (1,1) — BOE (5,1) = 0
Donc, a partir de (2.3), on trouve
ou ou
“—(a,t) =8 — (B,1).
09 (a,1) = 5 5 (5,1

Soit maintenant u(x,t) une solution de (PR), on doit donc prouver que

o' 1
/ zu(z,t)de + / zu(z,t)dr = 0.
0 B

En multipliant I’équation (2.1) par x, 'intégrant par rapport & x sur (0,«) et (5,1) en tenant

compte de

ou ou ou

ozt (a,1) = Bom (5,1), oo

1.t) =
oz 1) =0,
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on obtient

8 (&7 (&7
a/o zu(z,t)de = /0 xf(x,t)dz,
o 1 1
—/ zu(x,t)de = / xf(z,t)dz,

par combinaison des deux équations précédentes, et & partir de (2.6) et (2.5), on trouve

« 1
/ zu (x,t) de + / zu (z,t) dx = 0.
0 B

2.3 Estimation a priori

Dans ce chapitre, on montre ’existence et I'unicité de la solution forte dans un espace fonc-
tionnel de Sobolev & poids du probléme (2.1) — (2.4). La démonstration est basée sur une estima-
tion a priori et sur la densité de I’ensemble des valeurs de I'opérateur engendré par le probléme
(PR) équivalent au probléme (2.1) — (2.4) d’apres le lemme 2.1 en suivant le schéma 1 cité dans

I'introduction. Le probléme (PR) peut étre écrit sous la forme opérationnelle suivante :
Lu=F, (2.7)

o L = (£,£), avec un domaine de définition D (L) constitu¢ de fonctions u € L2(Q); ou

du Ou 9%*u  %u

p(x) = (2% +1x), telles que S, o S, e

€ L2(Q) et u satisfait les conditions de limite
dans (PR) ; 'opérateur L est considéré de B dans F', ou B est ’espace de Banach des fonctions

u € L2 (Q) et dont la norme :

2 du’ ! ou(z,7)\>
Jully = [ (@* +a) <_) wis s [0+ a) (_) oo
Q ot 0<r<T Jo ox

est finie, et I est 'espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f, ¢) dont la norme :

1 2
Hf||2F—/f2da:dt+/ (42 + 2) (gﬁ) dz
Q 0 z
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est finie.

Théoréme 2.1 Pour toute fonction u € D (L), on a l’estimation

lull p < m || Lull (2.8)

o, m est une constante positive indépendante de u.

Preuve Multipliant I’équation (2.1) par le suivant Mu :

(xz—x)%+(x2+x)%, 0<z<a,
Mu = —ajg—g+(x2+a:)g—¥, a<z<pf,
(22 — x) 8% + (22 + z) &, B<x<1,

et en intégrant sur le sous-domaine Q7 = (0,1) x (0,7), ou 7 € [0,7], on obtient

1) Sur Q7,

/ Lu - Mudxdt

Ou Ou ou\ >
_ 2 _ -
= /Q (2* — ) 57 Bt dzdt + /Qg (1—2x) ((%) dadt

T
[e3
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2) Sur Q7 5,
/T Lu - Mudzdt
= /%B (z2 + x) (%)ilmdt — /Q;B x%%dzdt
+/;5 (%)ilwdt
—l—/T x%%dwdt - /;ﬁ (x +1) (% (x%) %dmdt
- /; f (—xg—z + (CL’Z —l—ac) _u> dzdt,
3) Sur Q7F,

En utilisant une intégration par parties, on aura

1) Sur Q7,

ou 0*u
— 2 —_———
/QT (a: v ) Ox 0x2 dudt

LG G o () (3o

(2.9)
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2) Sur € g,

3) Sur QF,

0 ou\ Ou
T ou ou ou ou
J— 2 —_— —_— —_———
/0 (0 + ) o (a, 1) 5 (oz,t)dt%—/%xax atdmdt

AL (5 et ()

0 ou\ Ou
T 0
o R FACHEACOR:

) % g O 0u du
+/0 (0 + a) o (a,t) 5 (Oé,t)dt—l-/g;aﬁl'ax oy dedt

L e () e ()

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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0 ou\ Ou

! ou ou ou Ou
_ 2 et v
= /O (8% + B) o (B,1) " (B, 1) dt + . x—ax—atd:ﬁdt

%/ﬁl (s + 2) (%)dw—%/ﬁl (% + 2) (g—f)dw

et en utilisant 1’e-inégalité de Cauchy, on trouve

1) Sur Q7,

Ou du
2_—
/QT e dxdt (2.15)

2 2
€ 5 [(Ou 1 o [ Ou
= — | dxdt+ — — | dxdt
2/%9” (a> T Jo ! <8t) !
1 ou\> 1 9 ou\>
Z/QE (%) dxdt+—4(a2+a) /na (2% + ) (a_) dxdt

(a2+oz)/ ) ou\”

+ 5 o (m +1:) 5 dxdt,

[ 1 (@0 5+ ) G ) 216

IN

IN
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2) Sur Q7 5,
ou 9 ou
/n;,, /- (—xa—x + (2* 4 ) E) dadt (2.17)
2
< (WQ) oo +1>/ Pz
2 s
1 ou\?
1 9 oJu 2
+4((62_a2) _'_(5_&)) /;5 x +l’) ( {E> dxdt
1 ou\?
i /;ﬂ (w4 2) (5_?) ’
3) Sur Q7
,0u Ou

€ u\” 1 ou\?
< Z - il il
< Z/Ex(ax) dxdt+2€ Qgﬂﬁ((%) dzdt
5(1—6)/ ou\’ 1 9 ou\?
— | dxdt+ — — | dxdt
2 o Ox v +2€ o (+* + ) ot ’

1 au 2 2 au 2
(8 v [0 () o

IN

IN

-
B

ou

f (@t@%ﬂﬁm) E) dudt (2.19)
< (@-pPra-p) ngui/g (%)2
@ (%)2
T2 (a- - D) J &) %)

Substituons (2.9) — (2.19) en [, Lu - Mudzdt, il devient

1
+4((1—ﬂ)2+(1—6))/9
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1) Sur Q7,
( a22+a_m> fQT 2 + 1) (%)dedt
+3 Jy (@ +x)(%) dx
l(5-%) @ @n) a2 +a) %)% (@nd % (2.20)
< (a®+a) fQTdea:dt—l——fo x? + ) (42 )2d:c
+ 5y (a2+a fQT T +I)( ) dxdt,
2) Sur Q5
e @) ()41 7 0 ) (262)
—Jo (B +5) (5, )6—1‘( Ay dt+ [T <5—°‘—2> (2 (o, 1)) dt
B9 (B, 0)) dt — & [ (2 (a, ) dt r (2.21)

< ((5_a) (B+a+1)
— 2

')kTFMﬁ+%ﬁmﬂwﬂ%fm
) o, (0 + ) (57)” da

3) Sur QF,

(ﬁ - W) Jo, (@ 4 2) (5)° dadt
+1 [5 (2% + x) (8“( )>2dx
5 (% -3) @) s[5 (5 +0) % (5.0 % 3.0yt
< (1= B+ (1= B)" fy, S2dudt
+1 J5 @ +2) (3) " da
tarra) Jo @0 (5 u)? Q.

Q7 (2.22)

Maintenant, en utilisant les conditions du (PR) dans (2.20), (2.21) et (2.22) respectivement, on
obtient

36



Chapitre 2. Probléme mixte avec une condition intégrale & deux bornes variables
et une condition de Neumann pour certaines classes d’équations paraboliques

1) Sur Q7,

( at}-a_m) fQT i +I‘)( ) dxdt
+§ fo 12 + 1) (—8“6(56’ )> dz
< (a®+a) QfQT frdxdt + L [ (2% + ) (8—‘P)2dx
+3 2+a)fm 2? + x) (5 ) dxdt

ar (2.23)

2) Sur Q7 55
5 Jor (@ 2) (%)
+5 [ (@ + o) (%)26@
< (w @ (Fratl) ) Jo , f2dadt Qg (2.24)
+5ff (z +x)(%) dx

1 2 du\2
PRy Ja, (@) () dodt

3) Sur QF,
1 2 du\ 2
(B - m) Jog (@ + 2) (57)" dudt
11/ 2 ou(-) ) 2
+3f5 @ +2) (557 ) do
< (1= 8+ (1= B)" fy, f2dudt Q (2.25)
+3 fﬁl (2% +z) (6—“’)2(130
1
P () fm 22+ ) (24)? dwdt.

Or dans Q7, en combinant les inégalités (2.23), (2.24) et (2.25), on aboutit a

min(l—o‘zﬂ—m,%, — )) (22 + ) g_)?dxdt
2
RyY <—6u;;>> i
< max <(a2—|—a)2, (“”%“H ),( - B)) )fm f2dwdt

+%f01(x2+x ( )

1 1 1
- max (2(a2+a>’4((52a2)+wa>)’4((1 BP+(1-5)) )fﬂf 7+ ) (32)° dudt
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En vertu du Lemme de Gronwall, on trouve

(/Q (2% + z) (%)Qdmdt + /01 (a® + @) <8ua(g; T))de> (2.26)
< m ( [ sais [ (5 ) (g_s;ydx) |

tel que

my = mg exp (mg) ,
ou
maxe (02 4+ a)?, (G20 4 1) (01— 5 + (1 - ))°)

meo = )
i _+a 1 1 g L
min <]_ ) 2(a2+a)’ 27 2((1—ﬁ)2+(1—,@)))

1 1 !
ms = max (2(@24—&)74((62_@2)+(ﬁ_&))74<(1_6)2+(1_ﬁ))>T

Comme le coté droit de (2.26) est indépendant de 7, on passe au supremum du c6té gauche par

1
rapport & 7 sur 'intervalle [0; 7], on obtient I'inégalité désirée, o m = (m)2 . =

Proposition 2.1 L’opérateur L de B dans F' est fermable.

Preuve Soit {u,} € D (L) une suite telle que :

u, — 0 dans B, (2.27)
et
Lu, — (f,¢) dans F, (2.28)
il faut démontrer que
f=0et p=0.

La convergence de u,, vers 0 dans B entraine :

u, — 0 dans D' (). (2.29)
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D’apres la continuité de la dérivation de D' (2) dans D' (). (2.29) implique :

Lu, — 0 dans D' (Q). (2.30)
Par ailleurs, la convergence de Lu,, vers f dans L? (Q2) engendre :

Lu, — [ dans D' (). (2.31)

En vertu de I'unicité de la limite dans D’ (£2), on conclut de (2.30) et (2.31) que f = 0.
Ensuite, il s’engendre de (2.28) :

dlu,, d_(p

2
b dans L*(0,1). (2.32)

D’un autre coté, d’apres que

u, )’ : Oun (,7)\*
HunH%:/Q(x?—i—a:) ( 5;) dxdt—l—oilgT/o (2* +2) (%) dr,

on a

1 ou,, 2
OquT/ (a:2+x)( ua(j’T)) -
<r<T Jo
! Auy, (,0)\” ! dlu, \*
> 2 n 9 — 2 n
= /0 (m +JJ) (—8x ) dx /0 (m +x) ( dx) dx,

! dlu,, 2
/o (m2+x) < - ) dr < ||un||f37 Vn,

alors, compte tenu de (2.29), on aura

donc, on trouve

dlu,,

dx

— 0 dans L?(0,1). (2.33)
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D’apres 1'unicité de la limite dans L? (0, 1), en vertu de (2.32) et (2.33) on obtient

do _

0
dz ’

et en tenant compte la condition de compatibilité suivante :

/Oaw(x)dﬁ/;w(x)dx:o,

on conclut : que ¢ =0. m

Soit L la fermeture de L, et D (f) le domaine de définition de L.

Définition 2.1 La solution de [’équation

est dite solution forte du probléme (PR).

Théoréme 2.1 est valide pour une solution forte, i.e.; on a 'inégalité :

lullz < m || Lu|,, Vue D). (2.34)

Par conséquent, cette derniere inégalité entraine les corollaires suivants :

Corollaire 2.1 La solution du probléeme (2.1) — (2.4) est unique, si elle existe, et dépend conti-

nament de F € F.

Corollaire 2.2 L’ensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est égale & la fermeture R(L) de

R(L).

Preuve Soit z € R(L), alors il existe une suite de Cauchy {z,}, dans F constituée des

éléments de ’ensemble R(L) telle que

lim z, = z.
n—-+00
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Il existe alors une suite correspondante u,, € D(L) telle que
Lu,, = z,.
De l’estimation (2.8), on obtient :
lup — ugll g < m || Ly — Lugllp — 0,

quand p et ¢ tendent vers l'infini. On peut déduire que {u,}, est une suite de Cauchy dans B,
ainsi il existe u € B telle que

lim wu, = u dans B.
n—-+o00

En vertu de la définition de L (lim, ;o0 u, = u dans B; si lim, 4o Lu,, = lim, 1o 2, = 2,

alors lim,_, o Lu, = z et comme L est fermé donc Lu = z), la fonction u vérifie que :
u € D(L), Lu = z.

Ainsi 2z € R(L), alors
R(L) C R(L).

Aussi on conclut ici que R(L) est fermé parce qu’il est complet (tout sous-espace complet d’un
espace métrique (non nécessairement complet) est fermé).

Il reste & montrer 'inclusion inverse.

Soit z € R(L), alors il existe une suite {2,}, dans F' constituée des éléments de I'ensemble

R(L) telle que
lim z, = z.
n—-+o0o

ouz € R(L), car R(L) est un sous-ensemble fermé d’un espace complet F', donc R(L) est complet.

Il existe alors une suite correspondante u,, € D(L) telle que

Lu, = z,.
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De l'estimation (2.34), on obtient :
llup — gl g < m||Luy, — Lug||, — 0,

quand p et ¢ tendent vers U'infini. On peut déduit que {u,}, est une suite de Cauchy dans B,
ainsi il existe u € B telle que

lim wu, = u dans B.
n—-+o00

Une fois encore, il existe une suite correspondante {L (u,)}, € R(L) telle que
Lu, = Lu, sur R(L), ¥n.

Donc
lim Lu, = z,
n—-+4oo

En conséquence z € R(L), et alors on conclut que

R(I) c R(L).

Corollaire 2.3 Une solution du probléme (2.1) —(2.4) est unique, si elle existe, et dépend conti-

nament F € F.

2.4 Existence de la solution

Pour montrer 'existence de solutions, on doit prouver que R(L) soit dense dans F' pour tout

u € B et pour tout arbitraire F = (f, ) € F.

Théoréme 2.2 Si les conditions du théoréme 2.1 sont satisfaites. Alors, pour chaque F =

(f,p) € F, le probléme (2.1) — (2.4) admettra une solution forte unique u = I'r

Preuve En vertu de l'inégalité (2.34), il s’ensuit que I'opérateur L admet un inverse continu

L' et comme l'ensemble R(L) est fermé (En raison du corrolaire 2), d’ou il suffit de démontrer
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la densité de 'ensemble R(L) dans l'espace F' pour le cas particulier ou D (L) = B est réduite a
Do (L), ou Do (L) ={u, uw € D (L) : fu = 0}. Dans ce but, on démontre la proposition suivante :

Proposition 2.2 Soit les conditions du théoréme 2.2 remplies. Si, pour w € L*(Q) et pour tout
u € Dy (L), on a
/ Lu - wdxdt =0, (2.35)
Q

alors w s’annule presque partout dans 2.

Preuve Le produit scalaire de F' est défini par :

(Lu,w)p = /Q Lu - wdzdt + /0 1 (2 + z) (%) (%) da. (2.36)

L’égalité (2.35) peut s’écrit comme suit :
1
/ Ou wdxdt = / 19 x% - wdxdt, (2.37)
q Ot qrldr \  Or

z(x,t), si tel0,T
T R
, si =

on met

ou z, %2 9z P2 0%z o L2 (), et z satisfait les conditions aux limites de (PR). De (2.37), on

) dx) Bt’ Hx?) xdt
0z 10 0z
— wdrdt = | —— [ x— | - wdzdt. 2.

o Ot P /Qxax <x8x) W (2.38)

obtient 1’égalité :

Et a partir de I’égalité (2.38), on donne la fonction w en terme de z comme suit :

2\ o 2 _1,3\0 .
<x x2>8; (x Zx)ai lsz=<a

— oz 20z
W = —Tas +aty a<zx (2.39)

—<x—§>%+(m2—ix3)% b <xz<l1,
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Donc, w € L*(Q) : (par ce que, si z, gi, g':, g;, g;at € L2 (Q), alors w € L? (Q)). Et z satisfait

aux mémes conditions que la fonction u dans (PR) :

a% (a,t) = 5 (ﬁ t), ax (1,t) =0, (2.40)
z(a,t) = z(ﬁ,t) = 0. (2.41)

Remplagant w dans (2.38) par sa représentation (2.39), par l'intégration par parties, et en tenant

compte des conditions (2.40) et (2.41), on obtient :

— o ( — —) 9292 qudt + Jor (22 — 12%) (%)dedt Q7 = (0,a) x (0,7)
0z )
o wirdt = — Jor w5 Gidadt + [o, 2? (5)° dedt O = (a, 8) x (0,7) .

o (- )zigidxdtﬂm( —3a®) (§) dedt Q5= (5,1) x (0,7)

De méme, on trouve

1) Sur O,
[ 10 (a2
L) () 1 (3 e
o 2
2L () ()
2) Sur 07,

10 0z
B [T (0208, 2 Q/T 9z (o, 1)\
2., < Ox dt+2 0 Ox dt

1 92\’ 9202 1 [P ,[82\°
_5/26(%> d%dt—/zBI‘%E—i/a €T (@) d.’lf,
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3) Sur (7,
)~wdxdt

T(ﬁ—%) <azéi’t)>2dt—%/g (%)dedt
L C-D)EE ) (1) (5)

Maintenant, par substitution de ces derniéres égalités dans (2.38) et en utilisant les conditions

(2.40), il devient :

T
SR
e
N
&
|Q>
SRS

Donc, z = 0 dans €2, qui donne w = 0 dans (). Cela fait la preuve de la proposition 2.2. =
Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 2.2.
On considere une fonction W = (w,wq) € R(L)* et pour tout u € D(L) = B, alors W vérifie

I’égalité :

(Lu, w)

! olu Oow
_ . 2 == htad’)
= /Qﬁu wdxdt—l—/o (.CL‘ +x)(8x><8x)d$

~ 0. (2.42)

Puis. On doit prouver que W = 0. On suppose u € Dy(L) dans (2.42), on obtient :
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/Eu ~wdxdt =0, uw € Dy(L).
Q

De la proposition 2.1, on déduit que w = 0. Ainsi (2.42) prend la forme :

[ @) (22 (%) a0 v piwy s

Puisque I’ensemble des valeurs de 'opérateur ¢ est dense partout dans I’espace de Hilbert F' avec

(/[ (%)1)3

I'égalité (2.43) implique que wg = 0. Donc W = 0 implique R(L) = F.

la norme

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.2.
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Chapitre 3

Probléme mixte avec une condition
intégrale a deux bornes variables et une
condition périodique pour une classe

d’équations paraboliques

3.1 Introduction

Actuellement, le développement de I’étude des problémes non locaux pour les EDP se pour-
suit vigoureusement, ol beaucoup de problémes avec des conditions intégrales ont été étudiés
dans plusieurs travaux en utilisant la méthode des inégalités d’énergie, le théoréme du point fixe
de Schauder, la méthode de Galerkin, la théorie de caractéristiques, et la méthode du Rothe
pour différents types d’équations avec des conditions intégrales. Contrairement & ces travaux, on
applique dans le présent chapitre la méthode des inégalités d’énergie pour étudier un probléeme
mixte avec un nouveau type de condition intégrale (condition intégrale & deux bornes va-
riables) et une condition périodique de type Neumann pour une classe d’équations paraboliques ;
une étude menée par T-E Oussaeif, A Bouziani [136].

Ce chapitre peut étre considéré comme un prolongement du chapitre précédent dans la mesure

ou ’équation étudiée est plus généralisée que la précédente.
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3.2 Position du probléme

Dans le domaine rectangulaire 2 = (0,1) x (0,7"), avec T' < 0o, on considére I’équation

ou 0 ou
Lu = % <a(x,t)a—x) = f(x,1), (3.1)
ou le coefficient a(x,t) satisfait aux conditions :
0<co<a(x,t)<c, 0< aa(;t’ 2 < cy. (H)

Dans le reste du chapitre, ¢;, i = 1,3, désignent des constantes strictement positives.

A T’équation (3.1), on associe la condition initiale :

lu=u(z,0)=p(x), zec(0,1), (3.2)

la condition périodique de type Neumann :

Ju Ju
—(0,t) = — (1,t) =0, te (0,T 3.3
0= (L =0, 1€(0,T), (33)
et la condition intégrale :
a 1
/ u(x,t)dx—l—/ u(z,t)de =0, 0<a< B, a+p=1,te(0,7), (3.4)
0 B

ou a(z,t), f(x,t) et v (x) sont des fonctions données.
On suppose que la fonction ¢ satisfait les conditions de compatibilité (3.3) et (3.4) et f
satisfait celle de (3.4), i.e.
0g0 acp « 1
—(0)=—=—(1)=0 d drz =0 3.5
B 0=50m=0 [e@ars [ owar=o (35

/Oaf(x,t)dx—i—/ﬁlf(x,t)dx:& (3.6)
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La présence du terme intégrale dans les conditions limites peut, généralement compliquer gran-
dement 'application des techniques numériques et des méthodes fonctionnelles standards, spé-
cialement la condition intégrale & deux bornes variables. Ensuite, pour surmonter cette difficulté,
on introduit une technique de transfert du probléme (3.1) — (3.4) & un autre classique moins

compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale. Pour cela, on établit le lemme suivant :

Lemme 3.1 Le probléme (3.1) — (3.4) est équivalent au probléme non local suivant (PR) :

(

Lu=%—2 (a(x,t)%%) = f(,t),

0<eco<alz,t)<ep, 0< 240D <,

(PR) : lu=u(z,0)=p(x), ze€(0,1)
Qu(0,t) =24 (1,t) =0

a(a, )34 (o, 1) = a(B, )54 (B,1) .

Preuve Soit u(x,t) une solution de (3.1) — (3.4), on prouve que :

ou

ala,t)=— e

(a,t) = a(p, 75) (57 t).

en intégrant l’équation (3.1) par rapport & x sur (0,a) et (3,1), en tenant compte de (3.6), on

[ (o) [ 2 (o) oo

et l'usage de (3.3) donne :

obtient

a0, 9% (0, 1) = a(B, )52 (5.1). (3.7)

Soit maintenant u(x,t) une solution de (PR), donc on est en train de prouver que :

o 1
/ u(x,t)dx—i—/ u(x,t)dr = 0.
0 B

On intégre l’équation (3.1) par rapport a x sur (0,«) et sur (5,1), en tenant

ofe )5 (0 8) = a5, 5 (5.1,
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et en se servant des conditions (3.3) et (3.6), on obtient

%(/ﬂau(x,t)dm—i—/ﬁlu(x,t)dx)

0,

alors, on trouve

« 1
/ u(a:,t)da:+/ u(z,t) de =m,
0 B

ot m est une constante. Sous la condition initiale (3.2) et la condition de compatibilité (3.5), on
trouve

« 1
/ u(:c,t)da:—i—/ u(x,t)dx = 0.
0 B

3.3 Estimation a priori et ses conséquences

Dans ce chapitre, on démontre l’existence et 'unicité de la solution du probléme (3.1) —(3.4).
Cette démonstration est basée sur des estimations a priori et sur la densité de I’ensemble des
valeurs de 'opérateur engendré par le probléme (PR) qui est équivalent au probléme (3.1)—(3.4),

d’apres le lemme 3.1, en suivant le schéma 1 cité dans I'introduction.

Le probléme (PR) peut étre écrit sous la forme opérationnelle suivante :

Lu=F, (3.8)

ou L = (L, /), avec le domaine de définition D (L) constitué de fonctions u € L*(Q) telles que
Qu Qu % € L? () et u satisfait les conditions limites dans (PR); Popérateur L est considéré

de B dans F, ou B est I’espace de Banach des fonctions u € L? () et dont la norme :

s ou\” /1 u (z,7)\’
||u||B—/Q(at) dadt + sup [ (FT ) o
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est finie, et I est espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f, ) dont la norme :

1 o 2
2 2 oy
||f||F—/Qf dxdt+/o (m) di

est finie.

Théoréme 3.1 Pour toute fonction u € B, on a l'inégalité
lullg < ¢l Lullp, (3.9)

ol ¢ est une constante positive indépendante de u.

Preuve Multiplions I’équation (3.1) par le suivant Mu :

Mu1:(2—x)%—|—f0xg—;‘df 0<z<
Mu = MUQZ(Q—Q)% a<z<p,
Mu3:(2—a+5—x)%—f;%d£ f<z<1

puis, intégrons sur le sous-domaine 7, ou Q7 = (0,1) x (0, 7).

1) En intégrant sur Q7 = Q, = (0,«) x (0,7), on trouve

/ Lu. Mujdxdt
ch

_ /Q [(2_x)%+</0$%dg)] %dmdt
_/Qa [(g_x)%+ </Om%d )} a% (a(:p,t)%) dudt

_ /Q [(2 _ ) 88_1; + (/0 %dg)} fdudt. (3.10)

En utilisant une intégration par parties dans (3.10), et en tenant compte de la condition (3.3),
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on obtient par conséquent

[ = ([ )]
= /Q (2 - ) (—“) dxdt+%/0 (/0 —d&) (3.11)

_/Qa {(2—x)%+</0 Ou g)]a%( (z, t)? )dxdt

_ _/OT (a(a,t)%(a,t)/o ‘9—“dg)
(

(

2 - a)ala, t)?“ (o, 1) g‘; (a,t)) dt

ou 9%*u
Oz 0ot

dzdt

&(a,t)%(a,t)/o @di)

(
g du ou

(2 —a)ala, t)% (a, t) e (a, t)) dt

%/0 2 2)a(e.7) (aug;, T))de
1
2

_% /Q @) mgﬁ’” (%)2(11:(175. (3.12)

En appliquant I’e-inégalité de Cauchy, on trouve

du T ou
9 1 ou\?
< /QQ (2 — x)* f2dxdt + ‘_l/ga (5) dxdt?
@ 2 2
+/ (/ f) d:vdt—l—%/ (%) dzdt.
o T Qa
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A la lumicre de linégalité :

o 2
/ </ f) dxdt < 4/ 22 f2dxdt,
Qo x Qa

on trouve

[ Jeem 02 ([ 2] o

< 8 de:cdHl/ Ju dedﬂ
- Qa 2 Qa 8t '

En substituant (3.11) — (3.13) dans (3.10), on aura

IA
oo
S
s
QL
8
&
_|_
N | —
S~
N |
Q_)|QD )
SRS
~_
[N}
QL
8
&

1
2
1 da(z,t) (Ou\”

(3.13)
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Puis, en utilisant les conditions (H), on obtient :

1 ou\ > 1 [7 ¢ ou 2
5/&)(,4(5) dmdt+§/0 (/o Ed§> dt

co [ (Ou(z,7)\’
+2 0 < Ox >d$

_/OT <a(a,t)g—"; (o, 1) /Oa %df) dt
_ /0 ((2 —a) a(a,t)% (a, 1) % (a,t)) dt

« 2 2
< 8/ fAdxdt + 01/ (a_go) dx + 02/ <%> dxdt. (3.14)
Qa 0 ox Qq oz

2) En intégrant sur Q, 5 = Qa5 = (o, 8) x (0,7), on trouve :

/ Lu.Musdxdt
Qu

ou | Ou
oul| 0 ou
_/Qaﬁ |:(2 — O[) E} a—x <&($,t)a—x) d.fdt

- /Q y [(2 —q) g—ﬂ fdzdt. (3.15)

En utilisant une intégration par parties dans (3.15), et en tenant compte les conditions aux

limites dans (PR), on obtient

ou| Ou
/Q&,ﬁ |:(2 — Oé) E:| Ed&?dt

_ /Q ) (%)2 dudt, (3.16)
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_ /Q ) {(2 — ) %} a% (a(x,t)%) ddt

- [ (e-wanen % en)w
[ (e-o a<a,t>% (1) 2—7: (0.1)) a

/Qaﬁ (2 - a) aagt ) (%) dudt.

En utilisant I'inégalité de Cauchy, on trouve

/ﬂ y {(2 — Q) g“} fdadt

9 1 ou\>
< 2 frdzdt + - — | dxdt.
Qa,ﬂ 2 Qa,B (975

En substituant (3.16) — (3.18) dans (3.15) et selon les conditions (H), on obtient

LR
—/OT <(2—a)a(5,t)a )dt
)

—l—/ ((2 —a)ala, t)a dt
0 Ox
B
2/ dexdthcl/ (8—90) dx
Qo p a (9x
2
Qap 833

IA

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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3) En intégrant sur 7 = Q5 = (8,1) x (0,7), on trouve
/ Lu.Mugdzdt
Qs
_ /Qﬁ ((2_a+5—x)%—/;%dg) %dwdt
_/Q6 <<2_a+5_x)%_/;%d ) (% @@,t)%) dwdt
_ /QB ((2 —a+p—1) % - /: %dg) fddt. (3.20)

En utilisant une intégration par parties dans (3.20), et en tenant compte des conditions aux

limites dans (PR), on obtient

ou L ou ou
9 _ _ )22 el 2
/Qﬁ {( a+pf—x) 5 /w T df] T dxdt

o\’ 17/ [fou, \°
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0 0 0 ou
2—a+p—x) 8_1;_/:5 y 5}8—< (a:t)a )da:dt

£
[feon] 59
(

3w

+ 2 — ) (B t) — (ﬁ,t)) dt
2
2-—a+p—2)a(x ,t)%aaxatdxdt

3w

3
/\/\

a(B.1) 92 (8.1 /6 @df)

@—amwiggwwgﬁﬂw)w

+

_l’_

+3472—a+5—@<xﬂ(&“%”)zx
e (57)
—% /Q B 2-a+pf—u) (i’t) (—) dadt. (3.22)

En utilisant I'inégalité de Cauchy, on trouve

ou 8u
1 ou\ >

z 0\ 2 1 ou
L / L

A la lumiere de Pinégalité :

/QB (//3 / )2 dedt < 4 /% (1 —2)* fdudt,
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on obtient

ou ou
/Qa {(2-%5—9@)5—/96 & 5} fdudt

ou\ >

1
< 8 fidxdt+ = / (—) dxdt?. (3.23)
0, ot

En substituant (3.21) — (3.23) dans (3.20), on aura

feeron 8 1 ([ 39
%/Bl(z—aw—x)a(x,r) (%)2@6

- [ (w05 o / @dg)

+/0T ((2—a>a</3,> 6.0 5 5.0
+%/51(2—a+6—$)a(x,0) (g—i>2dm

1 da(z,t) (Ou\”
| - _ ) Y (oY .
+2/Qg( R (356) et

Puis, en utilisant I'inégalité de Cauchy et selon les conditions (H), on obtient
2 T 1 2
L) 1 (] )
2 Jo, \ Ot 2 Jo 5 Ot
1 2
_0/ (8u(m,7)> s
u L ou
t —d¢ ) dt
(atrnge @ [ Gre)
) a(B,

o
[ (e-@aendten S o) a
)

1 2 2
fPdxdt + cl/ <g—i> dx + 02/ (%) dxdt. (3.24)
B Qg

o8
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Par l’addition des inégalités (3.14), (3.19) et (3.24), en selon les conditions de (PR), il vient
2 1 2
1 / NN gpgr+ @ (2D,
1790\ 2 u\ 2
< 8/ dedeH—cl/ <—(P> d$+02/ (—“) ddt,
Q o \Ox o \ Ox
en vertu du Lemme 1 dans [22], on trouve
2 1 2
/ (%) dudt + / <—a“ (”3’7)) du
Q ot 0 ox
1 2
< ¢ (/ f2dxdt+/ ((9_(,0) dx) : (3.25)
Q 0 ox

max (cq, 8)

ou

c3 = exp (c2T) .

; lc_o)
m1n(2, 2

Comme le coté droit de (3.25) est indépendant de 7, on passe au supremum du coté gauche par

rapport & 7 sur l'intervalle [0, 7], on obtient I'inégalité désirée, ou ¢ = (03)% .

Proposition 3.1 L’opérateur L de B dans F' est fermable.

La démonstration de la proposition est analogue a celle de la proposition 2.1 du chapitre 2.

Soit L la fermeture de L, et D (f) le domaine de définition de L.

Définition 3.1 La solution de [’équation

est dite solution forte du probléme (PR) .

Théoréme 3.1 est valide pour une solution forte, c’est & dire on a I'inégalité

lullz <c HZUHF, Yu € D(L). (3.26)

Par conséquent, cette inégalité entraine les corollaires suivants :
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Corollaire 3.1 L’ensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est égale a la fermeture R(L) de

R(L).

Corollaire 3.2 Une solution du probléme (3.1) — (3.4) est unique, si elle existe et dépend conti-

nament de F € F.

3.4 Solvabilité du probléme

Pour montrer 'existence de solutions, on prouve que R(L) est dense dans F' pour tout u € B

et pour tout arbitraire F = (f, ) € F.

Théoréme 3.2 Supposons que les conditions du théoréme 3.1 ainsi que la condition (H) sont

satisfaites. Alors, le probléeme (3.1) — (3.4) admet une solution forte unique u = I 'F.

Preuve Premiérement, on montre que R(L) est dense dans F' pour le cas particulier ou
D (L) = B est réduit & Dy (L), ou Do (L) = {u, u € D (L) : fu = 0}. Dans ce but, on démontre

la proposition suivante : m

Proposition 3.2 Soit les conditions du théoréme 3.2 satisfaites. Si, pour w € L? () et pour
toute u € Dy (L), on a
/ Lu - wdzdt = 0, (3.27)
Q

alors w s’annule presque partout dans Q.

Preuve Le produit scalaire de F' est défini par

Lo Owo
(Lu,w) —/Qﬁu-wdxdt—i—/o (%) (8_x> dx. (3.28)

L’égalité (3.27) peut s’écrit comme suit :

ou 0 ou
— - wdzdt = /Q p (a(x,t)a—x) - wdzdt. (3.29)

60



Chapitre 3. Probléme mixte avec une condition intégrale & deux bornes variables
et une condition périodique pour une classe d’équations paraboliques

On met
z(x,t), si tel0,T
w(o.t) = (1) 0,71 |
0, si t=0
d’apres (3.29), on a l'égalité
0z 0 0z
—wdzdt = | — t)=— | - wdzdt. .
i 5o /an (a(a:, >@x> wdx (3.30)

Au cours de Iétablissement de la fonction w, et a partir de I’égalité (3.30), on la donne en terme

de la fonction z comme suit :

o= (@0 %+ [T Bd)M  0<z<a

w= ws = ((2— ) %) e a<z<f (3.31)

wgz((2—a+ﬁ—x)%—f;%d£>ekt p<r<1

ou k est une constante négative avec kcy + co < 0, et z, %, 8% (a%) € L? (), aussi z satisfait
aux mémes conditions que la fonction u dans (PR).

Remplagant w dans (3.30) par sa représentation (3.31) et par lintégration par parties de
chaque terme dans (3.30) avec l'utilisation des conditions de la fonction z, on aura :

1) sur le domaine 2, = (0,«) x (0,7), on a

0z 0 0z
/Q a Sywidvdt = /Q e (a(x,t)%> - widxdt, (3.32)
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Par I'intégration par parties de chaque terme de (3.32) par rapport a z et ¢, et en employant les

conditions de la fonction z, il donne

donc, on trouve

/Qa % (a(a:,t)%) ((2 — ) % + /Ox %dﬁ) et dadt

[ ((/ i) oo EE

0z 0%z
kt 2 o il
/Q a( x)a ERen dxdt

i (2—a) ekt—az gj t>a (o, t) azéi’ t>> dt

/0 ((/0 )a(a,t)ekt%> dt

—%/ (2 — 2)ea (2, 1) <§—;)2

0 0z 0z T 0z it
/Qa py (a(x,t) %) ((2—x)a+/0 Ed{) e dxdt

0
T w07 (a, t) 0z (a, t)
((2 —a)e 5 ¢ (a, t) 5 ) dt

t T

[ (] o)
1 /OO‘ (2 — 2)a (z,T) (%)2%

(3.33)
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et

/ <%> widzdt (3.34)
Qo
/ % ((2 — ) % +/ %df) e dadt

Qa 0

9z\” 1 /[ * 0z 2
— kt(o _ = t _/ kt / — t.
/ae ( m)<8t> dxd +2 Oe <0 atdf d

2) Dans le domaine Q, 3 = (o, ) x (0,7), on a

0z 0 0z
/Qa’ﬁ Ea&d:ﬂdt = /QQ’B O <a(93at)%) wadzdt. (3.35)

Utilisons encore une fois une intégration par parties de chaque terme dans (3.35) par rapport a

x et t, et selon les conditions de la fonction z, il donne

/Q ) % (a (2,1) %) (((2 —a) %) ekt) dadt
_ /0 ((2 _ o) eta(, )& éf’ J 8zé§’ t)) dt
_ /O ((2 — a) éMa(a, t)azéz’ t) 9z (@i t)) dt
[ e—ata@nZ O v
/Qaﬁ Oz 001
_ /0 ((2 _ o) eta(B, )% gj’ J 8zéi’ t)) dt

- /O ' ((2 ~ o) eMa(a, t)azéi’ t) 92 g;"t)) dt

A e (Z)]

dx
1 ok Oa (x,t) 9z\°
+3 /Qaﬁ (2—ae (k:a (x,t) + T e dxdt,

t=0
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donc, on trouve

a,B

L) (o)
-

-G
/T( t)azéz,t) 82(3(;7t))dt
_% (2~ a)e*a (2, T) (%)20@

1 da(z,t)\ [02\°
+3 /aﬁ (2—ae (ka (x,t) + T) (8_:(:) dxdt,
et

0z
—wadxdt
/QM ot 2

= / e"(2 — a) (%>2 dxdt
Qs ot '

3) Dans le domaine Q3 = (5,1) x (0,7), on a

—Lugdzrdt / 9 (a(x,t)%> wadzdt.
s 0 q; 0% ox

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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Aussi, une autre intégration par parties de chaque terme dans (3.38) par rapport a = et t, aux

conditions de la fonction z, il vient

donc, on obtient

0 0z 0z Loz Kt
L& o) (oern- - ) )

T 0z 'Oz Kt
/0 (a(ﬁ,t)a—x(ﬁ,t) /ﬁ adg>e dt

[ (2—04)@(5,15)%(/3,75)%(5,0 ertdt
0 O ot

0z 0%z
_/ma(x,t)(Z—a—f—ﬁ—x)%axat dxdt

[ (w0 6 [ Gte) ea
_ /0 ((2 — ) a(ﬂ,t)g—; (B,1) % (ﬁﬁ) K g

e 02\~
—5/,8 (2—a+ B —x)eMa(x,t) (a—;)

dz
t=0

1 B Lk da(x,t)\ (02

+2/§25(2 a+ 8 —x)e <k’a(m,t)+ 5 5 dzxdt,

0 0z 0z Loz .
/Qﬁ% (a(:z:,t)a—x) (((2—a+ﬁ—x)a—/x Ed£> ek)dxdt

T 0z L0z k
/U (a(ﬁ,t)%(ﬁ,t)/ﬁ Ed§> et dt

_/OT ((2_a) a(ﬂ,t)%(ﬁat) % (ﬁ,t)) oty
8

_%/a (2—a+8—2)a(z,T) (%)Qda’
% /95(2 —a+f— )t (ka (a,1) + a“gi’ t>> (%)2 dxd, (3.39)

65
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et

0z
02\ 1 [7 19z 2
— kt 9 _ o hiad o _/ kt / hded )
/Qﬂe 2—a+p a:)(at) dxdt 2, e (5 atdﬁ) dt

En combinant les inégalités (3.33), (3.34) et (3.36), (3.37) et (3.39), (3.40) dans (3.30), on parvient

92\°
ket
/Qe (5t) ot
I 9z (z,T)\>
< _Z kT el Sed Bl
< 2/0 e a(:B,T)( o ) dx

42 / M (keo + ca) 9z 2d dt
9 Qe Co Co o i
0, (3.41)

au résultat suivant

<

ceci implique que z = 0 sur €2, donc w = 0 sur €2. Cela prouve la proposition 3.2. =

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 3.2, on a déja noté qu’il suffit de
prouver que ’ensemble R(L) est dense dans F.

Supposons que : pour W = (w,wq) € R(L)*+, et Yu € D(L) = B, alors W vérifie 'égalité

suivante :
(Lu,w)p (3.42)
L /ot Owy
= /Qﬁu-wdmdt—i—/o <(9_x> (%> dz
= 0.

Ensuite, on doit prouver que W = 0. Mettons u € Dy(L) dans (3.42), on obtient

/ Lu-wdxdt =0, ue Dy(L).
Q
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En vertu de la proposition 3.2, on déduit que w = 0. Donc (3.42) prend la forme suivante :

/01 (%i;) (%) de =0, ueD(L) (3.43)

Comme ’ensemble des valeurs de l'opérateur ¢ est partout dense dans ’espace de Hilbert F' avec

(L1

I'égalité (3.43) implique que wy = 0, alors W = 0 donne <R(L) =F ) Ce qui acheve la démons-

la norme

tration du théoréme 3.2.
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Chapitre 4

Existence et unicité d’une solution d’un
probléme mixte pour une équation
parabolique fractionnaire avec une

condition intégrale

4.1 Introduction

Les équations différentielles fractionnaires sont obtenues en généralisant les équations diffé-
rentielles & un ordre arbitraire, elles jouent un roéle crucial dans 'ingénierie, la physique et les
mathématiques appliquées. Des phénomeénes complexes peuvent étre modélisés en utilisant ces
équations.

De ce fait, on peut trouver de nombreuses applications dans I’étude de la viscoélasticité,
I’électrochimie, traitement du signal, théorie du controle, milieux poreux, mécanique des fluides,
la rhéologie, le transport par diffusion, les réseaux électriques, la théorie électromagnétique et de
nombreux autres processus physiques [110 — 114]. Récemment, il ya eu un développement signifi-
catif dans le domaine des équations fractionnaires aux dérivées partielles; voir les monographies
de Kilbas et al. [115] et dans les papiers [116 — 129].

La théorie de 'existence et 1'unicité des solutions des problémes aux limites et aux valeurs
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initiales pour les équations différentielles fractionnaires est largement étudiée par de nombreux
auteurs, voir par exemple [117 — 120, 130, 132 — 133].

Quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution d’équations aux dérivées partielles
fractionnaires ont été obtenus en utilisant le fameux théoréme de Lax-Milgram et le théoréme
du point fixe. Parmi eux, on cite les papiers [130, 134, 135].

La formulation variationnelle convenable est le point de départ de nombreuses méthodes
numériques, telles que les méthodes des éléments finis et les méthodes spectrales. L’existence et
I'unicité de la solution variationnelle sont donc essentielles pour que ces méthodes soient efficaces.

La construction de la formulation variationnelle dépend fortement du choix des espaces et des
normes appropriées, ce que nous a motivé pour faire étendre et généraliser I’étude des problémes
des EDP avec condition intégrale a I’étude des EDP fractionnaires avec une condition intégrale.
C’est ainsi pour développer les travaux sur les problémes classiques des EDP fractionnaires a
I’étude des problémes non standards.

L’objectif de ce chapitre est d’élargir I'application de la méthode des inégalités d’énergie
pour aboutir & 'existence et 1'unicité de la solution dans des espaces fonctionnels de Sobolev
pondérés "avec poids" pour une classe de problémes aux limites et aux valeurs initiales avec
une condition intégrale pour une classe des EDP "paraboliques" fractionnaires qui incluent une

dérivée fractionnaire de Caputo, discutée dans T-E. Oussaeif, A. Bouziani [139].

4.2 Position du probléme

Pour tout entier positif 0 < o < 1, la dérivée de Caputo et de Riemann Liouville sont
respectivement définies comme suit :

(1) Dérivée au sens de Caputo a gauche

- o 1 You(z,T) 1
Cofu (x,t) := (=0 /0 o (- T)UdT. (4.1)

(77) Dérivée au sens de Riemann-Liouville & gauche

R oo o 1 o [t u(x,T)
0O u (x,t) == 1‘(1——0)5/0 mdr. (4.2)
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D’apres (1.7), on trouve

u (z,0)

R Ao _ Cqo
0O u (x,t) = Oatu<x’t)+1"(1—a)t0'

(4.3)

Dans le domaine 2 = (0,1) x (0,7), T" < oo, on considére I’équation aux dérivées partielles

fractionnaire de type parabolique suivante :

Lv= §0v(x,t)— = (a (x,1) @> = F(z,1), (4.4)

avec la condition initiale

lu=v(z,0)=¢(z), xe€(0,1), (4.5)

la condition au bord de type Neumann

(0, t) =u (t) ) (46)

et la condition intégrale

/lv(x,t)dx:m(t), te (0,7, (4.7)

ou F', ¢, u et m sont des fonctions données.

On suppose que la fonction ¢ vérifie les conditions de compatibilité (4.6) et (4.7), i.e.

de(0)
dx —H

m»l¢mmzm@.

Etant donné que les conditions aux limites sont non homogenes, il est commode de les ramener

a des conditions homogeénes. On construit la fonction

Ulnt) =z (1 - ;az) 1 (1) + 32%m (8),

en introduisant une nouvelle fonction inconnue v définie par

v(z,t) =v(x,t) —U(z,t).
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Alors, cette transformation nous permet de formuler le probleme (4.4) — (4.7) & :

Lo = §07% (x,t) — % <a (2,1) %) = F(z,t) — LU = F(x,1), (4.8)
0 =v(x,0)=¢(x) — U =¢(z), z€(0,1), (4.9)
o
5.(0:1) =0, (4.10)
/15(x,t>dx:o, te (0,T), (4.11)

ol ¢ satisfait aux conditions de compatibilité (4.10) et (4.11).
Encore une fois, on introduit une nouvelle fonction u (z,t) = v (x,t) — ¢ (z), et & Paide de

(4.3) le probléeme (4, 8) — (4,11) devient sous la forme :

Lu= Bo7u(x,t)— aﬁ (a (z,1) %) = F(z,t) + aﬁ (a (2.1) 27 <x)> = f(z,t),  (4.12)

T i

lu=u(z,0)=0, x€(0,1), (4.13)
ou
(0.1) =0, (4.14)
/1u(:c,t)dx:0, te(0,7). (4.15)

4.3 Estimation a priori et 'unicité de la solution

Dans ce chapitre on étudie un probléeme mixte lié & une équation parabolique fractionnaire
du second ordre, mariant une condition classique de type Neumann et une condition intégrale.
On démontre 'existence et 'unicité de la solution dans un espace fonctionnel fractionnaire de
Sobolev.

Cette étude menée principalement a l’aide de la méthode des inégalités d’énergie.

Ainsi, pour étudier le probléme posé, nous introduisons les espaces fonctionnels nécessaires.
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On peut rameéne le probléme (4.12) — (4.15) a ’équation opérationnelle suivante :
Lu = f. (4.16)

ou L = (L,0), avec le domaine de définition D (L) constitué de fonctions u € Ly (0,7, Ly (0,1)) :=
L% (Q) telles que {0u, uy, uze € L*(Q) et u satisfait la condition (4.15); lopérateur L est
considéré de E dans L? (2), ou E est I'espace de Banach des fonctions (il peut étre vérifié en

utilisant le lemme 1.4) constitué de tous les éléments u(z,t) ayant la norme finie

2 2
Jully = 15

et L? () est I'espace de Hilbert constitué de tous les éléments f.

Théoréme 4.1 Si a(z,t) — %a2gi§’t) — 5 >0, oue << 1. Alors, pour toute fonction u € E, on

a ’estimation a priori

[ull g < gl Lull 2o (4.17)

ol q est une constante positive indépendante de u.

Preuve Multiplions scalairement I’équation (4.12) par le suivant Mu :

Mu—/; </ju(n,t>dn) e

puis en intégrant sur le sous-domaine Q7 = (0,1) x (0,7), ou 0 < 7 < 7', on obtient

Lu - Mu dxdt
QT

_ / gfagu(x,t)-(/: (/Osu(n,t)dn>d§>dmdt
_/T %@@,t)%) . (/1 </0§u(n,t)dn) dg) ddt
=/ (1) (/ml (/jU(??,t)d??) df) dadt. (4.18)
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Par U'intégration par parties de la premiére intégrale du coté gauche de 1'égalité (4.18), on trouve

/T 0 O u(2,1) (/1 (/OSU(n,t)dn) d§) dxdt
= / [5‘6’;’ </0Iu(§,t)d§)} . (/Oxu(g,t)df) dudt,

par Papplication du lemme 2.8 [130, formule (2.21a)], on trouve

/T 007w (z,1) - (/: (/OEU(n,t)dn) df) dxdt
/T [é"“af (/:u(f,t)df)} : (/Oxu(i,t)dg) drdt
= / (Rag /Oxu(é,t)dé) : (faTg /ju(f,t)dg‘) ddt.

On peut réécrire la formule précédente comme suit :

/QT Jo7u (x,t) - </x1 (/Ogu(n,t)dn) d§> dxdt
= /QT<0R g/ (ét)df) < /m (€, )df)da:dt
:<§3 u (€, t) de, 8/ gtd§> o

[

’ﬂm\q

%mu)|2

B C

T

l

En vertu du lemme 2.6 [130] et & partir du lemme 2.4 [131], on peut conclure que les semi-normes

g g
des espaces H? et "HZ? sont équivalentes, alors on obtient
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Alors, on trouve

/T RoFu(x,1) - (/1 (/Ogu(n,t) dn) dg) ddt

= @l

=~ ||f9f (S.u)

Ly ()

— / T (Reﬁ /0 Cu (£,1) d§)2 dzdt. (4.19)

Utilisant une intégration par parties sur la deuxiéme intégrale du coté gauche de 1'égalité (4.18)

en tenant compte des conditions (4.13) — (4.15), on obtient

_/m a%(a(x,t)%) . </1 (/Ogu(n,t)dn> d§> dudt
_ _/OT (/1 (/Ogu(n,t)dn> d§> (a(w,t)%) :)
—/Ta(x,t)%(/oxu(ﬁ,t)dﬁ) dadt
_ _/OT /:u(f,t)df) (a(z,t) u (z,1))
o
/

dt

r=1

dt

=0

+

Hy

w(z,t) (/ u (€, t)dg) drdt + Wa(:v,t) (u (1)) dedt

(oo
< £.1)d ) dadt

a(w,t) (u(x, 1))’ dedt

= / a(x,t) (u(z,t))? dedt — %/Q % (/Ozu(ﬁ,t) dg)zdxdt. (4.20)

En intégrant par parties et en appliquant ’e-inégalité de Cauchy sur le c6té droit de I'égalité

| —
Q’I

\MI»—t
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(4.18), on aura

[ ([ ([ wontin) ac) avae
- _/OT (/ (/05“(””5””) d€> ( / xf(&t)df)
f

T 2 1 . )
T< i U(fat)d§> d:cdt—i—z—g . (/0 f(f,t)df) dxdt

/ (u(x,t)* dadt + QL (f (z,1))? dadt. (4.21)

T £ QT

r=1

dt

=0

N

N
(CTRORN RN

Substituons (4.19) — (4.21) en (4.18), on trouve

/T (ifat (/Owu@,t) d§)>2dmdt+/ma(x7t) (1)) dvdt

9 2 1 2
§/T (u(z,t))” dedt + % . (f (x,t))" dxdt

1 [ 02 @ 2
+§/ma_:;</o u(g,t)d§> ddt

1 a2a £ 2 1 2
< _ — —
< /QT (28272 + 2) (u(z,t))” dedt + 2 /.. (f (z, 1)) dedt,

ol

N

2 . .
comme a (x,t) — %% — 5 >0, il vient

[ (ve ([ wten d&))dedt

4 (a (2,1) — %% _ g) / (u (z,0))? dedt

1 2
o | et dudt (4.22)

a partir de (1.10), on a

/T </0mu(€,t) d§>2dxdt< %/ﬂ (u (z, 1)) dedt,
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Donc, (4.22) devient

/( a}( 5t)d§>>2dxdt
+2(a 282822 )—3)[ (/Owu(g,t)dgfdxdt
2_15/ )? dzdt.

Alors, on trouve

[ (50 ([ wicrae) s [ ([ atene) s

<o [ (F@0)dua, (4.23)

ou
1

Comme la partie droite de (4.23) est indépendante de 7, passant au supremum du coté gauche

par rapport a 7 sur l'intervalle [0; 7], on obtient I'inégalité désirée, ou ¢ = (ql)% .

q1 =

Proposition 4.1 L’opérateur L de E dans L? () est fermable.

Théoréme 4.1 est valide pour une solution forte, c.-a-d que ’on peut prolonger a I'inégalité
lullp < q||Zul|pq) »  VYue€ D). (4.24)

Par conséquent, on obtient les corollaires suivants :

Corollaire 4.1 Une solution du probléme (4.12) — (4.15) est unique, si elle existe, et dépend
contindment de F € L* (Q).

Corollaire 4.2 L’ensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est égale a la fermeture R(L) de
R(L).
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4.4 Existence de la solution

Pour montrer I'existence de la solution, on fait la preuve que R(L) est dense dans L? () pour

tout u € E et pour tout arbitraire f € L? ().

Théoréme 4.2 Si les conditions du théoréme 4.1 sont satisfaites. Donc pour chaque w € L? (Q)

etu€e F, stona

/ Lu - wdxdt =0, (4.25)
Q

alors w s’annule presque partout dans 2, ce qui implique que le probléme (4.12) — (4.15) admette

une solution forte unique u = zflf.

Preuve Le produit scalaire de L? (2) est défini par

(L, w) 20y = / Lu - wdzdt,
Q

On peut reformuler I’égalité (4.25) comme suit :

R 0 ou
o . f— —_— —_— .
/Q 00fu (z,t) - wdzdt / P (a (x,t) &r) wdzdt. (4.26)

o 0T
Pour assurer que ¥07u (z,t) = §07u (x,t), on met

u(z,t) =S (2 (z,7)) = /0 z (z,7)dT,

9z’ Oz oz
A partir de (4.26), on obtient I'égalité

ot z, & 2 (aw>, Rogz € L? (Q) et z satisfait aux mémes conditions (4.13) — (4.15).

/Q 5o (3¢ (2 (2,7))) - wdwdt = / % <a (x,t) W) wdzdt. (4.27)

Q
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Maintenant, on est en train de déterminer la fonction w en se servant de 1'égalité (4.27), on donne

w en fonction de z comme suit :
1 3
W= / (/ (S (z(n,7)dr)) dn) dg. (4.28)
x 0

Remplacant w dans (4.27) par sa représentation (4.28); et suite & une intégration par parties

Donc, w € L* (Q).

de chaque terme dans (4.27) en tenant compte des conditions de la fonction z, on aura

/ é%af (S¢ (2 (x,7))) - wdadt
Q

/ﬂ ((If of ( /Om S, (= (€,7) dr) dg))2dxdt, (4.29)

I

et

GW> (/1 </0é (St (z(n,7) dr)) dn) d§> dudt
([ i) ) (2
+/Q <a8%8t952) ((/0 (31 (z(& ) dr)) d&)) dadt

dt

_ OT (a /Ox (St (2 (&,7) dT))dg) (3¢ (2)) :i:

(
_/Qa_i(%t (2)) (/O 3, (z)> d:cdt—/ga(%t (2))? dudt

=1
1 Jda . 2 1 [ 0% . 2
= —5/0 _-’17(/0 \st(z)> dt+§/ﬂﬁ</o \st(z)) dxdt

xT

= % / % ( /0 ' S (2 (€,7) dr) dg)dedt— /Q a(x,t) (S (2)) dedt. (4.30)
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En combinant (4.29) et (4.30), on obtient

/g (58{5 (/0”” St (2 (& 7)dr) d§> > ot

_ 1 /Q &a ( /0 'S, (= (6, 7) dr) df)Qda:dt— /Q a(2.1) (S0 (=) dudt,  (4.31)

estimons le coté droit de (4.31), il se cede

L (2 (€,7)dr) df))Qdmdt
= 1/9@ (/0 Sy (2 (€,7)dr) df)dedt—/Qa(x,t) (S (2))” dxdt
< /QF@—a(x,t)} (2 (€, 7) dr)” ddt.

S~
N
Sy
Q

(SIS
VR
ﬁ

%9

Quand a (z,t) — %% — 5 >0, il parvient

/Q (égatg (/0”” St (2 (& 7)dr) d£)>2dxdt

< /Q [Eﬁ—a(x,t)] (S (€,7) dr)? dudt

ceci implique que z = 0 sur €, il s’ensuit que w = 0 sur €. Ce qui achéve la démonstration du

théoréme 2. m
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Chapitre 5

Existence et unicité d’une solution
faible d’un probléme mixte pour une
équation hyperbolique non linéaire avec

une condition intégrale

5.1 Introduction

Dans [96], Bouziani a traité I’existence, 'unicité et la dépendance continue par rapport aux
données de la solution forte pour un probléme mixte combinant une condition de Neumann avec
une condition intégrale pour une équation de viscosité. Ceci m’a motivé pour étudier dans T-E.
Oussaeif, A. Bouziani [137] un tel probléme non local mixte pour une équation hyperbolique non
linéaire dont le terme non linéaire f(z,t,u,u,) est ajouté au coté droit de I’équation étudiée avec

une condition de type intégrale (1).
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une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

5.2 Formulation du probléme non linéaire

Dans le domaine Q = {(z,t) e R?:a <2 <3, 0<t<T}oua,B > 0,T > 0, on considére

le probléme de 'inconnue 6(z,t), (z,t) € Q :

920 9 o0 92 o0 o9
=5 o (“("”’” a_) " did (b(m’” %) * @8 =hinh65.)

A T’équation (5.1), on associe les conditions initiales :

610 = 0(%,0) = @(J]), 2SS (057 )7
_00(x,0)
£20 - 8t - \I]<$)7 LS (a7/6)7

la condition au bord de type Neumann :

00(a, t)
= p(t t T
ax M( )7 e (07 )7
et la condition intégrale
B
/ O(z,t)dx = E(t), te(0,7),

ou ®, W, u, E a,b, ceth sont des fonctions données.
Conditions C(1). Pour tout (x,t) € ), on suppose que :

da(x,t da(x,t

co < a(x,t) < 017% < ¢, a(z, 1)

Ob(x,t) - ob(z,t) < 0%b(x,t) < 0%b(x,t)
= Tot ST T o =% T o =9 hor

< s, cq < D(w,t) < s,

Ce

Conditions C(2). Pour tout (z,t) € Q, on suppose que :

D?a(x,t) . 0?b(x,t) . 03b(x, t) .
drot — " oa2  — Y oworz — W

Dans les conditions C(1), C(2) et dans le reste du chapitre, on suppose que ¢;, i = 0, ..., 18 sont

des constantes positives.
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Conditions C(3). Les fonctions ®(z) et W(x) vérifient les conditions de compatibilités sui-

vantes :

B B
= u(0), / ®(z)dx = E(0), = 1'(0), / U(x)dx = E'(0).

Il est commode de ramener les conditions aux limites non homogeénes a des conditions homogenes,

en introduisant une nouvelle fonction inconnue u définie par :
u(z,t) =0(x,t) + K(z,t),

ou

Ko t) = 2= {(3:1; —a—28)ult) — ME(t)} .

23— a) (5~ a)?
On peut vérifier facilement que la fonction K(x,t) satisfait aux conditions (5.3), (5.4). Cette

transformation nous emmeéne a I’étude du probléme suivant :

Pu 0 ou BE ou du
o= G = 5z (005 ) = gy (05 ) et = Sat 3. 65)

bu = u(z,0) = p(x), (5.6)
_ Ou(x,0)
lu = T = x(z),
du(a,t)
=0, (5.7)

B
/ u(z, t)dx = 0. (5.8)

ou 00
f(x7t7uaa_x) - h(x7t7078_x>+£K(x7t)7

olx) = ®(x)+ 0K,

—~~

x(x) = V(z)+ LK.
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De les conditions C(3), on obtient les conditions de compatibilité suivantes :

o B »( A
dﬁi)z()’ /a p(z)dz =0, ds{ )ZO,/Q%(x)dl“:O-

Ainsi, au lieu de rechercher la solution # du probleme (5.1) — (5.4), on établit l'existence et
I'unicité de la solution u du probléme (5.5) — (5.8). La solution # sera tout simplement donnée
par :

O(x,t) = u(z,t) — K(z,t).

On doit assumer qu’il existe une constante positive k telle que :

|f(z, t,ug,v1) — fa,t ug,ve)| < k(Jup —us| + |v1 —v2]), (z,t) € Q. (Hy)

5.3 L’inégalité d’énergie et ses conséquences pour le pro-
bléme linéaire

Commencons par ’étude du probléme linéaire associé ; précisément on considére 1’équation :

Pu 0 ou 0? ou
Lu=%3r " o (“(‘”’” %) " Btx (%,t@) +e(w tyu = f(z,1), (5.9)

avec les conditions (5.6) — (5.8).
La solution du probléme (5.9),(5.6) — (5.8) peut étre considérée comme une solution du

probléme sous forme opérationnelle

Lu = (f, ¢, ),

ou L = (L,0,05) est considéré de B dans F', ou B est I'espace de Banach des fonctions J,u €

L*(Q), ou Syu = f;u(f, .)d€, dont la norme :
2
C(0,T;L2 (v, 3)) }

Jull = {]

[NIES

2

Ju
ot

ou
[
St

2
+ ||U||c(o,T;L2(a,ﬁ)) T ‘
L2(Q)
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est finie, et F est I'espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f, ¢, ) dont la norme :

=

2 2 2 2
2l = {1913y + 190 + 1905220}

est finie aussi.

Le domaine D(L) de 'opérateur L est I'ensemble de toutes les fonctions u telles que S,u €

L(Q), 3,2, 3,28 3,24 ¢ [2(Q) et u vérifie (5.7) ainsi que (5.8).

Théoréme 5.1 Soient les conditions C(1) satisfaites, alors on a l’estimation
lullp < CllLull g, (5.10)

ot C est une constante positive indépendante de u, uw € D(L).

Preuve Appliquant 'opérateur 3, a I’équation (5.9) en tenant compte de la condition (5.7),

et en multipliant I’équation obtenue par 2%1%; puis lintégrant sur Q™ := (a, ) x (0,7), ou

0 <7 <T, on trouve

ou . Ou
/ o \fm—dxdt ) / a0 S dedr (5.11)
0 ou N ~ Ou
_ 8_ ( > \sxa—dxdt + 2/T 3, (cu) \sfcadxdt

/ f Ss —dxdt

Par l'intégration par parties des trois premiéres intégrales dans le coté gauche de (5.11), on
Pu . 0 SN ? g
Z/T %””a_g %za—?dxdt = /a (%z%) dx — /a (S,2)? du, (5.12)

B B
—2/ a%\sx%daﬁdt = /a(a:,T)u?(x,T)dx—/ a(x,0)p*dr (5.13)

da ou
—/T Eu dxdt + 2/T %Udmadl’dt

obtient
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9 (,0u au

ou\? ob(z,T) 4
= 2/Tb(a) dxdt—i—/a Eraml (x,7)dx

P ob(x,0) %
— /Oé TR pedr — o 9 u“dxdt
ob Ou  du 9%b ou

2 [ LG g 42 % gdt.
il T T Tl M TRy T

En substituant (5.12) — (5.14) dans (5.11), on aura

2/ b Ou 2d dt (5.15)
S\ ) '
A ob\ o Ou(é,7) 2
—l—/a {(a+a>u (x,7) + <\S$T> dx
B
= 2/ Sef %x%d:cdt + / {(a(x, 0)+ %) >+ (%z%)2} dx
da  I*b\ , da 0%\ . Ou
—i—/QT ({% 8752) dzdt — Z/QT <% + 8$8t> u\sxadxdt

0b (9u ou

ou
- S, Wdzdt —2 [ S ) Sy e dadt.
o 0z Ot " Ot / Sl u) Sergyde

L’estimation de la premiére et la troisiéme intégrale dans la partie droite de (5.15), en appliquant
les inégalités élémentaires, donne :

2/ %If%x%dxdtﬁ/ (gxfﬁdxdt—i—/ (% %) dxdt, (5.16)

9%b ou
2/T (8 (91:875) u\szadxdt (5.17)
8 8217 9
2 {<8_ 8x8t> }u dxdt
+ ( ) dxdt,
o ot
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ob au ou
—2 — 3, — 1

2 2
< 04/ (%) dmdt—{—l <§i) (%z%> dxdt,

—2/ 3, (cu) %x%dxdt (5.19)

(5 - 04)2 2 2 du 2
< 7 & .
5 /Tcu dxdt—l—/T Sy ot dxdt

Donc, par ’emploi des formules (5.16) — (5.19) et les conditions C(1) dans (5.15), on trouve

2

oul)?
ot

ou(&, )
ot

2
0t 1 (o ) By + \ 3,

0 L2(a.B)

2 2 2
< ¢ {/ ||$If||L2(a,,8) dt + ||90||L2(a,5) + ||%96%||L2(o¢76)}
0

/T “ H2 H -
C1g u a + || —=—
0 L(a.8) ot

L2 ()

} dt, (5.20)
(

L2(a,B)
ou
max (1, ¢ + ¢7)
C15 = —
min (cq, ¢o + ¢5, 1)
et

max (cy + ¢ + 2 + 3, 3+ 2 /c4)

Clp =
16 min (cq, co + ¢5,1)

L’élimination de la derniére intégrale sur la partie droite de I'inégalité (5.20) en utilisant le lemme

de Gronwall, donne :

oul)?
ot

du(é,7) "

5 (5.21)

0t 1 (o) Ba +\

0 L2(a,B)

T
2 2 2
< e { / 195 1oyt + 1910y + H%mxuma,ﬁ)} |

L2(a,B)

ou

C17 = C15 €Xp (016T) .
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Comme le coté droit de (5.21) est indépendant de 7, on passe au supremum du coté gauche par
1
rapport a 7 sur 'intervalle [0; 7], alors on obtient I'inégalité désirée (5.10), ou C' = c¢i,. m
On montre que L : B — F avec le domaine D(L) a une fermeture, i.e., la fermeture du

graphe G(L) C B x F de L est un graphe G(L) = G(L) de L, la fermeture de L.
Proposition 5.1 L’opérateur L de B dans F' admet une fermeture.

Preuve Supposant que u,, € D(L) est une suite telle que :

u, — 0 dans B (5.22)
et
Lu, — (f, ¢, ) dans F, (5.23)

il nous faut montrer que f =0, p =0 et ¢ = 0.
De (5.22) on a
u, — 0  dans D'(Q).

n—oo

D’apres la continuité de la dérivation de D’(Q) dans D'(Q), on obtient

Luy, — 0 dans D'(Q). (5.24)
Par ailleurs, il vient de (5.23) que
S, Luy, = Sef dans L*(Q),
alors
Lu, = f dans D'(Q). (5.25)

En vertu de I'unicité de la limite dans D’ (Q), on conclut de (5.24) et (5.25) que f = 0.
De (5.23) on a
bu, — ¢ dans L*(a, B3). (5.26)

n
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D’apres la norme de ’espace B, on trouve

||£1un||L2(o¢,ﬁ) < ||un||B7 Vn,
alors
lu, — 0 dans L*(a, B). (5.27)

De (5.26), (5.27), et en vertu de I'unicité de la limite dans L?*(a, 3), on conclut que ¢ = 0. De

facon analogue, on démontre que » =0. =

Définition 5.1 La solution de [’équation

Lu=(f,¢,),

est dite solution forte du probléme (5.9), (5.6) — (5.8).
L’inégalité (5.10) peut étre prolongée & L.

Corollaire 5.1 Sous les conditions du théoréme 5.1, il existe une constante C' > 0 indépendante
de u telle que

lull, < C||Tu,, Vue D).

Done, la solution forte du probléme (5.9), (5.6) — (5.8) est unique, si elle existe, et dépend conti-
niment de F € F.

Corollaire 5.2 L’ensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est égale a la fermeture R(L) de

R(L).

5.4 L’existence de la solution pour le probléme linéaire

Théoréme 5.2 Soient les conditions C(1) et C(2) satisfaites, alors le probléme (5.9), (5.6) —
(5.8) admet une solution forte unique u = f_l(f, @, ) = L7I(f, ¢, »).
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Preuve Pour prouver que le probléme (5.9), (5.6) — (5.8) admet une solution forte pour tout
arbitraire (f,,s) € F, il suffit de prouver que R(L) est dense dans F, tout d’abord pour le
cas particulier ou L est réduit & Ly = (Lo, {1, 2) avec le domaine Dy(Lg) = Do(L), out Ly est la

partie principale de L, i.e.,

Pu 0 du 0? ou

et Do(L) = {u/u € D(L) : l4u =0 et lyu = 0}. Dans ce but, on démontre la proposition sui-

vante : ®

Proposition 5.2 Sous les conditions du théoréme 5.2. Si, pour S,w € L*(Q) et pour tout u €
Do(L), on a
/ S Lou - Syw drdt = 0, (5.29)
Q

alors w s’annule presque partout dans ().

Preuve On construit la fonction $,w. En utilisant le fait que la relation (5.29) est valable

pour tout u € Dy(L), on peut exprimer §,u dans une forme spécifique, soit :

0, 0<t<s,
Spu = . (1) (5.30)
U
Jo(t = 7)=55"dr, 0<t<s,
avec %x% est une solution de I’équation

(0, )8 = 3 (Suw) = [ Sywdr, (5.31)
ol ¢ est un nombre fixe dans [a, §]. Donc, on a

0*u 9, 0*u
Cx _ opx—1 Cx - _ Cx
Sew = (a(a,t)\sx (9152) % <a(a, )3z (9252) . (5.32)

Les relations (5.30) et (5.31) impliquent que u est dans D,(L), ou Ds(L) est 'ensemble de toutes

les fonctions D(L) sachant que u et % s’annule au voisinage de ¢ < s.
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Si on met s = 0, alors u est dans Dy(L). En substituant (5.28) et (5.32) dans (5.29), on trouve

- /Q S (Zj; ( (0,1)3 ?; )dmdt (5.33)
+/ ag—% ( a(o,t) Jxéhf?)dﬂlt
+/ ;(b%)%( (0,1)3y
Intégrant par parties chaque terme de 1’égalité ci-dessus, on obtient
- /Q S ‘?;‘;( (o, t)%g;) dudt (5.34)
_ %/ja(a,s) (%T,%)zdaﬁ
—%/Q a(o,t) (Sx%)2dxdt,

ou 0

82

du  da 0?u
= /Q <aa+8t > a(o, t)ﬁdmdt

dadu  O%*a o~ 0%u
+/Qs (%E + 8t8xu> a(a,t)\sxwdxdt,
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une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

o [ ou\ 0 ('32u
2 2 2
= / ba(o,t) <gg) da:dt—i—/ %CL(O’,T) (8u(;t,T)> dx
1 [ 0% a2u ?

0% ob ou\?
/QS (ﬁa(a,t) 5 a(o, t)) <E) dxdt
%b ou . O*u

t
o, 9001 )5t g
02 0%u b Ou
+/Q @a(a tu 5 d:cdzH—/s EREY a(o, t)u\sxﬁdzdt

Substituant (5.34) — (5.36) dans (5.33), on aura

/j{“‘; ) (Jaa(f )>2+%a(U,T) (a“gf))?}dx

——dxdt

ou da
aa + ( 8t2) }a o,t) —dxdt
(a2

Pa P (. 0
otor | owor NS5

(5.36)
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En vertu des conditions C(1) et C(2), on obtient

Pu(x, s 2 ou(zx, T 2
7| a(t2 ) ot (815 )
L2(a,,8) L?(e,B)
< Moot @ Sl dt
—Q ey + e —=
S j1etacast s i Segm o
2 oull?
+ {clcg + coc7 + “ + 3+ 40%0} / U dt
2co¢y s ot L2(a8)

20004

2 (c3+ ck '
P D g p i [l ot

En utilisant I'inégalité de Friedricks,

2 2 2
T
0t |l 2o, ” ot e
82
- 618/8 { "0 || 2o H 6)} "

ou

02 02+02
max (M + 3 ci0o + eacr + g+ cf +Acly +y (—1( i+<j) + 2, —|—c%4>)

2cpcq
2
IDJD,< COC5>

et v est la constante de I'inégalité Friedricks.

C18 =

L’inégalité (5.37) est indispensable a la preuve. Pour l'utiliser, on introduit une nouvelle

fonction z définie par la formule

Alors, “af D = 2z, 5) — 2(x, 1), 2420 — (2, 5) et on a

r

oul|?
ot

T
2 2
it < 2/ |2 )22y d + (T = ) 12, 8) 2o
L2(a,B) s
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Par conséquent, (5.37) devient

2 2
2

T 2,112
0
< 2018/ {H%xa—g

Donc, si so > 0 et 1 — 2¢15(T — s) = 1/2, alors (5.38) implique

T
+ |2 (=, S)HiQ(aﬁ) = 4018/ {‘

pour tout s € [T' — s¢, T'] on note 'intégrale sur la partie droite de (5.39) par y(s), alors on trouve

+ (1= 2e18(T — 9)) || 2(2, 8) [ 20, (5.38)

2
+ ||Z(37>t)||L2(a,ﬁ)} dt.
L2(a,3)

2 2
o O%u(z,s)

2
3, N 0“u
ot?

ST

L2(e,8)

+ |yz||iz(aﬁ)} dt.  (5.39)
L2(ev,B)

dy(s)

< eisy(s),

et, par conséquent
d

s (y(s) exp (4ciss)) < 0. (5.40)
Il résulte de (5.40) que y(s) = 0, et donc S,w = 0 presque partout dans Qr_g,. En procédant
dans cette étape pas a pas sur le long de rectangle de coté sy, on montre que I,w = 0, et donc

w = 0 presque partout dans (). =

Lemme 5.1 Sous les conditions de la proposition 5.2, la fonction S,u définie par (5.30) et

(5.31) a des dérivées par rapport at jusqu’au troisiéme ordre appartenant a l'espace L*(Qs), ot

Qs = (o, B) x (s,T).

Preuve Est similaire & la preuve du lemme 1 dans Bouziani [53]. m
Maintenant, passant a la démonstration du théoréme 5.2. Pour cette fin, il suffit de prouver

que R(L) est dense dans F.

On suppose que, pour certain W = (w,wq,ws) € F soit orthogonale & R(Ly), alors

B B
/ S Lou - Spw dadt + / liuwidx + / Sl Sywy dx = 0. (5.41)
Q a a
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Il faut prouver que W = 0. Mettant u € Dy(L) dans (5.41), on obtient
/ S Lou - Spw drdt = 0, u € Do(L).
Q
Alors la proposition 5.2 implique que w = 0. Donc (5.41) prend la forme
B B
/ liuwqdr + / Splou Sywe dr = 0.

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs ¢, et /5 sont indépendants et les ensembles des
valeurs ¢ et {5 sont partout denses dans L?(c, 3). Alors on trouve que w; = 0 et wy = 0. Donc
W =0, ce qui implique que m =F.

Considérons maintenant le cas général. Du fait que R(Lg) est dense dans F', ainsi que L— Ly =
(L — Lo, ¢4, s) sont des fonctions continues de B dans F', on conclut qu’on peut prouver que R(L)
est dense dans F' au moyen de la méthode de continuation le long du paramétre. On ne va pas

décrire 'application de cette méthode car elle est analogue a celle utilisée dans [140]. Cela achéve

la démonstration du théoréme 5.2.
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5.5 Existence et unicité d’une solution faible du probléme

non linéaire

Cette section est consacrée a la preuve de I'existence, I'unicité et la dépendance continue de la
solution par rapport aux données du probléme (5.5) — (5.8). On considére le probléme auxiliaire

suivant avec I’équation homogene :

Pw 0 ow 02 Ow
co = — g (105 ) ~ g (00055 ) +ewow =0, G2
hw = w(z,0)=p(z), (5.43)
_ Ow(x,0)
lw = —5 = (),
ow(a,t)
o =0, (5.44)
B
/ w (x,t) de = 0. (5.45)

Si u est une solution du probléeme (5.5) — (5.8) et w est une solution du probléme (5.42) — (5.45),

puis y = u — w satisfait

9% 0 dy 0? dy - dy
Ly = y(x,0)=0, (5.47)
_ Oy(z,0)
égy = T — 07
dy(a,t)
= 0, (5.48)
B
/ y(z,t)de = 0. (5.49)
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ou G (x, t,y, %) =f (:L‘, t,y + w, gg + aw) Comme la fonction f, la fonction G satisfait aussi la

condition (H;), alors il existe une constante positive k telle que
|G (2,8, w1, 01) = G2, 8, ug,v2)| <K (jun —ug| + | —v2f) - (2,1) € Q. (Ho)

Conformément aux résultats de la section précédente, on déduit que le probléme (5.42) — (5.45)
admet une solution unique qui dépend continiment des conditions initiales (5.44). Par consé-
quent, il reste a résoudre le probléeme (5.46) — (5.49), alors on doit prouver que le probléme
(5.46) — (5.49) a une solution unique faible.

Tout d’abord, on propose le concept de la solution étudiée.

Soit v = v(x,t) n’importe quelle fonction de C1 (Q), Vespace de fonctions v appartenant a

C' (Q) ayant gjgt, % continues dans Q).

On doit calculer I'intégrale fQ G, vdxdt, pour cela on suppose que y, v € Cl (Q), y(z,0) =

0, 2(z,0) = 0,2(2,7) = 0 v(z,T) = 0 et ff y(z,t)dx = ff v(z,t)dz = 0. En utilisant les

conditions sur y et v, on trouve

azyc\ N a2
@\slﬂvdmdt = —/Qv\sx (8t2) dxdt, (5.50)
- /Q % (Mm,t)%) Spvdrdt = /Qva(x,t)%dxdt, (5.51)

0? M\ Oy Ov
_/Qat@x (b(:Lyt)%) Spvdrdt = —/Qb(x,t)%a—dxdt, (5.52)
/ c(x, t)yS,vdedt = / (cy) dxdt, (5.53)
Q
/ GSSpvdadt = / Gdzdt. (5.54)
Q
11 résulte alors de (5.50) — (5.54) que
Aly,v) = —/ v, Gdadt, (5.55)
Q
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ou

2
A(y,v) = —/Qv%ac (%) d:z:dt—k/@ va(m,t)%dxdt—/@b(m,t)%%dmdt—/@v%m (c(z,t)y) dzdt.

Définition 5.2 Une fonction y € L?(0,T; H(«,3)) est dite une solution faible du probléme
(5.46) — (5.49) si (5.48) et (5.55) sont réalisées.

On construit une suite récurrente de la facon suivante :
Commencons par y© = 0, la suite {y(”)}nE  est définie comme suit : étant donné Iélément
n—1)

Y , ensuite pour n = 1,2, ....

On va résoudre le probléme :

2,,(n) (n) 2 (n) (n—1)
0 J - g (a(x,t) ay > - 0 <b($7t)ay—) + C(ﬁat)y(n) =G (x7t7y(n_1)7 ay—) 5

ot? ox oz otox ox oz
(5.56)
y"(x,0) = 0, (5.57)
ot -
Oy™(at) _ 0 (5.58)
ox - '

B

/ y™ (z,t)dx = 0. (5.59)

Le théoréme 5.2 affirme que, pour n fixé, chaque probléme (5.56) — (5.59) a une solution unique

y™ (z,t).

Si on pose Z™(z,t) = y"*V(z,t) — y™(x,t), alors on a le nouveau probléme

2 r7(n) (n) 2 (n)
a@ZtT - a%; (“(‘”’t)agx > - 8f8x (b@,t)_agx > +e(e, )20 = PV (a,t),  (5.60)

ZM(z,0) = 0, (5.61)
0z (x,0) 0
ot -
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0Z™ (o, t)
=0 (5.62)
B

/ ZM (z,t) dx = 0. (5.63)

Ou

P (=G t.y™ -G tym) 22 )
('1.7 ) ':U? ? y Y ax x? Y y Y aaj

Lemme 5.2 On suppose que la condition (Hs) soit satisfaite. Alors, pour le probléme linéaire

(5.60) — (5.63), on a lestimation a priori

|zt Tg*||Z

(5.64)

)HL2(0,T; H(a,8)) < (=0 HL2(0,T; H'(a,B))’

ol g* est une constante positive donnée par

g* = exp (max <C2 +Cg (ﬁ _ 04)2 C%1> T) (8017 (/8 . 04)2 + 1) k2'

2 4cy min (1, £ )

Preuve Appliquant 'opérateur 3, a I’équation (5.60) en tenant compte des conditions (5.61)

et (5.63), multipliant 1’égalité obtenue par 2, azaim puis en intégrant sur Q7 := («, 3) x (0,7),

ou(0<7<T, on trouve

o LA YA ozm gz n)
2/TSm 5 QW T dxdt—2/7a(x,t) o ] T dxdt (5.65)
0 0zM\ . 0z™
—2 — | b(z,t S dzdt
/Qfat((””’)&x)J or

VAL
+2 / S, (c(z, ) Z2™) S o dwdt
QT

Une intégration standard par parties de chaque terme dans (5.65) avec I'utilisation de condition
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une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

C(1), en suivant la méme méthode de la section 3, donne

YO PYAQ) 2
/ dt + ’ o, 22" T)
0 ot L2(,B) ar L2(a,B)
n 2
+ HZ( )(x’T)HL?'(a,,B)
Tllg. pi-n |12
S Cl?/ H\SQEP HLZ(a,B) dta
0
a la lumieére de I'inégalité précédente, on a
n—1)]|2 2 n—1)]|2
19 P oy < 408 = @) [|POV| o, -
Ainsi, en vertu de la condition Hs, on aura
4(8—a)’ ( / (P dxdt)
071 (z,4)]\
< 4(5—a)2k2/ <|Z<"1> (z,t)| + ‘ﬂ) dadt
QT al’
T 97(n—1) (o, 1) 2
< 8 —a2k2/ Z=1) (ot 2 —i—‘—’ dt.
< s-ore (u S Al
En substituant (5,67) dans (5.66), on trouve
/T VAL, 2 H@Z(n) 2 + Hz(n)H2
0 ot L2(05) ot B (af) L2(a,B)
T 2 0701 (o, 1) ||°
W (L e LI
At 12205 7 |lpes

D’une autre part, en appliquant Uopérateur 3, a ’équation (5.60), on trouve

2 7 (n) (n) (n)
i (a(x,t)az ) 9 <b(x,t) 07 ) + S, (e, 1)Z™) =S, (P,

ot? ox ot ox
Multipliant I’égalité obtenue par —6;5—(;:), intégrant sur Q7 := (a, ) X (0,7), 000 <7 < T, et

(5.66)

(5.67)

(5.68)
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une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

en utilisant les conditions (5.61), (5.62) et (5.63), on obtient

1 HaZ(n) 2 Co + Cg 8Z(") 2
2 ot 12(af) 2 ox 12(08)
VAR
‘|—C4/
o+ c BEAR 2 c? T 2
< 250 %] 5 L 17 o

2 0 i LZ(Q,B) 25 0 2\
c / 2z |2 1 / 0z |2

+- + =

| Y TN
T L Ll

ouon a

n) |12 (ﬁ_a)Q n)||2
120 3y = 5 12" 20ty

et par l'utilisation de (5.67) et (5.70), I'inégalité (5.69) devient

2 2

1 H@Z(") Co + Cg aZ(")
T §2zm ||
‘|‘C4/
e teo [Tl0ZM ] (B—a)’c [T )12
= 2 ox + 4e ”Z HL?(O«B)
0 12(a,8) 0
5 / AN 1 / 0z |?
+2 +=
2 0 833(9t Lz(oz,ﬁ) 2 0 at Lz(a,ﬁ)

(1700 2 02"~V (e,1)
+k2/0 (HZ 1 <°’t)HL2<aﬁ>+Ha—x

2
) p
L2(ev,B)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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Chapitre 5. Existence et unicité d’une solution faible d’un probléme mixte pour
une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

En combinant (5.68) avec (5.71), et en mettant £ = ¢4, on trouve

1 T

),
n 2

+|2¢ )”L?(a,ﬂ) T o)

catco [T (B—a)’c /T (n) |2
2 /0 LQ(a7B)+ 4ey 0 ”Z HL2(a,,3)

+ (8617 (8 - a)2 4 1) 12 /OT <HZ(n_1) (o, t)||21(04,ﬁ)> dt, (5.72)

2 2 . 2

Cyq
—|—20

VAR,
0x0t

VAR

0t | B3an)

oz ||”
ox

VAR
ot

L2(e,B) H L2(a,B)

Co+06
2
2

VAL
ox

IN

Aprés avoir éliminé les trois premiers termes du coté gauche de (5.72), et a I'aide du lemme de

2
LQ(%ﬁ))

g = exp (max (CQ o (Boaf 0%1) T) (8err (B —a)* +1) kQ’

2 7 ey min (1, ©F<)

Gronwall, il en résulte

()2 02"
(1204 |

Z

< g (5.73)

(n—1) |2
HL2(0,T; HY(a,3))

ou

ensuite, en intégrant l'inégalité (5, 73) sur U'intervalle (0,7"), on obtient

|z <Tg* ||z (5.74)

)||? )|
HLQ(O,T; H'(a,B)) HL2(0,T; Hl(a,B)) "

A partir des critéres de convergence des séries, on voit que la série Y >0 | Z (") est convergente

si T'g* < 1, c’est le cas ou

i (1, 5)

T exp <max <—C2J§C9, —(B_Q)Qc%) T) (8617 (B - a)2 + 1) |

4cy

k<
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Chapitre 5. Existence et unicité d’une solution faible d’un probléme mixte pour

une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

Comme Z™ (x,t) =y (x,t) — y™(z,t), alors la suite (y™),cn définie par

fy

Y (1) = 3 20 4y (a,1),

i

Il
o

est convergente vers un élément y € L? (0, T; H'(«, f3)).

On doit montrer que la fonction limite y est une solution du probléme en cours d’étude. Pour

le faire, on va montrer que y vérifie les conditions (5.48) et (5.55) comme mentionné dans la

définition 3.

Donc, on considére la formulation faible du probléeme (5.56) — (5.59) :

Hy(m—1
v, G (w,t,y(”_l), y@ ) dxdt.
x

A0 = |

Q

De (5.75), on a

Ay™ —y,v) + Ay, v)

(n—1)
= —/ v (%mG (x,t,y(”_l), ﬁy—) - $3.G <x,t,y, @>) dxdt

—/ v, G (x,t,y, @) dxdt.
Q 83:

Appliquons I'inégalité de Cauchy - Schwarz, on trouve

A(y™ —y,v)
2y 92y oy oy
— Cx _ _ < _ _Z
= /Qv\sm ( 5 8t2) dxdt + /Qva(x,t) ( pe 835) dxdt
—l—/@va {b(x,t) ( e %>] dxdt — /Qv\sx [e(y™ —y)] dadt

19" = Y| 1202 111 (0

32y(n) o BQy
< @2 lvll2r; Laasy +’ o 201, Lyp) |
+ ‘ M _ ﬂ
9xdt OwOL|| 12(0,1 Ly(ay))

(5.75)

(5.76)

(5.77)
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Chapitre 5. Existence et unicité d’une solution faible d’un probléme mixte pour
une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

ou

gs = max <C5, (c1 + ¢7), %) )

et comme

(n—1)
—/ v (%xG <m,t,y("_1), % ) - Q.G (:E,t,y, @)> dxdt
0 ox ox

(5 - Oé) C11

=~ (n) _
= V2 k (Hy Ul 202, oy Pz L2(a,ﬁ))> ' (5.78)

Alors d’apres (5.77), (5.78) et en passant a la limite dans (5.76) ot n — 00, on obtient

Aly,v) =— / URME (m,t,y, %) dzdt.
Q

Ainsi, on a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 5.3 On suppose que la condition (Hs) soit satisfaite, et que

min (1, 5%)

T exp <max <%, m) T) (8c17 (B — a)? + 1) 7

4ey

k <

alors le probléme (5.46) — (5.49) admet une solution faible appartenant o L? (0,T; H'(«,D)).
Il reste a prouver que le probléme (5.46) — (5.49) admet une solution unique.

Théoréme 5.4 Sous la condition (Hs), la solution du probléme (5.46) — (5.49) est unique.
Preuve On suppose que y; et yo dans L? (0,T; H'(«,3)) sont deux solutions de (5.46) —

(5.49), alors h = y; — y, permet que h € L*(0,T; H'(«a, 3)) et

o?h 0 oh 0? oh _
W — % (a(x,t)%) — m (b(l’,t)&) + C(l',t)h = ¢ ($>t) (.I',t) € Q> (579)

h(z,0) = 0, (5.80)
oh(x,0)
ot =0




Chapitre 5. Existence et unicité d’une solution faible d’un probléme mixte pour

une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

Oh(a,t)
ox

B
/ h(z,t)dx = 0.

0 0
0@ =6 (ntn Ge) =G (n.t G2

En suivant la méme méthode que celle utilisée pour la preuve du lemme 2, on obtient

=0,

12l 220, 10y < TG NPl p20 7, m1(0,8) »
comme T'g* < 1, alors d’apres (5.83) il vient
(1-"Tg") HhHL2(o,T; H(a,8) <0,

a partir de laquelle, on conclut que y; = y» dans L? (0,7; H'(a,3)). =

(5.81)

(5.82)

(5.83)
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Chapitre 6

Un probléme inverse pour une équation
parabolique avec une condition au bord

non locale et une condition intégrale

6.1 Formulation du probléme inverse

Supposons qu’on doit déterminer simultanément la distribution de la température u(z, t) ainsi

que le coefficient de diffusion thermique a(t) qui satisfont I’équation de la chaleur
ur = a(t)ug, + f(z,t), 0<z<l, 0<t<T, (6.1)

avec la condition initiale

u(z,0)=¢p(z), 0<az<1, (6.2)

la condition au bord non locale généralisée

uw(0,t) =0,  ug(0,t) = uy(1,t) + au(l,t), 0<t<T, (6.3)
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condition au bord non locale et une condition intégrale

et la condition d’énergie (intégrale)
1
/ u(z,t)de=FE(t), 0<t<T. (6.4)
0

Ou le parameétre «v est un nombre réel arbitraire et f(z,t), ¢ (), E (t) sont des fonctions données.
La deuxiéme condition au bord non locale dans (6.3) est la particularité principale et spéci-

fique de ce probléme; pour o = 0, elle acquiert la forme :
uz(0,8) = u.(1,t), w(0,t)=0, 0<t<T, (6.5)

cette derniére a été étudiée de maniére approfondie dans [35], bien connues comme les condi-
tions de Samarskii - Ionkin. En outre, 'intégrale (6.4) désigne une spécification supplémentaire
d’énergie.

Le probléme de détermination d’une paire {a(t),u (z,t)} est appelé un probléme inverse.

On note le domaine Q)7 par
Qr={(z,t), 0<z <1, 0<t<T}.

Définition 6.1 La paire {a(t), u(z,t)} de la classe C'[0,T] xC*! (Qr)NCH* (Qy) pour laquelle
les conditions (6.1) — (6.4) sont remplies et a(t) > 0 sur l'intervalle [0, T], est appelée la solution

classique du probléme inverse (6.1) — (6.4).

Divers travaux sur les problémes inverses concernant la détermination du coefficient thermique
dans une équation de chaleur ont été étudiés dans [25, 28, 141].

Il est important de noter que dans les papiers [25, 28] le coefficient thermique "qui dépend
du temps" est déterminé a partir de la condition intégrale. En outre, dans [23, 28] les coefficients
des équations de la chaleur sont déterminés dans le cas des conditions aux limites non locales.

Dans ce chapitre [142], le parameétre de controle de source a(t) doit étre déterminé par I’énergie
thermique F(t), et 'existence et I'unicité de la solution classique du probléme (6.1) — (6.4) sont
réduites aux principes du théoréme du point fixe en appliquant la méthode de Fourier.

Les conditions aux limites non locales (6.3) admettent des expansions par un systéme de
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condition au bord non locale et une condition intégrale

fonctions propres et un systéme de fonctions associées correspondant au probléme spectral.

Ce chapitre est organisé comme suit :

Dans la deuxiéme section, les valeurs propres et les fonctions propres du probléme spectral
auxiliaire et certaines de leurs propriétés sont introduites par 'application de la méthode de
Fourier au probléme (6,1) — (6,4). Dans la troisiéme section, ’existence et ['unicité de la solution
du probléme inverse (6,1) — (6,4) sont prouvées. A la fin, la dépendance continue par rapport

aux données de la solution du probléme inverse est démontrée dans la quatriéme section.

6.2 Le probléme spectral auxiliaire

L’utilisation de la méthode de Fourier pour résoudre le probléme (6.1) — (6.3) conduit au
probléme spectral pour 'opérateur donné par ’expression différentielle et les conditions aux

limites :

"

LX(z)=X (2)=-XX(x), 0<z<1

, , (6.6)
X'(0) = X'(1) + aX(1), X(0)=0.

Dans ce chapitre, on propose d’utiliser les résultats décrits dans [144] pour résoudre le pro-
bleéme inverse (6.1) — (6.4). Donc, afin de construire la base des fonctions propres du probléme
(6.6), on cite les résultats nécessaires de [144].

Considérons le cas ot o # 0, on cherche des valeurs propres dans 1’ensemble des nombres
réels.

Noter que A = 0 n’est pas une valeur propre, car le probléme (6.6) pour cette valeur de A ne
posséde que la solution triviale.

On suppose que A > 0, alors la fonction propre devrait avoir la forme X (x) = sin V.

En tenant compte des conditions aux limites non locales, on trouve que le probléme spectral
admet deux groupes des séries des valeurs propres et des fonctions propres de 'opérateur (6,4).

La premiere série des valeurs propres et des fonctions propres prend de la forme :

AV = (2km)? k=1,2,.., XV (2)=sin2kmz, k=1,2,.. . (6.7)
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condition au bord non locale et une condition intégrale

Pour obtenir la deuxiéme série, on a besoin de résoudre 1’équation suivante :

o
cos VA + —sin vz = 1,
VA

cette derniére peut se représenter comme suit :

tanﬁz%, ﬂ:g>0,

avec a # 0, cette équation a des solutions [, satisfont les inégalités 7k < [, < 7wk + 7/2,

k=0,1,2,..., pour la valeur positive o ;

a 1 o} 1
— |1 - = - — |1+ —.
2km ( 2k7r> <Pk < 2km < * 2k7r>

Pour un k suffisamment grand, donc il existe une deuxiéme série de valeurs propres et de fonctions

propres de la forme :
AP = (28,)%, XP(2)=sin28x, k=0,1,2,... (6.8)

Ce systéme est presque normé, mais il ne forme méme pas une base réguliére dans Ly(0,1).

Le systéme auxiliaire correspondant

Xo (x) = X¢7 () (268,) "
Xopw (z) = XV (2), k=12, (6.9)
Xop_1 (z) = (X,ﬁ” () — xO (;v)) 28, —7k) ", k=1,2,..

forme une base de Riesz dans L»(0,1).

Sur la base de ces fonctions propres, on peut construire une base permettant une utilisation
de la méthode de séparation des variables pour résoudre le probléme aux limites et a valeur
initiale ; sujet des conditions aux bords (6.3).

Pour trouver le systéme bi-orthogonal de {Xj (x), £k =0,1,2,...}, on considére 'opérateur

108



Chapitre 6. Un probléme inverse pour une équation parabolique avec une
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différentiel adjoint L* de L dans le sens du produit scalaire de I'espace Ly(0,1) :

1"

LY (x)=Y (z)=-\Y(z), 0<z<I1.

Donc, pour deux fonctions arbitraires deux fois contintiment différentiables X (x) et Y (z) sur
0, 1] telles que :
X'(0)=X'(1) + aX(1), X(0) =0,

on a

(Lu, v) = /0 1 (~X"@) Y ()de = /0 ' X() (<" (@) de = (u, L)

qui implique

—X(1)Y'(1) = — X (1)Y(1) + X (0)Y(0), (6.10)

a l'aide de
on a
alors, on obtient

étant donné que o est un arbitraire, on trouve
V(1) =Y(0), Y'(1)+aY(0)=0.
Alors, le probléme adjoint du (6.6) a la forme suivante :

LY (x)=Y" ()= -\Y (), 0<z<l1.
/ (6.11)
Y (1)+aY(0)=0, Y(1)=Y(0).

Il est facile de vérifier que les valeurs propres de ce probléme sont les mémes que pour le probléme

(6.6).
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Le systéme des fonctions propres associées au probléme (6.11) est désigné par :

Yk(2)(x) = C’,iz)cos(ﬂk(l—2x)),k:0,1,2,...;

Wy — oW _ @ -
Y, (z) = Cy cos(ﬁk(l 2x)+arctan<27rk>),k: 1,2,....

ou

C’,gl) = =2 <sin <arctan(%>)>_l, k=1,2,..
c® = 2((sin6k) (1+sz(—25’“))>1, k=12, ..
B

Pour le systéme des fonctions (6.9), il existe un systéme bi-orthogonal normalisé donné par

Yo (2) = Yy () (28,)
Yar (z) = (Y,f) (z) + vV (x)) . k=1,2,.. (6.12)
Yae1 (1) = (2B, — k) YD (z), k=12, ..

Il est montré dans [154] que les systémes (6.9) et (6.12) forment des systémes bi-orthogonaux sur

intervalle [0, 1], i.e.

0, i7#)

1
auna/&mnmm=%=
0 1, i=j

6.3 L’existence et 1’unicité de la solution du probléme
inverse

On donne les hypotheses suivantes sur les données du probléme (6.1) — (6.4) :

(A1), : p (x) € C?0,1];
(A1) 9 (A1) 9. (0) = @, (1) + ap(1), ¢(0) = 0;
(Ay), 0o 20,090,120, k=1,2,...,
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(A2); 2 E(1) € CM0,T];
(A2) 9 (Az)y: E(0) = [y o () da;
(Ag), E (1) <0,
(As); : f(x,0) € C(Qr), f (o) € C?[0,1];
() 9 (As)y: ful0,t) = fullt) +af(Lt), f(0,1)=0, 0<t<T;
(As3), : Fy(t) =0, Fy_q (1) =0, k=1,2,....

ou
1
o = / o () Ye(z)dr, k=0,1,....
0
1
Filt) = / £ (0 8) Ya(z)dz, k=0,1,....
0
Le résultat principal est présenté comme suit :

Théoréme 6.1 Soit les suppositions (A1)—(As) satisfaites, alors le probléme inverse (6.1)—(6.4)

a une solution classique unique.

Preuve En appliquant la procédure standard de la méthode de Fourier, toute solution de

I'équation (6.1) peut étre représentée sous la forme :

w(x,t) = up(t) Xi (z), (6.13)
k=0
Alors, en remplagant u(z,t) dans I’équation (6.1) par la représentation (6.13), on trouve

D () Xy (2) = a(t) Y wn () X () + f(x, 1), (6.14)
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en multipliant I’équation (6.14) par Y;(x), et en intégrant sur (0, 1), on obtient le systéme d’équa-

tions suivant :

ug (1) + Maue (t) = Fy (1),
g, (8) + A a)ug 1) = For(t), k=1,2, ...

Uyt (1) + AP a(t)ugp 1 (1) = Fur(t), k=1,2, ...

En substituant la solution de ce systéme d’équations et la condition initiale (6.2) dans (6.13), on

parvient a la solution du probléme (6.1) — (6.3) sous la forme suivante

t
u (I’, t) — |}006—>\52) fO a(s)ds + / FO (7_) e_/\gz) fT a(s)deT:| XO (.T})
0

00 t
+ Z |:S02ke)\§cl) f()f a(s)ds + / F2k (7_) 67/\561) f_: a(s)deT:| X2k (x)
0

1

t
+ E {@%_16)‘?) Joa)ds 4 / For—1 (1) e a(s)dsdr} Xox 1 (z). (6.15)
0

k=
o)
k=1

Sous les conditions (A;), et (As), les séries (6.15) et ses dérivées partielles par rapport & x sont

uniformément convergentes dans ) puisque leurs sommes sont normalement convergentes. Par

conséquent, leurs sommes u(x,t) et u,(x,t) sont continues dans Q).

92
ot

au(z,t) € C*(Qr) N CM0 (Qr). Aussi w(z,t) est continue dans Q.

- 2 . ) o
En outre, les séries Y 5o, 2 et > 77| 2 sont convergentes uniformément dans Q7. Ainsi on

De (6.4) et sous la supposition (A3),, on obtient

I
&S|
=
]
A
~
A
~

1
/ ug (x,t) do / <t< (6.16)
0
l'utilisation de (6.15) et (6.16), donne

a(t)=Pla(t), (6.17)
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ou
1—cos(2 22 ta s)ds [e'e) 1—cos(2 (2 t(l s)ds /
Pt < 4B(250)>F0 (1) e [ als)ds 4 ymoo [(—wkw:_%) Fopq () e I ()d] —E @)
a e
1—cos(2 2) 2@ s 1—cos(?2 2 2@t ade
( 45250))‘(() poe foate)d + 2kt [(W;fjfk))) )‘1(9)90219—16 o ()d}
(6.18)

On note

CH[0,T] = {a(t) € C[0,T] :a(t) >0 }.

Il est facile de vérifier que sous les conditions (A;),, (A2); et (As)s,
P:.C*T[0,T] — C"0,T].

Montrons que P est une fonction contractante dans C*[0,7], alors on a pour a(t), b(t) €

cto,7],

K@IIND @] = Na@®]] | [Kla@®)] = Kb@)]

|Pla(t)] — P[b(t)]] < Nla(t)] N [b(t)] + N2 (D) , (6.19)
Kla(t)]
(1—040—;3(25[))> Fy (1) oA [La(s)ds
+Z [(W) Fop 1 (t) e_>\§€2) [La(s)ds| _ E (t))
et
N la(t)]
_ 1 —cos(203,) 9 3 [ ooy
) <4—ﬁ§) AP I oo

1 —cos(208;) 2) NONY
)\ v Jo a(s)ds
+Z |:<—46k (3, —7Tk:)) Pok—1€

113



Chapitre 6. Un probléme inverse pour une équation parabolique avec une
condition au bord non locale et une condition intégrale

Comme a(t) > 0, b(t) > 0, les estimations

6_/\“[: a(s)ds 6_>\th b(s)ds < é- max |(I( ) b (t)| :

te[0,7]

)ef)\fg a(s)ds e*)‘foi b(s)d < € max ‘a( ) b (t)’ )

t€[0,7)]

sont vraies selon le théoreme des accroissements finis, ot { = Amaxc(o71|a (2)|.

Ensuite, & partir de ces derniéres inégalités, on obtient

K [a(t)] = K[b()]|
< (1 — cos2(2ﬁo)) Fy (1) ‘Q,Af}z) [La(s)ds _ eﬂgw [ b(s)ds
4535

1 — cos ( 25k)) NG INCETY
+§ : | Fa (t) ‘e ko Jrals)ds _ e Mk S b(s)ds
{(4/3;3 (B — k) '

< fcl max la(t) =0 ()], (6.20)

et

INla @] = Np@)]

< (Lz@/ﬂo)) )\82)g00 e
485

1 —cos(26,) 2)
+Z {(—ka (B — Tk)) )\ Pok—1
< oo nx o) 00, (6.21)

2 Jya(s)ds _ =25 f b(s)d

oM Sy als)ds _ =P [ b(s)d

En substituant (6,20), (6.21) et les estimations ci-dessus en (6.19), on trouve

max |Pla(t)] — P[b(1)]| < ¢ <M) max |a (t) — b (t)], (6.22)

t€[0,7] c t€[0,7)

ou

B 1 —cos (28,) @ - 1 —cos(26;) \ \@ :
@ = t133¥] (( 48; ) Fole)+ Z; [<45k (B, — Wk)) Aok <t)1> ’
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Chapitre 6. Un probléme inverse pour une équation parabolique avec une
condition au bord non locale et une condition intégrale

(1 —cos (28, 4@ 1 — cos (26,) 2) :
o= () w2 (i) e
(1 —cos(2p,) = 1 —cos(28;) .
“ = ( I ) D+ Kwk By - )) P (t)] 7
(1 —cos (28, @ 1 — cos (2834) 2)
o= (S Vo 2t o) e
Alors, dans le cas ou
C3Cg + C1C4
() <

'équation (6.22) a une solution unique a (t) € CT[0,7], d’apres le théoréme du point fixe de

Banach.
Maintenant, on montre que la solution (a,u) obtenue pour (6.1) — (6.4) est unique. Pour cela,
on suppose que la paire (b, v) est aussi une solution de (6.1) — (6.4).

Puis, a partir de la représentation (6,15) de la solution, on a

U(.T,t) —v <$7t)
©0 e_)\é2) fot a(s)ds __ €_>\((32) fot b(s)ds

+ ft FO (7’) (e_)‘(()Q) th a(s)ds __ 6_)‘(()2) f: b(s)ds) dr 0 ( )

| Dor,E (‘*S) Jea(s)ds _ =20 fq b(s)ds)

1 ng; (33)
k=1 +f(; For (1) ( =25 [ a(s)ds fA( Dty s)ds> dr

[ g (e s
23
k_

5 9 XQk—l (l’) . (623)
=1 | + Jo Faee1 (7) ( M Jraleds _ o= [ bl )dr

De I’équation (6.17) et (6.22), on a

w10 () = 0 (0] < € (225 ) o ()~ b0,

te[0,T] Cy My

comme & (C‘"’C?C%) < 1, il implique que a = b. Puis par la substitution a = b dans (6.23), on

4
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Chapitre 6. Un probléme inverse pour une équation parabolique avec une
condition au bord non locale et une condition intégrale

Le théoréme 6.1 a été démontré.

6.4 La dépendance continue de la solution (a,u) par rap-
port aux données

Théoréme 6.2 Selon les suppositions (A1) — (As), la solution (a,u) dépend continiment des

données.

Preuve Soient ® (¢, F, E) et ® (@, F, E) deux ensembles de données qui correspondent res-
pectivement aux suppositions (A;) — (As). Il existe des constantes positives M; , i = 1,2,3 de

telle sorte que

||90||c2[0,1} S M, ||F||02[01] My, ||E||010T] Ms, (6.24)

Pllezpry < Miy [Fllgapy < Moo ||l gaggry < Ms. (6.25)

Soient (a,u) et (@,u) deux solutions du probléme inverse (6.1) — (6.4) correspondant aux données

® et ® respectivement. D’apreés (6.17) et (6.18), on a

1—cos(2 @2 s 1—cos(2 AP [ta(s)ds !
4,3%%)) Fo(t)e X ? +Zk 1 [(4& ,Bk( ikk))>F2k—1 (t)e N ()d} —E (1)

— 2 APt o) ds - AP 1t (s)ds ’
<1 CZZ(%260)> )\(())%e A g al)ds 500 [(iﬁkc(%s:ii%) AB gy, ek ()d}

a(t)—(

et
1—cos(2 Fal (2) s 1—cos(2 - 2@ rtaio)ds —
_<t> ( 4ﬁ(0 50)> FO (t) )\ 9 + Zk 1 [(m> F2k71 (t) e )‘k fr (s)d ] _ E’ (t)
a = .
1—cos(2 2)— D rtars)ds 1—cos(2 o ENCE R
( 4;%@0>)Ag>%e N fyateas 4 yoe [(%) A%, ()d}

Premiérement, on estime la différence a — @. En utilisant (6.24) et (6.25), on obtient

¢FE —9FE| < MyMs|p — 3| + MiM; |F — F| + MM, |E — E| .
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Chapitre 6. Un probléme inverse pour une équation parabolique avec une
condition au bord non locale et une condition intégrale

En utilisant I'inégalité précédente, on trouve
la — a||C[0,T] < Mylja - a||(J[0,T] + Ms e — @H(J?[OJ] + Ms HF - Fch[m] + My ||E - EH@[O,T] 5

ceci implique

M. _
la — a”C[O,T} < (1—]8\/&) ”q) - q)” )

ou

1@ = [ = lle = Bllczo,y + 17 = Fllcapy + 1B = Ellcagg -

A partir de (6.15), une estimation similaire est également obtenue pour la différence © —u comme
ceci :

[Ju — HH(J[O,T] < My H(I) - 6H :
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Conclusion

Dans ce travail on s’intéresse aux problémes non locaux pour des équations aux dérivées
partielles paraboliques et hyperboliques avec conditions aux limites de type intégrale.

Ou, apreés développement de la méthode des inégalités d’énergie pour des problémes tres
compliqués, on a pu établir ces résultats :

1. L’existence et 'unicité d’une solution forte dans un espace de Banach du probléme mixte
avec une condition intégrale a deux bornes variables et une condition au limite de Neumann pour
une équation parabolique avec I'opérateur de Bessel.

2. L’existence et 'unicité d’une solution forte dans un espace de Banach du probléme mixte
avec une condition intégrale & deux bornes variables et une condition au limite de Neumann de
type périodique pour une équation parabolique plus généralisée que la précédente.

3. L’existence et 'unicité d’une solution forte dans un espace fonctionnel fractionnaire du
probléme mixte avec une condition intégrale et une condition au limite de Neumann pour une
équation parabolique fractionnaire aussi & ’aide de la méthode des inégalités d’énergie utilisée
pour la premiére fois pour ce nouveau type de problémes.

Ensuite, en appliquant une méthode itératiive pour obtenir un schéma convergent qui permet
de démontrer le résultat suivant :

4. L’existence et 'unicité d’une solution faible dans un espace fonctionnel de Sobolev du pro-
bléme mixte pour une équation hyperbolique non linéaire dont le terme non linéaire f(x,t, u, u,)
est ajouté au coté droit de ’équation étudiée.

Ce travail peut étre consideré comme une généralisation au cas non linéaire des problémes
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hyperboliques linéaires avec une condition intégrale traités par Bouziani.

Une autre direction importante est :

5. L’étude de I'existence et I'unicité d’une solution paire du probléme inverse avec une condi-
tion intégrale pour une équation parabolique, pour lequel on applique la méthode de Fourier pour
transformer le probléme considéré a un probléme spectral puis en utilisant la méthode usuelle
du point fixe de Banach.

Il est important de noter une autre fois qu’il n’existe pas encore, pour les problémes non-
locaux une théorie générale analogue a celle des problémes classiques.

Ceci est da a la relative nouveauté de cette thématique d’une part et a la complexité des
questions qu’elle souléve d’autre part. Chaque probléme nécessite alors un traitement spécifique,
ce qui souligne I'actualité du sujet abordé dans cette these.

On signale que beaucoup de problémes intéressants pour mieux enrichir cette étude restent
ouverts, on cite ici quelques uns :

— I’étude des solutions des problémes pour une classe des EDP (paraboliques et hyperbo-
liques) avec une condition de type intégrale (2) et avec une condition de Dirichlet.

Cette question semble trés délicate et importante, et elle mérite d’étre étudiée.

— Aussi, pour les EDP fractionnaires mais avec une condition intégrale de type (1), et une
condition de Dirichlet.

— De plus, L’étude des solutions des problémes fractionnaires linéaires et non linéaires avec des
conditions non locales de type intégrale semble clairement difficile et qui exige certainement des
hypothéses plus précises et un développement tres difficile de la méthode des inégalités d’énergie
et cela aussi pour la technique utilisée dans la demonstration de I’existence des solutions.

— Ainsi, de nombreuses perspectives intéressantes pour l’analyse numérique pourraient per-
mettre de poursuivre les travaux entrepris dans cette thése, surtout du co6té du dévelopement
des méthodes numériques efficaces, afin d’étre en compatibilité avec les conditions non locales de

type intégrale.
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