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Résumé 

 

Dans ce travail on a étudié divers problèmes non locaux pour plusieurs types d’équations aux 

dérivées partielles  avec conditions aux limites du type intégrale.  

On a débuté par des rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et les outils 

nécessaires dans ce travail. 

Les chapitres 2 et 3 traitent deux problèmes mixtes avec condition intégrale à deux bornes 

variables pour une équation parabolique. On transfère le problème à un autre non-locale aussi, mais 

moins compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale, puis on démontre l'existence et l'unicité 

de la solution forte.  

La démonstration est basée sur l’inégalité d'énergie et sur la densité de l’image de l’opérateur 

engendré par le problème considéré.  

En utilisant la même méthode dans le quatrième chapitre, on a étudié pour la première fois un 

problème mixte lié à une équation parabolique fractionnaire du second ordre mariant une condition 

classique de type Neumann et une condition intégrale. 

Un cinquième chapitre dans lequel on a examiné une problématique émergente qui est l’étude 

de l’existence et l’unicité d'une solution faible d’un problème mixte pour une équation hyperbolique 

non linéaire avec une condition intégrale et une condition de Neumann en utilisant un processus itératif  

basé sur les résultats obtenus pour le cas d’un problème linéaire. 

Ensuite, le sixième chapitre est voué à l’étude de l'existence et l'unicité de la solution d’un 

problème inverse pour une équation parabolique avec une condition au bord non locale et une 

condition intégrale par l’application du théorème de point fixe de Banach. 

Enfin en septième chapitre, une résolution numérique simple a été réalisée pour un problème 

avec des conditions intégrales pour une équation parabolique en utilisant la méthode des différences 

finies et la méthode spectrale. 

 

Mots clés : Equations paraboliques, Equations hyperboliques non linéaires, Equations paraboliques 

fractionnaires, Inégalités d’énergie, Espaces de Sobolev avec poids, Problème inverse, Théorème du 

point fixe de Banach, Conditions intégrales avec deux bornes variables, Conditions intégrales.  

 

 

 

 

 

 



Abstract 

 

In this work we study several non-local problems for many types of partial differential 

equations with boundary conditions of the integral type. 

We started by the recalls of some fundamental preliminary concepts and necessary tools. 

Chapters 2 and 3 deal with two mixed problems with integral two space variable conditions for 

a parabolic equation. We transfer the problem to another classically less complicated which does not 

contain integral conditions, then we prove the existence and uniqueness of the strong solution. 

The proof is based on a priori estimate "energy inequality" and on the density of the range of 

the operator generated by the considered problem. 

Using the same method in the fourth chapter, for the first time we have studied a mixed 

problem for a fractional parabolic equation of the second order marrying a classical condition of 

Neumann type and an integral condition. 

A fifth chapter which examines an emerging problem which was the study of the existence and 

uniqueness of a weak solution of a mixed problem for a nonlinear hyperbolic equation with an integral 

condition and a Neumann condition by applying an iterative process based on results obtained for the 

linear problem. 

Then, the sixth chapter is devoted to the study of the existence and uniqueness of the solution 

of an inverse problem for a parabolic equation with nonlocal boundary condition and an integral 

condition, by applying the fixed point theorem of Banach. 

Finally, in the seventh chapter, a simple numerical resolution was carried out to a problem with 

two integral conditions for a parabolic equation by using the finite difference method and the spectral 

method. 

 

Keywords: Parabolic equations, Nonlinear hyperbolic equations, Fractional parabolic equations,  

Energy inequality, Weighted Sobolev spaces, Fixed point theorem of Banach, Inverse problem, Two 

space variable condition, Integral condition. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 ملخص

 

َهذف هزِ انؼًم إنً دساصت انؼذَذ يٍ انًضبئم انحذَت لأَىاع كثُشة يٍ انًؼبدلاث انخفبضهُت انجزئُت يمشوَت بششوط حذَت 

 .يٍ َىع حكبيم

 .َبذأ ببنخزكُش ببؼض انًفبهُى الأصبصُت والأونُت والأدواث انًهًت انًضخؼًهت فٍ هزا انؼًم

انفصهٍُ انثبٍَ وانثبنث َؼبنجبٌ يضبئم حكبفئُت يخخهطت يغ ششط حذٌ يٍ َىع حكبيم راث يخغُشٍَ، أٍَ َحىل انًضأنت 

 .انًطشوحت إنً أخشي ألم حؼمُذا ولا ححخىٌ ػهً ششط انخكبيم، يٍ ثى َبشهٍ ػهً وجذاَُت ووحذاَُت انحم انمىٌ نهزِ انًضأنت

 .انبشهبٌ َؼخًذ ػهً طشَمت انخمذَشاث انمبهُت وخبصُت كثبفت صىسة انخطبُك انُبحج يٍ انًشكم انًذسوس

ببصخخذاو َفش انطشَمت فٍ انفصم انشابغ، حذسس نهًشة الأونً يضأنت حكبفئُت كضشَت حذَت يخخهطت يٍ انذسجت انثبَُت ححخىٌ 

 .نيومانػهً ششط حكبيم وششط حذٌ يٍ َىع 

انفصم انخبيش َخُبول إشكبنُت يضخجذة أٍَ حًج دساصت وجذاَُت ووحذاَُت حم ضؼُف نًضأنت يخخهطت حذَت ححخىٌ ػهً 

 ببصخؼًبل ػًهُت حكشاسَت لبئًت ػهً أصبس انُخبئج انًخحصم نيومانيؼبدنت لطؼُت غُش خطُت يغ ششط حكبيم وششط حذٌ يٍ َىع 

 .ػهُهب يٍ دساصت انًضأنت انخطُت

بؼذ رنك، انفصم انضبدس خصص نذساصت وجذاَُت ووحذاَُت انحم نًضأنت حكبفئُت ػكضُت بىجىد ششط حذٌ يٍ َىع حكبيم يغ 

 .بناخششط حذٌ آخش يؼمذ بىاصطت حطبُك َظشَت انُمطت انثببخت نـ

أخُشا، فٍ انفصم انضببغ، دساصت سلًُت بضُطت أجشَج ػهً يضأنت حكبفئُت ححخىٌ ػهً ششطٍُ حذٍَُ يٍ َىع حكبيم 

 .ببصخؼًبل طشَمت انفشوق انًُخهُت و طشَمت انخمشَب انطُفٍ

 

 :الكلمات المفتاحية

 

 َظشَت انُمطت انثببخت نبُبخ، ،سوبوليفيؼبدنت حكبفئُت، يؼبدنت لطؼُت غُش خطُت، يؼبدنت حكبفئُت كضشَت، طشَمت انخمذَشاث انمبهُت، فضبء 

 . انًضبئم انؼكضُت،  ششط حذٌ يٍ َىع حكبيم، ششط حذٌ يٍ َىع حكبيم راث يخغُشٍَ
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et leur étude

occupe les mathématiciens depuis le dix-huitième siècle avec les travaux d�Euler, d�Alembert,

Lagrange et de Laplace... ; au �l de cette dernière quarantaine d�années beaucoup de phéno-

mènes et de problèmes modernes physiques, mécaniques, biologiques et technologiques ont été

modelés par des équations aux dérivées partielles (EDP), paraboliques ou hyperboliques, mais

avec des conditions non locales. Ainsi, les conditions aux bords de type intégrales peuvent être

utilisées quand il est impossible de mesurer directement la quantité recherchée sur la frontière

où sa valeur totale ou moyenne est connue. Plus précisément, les conditions standards (Dirichlet,

Neumann, ...) qui sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours adéquates car elles dé-

pendent du contexte physique où les données peuvent être mesurées à la frontière du domaine

étudié. Dans certains cas, il n�est pas possible de prescrire la solution (pression, température, ...)

ponctuellement aux bords, parce que la valeur moyenne de la solution peut être mesurée le long

du bord ou le long d�une partie de celui-ci.

La signi�cation physique de base des conditions intégrales (énergie totale, température moyenne,

masse totale des impuretés, �ux total, moments, ... etc.) a servi la raison essentielle d�intérêt

croissant à ce genre de problèmes.

La modélisation mathématique des problèmes avec conditions intégrales est rencontrée en

physique des plasmas (les processus de di¤usion des particules dans un plasma turbulent.) [2],

théorie de transmission de chaleur [3� 9], thermo-élasticité [10� 12], certains procédés technolo-

giques [13], oscillations d�un milieu [14], dynamique des eaux souterraines [15� 16], propagation
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de l�humidité [17], génie chimique [18], semi-conducteurs [19], modèles démographiques [20] et

en problèmes mathématiques en biologie [21].

Les conditions intégrales sont également utilisées pour les problèmes inverses de la théorie de

la conduction thermique [22� 29].

Pour tous ces motifs, les EDP avec des conditions intégrales ont béné�cié d�une très grande

attention. Le premier qui s�est intéressé à l�étude de ces problèmes avec une condition intégrale :

Z 1

0

u (x; t) dx = 0;

était Cannon [1] en 1963, où il démontra par la méthode du potentiel, l�existence et l�unicité de

la solution classique d�un problème mixte combinant une condition de Dirichlet et une condition

intégrale pour l�équation de la chaleur lors de l�étude de la conduction thermique dans une barre

métallique mince chau¤ée. En utilisant toujours la méthode du potentiel, Kamynin a établi dans

[30] l�existence et l�unicité de la solution classique d�un problème similaire avec une représentation

plus générale en utilisant un système d�équations intégrales.

Lors des études relatives à la di¤usion des particules dans un plasma turbulent et à la pro-

pagation de la chaleur dans une tige mince, N. I. lonkin démontra dans [64], en se servant de

la méthode de Fourier, l�existence et l�unicité de la solution d�un problème mixte associant une

condition de Dirichlet à une condition intégrale pour l�équation de la chaleur.

Les résultats les plus proches des problèmes étudiés peuvent être trouvés dans Benouar-

Yurchuk [31]; Kartynnik [37] et Yurchuk [40] dans lesquels les auteurs ont montré l�existence et

l�unicité de la solution pour des problèmes mixtes combinant une condition de Dirichlet et une

condition intégrale pour certaines équations paraboliques du second ordre en utilisant la méthode

des estimations a priori.

Ensuite plusieurs travaux ont été réalisés en modi�ant l�équation parabolique ou les conditions

utilisées dans Bouziani-Benouar [9; 58], Bouziani [45� 47; 53; 59; 61; 79; 89] et dans Denche-

Marhoune [63].

Par la suite, plusieurs travaux relatifs à ces problèmes ont été publiés parmi lesquels on citera

les travaux de Cannon - Van Der Hoek [32 � 33], Cannon-Esteva-Van Der Hoek [34], Ionkin

[35], Jumarhon-Mckee [36], Lin [38], Shi [39], Gasymov [41], Batten [42] et de Cahlon-Kulkarni-

5
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Shi [43]. Dans ces travaux, l�objet de la question était sur les problèmes mixtes liés à l�étude des

équations paraboliques unidimensionnelles du second degré combinant une condition locale et une

condition intégrale par di¤érentes méthodes. Autres résultats sur quelques problèmes di¤érents

ont été établis, dans une série de travaux séparés, par Bouziani [52; 91; 92] pour des équations

pluri-paraboliques et bidimensionnelles, pour des équations pseudo-paraboliques dans Bouziani

[93; 94], pseudo-hyperboliques dans Bouziani [101] et pour des équations opérationnelles dans

Rebbani-Chasarain [56; 57], aussi pour les équations paraboliques de haut ordre dans les articles

de Bouziani [54; 88], Bouziani-Benouar [55] et de Denche-Marhoune [143; 145; 62].

Aussi des problèmes ont été étudiés dans Mesloub-Bouziani [50; 99; 100], Pulkina [48; 49],

Muravei, Philinovskii [44] et dans Bouziani [51; 60; 86; 87; 95� 98] pour les équations hyper-

boliques avec des conditions intégrales.

Ensuite, on ne peut également citer qu�un nombre important limité de problèmes semi-

linéaires et non linéaires pour des équations paraboliques et hyperboliques [102� 105] dans

lesquels les auteurs ont étudié des problèmes mixtes avec conditions intégrales.

Aussi, Bouziani et Merazga dans [82� 85; 106� 108] ont étudié des problèmes linéaires et

semi-linéaires mixtes avec une condition intégrale par la méthode de Rothe basée sur une semi-

discrétisation de temps du problème donné.

La méthode adoptée dans la plupart des articles précédents est celle des inégalités d�énergie.

Cette dernière appelée la méthode d�analyse fonctionnelle ou la méthode des estimations a priori.

Cette méthode basée sur les idées de I.G. Pétrovski [65] qui l�a utilisé dans la résolution du

problème de Cauchy lié aux équations du type hyperbolique, par la suite J.Leray [66] et L.

Garding [67] ont fait des développements importants de la méthode et son schéma a été présenté

par A.A. Dezin [68]. La méthode a été également utilisée et développée dans les travaux de

O.A.Ladyzenskaya [69], K. Friedrichs [70], N. I. Yurchuk [71� 78], A.V. Kartynnik [37] et de A.

Bouziani [50 � 55], [58� 60], [81]. En fait, en Cannon [1], Ionkin [6] et Yurchuk [40] ont utilisé

la condition intégrale : Z 1

0

u (x; t) dx = E(t): (1)

Pour certaines classes d�équations paraboliques. Jusqu�en 1990, Kartynnik [37] a développé la

6
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méthode des inégalités d�énergie en prenant la condition intégrale avec une borne variable :

Z b

0

u (x; t) dx = E(t); b < 1;

À la lumière des études précédentes, plusieurs travaux ont été réalisés en modi�ant l�équation

(hyperboliques, paraboliques, pseudo-paraboliques et de type mixte) ou en changeant l�ordre des

dérivées et les conditions aux limites des problèmes étudiés.

En 2003 A. Bouziani [81] a développé l�étude des problèmes non-locaux en examinant une

classe d�équations pseudo-paraboliques non linéaires avec une condition intégrale.

Aussi, en 2007 A. L. Marhoune [80] a modi�é la condition intégrale en prenant :

Z �

0

u (x; t) dx+

Z 1

�

u (x; t) dx = 0; 0 < � < � < 1; �+ � = 1; t 2 (0; T ) ; (2)

appelée condition intégrale à deux bornes variables, et en prenant aussi une condition périodique

au lieu des conditions de Neumann-Dirichlet.

Le but de la présente thèse est de développer la méthode des inégalités d�énergie pour di¤érents

problèmes avec un nouveau type de conditions intégrales de type (2), pour un nouveau type de

problèmes associant des équations fractionnaires avec une condition intégrale de type (1) et pour

des problèmes hyperboliques non-linéaires avec une condition intégrale de type (1), dans les

espaces fonctionnels de type Sobolev. Le schéma de la méthode peut être résumé comme suit :

* D�abord on écrit le problème posé sous forme d�une équation opérationnelle :

Lu = F ; u 2 D (L) ; (3)

où l�opérateur L est considéré d�un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F convena-

blement choisis.

* Puis on établit les estimations a priori pour l�opérateur L.

* Ensuite on démontre la densité de l�ensemble des valeurs de cet opérateur dans l�espace F .

En outre, l�objectif de cette thèse est d�aborder quelques problèmes di¤érents avec une condi-

tion intégrale et les mettre en évidence. Où on a pu étudier l�existence et l�unicité d�une solution
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d�un problème parabolique inverse avec une condition intégrale, ainsi d�étudier une approche

numérique de la solution d�un problème parabolique avec des conditions intégrales.

Plus précisément on suit dans ce travail les deux schémas suivants :

1. Schéma pour l�étude des solutions des problèmes linéaires avec la condition de

type (2) :

On démontre l�inégalité d�énergie du type

kukB � c kLukF : (4)

On note que pour tous les problèmes posés dans la thèse, ce type d�estimations a priori est

obtenu en multipliant l�équation considérée par un opérateur intégro-di¤érentiel Mu (contenant

la fonction u et ses dérivées et une certaine fonction du poids) dé�nie sur trois domaines :


�� = (0; �)� (0; �), 
��;� = (�; �)� (0; �) et 
�� = (�; 1)� (0; �), et en intégrant sur le domaine


� = (0; 1)� (0; �).

Le choix de l�opérateur Mu est fondamental, il est dicté par l�équation et les conditions aux

limites. Ensuite, on montre que l�opérateur L de B dans F admet une fermeture L, donc la

solution de l�équation opérationnelle :

Lu = F ; u 2 D
�
L
�
; (5)

est appelée solution forte généralisée du problème considéré. Par passage à la limite, l�estimation

(4) sera prolongée à L, c�est à dire :

kukB � c


Lu



F
:

Ainsi, on déduit l�unicité de la solution de l�équation (5). Comme l�image de l�opérateur L est

fermée dans F et que R
�
L
�
= R (L), l�établissement de la densité de l�ensemble R (L) dans F

garantie l�existence de la solution forte du problème (3) :
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2. Schéma pour l�étude des solutions des problèmes non-linéaires avec la condition

de type (1) :

Pour l�étude d�un problème non-linéaire avec condition intégrale (1), on doit d�abord étudier

l�existence et l�unicité d�une solution forte pour le problème linéaire avec la même condition

intégrale (1), en utilisant la méthode des inégalités d�énergie décrite dans le schéma précédent avec

la condition intégrale de type (1). Puis en appliquant un processus itératif basé sur les résultats

obtenus pour le problème linéaire, on montre l�existence, l�unicité de la solution généralisée faible

du problème non linéaire.

Contenu de la thèse

La présente thèse comporte des résultats intéressants et originaux ayant faits l�objet des

publications dans des revues internationales. Celles-ci pourront être consultées selon les références

citées dans la bibliographie.

La thèse est débutée par une introduction où on a présenté un historique sur les problèmes

non classiques étudiés, l�intérêt, l�objectif du thème abordé et elle est composée de sept chapitres

présentés comme suit :

Chapitre 1 est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fondamentales et

les outils nécessaires dans ce travail concernant les opérateurs linéaires non bornés, les espaces

fonctionnels et quelques lemmes techniques.

Chapitre 2 est réservé à l�étude d�un problème mixte avec une condition intégrale à deux

bornes variables et une condition au limite de type Neumann pour une équation parabolique

avec l�opérateur de Bessel. On transfère le problème à un autre non-locale aussi, mais moins

compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale. Puis, on décrit le cadre fonctionnel en

précisant les espaces fonctionnels dans lesquels l�étude est faite. On montre l�existence et l�unicité

de la solution forte. La démonstration est basée sur une inégalité d�énergie et sur la densité de

l�ensemble des valeurs de l�opérateur engendré par le problème étudié dans l�espace d�arrivée F .

Ce résultat est tout à fait nouveau, à cause du type de la condition intégrale qui résulte d�une

très grande di¢ culté dans l�étude du problème.
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Chapitre 3 peut être considéré comme un prolongement du chapitre précédent dans la

mesure où d�une part, l�équation étudiée est plus générale que la précédente, et d�autre part la

condition de Neumann est de type périodique.

Chapitre 4 où sera exposé et étudié, pour la première fois, un problème mixte lié à une

équation parabolique fractionnaire du second ordre mariant une condition classique de type

Neumann et une condition intégrale.

Chapitre 5 est voué à l�étude d�un problème mixte pour une équation hyperbolique non-

linéaire avec une condition intégrale et une condition de Neumann.

Chapitre 6 est destiné à l�étude d�un problème inverse pour une équation parabolique avec

une condition au bord non locale et une condition intégrale.

Il est important de noter qu�il n�existe pas encore, pour les problèmes non-locaux, une théorie

générale analogue à celle des problèmes classiques. Ceci est dû à la relative nouveauté de cette

thématique d�une part et à la complexité des questions qu�elle soulève d�autre part. Chaque

problème nécessite alors un traitement spéci�que, ce qui souligne l�actualité du sujet abordé

dans cette thèse.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Le présent chapitre est consacré aux rappels essentiels des notions et des concepts de base

d�analyse utilisés tout le long de ce travail, à usage permanent dans les prochains chapitres. Ces

importantes notions sont énoncées sous forme de dé�nitions, théorèmes, corollaires et lemmes.

Pour plus de détails, des références à la littérature seront systématiquement données.

1.1 Opérateurs linéaires non-bornés

Dé�nition 1.1 Soient E et F deux espaces vectoriels. Un opérateur T est une application de E

dans F :

T : E ! F:

Tout opérateur T linéaire est complètement dé�ni par son graphe G (T ) qui est un sous-

espace vectoriel de E �F dé�ni par G (T ) = f(u; Tu) ; u 2 D (T )g, où D (T ) est le domaine de

dé�nition de l�opérateur T:

Dé�nition 1.2 Un opérateur T de E dans F est dit linéaire si et seulement si :

8 u1; u2 2 E; 8 �; � 2 C; T (�u1 + �u2) = �T (u1) + �T (u2) ,

où C est le corps des scalaires de E et F .

11
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Dé�nition 1.3 On dit que S est une extension de T si D (T ) � D (S) et Tu = Su pour tout

u 2 D (T ) (Autrement dit, G (T ) � G (S)).

Remarque 1.1 Il n�est pas vrai que tout sous espace de E � F est le graphe d�un opérateur.

Dé�nition 1.4 On dit que T est fermé si son graphe G (T ) est un fermé de E � F .

Proposition 1.1 Un sous espace G � E�F est le graphe d�un opérateur linéaire si et seulement

si :

(0; y) 2 G) y = 0: (1.1)

Preuve On note p1 : G! E la projection donnée par p1 (x; y) = x. Si la propriété (1:1) est

vraie, alors (x; y1) 2 G et (x; y2) 2 G implique que y1 = y2.

Donc, l�application T : p1G! F qui associe à x 2 p1G, l�unique y 2 F tel que (x; y) 2 G est

bien dé�nie et possède G comme son graphe.

Dé�nition 1.5 On dit qu�un opérateur linéaire T est fermable dans E s�il admet un prolonge-

ment fermé.

On véri�e aussitôt que T est fermable dans E si et seulement si l�adhérence G (T ) de son

graphe est un graphe (Car, on a T � T implique G (T ) � G
�
T
�
, comme le prolongement T est

fermé, alors G
�
T
�
est fermé. Donc G (T ) � G

�
T
�
implique G (T ) � G

�
T
�
= G

�
T
�
).

Autrement dit T est fermable si et seulement si pour toute suite (un) � D (T ) telle que

un ! 0 et Tun ! v, alors v = 0.

L�opérateur fermé T dont le graphe G
�
T
�
= G (T ) est appelé fermeture de T . (G

�
T
�
=

G (T ) implique que G (T ) soit un graphe : 8 (un; Tun) 2 G (T )) (limn!+1 un; limn!+1 Tun) 2

G (T ) et (0; v) 2 G (T ), qui nécessite v = 0 pour assurer que G (T ) soit un graphe).

Théorème 1.1 (Théorème de l�isomorphisme). - Soient E et F deux espaces de Banach et soit

T un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F . Alors T�1 est continu de F dans E.

Théorème 1.2 (Théorème du graphe fermé). - Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T

un opérateur linéaire de E dans F . On suppose que le graphe de T , G(T ); est fermé dans E�F:

Alors T est continu.
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1.2 Relation entre l�orthogonalité et la densité dans les

espaces de Hilbert

Dé�nition 1.6 Soit M un sous-espace vectoriel de l�espace de Hilbert F , on dé�nit M? l�or-

thogonal de M , par

M? = ff 2 F; hf; giF = 0; 8g 2Mg :

Proposition 1.2 Soit M un sous-espace vectoriel de l�espace de Hilbert F: Alors M est dense

dans F si et seulement si M? = f0g :

Preuve Supposons d�abord que M est dense dans F . Soit f 2 M? � F , soit ffngn2N suite

d�éléments deM qui converge vers f . On a hf; fniF = 0 pour tout n 2 N: En passant à la limite,

on en conclut que kfkF = 0: Donc f = 0, qui donne M? = f0g.

Réciproquement, supposons que M? = f0g. Alors on a
�
M?�? = f0g? = F , et comme

M �M il s�en suit que
�
M
�? �M?, et donc

�
M?�? � ��M�?�?, mais M est un fermé, alors��

M
�?�?

=M , alors on trouve
�
M?�? �M ) F �M . D�où F =M .

1.3 Traces des fonctions des espaces de Sobolev

1.3.1 Existence de trace

On considère l�ensemble L2 (@
) =
�
w mesurable sur @
, tel que

R
@

w2d� < +1

	
C�est un

espace de Hilbert muni d�un produit scalaire usuel.

Théorème 1.3 (Existence de trace) Soit 
 un ouvert borné de RN , à frontière « su¢ sam-

ment régulière » . Alors l�application trace

l :
C1

�


�
! L2 (@
)

u ! lu = uj@
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se pronlonge par continuité en application linéaire continue, notée encore l, de H1 (
) dans

L2 (@
) et il existe une constante c� indépendante de u telle que

klukL2(@
) 6 c� kukH1(
) :

Remarque 1.2 L�application trace l n�est pas surjective de H1 (
) dans L2 (@
). Par contre,

elle est surjective sur H1=2 (@
), où H1=2 (@
) est l�espace de Sobolev d�indice fractionnaire 1=2.

On a :

H1=2 (@
) =
�
w 2 L2 (@
) , tel que 9v 2 H1 (
) ; w = l (v)

	
:

1.3.2 La densité de W 1� 1
p ;p (@
) dans L2 (@
)

Proposition 1.3 On suppose que 
 est un ouvert de classe C1 dans RN , Alors W 1� 1
p
;p (@
) est

dense dans L2 (@
) :

Preuve Puisque 
 est de classe C1, il existe un prolongement g linéaire continue deW 1;p (
)

dans W 1;p
�
RN
�
. Soit U 2 W 1;p (
) ; alors on a l (U) = u 2 L2 (@
) :

Par la densité de D
�
RN
�
dans W 1;p

�
RN
�
, donc il existe une suite fUngn2N � D

�
RN
�
telle

que :

kUn � g (U)kW 1;p(RN ) ! 0; g (U) 2 W 1;p
�
RN
�
:

Soit un la restriction de Un à 
 (fungn2N � D (
)): Comme la restriction de g (U) à 
 est U , on

en déduit que :

kun � UkW 1;p(
) ! 0; U 2 W 1;p (
) :

Par l�utilisation de la continuité de l�application de trace l, il en résulte :

kl (un � U)kL2(@
) 6 c� kun � UkW 1;p(
) ,

où c� est une constante positive. Ensuite, d�après la linéarité de l�application de trace l, on a

kl (un)� ukL2(@
) = kl (un � U)kL2(@
) 6 c� kun � UkW 1;p(
) ;

14



Chapitre 1. Notions préliminaires

qui implique :

kl (un)� ukL2(@
) 6 c� kun � UkW 1;p(
) ! 0:

Donc, on trouve

kl (un)� ukL2(@
) ! 0:

Or,comme l (un) 2 l (W 1;p (
)) = W 1� 1
p
;p (@
), on conclut que W 1� 1

p
;p (@
) est dense dans

L2 (@
).

1.4 Dérivation fractionnaire

Dé�nition 1.7 On appelle fonction Gamma Eulérienne (ou intégrale Eulérienne de seconde

espèce) la fonction notée � dé�nie par :

� (x) =

Z +1

0

e�ttx�1dt;

où x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x) > 0.

Dé�nition 1.8 L�intégrale d�ordre fractionnaire de la fonction h 2 L1[a; b] d�ordre � 2 R+ ; est

dé�nie par

I�a h (t) =
1

� (�)

Z t

a

h (s)

(t� s)1��
ds:

1.4.1 Approche de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.9 Soit � 2 R+ et h une fonction localement intégrable dé�nie sur [0; T ] : La dérivée

d�ordre � de h est dé�nie par :

1. Dérivée au sens de Riemann-Liouville à gauche

R
0 @

�
t h (t) :=

1

� (n� �)

@n

@tn

Z t

0

h (�)

(t� �)��n+1
d� : (1.2)
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2. Dérivée au sens de Riemann-Liouville à droite

R
t @

�
Th (t) :=

(�1)n

� (n� �)

@n

@tn

Z T

t

h (�)

(t� �)��n+1
d� : (1.3)

où le nombre entier n est choisi de telle manière que : n� 1 < � < n.

En général, la dérivée non entière d�une fonction constante au sens de Riemann Liouville n�est

pas nulle ni constante, mais on a :

R
0 @

�
t C =

1

� (n� �)

@n

@tn

Z t

0

C

(t� �)��n+1
d�

=
C

� (n� �)

@n

@tn

Z t

0

(t� �)n���1 d�

=
C

� (n� �)

@n

@tn
�
� (t� �)n��

��=t
�=0

=
C

� (n� �)

@n

@tn
tn��

=
Ct��

� (1� �)
:

Proposition 1.4 [131] Si 0 < p < 1, 0 < q < 1, h (0) = 0 et t > 0, alors

R
0 @

p+q
t h (t) = R

0 @
p
t
R
0 @

q
t h (t) =

R
0 @

q
t
R
0 @

p
t h (t) :

1.4.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

La dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un rôle important dans le déve-

loppement de la théorie des dérivées et des intégrales fractionnaires en vue de leurs applications

dans les mathématiques pures (solutions des équations di¤érentielles d�ordre entier, dé�nition

de nouvelles classes de fonctions, sommation des séries, ...). Cependant, la technologie moderne

demande une certaine révision de l�approche mathématique pure bien connue. De nombreux tra-

vaux sont apparus, spécialement sur la théorie de viscoélasticité et du mécanique du solide, où

les dérivées fractionnaires sont utilisées pour une bonne description des propriétés des matériaux.

Une modélisation mathématique basée sur les modèles rhéologiques mène naturellement à des
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équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire, d�où la nécessité de la formulation des conditions

initiales de telles équations. Les problèmes appliqués demandent des dé�nitions des dérivées frac-

tionnaires autorisant l�utilisation des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles

contiennent f(a); f (1)(a), ... etc. Malgré le fait que les problèmes aux valeurs initiales avec telles

conditions initiales peuvent être résolus mathématiquement, la solution de ces problèmes a été

proposée par M.Caputo (dans les années soixante) dans sa dé�nition qu�il a adapté avec Mainardi

dans la structure de la théorie de viscoélastité, donc on introduit une dérivée fractionnaire qui

est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

Dé�nition 1.10 Soit � 2 R+ et h une fonction localement intégrable dé�nie sur [0; T ]. La

dérivée d�ordre � de h est dé�nie par :

1. Dérivée au sens de Caputo à gauche

C
0 @

�
t h (t) :=

1

� (n� �)

Z t

0

h(n) (�)

(t� �)��n+1
d� : (1.4)

2. Dérivée au sens de Caputo à droite

C
t @

�
Th (t) :=

(�1)n

� (n� �)

Z T

t

h(n) (�)

(t� �)��n+1
d� ; (1.5)

avec n est un entier positif véri�ant l�inégalité : n� 1 < � < n.

1.4.3 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et de Caputo

Soit � 2 R+ avec n � 1 < � < n, (n 2 N�). Supposons que h est une fonction, telles

que C0 @
�
t h (t) ;

R
0 @

�
t h (t) existent, alors

R
0 @

�
t h (t) =

C
0 @

�
t h (t) +

n�1X
k=0

h(n) (0) (t)k��

� (k � � + 1)
: (1.6)

Si n = 1, on a
R
0 @

�
t h (t) =

C
0 @

�
t h (t) +

h (0)

� (1� �) t�
: (1.7)

17



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.4.4 Intégration par parties fractionnaire

Si v 2 Lp (
), w 2 Lq (
) avec 1
p
+ 1

q
6 1 + �, alors la formule suivante

Z T

0

v (t) : (0I
�
t w) (t) dt =

Z T

0

w (t) : (tI
�
Tv) (t) dt:

dé�nit l�intégration par parties fractionnaire [138].

1.5 Espaces fonctionnels et inégalités élémentaires

1.5.1 L�espace L2� (
)

Pour l�étude de quelques problèmes posés, on a besoin de rappeler quelques espaces fonction-

nels. Soit L2 (0; l), l 2 R�+, l�espace de Hilbert usuel muni d�un produit scalaire noté (�; �)L2(0;l)
et d�une norme associée kukL2(0;l). L�espace de Hilbert L2 (
) := L2 (0; T; L2 (0; l)) (
 = (0; l)�

(0; T )) est constitué de (classes de) fonctions dé�nies et de carrés intégrables dans 
. Le produit

scalaire dans L2 (
) est noté (�; �)L2(
) avec la norme kukL2(
). On désigne par L2� (
) l�espace

de Hilbert des fonctions des carrés intégrables avec poids muni d�un produit scalaire dénoté

(�; �)L2�(
), dé�ni par :

(u; v)L2�(
) = (
p
�u;

p
�v)L2(
)

et d�une norme associée dénotée kukL2�(
) dé�nie par :

kukL2�(
) = k
p
�ukL2(
) =

�Z



�(x) ju (x; :)j2 dx
�1=2

:

Si �(x) = 1, L2� (
) sont identi�és avec les espaces standards L
2 (
).
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1.5.2 L�espace de Bouziani

On dénote par C0 (0; l) l�espace des fonctions continues à support compact dans (0; l). Comme

une telle fonction est intégrable au sens de Lebesgue par rapport à dx, on peut dé�nir sur C0 (0; l)

la forme bilinéaire donnée par :

(u;w) =

Z l

0

=�xu � =�xw dx; (1.8)

où

=�xu =
Z l

x

u (�) d�;

qui est considéré comme un produit scalaire dans C0 (0; l) pour lequel C0 (0; l) n�est pas complet.

On dénote B1
2 (0; l) la complétée de C0 (0; l) pour le produit scalaire dé�ni par (1:2), où

B1
2 (0; l) est appelé l�espace de Bouziani ou l�espace des fonctions primitives de carré intégrable

sur (0; l). La norme associée au produit scalaire (1:2) est

kukB12(0;l) =
q
(u; u)B12(0;l)

= k=�xukL2(0;l) : (1.9)

Lemme 1.1 Pour u 2 B1
2 (0; l), on a l�estimation :

kukB12(0;l) �
lp
2
kukL2(0;l) : (1.10)

Preuve L�inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne :

(=�xu)
2 =

�Z l

x

u (�; t) d�

�2
6
�Z l

x

d�

� �Z l

x

(u (�; t))2 d�

�
6 (l � x)

Z l

x

(u (�; t))2 d� 6 (l � x)

Z l

0

(u (x; t))2 dx;
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par l�intégration sur (0; l), on trouve :

Z l

0

(=�xu)
2 dx �

�Z l

0

(l � x) dx

��Z l

0

(u (x; t))2 dx

�
� l2

Z l

0

(u (x; t))2 dx:

Par conséquent, on aura :

kuk2B12(0;l) �
lp
2
kuk2L2(0;l) :

Remarque 1.3 L�inégalité (1:4) reste valable si on remplace l�intervalle (0; l) par une région

bornée 
 de Rn. Il su¢ t de remplacer l par mes (
) (mesure de 
) dans (1:4) :

On dénote par L2 (0; T ;B1
2 (0; l)) := B2 (
) l�espace des fonctions u mesurables sur [0; T ] à

valeurs dans B1
2 (0; l), telles que

(u;w)L2(0;T ; B12(0;l))
=

Z T

0

(u (�; t) ; w (�; t))B12(0;l) dt:

Puisque l�espace B1
2 (0; l) est un espace de Hilbert, on peut montrer que L

2 (0; T ;B1
2 (0; l)) est un

espace de Hilbert aussi, avec la norme :

kukL2(0;T ; B12(0;l)) =
q
(u; u)L2(0;T ; B12(0;l))

=

Z T

0

ku (�; t)k2B12(0;l) dt < +1: (1.11)

1.5.3 Les espaces fractionnaires RH�
0 (
) et

RB�0 (
) :

SoitC1 (0; T ) désigne l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables sur (0; T ) etC10 (0; T )

désigne l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables à support compact dans (0; T ).

Dé�nition 1.11 [131] pour tout réel � > 0, L�application :

RH�
0 (
)! R+; u 7�!



R
0 @

�
t u



L2(
)

;
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dé�nit une semi-norme sur RH�
0 (
). On note :

jujRH�
0 (
)

:=


R
0 @

�
t u



L2(
)

;

et l�application :
RH�

0 (
)! R+;u 7�!
�
kuk2L2(
) + juj

2
RH�

0 (
)

� 1
2
;

dé�nit une norme sur RH�
0 (
). On note :

kukRH�
0 (
)

:=
�
kuk2L2(
) + juj

2
RH�

0 (
)

� 1
2
=
�
kuk2L2(
) +



R
0 @

�
t u


2
L2(
)

� 1
2
: (1.12)

Donc, on dé�nit l�espace RH�
0 (
) comme une complétion de l�espace C

1
0 (
) pour la norme

k�kRH�
0 (
)

:

Remarque 1.4 Premièrement, On a jujRH�
0 (
)

est une semi norme et pas une norme car, si on

met :

u = (t� �)� (t� 2�) ;

pour n = 1, on a

jujRH�
0 (
)

=

 Z



�
1

� (1� �)

@

@t

Z t

0

[(t� �)� (t� 2�)]
(t� �)�

d�

�2
d


! 1
2

=

 Z



�
1

� (1� �)

@

@t

Z t

0

(t� 2�) d�
�2

d


! 1
2

= 0:

Alors, on trouve u 6= 0, malgré que jujRH�
0 (
)

= 0: Deuxièmement, il su¢ t d�appliquer la dé�nition

d�une norme, et de véri�er les trois propriétés essentielles. La di¢ culté principale est l�inégalité

triangulaire, et pour la norme kukRH�
0 (
)

, on utilise l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

Dé�nition 1.12 [131] pour tout réel � > 0, on dé�nit sur l�espace usuel de Sobolev H�
0 (
), le

semi-norme

jujH�
l;r(
)

:=


R
0 @

�
t u;

R
t @

�
Tu
� 1
2

L2(
)
:
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Dé�nition 1.13 Pour tout réel � > 0, L�application :

RB�
0 (
)! R+; u 7�!



R
0 @

�
t (=xu)




L2(
)

;

dé�nit une semi-norme sur RB�
0 (
). On note :

jujRB�0 (
) :=


R
0 @

�
t (=xu)




L2(
)

;

et l�application :
RB�

0 (
)! R+; u 7�!
�
kuk2B2(
) + juj

2
RB�0 (
)

� 1
2
;

dé�nit une norme sur RB�
0 (
). On note :

kukRB�0 (
) :=
�
kuk2B2(
) + juj

2
RB�0 (
)

� 1
2
=
�
kuk2B2(
) +



R
0 @

�
t (=xu)



2
L2(
)

� 1
2
: (1.13)

Donc, on dé�nit l�espace RB�
0 (
) comme une complétion de l�espace C

1
0 (
) pour la norme

k�kRB�0 (
) :

Remarque 1.5 D�après la dé�nition et la remarque précédente, on peut prouver que jujRB�0 (
)
est une semi norme et kukRB�0 (
) est une norme, alors que pour l�inégalité triangulaire, on va

utiliser l�inégalité de Minkowski.

Lemme 1.2 8 � > 0; si w 2 RB�
0 (
) et v 2 C10 (
), alors :

�
R
0 @

�
t w (�; y) ; v (�; y)

�
(0;T )

=
�
w (�; y) ; R

t @
�
Tv (�; y)

�
(0;T )

:
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Preuve Par l�intégration par parties, on obtient

�
R
0 @

�
t w (�; y) ; v (�; y)

�
(0;T )

=

Z T

0

R
0 @

�
t w: v dt

=
1

� (1� �)

Z T

0

R
0 @

�
t w: v dt

=
1

� (1� �)

Z T

0

�
@

@t

Z t

0

w (�)

(t� �)�
d�

�
: v dt

=
�1

� (1� �)

Z T

0

�Z t

0

w (�)

(t� �)�
d�

�
: v0 dt;

et par l�intégration par parties fractionnaires, on retrouve

�
R
0 @

�
t w (�; y) ; v (�; y)

�
(0;T )

=

Z T

0

R
0 @

�
t w: v dt

=
�1

� (1� �)

Z T

0

�Z t

0

w (�)

(t� �)�
d�

�
: v0 dt

=
�1

� (1� �)

Z T

0

�Z T

t

v0 (�)

(t� �)�
d�

�
: w dt

=

Z T

0

R
t @

�
Tv:w dt

=
�
w (�; y) ; Rt @�Tv (�; y)

�
(0;T )

:

Lemme 1.3 (Lemme 2.6 [130]) Pour 0 < � < 1, les semi-normes jujRH�
0 (
)

et jujH�
l;r(
)

sont

équivalentes. On pose

jujRH�
0 (
)

�= jujH�
l;r(
)

:

Lemme 1.4 Pour tout réel � > 0, L�espace RB�
0 (
) avec la norme (1:13) est complet.

Preuve Soit vn une suite de Cauchy sous la norme k�kRB�0 (
) ; alors il existe v; w véri�ant :

=xvn ! =xv dans L2 (
) , (1.14)

R
0 @

�
t (=xvn) ! =xw dans L2 (
) : (1.15)
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Dans ce qui suit, on veut prouver que R0 @
�
t (=xv) = =xw:

D�après (1:15), on a :

Z



R
0 @

�
t (=xvn) :' d
 !

Z



=xw: 'd
; 8' 2 C10 (
) : (1.16)

D�autre part, à partir du lemme 1.2 et (1:14), on obtient

Z



R
0 @

�
t (=xvn) : ' d
 (1.17)

=

Z



(=xvn) : Rt @�T' d
 !
Z



=xv: Rt @�T' d
 =

Z



R
0 @

�
t (=xv) : ' d
:

En combinant (1:16) et (1:17),

Z



R
0 @

�
t (=xv) :'d
 =

Z



=xw: 'd
; 8' 2 C10 (
) :

On conclut :
R
0 @

�
t (=xv) = =xw:

1.6 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall joue un grand rôle dans les estimations des termes intégro-di¤érentiels

et dont l�utilisation est fréquente pour l�obtention des estimations a priori dans les normes des

espaces sus-cités et autres.

Lemme 1.5 (Gronwall) Si a; b sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0; T ),

comme la fonction b soit non-décroissante sur (0; T ), et � 2 L1 (0; T ) ; � > 0, il s�ensuit à

partir de :

a(t) 6 b(t) +

Z t

0

� (s) a (s) ds; (1.18)

alors

a(t) 6 b(t) exp (� (t)) ;
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où

� (t) =

Z t

0

� (s) ds:

Preuve On met

k(t) = exp (�� (t))
Z t

0

� (s) a (s) ds:

Alors, pour tout t 2 [0; T ], l�estimation

@

@t
k(t) = � (t) exp (�� (t))

�
a(t)�

Z t

0

� (s) a (s) ds

�
6 � (t) b(t) exp (�� (t)) ;

résulte de (1:18) et �(t) > 0. Avec k(0) = 0 par dé�nition, l�intégration sur t conduit à

k(t) 6
Z t

0

� (s) b(s) exp (�� (s)) ds:

Encore, une autre fois on utilise (1:18),

exp (�� (t)) (a(t)� b(t)) 6 exp (�� (t))
Z t

0

� (s) a (s) ds = k(t) 6
Z t

0

� (s) b(s) exp (�� (s)) ds:

Donc, on trouve

a(t)� b(t) 6
Z t

0

� (s) b(s) exp (� (t)� � (s)) ds; (1.19)

si b est non-décroissante sur (0; T ), de (1:19) et en vertu de �(t) > 0, on obtient

a(t) 6 b(t) +

Z t

0

� (s) b(s) exp (� (t)� � (s)) ds

6 b(t)

�
1 +

Z t

0

� (s) exp (� (t)� � (s)) ds
�

6 b(t)

�
1 + exp (� (t))

Z t

0

@

@s
[� exp (�� (s))] ds

�
6 b(t) [1 + exp (� (t)) [� exp (�� (t)) + 1]]

6 b(t) exp (� (t)) :

Qui prouve le lemme.
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On conclut que si : fi (�) (i = 1; 2; 3) sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0; T ),

et que la fonction f3 (�) est non-décroissante sur (0; T ), et à partir de

=�f1 + f2 6 f3 + c=�f2; c > 0;

alors il s�ensuit

=�f1 + f2 6 exp (c�) � f3;

où

=�fi =
Z �

0

fi (t) dt:
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Chapitre 2

Problème mixte avec une condition

intégrale à deux bornes variables et une

condition de Neumann pour certaines

classes d�équations paraboliques

2.1 Introduction

Les problèmes avec une condition intégrale à deux bornes variables et une condition au bord

du type Dirichlet pour certaines classes d�équations paraboliques ont été traités par Marhoune

[80], Marhoune et Lakhal [90]. A l�ombre de cela, on étudie un problème mixte avec une condition

intégrale à deux bornes variables pour une équation parabolique avec l�opérateur de Bessel [109],

en prenant une condition au bord du type Neumann au lieu de condition de Dirichle. Ce travail

est considéré comme une généralisation du problème de Bouziani [89], cela est dû au type de la

condition intégrale étudiée.
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2.2 Position du problème

Dans le domaine rectangulaire 
 = (0; 1)� (0; T ), avec T < 1, on considère l�équation aux

dérivées partielles :

Lu = @u

@t
�
�
@2u

@x2
+
1

x

@u

@x

�
= f(x; t); (2.1)

avec la condition initiale

`u = u(x; 0) = ' (x) ; x 2 (0; 1) ; (2.2)

la condition limite de Neumann
@u

@x
(1; t) = 0; (2.3)

et la condition intégrale

Z �

0

xu (x; t) dx+

Z 1

�

xu (x; t) dx = 0; � > � > 0; �+ � = 1; t 2 (0; T ) ; (2.4)

où ' est une fonction connue.

On suppose que la fonction ' satisfait aux conditions de compatibilité (2:3) et (2:4) et f

satisfait la condition de compatibilité (2:4) :

@'

@x
(1) = 0;

Z �

0

x' (x) dx+

Z 1

�

x' (x) dx = 0; (2.5)

et Z �

0

xf (x; t) dx+

Z 1

�

xf (x; t) dx = 0: (2.6)

La présence du terme intégrale dans les conditions limites peut, généralement compliquer gran-

dement l�application des techniques numériques ainsi que les méthodes fonctionnelles standards,

spécialement l�intégrale à deux bornes variables. Alors, pour dépasser cette di¢ culté, on introduit

une technique de transfert du problème (2:1)� (2:4) à un autre moins compliqué qui ne contient

pas de condition intégrale. Pour cela, on établit le lemme suivant :
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Lemme 2.1 Le problème (2:1)� (2:4) est équivalent au problème (PR) suivant :

(PR) :

8>>><>>>:
Lu = @u

@t
�
�
@2u
@x2
+ 1

x
@u
@x

�
= f(x; t);

`u = u(x; 0) = ' (x) ; x 2 (0; 1) ;

�@u
@x
(�; t) = � @u

@x
(�; t) ; @u

@x
(1; t) = 0:

Soit u(x; t) une solution de (2:1)� (2:4), on prouve que

�
@u

@x
(�; t) = �

@u

@x
(�; t) :

En multipliant l�équation (2:1) par x, l�intégrant par rapport à x sur (0; �) et (�; 1) et en tenant

compte de (2:4) et (2:6), alors on obtient

x
@u

@x

����x=�
x=0

dx+ x
@u

@x

����x=1
x=�

dx = 0;

ceci implique

�
@u

@x
(�; t) +

@u

@x
(1; t)� �

@u

@x
(�; t) = 0:

Donc, à partir de (2:3), on trouve

�
@u

@x
(�; t) = �

@u

@x
(�; t) :

Soit maintenant u(x; t) une solution de (PR), on doit donc prouver que

Z �

0

xu (x; t) dx+

Z 1

�

xu (x; t) dx = 0:

En multipliant l�équation (2:1) par x, l�intégrant par rapport à x sur (0; �) et (�; 1) en tenant

compte de

�
@u

@x
(�; t) = �

@u

@x
(�; t) ;

@u

@x
(1; t) = 0;
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on obtient

@

@t

Z �

0

xu (x; t) dx =

Z �

0

xf(x; t)dx;

@

@t

Z 1

�

xu (x; t) dx =

Z 1

�

xf(x; t)dx;

par combinaison des deux équations précédentes, et à partir de (2:6) et (2:5), on trouve

Z �

0

xu (x; t) dx+

Z 1

�

xu (x; t) dx = 0:

2.3 Estimation a priori

Dans ce chapitre, on montre l�existence et l�unicité de la solution forte dans un espace fonc-

tionnel de Sobolev à poids du problème (2:1)� (2:4). La démonstration est basée sur une estima-

tion a priori et sur la densité de l�ensemble des valeurs de l�opérateur engendré par le problème

(PR) équivalent au problème (2:1)� (2:4) d�après le lemme 2.1 en suivant le schéma 1 cité dans

l�introduction. Le problème (PR) peut être écrit sous la forme opérationnelle suivante :

Lu = F ; (2.7)

où L = (L; `), avec un domaine de dé�nition D (L) constitué de fonctions u 2 L2� (
) ; où

�(x) = (x2 + x) ; telles que @u
@t
, @u
@x
, @2u
@x2
, @2u
@t@x

2 L2� (
) et u satisfait les conditions de limite

dans (PR) ; l�opérateur L est considéré de B dans F , où B est l�espace de Banach des fonctions

u 2 L2� (
) et dont la norme :

kuk2B =
Z



�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt+ sup

0���T

Z 1

0

�
x2 + x

��@u (x; �)
@x

�2
dx;

est �nie, et F est l�espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f; ') dont la norme :

kFk2F =
Z



f 2dxdt+

Z 1

0

�
x2 + x

��@'
@x

�2
dx
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est �nie.

Théorème 2.1 Pour toute fonction u 2 D (L), on a l�estimation

kukB � m kLukF (2.8)

où m est une constante positive indépendante de u:

Preuve Multipliant l�équation (2:1) par le suivant Mu :

Mu =

8>>><>>>:
(x2 � x) @u

@x
+ (x2 + x) @u

@t
; 0 � x � �;

�x@u
@x
+ (x2 + x) @u

@t
; � � x � �;

(x2 � x) @u
@x
+ (x2 + x) @u

@t
; � � x � 1;

et en intégrant sur le sous-domaine 
� = (0; 1)� (0; �), où � 2 [0; T ], on obtient

1) Sur 
��, Z

�
Lu �Mudxdt

=

Z

��

�
x2 � x

� @u
@x

@u

@t
dxdt+

Z

��

(1� x)

�
@u

@x

�2
dxdt

+

Z

��

�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt

+

Z

��

�
x� x2

� @u
@x

@2u

@x2
dxdt�

Z

��

(x+ 1)
@

@x

�
x
@u

@x

�
@u

@t
dxdt

=

Z

��

f �
��
x2 � x

� @u
@x
+
�
x2 + x

� @u
@t

�
dxdt;
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2) Sur 
��;�, Z

�
Lu �Mudxdt

=

Z

��;�

�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt�

Z

��;�

x
@u

@x

@u

@t
dxdt

+

Z

��;�

�
@u

@x

�2
dxdt

+

Z

��;�

x
@u

@x

@2u

@x2
dxdt�

Z

��;�

(x+ 1)
@

@x

�
x
@u

@x

�
@u

@t
dxdt

=

Z

��;�

f �
�
�x@u

@x
+
�
x2 + x

� @u
@t

�
dxdt;

3) Sur 
��, Z

�
Lu �Mudxdt

=

Z

��

�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt+

Z

��

�
x2 � x

� @u
@x

@u

@t
dxdt

+

Z

��

(1� x)

�
@u

@x

�2
dxdt

+

Z

��

�
x� x2

� @u
@x

@2u

@x2
dxdt�

Z

��

(x+ 1)
@

@x

�
x
@u

@x

�
@u

@t
dxdt

=

Z

��

f �
��
x2 � x

� @u
@x
+
�
x2 + x

� @u
@t

�
dxdt:

En utilisant une intégration par parties, on aura

1) Sur 
��, Z

��

�
x� x2

� @u
@x

@2u

@x2
dxdt (2.9)

=

Z �

0

�
�

2
� �2

2

��
@u

@x
(�; t)

�2
dt�

Z

��

�
1

2
� x

��
@u

@x

�2
dxdt;
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�
Z

��

(x+ 1)
@

@x

�
x
@u

@x

�
@u

@t
dxdt (2.10)

= �
Z �

0

�
�2 + �

� @u
@x
(�; t)

@u

@t
(�; t) dt+

Z

��

x
@u

@x

@u

@t
dxdt

+
1

2

Z �

0

�
x2 + x

��@u (�; �)
@x

�2
dx� 1

2

Z �

0

�
x2 + x

��@'
@x

�2
dx;

2) Sur 
��;�, Z

��;�

x
@u

@x

@2u

@x2
dxdt (2.11)

=
�

2

Z �

0

�
@u

@x
(�; t)

�2
dt� �

2

Z �

0

�
@u

@x
(�; t)

�2
dt

�1
2

Z

��;�

�
@u

@x

�2
dxdt;

�
Z

��;�

(x+ 1)
@

@x

�
x
@u

@x

�
@u

@t
dxdt (2.12)

= �
Z �

0

�
�2 + �

� @u
@x
(�; t)

@u

@t
(�; t) dt

+

Z �

0

�
�2 + �

� @u
@x
(�; t)

@u

@t
(�; t) dt+

Z


�;�

x
@u

@x

@u

@t
dxdt

+
1

2

Z �

�

�
x2 + x

��@u (�; �)
@x

�2
dx� 1

2

Z �

�

�
x2 + x

��@'
@x

�2
dx;

3) Sur 
��, Z

��

�
x� x2

� @u
@x

@2u

@x2
dxdt (2.13)

=

Z �

0

�
�2

2
� �

2

��
@u

@x
(�; t)

�2
dt�

Z

��

�
1

2
� x

��
@u

@x

�2
dxdt;
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�
Z

��

(x+ 1)
@

@x

�
x
@u

@x

�
@u

@t
dxdt (2.14)

=

Z �

0

�
�2 + �

� @u
@x
(�; t)

@u

@t
(�; t) dt+

Z

��

x
@u

@x

@u

@t
dxdt

+
1

2

Z 1

�

�
x2 + x

��@u (�; �)
@x

�2
dx� 1

2

Z 1

�

�
x2 + x

��@'
@x

�2
dx;

et en utilisant l�"-inégalité de Cauchy, on trouve

1) Sur 
��, Z

��

x2
@u

@x

@u

@t
dxdt (2.15)

� "

2

Z

��

x2
�
@u

@x

�2
dxdt+

1

2"

Z

��

x2
�
@u

@t

�2
dxdt

� 1

4

Z

��

�
@u

@x

�2
dxdt+

1

4 (�2 + �)

Z

��

�
x2 + x

��@u
@x

�2
dxdt

+
(�2 + �)

2

Z

��

�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt;

Z

��

f �
��
x2 � x

� @u
@x
+
�
x2 + x

� @u
@t

�
dxdt (2.16)

�
�
�2 + �

�2 Z

��

f 2dxdt+
1

4

Z

��

�
@u

@x

�2
dxdt

+
1

4 (�2 + �)

Z

��

�
x2 + x

��@u
@x

�2
dxdt

+
1

2 (�2 + �)

Z

��

�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt
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2) Sur 
��;�, Z

��;�

f �
�
�x@u

@x
+
�
x2 + x

� @u
@t

�
dxdt (2.17)

�
 
(� � �)

��
�2 � �2

�
+ (� � �)

�
2

+
1

2

!Z

��;�

f 2dxdt

+
1

4

Z

��;�

�
@u

@x

�2
dxdt

+
1

4
��
�2 � �2

�
+ (� � �)

� Z

��;�

�
x2 + x

��@u
@x

�2
dxdt

+
1

2

Z

��;�

�
x2 + x

��@u
@t

�2
;

3) Sur 
��, Z

��

x2
@u

@x

@u

@t
dxdt (2.18)

� "

2

Z

��

x

�
@u

@x

�2
dxdt+

1

2"

Z

��

x

�
@u

@t

�2
dxdt

� " (1� �)

2

Z

��

�
@u

@x

�2
dxdt+

1

2"

Z

��

�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt

� 1

4

Z

��

�
@u

@x

�2
dxdt+ (1� �)

Z

��

�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt;

Z

��

f �
��
x2 � x

� @u
@x
+
�
x2 + x

� @u
@t

�
dxdt (2.19)

�
�
(1� �)2 + (1� �)

�2 Z

��

f 2 +
1

4

Z

��

�
@u

@x

�2
+

1

4
�
(1� �)2 + (1� �)

� Z

��

�
x2 + x

��@u
@x

�2
+

1

2
�
(1� �)2 + (1� �)

� Z

��

�
x2 + x

��@u
@t

�2

Substituons (2:9)� (2:19) en
R

�
Lu �Mudxdt, il devient
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1) Sur 
��, �
1� �2+�

2
� 1

2(�2+�)

� R

��
(x2 + x)

�
@u
@t

�2
dxdt

+1
2

R �
0
(x2 + x)

�
@u(�;�)
@x

�2
dxR �

0

�
�
2
� �2

2

� �
@u
@x
(�; t)

�2
dt�

R �
0
(�2 + �) @u

@x
(�; t) @u

@t
(�; t) dt

� (�2 + �)
2 R


��
f 2dxdt+ 1

2

R �
0
(x2 + x)

�
@'
@x

�2
dx

+ 1
2(�2+�)

R

��
(x2 + x)

�
@u
@x

�2
dxdt;


�� (2.20)

2) Sur 
��;�,

1
2

R

��;�

(x2 + x)
�
@u
@t

�2
+ 1

2

R �
�
(x2 + x)

�
@u(�;�)
@x

�2
dx

�
R �
0

�
�2 + �

�
@u
@x
(�; t) @u

@t
(�; t) dt+

R �
0

�
�
2
� �2

2

� �
@u
@x
(�; t)

�2
dt

�
2

R �
0

�
@u
@x
(�; t)

�2
dt� �

2

R �
0

�
@u
@x
(�; t)

�2
dt

�
�
(���)2(�+�+1)

2
+ 1

2

� R

��;�

f 2dxdt+ 1
2

R �
�
(x2 + x)

�
@'
@x

�2
dx

+ 1

4((�2��2)+(���))

R

��;�

(x2 + x)
�
@u
@x

�2
dxdt;


��;� (2.21)

3) Sur 
��, �
� � 1

2((1��)2+(1��))

�R

��
(x2 + x)

�
@u
@t

�2
dxdt

+1
2

R 1
�
(x2 + x)

�
@u(�;�)
@x

�2
dxR �

0

�
�2

2
� �

2

� �
@u
@x
(�; t)

�2
dt+

R �
0

�
�2 + �

�
@u
@x
(�; t) @u

@t
(�; t) dt

�
�
(1� �)2 + (1� �)

�2 R

��
f 2dxdt

+1
2

R 1
�
(x2 + x)

�
@'
@x

�2
dx

+ 1

4((1��)2+(1��))

R

��
(x2 + x)

�
@u
@x

�2
dxdt:


�� (2.22)

Maintenant, en utilisant les conditions du (PR) dans (2:20), (2:21) et (2:22) respectivement, on

obtient
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1) Sur 
��, �
1� �2+�

2
� 1

2(�2+�)

� R

��
(x2 + x)

�
@u
@t

�2
dxdt

+1
2

R �
0
(x2 + x)

�
@u(�;�)
@x

�2
dx

� (�2 + �)
2 R


��
f 2dxdt+ 1

2

R �
0
(x2 + x)

�
@'
@x

�2
dx

+ 1
2(�2+�)

R

��
(x2 + x)

�
@u
@x

�2
dxdt


�� (2.23)

2) Sur 
��;�,
1
2

R

��;�

(x2 + x)
�
@u
@t

�2
+1
2

R �
�
(x2 + x)

�
@u(�;�)
@x

�2
dx

�
�
(���)2(�+�+1)

2
+ 1

2

� R

��;�

f 2dxdt

+1
2

R �
�
(x2 + x)

�
@'
@x

�2
dx

+ 1

4((�2��2)+(���))

R

��;�

(x2 + x)
�
@u
@x

�2
dxdt


��;� (2.24)

3) Sur 
��, �
� � 1

2((1��)2+(1��))

�R

��
(x2 + x)

�
@u
@t

�2
dxdt

+1
2

R 1
�
(x2 + x)

�
@u(�;�)
@x

�2
dx

�
�
(1� �)2 + (1� �)

�2 R

��
f 2dxdt

+1
2

R 1
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(x2 + x)

�
@'
@x

�2
dx

+ 1

4((1��)2+(1��))

R

��
(x2 + x)

�
@u
@x

�2
dxdt:


�� (2.25)

Or dans 
� , en combinant les inégalités (2:23), (2:24) et (2:25), on aboutit à

min

�
1� �2+�

2
� 1

2(�2+�)
; 1
2
; � � 1

2((1��)2+(1��))

�R

�
(x2 + x)

�
@u
@t

�2
dxdt

+1
2

R 1
0
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�
@u(�;�)
@x

�2
dx

� max
�
(�2 + �)

2
;
�
(���)2(�+�+1)

2
+ 1

2

�
;
�
(1� �)2 + (1� �)

�2� R

�
f 2dxdt

+1
2

R 1
0
(x2 + x)

�
@'
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�2
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�
1

2(�2+�)
; 1

4((�2��2)+(���))
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4((1��)2+(1��))
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�
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�
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En vertu du Lemme de Gronwall, on trouve Z



�
x2 + x

��@u
@t

�2
dxdt+

Z 1

0

�
x2 + x

��@u (�; �)
@x

�2
dx

!
(2.26)

� m1

 Z



f 2dxdt+

Z 1

0

�
x2 + x

��@'
@x

�2
dx

!
;

tel que

m1 = m2 exp (m3) ;

où

m2 =
max

�
(�2 + �)

2
;
�
(���)2(�+�+1)

2
+ 1

2

�
;
�
(1� �)2 + (1� �)

�2�
min

�
1� �2+�

2
� 1

2(�2+�)
; 1
2
; � � 1

2((1��)2+(1��))

� ;

m3 = max

 
1

2 (�2 + �)
;

1

4
��
�2 � �2

�
+ (� � �)

� ; 1

4
�
(1� �)2 + (1� �)

�!T:
Comme le côté droit de (2:26) est indépendant de � , on passe au supremum du côté gauche par

rapport à � sur l�intervalle [0;T ], on obtient l�inégalité désirée, où m = (m1)
1
2 :

Proposition 2.1 L�opérateur L de B dans F est fermable.

Preuve Soit fung 2 D (L) une suite telle que :

un ! 0 dans B; (2.27)

et

Lun ! (f; ') dans F; (2.28)

il faut démontrer que

f � 0 et ' � 0:

La convergence de un vers 0 dans B entraîne :

un ! 0 dans D0 (
) : (2.29)
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D�après la continuité de la dérivation de D0 (
) dans D0 (
). (2:29) implique :

Lun ! 0 dans D0 (
) : (2.30)

Par ailleurs, la convergence de Lun vers f dans L2 (
) engendre :

Lun ! f dans D0 (
) : (2.31)

En vertu de l�unicité de la limite dans D0 (
), on conclut de (2:30) et (2:31) que f = 0.

Ensuite, il s�engendre de (2:28) :

d`un
dx

! d'

dx
dans L2 (0; 1) : (2.32)

D�un autre coté, d�après que

kunk2B =
Z



�
x2 + x

��@un
@t

�2
dxdt+ sup

0���T

Z 1

0

�
x2 + x

��@un (x; �)
@x

�2
dx;

on a

sup
0���T

Z 1

0

�
x2 + x

��@un (x; �)
@x

�2
dx

>
Z 1

0

�
x2 + x

��@un (x; 0)
@x

�2
dx =

Z 1

0

�
x2 + x

��d`un
dx

�2
dx;

donc, on trouve Z 1

0

�
x2 + x

��d`un
dx

�2
dx 6 kunk2B ; 8n;

alors, compte tenu de (2:29), on aura

d`un
dx

! 0 dans L2 (0; 1) : (2.33)
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D�après l�unicité de la limite dans L2 (0; 1), en vertu de (2:32) et (2:33) on obtient

d'

dx
= 0;

et en tenant compte la condition de compatibilité suivante :

Z �

0

x' (x) dx+

Z 1

�

x' (x) dx = 0;

on conclut : que ' = 0.

Soit L la fermeture de L, et D
�
L
�
le domaine de dé�nition de L:

Dé�nition 2.1 La solution de l�équation

Lu = F ;

est dite solution forte du problème (PR) :

Théorème 2.1 est valide pour une solution forte, i.e. ; on a l�inégalité :

kukB � m


Lu



F
; 8u 2 D(L): (2.34)

Par conséquent, cette dernière inégalité entraîne les corollaires suivants :

Corollaire 2.1 La solution du problème (2:1)� (2:4) est unique, si elle existe, et dépend conti-

nûment de F 2 F:

Corollaire 2.2 L�ensemble des valeurs R(L) de l�opérateur L est égale à la fermeture R(L) de

R(L):

Preuve Soit z 2 R(L), alors il existe une suite de Cauchy fzngn dans F constituée des

éléments de l�ensemble R(L) telle que

lim
n!+1

zn = z:
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Il existe alors une suite correspondante un 2 D(L) telle que

Lun = zn:

De l�estimation (2:8), on obtient :

kup � uqkB � m kLup � LuqkF ! 0;

quand p et q tendent vers l�in�ni. On peut déduire que fungn est une suite de Cauchy dans B,

ainsi il existe u 2 B telle que

lim
n!+1

un = u dans B:

En vertu de la dé�nition de L (limn!+1 un = u dans B; si limn!+1 Lun = limn!+1 zn = z,

alors limn!+1 Lun = z et comme L est fermé donc Lu = z), la fonction u véri�e que :

u 2 D(L); Lu = z:

Ainsi z 2 R(L), alors

R(L) � R(L):

Aussi on conclut ici que R(L) est fermé parce qu�il est complet (tout sous-espace complet d�un

espace métrique (non nécessairement complet) est fermé).

Il reste à montrer l�inclusion inverse.

Soit z 2 R(L), alors il existe une suite fzngn dans F constituée des éléments de l�ensemble

R(L) telle que

lim
n!+1

zn = z:

où z 2 R(L), car R(L) est un sous-ensemble fermé d�un espace complet F , donc R(L) est complet.

Il existe alors une suite correspondante un 2 D(L) telle que

Lun = zn:
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De l�estimation (2:34) ; on obtient :

kup � uqkB � m


Lup � Luq




F
! 0;

quand p et q tendent vers l�in�ni. On peut déduit que fungn est une suite de Cauchy dans B,

ainsi il existe u 2 B telle que

lim
n!+1

un = u dans B:

Une fois encore, il existe une suite correspondante fL (un)gn 2 R(L) telle que

Lun = Lun sur R(L); 8n:

Donc

lim
n!+1

Lun = z;

En conséquence z 2 R(L), et alors on conclut que

R(L) � R(L):

Corollaire 2.3 Une solution du problème (2:1)� (2:4) est unique, si elle existe, et dépend conti-

nûment F 2 F:

2.4 Existence de la solution

Pour montrer l�existence de solutions, on doit prouver que R(L) soit dense dans F pour tout

u 2 B et pour tout arbitraire F = (f; ') 2 F:

Théorème 2.2 Si les conditions du théorème 2:1 sont satisfaites. Alors, pour chaque F =

(f; ') 2 F , le problème (2:1)� (2:4) admettra une solution forte unique u = L
�1F :

Preuve En vertu de l�inégalité (2:34), il s�ensuit que l�opérateur L admet un inverse continu

L
�1
et comme l�ensemble R(L) est fermé (En raison du corrolaire 2), d�ou il su¢ t de démontrer
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la densité de l�ensemble R(L) dans l�espace F pour le cas particulier où D (L) � B est réduite à

D0 (L), où D0 (L) = fu; u 2 D (L) : `u = 0g. Dans ce but, on démontre la proposition suivante :

Proposition 2.2 Soit les conditions du théorème 2:2 remplies. Si, pour ! 2 L2 (
) et pour tout

u 2 D0 (L), on a Z



Lu � !dxdt = 0; (2.35)

alors ! s�annule presque partout dans 
:

Preuve Le produit scalaire de F est dé�ni par :

(Lu; !)F =

Z



Lu � !dxdt+
Z 1

0

�
x2 + x

��@`u
@x

��
@!0
@x

�
dx: (2.36)

L�égalité (2:35) peut s�écrit comme suit :

Z



@u

@t
� !dxdt =

Z



1

x

@

@x

�
x
@u

@x

�
� !dxdt; (2.37)

on met

u (x; t) =

8<: z (x; t) ; si t 2 ]0; T ]

0; si t = 0
;

où z, @z
@x
, @z
@t
, @

2z
@x2
, @2z
@x@t

2 L2� (
), et z satisfait les conditions aux limites de (PR). De (2:37), on

obtient l�égalité : Z



@z

@t
� !dxdt =

Z



1

x

@

@x

�
x
@z

@x

�
� !dxdt: (2.38)

Et à partir de l�égalité (2:38), on donne la fonction ! en terme de z comme suit :

! =

8>>><>>>:
�
�
x� x2

2

�
@z
@x
+
�
x2 � 1

4
x3
�
@z
@t

0 � x � �;

�x @z
@x
+ x2 @z

@t
� � x � �;

�
�
x� x2

2

�
@z
@x
+
�
x2 � 1

4
x3
�
@z
@t

� � x � 1;

(2.39)
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Donc, ! 2 L2 (
) : (par ce que, si z, @z
@x
, @z
@t
, @

2z
@x2
, @2z
@x@t

2 L2� (
), alors ! 2 L2 (
)). Et z satisfait

aux mêmes conditions que la fonction u dans (PR) :

�
@z

@x
(�; t) = �

@z

@x
(�; t) ;

@z

@x
(1; t) = 0; (2.40)

z (�; t) = z (�; t) = 0: (2.41)

Remplaçant ! dans (2:38) par sa représentation (2:39), par l�intégration par parties, et en tenant

compte des conditions (2:40) et (2:41), on obtient :

Z

�

@z

@t
�!dxdt =

8>>>><>>>>:
�
R

��

�
x� x2

2

�
@z
@x

@z
@t
dxdt+

R

��

�
x2 � 1

4
x3
� �

@z
@t

�2
dxdt 
�� = (0; �)� (0; �)

�
R

��;�

x @z
@x

@z
@t
dxdt+

R

��;�

x2
�
@z
@t

�2
dxdt 
��;� = (�; �)� (0; �)

�
R

��

�
x� x2

2

�
@z
@x

@z
@t
dxdt+

R

��

�
x2 � 1

4
x3
� �

@z
@t

�2
dxdt 
�� = (�; 1)� (0; �)

:

De même, on trouve

1) Sur 
��, Z

�

1

x

@

@x

�
x
@z

@x

�
� !dxdt

= �1
2

Z �

0

�
�� �2

2

��
@z (�; t)

@x

�2
dt� 1

2

Z
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�
@z

@x
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dxdt

�
Z
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�
x� x2
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0

�
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4
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2) Sur 
��;�, Z

�

1

x

@

@x

�
x
@z
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�
� !dxdt

= ��
2
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Z �
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�2
dt

�1
2

Z

��;�

�
@z

@x

�2
dxdt�

Z

��;�

x
@z

@x

@z

@t
� 1
2

Z �

�

x2
�
@z

@x

�2
dx;
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3) Sur 
��, Z

�

1

x

@

@x

�
x
@z

@x

�
� !dxdt

=
1

2

Z �

0

�
� � �2

2

��
@z (�; t)

@x

�2
dt� 1

2

Z

��

�
@z

@x

�2
dxdt

�
Z

��

�
x� x2

2

�
@z

@x

@z

@t
� 1
2

Z 1

�

�
x2 � 1

4
x3
��

@z

@x

�2
dx;

Maintenant, par substitution de ces dernières égalités dans (2:38) et en utilisant les conditions

(2:40), il devient :

Z

��

�
x2 � 1

4
x3
��

@z

@t

�2
dxdt+

Z

��;�

x2
�
@z

@t

�2
dxdt

+

Z

��

�
x2 � 1

4
x3
��

@z

@t

�2
dxdt

= �1
2

Z

�

�
@z

@x

�2
dxdt� 1

2

Z �

0

�
x2 � 1

4
x3
��

@z

@x

�2
dx

�1
2

Z �

�

x2
�
@z

@x

�2
dx� 1

2

Z 1

�

�
x2 � 1

4
x3
��

@z

@x

�2
dx

� 0:

Donc, z = 0 dans 
, qui donne ! = 0 dans 
. Cela fait la preuve de la proposition 2.2.

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 2.2.

On considère une fonction W = (!; !0) 2 R(L)? et pour tout u 2 D(L) � B, alors W véri�e

l�égalité :

(Lu; !)F

=

Z



Lu � !dxdt+
Z 1

0

�
x2 + x

��@`u
@x

��
@!0
@x

�
dx

= 0: (2.42)

Puis. On doit prouver que W = 0. On suppose u 2 D0(L) dans (2:42), on obtient :
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Z



Lu � ! dxdt = 0; u 2 D0(L):

De la proposition 2.1, on déduit que ! = 0. Ainsi (2:42) prend la forme :

Z 1

0

�
x2 + x

��@`u
@x

��
@!0
@x

�
dx = 0; u 2 D(L): (2.43)

Puisque l�ensemble des valeurs de l�opérateur ` est dense partout dans l�espace de Hilbert F avec

la norme  Z 1

0

"�
x2 + x

��@`u
@x

�2#! 1
2

;

l�égalité (2:43) implique que !0 = 0. Donc W = 0 implique R(L) = F .

Ce qui achève la démonstration du théorème 2.2.

46



Chapitre 3

Problème mixte avec une condition

intégrale à deux bornes variables et une

condition périodique pour une classe

d�équations paraboliques

3.1 Introduction

Actuellement, le développement de l�étude des problèmes non locaux pour les EDP se pour-

suit vigoureusement, où beaucoup de problèmes avec des conditions intégrales ont été étudiés

dans plusieurs travaux en utilisant la méthode des inégalités d�énergie, le théorème du point �xe

de Schauder, la méthode de Galerkin, la théorie de caractéristiques, et la méthode du Rothe

pour di¤érents types d�équations avec des conditions intégrales. Contrairement à ces travaux, on

applique dans le présent chapitre la méthode des inégalités d�énergie pour étudier un problème

mixte avec un nouveau type de condition intégrale (condition intégrale à deux bornes va-

riables) et une condition périodique de type Neumann pour une classe d�équations paraboliques ;

une étude menée par T-E Oussaeif, A Bouziani [136].

Ce chapitre peut être considéré comme un prolongement du chapitre précédent dans la mesure

où l�équation étudiée est plus généralisée que la précédente.
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3.2 Position du problème

Dans le domaine rectangulaire 
 = (0; 1)� (0; T ), avec T <1, on considère l�équation

Lu = @u

@t
� @

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
= f(x; t); (3.1)

où le coe¢ cient a(x; t) satisfait aux conditions :

0 < c0 � a(x; t) � c1; 0 <
@a(x; t)

@t
� c2: (H)

Dans le reste du chapitre, ci; i = 1; 3, désignent des constantes strictement positives.

A l�équation (3:1), on associe la condition initiale :

`u = u(x; 0) = ' (x) ; x 2 (0; 1) ; (3.2)

la condition périodique de type Neumann :

@u

@x
(0; t) =

@u

@x
(1; t) = 0; t 2 (0; T ) ; (3.3)

et la condition intégrale :

Z �

0

u (x; t) dx+

Z 1

�

u (x; t) dx = 0; 0 < � < �; �+ � = 1; t 2 (0; T ) ; (3.4)

où a(x; t), f(x; t) et ' (x) sont des fonctions données.

On suppose que la fonction ' satisfait les conditions de compatibilité (3:3) et (3:4) et f

satisfait celle de (3:4), i.e.

@'

@x
(0) =

@'

@x
(1) = 0;

Z �

0

' (x) dx+

Z 1

�

' (x) dx = 0; (3.5)

Z �

0

f (x; t) dx+

Z 1

�

f (x; t) dx = 0: (3.6)
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La présence du terme intégrale dans les conditions limites peut, généralement compliquer gran-

dement l�application des techniques numériques et des méthodes fonctionnelles standards, spé-

cialement la condition intégrale à deux bornes variables. Ensuite, pour surmonter cette di¢ culté,

on introduit une technique de transfert du problème (3:1) � (3:4) à un autre classique moins

compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale. Pour cela, on établit le lemme suivant :

Lemme 3.1 Le problème (3:1)� (3:4) est équivalent au problème non local suivant (PR) :

(PR) :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Lu = @u
@t
� @

@x

�
a(x; t)@u

@x

�
= f(x; t);

0 < c0 � a(x; t) � c1; 0 <
@a(x;t)
@t

� c2

`u = u(x; 0) = ' (x) ; x 2 (0; 1)
@u
@x
(0; t) = @u

@x
(1; t) = 0

a(�; t)@u
@x
(�; t) = a(�; t)@u

@x
(�; t) :

:

Preuve Soit u(x; t) une solution de (3:1)� (3:4), on prouve que :

a(�; t)
@u

@x
(�; t) = a(�; t)

@u

@x
(�; t) :

en intégrant l�équation (3:1) par rapport à x sur (0; �) et (�; 1) ; en tenant compte de (3:6), on

obtient Z �

0

@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
dx+

Z 1

�

@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
dx = 0;

et l�usage de (3:3) donne :

a(�; t)
@u

@x
(�; t) = a(�; t)

@u

@x
(�; t) : (3.7)

Soit maintenant u(x; t) une solution de (PR), donc on est en train de prouver que :

Z �

0

u (x; t) dx+

Z 1

�

u (x; t) dx = 0:

On intègre l�équation (3:1) par rapport à x sur (0; �) et sur (�; 1), en tenant

a(�; t)
@u

@x
(�; t) = a(�; t)

@u

@x
(�; t) ;
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et en se servant des conditions (3:3) et (3:6), on obtient

@

@t

�Z �

0

u (x; t) dx+

Z 1

�

u (x; t) dx

�
= 0;

alors, on trouve Z �

0

u (x; t) dx+

Z 1

�

u (x; t) dx = m;

où m est une constante. Sous la condition initiale (3:2) et la condition de compatibilité (3:5), on

trouve Z �

0

u (x; t) dx+

Z 1

�

u (x; t) dx = 0:

3.3 Estimation a priori et ses conséquences

Dans ce chapitre, on démontre l�existence et l�unicité de la solution du problème (3:1)� (3:4).

Cette démonstration est basée sur des estimations a priori et sur la densité de l�ensemble des

valeurs de l�opérateur engendré par le problème (PR) qui est équivalent au problème (3:1)�(3:4),

d�après le lemme 3.1, en suivant le schéma 1 cité dans l�introduction.

Le problème (PR) peut être écrit sous la forme opérationnelle suivante :

Lu = F ; (3.8)

où L = (L; `), avec le domaine de dé�nition D (L) constitué de fonctions u 2 L2 (
) telles que
@u
@t
, @u
@x
, @

2u
@x2

2 L2 (
) et u satisfait les conditions limites dans (PR) ; l�opérateur L est considéré

de B dans F , où B est l�espace de Banach des fonctions u 2 L2 (
) et dont la norme :

kuk2B =
Z



�
@u

@t

�2
dxdt+ sup

0���T

Z 1

0

�
@u (x; �)

@x

�2
dx
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est �nie, et F est l�espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f; ') dont la norme :

kFk2F =
Z



f 2dxdt+

Z 1

0

�
@'

@x

�2
dx

est �nie.

Théorème 3.1 Pour toute fonction u 2 B, on a l�inégalité

kukB � c kLukF ; (3.9)

où c est une constante positive indépendante de u:

Preuve Multiplions l�équation (3:1) par le suivant Mu :

Mu =

8>>><>>>:
Mu1 = (2� x) @u

@t
+
R x
0
@u
@t
d� 0 � x � �

Mu2 = (2� �) @u
@t

� � x � �

Mu3 = (2� �+ � � x) @u
@t
�
R 1
x
@u
@t
d� � � x � 1

;

puis, intégrons sur le sous-domaine 
� , où 
� = (0; 1)� (0; �).

1) En intégrant sur 
�� = 
� = (0; �)� (0; �), on trouveZ

�

Lu:Mu1dxdt

=

Z

�

�
(2� x)

@u

@t
+

�Z x

0

@u

@t
d�

��
@u

@t
dxdt

�
Z

�

�
(2� x)

@u

@t
+

�Z x

0

@u

@t
d�

��
@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
dxdt

=

Z

�

�
(2� x)

@u

@t
+

�Z x

0

@u

@t
d�

��
fdxdt: (3.10)

En utilisant une intégration par parties dans (3:10), et en tenant compte de la condition (3:3),
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on obtient par conséquent

Z

�

�
(2� x)

@u

@t
+

�Z x

0

@u

@t
d�

��
@u

@t
dxdt

=

Z

�

(2� x)

�
@u

@t

�2
dxdt+

1

2

Z �

0

�Z �

0

@u

@t
d�

�2
dt; (3.11)

�
Z

�

�
(2� x)

@u

@t
+

�Z x

0

@u

@t
d�

��
@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
dxdt

= �
Z �

0

�
a(�; t)

@u

@x
(�; t)

Z �

0

@u

@t
d�

�
dt

�
Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

+

Z

�

(2� x) a(x; t)
@u

@x

@2u

@x@t
dxdt

= �
Z �

0

�
a(�; t)

@u

@x
(�; t)

Z �

0

@u

@t
d�

�
dt

�
Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

+
1

2

Z �

0

(2� x) a(x; �)

�
@u (x; �)

@x

�2
dx

�1
2

Z �

0

(2� x) a(x; 0)

�
@'

@x

�2
dx

�1
2

Z

�

(2� x)
@a(x; t)

@t

�
@u

@x

�2
dxdt: (3.12)

En appliquant l�"-inégalité de Cauchy, on trouve

Z

�

�
(2� x)

@u

@t
+

�Z x

0

@u

@t
d�

��
fdxdt

�
Z

�

(2� x)2 f 2dxdt+
1

4

Z

�

�
@u

@t

�2
dxdt2

+

Z

�

�Z �

x

f

�2
dxdt+

1

4

Z

�

�
@u

@t

�2
dxdt:
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À la lumière de l�inégalité :

Z

�

�Z �

x

f

�2
dxdt � 4

Z

�

x2f 2dxdt;

on trouve

Z

�

�
(2� x)

@u

@t
+

�Z x

0

@u

@t
d�

��
fdxdt

� 8

Z

�

f 2dxdt+
1

2

Z

�

�
@u

@t

�2
dxdt2: (3.13)

En substituant (3:11)� (3:13) dans (3:10), on aura

Z

�

(2� x)

�
@u

@t

�2
dxdt+

1

2

Z �

0

�Z �

0

@u

@t
d�

�2
dt

+
1

2

Z �

0

(2� x) a(x; �)

�
@u (x; �)

@x

�2
dx

�
Z �

0

�
a(�; t)

@u

@x
(�; t)

Z �

0

@u

@t
d�

�
dt

�
Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

� 8

Z

�

f 2dxdt+
1

2

Z

�

�
@u

@t

�2
dxdt

+
1

2

Z �

0

(2� x) a(x; 0)

�
@'

@x

�2
dx

+
1

2

Z

�

(2� x)
@a(x; t)

@t

�
@u

@x

�2
dxdt:
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Puis, en utilisant les conditions (H), on obtient :

1

2

Z

�

�
@u

@t

�2
dxdt+

1

2

Z �

0

�Z �

0

@u

@t
d�

�2
dt

+
c0
2

Z �

0

�
@u (x; �)

@x

�2
dx

�
Z �

0

�
a(�; t)

@u

@x
(�; t)

Z �

0

@u

@t
d�

�
dt

�
Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

� 8

Z

�

f 2dxdt+ c1

Z �

0

�
@'

@x

�2
dx+ c2

Z

�

�
@u

@x

�2
dxdt: (3.14)

2) En intégrant sur 
��;� = 
�;� = (�; �)� (0; �), on trouve :Z

�;�

Lu:Mu2dxdt

=

Z

�;�

�
(2� �)

@u

@t

�
@u

@t
dxdt

�
Z

�;�

�
(2� �)

@u

@t

�
@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
dxdt

=

Z

�;�

�
(2� �)

@u

@t

�
fdxdt: (3.15)

En utilisant une intégration par parties dans (3:15), et en tenant compte les conditions aux

limites dans (PR), on obtient

Z

�;�

�
(2� �)

@u

@t

�
@u

@t
dxdt

=

Z

�;�

(2� �)

�
@u

@t

�2
dxdt; (3.16)
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�
Z

�;�

�
(2� �)

@u

@t

�
@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
dxdt

= �
Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

+

Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

+

Z

�;�

(2� �) a(x; t)
@u

@x

@2u

@x@t
dxdt

= �
Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

+

Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

+
1

2

Z �

�

(2� �) a(x; �)

�
@u (x; �)

@x

�2
dx

�1
2

Z �

�

(2� �) a(x; 0)

�
@'

@x

�2
dx

�1
2

Z

�;�

(2� �)
@a(x; t)

@t

�
@u

@x

�2
dxdt: (3.17)

En utilisant l�inégalité de Cauchy, on trouve

Z

�;�

�
(2� �)

@u

@t

�
fdxdt

� 2

Z

�;�

f 2dxdt+
1

2

Z

�;�

�
@u

@t

�2
dxdt: (3.18)

En substituant (3:16)� (3:18) dans (3:15) et selon les conditions (H), on obtient

1

2

Z

�;�

�
@u

@t

�2
dxdt+

c0
2

Z �

�

�
@u (x; �)

@x

�2
dx

�
Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

+

Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

� 2

Z

�;�

f 2dxdt+ c1

Z �

�

�
@'

@x

�2
dx

+c2

Z

�;�

�
@u

@x

�2
dxdt: (3.19)
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3) En intégrant sur 
�� = 
� = (�; 1)� (0; �), on trouveZ

�

Lu:Mu3dxdt

=

Z

�

�
(2� �+ � � x)

@u

@t
�
Z 1

x

@u

@t
d�

�
@u

@t
dxdt

�
Z

�

�
(2� �+ � � x)

@u

@t
�
Z 1

x

@u

@t
d�

�
@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
dxdt

=

Z

�

�
(2� �+ � � x)

@u

@t
�
Z 1

x

@u

@t
d�

�
fdxdt: (3.20)

En utilisant une intégration par parties dans (3:20), et en tenant compte des conditions aux

limites dans (PR), on obtient

Z

�

�
(2� �+ � � x)

@u

@t
�
Z 1

x

@u

@t
d�

�
@u

@t
dxdt

=

Z

�

(2� �+ � � x)

�
@u

@t

�2
dxdt� 1

2

Z �

0

�Z 1

�

@u

@t
d�

�2
dt; (3.21)
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�
Z

�
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En utilisant l�inégalité de Cauchy, on trouve
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À la lumière de l�inégalité :
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on obtient
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En substituant (3:21)� (3:23) dans (3:20), on aura
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Puis, en utilisant l�inégalité de Cauchy et selon les conditions (H), on obtient

1

2

Z

�

�
@u

@t

�2
dxdt� 1

2

Z �

0

�Z 1

�

@u

@t
d�

�2
dt

+
c0
2

Z 1

�

�
@u (x; �)

@x

�2
dx

�
Z �

0

�
a(�; t)

@u

@x
(�; t)

Z 1

�

@u

@t
d�

�
dt

+

Z �

0

�
(2� �) a(�; t)

@u

@x
(�; t)

@u

@t
(�; t)

�
dt

� 8

Z

�

f 2dxdt+ c1

Z 1

�

�
@'

@x

�2
dx+ c2

Z

�

�
@u

@x

�2
dxdt: (3.24)
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Par l�addition des inégalités (3:14), (3:19) et (3:24), en selon les conditions de (PR), il vient
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dxdt+
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Z 1
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�
@u
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�2
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en vertu du Lemme 1 dans [22], on trouve
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�
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�2
dxdt+

Z 1
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�
@u (x; �)

@x

�2
dx

� c3
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f 2dxdt+
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�
@'
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�2
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!
; (3.25)

où

c3 =
max (c1; 8)

min
�
1
2
; c0
2

� exp (c2T ) :
Comme le côté droit de (3:25) est indépendant de � , on passe au supremum du côté gauche par

rapport à � sur l�intervalle [0; T ], on obtient l�inégalité désirée, où c = (c3)
1
2 :

Proposition 3.1 L�opérateur L de B dans F est fermable.

La démonstration de la proposition est analogue à celle de la proposition 2.1 du chapitre 2.

Soit L la fermeture de L, et D
�
L
�
le domaine de dé�nition de L:

Dé�nition 3.1 La solution de l�équation

Lu = F ;

est dite solution forte du problème (PR) :

Théorème 3.1 est valide pour une solution forte, c�est à dire on a l�inégalité

kukB � c


Lu



F
; 8u 2 D(L): (3.26)

Par conséquent, cette inégalité entraîne les corollaires suivants :
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Corollaire 3.1 L�ensemble des valeurs R(L) de l�opérateur L est égale à la fermeture R(L) de

R(L):

Corollaire 3.2 Une solution du problème (3:1)� (3:4) est unique, si elle existe et dépend conti-

nûment de F 2 F:

3.4 Solvabilité du problème

Pour montrer l�existence de solutions, on prouve que R(L) est dense dans F pour tout u 2 B

et pour tout arbitraire F = (f; ') 2 F:

Théorème 3.2 Supposons que les conditions du théorème 3:1 ainsi que la condition (H) sont

satisfaites. Alors, le problème (3:1)� (3:4) admet une solution forte unique u = L
�1F :

Preuve Premièrement, on montre que R(L) est dense dans F pour le cas particulier où

D (L) � B est réduit à D0 (L), où D0 (L) = fu; u 2 D (L) : `u = 0g. Dans ce but, on démontre

la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit les conditions du théorème 3:2 satisfaites. Si, pour ! 2 L2 (
) et pour

toute u 2 D0 (L), on a Z



Lu � !dxdt = 0; (3.27)

alors ! s�annule presque partout dans 
:

Preuve Le produit scalaire de F est dé�ni par

(Lu; !)F =

Z



Lu � !dxdt+
Z 1

0

�
@`u

@x

��
@!0
@x

�
dx: (3.28)

L�égalité (3:27) peut s�écrit comme suit :

Z



@u

@t
� !dxdt =

Z



@

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
� !dxdt: (3.29)
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On met

u (x; t) =

8<: z (x; t) ; si t 2 ]0; T ]

0; si t = 0
;

d�après (3:29), on a l�égalité

Z



@z

@t
!dxdt =

Z



@

@x

�
a(x; t)

@z

@x

�
� !dxdt: (3.30)

Au cours de l�établissement de la fonction !, et à partir de l�égalité (3:30), on la donne en terme

de la fonction z comme suit :

! =

8>>><>>>:
!1 =

�
(2� x) @z

@t
+
R x
0
@z
@t
d�
�
ekt 0 � x � �

!2 =
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(2� �) @z
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�
ekt � � x � �

!3 =
�
(2� �+ � � x) @z

@t
�
R 1
x
@z
@t
d�
�
ekt � � x � 1

; (3.31)

où k est une constante négative avec kc0 + c2 � 0; et z, @z@x ,
@
@x

�
a @z
@x

�
2 L2 (
), aussi z satisfait

aux mêmes conditions que la fonction u dans (PR).

Remplaçant ! dans (3:30) par sa représentation (3:31) et par l�intégration par parties de

chaque terme dans (3:30) avec l�utilisation des conditions de la fonction z, on aura :

1) sur le domaine 
� = (0; �)� (0; �), on aZ

�

@z

@t
!1dxdt =

Z

�

@
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�
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�
� !1dxdt; (3.32)
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Par l�intégration par parties de chaque terme de (3:32) par rapport à x et t, et en employant les

conditions de la fonction z, il donne
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donc, on trouve
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62



Chapitre 3. Problème mixte avec une condition intégrale à deux bornes variables
et une condition périodique pour une classe d�équations paraboliques

et
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Utilisons encore une fois une intégration par parties de chaque terme dans (3:35) par rapport à

x et t, et selon les conditions de la fonction z, il donne
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donc, on trouve
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Aussi, une autre intégration par parties de chaque terme dans (3:38) par rapport à x et t, aux

conditions de la fonction z, il vient
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donc, on obtient
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et
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En combinant les inégalités (3:33), (3:34) et (3:36), (3:37) et (3:39), (3:40) dans (3:30), on parvient

au résultat suivant
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ceci implique que z = 0 sur 
, donc ! = 0 sur 
: Cela prouve la proposition 3.2.

Revenons maintenant à la démonstration du théorème 3.2, on a déjà noté qu�il su¢ t de

prouver que l�ensemble R(L) est dense dans F:

Supposons que : pour W = (!; !0) 2 R(L)?, et 8u 2 D(L) � B, alors W véri�e l�égalité

suivante :

(Lu; !)F (3.42)

=

Z



Lu � !dxdt+
Z 1

0

�
@`u

@x

��
@!0
@x

�
dx

= 0:

Ensuite, on doit prouver que W = 0. Mettons u 2 D0(L) dans (3:42), on obtientZ



Lu � ! dxdt = 0; u 2 D0(L):
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En vertu de la proposition 3.2, on déduit que ! = 0. Donc (3:42) prend la forme suivante :

Z 1

0

�
@`u

@x

��
@!0
@x

�
dx = 0; u 2 D(L): (3.43)

Comme l�ensemble des valeurs de l�opérateur ` est partout dense dans l�espace de Hilbert F avec

la norme  Z 1

0

"�
@`u

@x

�2#! 1
2

;

l�égalité (3:43) implique que !0 = 0, alors W = 0 donne
�
R(L) = F

�
. Ce qui achève la démons-

tration du théorème 3.2.
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Chapitre 4

Existence et unicité d�une solution d�un

problème mixte pour une équation

parabolique fractionnaire avec une

condition intégrale

4.1 Introduction

Les équations di¤érentielles fractionnaires sont obtenues en généralisant les équations di¤é-

rentielles à un ordre arbitraire, elles jouent un rôle crucial dans l�ingénierie, la physique et les

mathématiques appliquées. Des phénomènes complexes peuvent être modélisés en utilisant ces

équations.

De ce fait, on peut trouver de nombreuses applications dans l�étude de la viscoélasticité,

l�électrochimie, traitement du signal, théorie du contrôle, milieux poreux, mécanique des �uides,

la rhéologie, le transport par di¤usion, les réseaux électriques, la théorie électromagnétique et de

nombreux autres processus physiques [110�114]. Récemment, il ya eu un développement signi�-

catif dans le domaine des équations fractionnaires aux dérivées partielles ; voir les monographies

de Kilbas et al. [115] et dans les papiers [116� 129].

La théorie de l�existence et l�unicité des solutions des problèmes aux limites et aux valeurs
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initiales pour les équations di¤érentielles fractionnaires est largement étudiée par de nombreux

auteurs, voir par exemple [117� 120; 130; 132� 133].

Quelques résultats d�existence et d�unicité de la solution d�équations aux dérivées partielles

fractionnaires ont été obtenus en utilisant le fameux théorème de Lax-Milgram et le théorème

du point �xe. Parmi eux, on cite les papiers [130; 134; 135].

La formulation variationnelle convenable est le point de départ de nombreuses méthodes

numériques, telles que les méthodes des éléments �nis et les méthodes spectrales. L�existence et

l�unicité de la solution variationnelle sont donc essentielles pour que ces méthodes soient e¢ caces.

La construction de la formulation variationnelle dépend fortement du choix des espaces et des

normes appropriées, ce que nous a motivé pour faire étendre et généraliser l�étude des problèmes

des EDP avec condition intégrale à l�étude des EDP fractionnaires avec une condition intégrale.

C�est ainsi pour développer les travaux sur les problèmes classiques des EDP fractionnaires à

l�étude des problèmes non standards.

L�objectif de ce chapitre est d�élargir l�application de la méthode des inégalités d�énergie

pour aboutir à l�existence et l�unicité de la solution dans des espaces fonctionnels de Sobolev

pondérés "avec poids" pour une classe de problèmes aux limites et aux valeurs initiales avec

une condition intégrale pour une classe des EDP "paraboliques" fractionnaires qui incluent une

dérivée fractionnaire de Caputo, discutée dans T-E. Oussaeif, A. Bouziani [139].

4.2 Position du problème

Pour tout entier positif 0 < � < 1, la dérivée de Caputo et de Riemann Liouville sont

respectivement dé�nies comme suit :

(i) Dérivée au sens de Caputo à gauche

C
0 @

�
t u (x; t) :=

1

� (1� �)

Z t

0

@u (x; �)

@�

1

(t� �)�
d� : (4.1)

(ii) Dérivée au sens de Riemann-Liouville à gauche

R
0 @

�
t u (x; t) :=

1

� (1� �)

@

@t

Z t

0

u (x; �)

(t� �)�
d� : (4.2)
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D�après (1:7), on trouve

R
0 @

�
t u (x; t) =

C
0 @

�
t u (x; t) +

u (x; 0)

� (1� �) t�
: (4.3)

Dans le domaine 
 = (0; 1) � (0; T ), T < 1, on considère l�équation aux dérivées partielles

fractionnaire de type parabolique suivante :

Lv = C
0 @

�
t v (x; t)�

@

@x

�
a (x; t)

@v

@x

�
= F (x; t); (4.4)

avec la condition initiale

`u = v(x; 0) = � (x) ; x 2 (0; 1) ; (4.5)

la condition au bord de type Neumann

@v

@x
(0; t) = � (t) ; (4.6)

et la condition intégrale Z 1

0

v (x; t) dx = m (t) ; t 2 (0; T ) ; (4.7)

où F , �, � et m sont des fonctions données.

On suppose que la fonction ' véri�e les conditions de compatibilité (4:6) et (4:7), i.e.

d�(0)

dx
= � (0) ;

Z 1

0

� (x) dx = m (0) :

Etant donné que les conditions aux limites sont non homogènes, il est commode de les ramener

à des conditions homogènes. On construit la fonction

U (x; t) = x

�
1� 3

2
x

�
� (t) + 3x2m (t) ;

en introduisant une nouvelle fonction inconnue ev dé�nie par
ev (x; t) = v (x; t)� U (x; t) :
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Alors, cette transformation nous permet de formuler le problème (4:4)� (4:7) à :

Lev = C
0 @

�
t ev (x; t)� @

@x

�
a (x; t)

@v

@x

�
= F (x; t)� LU = eF (x; t); (4.8)

`ev = ev(x; 0) = � (x)� `U = ' (x) ; x 2 (0; 1) ; (4.9)

@ev
@x
(0; t) = 0; (4.10)Z 1

0

ev (x; t) dx = 0; t 2 (0; T ) ; (4.11)

où ' satisfait aux conditions de compatibilité (4:10) et (4:11).

Encore une fois, on introduit une nouvelle fonction u (x; t) = ev (x; t) � ' (x), et à l�aide de

(4:3) le problème (4; 8)� (4; 11) devient sous la forme :

Lu = R
0 @

�
t u (x; t)�

@

@x

�
a (x; t)

@u

@x

�
= eF (x; t) + @

@x

�
a (x; t)

d' (x)

dx

�
= f(x; t); (4.12)

`u = u(x; 0) = 0; x 2 (0; 1) ; (4.13)

@u

@x
(0; t) = 0; (4.14)Z 1

0

u (x; t) dx = 0; t 2 (0; T ) : (4.15)

4.3 Estimation a priori et l�unicité de la solution

Dans ce chapitre on étudie un problème mixte lié à une équation parabolique fractionnaire

du second ordre, mariant une condition classique de type Neumann et une condition intégrale.

On démontre l�existence et l�unicité de la solution dans un espace fonctionnel fractionnaire de

Sobolev.

Cette étude menée principalement à l�aide de la méthode des inégalités d�énergie.

Ainsi, pour étudier le problème posé, nous introduisons les espaces fonctionnels nécessaires.
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On peut ramène le problème (4:12)� (4:15) à l�équation opérationnelle suivante :

Lu = f: (4.16)

où L = (L;`), avec le domaine de dé�nitionD (L) constitué de fonctions u 2 L2 (0; T; L2 (0; 1)) :=

L2 (
) telles que R
0 @

�
t u, ux, uxx 2 L2 (
) et u satisfait la condition (4:15) ; l�opérateur L est

considéré de E dans L2 (
), où E est l�espace de Banach des fonctions (il peut être véri�é en

utilisant le lemme 1.4) constitué de tous les éléments u(x; t) ayant la norme �nie

kuk2E = kuk
2

RB
�
2
0 (
)

,

et L2 (
) est l�espace de Hilbert constitué de tous les éléments f .

Théorème 4.1 Si a (x; t)� 1
2
@2a(x;t)
@x2

� "
2
> 0, où " << 1. Alors, pour toute fonction u 2 E, on

a l�estimation a priori

kukE � q kLukL2(
) (4.17)

où q est une constante positive indépendante de u.

Preuve Multiplions scalairement l�équation (4:12) par le suivant Mu :

Mu =

Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�;

puis en intégrant sur le sous-domaine 
� = (0; 1)� (0; �), où 0 6 � 6 T , on obtient

Z

�
Lu �Mu dxdt

=

Z

�

R
0 @

�
t u (x; t) �

�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

�
Z

�

@

@x

�
a (x; t)

@u

@x

�
�
�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

=

Z

�

f (x; t) �
�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt: (4.18)
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Par l�intégration par parties de la première intégrale du côté gauche de l�égalité (4:18), on trouve

Z

�

R
0 @

�
t u (x; t) �

�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

=

Z

�

�
R
0 @

�
t

�Z x

0

u (�; t) d�

��
�
�Z x

0

u (�; t) d�

�
dxdt;

par l�application du lemme 2.8 [130, formule (2:21a)], on trouve

Z

�

R
0 @

�
t u (x; t) �

�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

=

Z

�

�
R
0 @

�
t

�Z x

0

u (�; t) d�

��
�
�Z x

0

u (�; t) d�

�
dxdt

=

Z

�

�
R
0 @

�
2
t

Z x

0

u (�; t) d�

�
�
�
R
t @

�
2
T

Z x

0

u (�; t) d�

�
dxdt:

On peut réécrire la formule précédente comme suit :

Z

�

R
0 @

�
t u (x; t) �

�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

=

Z

�

�
R
0 @

�
2
t

Z x

0

u (�; t) d�

�
�
�
R
t @

�
2
T

Z x

0

u (�; t) d�

�
dxdt

=

�
R
0 @

�
2
t

Z x

0

u (�; t) d�; Rt @
�
2
T

Z x

0

u (�; t) d�

�
L2(
� )

= : j(=xu)j2
H
�
2
l;r

:

En vertu du lemme 2.6 [130] et à partir du lemme 2.4 [131], on peut conclure que les semi-normes

des espaces H
�
2
l;r et

RH
�
2
0 sont équivalentes, alors on obtient

j(=xu)j2RH �
2
l;r

�=



R0 @ �

2
t (=xu)





L2(
)

:= juj
RB

�
2
0 (
)

:
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Alors, on trouve

Z

�

R
0 @

�
2
t u (x; t) �

�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

= : j(=xu)j2RH �
2
l;r

�=



R0 @ �

2
t (=xu)





L2(
)

=

Z

�

�
R
0 @

�
2
t

Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt: (4.19)

Utilisant une intégration par parties sur la deuxième intégrale du côté gauche de l�égalité (4:18)

en tenant compte des conditions (4:13)� (4:15), on obtient

�
Z

�

@

@x

�
a (x; t)

@u

@x

�
�
�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

= �
Z �

0

�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

��
a (x; t)

@u

@x

�����x=1
x=0

dt

�
Z

�
a (x; t)

@u

@x

�Z x

0

u (�; t) d�

�
dxdt

= �
Z �

0

�Z x

0

u (�; t) d�

�
(a (x; t)u (x; t))

����x=1
x=0

dt

+

Z

�

@a

@x
u (x; t)

�Z x

0

u (�; t) d�

�
dxdt+

Z

�
a (x; t) (u (x; t))2 dxdt

=
1

2

Z �

0

@a

@x

�Z x

0

u (�; t) d�

�2�����
x=1

x=0

dt

�1
2

Z

�

@2a

@x2

�Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt

+

Z

�
a (x; t) (u (x; t))2 dxdt

=

Z

�
a (x; t) (u (x; t))2 dxdt� 1

2

Z

�

@2a

@x2

�Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt: (4.20)

En intégrant par parties et en appliquant l�"-inégalité de Cauchy sur le côté droit de l�égalité
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(4:18), on aura

Z

�

f (x; t) �
�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�
dxdt

= �
Z �

0

�Z 1

x

�Z �

0

u (�; t) d�

�
d�

�� Z x

0

f (�; t) d�

�����x=1
x=0

dt

+

Z

�

�Z x

0

f (�; t) d�

�
�
�Z x

0

u (�; t) d�

�
dxdt

6 "

2

Z

�

�Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt+

1

2"

Z

�

�Z x

0

f (�; t) d�

�2
dxdt

6 "

2

Z

�
(u (x; t))2 dxdt+

1

2"

Z

�
(f (x; t))2 dxdt: (4.21)

Substituons (4:19)� (4:21) en (4:18), on trouve

Z

�

�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

u (�; t) d�

��2
dxdt+

Z

�
a (x; t) (u (x; t))2 dxdt

6 "

2

Z

�
(u (x; t))2 dxdt+

1

2"

Z

�
(f (x; t))2 dxdt

+
1

2

Z

�

@2a

@x2

�Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt

6
Z

�

�
1

2

@2a

@x2
+
"

2

�
(u (x; t))2 dxdt+

1

2"

Z

�
(f (x; t))2 dxdt;

comme a (x; t)� 1
2
@2a(x;t)
@x2

� "
2
> 0, il vient

Z

�

�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

u (�; t) d�

��2
dxdt

+

�
a (x; t)� 1

2

@2a (x; t)

@x2
� "

2

�Z

�
(u (x; t))2 dxdt

6 1

2"

Z

�
(f (x; t))2 dxdt; (4.22)

à partir de (1:10) ; on a

Z

�

�Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt 6 1

2

Z

�
(u (x; t))2 dxdt;
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Donc, (4:22) devient

Z

�

�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

u (�; t) d�

��2
dxdt

+2

�
a (x; t)� 1

2

@2a (x; t)

@x2
� "

2

�Z

�

�Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt

6 1

2"

Z

�
(f (x; t))2 dxdt:

Alors, on trouve

Z

�

�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

u (�; t) d�

��2
dxdt+

Z

�

�Z x

0

u (�; t) d�

�2
dxdt

6 q1

Z

�
(f (x; t))2 dxdt; (4.23)

où

q1 =
1

2"min
�
1; 2

�
a (x; t)� 1

2
@2a(x;t)
@x2

� "
2

�� :
Comme la partie droite de (4:23) est indépendante de � , passant au supremum du côté gauche

par rapport à � sur l�intervalle [0;T ], on obtient l�inégalité désirée, où q = (q1)
1
2 :

Proposition 4.1 L�opérateur L de E dans L2 (
) est fermable.

Théorème 4.1 est valide pour une solution forte, c.-à-d que l�on peut prolonger à l�inégalité

kukE � q


Lu



L2(
)
, 8u 2 D(L): (4.24)

Par conséquent, on obtient les corollaires suivants :

Corollaire 4.1 Une solution du problème (4:12) � (4:15) est unique, si elle existe, et dépend

continûment de F 2 L2 (
).

Corollaire 4.2 L�ensemble des valeurs R(L) de l�opérateur L est égale à la fermeture R(L) de

R(L).
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4.4 Existence de la solution

Pour montrer l�existence de la solution, on fait la preuve que R(L) est dense dans L2 (
) pour

tout u 2 E et pour tout arbitraire f 2 L2 (
).

Théorème 4.2 Si les conditions du théorème 4:1 sont satisfaites. Donc pour chaque ! 2 L2 (
)

et u 2 E, si on a Z



Lu � !dxdt = 0; (4.25)

alors ! s�annule presque partout dans 
, ce qui implique que le problème (4:12)� (4:15) admette

une solution forte unique u = L
�1
f .

Preuve Le produit scalaire de L2 (
) est dé�ni par

(Lu; !)L2(
) =

Z



Lu � !dxdt;

On peut reformuler l�égalité (4:25) comme suit :

Z



R
0 @

�
t u (x; t) � !dxdt =

Z



@

@x

�
a (x; t)

@u

@x

�
� !dxdt: (4.26)

Pour assurer que R0 @
�
t u (x; t) =

C
0 @

�
t u (x; t), on met

u (x; t) = =t (z (x; �)) =
Z t

0

z (x; �) d� ;

où z, @z
@x
, @
@x

�
a@=t(z(x;�))

@x

�
, R0 @

�
t z 2 L2 (
) et z satisfait aux mêmes conditions (4:13)� (4:15).

À partir de (4:26), on obtient l�égalité

Z



R
0 @

�
t (=t (z (x; �))) � !dxdt =

Z



@

@x

�
a (x; t)

@=t (z (x; �))
@x

�
!dxdt: (4.27)
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Maintenant, on est en train de déterminer la fonction ! en se servant de l�égalité (4:27), on donne

! en fonction de z comme suit :

! =

Z 1

x

�Z �

0

(=t (z (�; �) d�)) d�
�
d�: (4.28)

Donc, ! 2 L2 (
).

Remplaçant ! dans (4:27) par sa représentation (4:28) ; et suite à une intégration par parties

de chaque terme dans (4:27) en tenant compte des conditions de la fonction z, on aura

Z



R
0 @

�
t (=t (z (x; �))) � !dxdt

�=
Z



�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

=t (z (�; �) d�) d�
��2

dxdt; (4.29)

et

Z



@

@x

�
a
@=t (z (x; �))

@x

�
!dxdt

=

Z



@

@x

�
a
@=t (z (x; �))

@x

��Z 1

x

�Z �

0

(=t (z (�; �) d�)) d�
�
d�

�
dxdt

=

Z T

0

�Z 1

x

�Z �

0

(=t (z (�; �) d�)) d�
�
d�

��
a
@=t (z)
@x

�����x=1
x=0

dt

+

Z



�
a
@=t (z)
@x

���Z x

0

(=t (z (�; �) d�)) d�
��

dxdt

=

Z T

0

�
a

Z x

0

(=t (z (�; �) d�)) d�
�
(=t (z))

����x=1
x=0

dt

�
Z



@a

@x
(=t (z))

�Z x

0

=t (z)
�
dxdt�

Z



a (=t (z))2 dxdt

= �1
2

Z T

0

@a

@x

�Z x

0

=t (z)
�2�����

x=1

x=0

dt+
1

2

Z



@2a

@x2

�Z x

0

=t (z)
�2

dxdt

�
Z



a (=t (z))2 dxdt

=
1

2

Z



@2a

@x2

�Z x

0

=t (z (�; �) d�) d�
�2

dxdt�
Z



a (x; t) (=t (z))2 dxdt: (4.30)
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En combinant (4:29) et (4:30), on obtient

Z



�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

=t (z (�; �) d�) d�
��2

dxdt

=
1

2

Z



@2a

@x2

�Z x

0

=t (z (�; �) d�) d�
�2

dxdt�
Z



a (x; t) (=t (z))2 dxdt; (4.31)

estimons le côté droit de (4:31), il se cède

Z



�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

=t (z (�; �) d�) d�
��2

dxdt

=
1

2

Z



@2a

@x2

�Z x

0

=t (z (�; �) d�) d�
�2

dxdt�
Z



a (x; t) (=t (z))2 dxdt

6
Z



�
1

2

@2a

@x2
� a (x; t)

�
(=tz (�; �) d�)2 dxdt:

Quand a (x; t)� 1
2
@2a(x;t)
@x2

� "
2
> 0, il parvient

Z



�
R
0 @

�
2
t

�Z x

0

=t (z (�; �) d�) d�
��2

dxdt

6
Z



�
1

2

@2a

@x2
� a (x; t)

�
(=tz (�; �) d�)2 dxdt

6 0:

ceci implique que z = 0 sur 
, il s�ensuit que ! = 0 sur 
. Ce qui achève la démonstration du

théorème 2.
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Chapitre 5

Existence et unicité d�une solution

faible d�un problème mixte pour une

équation hyperbolique non linéaire avec

une condition intégrale

5.1 Introduction

Dans [96], Bouziani a traité l�existence, l�unicité et la dépendance continue par rapport aux

données de la solution forte pour un problème mixte combinant une condition de Neumann avec

une condition intégrale pour une équation de viscosité. Ceci m�a motivé pour étudier dans T-E.

Oussaeif, A. Bouziani [137] un tel problème non local mixte pour une équation hyperbolique non

linéaire dont le terme non linéaire f(x; t; u; ux) est ajouté au côté droit de l�équation étudiée avec

une condition de type intégrale (1).
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5.2 Formulation du problème non linéaire

Dans le domaine Q = f(x; t) 2 R2 : � < x < �; 0 < t < Tg où �; � > 0; T > 0, on considère

le problème de l�inconnue �(x; t); (x; t) 2 Q :

L� = @2�

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@�

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@�

@x

�
+ c(x; t)� = h(x; t; �;

@�

@x
); (5.1)

A l�équation (5:1), on associe les conditions initiales :

`1� = �(x; 0) = �(x); x 2 (�; �); (5.2)

`2� =
@�(x; 0)

@t
= 	(x); x 2 (�; �);

la condition au bord de type Neumann :

@�(�; t)

@x
= �(t); t 2 (0; T ); (5.3)

et la condition intégrale Z �

�

�(x; t)dx = E(t); t 2 (0; T ); (5.4)

où �;	; �; E; a; b; c et h sont des fonctions données.

Conditions C(1). Pour tout (x; t) 2 Q, on suppose que :

c0 � a(x; t) � c1;
@a(x; t)

@t
� c2;

@a(x; t)

@x
� c3; c4 � b(x; t) � c5;

c6 � @b(x; t)

@t
� c7;

@b(x; t)

@x
� c8;

@2b(x; t)

@t2
� c9;

@2b(x; t)

@x@t
� c10; c(x; t) � c11:

Conditions C(2). Pour tout (x; t) 2 Q, on suppose que :

@2a(x; t)

@x@t
� c12;

@2b(x; t)

@x2
� c13;

@3b(x; t)

@x@t2
� c14:

Dans les conditions C(1), C(2) et dans le reste du chapitre, on suppose que ci; i = 0; :::; 18 sont

des constantes positives.
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Conditions C(3). Les fonctions �(x) et 	(x) véri�ent les conditions de compatibilités sui-

vantes :

d�(�)

dx
= �(0);

Z �

�

�(x)dx = E(0);
d	(�)

dx
= �0(0);

Z �

�

	(x)dx = E 0(0):

Il est commode de ramener les conditions aux limites non homogènes à des conditions homogènes,

en introduisant une nouvelle fonction inconnue u dé�nie par :

u(x; t) = �(x; t) +K(x; t);

où

K(x; t) =
(x� �)

2(� � �)

�
(3x� �� 2�)�(t)� 6(x� �)

(� � �)2
E(t)

�
:

On peut véri�er facilement que la fonction K(x; t) satisfait aux conditions (5:3), (5:4). Cette

transformation nous emmène à l�étude du problème suivant :

Lu = @2u

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@u

@x

�
+ c(x; t)u = f(x; t; u;

@u

@x
); (5.5)

`1u = u(x; 0) = '(x); (5.6)

`2u =
@u(x; 0)

@t
= {(x);

@u(�; t)

@x
= 0; (5.7)Z �

�

u(x; t)dx = 0: (5.8)

Où

f(x; t; u;
@u

@x
) = h(x; t; �;

@�

@x
) + LK(x; t);

'(x) = �(x) + `1K;

{(x) = 	(x) + `2K:
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De les conditions C(3), on obtient les conditions de compatibilité suivantes :

d'(�)

dx
= 0;

Z �

�

'(x)dx = 0;
d{(�)
dx

= 0;

Z �

�

{(x)dx = 0:

Ainsi, au lieu de rechercher la solution � du problème (5:1) � (5:4), on établit l�existence et

l�unicité de la solution u du problème (5:5) � (5:8). La solution � sera tout simplement donnée

par :

�(x; t) = u(x; t)�K(x; t):

On doit assumer qu�il existe une constante positive k telle que :

jf(x; t; u1; v1)� f(x; t; u2; v2)j � k (ju1 � u2j+ jv1 � v2j) ; (x; t) 2 Q: (H1)

5.3 L�inégalité d�énergie et ses conséquences pour le pro-

blème linéaire

Commençons par l�étude du problème linéaire associé ; précisément on considère l�équation :

Lu = @2u

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@u

@x

�
+ c(x; t)u = f(x; t); (5.9)

avec les conditions (5:6)� (5:8).

La solution du problème (5:9); (5:6) � (5:8) peut être considérée comme une solution du

problème sous forme opérationnelle

Lu = (f; ';{);

où L = (L; `1; `2) est considéré de B dans F , où B est l�espace de Banach des fonctions =xu 2

L2(Q); où =xu =
R x
�
u(�; :)d�, dont la norme :

kukB =
(



@u@t





2
L2(Q)

+ kuk2C(0;T ;L2(�;�)) +




=x@u@t





2
C(0;T ;L2(�;�))

) 1
2
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est �nie, et F est l�espace de Hilbert constitué de tous les éléments F = (f; ';{) dont la norme :

kLukF =
n
k=xfk2L2(Q) + k'k

2
L2(�;�) + k=x{k

2
L2(�;�)

o 1
2

est �nie aussi.

Le domaine D(L) de l�opérateur L est l�ensemble de toutes les fonctions u telles que =xu 2

L2(Q), =x @u@t ;=x
@2u
@t2
;=x @

2u
@x2

2 L2(Q) et u véri�e (5:7) ainsi que (5:8).

Théorème 5.1 Soient les conditions C(1) satisfaites, alors on a l�estimation

kukB � C kLukF , (5.10)

où C est une constante positive indépendante de u; u 2 D(L).

Preuve Appliquant l�opérateur =x à l�équation (5:9) en tenant compte de la condition (5:7),

et en multipliant l�équation obtenue par 2=x @u@t puis l�intégrant sur Q
� := (�; �) � (0; �); où

0 � � � T , on trouve

2

Z
Q�
=x
@2u

@t2
=x
@u

@t
dxdt� 2

Z
Q�
a(x; t)

@u

@x
=x
@u

@t
dxdt (5.11)

�2
Z
Q�

@

@t

�
b(x; t)

@u

@x

�
=x
@u

@t
dxdt+ 2

Z
Q�
=x (cu) =x

@u

@t
dxdt

= 2

Z
Q�
=xf =x

@u

@t
dxdt:

Par l�intégration par parties des trois premières intégrales dans le côté gauche de (5:11), on

obtient

2

Z
Q�
=x
@2u

@t2
=x
@u

@t
dxdt =

Z �

�

�
=x
@u(�; �)

@t

�2
dx�

Z �

�

(=x{)2 dx; (5.12)

�2
Z
Q�
a
@u

@x
=x
@u

@t
dxdt =

Z �

�

a(x; �)u2(x; �)dx�
Z �

�

a(x; 0)'2dx (5.13)

�
Z
Q�

@a

@t
u2dxdt+ 2

Z
Q�

@a

@x
u=x

@u

@t
dxdt;
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�2
Z
Q�

@

@t

�
b
@u

@x

�
=x
@u

@t
dxdt (5.14)

= 2

Z
Q�
b

�
@u

@t

�2
dxdt+

Z �

�

@b(x; �)

@t
u2(x; �)dx

�
Z �

�

@b(x; 0)

@t
'2dx�

Z
Q�

@2b

@t2
u2dxdt

+2

Z
Q�

@b

@x

@u

@t
=x
@u

@t
dxdt+ 2

Z
Q�

@2b

@x@t
u=x

@u

@t
dxdt:

En substituant (5:12)� (5:14) dans (5:11), on aura

2

Z
Q�
b

�
@u

@t

�2
dxdt (5.15)

+

Z �

�

(�
a+

@b

@t

�
u2(x; �) +

�
=x
@u(�; �)

@t

�2)
dx

= 2

Z
Q�
=xf =x

@u

@t
dxdt+

Z �

�

��
a(x; 0) +

@b(x; 0)

@t

�
'2 + (=x{)2

�
dx

+

Z
Q�

�
@a

@t
+
@2b

@t2

�
u2dxdt� 2

Z
Q�

�
@a

@x
+

@2b

@x@t

�
u=x

@u

@t
dxdt

�2
Z
Q�

@b

@x

@u

@t
=x
@u

@t
dxdt� 2

Z
Q�
=x (c(x; t)u) =x

@u

@t
dxdt:

L�estimation de la première et la troisième intégrale dans la partie droite de (5:15), en appliquant

les inégalités élémentaires, donne :

2

Z
Q�
=xf =x

@u

@t
dxdt �

Z
Q�
(=xf)2 dxdt+

Z
Q�

�
=x
@u

@t

�2
dxdt; (5.16)

�2
Z
Q�

�
@a

@x
+

@2b

@x@t

�
u=x

@u

@t
dxdt (5.17)

� 2

Z
Q�

(�
@a

@x

�2
+

�
@2b

@x@t

�2)
u2dxdt

+

Z
Q�

�
=x
@u

@t

�2
dxdt;
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�2
Z
Q�

@b

@x

@u

@t
=x
@u

@t
dxdt (5.18)

� c4

Z
Q�

�
@u

@t

�2
dxdt+

1

c4

Z
Q�

�
@b

@x

�2�
=x
@u

@t

�2
dxdt;

�2
Z
Q�
=x (cu) =x

@u

@t
dxdt (5.19)

� (� � �)2

2

Z
Q�
c2u 2dxdt+

Z
Q�

�
=x
@u

@t

�2
dxdt:

Donc, par l�emploi des formules (5:16)� (5:19) et les conditions C(1) dans (5:15), on trouve

Z �

0





@u@t




2
L2(�;�)

dt+ ku(�; �)k2L2(�;�) +




=x@u(�; �)@t





2
L2(�;�)

� c15

�Z �

0

k=xfk2L2(�;�) dt+ k'k
2
L2(�;�) + k=x{k

2
L2(�;�)

�
+c16

Z �

0

(
kuk2L2(�;�) +





=x@u@t




2
L2(�;�)

)
dt; (5.20)

où

c15 =
max (1; c1 + c7)

min (c4; c0 + c5; 1)

et

c16 =
max (c2 + c9 + c23 + c210; 3 + c

2
8=c4)

min (c4; c0 + c5; 1)
:

L�élimination de la dernière intégrale sur la partie droite de l�inégalité (5:20) en utilisant le lemme

de Gronwall, donne :

Z �

0





@u@t




2
L2(�;�)

dt+ ku(�; �)k2L2(�;�) +




=x@u(�; �)@t





2
L2(�;�)

(5.21)

� c17

�Z T

0

k=xfk2L2(�;�) dt+ k'k
2
L2(�;�) + k=x{k

2
L2(�;�)

�
;

où

c17 = c15 exp (c16T ) :
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Comme le côté droit de (5:21) est indépendant de � , on passe au supremum du côté gauche par

rapport à � sur l�intervalle [0;T ], alors on obtient l�inégalité désirée (5:10), où C = c
1
2
17:

On montre que L : B ! F avec le domaine D(L) a une fermeture, i.e., la fermeture du

graphe G(L) � B � F de L est un graphe G(L) = G(L) de L, la fermeture de L.

Proposition 5.1 L�opérateur L de B dans F admet une fermeture.

Preuve Supposant que un 2 D(L) est une suite telle que :

un !
n!1

0 dans B (5.22)

et

Lun !
n!1

(f; ';{) dans F; (5.23)

il nous faut montrer que f � 0, ' � 0 et { � 0.

De (5:22) on a

un !
n!1

0 dans D0(Q):

D�après la continuité de la dérivation de D0(Q) dans D0(Q), on obtient

Lun !
n!1

0 dans D0(Q): (5.24)

Par ailleurs, il vient de (5:23) que

=xLun !
n!1

=xf dans L2(Q);

alors

Lun !
n!1

f dans D0(Q): (5.25)

En vertu de l�unicité de la limite dans D0 (Q), on conclut de (5:24) et (5:25) que f � 0:

De (5:23) on a

`1un !
n!1

' dans L2(�; �): (5.26)
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D�après la norme de l�espace B, on trouve

k`1unkL2(�;�) � kunkB ; 8n;

alors

`1un !
n!1

0 dans L2(�; �): (5.27)

De (5:26), (5:27), et en vertu de l�unicité de la limite dans L2(�; �), on conclut que ' � 0. De

façon analogue, on démontre que { � 0:

Dé�nition 5.1 La solution de l�équation

Lu = (f; ';{);

est dite solution forte du problème (5:9), (5:6)� (5:8):

L�inégalité (5:10) peut être prolongée à L:

Corollaire 5.1 Sous les conditions du théorème 5:1, il existe une constante C > 0 indépendante

de u telle que

kukB � C


Lu



F
; 8u 2 D(L):

Donc, la solution forte du problème (5:9); (5:6)� (5:8) est unique, si elle existe, et dépend conti-

nûment de F 2 F:

Corollaire 5.2 L�ensemble des valeurs R(L) de l�opérateur L est égale à la fermeture R(L) de

R(L):

5.4 L�existence de la solution pour le problème linéaire

Théorème 5.2 Soient les conditions C(1) et C(2) satisfaites, alors le problème (5:9); (5:6)�

(5:8) admet une solution forte unique u = L
�1
(f; ';{) = L�1(f; ';{).
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Preuve Pour prouver que le problème (5:9); (5:6)� (5:8) admet une solution forte pour tout

arbitraire (f; ';{) 2 F; il su¢ t de prouver que R(L) est dense dans F , tout d�abord pour le

cas particulier où L est réduit à L0 = (L0; `1; `2) avec le domaine D0(L0) = D0(L); où L0 est la

partie principale de L; i:e:;

L0u =
@2u

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@u

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@u

@x

�
; (5.28)

et D0(L) = fu=u 2 D(L) : `1u = 0 et `2u = 0g. Dans ce but, on démontre la proposition sui-

vante :

Proposition 5.2 Sous les conditions du théorème 5.2. Si, pour =x! 2 L2(Q) et pour tout u 2

D0(L), on a Z
Q

=xL0u � =x! dxdt = 0; (5.29)

alors ! s�annule presque partout dans Q.

Preuve On construit la fonction =x!. En utilisant le fait que la relation (5:29) est valable

pour tout u 2 D0(L), on peut exprimer =xu dans une forme spéci�que, soit :

=xu =

8<: 0; 0 � t � s;R t
s
(t� �)@

2(=xu)
@�2

d� ; 0 � t � s;

9=; (5.30)

avec =x @
2u
@t2

est une solution de l�équation

a(�; t)=x
@2u

@t2
= =�t (=x!) =

R T
t
=x! d�; (5.31)

où � est un nombre �xe dans [�; �]. Donc, on a

=x! = =��1t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
= � @

@t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
: (5.32)

Les relations (5:30) et (5:31) impliquent que u est dans Ds(L), où Ds(L) est l�ensemble de toutes

les fonctions D(L) sachant que u et @u
@t
s�annule au voisinage de t � s.
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Si on met s = 0, alors u est dans D0(L). En substituant (5:28) et (5:32) dans (5:29), on trouve

�
Z
Qs

=x
@2u

@t2
@

@t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
dxdt (5.33)

+

Z
Qs

a
@u

@x

@

@t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
dxdt

+

Z
Qs

@

@t

�
b
@u

@x

�
@

@t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
dxdt = 0:

Intégrant par parties chaque terme de l�égalité ci-dessus, on obtient

�
Z
Qs

=x
@2u

@t2
@

@t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
dxdt (5.34)

=
1

2

Z �

�

a(�; s)

�
=x
@2u(�; s)

@t2

�2
dx

�1
2

Z
Qs

a0(�; t)

�
=x
@2u

@t2

�2
dxdt;

Z
Qs

a
@u

@x

@

@t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
dxdt (5.35)

=

Z
Qs

�
a
@u

@t
+
@a

@t
u

�
a(�; t)

@2u

@t2
dxdt

+

Z
Qs

�
@a

@x

@u

@t
+

@2a

@t@x
u

�
a(�; t)=x

@2u

@t2
dxdt;

90



Chapitre 5. Existence et unicité d�une solution faible d�un problème mixte pour
une équation hyperbolique non linéaire avec une condition intégrale

Z
Qs

@

@t

�
b
@u

@x

�
@

@t

�
a(�; t)=x

@2u

@t2

�
dxdt (5.36)

=

Z
Qs

ba(�; t)

�
@2u

@t2

�2
dxdt+

Z �

�

@b

@t
a(�; T )

�
@u(x; T )

@t

�2
dx

�1
2

Z
Qs

@2b

@x2
a(�; t)

�
=x
@2u

@t2

�2
dxdt�Z

Qs

�
@2b

@t2
a(�; t) +

@b

@t
a0(�; t)

��
@u

@t

�2
dxdt

+2

Z
Qs

@2b

@x@t
a(�; t)

@u

@t
=x
@2u

@t2
dxdt

+

Z
Qs

@2b

@t2
a(�; t)u

@2u

@t2
dxdt+

Z
Qs

@3b

@x@t2
a(�; t)u=x

@2u

@t2
dxdt:

Substituant (5:34)� (5:36) dans (5:33), on aura

Z �

�

(
a(�; s)

2

�
=x
@2u(�; s)

@t2

�2
+
@b

@t
a(�; T )

�
@u(x; T )

@t

�2)
dx

+

Z
Qs

ba(�; t)

�
@2u

@t2

�2
dxdt

=
1

2

Z
Qs

�
a0(�; t) +

@2b

@x2
a(�; t)

��
=x
@2u

@t2

�2
dxdt

+

Z
Qs

�
@2b

@t2
a(�; t) +

@b

@t
a0(�; t)

��
@u

@t

�2
dxdt

�
Z
Qs

�
a
@u

@t
+

�
@a

@t
+
@2b

@t2

�
u

�
a(�; t)

@2u

@t2
dxdt

�
Z
Qs

��
@a

@x
+ 2

@2b

@x@t

�
@u

@t
+

�
@2a

@t@x
+

@3b

@x@t2

�
u

�
a(�; t)=x

@2u

@t2
dxdt:
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En vertu des conditions C(1) et C(2), on obtient

c0
2





=x@2u(x; s)@t2





2
L2(�;�)

+ c0c5





@u(x; T )@t





2
L2(�;�)

� 1

2

�
c2 + c1c13 +

c21
2

�Z T

s





=x@2u@t2




2
L2(�;�)

dt

+

�
c1c9 + c2c7 +

c24
2c0c4

+ c23 + 4c
2
10

�Z T

s





@u@t




2
L2(�;�)

dt

+

�
c21 (c

2
2 + c29)

2c0c4
+ c212 + c214

�Z T

s

kuk2L2(�;�) dt:

En utilisant l�inégalité de Friedricks,





=x@2u(x; s)@t2





2
L2(�;�)

+





@u(x; T )@t





2
L2(�;�)

(5.37)

� c18

Z T

s

(



=x@2u@t2




2
L2(�;�)

+





@u@t




2
L2(�;�)

)
dt;

où

c18 =

max

�
c2+c1c13

2
+

c21
4
; c1c9 + c2c7 +

c24
2c0c4

+ c23 + 4c
2
10 + 


�
c21(c22+c29)
2c0c4

+ c212 + c214

��
min

�
c20
2
; c0c5

�
et 
 est la constante de l�inégalité Friedricks.

L�inégalité (5:37) est indispensable à la preuve. Pour l�utiliser, on introduit une nouvelle

fonction z dé�nie par la formule

z(x; t) = =�t
@2u

@� 2
=

Z T

t

@2u

@� 2
d� .

Alors, @u(x;t)
@t

= z(x; s)� z(x; t), @u(x;T )
@t

= z(x; s) et on a

Z T

s





@u@t




2
L2(�;�)

dt � 2
Z T

s

kz(x; t)k2L2(�;�) dt+ (T � s) kz(x; s)k2L2(�;�) :
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Par conséquent, (5:37) devient





=x@2u(x; s)@t2





2
L2(�;�)

+ (1� 2c18(T � s)) kz(x; s)k2L2(�;�) (5.38)

� 2c18

Z T

s

(



=x@2u@t2




2
L2(�;�)

+ kz(x; t)k2L2(�;�)

)
dt:

Donc, si s0 > 0 et 1� 2c18(T � s) = 1=2, alors (5:38) implique





=x@2u(x; s)@t2





2
L2(�;�)

+ kz(x; s)k2L2(�;�) � 4c18
Z T

s

(



=x@2u@t2




2
L2(�;�)

+ kzk2L2(�;�)

)
dt: (5.39)

pour tout s 2 [T � s0; T ] on note l�intégrale sur la partie droite de (5:39) par y(s), alors on trouve

�dy(s)
ds

� 4c18y(s);

et, par conséquent

� d

ds
(y(s) exp (4c18s)) � 0: (5.40)

Il résulte de (5:40) que y(s) = 0; et donc =x! � 0 presque partout dans QT�s0 : En procédant

dans cette étape pas à pas sur le long de rectangle de côté s0, on montre que =x! � 0, et donc

! � 0 presque partout dans Q.

Lemme 5.1 Sous les conditions de la proposition 5.2, la fonction =xu dé�nie par (5.30) et

(5.31) a des dérivées par rapport à t jusqu�au troisième ordre appartenant à l�espace L2(Qs), où

Qs = (�; �)� (s; T ):

Preuve Est similaire à la preuve du lemme 1 dans Bouziani [53].

Maintenant, passant à la démonstration du théorème 5.2. Pour cette �n, il su¢ t de prouver

que R(L) est dense dans F .

On suppose que, pour certain W = (!; !1; !2) 2 F soit orthogonale à R(L0), alorsZ
Q

=xL0u � =x! dxdt+
Z �

�

`1u!1dx+

Z �

�

=x`2u=x!2 dx = 0: (5.41)
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Il faut prouver que W � 0. Mettant u 2 D0(L) dans (5:41), on obtientZ
Q

=xL0u � =x! dxdt = 0; u 2 D0(L):

Alors la proposition 5:2 implique que ! � 0. Donc (5:41) prend la forme

Z �

�

`1u!1dx+

Z �

�

=x`2u=x!2 dx = 0:

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs `1 et `2 sont indépendants et les ensembles des

valeurs `1 et `2 sont partout denses dans L2(�; �): Alors on trouve que !1 � 0 et !2 � 0. Donc

W � 0, ce qui implique que R(L0) = F .

Considérons maintenant le cas général. Du fait que R(L0) est dense dans F , ainsi que L�L0 =

(L � L0; `1; `2) sont des fonctions continues de B dans F , on conclut qu�on peut prouver que R(L)

est dense dans F au moyen de la méthode de continuation le long du paramètre. On ne va pas

décrire l�application de cette méthode car elle est analogue à celle utilisée dans [140]. Cela achève

la démonstration du théorème 5:2.
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5.5 Existence et unicité d�une solution faible du problème

non linéaire

Cette section est consacrée à la preuve de l�existence, l�unicité et la dépendance continue de la

solution par rapport aux données du problème (5:5)� (5:8). On considère le problème auxiliaire

suivant avec l�équation homogène :

Lw = @2w

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@w

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@w

@x

�
+ c(x; t)w = 0; (5.42)

`1w = w(x; 0) = '(x); (5.43)

`2w =
@w(x; 0)

@t
= {(x);

@w(�; t)

@x
= 0; (5.44)Z �

�

w (x; t) dx = 0: (5.45)

Si u est une solution du problème (5:5)� (5:8) et w est une solution du problème (5:42)� (5:45),

puis y = u� w satisfait

Ly = @2y

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@y

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@y

@x

�
+ c(x; t)y = G

�
x; t; y;

@y

@x

�
; (5.46)

`1y = y(x; 0) = 0; (5.47)

`2y =
@y(x; 0)

@t
= 0;

@y(�; t)

@x
= 0; (5.48)Z �

�

y (x; t) dx = 0: (5.49)
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où G
�
x; t; y; @y

@x

�
= f

�
x; t; y + w; @y

@x
+ @w

@x

�
. Comme la fonction f , la fonction G satisfait aussi la

condition (H1), alors il existe une constante positive k telle que

jG(x; t; u1; v1)�G(x; t; u2; v2)j � k (ju1 � u2j+ jv1 � v2j) (x; t) 2 Q: (H2)

Conformément aux résultats de la section précédente, on déduit que le problème (5:42)� (5:45)

admet une solution unique qui dépend continûment des conditions initiales (5:44). Par consé-

quent, il reste à résoudre le problème (5:46) � (5:49), alors on doit prouver que le problème

(5:46)� (5:49) a une solution unique faible.

Tout d�abord, on propose le concept de la solution étudiée.

Soit v = v(x; t) n�importe quelle fonction de fC1 (Q) ; l�espace de fonctions v appartenant à
C1 (Q) ayant @2v

@x@t
, @

2v
@t2
continues dans Q.

On doit calculer l�intégrale
R
Q
G=xvdxdt, pour cela on suppose que y; v 2 fC1 (Q) ; y(x; 0) =

0; @y
@t
(x; 0) = 0; @v

@t
(x; T ) = 0 v(x; T ) = 0 et

R �
�
y(x; t)dx =

R �
�
v(x; t)dx = 0: En utilisant les

conditions sur y et v, on trouve

Z
Q

@2y

@t2
=xvdxdt = �

Z
Q

v=x
�
@2y

@t2

�
dxdt; (5.50)

�
Z
Q

@

@x

�
a(x; t)

@y

@x

�
=xvdxdt =

Z
Q

va(x; t)
@y

@x
dxdt; (5.51)

�
Z
Q

@2

@t@x

�
b(x; t)

@y

@x

�
=xvdxdt = �

Z
Q

b(x; t)
@y

@x

@v

@t
dxdt; (5.52)

Z
Q

c(x; t)y=xvdxdt = �
Z
Q

v=x (cy) dxdt; (5.53)

Z
Q

G=xvdxdt = �
Z
Q

v=xGdxdt: (5.54)

Il résulte alors de (5:50)� (5:54) que

A (y; v) = �
Z
Q

v=xGdxdt; (5.55)
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où

A (y; v) = �
Z
Q

v=x
�
@2y

@t2

�
dxdt+

Z
Q

va(x; t)
@y

@x
dxdt�

Z
Q

b(x; t)
@y

@x

@v

@t
dxdt�

Z
Q

v=x (c(x; t)y) dxdt:

Dé�nition 5.2 Une fonction y 2 L2(0; T ; H1(�; �)) est dite une solution faible du problème

(5:46)� (5:49) si (5:48) et (5:55) sont réalisées.

On construit une suite récurrente de la façon suivante :

Commençons par y(0) = 0, la suite
�
y(n)
	
n2N est dé�nie comme suit : étant donné l�élément

y(n�1), ensuite pour n = 1; 2; ::::

On va résoudre le problème :

@2y(n)

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@y(n)

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@y(n)

@x

�
+ c(x; t)y(n) = G

�
x; t; y(n�1);

@y(n�1)

@x

�
;

(5.56)

y(n)(x; 0) = 0; (5.57)
@y(n)(x; 0)

@t
= 0;

@y(n)(�; t)

@x
= 0; (5.58)Z �

�

y(n) (x; t) dx = 0: (5.59)

Le théorème 5.2 a¢ rme que, pour n �xé, chaque problème (5:56)� (5:59) a une solution unique

y(n) (x; t).

Si on pose Z(n)(x; t) = y(n+1)(x; t)� y(n)(x; t), alors on a le nouveau problème

@2Z(n)

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@Z(n)

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@Z(n)

@x

�
+ c(x; t)Z(n) = P (n�1) (x; t) ; (5.60)

Z(n)(x; 0) = 0; (5.61)
@Z(n)(x; 0)

@t
= 0;
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@Z(n)(�; t)

@x
= 0; (5.62)Z �

�

Z(n) (x; t) dx = 0: (5.63)

Où

P (n�1) (x; t) = G

�
x; t; y(n);

@y(n)

@x

�
�G

�
x; t; y(n�1);

@y(n�1)

@x

�
:

Lemme 5.2 On suppose que la condition (H2) soit satisfaite. Alors, pour le problème linéaire

(5:60)� (5:63), on a l�estimation a priori



Z(n)


L2(0;T ; H1(�;�))

�
p
Tg�



Z(n�1)


L2(0;T ; H1(�;�))

; (5.64)

où g� est une constante positive donnée par

g� = exp

 
max

 
c2 + c9
2

;
(� � �)2 c211

4c4

!
T

! �
8c17 (� � �)2 + 1

�
k2

min
�
1; c0+c6

2

� :

Preuve Appliquant l�opérateur =x à l�équation (5:60) en tenant compte des conditions (5:61)

et (5:63), multipliant l�égalité obtenue par 2=x @Z
(n)

@t
puis en intégrant sur Q� := (�; �) � (0; �),

où 0 � � � T , on trouve

2

Z
Q�
=x
@2Z(n)

@t2
=x
@Z(n)

@t
dxdt� 2

Z
Q�
a(x; t)

@Z(n)

@x
=x
@Z(n)

@t
dxdt (5.65)

�2
Z
Q�

@

@t

�
b(x; t)

@Z(n)

@x

�
=x
@Z(n)

@t
dxdt

+2

Z
Q�
=x
�
c(x; t)Z(n)

�
=x
@Z(n)

@t
dxdt

= 2

Z
Q�
=xP (n�1)=x

@Z(n)

@t
dxdt:

Une intégration standard par parties de chaque terme dans (5:65) avec l�utilisation de condition
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C(1), en suivant la même méthode de la section 3, donne

Z �

0





@Z(n)@t





2
L2(�;�)

dt+





=x@Z(n)(x; �)@�





2
L2(�;�)

+


Z(n)(x; �)

2

L2(�;�)

� c17

Z �

0



=xP (n�1)

2L2(�;�) dt; (5.66)

à la lumière de l�inégalité précédente, on a



=xP (n�1)

2L2(�;�) � 4 (� � �)2


P (n�1)

2

L2(�;�)
:

Ainsi, en vertu de la condition H2, on aura

4 (� � �)2
�Z

Q�

�
P (n�1)

�2
dxdt

�
(5.67)

� 4 (� � �)2 k2
Z
Q�

���Z(n�1) (x; t)��+ ����@Z(n�1) (x; t)@x

�����2 dxdt
� 8 (� � �)2 k2

Z �

0

 

Z(n�1) (�; t)

2
L2(�;�)

+





@Z(n�1) (�; t)@x





2
L2(�;�)

!
dt:

En substituant (5; 67) dans (5:66), on trouve

Z �

0





@Z(n)@t





2
L2(�;�)

+





@Z(n)@t





2
B12(�;�)

+


Z(n)

2

L2(�;�)
(5.68)

� 8c17 (� � �)2 k2
Z �

0

 

Z(n�1) (�; t)

2
L2(�;�)

+





@Z(n�1) (�; t)@x





2
L2(�;�)

!
dt:

D�une autre part, en appliquant l�opérateur =x à l�équation (5:60), on trouve

=x
@2Z(n)

@t2
�
�
a(x; t)

@Z(n)

@x

�
� @

@t

�
b(x; t)

@Z(n)

@x

�
+ =x

�
c(x; t)Z(n)

�
= =x

�
P (n�1)

�
:

Multipliant l�égalité obtenue par �@2Z(n)

@x@t
, intégrant sur Q� := (�; �) � (0; �); où 0 � � � T , et
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en utilisant les conditions (5:61), (5:62) et (5:63), on obtient

1

2





@Z(n)@t





2
L2(�;�)

+
c0 + c6
2





@Z(n)@x





2
L2(�;�)

+c4

Z �

0





@2Z(n)@x@t





2
L2(�;�)

� c2 + c9
2

Z �

0





@Z(n)@x





2
L2(�;�)

+
c211
2"

Z �

0



Z(n)

2
B12(�;�)

+
"

2

Z �

0





@2Z(n)@x@t





2
L2(�;�)

+
1

2

Z �

0





@Z(n)@t





2
L2(�;�)

+
1

2

Z �

0



P (n�1)

2
L2(�;�)

; (5.69)

où on a 

Z(n)

2
B12(�;�)

� (� � �)2

2



Z(n)

2
L2(�;�)

; (5.70)

et par l�utilisation de (5:67) et (5:70), l�inégalité (5:69) devient

1

2





@Z(n)@t





2
L2(�;�)

+
c0 + c6
2





@Z(n)@x





2
L2(�;�)

+c4

Z �

0





@2Z(n)@x@t





2
L2(�;�)

� c2 + c9
2

Z �

0





@Z(n)@x





2
L2(�;�)

+
(� � �)2 c211

4"

Z �

0



Z(n)

2
L2(�;�)

+
"

2

Z �

0





@2Z(n)@x@t





2
L2(�;�)

+
1

2

Z �

0





@Z(n)@t





2
L2(�;�)

+k2
Z �

0

 

Z(n�1) (�; t)

2
L2(�;�)

+





@Z(n�1) (�; t)@x





2
L2(�;�)

!
dt (5.71)
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En combinant (5:68) avec (5:71) ; et en mettant " = c4, on trouve

1

2

Z �

0





@Z(n)@t





2
L2(�;�)

+





@Z(n)@t





2
B12(�;�)

+
c4
2

Z �

0





@2Z(n)@x@t





2
L2(�;�)

+


Z(n)

2

L2(�;�)
+
c0 + c6
2





@Z(n)@x





2
L2(�;�)

� c2 + c9
2

Z �

0





@Z(n)@x





2
L2(�;�)

+
(� � �)2 c211

4c4

Z �

0



Z(n)

2
L2(�;�)

+
�
8c17 (� � �)2 + 1

�
k2
Z �

0

�

Z(n�1) (�; t)

2
H1(�;�)

�
dt; (5.72)

Après avoir éliminé les trois premiers termes du côté gauche de (5:72), et à l�aide du lemme de

Gronwall, il en résulte  

Z(n)

2
L2(�;�)

+





@Z(n)@x





2
L2(�;�)

!
� g�



Z(n�1)

2
L2(0;T ; H1(�;�))

; (5.73)

où

g� = exp

 
max

 
c2 + c9
2

;
(� � �)2 c211

4c4

!
T

! �
8c17 (� � �)2 + 1

�
k2

min
�
1; c0+c6

2

� ;

ensuite, en intégrant l�inégalité (5; 73) sur l�intervalle (0; T ), on obtient



Z(n)

2
L2(0;T ; H1(�;�))

� Tg�


Z(n�1)

2

L2(0;T ; H1(�;�))
: (5.74)

À partir des critères de convergence des séries, on voit que la série
P1

n=1 Z
(n) est convergente

si Tg� < 1, c�est le cas où

k <

vuut min
�
1; c0+c6

2

�
T exp

�
max

�
c2+c9
2
;
(���)2c211

4c4

�
T
� �
8c17 (� � �)2 + 1

� :
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Comme Z(n)(x; t) = y(n+1)(x; t)� y(n)(x; t), alors la suite (y(n))n2N dé�nie par

y(n)(x; t) =
n�1X
i=0

Z(i) + y(0)(x; t);

est convergente vers un élément y 2 L2 (0; T ; H1(�; �)).

On doit montrer que la fonction limite y est une solution du problème en cours d�étude. Pour

le faire, on va montrer que y véri�e les conditions (5:48) et (5:55) comme mentionné dans la

dé�nition 3.

Donc, on considère la formulation faible du problème (5:56)� (5:59) :

A
�
y(n); v

�
= �

Z
Q

v=xG
�
x; t; y(n�1);

@y(n�1)

@x

�
dxdt: (5.75)

De (5:75), on a

A
�
y(n) � y; v

�
+ A (y; v)

= �
Z
Q

v

�
=xG

�
x; t; y(n�1);

@y(n�1)

@x

�
�=xG

�
x; t; y;

@y

@x

��
dxdt

�
Z
Q

v=xG
�
x; t; y;

@y

@x

�
dxdt: (5.76)

Appliquons l�inégalité de Cauchy - Schwarz, on trouve

A
�
y(n) � y; v

�
(5.77)

= �
Z
Q

v=x
�
@2y(n)

@t2
� @2y

@t2

�
dxdt+

Z
Q

va(x; t)

�
@y(n)

@x
� @y

@x

�
dxdt

+

Z
Q

v
@

@t

�
b(x; t)

�
@y(n)

@x
� @y

@x

��
dxdt�

Z
Q

v=x
�
c
�
y(n) � y

��
dxdt

� g2 kvkL2(0;T ; L2(�;�))

266664


y(n) � y




L2(0;T ; H1(�;�))

+



@2y(n)@t2

� @2y
@t2





L2(0;T ; L2(�;�))

+



@2y(n)@x@t

� @2y
@x@t





L2(0;T ; L2(�;�))

377775 ;
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où

g2 = max

�
c5; (c1 + c7) ;

(� � �) c11p
2

�
;

et comme

�
Z
Q

v

�
=xG

�
x; t; y(n�1);

@y(n�1)

@x

�
�=xG

�
x; t; y;

@y

@x

��
dxdt

� (� � �) c11p
2

k
�

y(n) � y




L2(0;T ; H1(�;�))

kvkL2(0;T ; L2(�;�))
�
: (5.78)

Alors d�après (5:77), (5:78) et en passant à la limite dans (5:76) où n!1, on obtient

A (y; v) = �
Z



v=xG
�
x; t; y;

@y

@x

�
dxdt:

Ainsi, on a prouvé le résultat suivant :

Théorème 5.3 On suppose que la condition (H2) soit satisfaite, et que

k <

vuut min
�
1; c0+c6

2

�
T exp

�
max

�
c2+c9
2
;
(���)2c211

4c4

�
T
� �
8c17 (� � �)2 + 1

� ;
alors le problème (5:46)� (5:49) admet une solution faible appartenant à L2 (0; T ; H1(�; b)).

Il reste à prouver que le problème (5:46)� (5:49) admet une solution unique.

Théorème 5.4 Sous la condition (H2), la solution du problème (5:46)� (5:49) est unique.

Preuve On suppose que y1 et y2 dans L2 (0; T ; H1(�; �)) sont deux solutions de (5:46) �

(5:49), alors h = y1 � y2 permet que h 2 L2 (0; T ; H1(�; �)) et

@2h

@t2
� @

@x

�
a(x; t)

@h

@x

�
� @2

@t@x

�
b(x; t)

@h

@x

�
+ c(x; t)h =  (x; t) (x; t) 2 
; (5.79)

h(x; 0) = 0; (5.80)
@h(x; 0)

@t
= 0;

103
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@h(�; t)

@x
= 0; (5.81)Z �

�

h (x; t) dx = 0: (5.82)

 (x; t) = G

�
x; t; y1;

@y1
@x

�
�G

�
x; t; y2;

@y2
@x

�
:

En suivant la même méthode que celle utilisée pour la preuve du lemme 2, on obtient

khkL2(0;T ; H1(�;�)) � Tg� khkL2(0;T ; H1(�;�)) ; (5.83)

comme Tg� < 1, alors d�après (5:83) il vient

(1� Tg�) khkL2(0;T ; H1(�;�) � 0;

à partir de laquelle, on conclut que y1 = y2 dans L2 (0; T ; H1(�; �)).
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Chapitre 6

Un problème inverse pour une équation

parabolique avec une condition au bord

non locale et une condition intégrale

6.1 Formulation du problème inverse

Supposons qu�on doit déterminer simultanément la distribution de la température u(x; t) ainsi

que le coe¢ cient de di¤usion thermique a(t) qui satisfont l�équation de la chaleur

ut = a(t)uxx + f(x; t); 0 < x < 1; 0 < t � T; (6.1)

avec la condition initiale

u(x; 0) = ' (x) ; 0 � x � 1; (6.2)

la condition au bord non locale généralisée

u(0; t) = 0; ux(0; t) = ux(1; t) + �u(1; t); 0 � t � T; (6.3)
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et la condition d�énergie (intégrale)

Z 1

0

u (x; t) dx = E (t) ; 0 � t � T: (6.4)

Où le paramètre � est un nombre réel arbitraire et f(x; t), ' (x), E (t) sont des fonctions données.

La deuxième condition au bord non locale dans (6:3) est la particularité principale et spéci-

�que de ce problème ; pour � = 0, elle acquiert la forme :

ux(0; t) = ux(1; t); u(0; t) = 0; 0 � t � T; (6.5)

cette dernière a été étudiée de manière approfondie dans [35], bien connues comme les condi-

tions de Samarskii - Ionkin. En outre, l�intégrale (6:4) désigne une spéci�cation supplémentaire

d�énergie.

Le problème de détermination d�une paire fa(t); u (x; t)g est appelé un problème inverse.

On note le domaine QT par

QT = f(x; t) ; 0 < x < 1; 0 < t � Tg :

Dé�nition 6.1 La paire fa(t); u(x; t)g de la classe C [0; T ] �C2;1 (QT )\C1;0
�
QT
�
pour laquelle

les conditions (6:1)� (6:4) sont remplies et a(t) > 0 sur l�intervalle [0; T ], est appelée la solution
classique du problème inverse (6:1)� (6:4):

Divers travaux sur les problèmes inverses concernant la détermination du coe¢ cient thermique

dans une équation de chaleur ont été étudiés dans [25; 28; 141].

Il est important de noter que dans les papiers [25; 28] le coe¢ cient thermique "qui dépend

du temps" est déterminé à partir de la condition intégrale. En outre, dans [23; 28] les coe¢ cients

des équations de la chaleur sont déterminés dans le cas des conditions aux limites non locales.

Dans ce chapitre [142], le paramètre de contrôle de source a(t) doit être déterminé par l�énergie

thermique E(t), et l�existence et l�unicité de la solution classique du problème (6:1)� (6:4) sont

réduites aux principes du théorème du point �xe en appliquant la méthode de Fourier.

Les conditions aux limites non locales (6:3) admettent des expansions par un système de
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fonctions propres et un système de fonctions associées correspondant au problème spectral.

Ce chapitre est organisé comme suit :

Dans la deuxième section, les valeurs propres et les fonctions propres du problème spectral

auxiliaire et certaines de leurs propriétés sont introduites par l�application de la méthode de

Fourier au problème (6; 1)�(6; 4). Dans la troisième section, l�existence et l�unicité de la solution

du problème inverse (6; 1) � (6; 4) sont prouvées. A la �n, la dépendance continue par rapport

aux données de la solution du problème inverse est démontrée dans la quatrième section.

6.2 Le problème spectral auxiliaire

L�utilisation de la méthode de Fourier pour résoudre le problème (6:1) � (6:3) conduit au

problème spectral pour l�opérateur donné par l�expression di¤érentielle et les conditions aux

limites : 8<: LX (x) � X
00
(x) = ��X (x) ; 0 � x � 1

X
0
(0) = X

0
(1) + �X(1); X(0) = 0:

(6.6)

Dans ce chapitre, on propose d�utiliser les résultats décrits dans [144] pour résoudre le pro-

blème inverse (6:1) � (6:4). Donc, a�n de construire la base des fonctions propres du problème

(6:6), on cite les résultats nécessaires de [144].

Considérons le cas où � 6= 0, on cherche des valeurs propres dans l�ensemble des nombres

réels.

Noter que � = 0 n�est pas une valeur propre, car le problème (6:6) pour cette valeur de � ne

possède que la solution triviale.

On suppose que � > 0, alors la fonction propre devrait avoir la forme X(x) = sin
p
�x.

En tenant compte des conditions aux limites non locales, on trouve que le problème spectral

admet deux groupes des séries des valeurs propres et des fonctions propres de l�opérateur (6; 4).

La première série des valeurs propres et des fonctions propres prend de la forme :

�
(1)
k = (2k�)2 ; k = 1; 2; :::; X

(1)
k (x) = sin 2k�x; k = 1; 2; ::: . (6.7)
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condition au bord non locale et une condition intégrale

Pour obtenir la deuxième série, on a besoin de résoudre l�équation suivante :

cos
p
�+

�p
�
sin
p
�x = 1;

cette dernière peut se représenter comme suit :

tan � =
�

2�
; � =

p
�

2
> 0;

avec � 6= 0, cette équation a des solutions �k, satisfont les inégalités �k < �k < �k + �=2;

k = 0; 1; 2; :::, pour la valeur positive � ;

�

2k�

�
1� 1

2k�

�
< �k � �k <

�

2k�

�
1 +

1

2k�

�
:

Pour un k su¢ samment grand, donc il existe une deuxième série de valeurs propres et de fonctions

propres de la forme :

�
(2)
k = (2�k)

2 ; X
(2)
k (x) = sin 2�kx; k = 0; 1; 2; ::: . (6.8)

Ce système est presque normé, mais il ne forme même pas une base régulière dans L2(0; 1).

Le système auxiliaire correspondant8>>><>>>:
X0 (x) = X

(2)
0 (x) (2�0)

�1

X2k (x) = X
(1)
k (x) ; k = 1; 2;

X2k�1 (x) =
�
X
(2)
k (x)�X

(1)
k (x)

�
(2 (�k � �k))�1 ; k = 1; 2; :::

(6.9)

forme une base de Riesz dans L2(0; 1).

Sur la base de ces fonctions propres, on peut construire une base permettant une utilisation

de la méthode de séparation des variables pour résoudre le problème aux limites et a valeur

initiale ; sujet des conditions aux bords (6:3).

Pour trouver le système bi-orthogonal de fXk (x) ; k = 0; 1; 2; :::g, on considère l�opérateur
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di¤érentiel adjoint L� de L dans le sens du produit scalaire de l�espace L2(0; 1) :

L�Y (x) � Y
00
(x) = ��Y (x) ; 0 � x � 1:

Donc, pour deux fonctions arbitraires deux fois continûment di¤érentiables X(x) et Y (x) sur

[0; 1] telles que :

X
0
(0) = X

0
(1) + �X(1); X(0) = 0;

on a

(Lu; v) =

Z 1

0

�
�X 00

(x)
�
Y (x)dx =

Z 1

0

X(x)
�
�Y 00

(x)
�
dx = (u; L�v);

qui implique

�X(1)Y 0
(1) = �X 0

(1)Y (1) +X
0
(0)Y (0); (6.10)

à l�aide de

X
0
(0) = X

0
(1) + �X(1);

on a

�X(1)Y 0
(1) = �X 0

(1)Y (1) +
h
X

0
(1) + �X(1)

i
Y (0);

alors, on obtient

X
0
(1) [Y (0)� Y (1)]�X(1)

h
Y

0
(1) + �Y (0)

i
= 0

étant donné que � est un arbitraire, on trouve

Y (1) = Y (0); Y
0
(1) + �Y (0) = 0:

Alors, le problème adjoint du (6:6) a la forme suivante :8<: L�Y (x) � Y
00
(x) = ��Y (x) ; 0 � x � 1:

Y
0
(1) + �Y (0) = 0; Y (1) = Y (0):

(6.11)

Il est facile de véri�er que les valeurs propres de ce problème sont les mêmes que pour le problème

(6:6).
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Le système des fonctions propres associées au problème (6:11) est désigné par :

Y
(2)
k (x) = C

(2)
k cos (�k (1� 2x)) ; k = 0; 1; 2; :::;

Y
(1)
k (x) = C

(1)
k cos

�
�k (1� 2x) + arctan

� �

2�k

��
; k = 1; 2; ::: .

où

C
(1)
k = �2

�
sin
�
arctan

� �

2�k

����1
; k = 1; 2; :::

C
(2)
k = 2

�
(sin �k)

�
1 +

sin (2�k)

2�k

���1
; k = 1; 2; :::

Pour le système des fonctions (6:9), il existe un système bi-orthogonal normalisé donné par

8>>><>>>:
Y0 (x) = Y

(2)
0 (x) (2�0)

Y2k (x) =
�
Y
(2)
k (x) + Y

(1)
k (x)

�
; k = 1; 2; :::

Y2k�1 (x) = (2 (�k � �k))Y
(2)
k (x) ; k = 1; 2; :::

(6.12)

Il est montré dans [154] que les systèmes (6:9) et (6:12) forment des systèmes bi-orthogonaux sur

l�intervalle [0; 1], i.e.

(Xi; Yj) =

Z 1

0

Xi (x)Yj(x)dx = �ij =

8<: 0; i 6= j

1; i = j
:

6.3 L�existence et l�unicité de la solution du problème

inverse

On donne les hypothèses suivantes sur les données du problème (6:1)� (6:4) :

(A1) :

8>>><>>>:
(A1)1 : ' (x) 2 C2 [0; 1] ;

(A1)2 : 'x(0) = 'x(1) + �'(1); '(0) = 0;

(A1)3 : '0 > 0; '2k�1 > 0; k = 1; 2; :::;
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(A2) :

8>>><>>>:
(A2)1 : E (t) 2 C1 [0; T ] ;

(A2)2 : E (0) =
R 1
0
' (x) dx;

(A2)3 : E
0
(t) 6 0;

(A3) :

8>>><>>>:
(A3)1 : f (x; t) 2 C

�
QT
�
; f (�; t) 2 C2 [0; 1] ;

(A3)2 : fx(0; t) = fx(1; t) + �f(1; t); f(0; t) = 0; 0 � t � T ;

(A3)3 : F0 (t) > 0; F2k�1 (t) > 0; k = 1; 2; ::::

où

'k =

Z 1

0

' (x)Yk(x)dx; k = 0; 1; ::: .

Fk (t) =

Z 1

0

f (x; t)Yk(x)dx; k = 0; 1; ::: .

Le résultat principal est présenté comme suit :

Théorème 6.1 Soit les suppositions (A1)�(A3) satisfaites, alors le problème inverse (6:1)�(6:4)

a une solution classique unique.

Preuve En appliquant la procédure standard de la méthode de Fourier, toute solution de

l�équation (6:1) peut être représentée sous la forme :

u (x; t) =
1X
k=0

uk (t)Xk (x) ; (6.13)

Alors, en remplaçant u(x; t) dans l�équation (6:1) par la représentation (6:13), on trouve

1X
k=0

u
0

k (t)Xk (x) = a(t)
1X
k=0

uk (t)X
00

k (x) + f(x; t); (6.14)

111
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en multipliant l�équation (6:14) par Yk(x), et en intégrant sur (0; 1), on obtient le système d�équa-

tions suivant :

u
0

0 (t) + �
(2)
0 a(t)u0 (t) = F0 (t) ;

u
0

2k (t) + �
(1)
k a(t)u2k (t) = F2k (t) ; k = 1; 2; :::

u
0

2k�1 (t) + �
(2)
k a(t)u2k�1 (t) = F2k�1 (t) ; k = 1; 2; :::

En substituant la solution de ce système d�équations et la condition initiale (6:2) dans (6:13), on

parvient à la solution du problème (6:1)� (6:3) sous la forme suivante

u (x; t) =

�
'0e

��(2)0
R t
0 a(s)ds +

Z t

0

F0 (�) e
��(2)0

R t
� a(s)dsd�

�
X0 (x)

+
1X
k=1

�
'2ke

��(1)k
R t
0 a(s)ds +

Z t

0

F2k (�) e
��(1)k

R t
� a(s)dsd�

�
X2k (x)

+
1X
k=1

�
'2k�1e

��(2)k
R t
0 a(s)ds +

Z t

0

F2k�1 (�) e
��(2)k

R t
� a(s)dsd�

�
X2k�1 (x) : (6.15)

Sous les conditions (A1)1 et (A3)1 les séries (6:15) et ses dérivées partielles par rapport à x sont

uniformément convergentes dans QT puisque leurs sommes sont normalement convergentes. Par

conséquent, leurs sommes u(x; t) et ux(x; t) sont continues dans QT .

En outre, les séries
P1

k=1
@
@t
et
P1

k=1
@2

@x2
sont convergentes uniformément dans QT . Ainsi on

a u(x; t) 2 C2;1 (QT ) \ C1;0
�
QT
�
. Aussi ut(x; t) est continue dans QT .

De (6:4) et sous la supposition (A2)1, on obtientZ 1

0

ut (x; t) dx = E
0
(t) ; 0 � t � T; (6.16)

l�utilisation de (6:15) et (6:16), donne

a (t) = P [a (t)] ; (6.17)
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où

P [a (t)] =

�
1�cos(2�0)

4�20

�
F0 (t) e

��(2)0
R t
� a(s)ds +

P1
k=1

h�
1�cos(2�k)
4�k(�k��k)

�
F2k�1 (t) e

��(2)k
R t
� a(s)ds

i
� E

0
(t)�

1�cos(2�0)
4�20

�
�
(2)
0 '0e

��(2)0
R t
0 a(s)ds +

P1
k=1

h�
1�cos(2�k)
4�k(�k��k)

�
�
(2)
k '2k�1e

��(2)k
R t
0 a(s)ds

i :

(6.18)

On note

C+ [0; T ] = fa (t) 2 C [0; T ] : a (t) > 0 g :

Il est facile de véri�er que sous les conditions (A1)3, (A2)3 et (A3)3,

P : C+ [0; T ]! C+ [0; T ] :

Montrons que P est une fonction contractante dans C+ [0; T ], alors on a pour a (t), b (t) 2

C+ [0; T ],

jP [a (t)]� P [b (t)]j 6 K [b (t)] jN [b (t)]�N [a (t)]j
N [a (t)]N [b (t)]

+
jK [a (t)]�K [b (t)]j

N [a (t)]
; (6.19)

où

K [a (t)]

=

�
1� cos (2�0)

4�20

�
F0 (t) e

��(2)0
R t
� a(s)ds

+
1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
F2k�1 (t) e

��(2)k
R t
� a(s)ds

�
� E

0
(t) ;

et

N [a (t)]

=

�
1� cos (2�0)

4�20

�
�
(2)
0 '0e

��(2)0
R t
0 a(s)ds

+

1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
�
(2)
k '2k�1e

��(2)k
R t
0 a(s)ds

�
.
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Comme a(t) > 0; b(t) > 0, les estimations

���e�� R t� a(s)ds � e��
R t
� b(s)ds

��� 6 � max
t2[0;T ]

ja (t)� b (t)j ;���e�� R t0 a(s)ds � e��
R t
0 b(s)ds

��� 6 � max
t2[0;T ]

ja (t)� b (t)j ;

sont vraies selon le théorème des accroissements �nis, où � = �maxt2[0;T ] ja (t)j.

Ensuite, à partir de ces dernières inégalités, on obtient

jK [a (t)]�K [b (t)]j

6
�
1� cos (2�0)

4�20

�
F0 (t)

���e��(2)0 R t
� a(s)ds � e��

(2)
0

R t
� b(s)ds

���
+

1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
F2k�1 (t)

���e��(2)k R t
� a(s)ds � e��

(2)
k

R t
� b(s)ds

����
6 �c1 max

t2[0;T ]
ja (t)� b (t)j ; (6.20)

et

jN [a (t)]�N [b (t)]j

6
�
1� cos (2�0)

4�20

�
�
(2)
0 '0

���e��(2)0 R t
0 a(s)ds � e��

(2)
0

R t
0 b(s)ds

���
+

1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
�
(2)
k '2k�1

���e��(2)k R t
0 a(s)ds � e��

(2)
k

R t
0 b(s)ds

����
6 �c2 max

t2[0;T ]
ja (t)� b (t)j ; (6.21)

En substituant (6; 20), (6:21) et les estimations ci-dessus en (6:19), on trouve

max
t2[0;T ]

jP [a (t)]� P [b (t)]j 6 �

�
c3c2 + c1c4

c24

�
max
t2[0;T ]

ja (t)� b (t)j ; (6.22)

où

c1 = max
t2[0;T ]

 �
1� cos (2�0)

4�20

�
�
(2)
0 F0 (t) +

1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
�
(2)
k F2k�1 (t)

�!
;
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c2 =

�
1� cos (2�0)

4�20

�
�
(2)
0 '0 +

1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
�
(2)
k '2k�1

�
;

c3 =

�
1� cos (2�0)

4�20

�
F0 (t) +

1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
F2k�1 (t)

�
� E

0
(t) ;

c4 =

�
1� cos (2�0)

4�20

�
�
(2)
0 '0 +

1X
k=1

��
1� cos (2�k)
4�k (�k � �k)

�
�
(2)
k '2k�1

�
:

Alors, dans le cas où

�

�
c3c2 + c1c4

c24

�
< 1;

l�équation (6:22) a une solution unique a (t) 2 C+ [0; T ], d�après le théorème du point �xe de

Banach.

Maintenant, on montre que la solution (a; u) obtenue pour (6:1)� (6:4) est unique. Pour cela,

on suppose que la paire (b; v) est aussi une solution de (6:1)� (6:4).

Puis, à partir de la représentation (6; 15) de la solution, on a

u (x; t)� v (x; t)

=

24 '0

�
e��

(2)
0

R t
0 a(s)ds � e��

(2)
0

R t
0 b(s)ds

�
+
R t
0
F0 (�)

�
e��

(2)
0

R t
� a(s)ds � e��

(2)
0

R t
� b(s)ds

�
d�

35X0 (x)

+
1X
k=1

24 '2ke
�
��(1)k

R t
0 a(s)ds � e��

(1)
k

R t
0 b(s)ds

�
+
R t
0
F2k (�)

�
e��

(1)
2k

R t
� a(s)ds � e��

(1)
2k

R t
� b(s)ds

�
d�

35X2k (x)

+
1X
k=1

24 '2k�1

�
e��

(2)
k

R t
0 a(s)ds � e��

(2)
k

R t
0 b(s)ds

�
+
R t
0
F2k�1 (�)

�
e��

(2)
2k

R t
� a(s)ds � e��

(2)
2k

R t
� b(s)ds

�
d�

35X2k�1 (x) : (6.23)

De l�équation (6:17) et (6:22), on a

max
t2[0;T ]

ja (t)� b (t)j 6 �

�
c3c2 + c1c4

c24

�
max
t2[0;T ]

ja (t)� b (t)j ;

comme �
�
c3c2+c1c4

c24

�
< 1, il implique que a = b. Puis par la substitution a = b dans (6:23), on

aura

u = v:
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Le théorème 6.1 a été démontré.

6.4 La dépendance continue de la solution (a; u) par rap-

port aux données

Théorème 6.2 Selon les suppositions (A1) � (A3), la solution (a; u) dépend continûment des

données.

Preuve Soient � ('; F;E) et �
�
'; F ;E

�
deux ensembles de données qui correspondent res-

pectivement aux suppositions (A1) � (A3). Il existe des constantes positives Mi , i = 1; 2; 3 de

telle sorte que

k'kC2[0;1] 6 M1; kFkC2[0;1] 6M2; kEkC1[0;T ] 6M3; (6.24)

k'kC2[0;1] 6 M1;


F



C2[0;1]
6M2;



E


C1[0;T ]

6M3: (6.25)

Soient (a; u) et (a; u) deux solutions du problème inverse (6:1)�(6:4) correspondant aux données

� et � respectivement. D�après (6:17) et (6:18), on a

a (t) =

�
1�cos(2�0)

4�20

�
F0 (t) e

��(2)0
R t
� a(s)ds +

P1
k=1

h�
1�cos(2�k)
4�k(�k��k)

�
F2k�1 (t) e

��(2)k
R t
� a(s)ds

i
� E

0
(t)�

1�cos(2�0)
4�20

�
�
(2)
0 '0e

��(2)0
R t
0 a(s)ds +

P1
k=1

h�
1�cos(2�k)
4�k(�k��k)

�
�
(2)
k '2k�1e

��(2)k
R t
0 a(s)ds

i ;

et

a (t) =

�
1�cos(2�0)

4�20

�
F 0 (t) e

��(2)0
R t
� a(s)ds +

P1
k=1

h�
1�cos(2�k)
4�k(�k��k)

�
F 2k�1 (t) e

��(2)k
R t
� a(s)ds

i
� E

0
(t)�

1�cos(2�0)
4�20

�
�
(2)
0 '0e

��(2)0
R t
0 a(s)ds +

P1
k=1

h�
1�cos(2�k)
4�k(�k��k)

�
�
(2)
k '2k�1e

��(2)k
R t
0 a(s)ds

i :

Premièrement, on estime la di¤érence a� a. En utilisant (6:24) et (6:25), on obtient

��'FE � 'FE
�� 6M2M3 j'� 'j+M1M3

��F � F
��+M1M2

��E � E
�� :
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En utilisant l�inégalité précédente, on trouve

ka� akC[0;T ] 6M4 ka� akC[0;T ] +M5 k'� 'kC2[0;1] +M6



F � F



C2[0;1]

+M7



E � E



C1[0;T ]

;

ceci implique

ka� akC[0;T ] 6
M8

(1�M4)



�� �

 ;
où 

�� �

 = k'� 'kC2[0;1] +



F � F



C2[0;1]

+


E � E




C1[0;T ]

:

À partir de (6:15), une estimation similaire est également obtenue pour la di¤érence u�u comme

ceci :

ku� ukC[0;T ] 6M9



�� �

 :
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Conclusion

Dans ce travail on s�intéresse aux problèmes non locaux pour des équations aux dérivées

partielles paraboliques et hyperboliques avec conditions aux limites de type intégrale.

Où, après développement de la méthode des inégalités d�énergie pour des problèmes très

compliqués, on a pu établir ces résultats :

1: L�existence et l�unicité d�une solution forte dans un espace de Banach du problème mixte

avec une condition intégrale à deux bornes variables et une condition au limite de Neumann pour

une équation parabolique avec l�opérateur de Bessel.

2: L�existence et l�unicité d�une solution forte dans un espace de Banach du problème mixte

avec une condition intégrale à deux bornes variables et une condition au limite de Neumann de

type périodique pour une équation parabolique plus généralisée que la précédente.

3: L�existence et l�unicité d�une solution forte dans un espace fonctionnel fractionnaire du

problème mixte avec une condition intégrale et une condition au limite de Neumann pour une

équation parabolique fractionnaire aussi à l�aide de la méthode des inégalités d�énergie utilisée

pour la première fois pour ce nouveau type de problèmes.

Ensuite, en appliquant une méthode itératiive pour obtenir un schéma convergent qui permet

de démontrer le résultat suivant :

4: L�existence et l�unicité d�une solution faible dans un espace fonctionnel de Sobolev du pro-

blème mixte pour une équation hyperbolique non linéaire dont le terme non linéaire f(x; t; u; ux)

est ajouté au côté droit de l�équation étudiée.

Ce travail peut être consideré comme une généralisation au cas non linéaire des problèmes
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hyperboliques linéaires avec une condition intégrale traités par Bouziani.

Une autre direction importante est :

5: L�étude de l�existence et l�unicité d�une solution paire du problème inverse avec une condi-

tion intégrale pour une équation parabolique, pour lequel on applique la méthode de Fourier pour

transformer le problème considéré a un problème spectral puis en utilisant la méthode usuelle

du point �xe de Banach.

Il est important de noter une autre fois qu�il n�existe pas encore, pour les problèmes non-

locaux une théorie générale analogue à celle des problèmes classiques.

Ceci est dû à la relative nouveauté de cette thématique d�une part et à la complexité des

questions qu�elle soulève d�autre part. Chaque problème nécessite alors un traitement spéci�que,

ce qui souligne l�actualité du sujet abordé dans cette thèse.

On signale que beaucoup de problèmes intéressants pour mieux enrichir cette étude restent

ouverts, on cite ici quelques uns :

�L�étude des solutions des problèmes pour une classe des EDP (paraboliques et hyperbo-

liques) avec une condition de type intégrale (2) et avec une condition de Dirichlet.

Cette question semble très délicate et importante, et elle mérite d�être étudiée.

�Aussi, pour les EDP fractionnaires mais avec une condition intégrale de type (1), et une

condition de Dirichlet.

�De plus, L�étude des solutions des problèmes fractionnaires linéaires et non linéaires avec des

conditions non locales de type intégrale semble clairement di¢ cile et qui exige certainement des

hypothèses plus précises et un développement très di¢ cile de la méthode des inégalités d�énergie

et cela aussi pour la technique utilisée dans la demonstration de l�existence des solutions.

�Ainsi, de nombreuses perspectives intéressantes pour l�analyse numérique pourraient per-

mettre de poursuivre les travaux entrepris dans cette thèse, surtout du côté du dévelopement

des méthodes numériques e¢ caces, a�n d�être en compatibilité avec les conditions non locales de

type intégrale.
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