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Résume

L'objectif de cette memoire est d'étudier lI'une des
méthodes des systemes dynamiques non linéaires
continus en estimant la région d'attraction afin
d'obtenir la meilleure estimation possible en
appliquant plus specifiguement le principe de La
salle.

Nous nous intéressons a la dynamique continue
chaotigue non linéaire.
On obtenu Les systemes par des equations
differentielles et des conditions initiales.

Les mots clés systémes dynamiques chaotiques,
exposant de Lyapunov, attracteurs, principe de la salle
modele de Lorenz, modele de Rossler, modele Qi, modeéle
Lorenz modifier




Abstract

The objective of this memory is to study one of the
methods of continuous nonlinear dynamical systems,
by estimating the region of attraction in order to
obtain the best possible estimate by applying more
specifically La Salle's principle.

We are interested in nonlinear chaotic continuous

dynamics. Systems, it is obtained by differential
equations and initial conditions.

KeyWOT'dS: dynanmical system chaos, lyapunov exponents,

attractors, Lorenz model, Rossler model, Qi model, model Lorenz
modification.
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NOTATION

x* :point fixe.

A :valeur propre.

Re(A) :partie réel du valeur propre.

Im(\) :partie imaginaire du valeur propre.
DF(z) :detérminant de matrice jacobienne.
V (t) : la fonction de lyapunov.

V (t) :La dérive de fonction de lyapunov.

Q2 : le domaine overt de R"

R™ : L’ensemble des réels de dimensions m.
¢, () flot du syteme.

A :attracteur.

B(A) :bassin d’attracteur.

A(zg) :exposant de Lyapunov.

f7 1 j éme itération de f .

d :la distance.



INTRODUCTION

Le comportement chaotique a été considéré comme un phénomeéne exotique qui peut
étre seulement d’intérét mathématique et ne serait jamais rencontré dans la pratique. Plus
tard, le chaos a été largement appliqué & beaucoup de disciplines scientifiques mathéma-
tiques, la programmation, la microbiologie, la biologie, I'informatique, I’économique, I'in-
génierie, la chimie, le financé, la philosophie, la physique, la dynamique de la population,
la communication, médecine.

Un systéme dynamique consiste en un ensemble d’états possibles, avec une loi qui
détermine de fagon unique I'état présent du systéme en fonction de ses états passés.

Les systémes dynamiques désignent couramment la branche de recherche active des
mathématiques, a la frontiére de la topologie, de ’analyse, de la géométrie, de la théorie
de la mesure et des probabilités, et qui s’efforce d’étudier les propriétés d’'un systéme
dynamique. La nature de cette étude différe suivant la systéme dynamique étudié, nature
qui dépend des outil utilisés.

En 1963, le titre de la communication du météorologue Edward Lorenz énonce bien
le probléeme "Est-ce qu'un battement d’ailes de papillon au Brézil peut provoquer une
tornade au Texas 7". Il y analysait le comportement d’un systéme dynamique non-linéaire
inspiré d’'un modele de ’atmospheére terrestre. En proportion de différentes valeurs des
parametres, un nouveau comportement dynamique était souligné. Les trois variables d’état
du systeme, donnant lieu a déterminer I’évolution des masses d’air, aggissaient une activité
intermittente, imprévisible.

Edward Lorenz soutenait que, dans les systémes non- linéaires de petites différences
dans les conditions initiales reproduisent a long terme des systémes complétement diffé-
rents.

Plus généralement, un systéme dynamique décrit ’évolution des phénomeénes qui évo-
luent au cours du temps. Le terme "systéme" se référe & un ensemble des variables d’état
(dont la valeur évolue au cours du temps) et aux interactions entre ces variables.

La théorie de chaos née avec Poincaré au XIX seme siecle, dans son étude du systeme
solaire et de sa stabilité. Il cherchait & savoir si le systéme était stable, ou s’il allait un
jour se dissoudre, pouvant engendrer des collisions entre les corps. .

L’objectif principal de ce travail est I’étude de 'estimation de la région d’attraction
pour des systémes de dynamiques chaotiques continus par la méthode de principe de la
salle, Le mémoire se compose de trois chapitres Dans le premier chapitre on introduit
quelque notions

et rappels de base sur les systémes dynamiques (continues et discrets), nous représen-
tons aussi la notion de point fixe et la stabilités des systémes dynamiques.

Dans le deuxiéme chapitre nous considérons la théorie de principe de LaSalle, et
quelques définitions du chaos, caractéristique du chaos, et les attracteurs, et Nous don-
nons quelques exemples des systémes chaotiques, nous prenons les deux modeéles (Lorenz

et Rossler) dans le temps continue et applique le principe de LaSalle.



et enfin le troisiéme chapitre On applique le principe de LaSalle les deux modéles (Qi
et Lorenz modefier).
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CHAPITRE 1

(Généralités sur les systémes dynamiques

systéme dynamique

systéme dynamique contuine

Définition 1.1 Un systéme dynamique est un modéle permettant de décrire I’évolution
au cours du temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini par un triplé
(X, T, F) constitué de l’espace d’état X, du domaine temporel T, et d’une application de
transition d’état F : X xT — X qui permet de définir a partir d’un vecteur de condition

watiale ’état du systéme a toute instant.

Définition 1.2 Un systéme dynamique sur R™ est une application :

U:Rt x R" — R"”

définie sur tout RT x R” telle que :
— U(.,z) : R" x R™ est continue.

— U(t,.) : Rt x R™ est continue.

- U(

- U(

Exemple 1 Soit le systéme dynamique linéaire :

= Ax
1.1
{ x(0) = xg (1.1)
ol A est une matrice constante.

. La solution de (1.1)) est :
x(t) = ettay,

Le systéme (|1.1)) engendre un systéme dynamique, car Papplication :

11



1.1. SYSTEME DYNAMIQUE

U:R" xR"* - R"
qui a tout ¢t € R, z € R"associe :
U(t,r) = ez,

(1) soit x,y € R"

u(t, z) — u(t,y)|| = ||exp™ (x0) — exp™ (o) || = exp™ [|zo — voll

et comme
acgp || A" N ape
HeXp H — ” . H < w — eXp|| II1¢]
donc
< explAlt 2o — wol|
< lim eXp”AW| |0 — yol| — O
T—Y
alors

lim (2, 2) — p(t, )l = 0

donc p(-, ) est continue.
(2) soit t,s € R

et + 5,2) = pult, 5)]| = [lexp™*) (o) — exp™ ()|
< expt- ||eprS To — a:0||

Y

< expl ||z || Hepr(s) 7

alors

lim [t + ,2) — u(t, 2)]| = 0

donc u(t, -) est continue.

(3) 1(0,2) =exp®@ =1 2=z

A(t+s) tA+sA

4 t+s.1)=ex T = ex x = expexp® z
(4) p(t + s,) p p p' exp™

alors
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1.1. SYSTEME DYNAMIQUE

/‘(t + 5, :L“) = exptA ,u(s, l’) = M(tv :u(sa :L‘))

vérifie les quatre propriétés précédentes.

systéme discret

Définition 1.3 La notion de systéme dynamique présentée au paragraphe précédent peut
étre étendue aux systémes discrets. On appelle systéme dynamique discret tout systéme

d’équations algébriques récurrentes défini par :

Tpy1 = f(xr, A)

ou

f la fonction de récurrence.

zr € U C R™ le vecteur d’état & 'instant ¢,.

A € A C RP le vecteur des parameétres et k£ € N.

L’astronome Michel Hénon permet de réagir rapidement et de produire un systéme
trés simple.

Ce systéme dynamique discret de dimension 2 , a temps discret car les points évoluent
par étape et non continument. Il est défini par la forme suivante :

Tpi1 = —az? +y, +1
Yn4+1 = bxn

Espace de phase

Définition 1.4 L’espace des phases (ou espace d’états) est un espace abstrait dont les
coordonnées sont les variables dynamiques du systéme étudié.

Ensemble w limite

Définition 1.5 soit x(t, tg, o) € D une solution de l’équation & = F(x,t) défini par
t>ty.

S’1l existe une suite d’instants t; < ty < ... < #;, avec tliin k = 400 et un poit ¢ € D
——+00

tel que

lim ||z(t) — ¢|| = 0.

t—-+o00
On dit que ¢ est un point w-limite de la solution xz(t).
L’ensemble des point w-limite de x(t) est appelé ’ensemble w-limite de la solution,
noté w -lim{z(¢)}.
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1.1. SYSTEME DYNAMIQUE

Point d’équilibre
1. Cas des systémes dynamiques continues :

Définition 1.6 Soit le systéme suivant :

ou:x € R* f:R* - R"

v = () (1.2)
On appelle point d’équilibre du systéme ; le point z* € R" tel que :
fa®) =0.
2. Cas des systémes dynamiques discrets :

Définition 1.7 Un point fixe d’une application 1 = f (xx) est un point invariant par
f, c’est-a- dire un point x de l’espace des phases vérifiant l’équation [ (x) = x. Géomé-
triqguement le point fize est une intersection de la courbe de notre fonction y = f (x) avec
le ligne y = .

Exemple 2 soit le systéme du Michel Hénon est définie par la forme suivante :

Tpp1 = —az +y, +1
Yn+1 = bxn

a, b € R, représentent des parameétres

La valeur de la constante a control la non linéarité de l'itération, et celle de b traduit
le role de la dissipation. Les valeurs habituellement utilisées pour a,b sont a = 1.4, et
b= 0.3. L’ application de Hénon est inversible, son inverse est :

H‘l(x,w:( oy )

r—1+ 512

La matrice jacobienne DH,, est :

DHa,b< _Qb‘m (1) )

Le déterminant de la matrice jacobienne est égale & |J| = —b, cette application possédé
deux points d’équilibres hyperbolique définit par :

p1 = (z1,01) = (bH ;ﬁb)g%a,bbilﬂ (;CLb)QHa) ,si0<b<1,

P2 = ($2,y2) =

(bl\/(21ab)2+4a,bb1\/(2Zb)2+4a) Csi0<b<l.
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1.2. SYSTEME DYNAMIQUE AUTONOME ET NON AUTONOME

Point périodique

Définition 1.8 On dit que x* est un point périodique si n > 1, tel que f"(x*) =

*

période d’un point périodique x* est le plus petit entier n > 1 tel que : f"(x*)

systéme dynamique autonome et non autonome

Définition 1.9 .Lorsque la fonction f dans le systéme précédent ne d ‘pend pas explici-
tement du temps, on dit que le systéme dynamique est autonome. Dans le cas contraire il
est non autonome

Remarque 1 Par un changement de variable approprié, on peut toujours transformer un
systeme dynamique non autonome de dimension n en un systéme dynamique autonome
équivalent de dimension n + 1.

Linearisation

Soit le systéme dynamique non linéaire définit par :

) _ p(y(t))
{ 2(to) = (0) (13)

et soit «* un point d’équilibre de ce systéme .

Supposons qu’une petite perturbation e(t) soit appliquée au voisinage du point d’équi-
libre. La fonction F(x) peut étre développée en série de Taylor au voisinage de point x*

comme suite :

E(t) + " = F(a"* + () =~ F(a*) + Jp(a*) - £(t) (1.4)

Avec DF(z*) est la matrice jacobienne de la fonction F' définit par :

OF (z*) OF (z*)
ox1 Oxn
DF(z*) =
aFn.(r*) . 8Fn.(m*)
oty Otn,

Comme F'(z*) = x* alors I’équation (|1.3) redevient :

'(t) = DF(x*)e(t). (1.5)

L’écriture ([1.5)) veut dire que le systéme ([1.3)) est linéarisé.

Stabilité

Cas des systémes dynamiques continues

Classification des points d’équilibre

Département de mathématques et informatique oeb



1.4. STABILITE

Considérons le systéme linéaire (1.1)), ou x = (x1,...,z,) et A une matrice constante
inversible. Soient A, ..., \,, les valeurs propres de A.

Définition 1.10 Si les valeurs propres Ay, ..., A, sont réelles et de méme signe, la solution
x = 0 est appelée noeud.

Donc X\, pu réels distincts et A, pu > 0 .et appelée Noeud asymptotiquement instable si
A+ p <0.

Siles valeurs propres A ..., A, sont réelles, non nulles et de signe différent, la solution = 0 est
appelée selle.

Si les valeurs propres A ..., A, sont complexes avec
Im(X\)#0,i=1,..,n
les solution = = 0 est appelée foyer.

Définition 1.11 Si les valeurs propres A1...., A, sont complezes avec

Im(\)#0,i=1,...,n

les solution = = 0 est appelée foyer.

A=a+ifet p=AX
avec «, (3 réels,

a#0et f#£0

Définition 1.12 Si les valeurs propres Ay,..., A, sont complexes avec

Re(\)=0,i=1,..,n

.La solution z = 0 est appelée centre. Donc

a=1ifet p=1p
avec 5 # 0. Centre (stable).Toutes les trajectoires sont fermées (solution périodique).
Théoréme 1 Les valeurs propres de Df (z*) sont de partie réelle négative, x est

stable et

instable si l'une de ces valeurs propres de D f (x*) est de partie réelle positive
Cas des systémes non linéaires : |:|

Définition 1.13 Un point critique de xo de (1.2) est appelé puits si toutes les valeurs
propres de la matrice A = D f (xo) ont des parties réelles négatives , il est appelé sources
si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f (xg) ont des parties réelles positives , il

est appelé selle s’il est hyperbolique et si A = Df (z9) a au moins une valeur propre avec
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1.4. STABILITE

A ﬁ M
£ h ;
l A '\.\ o P
< — % "
— i = | 4 z'
™, 1 % —
1 Y %, -
LY “
Noeud Cal Foyer
P & . Az
B = ~, P
.l.. 3 ‘,
iy B b A \__IL A
BE x I B il . 4y Wl s
TR e -_-" '.. '
ront N 7 &
Centre Noewd impropre ™ ™ Source '

FiG. 1.1: P]Classification des poits d’équilibre dans R2.

Cas des systémes dynamiques discrets

Définition 1.14 Considérons une application non-linéaire f : R — R, on définit le mul-

tiplicateur m de f au point d’équilibre x* comme suit :

m = f"(z*).
Il est claire que m est la pente de la tangente au point d’équilibre x* de f qui détermine
le type de point d’équilibre.

Théoréme 2suosons que x un point d’équilibre de xi 1 = f(xk) alors le point d’équilibre
est :

1. Attractif si |m| < 1.
2. Reépulsif si |m| > 1.
3. Indifférent si |m| = 1.

4. Super stable si |m| = 0.

Exemple 3 soit f(z) = 32° + 2z + 1
Le poit 0 3-périodique car :
FO) =1, f(1)=2, f(@2)=0.
On a
fo)y=3 =5 r@=%
F20) =0, f'(0) x f/(1) x f'(2) = F > 1

Ainsi 0 est point 3-périodique réplusif .
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1.5. STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

Méthode de Lyapunov

La stabilité au sens de Lyaponov est une traduction mathématique d’une constatation
¢lémentaire :

si I’énergie totale d’un systéme se dissipe contintiment (c’est-a-dire décroit avec le
temps) alors ce systéme (qu’il soit linéaire ou non, stationnaire ou non) tend a se ramener
a un état d’équilibre (il est stable).

— La méthode directe de Lyapunov

cherche donc a générer une fonction scalaire de type énergétique qui admet une dérivée
temporelle négative.

— Meéthode indirecte de Lyapunov

La méthode indirecte, aussi appelée premiére méthode de Lyapunov, considére & li-

néariser le systéeme dynamique autour d’un point fixe 2* et 4 tester la stabilité du systéme

Théoréme 3L ’état d’équilibre xq = 0 est stable si il existe une fonction contindiment
dérivable U(x) telle que

1. U(0) =0;
2. U(x) >0Vx #0; x € R™;
3. U(z) <0Vz #0, x € R, ou U est la dérivée de U par rapport au temps et R” est

une région autour de 0.

Remarque 2 Si la condition (3) dans la théoréme(4) est remplacée par U(z) < 0 alors
létat d’équilibre est asymptotiquement stable. La fonction U(x) est appelée fonction de
Lyaponov.

Le théoréme (3) est une condition suffisante de stabilité mais ne permet pas de guider
lutilisateur dans le choix de la fonction de Lyaponov et ne permet pas de conclure si on
ne trouve pas une telle fonction. Une fonction de Lyaponov candidate est une fonction

définie positive dont on teste la décroissance autour du point d’équilibre xq = 0.

Stabilité au sens de Lyapunov

Généralités et définition

Définition 1.15 ( Fonction définie positive) Une fonction scalaire U(x) contindment
différentiable (par rapport & x) est dite définie positive dans une région Q autour de
lorigine si

1. U(0) = 0;

2. U(z) > 0 pour tout x € Q/ x #0.

Si (2) est remplacé par U(xz) > 0 alors la fonction est dite définie semi-positive.
Définition 1.16 On dit que xq, point d’équilibre du systéme
i = f(x)
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1.6. SECTION DE POINCARE

est stable (au sens de Lyapunov) si pour tout ouvert U contentent xq, il existe un ouvert
V' de conditions initiales, que pour tout y € V et pourt > 0, on dit :
x(t,y) € U.

Théoréme 4(Poincare-Lyapunov) On considére le systéme, © = f () et o un point
d’équilibre.

1) St Df(xo) a toute ses valeurs propres & partie réelle strictement négative, alors x
est asymptotiquement stable.

2 )Si Df(x) a (au moins) une valeur propre & partie réelle strictement positive alors

o est instable.

Section de Poincaré

La section de Poincaré est une outil mathématique simple permettant de transformer
un systéme dynamique continue en un systéme dynamique discret. Cette transformation
est une réduction d’une unité de l'ordre du systéme. Faire une section de Poincaré revient
a compter la trajectoire dans ’espace des phases, afin d’étudier les intersections de cette

trajectoire (en dimension trois, par exemple), avec un plan

F1G. 1.2: [TI]Section de poincar

Flot d’un systéme dynamique

Définition 1.17 Soit systéme non linéaire

i = f(z)
et le probléme a valeurs initiales

{io

avec T € R™et E un sous ensemble ouvert de R” et f € C'(E). Pour zg € E et (¢, z0)
la solution de probléme & valeurs initiales, ’ensemble des applications ¢, défini par

¢i(z0) = (¢, 70)

est appelé le flot d’'un systéme dynamique.
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1.6. SECTION DE POINCARE

Le déterminisme

Un systéme dynamique déterministe est un systéeme évoluant avec le temps en suivant
une loi pré-établie.

En général, la loi d’évolution est locale : a chaque instant elle ne donne I’évolution
du systéme que sur un temps trés court. On cherche a connaitre 1’évolution globale du

systéme, en particulier son comportement quand le temps tend vers I'infini.

Exemple 4 oscillation d’un pendule.

FiG. 1.3: Oscllation d’ un pendule

Le bilan des forces permet de connaitre I'accélération. Pour connaitre I’évolution &
long terme, il faut résoudre une équation différentielle.

Un pendule sans frottement oscille de facon périodique sans jamais s’arréter.

Définition 1.18 Au sens de Levinons, le terme "dissipative" est utilisé pour décrire un
systéme dynamique complexes et non linéaires caractérisé par la dissipation d’énergie ou

['trréversibilité des processus qui s’y déroulent.

Définition 1.19 Les exponentiels attracteurs sont souvent associés a des systémes dyna-
miques chaotiques, ou de petites variations initiales peuvent conduire o des résultats trés
différents. Dans ces systémes, l’attracteur exponentiel peut représenter un état stable ou

périodique bien que le systéemes dynamiques chaotiques, il préfére revenir o la stabilité.

Définition 1.20 Dans la théorie des systémes dynamiques, un ensemble est dit "positi-
vement invariant” s’il satisfait cette propriété : toute trajectoire du systéme qui commence

dans cet ensemble reste dans cet ensemble pour tout moment.

Définition 1.21 Attracteurs étranges : L’attracteur étrange est une forme géomé-
trique plus complexe qui caractérise ’évolution des systémes dynamiques chaotiques.
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CHAPITRE 2

Théorie du chaos

Introduction

Depuis la fin des années 70, la théorie du chaos la plupart des sciences sont physique,
chimie, mécanique, géophysique, psychologie, économie et sociologie etc ... . Le systéme
chaotique est un systéme sensible aux les conditions initiales

le domaine des mathématiques s’intéresses depuis longtemps aux systémes dynamiques
chaotiques, cette branche des mathématiques décrit qualitativement les comportements a
long terme des systémes dynamiques..

Définition 2.1 On appelle un systéme dynamique chaotique, un systéme qui dépend de
plusieurs parameétres et caractérisés par une extréme sensibilité aux les conditions initiales.
1ls ne sont pas déterminés ou modélisés par des systémes d’équations linéaires ni par les
lois de la mécanique classique ; pourtant, ils ne sont pas nécessairement aléatoires, relevant

du seul calcul des probabilités..

Définition 2.2 soit f :R" — R" est dite f wune application sensibilité aux conditions
wnitiales s’il existe 6 > 0 tel que pour xqg € R™ et tout € > 0 il existe un point yo € R™ et
un entier j > 0 satisfaisant :d (zo,yo) < € = d (fYU) (z0), f9) (yo)) > & ou d représente la
distance et fU) la j ieme itération de f.

Définition 2.3 Soit f wune application de R" de lui-méme et U, V sont deux ensembles
non vides ouverts dans R", alors [ est topologiquement transitive s’ il existe xo € U et un
entier positif j € 7.+, tel que pour fU) (zo) € V c’est-a-dire f9) (U) NV # ).

Chaos au sens de Devaney

Définition 2.4 Une fonction f : R™ — R"est dite constituée d’une dynamique chaotique
St s
(1) f posséde une sensibilité aux conditions initiales,

(17) f est topologiquement transitive,

(771) L’ensemble des points périodiques de f est dense dans R".
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2.2. CARACTERISTIQUE DU CHAOS

Caractéristique du chaos

Les définitions et les propriétés suivantes permettant de comprendre qualitativement
les points remarquant des systemes chaotiques.

La non linéarité

Un systeme chaotique est un systéme dynamique non linéaire.

Sensibilité aux conditions initiales

Sensibilité aux conditions initiales ou simplement sensitive cette propriété a été ob-
servée pour la premiére fois par Edwarde Lorenz sur son modéele météorologique. Elle
est connue sous le nom populaire d’effet papillon. Pour un systéme chaotique presque
toujours, une tres petite erreur sur la connaissance de I’état initiale zy dans ’espace des
phases va se trouver rapidement amplifiée.

On dit que f : R" — R" est sensible aux conditions initiales lorsque :

E|5>O,Va:0 ER“,HHEN, Yo eR": ’$O—y0| <d= ]f"(a:o)—f”(yo)| > 0.

La sensibilité des trajectoires chaotiques aux conditions initiales est une autre carac-
téristiquee permettant de reconnaitre un comportement chaotique.

Exposants de Lyapunov

Pour quantifier la sensibilité par rapport aux conditions initiales, on utilise souvent la
notion de "nombre de Lyapunov" ou "exposants de Lyapunov".

La divergence des trajectoires sur 'attracteur est rapide qui cause la difficulté & ap-
préhender 1’évolution d’un flot chaotique, c’est pourquoi on essaye si c’est possible de
mesurer ou estimer la vitesse de divergence (convergence). cette derniére est donnée par
I’exposants de Lyapunov .

Les exposant de Lyapunov permettent de caractériser le chaos temporel et plus parti-
culiérement la sensibilité aux conditions initiales que peut présenter un attracteur étrange.

L’exposant de Lyapunov sert & mesurer le degré de stabilité d’un systéme et permet
de quantifier la sensibilité aux conditions initiales d'un systéme chaotique.[I]

Soit f une application discréte définit de R dans R par :

T = f(rx)

L’exposant de Lyapunov qu’il indique le taux moyen de divergence est définie par :

k—1
]‘ !
A= ’}LH‘}"EZ-EO In|(f')(x:)]

Exemple 5 L’application logistique
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2.3. ATTRACTEUR

I’exposant de Lyapunov de f est :
A= li L ’;”1 14(1 — 2x;)|
= lim — n —2x;)] .
Ao =0

soit A = log2 > 0 d’ou le comportement est chaotique.

Attracteur

Définition d’attracteur

Dans la littérature, on trouve plusieurs définitions d’attracteurs. En général, un at-
tracteur est défini comme une sous-partie fermée de I'espace des phases qui attire toute

les autres trajectoires vers elle. On donne quelque définition possible d’attracteur :

Définition 2.5 Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les tra-
jectoires de l’espace des phases c’est-a-dire une situation ou un ensemble de situations vers
les quelles évolue un systéme, quelles que soient ses conditions initiales, si A ensemble

compact fermée de [’espace des phases, en dit que A est attracteur si :

1. Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V' de A tel que toute solution
z (t, xo) = ¢, (xo) restera dans U pour xy € V.

2. L’esembles des trajectoires sont dense dans A :

3. A est invariant pour ¢, , c’est-a-dire Ny, (V') = A;Vt > 0.

Bassin d’attraction

Définition 2.6 Le basin d’attracteur B (A) d’un attracteur A est l’ensemble des points

de l’espaces des phases qui donnent une trajectoire évoluant vers A, donc

B(A) =Ug, (V)
V est un voisinage de A.

On appelle bassin d’attracteur B (A) de A le plus grand des tels voisinages attirés
c’est-a-dire :

B(A) = Uy, (U)

U est le plus grand voisinage de A.

Département de mathématques et informatique oeb



2.3. ATTRACTEUR

Les propriétés d’un attracteur
Un attracteur avoir les propriétés suivantes :

1. Tout point de 'espace d’état qui appraient & un attracteur demeure a I'intérieur de
cet attracteur pour tout ¢.

2. Il existe un ensemble A, B, tel que pour tout voisinage de A, la trajectoire qui prend
son origine dans B se trouve au bord d’un temps fini dans se voisinage de A.

3. Un attracteur est indécomposable c’est-a-dire que la réunion de deux attracteurs
n’est pas un attracteur.

Les types d’attracteur

Il existe deux types d’attracteurs : les attracteurs régulier (non chaotique) et les at-
tracteurs étranges ( chaotique).

1. Attracteurs réguliers : Les attracteurs réguliers caractérisent I’évolution de sys-

témes non chaotiques, et peuvent étre de trois sortes :

— Un attracteur réduit un point fixe, c’est le plus simple attracteur.

— Un attracteur formant une courbe fermée est appelé cycle limite.

— L’attracteur "tore" représente les mouvements résultant de deux ou plusieurs oscil-
lations indépendantes que loin appelle parfois "mouvements quasi périodique".

2. Attracteurs étranges : est caractérise par :

la sensibilité aux conditions initiales

— La dimension D de Dattracteur est fractale (non entiére).

L’attracteur est de volume nul dans I’espace des phases.

— Un attracteur étrange est un attracteur possédant un exposant de Lyapunov A\; > 0.

Quelques exemples d’attracteurs étranges

Dans toutes les références qui traitent les systémes dynamiques on trouve beaucoup
d’exemples sur les attracteurs étranges, par exemple : L’attracteur de Lorenz, attracteur
de Rossler, la transformation de Hénon, 'attracteur du Double-scroll ; observé dans le
circuit de Chua, etc...

Définition 2.7 Soit & = F(t,x) un systéme déterministe défini sur un ouvert Q C R™*1.
Chaque solution x(t,ty,zo) de cette équation, défini pourt € I, ot I est intervalle conte-
nant to, est représentée par une courbe de l'espace R™™t, contenue dans Q, dont chaque
point (t,x(t)) donne l'état du systéme a l'instant t. L’ensemble de ces points est appelé
une trajectoire (ou courbe intégrale). On peut considérer les n fonctions z;(t), (i =1,...,n)
coordonnées de x(t), comme la représentation paramétrique d’une courbe dans l’espace R™
appelé espace des phases du systéme.
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F1G. 2.1: [2]attracteur étrange de Rossler

F1G. 2.2: [2]attracteur étrange de Lorenz

Définition 2.8 La trajectoire est une solution x(t,ty,xo) du systéme & = F(t,x) est
lensemble { Fn(z) tel que n > 0}. pourt € I, dans 'espace des phases . Si F' est bijective,
Uorbite de x est {Fn(x) tel que n € Z}. Chaque orbite est orientée dans le sens du
déplacement de x(t) pourt croissants. On appelle portrait de phase du systéme différentiel
l’ensemble des orbites des solutions de ce systéme.

Définition 2.9 La trajectoire est une solution du systéme différentiell.

Définition 2.10 Un systéme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variable
d’état, qui est la propriété de défini complétement d’état du systéme a un instant donnée.
Le comportement dynamique du systéme est ainsi relié a [’évolution de chacune de ces
variables d’état. Cet espace est appelé ’espace de phase ot chaque point définit un état de
le point associé a cet état décrit une trajectiore.
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2.4. LE PRINCIPE D’INVARIANCE DE LASALLE

Le Principe d’invariance de LaSalle

Introduction

Le Principe d’invariance de La Salle fournit un cadre théorique solide pour ’analyse
de la stabilité et de la convergence des systémes dynamiques non linéaires. Il permet de
caractériser le comportement asymptotique des trajectoires et de déterminer les ensembles
invariants dans le systéme. Ce principe est largement utilisé dans de nombreux domaines,
tels que la physique, la biologie, ...ect, pour comprendre et prédire le comportement des
systémes dynamiques complexes.

Le Principe d’invariance de LaSalle classique

Soit le systéme dynamique autonome suivant :

{ v = f(z) 2.1)

%0:0
ouzr € R", feCHR")

Théoréme 5[3] soient V : R" — R, f : R" — R"deuz fonctions de classe C' soit L > 0
une constante tel que Q = {x € R": V (z) < L} est bornée. Supposons que V (z) < 0,

pour tout x € QU et définissons F := qx € Qp : V (x) =0 Posons B le plus grand sous-
ensemble invariant inclus dans E. Alors toutes solutions de dans )y, convergent vers
B quand t — +o0.

Une version globale de ce Théoréme peut étre formulée comme suit :

Le Principe d’invariance de LaSalle globale

Théoréme 6[17] soient V : R" — R, f : R™ — R"deux fonctions de classe C' supposone
que V (z) < 0 pour tout x € Q et définissons E = {x €eQ:V(x)= 0} Posons B le
plus grand sous-ensemble invariant inclus dans E. Alors toutes solutions de bornées

pour t > 0, convergent vers B quand t — +00.

Principe d’invariance de LaSalle uniforme

Considérons 1’équation différentielle ordinaire et autonome suivante :

&= f(z,\) (2.2)

oue ACR™ xeR".

Théoréme 7soient f : R" x A — R" et V : R" x A — R deux fonctions de classe C! et
a,b,c:R"™ — R des fonctions continues tels que :
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a(x) < V(z,\) <b(z) et =V(z,\) > c(z),¥(r,\) € R" x A

pour p > 0 soit L, := {z € R":a(x) < p} (voir Fig 2.4), ou L, est un ensemble
borné non-vide.

Considérons les ensembles :

F,={xeR":b(z) < p},

E,={zreF,:c(z)=p},

C:={zeR":c(x)<p},

Supposons que sup b (z) < R < p et soient les ensembles

A= {r € R a(z) < R}

Br:={zeR":b(x) < R}

Soit A un paramétré fixé dans A et toutes les conditions précédentes sont satis-
faites,alors pour xy € F, la solution ¢(t,zo, A) est définie dans [0, 4+00) et les propriétés

suivantes sont satisfaites :

1. Si zy € Bpg alors ¢(t,z9,\) € Ag, pour t > 0 et (t,z9, A) converge vers le plus
grand sous-ensemble invariant inclus dans Ag, quand ¢t — 4oc.

2. Sixzy € F,— Bp alors ¢(t, x9, A) converge vers le plus grand sous-ensemble invariant
inclus dans Ap U E,, quand ¢t — +o0.

Preuve. Tout d’abord, il est important de montrer que
F,C{z eR":V(z,)) < p}CL,
et
—V (0,A) < p >c(x0) > 0

pour tout A\ € A et toute o € R" — Bp.
On considére deux cas :
1) pour xy € Bp soit [0, %) I'intervalle maximal d’existence de la solution ¢ (¢, o, A)

de @),
Supposons qu'il existe ¢ € [0, ) tel que ¢ (£, zo, \) € Ag. Alors a (¢ (£, o, \)) > R.
Alors

V(zo, A) = V(p(0, 20, ), \) < b((0,20,\)) =b(xg) < R

et

Vet zo, A), A) >alp(t, z9, \)) > R

Ceci implique qu'il existe £ < £, tel que V (¢(t, 79, A), ) = Ret V(o(t, 29, A), \) > R
pour t € (£,%). Donc pour t € (£,%) on a :

b(e(t, xo, A)) = V(e(t, o, A), A) >R

Alors ¢(t,x9,\)/ € By pour t € (t,1]. Ceci est une contradiction puisque

_V(QO(t, Zo, )\)7 )\) > C(Qp(t, Zo, )\) >0,
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ce qui implique que V(p(t, g, A), A) est une fonction décroissante en ¢ dans cet
intervalle.

Donc ¢(t, zg, \) € Ag, pour t € [0,t,) ce qui implique ¢, = +oc.

L’ensemble w-limite de (¢, xg, A) est contenu dans Ag et ¢(t, xo, \) tend vers le plus
grand sous-ensemble invariant de , inclus dans Ag, quand ¢t — +o0.

2) Pour xy € F, — Bp, soit [0,¢+) un intervalle maximal d’existence de la solution

o(t, zg, \), dans sl existe s € (0,t+) tel que p(s, xg, A) € Bg alors le probléme
est réduit au partie 1).

En supposant que (¢, g, \) € Bgr, t € [0,t+). S’il existe t € (0,¢,) tel que

@(Ea Zo, /\) ¢ LIJ

alors

p = a(90<f> Lo, )‘)) < V((P(t_a Lo, )‘)’ )‘)
et

V{0, o, A), A) < b(p(0, 0,A)) = blzo) < p,

Ce qui conduit & une contradiction parce que ailleurs de Bg, V(p(t, 2o, A), A) < 0.
Pour t € [0,¢,) on a :

a((9(0, 70, ) < V20, 20, A), A) < V((0, 70, 1), A) < b((0, 71, A) = b(ao) < p.
et aussi (¢(0, xg, A) € {z € R" : a(z) < b(zo)}-

Danc t, = +o0.

Soit wy ’ensemble w-limite de (¢(t, xg, A) alors wy C {z € R" : a(x) < b(xo)},

comme V (p(t, 9, A), A) est une fonction décroissante et borné alors il existe

lim V(e(t, o, A), \):=1€R.

t—-o0

Alors V (., ) =l et que V(., \) = 0 sur wj.

Puisque C Nwy =0 et wy C A,, alors 0 = —V(x, \) > ¢(x) = 0 par conséquent pour
T € w). ainsi wy € K,

Ce qui implique que ¢(t, xg, ) tend vers le plus grand sous-ensemble invariant de (2.3))
inclus dans £,, quand ¢ — +o0.

Sic(x) > 0pour z € R* — C,sizg € E,—C, ¢(t, 9, \) ¢ E,, pour tout ¢t > 0
suffisamment petit, et les conditions précédentes du théoréme sont satisfaites, alors

on conclut que toute solution avec condition initiale dans F,, tend vers le plus grand
sous ensemble invariant inclus dans Az quand ¢ — +oo dans ce cas L,, Ar seront l'esti-
mation uniforme de I’attracteur et F, sera I’estimation uniforme du bassin de I’attraction.

Remarque 3 Le théoréme précédent peut étre rétabli avec les modifications appropriées

pour couvrir le cas ou L, est non borné, mais posséde un composant relié.
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Principe d’invariance uniforme globale

Théoréme 8Soient f : R" x A — R" et V : R" x A — R deux fonctions de classe C* et

a, b, c: R" — R des fonctions continues tels que :

a(z) < V(z, \) <b(x)
et

—Vi(x, N) >c(z),¥(x, \) € R" x A,

considérons les ensembles :

C:={zxeR":¢(x) <0}, FE:={xrecR":c¢(x)=0}

Supposons que sup b(z) < R < r < 400 et soient :
zeC

Ar :={z e R":a(x) < R}, Bg:={x € R":b(z) < R},

B, :={z e R":b(x) <r}

ol Ag est un ensemble borné non-vide (Fig 2.3) et (Fig2.4)
A est un paramétre fixé dans A et toute les conditions précédentes sont satisfaites,alors

les conditions sont vérifiées :

mn|

Wikl

F1c. 2.3: [2]Fonction de Lyaunov et les Fonctions a,b et ¢

1. Si zy € Bg alors ¢(t, zg, ) est défini et appartient & Ag, pour ¢t > 0, converge,
quand t — 400, vers le plus grand sous-ensemble invariant dans inclus dans
Ag.

2. Si xy € B, — Bp alors la solution ¢(t, xg, A) bornée pour ¢ > 0 et converge, quand
t — +o0, vers le plus grand sous-ensemble invariant dans inclus dans Ar U E,
(voirFigh).
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2.6. ESTIMATION UNIFORME DE L’ATTRACTEUR DU SYSTEME
DE LORENZ

I TR
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C
F1G. 2.4: [2]Drivée de la foncition de Lyapunov
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F1G. 2.5: [2]X(t)Approche de I'ensemble invariant

Estimation uniforme de Pattracteur du systéme
de Lorenz

En 1963, Lorenz a établi un modeéle atmosphérique trés simplié qui posséde une forte
sensibilité aux conditions initiales . Cette propriété explique le comportement chaotique
des solutions du modéle. C’est un exemple célébre de systéme différentielle au comporte-
ment chaotique pour certaines valeurs des paramétres

Le systéme de Lorenz ultra simplifié, avec seulement trois variables, est représenté par

les équations ci-dessous.

X=aY-X)
Y=cX-Y-XZ (2.3)
Z=XY -bZ

ou :
a : représente le nombre de Prandtl du fluide,
¢ : est proportionnel au nombre de Rayleigh,
b : est relié au vecteur d’onde convectif.
Les variables X et Y sont respectivement proportionnelles.

Nous choisissons a la fonction de Lyapunov V' (z, y, z), définie par :
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2.6. ESTIMATION UNIFORME DE L’ATTRACTEUR DU SYSTEME

DE LORENZ

V(%, v, Z):<I—CY) +(y_26) +(2_7)

)

a=p=0ety=a+c.
Alors

Y

2 2 . 2
VXY Z>:X +Y +(QZ (a+c))

Alors nous avons

dV(X, Y, Z2) =X -X+Y - Y+Z(Z—(a+c))

dt

—aY — X\)X+(cX - Y - X-2)Y
+(X-Y — b2)(Z —(a + ¢))
=aXY —aX?+cXY -Y? - XZY
+X Y -Z—(a+c) X Y-V +b(a + c)Z

+—aX?=Y?—b(Z*—(a+¢c)2)

alors

dVv a+c\’ a+c\’
—(X,Y, Z)=—aX?-Y?’—-b|Z -
VXY, 2)= o(2-555) +o(*3°)

I' et donné par :

2 2 7 _ atc)?
F{(X,Y,Z)GR?’:biic2+ ?;CQJF( Wg) =1, a,b,c>0}.
2 (597 (%) (39

a 2 2
alors sia >0, b >0, ¢ > 0 le systéme de Lorenz (3.3)) est inclus dans la sphére suivante

Q={(X,Y, 2)eR® /X*+Y?*+(Z —a—c)’ = R?},
ou
(@I G a>1, b>2
R? = (a+c), si ays, b<2

\ i’;z;‘?zl;z, si a<l1, b>2a

Avec le changement des variables dans le systéme ([2.3]), donné par x = X ,y =Y,
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2.6. ESTIMATION UNIFORME DE L’ATTRACTEUR DU SYSTEME
DE LORENZ

z=27 -2

1 » on obtient le systéme suivant :

T = ar + ay,
y:—y—x(2+%c)cx,
i==b(z+2c)ay.

Les valeurs des paramétres sont ay = 10, cy = 28, et by = %.
Une incertitude de £5% est admise dans la d “etermination de ces paramétres.
Soient

U = 9.5, any =105, ¢y =20 — B =2 ¢y =20+ 2 = 1T,

20 5
b . 8 8 __ 38 42
m

_ 8 _ 38 84 8 _ 42
=3~ — 1 et by =5+ 55 = 15
ol a,, désgine au ay;, et ay; désgine au Gpyay.

On définie I’ensemble A par
A= {)\:: (a,b,¢) ER?:a,, < a < ap, bp <b<by, cmch}.
Pour estimer I'attracteur du ce systéme on utilise définition suivant :
Définition 2.11 Soit le systéme couplé de la forme suivant :

{I:f<$, Y, )‘1>7
y:g(l’, Y, )‘2)7

ou (z, y) € R x R", \; et Ay deux paramétres inclus dans R

avec
VI(X,Y, Z):=cx® + 4ay® + 4a2?,
a(X, Y, Z):= cpna® + 4any® + 4a,,2%,
b(X, Y, Z):=cya® + dayy® + day 2%,
ou a et b sont des fonctions, V' est une fonction de Lyapunov, c’est-a-dire

a(z, y, 2) <V(x, y, z) <b(z, y, 2)
on obtient

V(z,y,2z) =2ct-x+8ay -y + 8az -z

4

5
+8a <—y—:c <z—|— ZC) +cx> Y

= —2acx® + 2ayx — Say® — Saxzy — 10acxy

= 2c¢(—azr+ay)x+ 8a <—b(z—|—§—|—c) —|—xy)z

+8acxy — 8abz* + 10abcz + Saxyz
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alors
1% (a, b, ¢, z, y, z) = —2a (cx2 — 4y2) — 8abz? — 10abez

donc

—Vi(a, b, ¢, z, y, 2) = —2a (cx2 — 4y2) — 8abz? — 10abez
> 2a,, (cmx2 + 4y2) + 8 bmz* — 10apbascar |2|

BSab
= 20y, (cm2® + 4y%) + 8amby, |:22 _ 24MOMEM ] ]]

4a,,b,,

Sasb Sarbaren\® (Sasbarear\?
= 20y, (cn2® 4+ 4y?) + 8amby, [22_2M|Z|+( an MCM> _( anm MCM) ]

8a,,bim 8y bim 8,,bim

= 2a,, (cma® + 4y%) +8anb 22_25CLMb—McM’Z‘+ Banbaen ) _8a Saybuen\”
= m \tm Yy mYm 8ambm SCLmbm mbm —Sambm

5ab 2 (5anb 2
= 2a,, (cm®® + 49%) + 8anbn, <\Zy — M) _ (banbycnr)

8 bm, 8, b,
alors
—V((l, ba ¢ T, vy, Z) ZC(CL’, Y, Z)
ou
c(z, y, 2) = az® + By +7(z| —p)* — n
pour

(5aarbaren)?

S5apnrbare
O = 20 C, B = 8, Y = 8ambm, p = =AM = 8mbm

8ambm

Nous allons maintenant utiliser théoreme (3.1) avec h (z, y, z) = c(z, y, 2)
file, y, 2) = a2® + By + (2 = p)° — 1,

folx, y, 2) = ax+ By’ +v(z+p)° — p

et

H:={(z,y, 2) eR®:¢c(x, y, 2) <0}, F:={(x, y, 2) eR3: f1 (z, y, 2) <0},

d ot sup b (x) < sup b(z) on calcule sup b () par la technique des multiplicateurs de
zeH reF] reF

Lagrange, en prenant comme fonction de Lagrange :
L(x,y, z, p) = en? + dayy? + dapy2?

5CLMbMCM>2 . (5aMchM)2)]

it | 20mCn® + 8amyz + 8mbin (2 - < 80ty ST

Il reste alors de vérifier les conditions suivantes :

m ~ (7, y, 2) =21 (cop + 2pamcp) = 0,
(x y, z) =8y (ay + 2pa.,) =0,
(x Y, z) = 8anz + 16a.m,by, (z — m—ﬂgy) =0,
2 2
(QU Yy, z ) = 2(Zm (Cmng -+ 4y2) + 8(Zmbm (‘Z| - 5a81\;511217z]\/1> o (5a81\(;171;1\l;[;M) —0
lmphque =0, p= 52,

Qam
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DE LORENZ
(8ans + 16pamby,) 2 = 10pbarens
alors
Y — ]_OIMCLMbMCM
~ 8ans + 16ua,,by,
c’est-a-dire
10 (%) CLMbMCM
z =
8 (e +2 (52) apbin)
donc
5CLMbMCM
7= ——
8, (b — 1)
et avec quatriéme équation
5aMbMCM 5CZMbMCM 2 (5CLMbMCM)2
8amy? + 8 bm — - =0
Imy” + S0 <8am (b —1)  Sambm 8 b

implique Yy -
2 _ ag b3y (b — 2)
64a2, (b, —1)*

Le maximum est atteint & :

z=0

= 2503632, (by, — 2)
6402 (b — 1)

56LMbMCM
2= ——~
8y, (by, — 1)

et donc
b(z,y,2) = cyx® + dayy® + day2*
implique
a2 b33, (b — 2) Saybycy \°
su b:C +4a <MMM m )+4CL (—)
(m,y,z)%Fl M M 64&7271 (bm — 1)2 M 8am (bm — 1)
alors
o 25(12 b2 62 - 36 79
s b= (waﬁbgg_@ = X < 88575,75 < R < 88576
€,Y,2 1

Ainsi, du théoreme (3.3), on deduit que lattracteur de Lorenz est a l'intérieur d’une
ellipsoide :

Q={(z, y, 2) € R’: ¢;y2” + 4apy* + 4a,2> < R = 88576} .

L’estimation ci-dessus est une idée de ’attracteur de Lorenz, ou 'extérieur d’une el-
lipsoide correspond a I’ensemble Ag et I'intérieur d’une ellipsoide correspond & I’ensemble
Bg.
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=l

=d & 4 o8

F1G. 2.7: [2]Estimztion uniforme d’attracteur de Lorenz (x0,y0,z0,)=(20,-70,40)

2.7 Estimation de ’attracteur de Rossler

Soit le systéeme de Rossler suivant :

Yy =+ ay,
z2=b+uxz—cz.

ol a, b et ¢ sont les parametres du systéme nous utilisons les valeurs usuelles suivantes :
a=b=0.2c=14.0.

Détermination de ’ensemble Q,,
Nous cherchons une estimation théorique de I'attracteur de Rossler. Pour cela posons

la fonction de Lyapunov suivante :

Vi(z, y, 2) = ca® + cy® + az?

donc v
d_tl (x, y, 2) = —2cix + 2cyy + 2¢22
=2c(—~y — 2)z+2c(z + ay)y+2a(b + 2 — c2)z
alors
dv;
d—tl(x, y, z) = =2 (acy® + acz® — abz + cxz + azz?)
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2

Ch = {(x, Y, Z) e R?: (—acy2 + acz® — abz + crz + axzz) < O},

c’est-a-dire que la fonction ¢ proposée dans la Théoréme (3.3) est donnée par :

¢(z, y, 2) =2(—acy® + acz® — abz + cxz + azz’®).

On trouve alors :

sup V (X) =9,8-107
XeC

Ainsi, Q) est ellipsoide définie par :

Qu={(z, y, 2) eR*:ca® + cy® + az® < 9,8-10"}.

Toutes les solutions bornées du systéme de Rossler, pour les parametres fixés auparavant,
convergent dans cet ellipsoide (selon le principe d’invariance étendu). Ce résultat peut
étre affiné (on peut trouver une autre fonction V5 conduisant a un rayon plus petit).

D “détermination d’un ensemble (),

Lattracteur de Rossler se situe dans le demi-espace z > 0

Nous allons démontrer que, pour attracteur classique de Rissler, les solutions (asymp-
totiquement) sont toujours strictement au-dessus du plan z = 0. Nous utiliserons pour
cela la variance du Principe d’invariance de LaSalle pour montrer que les solutions bornées
de lattracteur convergent dans le demi-espace z > 0.

Considérons donc la fonction de Lyapunov suivante :

Vol(z, y, 2) = 2.
On a
LV (z, y, 2) =xz—cz+Db

par définition
Cy = {(x, y, 2) ER®: —xz + cz-b > 0}.

On cherche la valeur de m := ( inf) AV2 (x, y, z);on la calcule comme précédemment
z, Y, = S
grace au programme d’optimisation Knitro, et on obtient numériquement :

m:= inf Vy(w, y, 2)=6,5-10"".

(z,y, 2)EA

D’ définissons alors : Q== {(z, y, 2) €R*: 2 > 6,5-1077}. On en conclut donc,
d’apres le Théoréme (3.4), que Pattracteur de Rossler est inclus dans ’ensemble

Qu :={(z, y, 2) eR®:2 > 6,5-107"}
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Par ailleurs, pour affiner au maximum notre ensemble , ,,, on peut démontrer que les
solutions de l'attracteur de Rossler ne rentrent jamais dans une région située le long du
demi-axe positif, en prenant par exemple comme fonction de Lyapunov une paraboloide
elliptique orientée selon ’axe Oz contenant 1’origine et en montrant que les solutions ne
rentrent jamais a U'intérieur (voir Figure 2 8).

D’apres les Théorémes (3.3) et (3.4) , toutes les solutions bornées (Figure.8). Estima-
tion de l'attracteur de Rssoler.

du systéme de Rossler convergent .
Quri={(x, y, 2) eR®:ca® + cy? + a2 < 9,810 N{(z, y, 2) ER*: 2 > 6,5-1077}.

- A thrncieur

B &8 = & H ® &

1]

Attractear

poce des ponditions initinls

bhbaosnuapn

F1G. 2.8: [2]Estimation de Pattracteur de Rossler

(Fig 8). Illustration numérique de l'estimation de l'attracteur de Rossler, et du «trou»
le long du demi axe positif Oz, pour les paramétres a = b = 0.2 et ¢ = 14 du systéme.

(a) Vue tridimensionnelle, (b) projection sur le plan zy. L’attracteur (en noir foncé)
est strictement contenu dans 'ellipsoide et a I'extérieur de ’hyperboloide infinie d’axe de
révolution Oz, et vérifie z > 0.
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CHAPITRE 3
APPLICATION

Le systéme de Qi

Le systéme de Qi a été étudié en 1992 par Leonov et Boichenko [9] est donnée comme

suivant :
d_f :a(y—x)—l—yz,
T =cr—y—rz, (3.1)
% =xy — bz,

oll 7, ¥, et z € R3,a,b et ¢ des paramétres positive de systéme quand a = 35,
b="T7, et c =25, est chaotique.

systéme (3.1)) est différent du systéme bien connu Lorenz systéme Rossler systéme
chen, systéme Lii et méme famille de systéme Lorenz.Ainsi,de nombreux comportements
dynamiques du systeme chaotique sont encore inconnus,motivant le travail & présen-
ter.

Dans cette partie allons étudier les comportements dynamiques du systéme Lorenz
dans le cas particulier ot @ = —1 et nous comparons nos résultats avec les résultats

obtenus précédemment pour le cas général a € R.

Comportement dynamique du systéme (3.1

Théoréme 9supposer que A >0, a>0,b>0, m >0, ¢ >0 avec

2
Qx,m{@:, y, 2) A2® + (A +m)y? +m z—(““)“mc} gRi,m}, (3.2)

ou

38



3.1. LE SYSTEME DE QI

( b2 [(a+c)A+mc]?
Ta(b—a) m , a>1,b>2a,

R = iplesmd’ oy >y (33

L [(a+e)X+me® b<2a, b<?2

alors 2, ,,, est ensemble bromée et invariance positive de systéme ((3.1)).
Preuve. Définir la fonction de type Lyapunov

A\ 2
V,\7m(1:):VA7m(x,y,z):)\x2+(z\+m)y2+m[z—(a+c)m+mc} , VYm>0,\>0.
(3.4)
alors la dérivée de est V) ,,, (x) est
AV m (X) dx dy (a+c) A +me] dz
—— =2\rx— +2 Ny—+2 — — .
i |, T+ (m + )ydt+ m |z - o (3.5)

(a+c) A+ me
m

=2z (ay — ax + az)+2(m+N)y(cx—y—xz)+2m {z — } (xy—bz), (3.6)

= —2a\2x® — 2(m + \)y® — 2mbz* + 2b[(a + ¢) A + md] 2.

soit dv*’;;(X) = 0 avec le condition A < 22,
on pose
c(x) = 2a z? + 2mbz® — 2b[(a + ¢) A+ mc]
ona —V(x)> c(z) et V <0,
donc

—V(x) > 2a\z® + 2mbz% — 2b[(a + ¢) A + md] z
si c(x) > 0 et z <0 on obtenir

2mbz = 2b[(a + c) A+ md],
V
z=2b[(a+ c) X+ mc]

donc

bl(a+c)A\+mc]

m Y

z2<0 AN z>
V
2>0 A z< b[(a+c731)\+mc]

on peut obtenir un ensemble fermé borné
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3.1. LE SYSTEME DE QI

Az? (m+)\)2
; (@9, 2)| SaraxtmeTaam T Waroirmeam a7
mlz—((ate)\rme)/2m]® _ ' '
+ [(a+c)A+mc]? /am =1

Alors sia >0, b >0, > ¢ > 0 le systéme de Qi est inclus dans la sphere.

Q={(z, y, 2) eR3/Az>+ (m+ N>  + m[z — ((a + )\ + mc) /m? = R?]}.

Le systéme chaotique étant borné la fonction continue peut atteindre sa valeur
maxi-male sur I’ensemble fermé borné I' I’ci-dessus. Ainsi, les solutions du systéme de
chaos sont contenues dans ’ensemble défini par :

{(z, ¥, 2)| Vam(X) < maxVy,n(X) = R3,,, X €T}.

Nous obtiendrons la valeur maximale de la fonction (3.4)) sur I' en traitant le probléme

extremum conditionnel ci-dessous :

A\ 2
max V) ,,(X) = max {)\mQ + A +m)y+m |z — w} } , (3.8)
m
ou
Ao L mz = ((a-+ A +me) 2m]* _
bl(a+c) N+ md? /4am  b[(a+c) A +mc)* [4am [(a +¢) A+ mc]® J4m
Dénoter
iz =z, VA+my=y, Vmz=x
(ate)Atme _ I b[(a+c)A+mc)? —n? b[(a+c)A+mc)? 2
2v/m ) 4am ) 4m )
alors (3.8)) devient la form suivante :
max Vy (X)) = max {z] + 47 + (2 — 20)*}, (3.9)
ou
2 2
i,y (=)
— + 72 + = 1

On peut résoudre le probléme (3.9) selon la méthode d’optimisation et obtenir 1’ex-
pression deRim comme suit :

B2 [(a+c)A+mc)? a>1, b> 2a,

4a(b—a) m )
Ri,m = 4(£7i1) [(a+c):r\L+mC]27 a>1,b>2 (3.10)

[(a+c)A+mef> b<2a, b<2.

Remarque 4 Supposons m =1 et A =1 dans le théoréme ,alors on a que
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F1G. 3.1: [I5]Localisation de l’attracteur chaotique du systéme Qi xOyz

1= {(x,y, 2) /2 + 2% 4+ (2 —a—2c)* < L2} )

est 'ensemble ultime €25 ; est bornée et positivement invariant du systéme (3.1]) ou

( b%(a+2c)?
R >1, b > 2a,

12— b2iélbt21z3)2’ a1 b>2 (3.11)

| (a4+2¢)° b<2a, b<2.

prenons des valeurs de parametres positives a = 35,b = 7, et ¢ = 25 dans (2 jalors

nous pouvouns conclure que

Q1= {((z,y,2)/2* + 2y° + (2 — 20.25)* < 121.45) } (3.12)

I'ensemble est borné. Sur la Figure (10) nous étudions localisation de lattracteur
chaotique du systeme dans I'espace zOyz défini par €

En utilisant la méthode directe de Lyapunov, ils ont prouvé sa dissipative au sens
de Levinson, c’est-a-dire I’existence d’'un ensemble absorbant globale borné contenant un
attracteur global, et ont également construit plusieurs ensembles positivement invariants

en present les résultats suivants :

Théoréme 10s0it 20—b > 0 et a(b—2) > 0,puis, pour un solution arbitraire (x(t), y(t), z(t))

du systéme la suivante ’estimation est vraie :

limsup [y*(t) + (2(t) — )] < %, (3.13)
t——+o00
ou
1, bh<2,
=3 & <>
Nt

Département de mathématques et informatique oeb



3.1. LE SYSTEME DE QI

Théoréme 11Toutes les trajectoires (x(t), y(t), z(t)) ,du systéme entrent [’ellipsoide(

liminf [2(c — ar)z(t) — 2*(t) + ay®(t)] > 0.

t——+o0o

Théoréme 12

2 4oy (a+0) (2= IO oy (3.14)
Y a+d6 ) = '
ou
b
R = —20(a+5)(0_5r)’
) b
d > —a,c=min(o, 1, 5) (3.15)

Notre approche pour construire I'ultime limite et les ensembles d’attractivité globale-
ment exponentiels supposent que ensembles correspondants dépendent de certains para-
meétres A et m, c’est-a-dire que pour les parameétres \ et m fixes du systéme , nous
avons un série d’ensembles dépendant de A et m. Soit A =1et m = (6 —1) V(6 > 1) dans
, alors I’ensemble (2, ,,, dans coincide avec (3.14)).

Bien que le théoreme (10) donne I’ensembele du systéme , les ensembles attractifs
exponentiels globaux du systéme (3.1)) sont toujours inconnu. Les ensembles attractifs
exponentiels globaux.

Théoréme 13Supposons quea > 0,b > 0 et c > 0 et nous dénoter X (t) = (x(t), y(t), 2(t)),

(a4 )\ +me]?

Vam(X) = Vam(@,y,2) = \a® + (A + %) +m |2 = -

VA >0,m > 0,

I b[(a—%c))\—l—mc}?e = min(a, b, 1) >0
A,m Om

Puis 'estimation

[VAvm(X(t)) - Li,m] S [V)\,m(X(to)) — Li,m} expf‘g(t*tO)

pour le systéeme (3.1])
Ainsi, par définition, ¥, ,, = {V,\M(X ) < Lim} est ’ensemble attractif globalement
exponentiel du systéme (3.1)) c’est

lim Vy,n(X) < L2,

t——+00

2
Preuve. V) ,,(X) = Vam(z,y,2) = Aa? + (A +4%) +m |z — w] VA >0,m >0,

m
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3.2. FONCTIONS DE LYAPUNOV POUR L’ESTIMATION DE LA
DISSIPATIVE AU SENS DE LEVINSON POUR LE SYSTEME MODIFIE DE LORENZ

puis la dérivée de V) ,,,(X) est

WVam(X) | _ 2)@% +2(m+ A) y‘é—‘;’ +2m [z
2

o (a+c)\+me dz
dt

m dt?’

(a+c) N+ mc
m

|-

=2\z (ay — ax + az) + 2(m + N)y(cx —y — xz) + 2m |:Z—

= 2a\z® — 2(m + \)y? — 2mbz* + 2b[(a + ¢) A + md] 2,

< —ax® — (A +m)y* —mbz + 2b[(a+ ) A + md] z,

[(a + ) X+ md]

(a+c))\+mc)2+b ,
m

= —a x® — (A +m)y® — mb(z —

2
< —GV,\,m(X)+b[(a+c))\+mC] |

m

< -0 [V)\7m(X) - Li,m] :

Donc nous avons

—0 [Vam(X (1)) = L3,,] < =0 [Vam(X (t0)) — L3,,,] exp "),

et

lim Vyn(X) < L2,

t——+o0

Par définition, ¥y ,, = {V,\,m(X ) < Lim} est la attractif exponentiel du systeéme (3.1]).

Fonctions de Lyapunov pour l’estimation de la
dissipative au sens de Levinson pour le systéme
modifié de Lorenz

Le systéme modifi¢ de Lorenz est donné en 2018 avec [§] comme suivant

& =o(y—x),
y=rx—dy—xz, (3.16)
z = —bz + xy,

ol o et b sont des parameétres positifs, d est une paramétre réel ot r > d. Pour le
systéme de Lorenz, on a d = 1. Au méme temps, pour les systémes Lu et Chen on obtient

d < 0. [5] et [6].

Lemme 3.1 [7] si20 < b, alors, pour toute solution du systéme , l"inégalité suivant.
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DISSIPATIVE AU SENS DE LEVINSON POUR LE SYSTEME MODIFIE DE LORENZ

lim inf {z(t) - @1 >0, (3.17)

t—+00 20
est vrai.

Pour prouver le lemme, il suffit de noter que, pour la fonction

V(r,z) =2— —

La relation

V(x(t), 2(t)) = =bV (x(t), 2(t)) + (1 + ==) — 22(t)

est vrais. Par conséquent
Va(t), 2(t) > exp™ V(2(0), 2(0)

Cela donne l'estimation (3.17)).Rappelons que le systéme (3.16)) est dissipatif au sens
de Levinson s’il existe un nombre R tel que, pour tout z(0), y(0) et 2(0) la relation

liminf = (*(t), 5*(t), 2°(1)) < R

est vrais.

Théoréme 14Soient 20 > b et b+ 2d > 0,alors le systéme est dissipatif au sens
de Levinson.

La preuve est basée sur la construction de la fonction de Lyapunov

V(z,y, z)=y*+ 22+ A2x® — Bay + Oz,

ou A, B et C sont certains parameétres. Le paramétre C' est choisi tel que

LV = (x(t),y(t), 2(t)) = —2(b22(t)+dy?(t) + Aoa?(t)) — B(oy*(t) +ra?(t)z(t) —bC=(t).

Autrement dit, C' est tel que le membre de droite de cette relation ne contient pas les
termes Dx(t)y(t)

De plus, en utilisant le lemme, nous pouvons facilement prouver Iexistence de A >
0,B>0,Q >0,et P> 0 tels que, pour toute solution du systeme et t suffisamment
grand, la relation

V(Sﬂ,y, Z) < —PV(LC,y,Z) +Q

est vrai.Cela donne I'inégalité

limsupV = (z(t),y(t), 2(t)) <

t——+o00

9

TIO

ce qui prouve le théoréme.
pour 20 < b,on transforme le systéme (3.16) comme suit : Par le changement de
variables
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DISSIPATIVE AU SENS DE LEVINSON POUR LE SYSTEME MODIFIE DE LORENZ

x
n=oy-z), (=2--,
on réduit le systéme (3.16) a la forme
T=mn
= —(c+dn+olr+o(r—da—ga°,
(=0 -
De plus, par le changement de variables alors
t
t— ———, x— \/b(r—d)z,
o(r—d)

0 — Vbo(r—dv, ¢— (r—du,

on ramene ce systéme a la forme

T =,
U=—X\v—au+x—1° (3.18)
U= —au — [xv,

ol

o+d 20— b

A= ——— — o= # B=""
\/(7(7‘—cl)7 \/O'(T—d)7 o
Nous listons maintenant les systémes qui peuvent étre réduits a et donc au
systéme :
le systéme de Lorentz [4] : d = 1,7 > 0,
le systeme de Chen [6] : d = —c,c > §, 7 =c— o0,
le systéme Lu [5] : d = —¢,c¢ > 0,r =0,
le systeme Yang [12] :d = 0.
Le systéme Shimizu-Morioka [13]

t=y, y=-Ay+tz—2z, 2=—alr—2?).

Nous réduisons le systéme (3.18)) par le changement v =y, u = z — 22 Ici 8 = 2 Nous

introduisons maintenant la fonction de Lyapunov

u? x?

Viz, v, u) =0 — — — 2%+ —.

g 2
La dérivée de la fonction V' sur les solutions du systeéme (3.18) a la forme

dv(z(t), v(t), u(t))
dt
Par le raisonnement standard de la théorie contemporaine de la stabilité, on déduit
facilement ’assertion suivante de (3.18])

— 2(—\2(t) + %uQ(t)). (3.19)
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3.2. FONCTIONS DE LYAPUNOV POUR L’ESTIMATION DE LA
DISSIPATIVE AU SENS DE LEVINSON POUR LE SYSTEME MODIFIE DE LORENZ

Théoréme 15 SoientA < 0 et 5 > 0, alors toute trajectoire du systéme qui n’ap-
partient pas aux variétés stables des selles x = v =u =0, x = +1, v = u = 0 tend vers

['infint lorsque t — 4-00.

et si A > 0 et § < 0,alors toute trajectoire du systéme s’approche d’un certain
état d’équilibre lorsque ¢t — +oc.

Notons que, pour le systéme (3.16) , ces conditions prennent la forme o + d < 0,
20 >b,0+d>0,20 <.

Il est facile de voir que, pour 5 = 0,

limsup wu(t) = 0.

t——+o00
Cela implique que, pour A > 0 (“c est-a~dire pour o + d > 0, 20 = b), toutes les
trajectoires se rapprochent de I’état d’équilibre
comme ¢t — 4-00.

Ainsi, les théorémes (3) et (4) donnent I’assertion suivante :

Corollary 16 supposone que 20 > b st b+ 2d > 0,alors le systéme est dissipatif

au sens de Levinson ;

si 0 +d <, 0 alors le systéme (3.16]) n’est pas dissipatif au sens de Levinson.
Nous introduisons maintenant un opérateur de translation le long des trajectoires du

systeme F*(xo) :

d
Z%zﬂ@,xeRﬂ feCHR™) (3.20)
F'(z0) = 2(t,m0), 20 €R", t>0, 2(0,79) = 0.
Supposons que les solutions du systéme (3.20)) sont défines pour tout ¢ € [0, +00).
On sait que si, pour certains ¢ > 0,
div f(x) < =¢, VzeR", (3.21)

alors, pour tout ensemble K" C R"™ avec dimension fini n de volume V' (K), la relation

lim V(FY(K)) =0 (3.22)

t——+o00
est vrai.
La propriété (3.22) est vraie pour le systéme (3.16]) avec la condition

c+b+d>0.

Ainsi, pour

—0>d>—0—0b,
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3.2. FONCTIONS DE LYAPUNOV POUR L’ESTIMATION DE LA
DISSIPATIVE AU SENS DE LEVINSON POUR LE SYSTEME MODIFIE DE LORENZ

le systéme (3.16]) est un systéme avec contraction des volumes et presque toutes ses
solutions tendent vers l'infini lorsque ¢ — +o00.

D’apres les théorémes (15 et 16), ce la implique que si 20 > b, alors la dissipative au
sens de Levinson a lieu pour d > —g. En méme temps, cette propriété est absente pour
d< —o.

Notons que la dissipative au sens de Levinson pour d > 0 a été prouvée dans [14]. La
condition d > % pour le systéme de Chen avec 20 > b a été établi dans [15]. La condition
d < —0, 20 > b a été présentée dans [16].
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CONCLUSION

On a étudier dans ce travail de mémoire le systéme dynamique chaotique, on consacré
la premiére partie a I’étude des définitions des systémes dynamiques et leurs types.

La deuxiéme partie est dédiée a 1’étude de systéme dynamique chaotique, fonction de
Lyapunov, attracteur, la sensibilité aux conditions initiales sont leurs principes caracté-
ristiques et étudier théoréme de le principe de LaSall , & la fin nous abordons quelques
exemples de systeme dynamique chaotique en temps continue et on appliquent le principe
de LaSall.
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