REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministere de ’'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Larbi Ben M'Hidi O.E.B
Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de la Vie
Département de Mathématiques

Ecole Doctorale de Mathématiques

N° d’ordre : .............

N série : covevveiininnl.

MEMOIRE
Pour I'obtention du grade de
MAGISTER
SPECIALITE : Mathématiques

Présenté par : SEKHANE CHAFIKA

Intitulé :

Stabilisation d’un systéme parabolique

Date de soutenance 13/06/2012

devant le jury :

Président : Marzoug Djebarni Maitre de conférence Université O.E.B
Rapporteur : Ayadi Abdelhamid Professeur Université O.E.B
Examinateurs : Abdelkrim Aliouche = Maitre de conférence Université O.E.B

Mohamed Dalah Malitre de conférence Université de Constantine



Remerciements

Au début et avant tous,je rends grace a Dieu tout puissant qui m’a aider

a terminer ce travail.

Je veux profiter de cette occasion a présenter mes remerciements a
Monsieur AYADI ABDELHAMID, pour le choix du sujet de ce mémoire, et
pour les conseils efficaces et les encouragement et encor plus pour tout le

temps qu’il m’aconsacre pour me suivre pendant la rédation de ce travail.

En outre, je reste et resterai forte reconnaissante a Mr MARZOUG
DJABRANI qui me fera honneur de présider ce jury, ainsi qu’a

Mr ABDELKRIM ALIOUCH et Mr MOHAMED DALAH d’avoir bien voulu
accepter d’étre examinat eurs de ce jury.

MERCI



Dédicace

C’est avec plaisir que je présente mes meilleurs voeux et
sentiments a toute ma famille, en particulier mes parents et mon
mari ABDELKADER et ma fille MARAM.

Je dédie ce travail a tous mes chers amis sans exception. Sans
oublier mes collegues de travail.



Table des matieres

Notations

Introduction

1 Rappels et notions préliminaires

1.1 La théorie des semi-groupes . . . . . . . . . . .. ...

1.2 Cy—semi-groupes avec propriétés spéciales . . . . . . .. ... L.

1.2.1  Cy—semi-groupes de contraction . . . . . . . ... ... ...

1.2.2  Cp-semi-groupes analytiques . . . . . . .. .. ... L.

1.2.3 Cy—semi-groupes différentiables . . . . . . .. .. ... ...

1.24 Cy—Semi-groupes compacts . . . . . . . ...

1.3 Probleme d’évolution . . . . . . . . .

2 Controlabilité des systemes évolutifs

2.1 Position du probleme . . . . . . .. ...
2.2 Controlabilité . . . . . ...
2.2.1 Controlabilité exacte . . . . . . .. ..o
2.2.2  Controlabilité faible . . . . . . . . ... ..o

2.2.3 Controlabilité régionale . . . . . . . . . .. ... ...

2.3 Actionneurs

3 Stabilité

3.1 Notions de stabilité et stabilisabilité . . . . . . . . . . . . . . . ... .. ...

3.1.1 Exemple (I’équation de la chaleur) . . .. .. ... ... ... .. ...
3.2 Stabilisabilité et Actionneurs . . . . . . . . ... ...

3.3 Stabilité régionale . . . . . . ..o oL

13
13
14
15
17

18

20
20
21
21
23
24
26



TABLE DES MATIERES

3.3.1 Exemple . . . . .. 35

3.4 Stabilisabilité régionale . . . . . . .. ..o 36
341 Exemple . . . . .. 37
Bibliographie 39



Notations

H,U,V,Q

ImA

ker A

A-1

Al = sup Ja],; < |Aa,
p(A)

R(;A)

A+

{G (D)}

L' ([0,T], H)
ct([0,T),H)
Wt (0,7, H)

espace de Hilbert.

un sous-domaine non vide de €.

le dual topologique de H.

I’espace vectoriel des applications linéaires continues de H.
opérateur.

I’ensemble de définhtion de A.

I'adhérence de l'ensemble D (A).

I'image de A.

le noyau de A.

opérateur inverse de A.

la norme de A.

I’ensemble résolvante de A.

la résolvante de A.

adjoint de A.

une famille d’opérateurs linéaires bornés sur H.
I’espace de Lebesgue.

I’espace des fonctions dérivées et continues.

espace de Sobolev.



Introduction

La théorie du controle est censée modéliser des problemes d’ingérnierie et d’économie.

Etant donné un systeme dynamique régi par une équation d’évolution. Toute étude
concernant ’analyse d'un systeme dynamique est généralement suivie d’une étape de controle,
qui consiste a détarminer une commande qui permet de conduire le systeme étudie a un cer-
tain objectif .A titre d’exemple, la possibilité d’amener un systeme d’un état initial a un
état désiré, ou a chacun de ses voisinages a un instant fini ¢, ce qui définit respectivement
la notion de controlabilité exacte et faible. Dans le cas t = +00 , on obtient la notion de
stabilisabilité.

Dans ce mémoire on s’intéresse a la stabilisation de certains systemes de type :

tel que A est un opérateur linéaire.

La stabilité est I'un des aspects les plus important de la théorie du systeme. La théorie
fondamentale de stabilité établie par Lyapunov est intensivement développée pour les systemes
de dimension finie. Ici nous sommes intéressésn par la stabilité asymptotique d une classe de
dimension infinie des systemes linéaires, en utilisant la resprésentation puissante de semi-
groupe.

Dans ce travail, nous considérons le probleme de la stabilisation qui consiste a étudier
le comportement asymptotique d'un systeme distribué sur le domaine d’évolution 2.

Classiquement, tout systeme considéré stable ou bien instable. Cependant il existe des
systemes qui sont instables sur leurs domaines géométriques €2, mais ne se comportent pas
de la méme mainere sur §2.

En effet, ils peuvent étre stables sur certaines régions w de €2. De plus, on peut avoir
besoin de stabiliser un systeme ou d’améliorer son degré de stabilité uniquement sur une
partie de son domaine d’évolution, ce qui demandera un cotit moindre.

Nous donnons maintenant un apergu des contenus des chapitres.



Introduction

Le premier chapitre concerne quelques rappels sur la théorie des semi-groupes. Nous
rappelons des résultats sur le comportement asymptotiques des semi-groupes linéaires.

Le deuxieme chapitre est consacré a sur les principes généraux de la controlabilité des
systemes distribués.

Enfin le troisieme chapitre est consacré a I’étude de la notion de stabilisation des systemes
distribués. Ensuit nous introduisons la notion de la stabilisation régionale pour les systemes
linéaires. Nous présentons des exemples de motivation, ensuite nous donnons les caractérisations
des controles résalisant la stabilisation régionale, et maintenant I’état du systéeme borné dans

le temps et celui qui minimise de performance.



Chapitre 1

Rappels et notions préliminaires

1.1 La théorie des semi-groupes

Définition 1.1

Soit H un espace de Hillbert. Une famille d’opérateurs lineaires bornés S(t) : H — H

dépendant du parametre ¢ > 0 forment un semi-groupe si :

S(0) = Iy
S (tl + tQ) - S (t1> S (tg) th, t2 Z O

Le semi-groupe (S (1)), est dit fortement continu & I'orgine, ou de classe Cy si de plus
Vo € H, tlimOS (t)x = .
Si S (t);5 est un Cp—semi-groupe dans H, alors I'opérateure adjoint S* (t) et aussi un

Co-semi-groupe dans H.

Définition 1.2

On appelle générateur infinitésimal d'un Cp—semi-groupe (S (¢)),5, un opérateur A

défini sur ’ensemble :
t —
D(A) = {x €H/ tlimow existe}

par :
S(t)x

t—0



Rappels et notions préliminaires

Remarque 1.1

1/ Tl est clair, que le générateur infinitésimal d’'un Cy—semi-groupe est un opérateur
linéaire.

2/ Le générateur infinitésimal de (S* (t)),5, est (A%, D (A¥)).

Proposition 1.1 [11]

Soit S (t) un Cp—semi-groupe dans H et A son générateur infinitésimal .
Siz e D(A),alors S(t)z € D(A), et on a I'égalité : S (t) Axr = AS(t)z Vit >0.

Remarque 1.2

On voit que S (t) D (A) C D (A) vt > 0.

Théoréme 1.1 [6]

Soit S (t) un Cy-semi-groupe sur H de générateur infinitésimal A, alors

1/ Vx € D(A),S()z € C'([0,00[;D(A)), et ona: L5 (t)z = AS(t)z = S(t) Az
vt > 0.

2/ S(t)x—x=hS(s) Axds  VYxe D(A).

3/ tli_r)n()%éS (s)xde ==z Vo e H.

4/ tnglo%fhs (s)zds=S(t)z VxeH.

5/ LS (s)x dse€ D(A), et on alégalité ALS (s)zds=S(t)x—xz Vt>0.

Théoréme 1.2 [6]

Soit S (t) Co—semi-groupe sur H de générateur infinitésimal A, alors :

1/ (A) = H.
2/ A est un opérateur fermé.
Théoréme 1.3(L’unicité de ’engendrement) [6]

Soient deux Cy-semi-groupes T (t),.S (t) ayant pour générateur infinitésimal le méme
opérateur A, alors :
T(t)=S(t) Vt>O0.

10



Rappels et notions préliminaires

Lemme 1.1(De la croissance exponentielle du semi-groupe)

Soit S (t) un Cy—semi-groupe. Alors IM > 1 et w € R tel que

1S ()| < Me*t vt > 0. (1.1)

Nous noterons par S¢ (M,w) Uensemble des Cp—semi-groupes (S (t)),5, C L (H), pour
lesqueles, il existe w > 0 et M > 1 tels que :

1S ()] < Me*t ¥t >0.

Preuve

Considrons le compact [0, 1], et comme (S (t)), est fortement continu alors I’application
t — S (t) x est continue. Donc I'image de [0, 1] par cette application est compact, alors :3M,,
tel que :
IS (t) x|y < M,, Vte]|0,1].

D’apres le théoreme de Banach-Steinhauss M tel que :
SOOI <M,  vtelo,1].

On remarque que la constante M > 1,(M > ||S(0)|| =1).

maintenant si ¢ ¢ [0, 1], on écrit t =n + o avec n € N* et o € [0, 1] donc :

St) = Snh+o)
= S(n)S (o)
= (S(1)" 5 (o)
Donc
IS@I < [ISOI" 1S (o)l
< M"M
= M exp n logM

= M exp nw avecw =log M

< M exp tw.

11
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Remarque 1.3

Si (S (t)),>( est un semi-groupe fortement continu a I'orgine vérfiant la majoration (1, 1),

alors il est fortement continu.

Etude de la croissance de la résolvante

Si A une valeur telle que (A — At) soit inversible, alors on dira que A est une valeur
réguliere et ’ensemble des régulieres sera noté p (A).

Pour X € p(A), on pose R(\; A)z = (M — A)~" x et on montre que
RN\ A)x = exp(—At) S (t) z dt.

Si p(A) est un ensemble ouvert, alors on a :
dn

%R()\; Az =(=1)"nR" (N A)x pour A € p(A).

Théoreme 1.4(HILLE YOSIDA) [6]

Dans ce paragraphe, nous présentons un résultat tres important encernant les semi-
groupes de clase Cp, il s’agit du célebre théoreme de HILLE YOSIDA, qui donne une ca-
ractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Cy— semi-groupes.

Un opérateur linéaire A : D(A) C H — H est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe (S (1)),59 € Ss (M,w) si et seulement si

i) A est un opérateur fermé et D (A) = H,

ii) Il existe w > 0et M > 1 tel que A, = {\ € C/ReX > w} C p(A) et pour A € A,,on

M
(ReX — w)™’

Pour démontrer ce théoreme on a besoin des deux lemmes suivants :

IR (A Al <

Lemme 1.2 [11]
On pose Az = AAR (X A) (z),0On a:

lim Ayz = Az, Vr e D(A) (1.2)

A—+o00
Lemme 1.3 [11]

Soiet A et B deux opérateurs linéaires fermés, D (A) C D (B) et p(A) p(B) = 0, Alors
A=1B.

12



Rappels et notions préliminaires

1.2 Cy—semi-groupes avec propriétés spéciales

1.2.1 C(Cy—semi-groupes de contraction

Dans la suite, nous présentons quelques problemes concernant la classe du Cy—semi-

groupes (S (t)),5, vérifiant la propriété ||S (¢)[| < 1 pour tout ¢ > 0.

Définition 1.3

On dit que (S (f));5o est un Cp—semi-groupe de contraction sur H, si (S(t)), €
S¢(1,0).

Lemme 1.4 [6]

Soit (S (t))>p € S (M,w), alors application [||.[|| : H — Ry tel que [[[z]]] = Sup

exp (—wt) ||S (t) z|| Yo € H est une norme sur H équivalente avec la norme initiale ||.|| .
£>0

Théorémel.5 [11]

Soient (7' (t)),¢ € S¢ (M;w), de générateur infinitésimal A, et S (t) = e T () V¢t > 0
alors on a :

i) (S (1)) € S5 (1,0).

ii) Le Co-Semi-groupe (S (t)),, a pour générateur infinitésimal 'opérateur B = A —wl.

Pour les Cp-semi-groupes de contraction, on peut formuler la version suivante du théoreme

de HILLE YOSIDA.

Théorémel.6 [6]

Un opérateur linéaire, A : D(A) C H — H est le générateur infinitésimal d'un

semi-groupe (S (t)),> € 5S¢ (0,1) si et seulement si;

i) A est un opérateur fermé et D (A) = H,
ii) Ag ={A € C/ReX >0} C p(A) et pour A € Ag,on a:

1

17 05 A <

Vn € N*.

Exemble

Soit H = L? (R™), et soit A l'opérateur de Laplace de domaine

D(A)={V:VeL*R"),AV € L*(R")}.

13



Rappels et notions préliminaires

Alors, A est le générateur infinitésimal d’un Cp-semi-groupe de contraction dans L? (R™) .
Une autre caractérisation tres intéressante des Cy-semi-groupe de contraction est donnée

par le fameu théoreme du Lumer-Phillps,dans lequel interviennent les opérateurs m-dissipatifs.

Définition 1.4

Soit H un espace de Hilbert réel,soit A un opérateur linéaire dans H.On dit que :
1) A est dissipatif si: (Az,z) <0 Vre D(A).
2) A est maximal si :Im (I — A) = H.

Lorsque A est dissipatif, on dit aussi souvent que —A est montone ou accrétif.

Théorémel.7(Lumer-phills) [6]

Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire, tel que D (A) = H.
L’opérateur A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe S (t),., € S<(1,0), si et

seulement si, A est un opérateur m-dissipatif.

1.2.2 (j)-semi-groupes analytiques

Par la suite, nous étudions la possibilité d’étendre 'intervalle |0, 0co[, & une région du
plan complexe, sans abandonner les propriétés des Cy—semi-groupes.Nous désignerons par

A Tensemble {z € Z /Rez > 0 et ¢ < argz < @9, 1 <0 < ¢a}.

Définition 1.5

On appelle Cy—semi-groupe analytique, une famille (S (z)),.o C L (H) vérifiant les
propriétés suivantes :

i) S(0)=1.

i) S(z1+22)=8(z1)5(z2) ,Vz1,22 € A.

iii) %%S (z)x=2 Vere H ze€A.

iv) L’application :z € A — S (z) € L (H) est analytique dans le secteur A.

Théorémel.8 [11]

Soient (S (1)), € S< (M, 0), et A son génerateur infinitésimal tel que 0 € p (A)

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

14



Rappels et notions préliminaires

i) Il existe § > 0 tel que (S (t)),5, peut étre étendu a un semi-groupe analytique dans
le secteur :

As={z€Z/Rez>0et |argz| <0},

et (S (t)),ea, est uniformément borné dans tout sous secteur Ay C As ot § €10,4[.
ii) Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout r > 0 et tout n # 0 on ait

, c

I8 (r +im Al < o0

iii) Il existe o € }0,%[, et k > 1 tel que :

p@DDEU:{AGCﬂmgM<g+U}UmL
et
k
IR (XA < o] VA e X, —{0}.

iv) L’application : t € 0,00 — S (t) € L(H) est differentiable, et il existe une
constante L > 0 tel que :

|AS (1) < — Vt>0.

~+ | t~

1.2.3 Cy—semi-groupes différentiables

Par la suite, nous étudirons les propriétés des Cy—semi-groupes pour lesquells ’applica-
tion t € 0,00 — S (t) x € H est différentiable, Vo € H.
Définition 1.6

On dit que (S (t)) 5, est un Cp—semi-groupe différentiable, et notons (S (t)),5o € SsD (M, w),
si 'application : t € ]0,00[ — S (t) x € H est différentiable Vz € H.
Théoréme 1.9 [6]

Soient (S (t)),5 € S (M, w) et A son générateur infinitésimal. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

i) (5(t)zp € 5D (M,w),

ii) ImS(t) Cc D(A),vt>0.

Proposition 1.2 [6]

Soit (S (t)),¢ € s (M, w) .Alors I'application t € ]0,00[ — S (t) € L (H) est continue

pour la topologie de la convergence uniforme.

15



Rappels et notions préliminaires

Théoréme 1.10 [11]

Soit (S (t))y0 € SsD (M, w), et A son générateur infinitésimal alors on a :
i) Pour tout n € N*, et tout z € Hoon a S(t)x € D(A") et A"S(t)x = [AS (L)]" =
vt > 0.
ii) Pour tout n € N* Papplication : ¢t € |0,00[ — S(t) : H — D (A") est n fois
différentiable pour la topologie de convergence uniforme, et
SM(t) =425 (t) = A"S(t) € L(H) VYt >0
iii) Pour tout n € N*, I'application t € ]0, 0o[ — S™ (¢) € L (H) est continue pour la

topologie de la convergence uniforme.
Remarque 1.4
Si (S (t))s0 € SsD (M,w), alors I'application t € 0,00 — S (t) € L (H) est de classe

C* (]0, 00])

Remarque 1.5

Si (S (t));0 € SsD (M,w), alors pour n € N* on a :
S = A"S (t) = [AS (%)} Yt >0

Nous finissons cette section avec la théoreme spectral pour les Cy—semi-groupes différentiables.
Soit (S (t)),> € S (M, w), pour tout A € C,et tout ¢ > 0 nous défininissans I'opérateur
linéaire borné par :
Byx(t) : H—H
By(t)x = Lexp[A(t—s)]S(s)xds .

Si le Cy—semi-groupe (S (t)),, est differentiable, on peut montrer le résultat suivant :

Lemme 1.5[11]

Soit (S (t))y € SsD (M;w) et A son générateur infinitésimal alors on a :
i) Pour tout A € C, et tout t > 0, opérateur B, (t) C L (H) est indéfiniment dérivable,
et

(@) (¢
By =A™ <BA (t) +1o SW(I)) VneN".

16



Rappels et notions préliminaires

Théoréme 1.11 [6]

Soit (S (t));s0 € SsD (M,w) et A son génerateur infinitésimal, alors pour tout n € N*

on a :

[exp (to (A))]" = {\"exp (At) /A € 0 (A)} C o (S™ (1)) Vt>0.
1.2.4 Cy—Semi-groupes compacts

Définition 1.7

On appelle Cy—semi-groupe compact pour tout ¢ < ¢, une famille (S (t)),, tel que pour
tout t > o, S (t) est un opérateur compact.

On dit que (S (t)),-, est compact s’il est compact pour tout ¢ > 0.
Remarque 1.6

On remarque que, si S (t) est compact pour ¢t > 0, alors I'identité est compact et H est
du dimension finite
Théoréme 1.12 [6]

Soit S (t),. un Co—semi-groupe, si S (t) est compact pour ¢ > ¢y, alors S (t) est continu
parapport a la topologie d’opérateurs uniformes pour ¢ > ;.

Théoréeme 1.13 [6]

Soit S (t) un semi-groupe et A son générateur infinitésimal .
S (t) est compact si et seulement si S (¢) est continu dans la topologie d’opérateur uni-

forme pour ¢t > 0 et R (\; A) est compact pour A € p(A).

Conséquence 1.1[6]

Soit S (¢) un semi-group, et A son générateur infinitésimal.
Si R (A; A) est compact pour A € p(A), et S (t) est continu dans la topologie d’opérateur

uniforme pour ¢t > ¢y, alors S (¢) est compact pour t > t.

17



Rappels et notions préliminaires

Conséquence 1.2 [6]

Soit S () un semi-groupe uniformément continu.

S (t) est compact si et seulment si R (\; A) est compact pour chaque A € p(A).

1.3 Probleme d’évolution

Données :

Soient V' et H deux espaces de Hilbert sur R .

On désigne par |.| (resp [.||) la norme dans H (respV), et par (.,.) (resp((.,.))) les
produits scalaires correspondants.

W (0, T) ={f

Si I'on suppose que (1.2) est verifiée, alors le probleme (1.3) admet une solution unique
dans W (0, 7)) ,en plus 'application
(f7 yO) —Y

est continue de L? (0,7 V) x H dans W (0,T) .

Lemme 1.6 [12]

Toute fonction y € W (0,7') est apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure
nulle, continue de [0, 7] dans H, de plus on a

W (0,T) C C°([0,T]; H) ou C° ([0, T]; H) est I'espace des fonctions continues de [0, 7]
dans H.

Remarques 1.7

1/ Comme W (0,7) C C°([0,T]; H), alors la condition g, a un sens.

Pour yo donnée dans H, le probleme (1.4) admet une solution faible unique donnée par :

y(t) =S (t)yo +o S (t—s) f(s)ds (1.3)

ou(S (t)),5¢ est le semi-groupe engendré par l'opérateur A défini sur H.
2/ Soit A* I'adjoint de A, alors le probleme :
Trouvez p € W (0,T) telle que :

18



Rappels et notions préliminaires

—% 4 A*p = f dans [0, 7],
P(T)€ H.f € L*(0,T;V").

a une solution unique.

Régularité de la solution du probléeme d’évolution parabolique
Théoréme 1.15 [12]

On suppose que (1.2) est verifiée, et que f € L>(0,T; H), yo € D (A), alors la solution
du probleme (1.3) donnée par (1.4) vérifie en plus :

y € C°([0,T]; D (A)),
y' € L2(0,T; V) C° (0,T; H).

Théoréme 1.16[12]

Sous les hypotheses du théoreme (1.13) et on suppose en plus que :
1/ La forme bilinéare a(.,.) est symétrique.
2/ L’injection canonique de V' dans H est compacte.
3/f e L2(0,T;H), yocV .
Alors la solution du probleme (1.4) donnée par (1.5) vérifiée aussi :
y € L*(0,T;D (A))C°(0,T3V),
{ y € L*(0,T; H)

Remarques 1.8

1/ L’adjoint A* de A, engendre le semi-groupe (5™ (t)),5, et 'adjoint de (S (t)),5, qui
est également fortement continu sur le dual H *de H

Si D (A) est dene dans H, alors D (A*) est dense dans H * .

2/ Sous les hypotheses (1), (3) du théoreme 1.16, alors il existe un systeéme orthonormé
de vecteurs propres (¢,) de A associés aux valeurs propres \,, et le semi-groupe (S (t)),5,

engendré par A s’exprime, pour tout y o de H, par :

S (t) Yo =n e_)\nt <y07 @n) Pn -

Si y est une solution du probleme (1.3), elle est donnée par :

y (t) =iz0 {(yo, i) exp (=it) +5 (f (5) i) exp (=i (t = 5)) ds} @i .
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Chapitre 2
Controlabilité des systemes évolutifs

Dans ce chapitre, nous donnons les principes généraux qui concernent l’analyse des
systemes distribués, plus précisément nous introduisons les notion de controlabilité exacte,

faible et régionale et celle d’actionneurs.

2.1 Position du probleme

Soit €2 un ouvert borné de R", qui représente le domaine géométrique du systeme (2.1),
(n =1,2,3 pour les application) et soit 7" ;0

On suppose que la frontiere I' = 02 est assez réguliere.

On considére les systemes décrits par I’équation différentielle opérationnelle.

Trouver y (t) tel que :

{ y' (t) = Ay (t) + Bu(t)  sur Q =Q x 0,7, 21)

y(0) =y dans
ou

u € L?(0,T;U) la fonction u dite controle, y 1’état du systeme, 1’état initial
BeL(UH)et AcL(V,H).

Hypotheses :

Dans I’étude du systeme (2.1), on fait appel aux hypotheéses suivantes :
Hy) H, U sont des espaces de Hilbert séparables désignant respectivement 1’espace

d’état de controle.

Hy) we L? (0,T;U), Be L(U,V).
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H3) A est auto-adjoint a résolvante compacte et engendre un semi-groupe fortement

continu (S (t)),5, sur H.

Théoréme 2.1[2]

Sous les hypotheses ci dessus, (2.1) admet une solution faible unique fortement continue
sur [0, 7] donnée par :
y(t)=5St)yo+o S (t—s)Bu(s)ds . (2.2)

2.2 Controlabilité

Dans le cas des systémes a parametres répartis (2.1) de dimension infinie, I’état du
systéeme ne peut pas étre atteint en générale.C’est le cas par exemple ou 'opérateur A n’est
pas borné et que D (A) peut étre différent deH, mais les éléments qui ne sont pas atteints,
peuvent étre approchés, ceci nous amene a introduire divers degrés de controlabilité.

On considére lopérateur H,; : L? (0,7;U) — H défini par :

Hyu =, S (t — s) Bu(s)ds (2.3)

2.2.1 Controlabilité exacte

Le systeme considéré est (2.1) et H désigne I'espace d’état, T > 0.

Définition 2.1

Le systeme (2.1) est dit exactement controlable dans H sur [0, 7] si :

Yys € H,3u € L*(0,T;U) tel que :y, (T) = yd .

Remarque 2.1

L’opérateur Hp étant défini en (2.3), la définition précédente équivaut a :

Im(Hy)=H.
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Définition 2.2

Soit H; un sous espece vectoriel de H ,le systeme (2.1) est dit exactement controlable

dans Hy si:
Vya € Hi,FJu € L? (0, T;U) tel que y, (T) = ya.
Remarque 2.2

La définition précédente équivaut a : H; C ImHry

Caractérisation

De la définition 2.1 résulte les propriétés de caractérisation suivantes :

Proposition 2.1[2]

Le systeme (2.1) est exactement controlable sur [0,77] si et seulment si 3y > 0 tel que

19" e <A NBS™ () ¥l 20 70)

pour tout y (S*(¢))* dans H*,
oll;>g est le semi-groupe adjoint de semi-groupe (S (1)), et elle découle du résultat

plus générale suivant :

Lemme 2.1

Soient F, F' et G des espaces de Banach réflexifs et f € L(E,G), g € L(F,G), alors
les propriétés suivantes sont équivalantes :

1) Imf C Img,

2) Je > 0 tel que || f*y*|

p < cllgyllpe, VYT € G

La propriété de caractérisation donnée ci-dessus est intéressante dans la mesure ou
oramene l’exacte controlabilité a une inégalité assez facile a expliciter pour un systeme

(2.1) donné.

Il ya des cas ou certaines hypotheses sur les parametres du systeme permettent directe-

ment de savoir si le systeme est exactement controlable ou non, ainsi nous avons :
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Proposition 2.2[2]

L’opérateur H,; étant défini en (2.3) .Si pour tout ¢ > 0, H; est compact alors le systéme
(2.1) n’est pas exactement controlable.
Corollaire 2.1 :

Si (S (t)),o est compact pour tout ¢t > 0, alors le systeme (2.1) n’est pas exactement
controlable.
Corollaire 2.2

Si B est compact, alors le systeme (2.1) n’est pas exactement controlable.

Danc le systeme (2.1) n’est pas étre exactement controlable, au sens de la définition 2.1,

si B ou (S (t)),., sont compacts.

2.2.2 Controlabilité faible
Définition 2.3

Le systeme (2.1) est dit faiblement controlable dans H sur [0, 7] si pour tout y,; dans H
, Ve >0,3ue L?(0,T;U) tel que :

Yy (T) = yally < € -

Remarque 2.3
Nous restreigons a un sous espace vectoriel Hy de H pour obtenir ’exacte controlabilité
sur H;
Caractérisation
Pour les systemes distribués, la notion de faible controlabilité est beaucoup plus adaptée.
Nous pouvons la caractériser par la :
Proposition 2.3[13]

Il y a une équivalence entre :

a) Le systeme (2.1) est faiblement controlable sur [0, 77,
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b) Im (Hp) = H |

c) Ker (H}) = Ker (H*Hy) = {0},

d) {(y, S (s)Bv)y; =0,Vs € [0,T] et Vv e U} = y =0,
e) Si le semi-groupe (S (t)),., est analytique, alors on a :

nLgJN[m (AnS (s)B) = H Vs €]0,T].

2.2.3 Controlabilité régionale

Dans les applications rare les systemes dynamiques qui sont controlable sur tout le
domaine, d’ou la necessité d’étudier ce concept uniquement sur une partie du domaine.

Pour cela, on définit la notion de la controlabilité régionale.

Pour la controlabilité régionale on veut avoir que 1’état du systeme a l'instant T' vérifie
une propriété désirée sur une partie du domaine.

Soit yq € L? (w) un état désiré donné ot w est une partie de €, on définit opérateur :
0 L2(Q) — L*(w) ,
oll Xu¥ = YN\, et 'adjoint donné par :

y(x) z€ew,

(xoy) (v) = { N

La controlabilité régionale est définie comme suit :

Définition 2.4

Le systeme (2.1) est dit exactement régionalement controlable sur w si :

Vya € L? (w),Fu € U tel que :xoyu (T) = ya. (2.4)

Définition 2.5

Le systeme (2.1) est dit faiblement régionalement controlable sur w si :
Vys € L? (w),Ve > 0,Ju c U tel que : || xoy, (T) — Yall 2y <€ - (2.5)

Le systeme sera dit aussi w—exactement (resp.faiblement) controlable.
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Caractérisations|14]

On considere Hy : L? (0,T,U) — L? (w), l'opérateur défini par :

H; (u) = S (t —s) Bu(s)ds .
Les définitions 2.4 et 2.5 sont équivalentes a :

i) Imy,Hr = L? (w) dans le cas de controlabilité régionale exacte.

ii)Imyx,Hy = L? (w) dans le cas de la controlabilité régional faible.

La controlabilité régionale exacte peut étre caractérisée par :

Proposition 2.4 [14]

Le systeme (2.1) est w—exactement régionalement controlable si et seulement si pour

tout y* € L* (w), 3y > 0 tel que :

IB*S*X " 1y = 7 19"l 12w -

Cette proposition résulte du résultat plus général suivant :

Lemme 2.1 [14]

Soient E, F, G trois espaces de Banach réflexifs et fe L(E,G) ,ge L(F,G);alors il y a
une équivalance entre :

i) Imf C Img,

ii) 3y > 0 tel que :|| f*z*|

o < g 2" e, V2F € G

Ainsi on a I’équivalence entre :

1) Le systeme (2.1) est faiblement régionalement controlable.
2) Ker x, + ImHyp = L*(9).

3) Ker HyImy! = {0}.

En plus, si le semi-groupe est analytique donc (1) est équivaut a :

U XA"S (0) BU = L* (w).

Remarque 2.4 [14]

1) Un systeme qui est exactement ( resp.faiblement) controlable est exactement ( resp.faiblement)

régionalement controlable.
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2) Un systeme qui est exactement ( resp.faiblement) régionalement controlable sur wy

est exactement ( resp.faiblement) régionalement contrdlable sur wy pour tout wy C wy.

La plupart des problemes réels, la source n’est pas défini sur le domaine tout entier, mais

seulement sur une partie d’ou l'intérét d’étudier les actionneurs.

2.3 Actionneurs

L’analyse de certaines classes des systemes distribués déterministes a travers la structure
des parametres d’entrée, c’est a dire, a travers la structure des actionneurs.

La nature répartie des variables d’état fait apparaitre un certain nombre des problemes,
nous citons :

1) La possibilité de pouvoire choisir les points ot I'on peut placer les actionneurs

2) La possibilité d’étudier la meilleure forme du domaine géométrique.

3) La possibilité de pouvoire agir de différentes fagons : commandes réparties dans le

domaine, aux frontiere, par zone, ponctuelles,...

Notion de ’actionneur

Les actionneurs peuvent étre de nature, de forme, de conceptions divers, il peuvent étre
de type : ponctuel, zone et peuvent étre localisés a l'intérieure du domaine €2 ou bien sur sa

frontiere 0.

Définition 2.6

Soit €2y une partie non vide, fermée de Q, et soit g € L? (€), on appelle actionneur zone
le couple (€29, g) ou :
i) Qo représente le support de I'actionneur.

ii) g représente la répartition spatiale de I’actionneur.

Dans le cas d’actionneur ponctuel ou frontiere la définition reste la méme.Nous parlerons :
1) D’actionneur zone frontiere (I'g, g) ot [y C 9Q et g € L2 (Ty) .
2) D’actionneur ponctuel (b, dy), b € Q ou b € 0S.

Définition 2.7

On dira que l'actionneur (€, g) ou (b, ) est stratégique si le systeme qu’il existe est

faiblement controlable.
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Remarque 2.5

1)Dans le cas de plusieurs actionneurs (i, gi),<;<,, O (bi, 0p,),<;<), o0 dira que la
suite d’actionneurs est stratégique si le systeme qu’il exictent est faiblement controlable.
2) La caractérisation des actionneurs fait apparaitre une condition sur le nombre

minimum d’actionneurs pouvant amener le systeme vers des états desirés.

Proposition 2.5 [2]

la suite d’actionneurs (£2;, ¢;), <i<p €St stratégique si et seulement si :

i) p = sup(ry),
ii) rg(Gy) = rp,pour tout n; ou G, est la matrice d’ordre (p,r,) et d’éléments :

(Ghn)i; = (9is Pnj) 2,y POur tout i =1,.....p et j=1,......,7.
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Chapitre 3

Stabilité

3.1 Notions de stabilité et stabilisabilité

Une des considérations les plus importantes dans ’analyse et le controle des systemes
est celle de la stabilité.

Considérons a nouveau le systeme (3.1)

{ y () =Ay(t)+Bu(t) 0<t<T, 51)

y(0) =yo -

ou A est auto-adjoint a resolvante compacte et engendre un semi-groupe fortement

continu (S (1)), sur H .

Semi-groupe exponentiellement stable
Définition 3.1

Le semi-groupe (S (t)),~, est dit exponentiellement stable, s’il existe deux constantes

positives M et w telle que :
IS (B < Me™ t>0.

Notons que si (S (1)), est un semi-groupe exponentiellement stable alors, pour tout yo

dans H la solution du systeme autonome :

{ y =4y, (3.2)

y(0) =yo -
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vérifie :
ly () = 1S () oll < Me™" |lyol| -
Exemple 3.1

(ipn) étant la famille orthonormée de fonctions propres deA, associée aux valeurs propres

(An), avec A\, de multiplicité r,,.

On a :
Apy, = A\ypn j=1,..,n et n=1,...00.
et
y (1) =321 yan; (8) @nj,
alors
Y (t) =n2, ;’ila’;’bj (t) ©nj»
et
Ay (1) =52y jyan; (1) Anj,
alors
Ay (1) =321 j21an; () Anng),
On a donc

y () =Ay(t).
par la suite on obtient :

o0 Tn

n=1j= 1an]( )9071] T n= 1 j= 1an]( )Anwnj.

ce qui donne :

et donc
i (t) = anj (t) Ay = 0,
et alors
anj () = et
et donc

S )y =2y €20 (Y, Onj) Pnj-
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On a:
IS®ylI> = (St y,St)y)
= ol e e (Y, o) Yy Pm) (Pngy Pmi)
et donc
o0 2R€ )\n Tn
IS () ylI* =52y €225 (y, 0,)°. (3.3)

i) supposons qu’il existe € > 0 tel que :

Re (\,) < —e, pour tout n > 1

alors
ISOI < 26,2752, (Y, o),
< eyl
et donc
1S ()] < e .

et le semi-groupe est exponentiellement stable.

ii) supposons que, pour un certain i,

Re ()\z) >0

alors le semi-groupe n’est pas exponentiellement stable.

En effet, il suffit de considérer la solution du systeme autonome correspondant a 1’état

initial Yo =Pi1

Remarque 3.1

L’exemple ci-dessus montre que la stabilité du systeme (3.1) est liée au spectre o (A) de

lopérateur A plus précisement, on peut montré que :

sup {Re (A) /A € 0 (A)} <inf {w/ S (t)|| < Me "} (3.4)

Donc,si le semi-groupe est exponentiellement stable ,alors nécessairement le sepectre de

A est dans le demi-plan :
Re(N) <0
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Généralement dans (3.4), nous n’avons pas d’égalité.Mais pour la plupart des systemes

réels, et essentiellement ceux étudiés ici, il y a égalité.Et par conséquent, la stabilité expo-

nentielle du semi-groupe en analysant le spectre de A.

3.1.1 Exemple (I’équation de la chaleur)
On consedaire : I’équation de la chaleur
y' = Ay,
y(0) =wo ,

y(0,t) = y(1,t) = 0.

_ 9
avec A = 5.

On calcule les valeures propres :

Alors on obtient :

On pose : 6?2 = —\ et donc :

La solution de I’équation (3.5) est :

y () = Bcosfx + C'sinfx.

On a:y(0,t) =y(1,t) = 0 et donc on obtient :

)

{ Y (0) = Beos (8 x 0) + C'sin (6 x 0)
y(1) = Bcos(f x 1)+ Csin (0 x 1)

B =0,
C'sinf =0,

0
0

)

et alors :
0=2kr kel
Donc :
—\ =6 = (2kn)?
et alors :
A= —(2km)>.
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On a : A < 0 alors I’équation de la chaleur est stable.

Stabilisabilité

Dans le cas ou A engendre un semi-groupe non exponentiellement stable, nous allons

voir comment y remédier en choisissant des controles adéquats.

Définition 3.2

Le systeme (3.1) est dit stabilisable (ou la paire (A, B) est stabilisable) s’il existe un
controle en contre réaction :

u=—Fy, (3.6)

avec (A — BF') engendre un semi-groupe (S (t)),>, exponentiellement stable.

Remarque 3.2

Le controle défini dans (3.5) est le controle en retour d’état, et sa mise en oeuvre nécessite
la connaissance de I’état du systeme pour ¢ > 0. Ceci est peu vraisembleble d’autant plus que
I'estimation de I’état par utilisation des informations fournies par les capteurs nécessite, pour
de tels systemes, beaucoup de temps pendant lequel le systeme peut subir des perturbation.

Nous reviendrons sur ce probleme plus loin.

Dans la théorie des systemes linéares de dimension finie nous savons qu’il y a une certaine
équivalence entre la controlabilité et la stabilisabilité. En dimension infinie, pour les systémes

de nature distribuée, la situation est beaucoup plus complexe.

3.2 Stabilisabilité et Actionneurs

Les notations sont celles utilisées précédemment : (p,;) désigne la base de fonctions
propres de A et (\,) les valeurs propres associées, \,, étant de multiplication r,, .

Nous avons une caratérisation de la stabilisabilité par le choix des actionneurs , compa-
rable au résultat de la proposition 2.5 concernant la controlabilité.La différence réside dans
le fait que 'on ne s’intéresse qu’a la partie du systeme correspondant au sepectre de A a

partie réelle positive.
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Proposition 3.1

Supposons que le systéme (3.1) est excité par p actionneurs zones (€2, g;), <i<p €6 que le
sepectre de A compte j valeurs propres non négatives.Alors le systeme (3.1) est stabilisable

si et seulement si :

i)p=>= sup (r,),
1<n<g

ii) rg (Gp) =1, , pour tout n =1,2,...... 7
ou (G) = (gi,gonj>L2(Qi) avec i =1,..pet j=1,...,1,.

3.3 Stabilité régionale

Dans les travaux précédents sur la stabilité. Un systeme a parametres distribués est
considéré stable ou instable sur son domaine géométrique €). Cependant,,il existe des systemes

qui sont instables sur tout le domaine €2, mais ils peuvent étre stables sur une région w de

Q.
Définitions

Soit 2 un ouvert borné régulier de R™ et on not ¢) = €2x]0, co[. On consideére le systeme :

{ y =y @ .
Yo € L? (Q) .

ot A: D(A) C L*(Q) — L? () est le générateur infinitésimal d'un Cj -semi-groupe
(5 (1)) -

Considérons maintenant une partie mesurable de mesure positive interne (ouvert de 2)

et soit 'opérateur de restriction y,, : L* (Q) — L? (Q) telque x.y = v\, d’adjoint x* avec

y () Tew,

Xo = 0 e /w.

Définition 3-3  (La stabilité régionale faible)

On dit que le systeme (3.7) est faiblement w—stable si
YyoeL? () (xwy () .ya) — 0 quant t — oo, Vy?eL? (Q).
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Définition 3-4 (La stabilité régionale exponentielle)

On dit que le systeme (3.7) est exponentiellement w—stable si

IM,a >0 Ixoy )| < Me=2||yol| ,t = 0, y0eL* ().

Définition 3-5 (La stabilité régionale asymptotique)

On dit que le systeme (3.7) est asymptotiquement w—stable si

VyoeL? (©)  [Ixwy ()] — 0 quand t — oo

Caratérisation

Dant cette partie nous donnons les résultats caratérisant la stabilité régionale c’est le
cas par exemple si on prend H = L? (Q) pour une région interne.

On considere les ensembles :

ol (A)={ € (A)/Re(\) =0, Ker (A—\) & ker (i,,)},
o2 (A)y={r € o (A)/Re(\) <0, Ker (A —\) & ker (i,,)} tel que i, = X' Xw-

w

Proposition 3-2 [4]

1-Si le systeme (3 — 7) est asymptotiquement stable sur w, alors o} (A) = 0,
2-On suppose que l'opérateur A admet une base {¢,} € N de fonction propres dans
L*(Q) et sio} (A) = 0 et sl existe a > 0 tel que Re (\) < —a, VA € 02 (A) alors le systéme

(3,7) est exponentiellement stable sur w.

Proposition 3-3 [4] S’il existe un opérateur P € £ (L? (Q2)) positif et auto-adjoint
tel que (Ay, Py) + (Py, Ay) + (Ry,y) =0,y € D (A) ot R € £(L?()) est un opérateur
auto-adjoint positif satisfaisant :

(Ry,y) > ¢|xwyl|* pour un certain ¢ > 0.
Si de plus A auto-adjoint est satisfait (x,Ay,y) <0, y € D (A), alors le systeme (3 — 7)

est asymptotiquement stable sur w.

Lemme [4]

log||xw S(t)
t

Soit oy = inf;> ”, si le semi- groupe satisfait

xS (4 8) yll < lIxwS () yll IxwS () yll - £, >0, (3.8)
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alors g = lim

logl|xw S ()]l
t—+00 t

Proposition 3-4 [4]

On suppose que A génere un semi-groupe fortement continu (S (t)),5, et vérifie (3 —9)
alors le systéme (3 — 7) est exponentiellement stable sur w si et seulement si

0 2

& IxwS (B) yl”dt < oo, y e L2(Q).

Proposition 3-5 [4]

Si le semi-groupe staisfait (3 — 9),alors le systeme (3, 7) est exponentiellement stable sur

w si et seulement §'il existe un opérateur positif P € £ (L?(Q)) tel que

(Ay, Py) + (Py, Ay) + (xuy,y) = 0,y € D (A).

3.3.1 Exemple

Dans Q2 = |0, 2[ on considere le systeme décrit par 1'équation :

{ %:(:p—l)y(l’,t) ]O’Q[X]0,00[ ! (39)
Y

(:E,O) = Yo (l‘) ]072[ :

La solution de (3,9) est y (z,t) = @~ Diy,.
Pour y () € L?(0,2) on a :

2 o 2
Hy(l}t)”m(o,z) = 362( 1)t|3/0<37>’ dx

éez(x_l)t 1o () |2 dx +% et Y0 (5’3)|2 dr
12D |y () da

lyo ()] da.

Vool

WV

Alors tlim y(x,t) #0.
Donc le systeme (3,9) n’est pas stable sur 2 = ]0,2[. Mais si on considere la région

w =10,a[ C ]0,1[ et on utilisant I'opérateur restriction p,, on a :

pry (IL‘, t)”i?(O,Z) = (2)62($_1)t |pwy0 ($)|2 dx

(362(x71)tdx)% (g ’pwyo (:L')F d$)%

e lyo (@)l z20,2) -

/A

N
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Alors tlim Py (z,t) = 0.

Donc le systeme (3,9) est stable sur w = |0, af.

3.4 Stabilisabilité régionale

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment stabiliser régionallement un systeme
distribue .
On considere le systeme :
dy (t)
dt

avec mémes hypotheses de paragraphe précédente et B € L (u, H), u étant I'espace des

= Ay (t)+ Bu(t),y(0) =0, (3.10)

controle supposé de Hilbert.

Définition 3-6

On dit que le systeme (3-10) est faiblement (resp- asymptotiquement, exponentiellement)

stabilisable sur w C €, 8'il existe un opérateur K € L (H,U) tel que le systéme :

{ v (1) = (A+ BK)y, s

y (0) = vo.
est faiblement(resp-asymptotiquement, exponentiellement) stabilisable sur w C
a partir de définition précédente, on note les points suivants :

Le controle en boucle fermé qui stablise le systeme est :

u=Ky, KeL(HU).

On considere la fonction colt suivante :
2
q(u) =g [[u ()] dt,

tel que u € Uyg (w) avec Uyg (w) = { (u)
et g(u) < oo

donc min ¢ (u) < min g (u).
Uad(w)Q( ) o Uad(Q)q( )

36
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Caractérisation

Dans cette section on propose une approche pour la caractérisation de Stabilisabilité
régionale qui explore les résultats précédents et on note (Sk (1)), le semi-groupe engendre

par A+ BK et soit R € £(L?(£)) un opérateur positif, auto-adjoint et un constant ¢ > 0

22
tels que (Ry,y) > c||xay” -
On considere, pour y € D (A), 'equation de Riccati :

(Ay, Py) + (Py, Ay) + (Ry,y) — (B*Py,B*Py) =0 .

Proposition 3-6 [4]

On suppose qu’il existe un opérateur positif et auto-adjoint P € £ (H) satisfait 1’équation
de Riccati et soit 'opérateur K = —B*P.
1-Si
Re(xw(A+ BK)y,y)r2,) <0, ye€D(A), (3.12)

alors le systeme (3 — 7) est asymptotiquement stable sur w .

2-S’il existe d > 0 tel que

(Ry,y) > dRe (X (A+ BK)y,y) y € D(A) , (3.13)

alors I'état du systeme (3 — 7) reste borné dans Q\w.

En considérent les opérateurs R = (x,B) (x,B)" et p = I,on a le résultat suivant :

Proposition 3-7 [4]

Soit U = H et on suppose que (i,Ay,y) + (y,i,Ay) = 0, y € D(A) et ||B*iy|| >

¢lixwyl, vy € H.
Si (3 —13) est vérifiée, alors le control u (t) = —B*i,y (t) stabilise le systeme (3 —7)

régionalement asymptotiquement sur w

3.4.1 Exemple

On cherche un controle pour stabilisé un systéme sur une région w C {2 avec un état
borné sur (2.

On considere le systeme distribué décrit par I’équation :
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{ 9 (z5y,t) = (cosz + 1) u(x,t) + v (x,1) 210,00, (3.14)

(x,0) = ug Q,
tel que Q =0, 7| et v (x,t) = 0.
On a Au(cosz + 1) u et u (z,t) = e+ iy, et encore on a :
|u (a:,t)||ig(9) =7 e2coszt )t 1yy01% di > et ||ug||* — +oo quand t — 4-00.Alors
Le systeme n’est pas stable sur (2.
Aussi pour w = [%, 7r] on a:

2 ™ cos T
lu (2, £) 72y =% €2+

: |uo|? da > Te? l[uo||> — +o0 quand ¢ — 400 et

donc le susteme n’est pas stable sur la région [” ﬂ mais pour le control v = —u, on a

99
le systeme (3 — 14) s’ecrit :

%(m,y,t):cosxu(x,t) Q x 10, 00[,
u(x,0) = uy.
La solution de systéme donne par u (z,t) = e“*ug,et donc on a :

Ju 0l = 16257 o ()P dir <=F e ol do < e[} ol d < M~ —

0 pour t — o0.

Donc le systeme stable sur la région w.
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Résumé :

Dans ce travail on a étudié la stabilisation d’un systeme parabolique par le biais de
la théorie de la controlabilité et la théorie des semi-groupes, le résultat obtenu permet de
regarder la stabilisation locale a travées la controlabilité régionale, ce probleme sera la

continuitté de ce travail.

Mots clés : semi-groupes, stabilité, stabilisabilité, controlabilité.



Abstract :

In this work we studied the stabilization of a parabolic through the theory of controla-
bility and the theory of semi-groups, the result can schow stabilizing local defied regional

controlability, this problem will be continuation of this work.

key wordes : semi-groupes, stability, stabilisability, controlability
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