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Au début et avant tous,je rends gràce à Dieu tout puissant qui m’a aider
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3.3.1 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Notations

H, U, V, Ω espace de Hilbert.

ω un sous-domaine non vide de Ω.

H ′ le dual topologique de H.

L (H) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de H.

A opérateur.

D (A) l’ensemble de définhtion de A.

D (A) l’adhérence de l’ensemble D (A).

ImA l’image de A.

ker A le noyau de A.

A−1 opérateur inverse de A.

‖A‖ = sup |x|H ≤ |Ax|H la norme de A.

ρ (A) l’ensemble résolvante de A.

R (.; A) la résolvante de A.

A∗ adjoint de A.

{G (t)}t≥0 une famille d’opérateurs linéaires bornés sur H.

L1 ([0, T ] , H) l’espace de Lebesgue.

C1 ([0, T ] , H) l’espace des fonctions dérivées et continues.

W 1,1 ([0, T ] , H) espace de Sobolev.
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Introduction

La théorie du contrôle est censée modéliser des problèmes d’ingérnierie et d’économie.

Etant donné un système dynamique régi par une équation d’évolution. Toute étude

concernant l’analyse d’un système dynamique est généralement suivie d’une étape de contrôle,

qui consiste à détarminer une commande qui permet de conduire le système étudie à un cer-

tain objectif .A titre d’exemple, la possibilité d’amener un système d’un état initial à un

état désiré, ou à chacun de ses voisinages à un instant fini t, ce qui définit respectivement

la notion de contrôlabilité exacte et faible. Dans le cas t = +∞ , on obtient la notion de

stabilisabilité.

Dans ce mémoire on s’intéresse à la stabilisation de certains systèmes de type :

{
u′ (t) = Au (t)

u (0) = u0

tel que A est un opérateur linéaire.

La stabilité est l’un des aspects les plus important de la théorie du système. La théorie

fondamentale de stabilité établie par Lyapunov est intensivement développée pour les systèmes

de dimension finie. Ici nous sommes intéressésn par la stabilité asymptotique d’une classe de

dimension infinie des systèmes linéaires, en utilisant la resprésentation puissante de semi-

groupe.

Dans ce travail, nous considérons le problème de la stabilisation qui consiste à étudier

le comportement asymptotique d’un système distribué sur le domaine d’évolution Ω.

Classiquement, tout système considéré stable ou bien instable. Cependant il existe des

systèmes qui sont instables sur leurs domaines géométriques Ω, mais ne se comportent pas

de la même mainère sur Ω.

En effet, ils peuvent être stables sur certaines régions ω de Ω. De plus, on peut avoir

besoin de stabiliser un système ou d’améliorer son degré de stabilité uniquement sur une

partie de son domaine d’évolution, ce qui demandera un coût moindre.

Nous donnons maintenant un aperçu des contenus des chapitres.
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Introduction

Le premier chapitre concerne quelques rappels sur la théorie des semi-groupes. Nous

rappelons des résultats sur le comportement asymptotiques des semi-groupes linéaires.

Le deuxième chapitre est consacré à sur les principes généraux de la contrôlabilité des

systèmes distribués.

Enfin le troisième chapitre est consacré à l’étude de la notion de stabilisation des systèmes

distribués. Ensuit nous introduisons la notion de la stabilisation régionale pour les systèmes

linéaires. Nous présentons des exemples de motivation, ensuite nous donnons les caractérisations

des contrôles résalisant la stabilisation régionale, et maintenant l’état du système borné dans

le temps et celui qui minimise de performance.
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Chapitre 1

Rappels et notions préliminaires

1.1 La théorie des semi-groupes

Définition 1.1

Soit H un espace de Hillbert. Une famille d’opérateurs lineaires bornés S(t) : H −→ H

dépendant du paramètre t ≥ 0 forment un semi-groupe si :{
S (0) = IH

S (t1 + t2) = S (t1) .S (t2) ∀t1, t2 ≥ 0

Le semi-groupe (S (t))t≥0 est dit fortement continu à l’orgine, ou de classe C0 si de plus

∀x ∈ H, lim
t−→0

S (t) x = x.

Si S (t)t≥0 est un C0−semi-groupe dans H, alors l’opérateure adjoint S∗ (t) et aussi un

C0-semi-groupe dans H.

Définition 1.2

On appelle générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe (S (t))t≥0 , un opérateur A

défini sur l’ensemble :

D (A) =

{
x ∈ H / lim

t−→0

S (t) x− x

t
existe

}
par :

Ax = lim
S (t) x− x

t
t−→0

,∀x ∈ D (A) .
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Rappels et notions préliminaires

Remarque 1.1

1/ Il est clair, que le générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe est un opérateur

linéaire.

2/ Le générateur infinitésimal de (S∗ (t))t≥0 est (A∗, D (A∗)) .

Proposition 1.1 [11]

Soit S (t) un C0−semi-groupe dans H et A son générateur infinitésimal .

Si x ∈ D (A), alors S (t) x ∈ D (A) , et on a l’égalité : S (t) Ax = AS (t) x ∀t ≥ 0.

Remarque 1.2

On voit que S (t) D (A) ⊆ D (A) ∀t ≥ 0.

Théorème 1.1 [6]

Soit S (t) un C0-semi-groupe sur H de générateur infinitésimal A, alors

1/ ∀x ∈ D (A) , S (.) x ∈ C1 ([0,∞[ ; D (A)), et on a : d
dt

S (t) x = AS (t) x = S (t) Ax

∀t ≥ 0.

2/ S (t) x− x =t
0 S (s) Ax ds ∀x ∈ D (A) .

3/ lim
t−→0

1
t

t

0
S (s) x dx = x ∀x ∈ H.

4/ lim
t−→0

1
h

t+h

t
S (s) x ds = S (t) x ∀x ∈ H.

5/ t
0S (s) x ds ∈ D (A), et on a l’égalité At

0S (s) x ds = S (t) x− x ∀t ≥ 0.

Théorème 1.2 [6]

Soit S (t) C0−semi-groupe sur H de générateur infinitésimal A, alors :

1/ D (A) = H.

2/ A est un opérateur fermé.

Théorème 1.3(L’unicité de l’engendrement) [6]

Soient deux C0-semi-groupes T (t) , S (t) ayant pour générateur infinitésimal le même

opérateur A, alors :

T (t) = S (t) ∀t ≥ 0.
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Rappels et notions préliminaires

Lemme 1.1(De la croissance exponentielle du semi-groupe)

Soit S (t) un C0−semi-groupe. Alors ∃M ≥ 1 et ω ∈ R tel que

‖S (t)‖ ≤ Meωt ∀t ≥ 0. (1.1)

Nous noterons par Sς (M, ω) l’ensemble des C0−semi-groupes (S (t))t≥0 ⊂ L (H) , pour

lesqueles, il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tels que :

‖S (t)‖ ≤ Meωt ∀t ≥ 0.

Preuve

Considrons le compact [0, 1] , et comme (S (t))t≥0 est fortement continu alors l’application

t −→ S (t) x est continue. Donc l’image de [0, 1] par cette application est compact, alors :∃Mx

tel que :

‖S (t) x‖H ≤ Mx, ∀t ∈ [0, 1] .

D’après le théorème de Banach-Steinhauss ∃M tel que :

‖S (t)‖ ≤ M, ∀t ∈ [0, 1] .

On remarque que la constante M ≥ 1, (M ≥ ‖S (0)‖ = 1) .

maintenant si t /∈ [0, 1] , on écrit t = n + σ avec n ∈ N∗ et σ ∈ [0, 1[ donc :

S (t) = S (n + σ)

= S (n) S (σ)

= (S (1))n S (σ) .

Donc

‖S (t)‖ ≤ ‖S (1)‖n ‖S (σ)‖

≤ MnM

= M exp n log M

= M exp nω avec ω = log M

≤ M exp tω.

11



Rappels et notions préliminaires

Remarque 1.3

Si (S (t))t≥0 est un semi-groupe fortement continu à l’orgine vérfiant la majoration (1, 1) ,

alors il est fortement continu.

Etude de la croissance de la résolvante

Si λ une valeur telle que (A− λt) soit inversible, alors on dira que λ est une valeur

régulière et l’ensemble des régulières sera noté ρ (A) .

Pour λ ∈ ρ (A), on pose R (λ; A) x = (λI − A)−1 x et on montre que

R (λ; A) x =+∞
0 exp (−λt) S (t) x dt.

Si ρ (A) est un ensemble ouvert, alors on a :

dn

dxn
R (λ; A) x = (−1)n n!Rn+1 (λ; A) x pour λ ∈ ρ (A) .

Théorème 1.4(HILLE YOSIDA) [6]

Dans ce paragraphe, nous présentons un résultat très important encernant les semi-

groupes de clase C0, il s’agit du célèbre théorème de HILLE YOSIDA, qui donne une ca-

ractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de C0− semi-groupes.

Un opérateur linéaire A : D (A) ⊂ H −→ H est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe (S (t))t≥0 ∈ Sς (M, ω) si et seulement si

i) A est un opérateur fermé et D (A) = H,

ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Λω = {λ ∈ C/Reλ > ω} ⊂ ρ (A) et pour λ ∈ Λω,on

a :

‖Rn (λ; A)‖ ≤ M

(Reλ− ω)n .

Pour démontrer ce théorème on a besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 1.2 [11]

On pose Aλx = λAR (λ; A) (x) ,On a :

lim Aλx
λ−→+∞

= Ax, ∀x ∈ D (A) (1.2)

Lemme 1.3 [11]

Soiet A et B deux opérateurs linéaires fermés, D (A) ⊂ D (B) et ρ (A) ρ (B) = ∅, Alors

A = B .
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Rappels et notions préliminaires

1.2 C0−semi-groupes avec propriétés spéciales

1.2.1 C0−semi-groupes de contraction

Dans la suite, nous présentons quelques problèmes concernant la classe du C0−semi-

groupes (S (t))t≥0 vérifiant la propriété ‖S (t)‖ ≤ 1 pour tout t ≥ 0.

Définition 1.3

On dit que (S (t))t≥0 est un C0−semi-groupe de contraction sur H, si (S (t))t≥0 ∈
Sς (1, 0) .

Lemme 1.4 [6]

Soit (S (t))t≥0 ∈ Sς (M, ω) , alors l’application |‖.‖| : H −→ R+ tel que |‖x‖| = Sup

exp
t≥0

(−ωt) ‖S (t) x‖ ∀x ∈ H est une norme sur H équivalente avec la norme initiale ‖.‖ .

Théorème1.5 [11]

Soient (T (t))t≥0 ∈ Sς (M ; ω) , de générateur infinitésimal A, et S (t) = e−ωtT (t) ∀t ≥ 0

alors on a :

i) ( S (t))t≥0 ∈ Sς (1, 0) .

ii) Le C0-Semi-groupe (S (t))t≥0 a pour générateur infinitésimal l’opérateur B = A−ωI.

Pour les C0-semi-groupes de contraction, on peut formuler la version suivante du théorème

de HILLE YOSIDA.

Théorème1.6 [6]

Un opérateur linéaire, A : D (A) ⊂ H −→ H est le générateur infinitésimal d’un

semi-groupe (S (t))t≥0 ∈ Sς (0, 1) si et seulement si ;

i) A est un opérateur fermé et D (A) = H,

ii) Λ0 = {λ ∈ C/Reλ > 0} ⊂ ρ (A) et pour λ ∈ Λ0,on a :

‖Rn (λ; A)‖ ≤ 1

(Reλ)n ∀n ∈ N∗.

Exemble

Soit H = L2 (Rn) , et soit ∆ l’opérateur de Laplace de domaine

D (A) =
{
V : V ∈ L2 (Rn) , ∆V ∈ L2 (Rn)

}
.

13



Rappels et notions préliminaires

Alors, ∆ est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction dans L2 (Rn) .

Une autre caractérisation très intéressante des C0-semi-groupe de contraction est donnée

par le fameu théorème du Lumer-Phillps,dans lequel interviennent les opérateurs m-dissipatifs.

Définition 1.4

Soit H un espace de Hilbert réel,soit A un opérateur linéaire dans H.On dit que :

1) A est dissipatif si : 〈Ax, x〉 ≤ 0 ∀x ∈ D (A) .

2) A est maximal si :Im (I − A) = H.

Lorsque A est dissipatif, on dit aussi souvent que −A est montone ou accrétif.

Théorème1.7(Lumer-phills) [6]

Soit A : D (A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire, tel que D (A) = H.

L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S (t)t≥0 ∈ Sς (1, 0), si et

seulement si, A est un opérateur m-dissipatif.

1.2.2 C0-semi-groupes analytiques

Par la suite, nous étudions la possibilité d’étendre l’intervalle ]0,∞[ , à une région du

plan complexe, sans abandonner les propriétés des C0−semi-groupes.Nous désignerons par

∆ l’ensemble {z ∈ Z /Rez > 0 et ϕ1 < arg z < ϕ2, ϕ1 < 0 < ϕ2} .

Définition 1.5

On appelle C0−semi-groupe analytique, une famille (S (x))x∈∆ ⊂ L (H) vérifiant les

propriétés suivantes :

i) S (0) = I.

ii) S (z1 + z2) = S (z1) S (z2) ,∀z1, z2 ∈ ∆.

iii) Lim
x−→0

S (z) x = x ,∀x ∈ H ,z ∈ ∆.

iν) L’application :z ∈ ∆ −→ S (z) ∈ L (H) est analytique dans le secteur ∆.

Théorème1.8 [11]

Soient (S (t))t≥0 ∈ Sς (M, 0), et A son génèrateur infinitésimal tel que 0 ∈ ρ (A)

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
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Rappels et notions préliminaires

i) Il existe δ > 0 tel que (S (t))t≥0 peut être étendu à un semi-groupe analytique dans

le secteur :

∆δ = {z ∈ Z/Rez > 0 et |arg z| < δ} ,

et (S (t))t∈∆δ
est uniformément borné dans tout sous secteur ∆δ′ ⊂ ∆δ où δ

′ ∈ ]0, δ[ .

ii) Il existe une constante c > 0 telle que pour tout r > 0 et tout η 6= 0 on ait

‖R (r + iη; A)‖ ≤ c

|η|
.

iii) Il existe σ ∈
]
0, π

2

[
, et k > 1 tel que :

ρ (A) ⊃ Σσ =
{

λ ∈ C/ |arg λ| < π

2
+ σ

}
∪ {0} ,

et

‖R (λ; A)‖ ≤ k

|λ|
∀λ ∈ Σσ − {0} .

iν) L’application : t ∈ ]0,∞[ −→ S (t) ∈ L (H) est differentiable, et il existe une

constante L > 0 tel que :

‖AS (t)‖ ≤ L

t
∀t > 0.

1.2.3 C0−semi-groupes différentiables

Par la suite, nous étudirons les propriétés des C0−semi-groupes pour lesquells l’applica-

tion t ∈ ]0,∞[ −→ S (t) x ∈ H est différentiable, ∀x ∈ H.

Définition 1.6

On dit que (S (t))t≥0 est un C0−semi-groupe différentiable, et notons (S (t))t≥0 ∈ SςD (M, ω),

si l’application : t ∈ ]0,∞[ −→ S (t) x ∈ H est différentiable ∀x ∈ H.

Théorème 1.9 [6]

Soient (S (t))t≥0 ∈ Sς (M, ω) et A son générateur infinitésimal. Les affirmations suivantes

sont équivalentes :

i) ( S (t))t≥0 ∈ SςD (M, ω) ,

ii) ImS (t) ⊂ D (A) ,∀t > 0.

Proposition 1.2 [6]

Soit (S (t))t≥0 ∈ Sς (M, ω) .Alors l’application t ∈ ]0,∞[ −→ S (t) ∈ L (H) est continue

pour la topologie de la convergence uniforme.
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Rappels et notions préliminaires

Théorème 1.10 [11]

Soit (S (t))t≥0 ∈ SςD (M, ω) , et A son générateur infinitésimal alors on a :

i) Pour tout n ∈ N∗, et tout x ∈ H,on a S (t) x ∈ D (An) et AnS (t) x =
[
AS

(
t
n

)]n
x

∀t > 0.

ii) Pour tout n ∈ N∗, l’application : t ∈ ]0,∞[ −→ S (t) : H −→ D (An) est n fois

différentiable pour la topologie de convergence uniforme, et

S(n) (t) = dn

dtn
S (t) = AnS (t) ∈ L (H) ∀t > 0

iii) Pour tout n ∈ N∗, l’application t ∈ ]0,∞[ −→ S(n) (t) ∈ L (H) est continue pour la

topologie de la convergence uniforme.

Remarque 1.4

Si (S (t))t≥0 ∈ SςD (M, ω), alors l’application t ∈ ]0,∞[ −→ S (t) ∈ L (H) est de classe

C∞ (]0,∞[) .

Remarque 1.5

Si (S (t))t≥0 ∈ SςD (M, ω), alors pour n ∈ N∗ on a :

S(t) = AnS (t) =

[
AS

(
t

n

)]n

∀t > 0

Nous finissons cette section avec la théorème spectral pour les C0−semi-groupes différentiables.

Soit (S (t))t≥0 ∈ Sς (M, ω), pour tout λ ∈ C,et tout t > 0 nous défininissans l’opérateur

linéaire borné par :

Bλ (t) : H −→ H

Bλ (t) x = t
0 exp [λ (t− s)] S (s) xds .

Si le C0−semi-groupe (S (t))t≥0 est differentiable, on peut montrer le résultat suivant :

Lemme 1.5[11]

Soit (S (t))t≥0 ∈ SςD (M ; ω) et A son générateur infinitésimal alors on a :

i) Pour tout λ ∈ C, et tout t > 0, l’opérateur Bλ (t) ⊂ L (H) est indéfiniment dérivable,

et

B
(n)
λ = λ(n)

(
Bλ (t) +n

i=0

S(i) (t)

λi+1

)
∀n ∈ N∗ .
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Rappels et notions préliminaires

Théorème 1.11 [6]

Soit (S (t))t≥0 ∈ SςD (M, ω) et A son génèrateur infinitésimal, alors pour tout n ∈ N∗

on a :

[exp (tσ (A))]n = {λn exp (λt) /λ ∈ σ (A)} ⊆ σ
(
S(n) (t)

)
∀t > 0.

1.2.4 C0−Semi-groupes compacts

Définition 1.7

On appelle C0−semi-groupe compact pour tout t < t0, une famille (S (t))t>0 tel que pour

tout t > t0, S (t) est un opérateur compact.

On dit que (S (t))t>0 est compact s’il est compact pour tout t > 0.

Remarque 1.6

On remarque que, si S (t) est compact pour t ≥ 0, alors l’identité est compact et H est

du dimension finite

Théorème 1.12 [6]

Soit S (t)t>0 un C0−semi-groupe, si S (t) est compact pour t > t0, alors S (t) est continu

parapport à la topologie d’opérateurs uniformes pour t > t0.

Théorème 1.13 [6]

Soit S (t) un semi-groupe et A son générateur infinitésimal .

S (t) est compact si et seulement si S (t) est continu dans la topologie d’opérateur uni-

forme pour t > 0 et R (λ; A) est compact pour λ ∈ ρ (A) .

Conséquence 1.1[6]

Soit S (t) un semi-group, et A son générateur infinitésimal.

Si R (λ; A) est compact pour λ ∈ ρ (A), et S (t) est continu dans la topologie d’opérateur

uniforme pour t > t0, alors S (t) est compact pour t > t0.
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Conséquence 1.2 [6]

Soit S (t) un semi-groupe uniformément continu.

S (t) est compact si et seulment si R (λ; A) est compact pour chaque λ ∈ ρ (A) .

1.3 Problème d’évolution

Données :

Soient V et H deux espaces de Hilbert sur R .

On désigne par |.| (resp ‖.‖) la norme dans H (respV ), et par (., .) (resp((., .))) les

produits scalaires correspondants.

W (0, T ) = {f

Si l’on suppose que (1.2) est verifiée, alors le problème (1.3) admet une solution unique

dans W (0, T ) ,en plus l’application

(f, y0) −→ y

est continue de L2 (0, T ; V )×H dans W (0, T ) .

Lemme 1.6 [12]

Toute fonction y ∈ W (0, T ) est après modification éventuelle sur un ensemble de mesure

nulle, continue de [0, T ] dans H, de plus on a

W (0, T ) ⊂ C0 ([0, T ] ; H) où C0 ([0, T ] ; H) est l’espace des fonctions continues de [0, T ]

dans H.

Remarques 1.7

1/ Comme W (0, T ) ⊂ C0 ([0, T ] ; H), alors la condition y0 a un sens.

Pour y0 donnée dans H, le problème (1.4) admet une solution faible unique donnée par :

y (t) = S (t) y0 +t
0 S (t− s) f (s) ds (1.3)

où(S (t))t≥0 est le semi-groupe engendré par l’opérateur A défini sur H.

2/ Soit A∗ l’adjoint de A, alors le problème :

Trouvez p ∈ W (0, T ) telle que :
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{
−dp

dt
+ A∗p = f dans [0, T ] ,

P (T ) ∈ H,f ∈ L2 (0, T ; V ∗) .

a une solution unique.

Régularité de la solution du problème d’évolution parabolique

Théorème 1.15 [12]

On suppose que (1.2) est verifiée, et que f ∈ L2 (0, T ; H) , y0 ∈ D (A) , alors la solution

du problème (1.3) donnée par (1.4) vérifie en plus :

{
y ∈ C0 ([0, T ] ; D (A)) ,

y′ ∈ L2 (0, T ; V ) C0 (0, T ; H) .

Théorème 1.16[12]

Sous les hypothèses du théorème (1.13) et on suppose en plus que :

1/ La forme bilinéare a(., .) est symétrique.

2/ L’injection canonique de V dans H est compacte.

3/f ∈ L2 (0, T ; H) , y0 ∈ V .

Alors la solution du problème (1.4) donnée par (1.5) vérifiée aussi :{
y ∈ L2 (0, T ; D (A)) C0 (0, T ; V ) ,

y′ ∈ L2 (0, T ; H) .

Remarques 1.8

1/ L’adjoint A∗ de A, engendre le semi-groupe (S∗ (t))t≥0 et l’adjoint de (S (t))t≥0 qui

est également fortement continu sur le dual H ∗de H

Si D (A) est dene dans H, alors D (A∗) est dense dans H ∗ .

2/ Sous les hypothèses (1) , (3) du théorème 1.16, alors il existe un système orthonormé

de vecteurs propres (ϕn) de A associés aux valeurs propres λn, et le semi-groupe (S (t))t≥0

engendré par A s’exprime, pour tout y 0 de H, par :

S (t) y0 =n e−λnt 〈y0, ϕn〉ϕn .

Si y est une solution du problème (1.3) , elle est donnée par :

y (t) =i≥0

{
(y0, ϕi) exp (−λit) +t

0 (f (s) , ϕi) exp (−λi (t− s)) ds
}

ϕi .
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Chapitre 2

Contrôlabilité des systèmes évolutifs

Dans ce chapitre, nous donnons les principes généraux qui concernent l’analyse des

systèmes distribués, plus précisément nous introduisons les notion de contrôlabilité exacte,

faible et régionale et celle d’actionneurs.

2.1 Position du problème

Soit Ω un ouvert borné de Rn, qui représente le domaine géométrique du système (2.1),

(n = 1, 2, 3 pour les application) et soit T ¿0

On suppose que la frontière Γ = ∂Ω est assez régulière.

On considére les systèmes décrits par l’équation différentielle opérationnelle.

Trouver y (t) tel que :{
y′ (t) = Ay (t) + Bu (t) sur Q =Ω× ]0, T [ ,

y (0) = y0 dans Ω .
(2.1)

où

u ∈ L2 (0, T ; U) la fonction u dite contrôle, y l’état du système, l’état initial

B ∈ L (U,H) et A ∈ L (V, H) .

Hypothèses :

Dans l’étude du système (2.1), on fait appel aux hypothèses suivantes :

H1) H, U sont des espaces de Hilbert séparables désignant respectivement l’espace

d’état de contrôle.

H2) u ∈ L2 (0, T ; U) , B ∈ L (U, V ) .
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H3) A est auto-adjoint à résolvante compacte et engendre un semi-groupe fortement

continu (S (t))t≥0 sur H.

Théorème 2.1[2]

Sous les hypothèses ci dessus, (2.1) admet une solution faible unique fortement continue

sur [0, T ] donnée par :

y (t) = S (t) y0 +t
0 S (t− s) Bu (s) ds . (2.2)

2.2 Contrôlabilité

Dans le cas des systèmes à paramètres répartis (2.1) de dimension infinie, l’état du

système ne peut pas être atteint en générale.C’est le cas par exemple où l’opérateur A n’est

pas borné et que D (A) peut être différent deH, mais les éléments qui ne sont pas atteints,

peuvent être approchés, ceci nous amène à introduire divers degrés de contrôlabilité.

On considére l’opérateur Ht : L2 (0, T ; U) −→ H défini par :

Htu =t
0 S (t− s) Bu (s) ds (2.3)

2.2.1 Contrôlabilité exacte

Le système considéré est (2.1) et H désigne l’espace d’état, T > 0.

Définition 2.1

Le système (2.1) est dit exactement contrôlable dans H sur [0, T ] si :

∀yd ∈ H,∃u ∈ L2 (0, T ; U) tel que :yu (T ) = yd .

Remarque 2.1

L’opérateur HT étant défini en (2.3), la définition précédente équivaut à :

Im (HT ) = H.
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Définition 2.2

Soit H1 un sous espece vectoriel de H ,le système (2.1) est dit exactement contrôlable

dans H1 si :

∀yd ∈ H1,∃u ∈ L2 (0, T ; U) tel que yu (T ) = yd.

Remarque 2.2

La définition précédente équivaut à : H1 ⊂ ImHT

Caractérisation

De la définition 2.1 résulte les propriétés de caractérisation suivantes :

Proposition 2.1[2]

Le système (2.1) est exactement contrôlable sur [0, T ] si et seulment si ∃γ > 0 tel que

‖y∗‖H∗ ≤ γ ‖B∗S∗ (.) y∗‖L2(0,T ;U) ,

pour tout y (S∗ (t))∗ dans H∗,

oùt≥0 est le semi-groupe adjoint de semi-groupe (S (t))t≥0, et elle découle du résultat

plus générale suivant :

Lemme 2.1

Soient E, F et G des espaces de Banach réflexifs et f ∈ L (E, G) , g ∈ L (F, G), alors

les propriétés suivantes sont équivalantes :

1) Imf ⊂ Img,

2) ∃c > 0 tel que ‖f ∗y∗‖E∗ ≤ c ‖g∗y∗‖F ∗ , ∀y∗ ∈ G∗.

La propriété de caractérisation donnée ci-dessus est intéressante dans la mesure où

oramène l’exacte contrôlabilité à une inégalité assez facile à expliciter pour un système

(2.1) donné.

Il ya des cas où certaines hypothèses sur les paramètres du système permettent directe-

ment de savoir si le système est exactement contrôlable ou non, ainsi nous avons :
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Proposition 2.2[2]

L’opérateur Ht étant défini en (2.3) .Si pour tout t ≥ 0, Ht est compact alors le système

(2.1) n’est pas exactement contrôlable.

Corollaire 2.1 :

Si (S (t))t>0 est compact pour tout t > 0, alors le système (2.1) n’est pas exactement

contrôlable.

Corollaire 2.2

Si B est compact, alors le système (2.1) n’est pas exactement contrôlable.

Danc le système (2.1) n’est pas être exactement contrôlable, au sens de la définition 2.1,

si B ou (S (t))t>0 sont compacts.

2.2.2 Contrôlabilité faible

Définition 2.3

Le système (2.1) est dit faiblement contrôlable dans H sur [0, T ] si pour tout yd dans H

, ∀ε > 0, ∃u ∈ L2 (0, T ; U) tel que :

‖yu (T )− yd‖H ≤ ε .

Remarque 2.3

Nous restreigons à un sous espace vectoriel H1 de H pour obtenir l’exacte contrôlabilité

sur H1

Caractérisation

Pour les systèmes distribués, la notion de faible contrôlabilité est beaucoup plus adaptée.

Nous pouvons la caractériser par la :

Proposition 2.3[13]

Il y a une équivalence entre :

a) Le système (2.1) est faiblement contrôlable sur [0, T ],
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b) Im (HT ) = H ,

c) Ker (H∗
T ) = Ker (H∗HT ) = {0},

d) {〈y, S (s) Bv〉H = 0,∀s ∈ [0, T ] et ∀v ∈ U} ⇒ y = 0,

e) Si le semi-groupe (S (t))t>0 est analytique, alors on a :

∪
n∈N

Im (AnS (s) B) = H ,∀s ∈ ]0, T ].

2.2.3 Contrôlabilité régionale

Dans les applications rare les systèmes dynamiques qui sont contrôlable sur tout le

domaine, d’où la necessité d’étudier ce concept uniquement sur une partie du domaine.

Pour cela, on définit la notion de la contrôlabilité régionale.

Pour la contrôlabilité régionale on veut avoir que l’état du système à l’instant T vérifie

une propriété désirée sur une partie du domaine.

Soit yd ∈ L2 (ω) un état désiré donné où ω est une partie de Ω, on définit l’opérateur :

χω : L2 (Ω) −→ L2 (ω) ,

où χωy = y�ω, et l’adjoint donné par :

(χ∗ωy) (x) =

{
y (x) x ∈ ω ,

0 x ∈ Ω�ω .

La contrôlabilité régionale est définie comme suit :

Définition 2.4

Le système (2.1) est dit exactement régionalement contrôlable sur ω si :

∀yd ∈ L2 (ω) ,∃u ∈ U tel que :χωyu (T ) = yd. (2.4)

Définition 2.5

Le système (2.1) est dit faiblement régionalement contrôlable sur ω si :

∀yd ∈ L2 (ω) ,∀ε > 0,∃u ∈ U tel que : ‖χωyu (T )− yd‖L2(ω) ≤ ε . (2.5)

Le système sera dit aussi ω−exactement (resp.faiblement) contrôlable.
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Caractérisations[14]

On considère Ht : L2 (0, T, U) −→ L2 (ω), l’opérateur défini par :

Ht (u) =t
0 S (t− s) Bu (s) ds .

Les définitions 2.4 et 2.5 sont équivalentes à :

i) ImχωHT = L2 (ω) dans le cas de contrôlabilité régionale exacte.

ii)ImχωHT = L2 (ω) dans le cas de la contrôlabilité régional faible.

La contrôlabilité régionale exacte peut être caractérisée par :

Proposition 2.4 [14]

Le système (2.1) est ω−exactement régionalement contrôlable si et seulement si pour

tout y∗ ∈ L2 (ω) , ∃γ > 0 tel que :

‖B∗S∗χ∗ωy∗‖U ≥ γ ‖y∗‖L2(ω) .

Cette proposition résulte du résultat plus général suivant :

Lemme 2.1 [14]

Soient E, F, G trois espaces de Banach réflexifs et f∈ L (E, G) ,g∈ L (F, G) ;alors il y a

une équivalance entre :

i) Imf ⊂ Img ,

ii) ∃γ > 0 tel que :‖f ∗z∗‖E∗ ≤ γ ‖g∗z∗‖F ∗ , ∀z∗ ∈ G∗.

Ainsi on a l’équivalence entre :

1) Le système (2.1) est faiblement régionalement contrôlable.

2) Ker χω + ImHT = L2 (Ω) .

3) Ker H∗
T Imχ∗ω = {0}.

En plus, si le semi-groupe est analytique donc (1) est équivaut à :

∪
n≥0

χωAnS (t) BU = L2 (ω) .

Remarque 2.4 [14]

1) Un système qui est exactement ( resp.faiblement) contrôlable est exactement ( resp.faiblement)

régionalement contrôlable.
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2) Un système qui est exactement ( resp.faiblement) régionalement contrôlable sur ω1

est exactement ( resp.faiblement) régionalement contrôlable sur ω2 pour tout ω2 ⊂ ω1.

La plupart des problèmes réels, la source n’est pas défini sur le domaine tout entier, mais

seulement sur une partie d’où l’intérêt d’étudier les actionneurs.

2.3 Actionneurs

L’analyse de certaines classes des systèmes distribués déterministes à travers la structure

des paramètres d’entrée, c’est à dire, à travers la structure des actionneurs.

La nature répartie des variables d’état fait apparaitre un certain nombre des problèmes,

nous citons :

1) La possibilité de pouvoire choisir les points où l’on peut placer les actionneurs

2) La possibilité d’étudier la meilleure forme du domaine géométrique.

3) La possibilité de pouvoire agir de différentes façons : commandes réparties dans le

domaine, aux frontière, par zône, ponctuelles,...

Notion de l’actionneur

Les actionneurs peuvent être de nature, de forme, de conceptions divers, il peuvent être

de type : ponctuel, zône et peuvent être localisés à l’intérieure du domaine Ω ou bien sur sa

frontière ∂Ω.

Définition 2.6

Soit Ω0 une partie non vide, fermée de Ω, et soit g ∈ L2 (Ω0), on appelle actionneur zône

le couple (Ω0, g) où :

i) Ω0 représente le support de l’actionneur.

ii) g représente la répartition spatiale de l’actionneur.

Dans le cas d’actionneur ponctuel ou frontière la définition reste la même.Nous parlerons :

1) D’actionneur zône frontière (Γ0, g) où Γ0 ⊂ ∂Ω et g ∈ L2 (Γ0) .

2) D’actionneur ponctuel (b, δb), b ∈ Ω où b ∈ ∂Ω.

Définition 2.7

On dira que l’actionneur (Ω0, g) ou (b, δb) est stratégique si le système qu’il existe est

faiblement contrôlable.
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Remarque 2.5

1)Dans le cas de plusieurs actionneurs (Ωi, gi)1≤i≤p ou (bi, δbi
)1≤i≤p, on dira que la

suite d’actionneurs est stratégique si le système qu’il exictent est faiblement contrôlable.

2) La caractérisation des actionneurs fait apparaitre une condition sur le nombre

minimum d’actionneurs pouvant amener le système vers des états dèsirés.

Proposition 2.5 [2]

la suite d’actionneurs (Ωi, gi)1≤i≤p est stratégique si et seulement si :

i) p > sup(rn),

ii) rg(Gn) = rn,pour tout n; où Gn est la matrice d’ordre (p, rn) et d’éléments :

(Gn)ij = 〈gi, ϕnj〉L2(Ωi)
, pour tout i = 1, ....., p et j = 1, ....., rn.
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Chapitre 3

Stabilité

3.1 Notions de stabilité et stabilisabilité

Une des considérations les plus importantes dans l’analyse et le contrôle des systèmes

est celle de la stabilité.

Considérons à nouveau le système (3.1){
y′ (t) = Ay (t) + Bu (t) 0 < t < T ,

y (0) = y0 .
(3.1)

où A est auto-adjoint à resolvante compacte et engendre un semi-groupe fortement

continu (S (t))t≥0 sur H .

Semi-groupe exponentiellement stable

Définition 3.1

Le semi-groupe (S (t))t≥0 est dit exponentiellement stable, s’il existe deux constantes

positives M et ω telle que :

‖S (t)‖ ≤ Me−ωt ,t ≥ 0.

Notons que si (S (t))t≥0 est un semi-groupe exponentiellement stable alors, pour tout y0

dans H,la solution du système autonome :

{
y′ = Ay ,

y (0) = y0 .
(3.2)
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vérifie :

‖y (t)‖ = ‖S (t) y0‖ ≤ Me−ωt ‖y0‖ .

Exemple 3.1

(ϕn) étant la famille orthonormée de fonctions propres deA, associée aux valeurs propres

(λn), avec λn de multiplicité rn.

On a :

Aϕn = λnϕnj j = 1, ...., n et n = 1, .....,∞.

et

y (t) =∞
n=1

rn
j=1anj (t) ϕnj,

alors

y′ (t) =∞
n=1

rn
j=1a

′
nj (t) ϕnj,

et

Ay (t) =∞
n=1

rn
j=1anj (t) Aϕnj,

alors

Ay (t) =∞
n=1

rn
j=1anj (t) λnϕnj,

On a donc

y′ (t) = Ay (t) .

par la suite on obtient :

∞
n=1

rn
j=1a

′
nj (t) ϕnj =∞

n=1
rn
j=1anj (t) λnϕnj.

ce qui donne :
∞
n=1

rn
j=1

(
a′nj (t)− anj (t) λn

)
ϕnj = 0,

et donc

a′nj (t)− anj (t) λn = 0,

et alors

anj (t) = eλnt,

et donc

S (t) y =∞
n=1 eλnt

j=1
rn 〈y, ϕnj〉ϕnj.
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On a :

‖S (t) y‖2 = 〈S (t) y, S (t) y〉

= ∞
n=1

∞
m=1

rn
i=1

rm
j=1e

λnteλmt 〈y, ϕnj〉 〈y, ϕmj〉 〈ϕnj, ϕmj〉 ,

et donc

‖S (t) y‖2 =∞
n=1 e

2Re(λn)t
j=1

rn 〈y, ϕnj〉2 . (3.3)

i) supposons qu’il existe ε > 0 tel que :

Re (λn) < −ε, pour tout n ≥ 1

alors

‖S (t)‖ ≤ 2e−2εt
n=1

∞
j=1

rn 〈y, ϕnj〉2 ,

≤ e−2εt ‖y‖2 ,

et donc

‖S (t)‖ ≤ e−εt.

et le semi-groupe est exponentiellement stable.

ii) supposons que, pour un certain i,

Re (λi) > 0

alors le semi-groupe n’est pas exponentiellement stable.

En effet, il suffit de considérer la solution du système autonome correspondant à l’état

initial y0 =ϕi1

y (t) = S (t) y0 = eλitϕi1.

Remarque 3.1

L’exemple ci-dessus montre que la stabilité du système (3.1) est liée au spectre σ (A) de

l’opérateur A plus précisement, on peut montré que :

sup {Re (λ) /λ ∈ σ (A)} ≤ inf
{
ω/ ‖S (t)‖ ≤ Me−ωt

}
(3.4)

Donc,si le semi-groupe est exponentiellement stable ,alors nécessairement le sepectre de

A est dans le demi-plan :

Re (λ) < 0
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Généralement dans (3.4), nous n’avons pas d’égalité.Mais pour la plupart des systèmes

réels, et essentiellement ceux étudiés ici, il y a égalité.Et par conséquent, la stabilité expo-

nentielle du semi-groupe en analysant le spectre de A.

3.1.1 Exemple (l’équation de la chaleur)

On consèdaire : l’équation de la chaleur 
y′ = Ay ,

y(0) = y0 ,

y(0, t) = y(1, t) = 0.

avec A = ∂2

∂x2 .

On calcule les valeures propres :

∂2y

∂x2
= λy

Alors on obtient :
∂2y

∂x2
− λy = 0.

On pose : θ2 = −λ et donc :
∂2y

∂x2
+ θ2y = 0. (3.5)

La solution de l’équation (3.5) est :

y (x) = B cos θx + C sin θx.

On a : y (0, t) = y(1, t) = 0 et donc on obtient :

{
y (0) = B cos (θ × 0) + C sin (θ × 0) = 0,

y (1) = B cos (θ × 1) + C sin (θ × 1) = 0,{
B = 0,

C sin θ = 0,

et alors :

θ = 2kπ , k ∈ Z.

Donc :

−λ = θ2 = (2kπ)2

et alors :

λ = − (2kπ)2 .
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On a : λ < 0 alors l’équation de la chaleur est stable.

Stabilisabilité

Dans le cas où A engendre un semi-groupe non exponentiellement stable, nous allons

voir comment y remédier en choisissant des contrôles adéquats.

Définition 3.2

Le système (3.1) est dit stabilisable (ou la paire (A, B) est stabilisable) s’il existe un

contrôle en contre réaction :

u = −Fy , (3.6)

avec (A−BF ) engendre un semi-groupe (SF (t))t≥0 exponentiellement stable.

Remarque 3.2

Le contrôle défini dans (3.5) est le contrôle en retour d’état, et sa mise en oeuvre nécessite

la connaissance de l’état du système pour t > 0. Ceci est peu vraisembleble d’autant plus que

l’estimation de l’état par utilisation des informations fournies par les capteurs nécessite, pour

de tels systèmes, beaucoup de temps pendant lequel le système peut subir des perturbation.

Nous reviendrons sur ce problème plus loin.

Dans la théorie des systèmes linéares de dimension finie nous savons qu’il y a une certaine

équivalence entre la contrôlabilité et la stabilisabilité. En dimension infinie, pour les systèmes

de nature distribuée, la situation est beaucoup plus complexe.

3.2 Stabilisabilité et Actionneurs

Les notations sont celles utilisées précédemment : (ϕnj) désigne la base de fonctions

propres de A et (λn) les valeurs propres associées, λn étant de multiplication rn .

Nous avons une caratérisation de la stabilisabilité par le choix des actionneurs , compa-

rable au résultat de la proposition 2.5 concernant la contrôlabilité.La différence réside dans

le fait que l’on ne s’intéresse qu’à la partie du système correspondant au sepectre de A à

partie réelle positive.
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Proposition 3.1

Supposons que le systéme (3.1) est excité par p actionneurs zônes (Ωi, gi)16i6p et que le

sepectre de A compte j valeurs propres non négatives.Alors le système (3.1) est stabilisable

si et seulement si :

i) p > sup
16n6j

(rn) ,

ii) rg (Gn) = rn , pour tout n = 1, 2, ......, j ,

où (Gn) = 〈gi, ϕnj〉L2(Ωi)
avec i = 1, ....p et j = 1, ..., rn.

3.3 Stabilité régionale

Dans les travaux précédents sur la stabilité. Un système à paramètres distribués est

considéré stable ou instable sur son domaine géométrique Ω. Cependant,,il existe des systèmes

qui sont instables sur tout le domaine Ω, mais ils peuvent être stables sur une région ω de

Ω.

Définitions

Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn et on not Q = Ω×]0,∞[ . On considère le système :{
y

′
(t) = Ay (t) Q,

y0 ∈ L2 (Ω) .
(3.7)

où A : D (A) ⊂ L2 (Ω) −→ L2 (Ω) est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe

(S (t))t≥0 .

Considérons maintenant une partie mesurable de mesure positive interne (ouvert de Ω)

et soit l’opérateur de restriction χω : L2 (Ω) −→ L2 (Ω) telque χωy = y\ω d’adjoint χ∗ω avec

χ∗ω =


y (x) xεω,

0 xεΩ/ω.

.

Définition 3-3 (La stabilité régionale faible)

On dit que le système (3.7) est faiblement ω−stable si

∀y0εL
2 (Ω) 〈χωy (t) .yd〉 → 0 quant t −→∞, ∀ydεL2 (Ω).
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Définition 3-4 (La stabilitè règionale exponentielle)

On dit que le système (3.7) est exponentiellement ω−stable si

∃M, α > 0 ‖χωy (t)‖ ≤ Me−αt ‖y0‖ , t > 0, y0εL
2 (Ω).

Définition 3-5 (La stabilité régionale asymptotique)

On dit que le système (3.7) est asymptotiquement ω−stable si

∀y0εL
2 (Ω) ‖χωy (t)‖ −→ 0 quand t −→∞

Caratérisation

Dant cette partie nous donnons les résultats caratérisant la stabilité régionale c’est le

cas par exemple si on prend H = L2 (Ω) pour une région interne.

On considère les ensembles :

σ1′
ω (A) = {λ ∈ σ (A) /Re (λ) > 0, Ker (A− λI)  ker (iω)},

σ2
ω (A) = {λ ∈ σ (A) /Re (λ) < 0, Ker (A− λI)  ker (iω)} tel que iω = χ∗ωχω.

Proposition 3-2 [4]

1-Si le système (3− 7) est asymptotiquement stable sur ω, alors σ1
ω (A) = ∅,

2-On suppose que l’opérateur A admet une base {ϕn}n ∈ N de fonction propres dans

L2 (Ω) et si σ1
ω (A) = ∅ et s’il existe α > 0 tel que Re (λ) 6 −α, ∀λ ∈ σ2

ω (A) alors le système

(3, 7) est exponentiellement stable sur ω.

Proposition 3-3 [4] S’il existe un opérateur P ∈ £ (L2 (Ω)) positif et auto-adjoint

tel que 〈Ay, Py〉 + 〈Py, Ay〉 + 〈Ry, y〉 = 0, y ∈ D (A) où R ∈ £ (L2 (Ω)) est un opérateur

auto-adjoint positif satisfaisant :

〈Ry, y〉 > c ‖χωy‖2 pour un certain c > 0.

Si de plus A auto-adjoint est satisfait 〈χωAy, y〉 6 0, y ∈ D (A), alors le système (3− 7)

est asymptotiquement stable sur ω.

Lemme [4]

Soit σ0 = inft>0
log‖χωS(t)‖

t
, si le semi- groupe satisfait

‖χωS (t + s) y‖ 6 ‖χωS (t) y‖ ‖χωS (s) y‖ t, s ≥ 0, (3.8)
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alors σ0 = lim
t−→+∞

log‖χωS(t)‖
t

.

Proposition 3-4 [4]

On suppose que A génère un semi-groupe fortement continu (S (t))t≥0 et vérifie (3− 9)

alors le système (3− 7) est exponentiellement stable sur ω si et seulement si

∞
0 ‖χωS (t) y‖2 dt < ∞, y ∈ L2 (Ω).

Proposition 3-5 [4]

Si le semi-groupe staisfait (3− 9),alors le système (3, 7) est exponentiellement stable sur

ω si et seulement s’il existe un opérateur positif P ∈ £ (L2 (Ω)) tel que

〈Ay, Py〉+ 〈Py, Ay〉+ 〈χωy, y〉 = 0, y ∈ D (A).

3.3.1 Exemple

Dans Ω = ]0, 2[ on considère le système décrit par l’équation :

{
∂y(x,t)

∂t
= (x− 1) y (x, t) ]0, 2[× ]0,∞[ ,

y (x, 0) = y0 (x) ]0, 2[ .
(3.9)

La solution de (3, 9) est y (x, t) = e(x−1)ty0.

Pour y0 (x) ∈ L2 (0, 2) on a :

‖y (x, t)‖2
L2(0,2) = 2

0e
2(x−1)t |y0 (x)|2 dx

= 1
0e

2(x−1)t |y0 (x)|2 dx +2
1 e2(x−1)t |y0 (x)|2 dx

> 2
1e

2(x−1)t |y0 (x)|2 dx

> 2
1 |y0 (x)|2 dx.

Alors lim
t−→∞

y (x, t) 6= 0.

Donc le système (3, 9) n’est pas stable sur Ω = ]0, 2[. Mais si on considère la région

ω = ]0, a[ ⊂ ]0, 1[ et on utilisant l’opérateur restriction pω on a :

‖pωy (x, t)‖2
L2(0,2) = 2

0e
2(x−1)t |pωy0 (x)|2 dx

6
(
2
0e

2(x−1)tdx
) 1

2
(
2
0 |pωy0 (x)|2 dx

) 1
2

6 e(a−1)t ‖y0 (x)‖L2(0,2) .
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Alors lim
t−→∞

pωy (x, t) = 0.

Donc le système (3, 9) est stable sur ω = ]0, a[.

3.4 Stabilisabilité régionale

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment stabiliser régionallement un système

distribuè .

On considere le système :

dy (t)

dt
= Ay (t) + Bu (t) , y (0) = 0 , (3.10)

avec mêmes hypothèses de paragraphe précédente et B ∈ L (u, H), u étant l’espace des

contrôle supposé de Hilbert.

Définition 3-6

On dit que le système (3-10) est faiblement (resp- asymptotiquement, exponentiellement)

stabilisable sur ω ⊂ Ω, s’il existe un opérateur K ∈ L (H, U) tel que le système :

{
y′ (t) = (A + BK) y,

y (0) = y0.
(3.11)

est faiblement(resp-asymptotiquement, exponentiellement) stabilisable sur ω ⊂ Ω

à partir de définition précédente, on note les points suivants :

Le contrôle en boucle fermé qui stablise le système est :

u = Ky, K ∈ L (H, U) .

On considère la fonction coût suivante :

q (u) =∞
0 ‖u (t)‖2 dt,

tel que u ∈ Uad (ω) avec Uad (ω) =

{
u ∈ L2 (0, +∞; U) , u stabilise fortement (3− 11) sur ω

et q (u) < ∞

}
donc min

Uad(ω)
q (u) ≤ min

Uad(Ω)
q (u).
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Caractérisation

Dans cette section on propose une approche pour la caractérisation de Stabilisabilité

régionale qui explore les résultats précédents et on note (SK (t))t≥0 le semi-groupe engendre

par A + BK et soit R ∈ £ (L2 (Ω)) un opérateur positif, auto-adjoint et un constant c > 0

tels que 〈Ry, y〉 ≥ c ‖χny‖22

.

On considère, pour y ∈ D (A), l’equation de Riccati :

〈Ay, Py〉+ 〈Py, Ay〉+ 〈Ry, y〉 − 〈B∗Py, B∗Py〉 = 0 .

Proposition 3-6 [4]

On suppose qu’il existe un opérateur positif et auto-adjoint P ∈ £ (H) satisfait l’équation

de Riccati et soit l’opérateur K = −B∗P .

1-Si

Re 〈χω (A + BK) y, y〉L2(ω) ≤ 0, y ∈ D (A) , (3.12)

alors le système (3− 7) est asymptotiquement stable sur ω .

2-S’il existe d > 0 tel que

〈Ry, y〉 ≥ dRe
〈
χΩ/ω (A + BK) y, y

〉
y ∈ D (A) , (3.13)

alors l’état du système (3− 7) reste borné dans Ω\ω.

En considérent les opérateurs R = (χωB) (χωB)∗ et p = I,on a le résultat suivant :

Proposition 3-7 [4]

Soit U = H et on suppose que 〈iωAy, y〉 + 〈y, iωAy〉 = 0, y ∈ D (A) et ‖B∗iωy‖ ≥
c ‖χωy‖, y ∈ H.

Si (3− 13) est vérifiée, alors le contrôl u (t) = −B∗iωy (t) stabilise le système (3− 7)

régionalement asymptotiquement sur ω

3.4.1 Exemple

On cherche un contrôle pour stabilisé un système sur une région ω ⊂ Ω avec un état

borné sur Ω.

On considère le système distribué décrit par l’équation :
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{
∂u
∂t

(x; y, t) = (cos x + 1) u (x, t) + v (x, t) Ω× ]0,∞[ ,

u (x, 0) = u0 Ω ,
(3.14)

tel que Ω = ]0, π[ et v (x, t) = 0.

On a Au (cos x + 1) u et u (x, t) = e(cos x+1)tu0 et encore on a :

‖u (x, t)‖2
L2(Ω) =π

0 e2(cos x+1)t |u0|2 dx ≥ πe2t ‖u0‖2 −→ +∞ quand t −→ +∞.Alors

Le système n’est pas stable sur Ω.

Aussi pour ω =
[

π
2
, π

]
on a :

‖u (x, t)‖2
L2(ω) =π

π
2

e2(cos x+1)t |u0|2 dx ≥ π
2
e2t ‖u0‖2 −→ +∞ quand t −→ +∞ et

donc le sustème n’est pas stable sur la région
[

π
2
, π

]
mais pour le contrôl v = −u, on a

le système (3− 14) s’ecrit :

{
∂u
∂t

(x, y, t) = cos xu (x, t) Ω× ]0,∞[ ,

u (x, 0) = u0.

La solution de système donne par u (x, t) = ecos xtu0,et donc on a :

‖u (x, t)‖2
L2(ω) =π

π
2
|e2 cos xt| |u0 (x)|2 dx ≤=π

π
2

e−2t |u0|2 dx ≤ |e−2t|ππ
2
|u0|2 dx ≤ Me−2t −→

0 pour t −→∞.

Donc le système stable sur la région ω.
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Résumé :

Dans ce travail on a étudié la stabilisation d’un système parabolique par le biais de

la théorie de la contrôlabilité et la théorie des semi-groupes, le résultat obtenu permet de

regarder la stabilisation locale à travées la contrôlabilité régionale, ce problème sera la

continuitté de ce travail.

Mots clés : semi-groupes, stabilité, stabilisabilité, contrôlabilité.



Abstract :

In this work we studied the stabilization of a parabolic through the theory of controla-

bility and the theory of semi-groups, the result can schow stabilizing local defied regional

controlability, this problem will be continuation of this work.

key wordes : semi-groupes, stability, stabilisability, controlability
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