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Résumé:

Dans cette these, nous avons traité la dynamique de la particule DKP en présence de certaines
interactions telles que: la barriere trapézoidale, un champ électromagnétique sous la forme
d'une fonction tangente hyperbolique et le cas d'un potentiel dépendant de I'énergie. Pour ces
trois cas, les solutions exactes et analytiques sont déterminées. Pour le cas de la barriére
trapézoidale les fonctions d'onde sont calculées et exprimées en termes des fonctions de type
parabolique cylindrique. Les cas limites sont déduits et discutés et les coefficients de
transmission et de réflexion sont déterminés. Pour le cas du champ électromagnétique
tangentiel hyperbolique, les solutions sont données en termes de fonctions
hypergéométriques et les états liés et de diffusions sont étudiés. Pour le dernier cas du
potentiel dépendant de I'énergie, le spectre et les fonctions d'onde correspondantes relatifs aux
cas de la particule en interaction avec un champ électrique constant et un potentiel scalaire
sont convenablement déduits et sont exprimés en termes de polynémes Biconfluent de Heun.
En outre, l'effet de cette dépendance énergétique sur les conditions de normalisation et sur
I'équation de continuité a été discuté. A la fin une discussion détaillée est proposée pour
certains cas particuliers.

Abstract:

In this thesis, we treated the dynamics of the DKP particle in the presence of certain
interactions such as: the trapezoidal barrier, an electromagnetic field in the form of a
hyperbolic tangent function and the case of an energy dependent potential. For these three
cases, the exact and analytical solutions are determined. For the trapezoidal barrier the wave
functions are calculated and expressed in terms of the cylindrical parabolic functions. The
boundary cases are deduced and discussed and the transmission and reflection coefficients are
determined. For the case of the hyperbolic tangential electromagnetic field, the solutions are
given in term of the hypergeometric functions and the bound and diffusions states are studied.
For the last case of the energy dependent potential, the spectrum and the corresponding wave
functions relating to the cases of the particle interacting with a constant electric field and a
scalar potential are suitably deduced and are expressed in terms of Heun biconfluent
polynomials. In addition, the effect of this energy dependence on the normalization conditions
and on the continuity equation was discussed. At the end a detailed discussion is proposed for
certain specific cases.



TABLE DES MATIERES

Introduction Générale 1

1 Résolution de 'équation DKP en présence d’'un potontiel scalaire trapézoidal 5

1.1 Introduction . . . . . .. . . . i e e e e 5
1.2 Solution de 'équationde DKPde Spin1 . ................... 8
1.3 Labarriere trapézoidale . . . ... ... ... ... ... . ... . ... ... 8
1.4 Conditionsderaccordement . . ... ... ... ... ... ... 15
1.5 Solution de 'équationde DKPdespin0O. . ... ... ... .......... 16
1.6 Résultats numériques etdiscussions . . . . .. ... ... ... . ... ... 18

2 Résolution de I'équation DKP en présence d’'un champ électromagnétique 21

2.1 Introduction . . . . .. .. .. . e e 21
2.2 Solution del'équation DKPdespin0O . ..................... 22
2.2.1 Casdesétatsliés . . ... ... ... . ... 24

2.2.2 Casdeladiffusion . ......... ... ... .. ... .. ... ... 25

2.3 Détermination des coefficients de réflexion et de transmission . . . . . . . 28
2.4 Résultats nUMEriqUES . . . . . . . . v i i i e e e 30

3 Equation DKP pour un potentiel dépendant de I'énergie 38
3.1 Introduction: . . ... ... . ... 38
3.2 Condition d’orthogonalité et de normalisation . ............... 39
3.3 Equationdecontinuité ... ... ... .. ... ... e 40

3.4 Equation DKP dans un champ électrique constant et un potentiel scalaire 43

3.5 LaMéthode de NIKIFOROV-UVAROV étendue . . . ... ... ........ 48
3.6 Application. . . . . . . . .. e e 51
3.7 Lafonctions biconfluentde Heun (BHE) . ... ... ... .......... 55
3.8 Lafonctions parabolique cylindrique . .. ... ... ... .......... 57



TABLE DES FIGURES

1.1
1.2

1.3

1.4

2.1

2.2

2.3

2.4

3.1

3.2

3.3

Potentiel . . . . .. . .. ... 9
Le graphique illustre le comportement du coefficient de transmission (7)
pour différentes valeurs de lénergie E aveca=1,Ey=evy=2,m=1,1=0.5 18
Le graphique illustre le comportement du coefficient de transmission (T)
pour différentes valeurs de lénergie E aveca=1,Ey=evp=2,m=1,n=1 19
Le graphique illustre le comportement du coefficient de transmission (7)
pour différentes valeurs de lénergie E aveca=1,Ey=evp=2,m=1,n=
0.0 . . o 19

Présentation de I'évolution du potentiel magnétique A(y) et du potentiel
électrique Vy (y) en fonction de y pour a quelconque. . . . .. ... .. .. 22
Le graphique illustre le comportement des coefficients de transmission
(T) et de réflexion (R) en fonction de I'énergie E pour Eg = 1, Hy =4, m =
La=5ke=ky=05 ... ... .. . . ... 30
Présentation de I'évolution du potentiel magnétique A (y) et du potentiel
électrique Vo (y) en fonctionde yquanda—oo . . . .. .. ... ... ... 31
Présentation de I'évolution du potentiel potentiel magnétique A (y) et du

potentiel électrique Vp (y) en fonctionde yquanda—0 . . .. ... .. .. 33

Le graphique illustre le spectre de I'énergie (E,,)* par rapport au nombre
quantique navec V5 =0.3,S0=05m=1.. ... ... ... ... ....... 52
Le graphique illustre le spectre de I'énergie (E,,)* par rapport au nombre
quantique navec V5 =0.3,S0=05m=1.. . .. ... ... ... ... ..., 53
Le graphique illustre le spectre de I'énergie (E,)* par rapport au facteur
Bavec V5 =0.3,50=05,m=1. .. ... . . . 54

vi



INTRODUCTION GENERALE

Comme il est bien connu que la mécanique quantique relativiste est une théorie
qui rassemble les postulats de la mécanique quantique et la relativité restérent afin de
décrire la dynamique quantique d'une particule relativiste. Historiquement, les pre-
mieres tentatives remontent a 1’année 1927, ou O. Klein, V. Fock et W. Gordon ont
proposé une premiere candidate dans leurs travaux de recherche, connue aujour-
d’hui sous le nom de I'équation relativiste de Klein-Gordon (KG) afin de décrire la
dynamique d’une particule relativiste sans spin. Malheureusement cette derniére a
été rejetée a cause des solutions a normes négatives qui ne peuvent definir des den-
sités de probabilité de la particule. Cette difficulté a été en fait surmontée par Pauli et
Weisskopf qui ont pu I'utiliser comme équation de base de la théorie des champs des
bosons a spin-0. Léquation de continuité est alors interprétée comme loi de conser-
vation de densité quadridimensionnelle charge-courant. En 1928, la deuxieme candi-
date de forme linéaire a été introduite par Dirac pour remédier aux problemes posés
par ’équation de Klein-Gordon. Comme, I’a fait remarquer Dirac avant, la source des
problémes de I'équation de KG était due a la présence de dérivées du second ordre par
rapport au temps. L'idée de Dirac a été de reformuler I’équation de Klein-Gordon de
telle sorte qu’elle fasse apparaitre une dérivée du premier ordre a la fois pour le temps
et les coordonnées d’espace. Il a obtenu alors une équation relativiste covariante du
premier ordre qui décrit une particule de spin 1/2 et les solutions a énergies négatives
ont été interprétées comme étant des antiparticules associées aux particules. En se ba-
sant sur le méme concept de linéarisation, et suite aux travaux de Patiau [1], Duffin [2]
et Kemmer [3] sur un systéeme de deux particules de spin 1/2, ont pu établir une autre
équation relativiste dite équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP), qui décrit la dy-
namique des particules bosoniques de spin-0 et de spin-1, elle est considérée comme
le prolongement naturel de 'équation de Maxwell avec masse associée a 1'électrody-
namique des milieux diélectriques. Cette équation est similaire a celle de Dirac ou les

matrices y de Dirac sont remplacées par les matrices § qui satisfont une autre algebre
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plus compliquée dite algebre de DKP. Ces matrices sont de dimension 5 x 5 pour les
bosons scalaires et sont de dimension 10 x 10 pour les bosons vectoriels massifs.

Par ailleurs, nous notons que les particules de spin-0 et de spin-1/2 relativistes ont
fait I'objet de beaucoup de recherches de la part de physiciens et de mathématiciens
contrairement aux bosons de spin-1, le manque d’intérét pour I’équation de DKP pro-
vient de du fait de sont équivalence avec les équations de KG et de Proca [4, 5], d’ailleurs
cette équivalence est sujette a de sérieux doutes pour le moment [6, 7]. De nombreux
travaux (voir référence [5] ont été réalisés en appliquant le formalisme de DKP aux
désintégrations du méson K et d’autres mésons instables et aux interactions fortes. La
conclusion présentée dans la référence [5] n’était pas optimiste « le formalisme de DKP
donne parfois des résultats différents d'un formalisme de second ordre de sa forme
quadratique » et aussi, dans le travail [8], il est admis que la théorie DKP donne des
résultats qualitativement différents pour la désintégration du méson K par rapport au
formalisme KG, en plus de la grande complexité algébrique de la formulation de DKP.
Pour traiter de telles particules dans le formalisme des équations d’onde, nous devons
résoudre 1'équation de Proca ou de (DKP). Cette derniere est capable d’analyser les
particules a spin 0 et a spin 1 dans une base unifiée, il est a noter que I’étude d'une par-
ticule a spin 1 peut étre réalisée dans le cadre d'une théorie de jauge, a savoir le champ
dit compensateur [9].

Les applications de I’équation de (DKP) a certains problemes de la physique nucléaire
et de la physique des particules ont récemment suscité un regain d’intérét. Le succes
de I’équation de DKP dans la description des interactions relativistes des hadrons avec
les noyaux ne fait aucun doute [10], la théorie DKP a également connu un nouveau
souffle dans le contexte d’applications en chromodynamique quantique [11], en dyna-
mique hamiltonienne covariante [10], pour ’espace de phase relativiste [12], I'espace-
temps incurvé [13]. Ainsi que dans I'approche causale [14], le tunnel superlumial [15],
le modele de Bohm [16, 17], I'invariance de Galilée a cinq dimensions [18], la mé-
canique pseudo classique [19], le condensat de Bose Einstein [20]. De méme pour
les champs magnétiques homogenes [21] les potentiels d’Aharonov-Bohm [22, 23],
I’équation DKP a aussi été utilisée pour des systemes a potentiel et masse dépendant
de la position [24], a 'oscillateur bosonique en présence de longueur minimale [25],
a l'oscillateur tenseur DKP (a couplage minimal et non-minimal ) [26, 27], aux pro-
priétés thermiques de I'oscillateur de Kemmer [28], al’oscillateur quantique relativiste
pour S =1 [29]. On trouve aussi son utilisation pour des modeles relativistes avec la
substitution non minimale [30], al’oscillateur de sixieme degré ( couplage tenseur avec
un potentiel linéaire au cube) [31], a une marche de potentiel [32], [33], le potentiel de
Woods-Saxon [34], vectoriel de Hulthen déformé [35], et Couloumbienne [36], [37], [38]
au probleme potentiel du champ central [36] .

Notre travail s’insere donc dans cette lignée d’application du formalisme DKP, en par-

O. Langueur 2 These de Doctorat
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ticulier nous traitons le cas ou le potentiel dépendant de I'énergie, ce qui implique
que la relation de normalisation et orthogonalité doit étre reformulée, Ces problemes
ont été abordés dans de nombreuses recherches, soit en mécanique quantique relati-
viste ou non relativiste[39, 40, 41, 42, 43].L'étude de systemes physiques avec un po-
tentiel linéaire ou trapézoidal ( superposition d'un potentiel linéaire et d'un potentiel
rectangulaire)[44] est tres utile. En premier lieu, la barriere linéaire trouve son impor-
tance dans la construction de dispositifs électroniques a 1’échelle nanométrique ol
cette barriere émule le potentiel de Schottky qui émerge en raison de la présence d'un
champ électrique externe. En second lieu, le potentiel trapézoidal est associé a des
problémes intéressants rencontrés dans les études sur la nano-hétérostructure. Dans
le domaine des semi-conducteurs, le probleme de 'effet tunnels est assez important
et une modélisation mathématique est nécessaire.

Dans cette these, nous considérons également la présence d'une barriére trapézoidale
comme une disposition pour les situations dans lesquelles les électrons doivent sur-

monter cette barriere avant d’atteindre la région ou le champ électrique externe agit.

Cette these se présente comme suit :

— Dans le premier chapitre, on résout analytiquement I’équation de DKP pour les
bosons de spin 0 et 1 en présence d'un potentiel trapézoidal, I'’équation DKP se
réduit dans ce cas a une équation différentielle de type parabolique cylindrique.
Les solutions exactes des fonctions d’ondes propres nous ont permis d’obtenir
les expressions des coefficients de transmission et de réflexion. Comme illustra-
tion de ces résultats des courbes des coefficients de transmission en fonction de

'énergie sont présentées.

— Dans le second chapitre, nous déterminons les solutions exactes de I’équation
de DKP de spin 0 a la présence d’'un champ électromagnétique sous la forme
d’une fonction tangente hyperbolique. Les solutions de la fonction d’onde sont
déterminées en termes de fonctions hypergéométriques. Les coefficients de trans-
mission T et le coefficient de réflexion R sont calculés . La région du paradoxe
de Klein est analysée et elle persiste toujours, le processus de création de paires

y est également abordé.

— Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié les solutions de ’équation DKP
a une dimension pour une combinaison de potentiels vectoriel et scalaire qui
dépendent de I'énergie. Les conditions de normalisation et I'équation de conti-
nuité ont été déterminés et sont liés aux potentiels vectoriel et scalaire linéaire
dépendants de I'énergie. Les fonctions d’onde solution de I’équation sont éva-

luées et s’expriment en termes de polynomes Biconfluent de Heun. La fonc-

O. Langueur 3 These de Doctorat
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tion de I'énergie a été extraite et les cas particuliers ont été déduits. Une étude
numérique a été présentée et les courbes de I'énergie ont été représentés pour

certaines valeurs du parametre caracterisant cette dépendence énérgitique.

— Nous cloturons par une conclusion, et annexes sur des rappels mathématiques

et sur les fonctions spéciales utilisées dans cette these.

O. Langueur 4 These de Doctorat



CHAPITRE 1

RESOLUTION DE LEQUATION DKP EN PRESENCE D’UN
POTONTIEL SCALAIRE TRAPEZOIDAL

1.1 Introduction

Le sujet abordé dans ce chapitre est d'une grande importance, pour plusieurs rai-
sons, tout d’abord, d'un point de vue théorique, il contribue a enrichir la base des po-
tentiels exactement solvables par I'’équation de Duffin-Kemme-Petiau (DKP), ensuite
pour I'aspect expérimental, il est un outil intéressant pour '’analyse des phénomenes
de transport dans les hétérostructures semi-conductrices, qui utilisent couramment
des potentiels formes trapézoidales, qui ont pour origine I’application aux composants
électroniques d'un champ électrique uniforme externe. Enfin, il contribue également a
la compréhension des phénomenes qui se produisent lors du passage du flux d’ondes
a travers une jonction hétérogene linéaire et abrupte.

On sait que I’équation DKP est une extension du formalisme covariant de Dirac, pour
des particules de spin 0 et 1, ol on remplace les matrices y/ par des matrices 8/ qui
vérifiant une algebre connue sous le nom d’algebre DKP.

L'équation DKP décrivant les particules de spin 0 et 1 interagissant avec un champ

électromagnétique est :
[iB* (0y+ieAy)—m]y(z,1)=0. (1.1)
Ot les matrices B/ vérifient les relations de commutation suivantes :

BB+ B BB = g B + g B, (1.2)
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A partir de cette équation (1.1) il est facile de montrer que I’on peut obtenir I'équation

de continuité :
Ou]” =0, (1.3)

tel que
JF=ypty, (1.4)

et le spineur adjoint ¥ est définie par :

T 2(/30)2—1], (1.5)
qui vérifie I’équation adjointe suivante :
i(0,—ieA ) wpH+ Py =0. (1.6)

La densité J° n’est pas définie positivement en suivant la réinterprétation basée sur la
symétrie de charge par Pauli , Weisskopf et méme par Feshbach et Villars.

En conséquence, on explique le paradoxe de Klein selon lequel J° est obligé d’étre mul-
tiplié par la charge élémentaire e.

L'algebre DKP est générée par des matrices (,Bf ) qui ont principalement trois représen-
tations irréductibles, la représentation de la dimension 0 dite triviale n’est pas la méme
pour n'importe quel type de ces particules, de I'autre c6té celles ayant les dimensions
5x5et 10 x 10 décrivent les particules de spin 0 et de spin 1 respectivement. On choisit
une représentation pour les (/) dans laquelle §/* = -/ et % = ° . On peut écrire

pour le cas de spin 0

0 0 . 0 i
po = =l P li=123 (1.7)
00 —p’T 0
ou les éléments de bloc sont définis comme suit :
01
9:( ), (1.8)
1 0
avec
-1 0 0 0 -1 O 0 0 -1
1 2 3
- ,0° = ,0° = , (1.9
p(OOO)p (OOO)p (000)

O. Langueur 6 These de Doctorat
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tel que p! désigne la matrice transposée de p et 0 étant la matrice nulle.

Dans le cas ou le spin est 1, / est donné par :

0 000 0 0 e O
-T
of 010 : 0 0 1 -is
=\ -, B/ = "lj=1,23. (1.10)
o' 100 -el 1 0 0
= -T
0" 0 0 0 0 —is; 0 0

Les matrices (s;) sont les matrices standard non-relativistes (3 x 3) de spin 1, 0 et 1
désignant respectivement la matrice zéro et la matrice unitaire.

Les matrices 0 et e; sont données par :
6=(0 0 0)er=(10 0)e=(010)e=(00 1) (1.11)

La résolution de I'’équation DKP pour les particules de spin 0 et de spin 1 respecti-
vement pour un potentiel trapézoidal scalaire, donne avec les conditions aux limites
habituelles, qui sont la continuité de la fonction d’onde et sa dérivée [y (0*) = (07)]
et [ (07) =4/ (07)], mene directement a la solution triviale = 0

En effet, comme nous le remarquons [32], les composantes V¥ vérifient 'équation de
KG et admettant les conditions de continuité par conséquence également les compo-
santes ©, mais les composantes ® satisferont au voisinage du point de marche zj et z,

les conditions suivantes :

o()- =y () o) - = By (), e
o(ef) = 2y (o) 0o - EE By ), g

Et sachant que V (z7) = V (2, ) et V (z;) # V () et cela implique directement la seule
solution triviale

Pour ce choix’équation DKP a (1 + 1) dimension est réduite a

v (z,1)=0. (1.14)

0 0
B0 — 4 g3 — —
ip (0t+zev)+zﬁ 5"

Choisissons pour ¥ (z, t) la forme suivante e~'%¢ (z), puis obtenons I'équation de la

valeur propre suivante :

[ﬁO(E—eV)+iﬁ3%—m ¢ (2)=0. (1.15)

O. Langueur 7 These de Doctorat
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1.2 Solution de 'équation de DKP de Spin 1

On décompose la fonction d’onde ¢ (z) T comme ( o A B C ) avec A, BetCdes

vecteurs de dimension (3 x 1) :
\I’T:( A A, Bs ),@Tz( B, B, As ),@Tz( G -Ci ) etCs, (1.16)
tel que A;, B; et C; , i = 1,2,3, sont, respectivement, les composantes des vecteurs A, B

et C. Il est alors facile de montrer que ces composantes vérifient les équations :

(E—eV)
= M e, (1.17)

md,

)
Oxg¥ =0,

ou I'opérateur différentiel scalaire Ok est définie par :

2

d 2 2
OKG:@JF[(E—eV) -m]. (1.18)

Le composant Cs disparait automatiquement (C3 =0).

1.3 Labarriere trapézoidale

La barriere trapézoidale est la superposition d'un potentiel rectangulaire et d'un
potentiel linéaire.
Elle est décrite mathématiquement par :

0, z<0
V()= v+2-"z 0s<z<a, telquevy>uv (1.19)
0, z>a

Nous pouvons le présenter graphiquement comme suit :

O. Langueur 8 These de Doctorat
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A
Vn \
m — miz)
AP S
! -
a Z

FIGURE 1.1 — Potentiel

ou a la largeur de la barriére. Nous introduisons le parameétre sans dimension

Vo— U1
n=——,0=n=<l (1.20)
Vo
Il est clair que, le cas n = 1 (v; = 0)correspond a un potentiel linéaire pur, alors que
lorsque 11 = 0 (v; = vp), on obtient une barriére rectangulaire pure de hauteur v, et de

largeur a : Nous écrivons
z
V(z)zvo(l—n—),OSZSa. (1.21)
a

L'équation de Klein Gordon pour une particule de masse m et d’énergie E associée a

ce probléme sécrit comme suit :

d>v 2
@, (E—ev0+nevoz) —m?|W(2) =0, (1.22)
dz? a
On fait le changement de variable suivant :
1 1
= \/f(z+ a(E—evo)) (Znevo)2 o i( a )2 _a(E—ew) (1.23)
nevy a Vi \2nevy nevo
On obtient : ) )
a-v 2 4
@) _; ( "evo) ¥ (0 (1.24)
dz? a dx?
I’équation (1.22) devient
d?V¥ (x) x*  im?a
—_—t | Y(x)=0 (1.25)
dx? 4 2nev
d®¥ (x) X2 1 1 imla
SRR - ¥ (x) =0. (1.26)
dx? 4 2 2 2nev
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Ce qui nous ameéne a I’équation suivante :

¥ () + x +-+p|[¥Y(x)=0 (1.27)
dx? 4 2P - '
tel que
1 N im?a (1.28)
P=73 2nevy '

Cette équation différentielle admet quatre solutions dépendantes de type parabolique
cylindrique .
Dy (x),Dp (=%),D—p-1 (ix),D_p—1 (—ix).

On a sélectionné deux solutions indépendantes linéairement :
Dp ()C) ) D—p—l (ZJC) .

Par conséquent, la solution générale pour une particule qui arrive par la gauche de la

barriére trapézoidale du potentiel est donnée par :

V1 (2) = [Hoe'™ + Hye %]V, z<0
Y(2)=4 ¥Y2(2) =[H2Dp(x)+H3D_p_1 (ix)]V, O<z<a , (1.29)
W3 (z) = [Hye'** |V, z>a

tel que (k* = E2 — m?) etV est un vecteur constant de dimension (3 x 1)

V| N, | N1, No, N3 sont les constantes liées aux trois directions de spin 1.

N3
En prenant la propriété de la fonction parabolique cylindrique suivante [45],[46] :

d df(x) [1
%Dp (f)=a T EXDP (f(x)) = Dp+1(f0) (1.30)
tel que
av¥ (@) :ad\y(x),eta:(i zne”")z. (1.31)
dz dx

Nous obtenons la solution de I’équation (1.15) sous la forme :

— Pourz<0:
y 1 1
M@= @ |= L\ He™+| L [He ™| eV (1.32)
k k
© ~m ™
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— Pour0<z<a:

1
Z
¥ E-ev 1—17—) )
Po(2)=| @ |= a’ |[H,Dp(x)+H3D_p_; (ix)]®V (1.33)
m
0 id
maz
1 1 W
Z V4
E—evo(l—n—) E—evo(l—n—)
al |H,D, (x)+ a’ |HsD_p_1 (ix)
.m m
I ax 1 ax
$2(2) = m 2 m 2 oV
0 0
+| O |HDp(x)+| 0 |HsD_,(ix)
—ia a
m m )
(1.34)
— Pourz>a:
)| g
p2=| @ |=| Hye'** o V. (1.35)
©® 13

Les coefficients Hy, Hy, H», H3, et Hy peuvent étre déterminées comme d’habitude en
utilisant la continuité de la solution et sa dérivée dans les limites du potentiel. Pour

cela, il convient d’introduire les fonctions F (x), F (x), G (x), G (x) définies par:

P =at22® ikD,, (x)
Pl = a2 ikDy, (x)
G = a0 ikD_, 1 (ix)
G = a2 00 ikD_, ; (ix)

dx

Les conditions de continuité de ¢ (z), et sa dérivée spatiale a z

(1.36)
(1.37)
(1.38)

(1.39)

=0 et z = a équiva-

lentes a celles de C et A;,Cy et Ay, ¢ et Bs déterminent les coefficients de diffusion

Hy, Hy, H», H3, en fonction de Hy. Les conditions de connexité menent au systeme :

Hy+ H, = HgDp (x0) + H3D_p_1 (ixp)
ik(Ho—Hp) = [HZDp (xo) + HBD—p—l (ix0)]

” , (1.40)
Hye'™ = HyDp (xq) + H3D_p_1 (iX4)
ikHye'® = [HyD, (xz) + H3D_ -1 (ixg)] @
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Nous avons dans ce systeme quatre équations avec cinq coefficients, alors on peut

calculer I'expression de Hj en fonction de Hy dans le but de trouver le coefficient de

transmission et I’expression de Hy en fonction de H; afin de trouver le coefficient de

réflexion :

_ FO0) G = F(xa) G(30) ikayy
F(x4) G(x4)— F(x4) G(x4)
_ PG - Fx) GO0 iay,
F(xa) G(xq) — F(x4) G(x4)
2ikG(x,) :
S ITRT TR T A
~ 2ikF (x4) Jika
F(x4) G (xg) = F (x4) G (x4)

(1.41)

0

H,

H,

Hs =

tel que

I 1 in

X0 =x(0) = (E - vp) (%) ed ,Xq=x(a) = xo+ (2anev)2 e 4 . (1.42)
0

En utilisant les relations [45],[46].
1
Dy (x) = U(_E — p,x)

Et

. (1 1)

in|—a+—

WU (a,x),U(-a,+ix)) =Fie \2 4

En utilisant le Wronskien, on trouve :

W (Dp (%), D—p-1 (ix)) = (=i)P*1,

A partir de maintenant, nous ne intéresserons plus qu’'a Hy, H; et H, en introduisant

les quantités auxiliaires :

Ry =Dy (x0) D-p-1 (iXa) = Dp (xa) D-p-1 (i X) (1.43)
Ry = D}y (x4) D—p—1 (ixo) — Dp (x0) D—p—1 (ix4) (1.44)
Iy = Dy (xg) D-p-1 (ix0) = Dp (x0) D—p-1 (iX4) (1.45)
Ir = Dy (xg) D-p-1 (iX0) = Dp (x0) D—p-1 (ix4) (1.46)
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En se basant sur cette notation, nous pouvons écrire ce qui suit :

F (x0) G (x4) — F (x4) G (x0) =
! h

a® | Dy (x0) D—p-1(ixa) — Dy (xa) D_p—1 (ix0) | +

R,

N

k? | Dy (x0) D—p-1 (iXa) = Dp (xa) D—p1 (ixo) | +

L
.

aik | Dp (xg) D-p-1(ix0) = Dy (x0) D—p-1 (ixa) | +

— IZ
-

aik Dp (xo) [)—p—l (ixa) - Dp (xa) D—p—l (ixo)

Ainsi
F(x0) G (x4) — F (x2) G (x0) = —a®Ro + kK*Ry + aik [, — Io)]
Et
F (xa) G (xa) — F (x4) G (xa) = 2aik D) (xa) D_p-1 (ixa) = Dp (x4) D—p—1 (ix4)]
=2aikW (D), (x4),D-p-1(ixg)) = 2ak (—i)?
avec

F(x4) G (xg) = F (x0) G (x4) =
} I

@’ | Dy (xa) D—p-1(ix0) = Dp (x0) D—p-1 (ixa) | =

_Rl
A

k? | Dy (x4) D—p-1 (ix0) = D (x0) D—p1 (ixa) | =

L

aik | Dp (xa) D-p-1(ix0) = Dp (x0) D—p-1 (ixa) | -

-b
-

aik [ Dp (x0) D-p-1 (ixq) = Dy (xa) D—p-1 (i x0)

Donc, on obtient :

F(x2) G (x0)— F(x0) G(xz) = a’Ry+ K*Ry — aik [, - I] . (1.47)
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On peut réécrire les coefficients de diffusion Hy, Hy, en fonction de Hy

2 2 :
- R2+k R1+(llk(ll—12) ik
Hy = e'™H, 1.48
0 2k (—i)P 4 (1.48)

- a’Ro+ k*Ry — aik (I, — Ip)
b 2ak (—i)P
Les coefficients Hy, H; et H; sont définies comme suit :

etkary, (1.49)

— Hj est le coefficient de ’'onde incidente de (—oo — 0),
— H, et H, sont respectivement les coefficients de I'onde réfléchie et de I'onde

transmise.

A ce niveau, il est facile de calculer les coefficients de réflexion et de transmission (res-

pectivement, R et T) le long de chaque direction

avec
P =gy (1.50)
Et
_ 2
v=y"|2(8°) —1] (1.51)
Avec
0 000
(5 = 0" 100
o 010
o 0 0 0
et
-1 00 0
o 10 o
Z(ﬁoyz—lzz _ y
o 01 o
o7 0 0o -1
tel que
'l/_/T:( _(p* A* B* _C*)
on obtient
P=h+]+]s,
ou

Ji=—(¥]01+¥,07) =—(A]Co+ A1 C5)
Jo=—(¥;02+¥,0;) = (A;C1 + A:Cy) (1.52)
J5 == (V305 +¥305) = — (Bj ¢ + Bsp”)

k k k
Jine=2— |Hol* N?, Jyer = -2— |HL* NZ, Jtran = 2— |Hy|* N7

En utilisant la relation de I'équation (1.48) et 'équation (1.49) les expressions de T et R

O. Langueur 14 These de Doctorat



CHAPITRE 1. RESOLUTION DE I’EQUATION DKP EN PRESENCE D’UN POTONTIEL
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peuvent étre écrits

_ |]ref| _ |H1|2 _ a2R2+k2R1—aik(Il—Ig) 2 (1.53)
Uinel  |Hpl> |—a?Ry+k?*Ry+aik(l) - 1) '
_Uiranl | Hyl* ‘ 2ak (—i)P 2 150
Jincl  |Hpl? |—a?Ro+k?Ry+aik(l; —I») '

1.4 Conditions de raccordement

Dans cette section, nous déterminons les bonnes conditions de raccordement pour

le potentiel admettant un saut au point spécifié zj et z;, on donne :

0 si z<0 v, Si z<a
v(z)= ) ,U(2) = ) (1.55)
Vo si z>0 0 siz>a

ET comme il a été mentionné précédemment, les conditions habituelles de continuité
conduisant directement a la solution triviale.

Pour trouver la condition adéquate, nous procédons de la maniére suivante.

Tout d’abord, nous partons de ¥ qui vérifie 'équation de KG équation (1.17). Ensuite,
nous devons lui imposer, ainsi que ses dérivés, la condition de continuité, de méme
pour O et ® qui devraient étre continues en z; et z,.

Nous écrivons :

¥ (25) =¥ (25) ¥ (25) =¥ (z;)
(1.56)
av (zy) _av (z5) avy (z,) _av (z7)
dz —  dz dz —  dz
En utilisant ces conditions, nous obtenons :
¥ (2g) L0 0 w(zg)
+ E—-evyg _
®(z5) [=| 0 = 0| @ (2z5) (1.57)
0(zy) o o 1]\6(z)
Et
vi)) (10 0\ (v
o(zt) [=| 0 —2— o || o(z) (1.58)
i E—-en; a
0(z;) o o 1]\ ©9(=a
Ce qui conduit a ce résultat :
i+ — 7i (-
T (25) =7 (%) 1.59)
J'(2) =T (24)
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E_
1°(55) = ——21° (5)
o Eooo- (1.60)
J (za):E_ev1] (Za)

C’est-a-dire que la densité de courant de charge reste toujours continue le long de I'axe
—1i, alors que la densité de charge a une discontinuité aux points du marche a z et z,
du potentiel, I'équation (1.59). Ce qui assure la conservation de la charge totale, alors
que le facteur multiplicatif présent dans ’équation (1.60), nous permet selon son signe

de déterminer s'il existe une création de paire (particule-antiparticule), ounon

Cette équation révele ensuite la présence de la création de paire et permet d’éluci-
der le paradoxe de Klein. Dans I’équation (1.60). il apparait, une inversion du signe in-
diquant alors la création de I'antiparticule de I’autre c6té du potentiel barriere. Comme
I’équation de DKP concerne les bosons, donc il n'est pas nécessaire d’'introduire la
masse de Dirac pour expliquer le paradoxe de Klein, et nous recourrons par consé-

quent au champ DKP chargé pour expliquer cet effet.

1.5 Solution de I'équation de DKP de spin 0

L'étude du cas du spin 0 est similaire a celle du spin 1. Nous allons déduire les solu-
tions relatives au spin 0 de I’étude précédente

En mettant:
6@"=(m n ns s ns) (161

L'équation du systeme (1.15) est ramenée au systéme suivant :

Oxcm =0
_(E-eV)

m

1 n3=0 (1.62)
N4=0
_iam

N5 = m d.

n2 m

Ce qui indique les résultats suivantes :

m — ¥,z — @, (n3,m4) — C3,m5 — O.

Ensuite, nous écrivons la solution de I'’équation (1.62) sous la forme

(E—eV)

( Al m en (1.63)
UK ——
md,
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tel que
Hoeikz+H1e_ikz, z2<0
m=y H.Dp(x)+H3D_p1(ix), 0<z<a (1.64)
Hyeikz z>a

— Lasolution pour z<0:

1 1
n E ik E ik
Pr1(2)=| n |= ;}C Hpe'"** + % Hye '™ (1.65)
UB - —
m m
— Pour O0<z=<a:
1
n E-evg (1—17E .
$p2(2)=| m2 |= @’ |(H2Dp (x) + HsD_p-1 (ix))  (1.66)
m
U i d
mdz
1 1 ’
E—evo(l—nf) E—evo(l—ni) _
¢2(2) = a’ |HDp(x)+ a- |Hs3D_p-1(ix)
.m m
i ax I ax
m 2 m 2
0 0
+| 0 [HDp(x)+| 0 [H3D_,(ix)
—ia o
m m ]
— Enfin, pourz>a:
1
" E ikz
P3(D=| 12 [= Ek Hye (1.67)
UE -
m

Les expressions des coefficients de réflexion et de transmission (respectivement, R et
T sont données par les équations (1.53) , (1.54).

Et les conditions aux limites appropriées sont également déduites dans ce cas comme

suit :
m () L0 0 ni(z)
+ _ E—evy _
n2(z5) (=] 0 —%— 0 [| m2(z) | (1.68)
15 (%) o o 1 |\ns(z)
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Et
m)) (10 0 mea)
+ — J—
Uz(zi) =10 o 0 nz(zf) : (1.69)
ns (25) o o 1 [\ns(z)

1.6 Résultats numériques et discussions

Nous proposons des solutions numériques de I’équation (1.54), alors nous obte-
nons les graphiques suivants : Figure 1.2, Figure 1.3, Figure 1.4, en variant uniquement

I'énergie E .

] a 10 12

FIGURE 1.2 — Le graphique illustre le comportement du coefficient de transmission (T)
pour différentes valeurs de 1énergie E aveca=1,Ey=evp=2,m=1,1=0.5

On observe un pic de transmission par effet tunnel a 80% , pour E > Ej le coefficient

de transmission admet plusieurs pics a 100% et dont la largeur différent.
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T

FIGURE 1.3 - Le graphique illustre le comportement du coefficient de transmission (T)
pour différentes valeurs de lénergie E aveca=1,Ey=evp=2,m=1,n=1

Pour une barriere dentaire on observe un pic de transmission par effet tunnel a
100% quand E = Ejy, pour E > Ej le coefficient de transmission admet plusieurs pics a

100% et dont la largeur reste quasiment identique.

T

1.0 i r 4

n.s

0.

0.4

0.

.

] g 10 12

FIGURE 1.4 — Le graphique illustre le comportement du coefficient de transmission (7)
pour différentes valeurs de 1énergie E aveca=1,Ey=evy=2,m=1,1=0.01

Pour une barriere rectangulaire on observe un pic de transmission par effet tunnel

a100% quand E = Ej, pour E > Ej le coefficient de transmission admet plusieurs pics a
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100% et dont la largeur reste quasiment identique mais il sont plus étroits par rapport

au cas précédent .
Remarque générale : On remarque que plus le facteur n décroit et plus le nombre d’os-

cillation et de résonnances augmente.
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CHAPITRE 2

RESOLUTION DE LEQUATION DKP EN PRESENCE D’UN
CHAMP ELECTROMAGNETIQUE
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2.1 Introduction

Linteraction d'une particule chargée avec un champ électromagnétique quanti-
fié présente un grand intérét. Par exemple,le comportement des électrons dans des
champs magnétiques homogenes a été largement utilisé pour obtenir des informa-
tions expérimentales sur les propriétés des porteurs de charge [47]. Leffet de la créa-
tion de particules par les champs électromagnétiques forts attire déja ’attention de-
puis longtemps. L'effet a une nature purement quantique et a d’abord été considéré
dans le contexte de la mécanique quantique relativiste, sachant que toutes les ques-
tions ne peuvent étre résolues que dans le cadre de la théorie des champs quantiques
(QFT) [48]. Dans ce chapitre, nous avons calculé les solutions de I'équation DKP avec
un spin 0 en termes de fonctions hypergéométriques pour un potentiel scalaire et vec-

toriel de type tangente hyperbolique.
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2.2 Solution de 'équation DKP de spin 0

Soit une particule sous 'effet de potentiels magnétiques A(y) et électrique Vo ().

Nous avons I'équation DKP suivante :
(if“Dy—m)¥ =0, ou D, =0, +ieA,. 2.1)

Dans ce cas, le vecteur potentiel A(y) et le potentiel V; (y), sont présentés dans la fi-

gure 2.1.

AV

—  Viy

— A

|
B
I T T T ‘ T T T ‘ T T

FIGURE 2.1 - Présentation de I'évolution du potentiel magnétique A (y) et du potentiel
électrique V4 () en fonction de y pour a quelconque.

Avec A(y) et Vo (y) sont définits comme suit
H E,
Aly) = —70 tanh(ay), Vo(y)= —;0 tanh (ay) (2.2)

Les matrices 8° et 8/ pour un spin 0 sont présentées au chapitre (I).

En se basant sur I’équation (2.1) nous obtenons:

(iB° (00 +ieVo (y)) —iB' (0x+ieA(y))—iB°dy—if°0,—m)¥ =0 2.3)
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tel que

W0 =¢(y)exp(—i (Bt +kex+k.2); 0T ()= ¢1 @2 @2 ¢u 05| @4

donc
(E—eVo(y)) 2+ (kx — eAx (y)) p3+ i0ypa + kzps — mepy = 0
(E-eVo(y))¢1—mepz2=0
- (kx —eAy (J’))(pl —meps3 =0
—i0y¢p1 —mpy =0
—kz;p1 —mps=0

aprés le découplage des équations, on trouve :
6%+ (- eV (1) (ke eA (1)~ K2~ m?] 1 (3) =0 2.5

I’expression de la fonction d’onde est définie comme suit :

1
[ ¢ | E-eV(y)
m
(/)2 kx —eA (J/)
P)=| ¢3 |=| ———= | & (y)- (2.6)
04 _idy
| ¢s5 | ]TCZ
m
On introduit la notation suivante :
H, E,
S=e—2 et n= e 2.7
a a

I'équation (2.5) devient :
[6?, + (E+ntanh (ay))® - (ke + & tanh (ay))* - k2 - mz] ¢1(y)=0 (2.8)

[6?, + E* — k% — k2 — m* + 2 (En - 6k,) tanh (ay) + (n* - 6%) tanh? (ay)] $1(y)=0 (2.9

on sait que
tanh® (ay) = 1-sech?(ay)

on aura

05+ E° - ki — ki —m® +n° - 6° - 2(6k, — En) tanh (ay) + (6% —1*) sech’ (ay)] ¢1(y)=0
(2.10)
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Effectué la transformation suivante :

K+ k2 +mP—E*—n*+6° 6% —n? 2(6kx—nE)

A VY = ,eto =
Y a? a?

> (2.11)

on obtient
05— Aa® - oa’ tanh (ay) +ya® sech® (ay)] $1(y)=0 (2.12)

Rosen et Morse [49] convertissent cette équation (2.12) selon une équation différen-

tielle hypergéométrique par la transformation et le changement de variables suivants :

¢1(y) = " cosh™ (ay) F(y) , z=  (1+tanh(ay)), (2.13)

DN |

avec

0<z<l.

alors I’équation (2.12) peut étre formulée comme suit :
zZ1-2)F'+[u+v+1-2(v+Dz|F'+[y-v(v+1)]|F=0. (2.14)

Considérons les conditions aux limites (z — 0 et z — 1), F(z) doit étre finie.

La solution générale de 'équation (2.14) réguliére a |'origine (y — —coouz —0) :

F(z2)=C,F; 2

v+1 ( +1)z v+1+( +1)7 +v+1 (2.15)
- —| v+3 - ;2 .
2 Y 4 Y 4 #

ol C est une constante réelle.

2.2.1 Casdes états liés

La fonction hypergéométrique diverge comme : exp (2 (v — ) y) [49] quand z s’ap-

proche de un (z — 1), les constantes p, v prennent les valeurs positives des racines :

1 1 1 1 1 1
p=-3 |+t - (/1—0)2] =3 [(/1+a)z + (/1—0)2] . (2.16)
Spectre d’énergie :
Nous introduisons la notation .
1)2
9={r+;)% (2.17)

Cette fonction hypergéométrique doit étre finie si et seulement si :

1 1\5 1
v+z—(}/+z—1)2:—n:>v:19—5—n. (2.18)
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Dans ce cas, la fonction est un polynéme de Jacobi.

L'autre constante y définie par :

-0

= 2.19
29-2n-1 ( )

U

Le nombre n doit étre un entier naturel.
Le spectre d’énergie peut étre calculé a I'aide des équations (2.7), (2.11), (2.17), (2.18)
et (2.19).

1 2 o 2
En=+\[k2+ K2+ m?—n?+6% - a? (19———n) +(—)] 2.20
" V e 1 2 20-2n-1 (2:20)
L'énergie est réelle, donc il faut que
Hy-E; 1 at
0~ %o
Y+_20392 d4 _——3E()S Hg'f'@
Il suffit de choisir
Hy = Ej.

La forme finale de 'expression de la fonction d’onde est donnée par :

¢1(y) = Cel™ cosh™ (ay) 2.21)
1 1
L2 L L)
Flv+s (y+4 ,v+2+(y+4) ,u+v+1,2(1+tanh(ay))
1
[ ¢ ] E-eVy(y)
2 m
ky—eA(y)
o= s |=| ——— | 6100 (2.22)
b4 _@
| &5 | ]’;’Z
m

2.2.2 Casde ladiffusion

Le comportement asymptotique de la fonction d’onde :
quand y — +oo, les solutions oscillent si v et u sont des imaginaires purs,
donc il faut que :
A+0<0,1-0<0 (2.23)

1 1
:§(A+a)%:iq, 5(it—a)%:ip (2.24)
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Nous pouvons écrire

2
E+n)"—k%—m?2— (kx+0)?
g=s(-A-0)t= ViE+) - (2.25)
2 2a
1 1 \/(E—n)z—(kx—&z—k%—mz
p= E (0' — /1)2 = 2a (226)
alors
p=-i(g-p)v=i(p+q), (2.27)
1) = e cost 09 (ay) () 228

Les deux solutions de I'équation différentielle hypergéométrique (2.14) sont linéaire-
ment indépendante au voisinage des points singuliers (0, 1) ces solutions sont données
par:

Quand (y — —coouz—0):
{ClF(i(q+p)+%—0,i(q+p)+%+1‘);2ip+l;z) +

{Z_ZipCZF

1 1
i(q—p)—l—E—ﬁ,i(q—p)+5+ﬁ;l—2ip;2) (2.29)

tel que C) et C, sont des constantes réelles.

Lorsque (y — +ooou z — 1)

{C [ AF(i(g+p)+1-90,i(q+p)+3+0;2ig+1;1-2)+

. +
(1-2)219AF(i(p—q)+3+9,i(p—q)+3-91-2iq;1-2)

Az 8PE(i(qg-p)+3+0,i(q-p)+1-02ig+1;1-2)+

C : o
Y| z2P -2 2 A F(L—i(q+p)- 0,1 —i(q+p)+6;1-2ig;1-2)

|

(2.30)
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tel que
_ I'(2ip+1)T(-2iq)
M@ i oG i(p-a)-9) .
~ I'(2ip+1)T(2iq)
BTG )T Gl a) ) 0
o I'(1-2ip)T(-2iq)
TR (e~ T - i(p+a)-9) .

: T(1-2ip)T(2
iz, - (1-2ip)T (2iq) 2.34)

I(3-i(p-q)+9T(5-i(p-q)-9)

En utilisant les limites suivantes, avec @ une constante réelle :

lim F(b,c;d;2) =1, hmz = 0; hmz =1, lim (2)% = 299, lim (1- 2)% = e20ay
(2.35)
. a -a *raay
ylirgmtanh(ay) l’yLHE_LIOOCOSh (ay)=2"% (2.36)

Le comportement asymptotique de ¢, (y) lorsque y tend vers I'infini négatif (y — —oo

ouz—0)est:

¢ (y) =2/P*9)

Et quand y tend vers +oo: (y — +ooou z — 1) est:

C, 2Py +c2e‘2i’”“y] (2.37)

o (y) — 2i(P+67) e—ZiQaY{Cl [Al + e4iqa}’A2] +Cy [All + e4i67aJ’A,2]} — (2.38)

1 (y) =2 P D[ Crar+ CoAy | €729 4 €L + Co | €990 (2.39)

Nous savons que quand (y — +00) aucune onde n’est réfléchie, alors :

!

C1A; + Co A, 0:&+A——0 (2.40)
141+ 024, = A" .
On pose
ky=2ap= \/ E+1)° = (ky+6)? — k2 — m? (2.41)
ko =2aq = \/ )2 = (kx = 6)% — k2 — m? (2.42)

La solution générale de la fonction d’onde est :

Quand y — —o0
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. Ey . Hy
ontrouve | lim o (¥) o Jim (v) ”
- 1 ' ' 1
(O] ak — eEy aFE — eE,
am
2 2i(p+q) _aky—eHy ity _aky—eHy ik
‘P(J’) =| ¢3 | = \/% \ ; am Cie + L am Coe >
b4 _1 _o
| ¢5 | m ke m_&
" " (2.43)
quand y — +oo
. _ Eyp . _ Hy
on trouve yEerVo (y) = _E’yl—l»IPmA (y) = —7)
) . 1
¢ aE + eEy
P2 | Sipra) | akiteH, L
p(y)=| ¢s | = V2k; ~ am C1Az +CoAy| €2 . (2.44)
2k k
(O X2
| 5 | m k,
m

Les coéfficients sont déterminés par l'utilisation de la condition de nor-

1 1
et
v 2k v/ 2ko

malisation, qui explique la conservation du courant de la particule de Klein Gordon.

2.3 Détermination des coefficients de réflexion et de trans-

mission

En utilisant la définition de la densité de courant, on obtient :
7 =yply (2.45)

Ceci implique que

J' == (pipr+ Pl ba) (2.46)
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Et on obtient :

A
Jins=— |Cil (2.47)
. 1 9
Jref==—2 |Ca (2.48)
. 1 12
Jiran=— ‘ClAl + G A (2.49)

En utilisant la relation dans I'’équation (2.40), nous trouvons que :

_ |jref| _ |CoI? _ | A7

= = = (2.50)
|jins| |C1|2 |A’1|2
! 2 ! ! 2
- Liran| _ [Cra1+ G )| i |4} 4> - a4, -
| ins] 12 A, '
On obtient
L Ir@ip )PP G-i(p+a)+ )L G-i(p+a)-O)f
LG+i(p-a)+O) TG +i(p-a)-9) | (1-2ip)*
! 2 , 2
T:‘AIAZ‘AIAZ‘ :(1_|F(%‘l(P”I)+‘9)|2|r(%‘l(l9+6])—’9)|
A LG +ilp-a)+O) [PG+i(p-a)-9)°
En utilisant les propriétés de la fonction gamma (I') [50] :
272 (g2 + 2
(1 as iy) 2T (1 - ax iy)f =2t HY)
cosh2my—cos2ma (2.52)
TA+il = —2 et (g =&
sinhmz

On aura

L IT(1-(0-1)-i(a+p))|
(2-0-i(a+p))

=>R=
N, 2 [P(1-(0-3)+i(a=p)-9)]
+(9-Y+i(a-B)+0
L1+ (0-3) +i(a~p)+9)] (3-0+i(a-p))*

_ cosh27 (p - q) - cos2 (9

= R

~ cosh27 (p + g) — cos27 (9
T'=1-R
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Les expressions de R et T peuvent étre écrites comme suit :

h2 —-q)+ 21 (9
_ cos 7 (p—q)+cos2n (9) 2.53)

~ cosh27w (p+q)+cos2m (9)

_cosh2z(p+q)-cosh2r (p-q) 250

cosh2n (p+ q) + cos2n9

La conservation de la probabilité exige que R+ T = 1 soit satisfaite.

2.4 Résultats numériques

Nous obtenons les graphiques suivants (Figure 2.2), représentant les coefficients de

réflexion et de transmission lors de la variation de I'énergie E .

TR

10+

0.8
0.6

0.4

02

FIGURE 2.2 — Le graphique illustre le comportement des coefficients de transmission
(T) et de réflexion (R) en fonction de 'énergie E pour Eg =1, Hy=4,m=1,a=>5,k, =
ky,=0.5

y

Dansla figure (2.2), nous avons présenté le comportement des coefficients de trans-
mission T et de réflexion R avec différentes valeurs de E. Sur cette figure, la résonance
de transmission est clairement visible pour différentes valeurs de I'énergie. Notons que
lorsque E < Ey, le coefficient de transmission est égal a un, quand E s’approche Ej, le
coefficient de réflexion atteint son maximum 1, et lorsque E devient supérieur a Ey, la

réflexion devient nulle.

Marche du potentiel (a — oco) le potentiel est comme une marche quand (a — oco)

O. Langueur 30 These de Doctorat




CHAPITRE 2. RESOLUTION DE I’EQUATION DKP EN PRESENCE D’UN CHAMP
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{ﬂ T 'L,'
: ¥ [¥)
iy — Aly]
0.1
1 1 E 1 1 -
-4 -2 1 2 4 .F
-0.1f
-0z
-0.3 |

FIGURE 2.3 - Présentation de I'évolution du potentiel magnétique A (y) et du potentiel

électrique Vy (y) en fonction de y quand a — oo

. | o
a@my—O:ﬁ_E, alillmq—a@lmp—o. (2.55)
Le développement de la fonction cosh x au voisinage de x = 0 est :
00 x2n 2
coshx = =14+ —+....... +o(x 2.56
; 2 5 (x) (2.56)
Nous obtenons
ki—k; |2
1+(n 1= 2) 1 (k- k)2
= 5 = (2.57)
1+(7Tk1_;k2) -1 k1+k2
( k1 +k2)2 ( ki — k2)2
/2 —(r———
a a 4k ko
) ki + Kz |2 " (ke + kp)? (2:59
1+ (n—l 2) -1 P
a
qui est le méme résultat mentionné dans les références [24, 32].
Discussion :
avec k; est un réel positif.
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Ona:

(E+1)° = (ky+6)?—K2—m*>0=> E>—n+ \/(kx+5)2+k§+m2. (2.59)

Nous avons aussi que :

ko =\ (E—n)? = (ke —6)2 — k2 — m2. (2.60)
Donc il y a deux possibilités :

— Si

(E=0)°> (ky=8)?+ K2+ m? = |[E-n| > \/(kx—6)2+k§+m2 (2.61)

:>E>n+\/(kx—5)2+k§+m2 (2.62)
Dans ce cas k; est un réel positif, 'onde est transmise :
R+T=1 (2.63)

Ou bien

E<n—\/(kx—5)2+k§+m2 (2.64)

Dans ce cas k; est un réel négatif avec kp = —k, c’est la zone du paradoxe Klein .

4l k
T=_""1"2 .p_

(k1 — k2)*

= ) s R—T = (2.65)

— Danslecasou:

(E=n)° < (ko= 0)+ k2 4 m? = |[E—n] <\ (ky =0 + K2+ mi?

alors

n—\/(kx—6)2—k§—m2<E<n+\/(kx—5)2+k§+m2 (2.66)

ko est un imaginaire pur, pas de transmission , I'onde est évanescente.

T=0,R=1. (2.67)

Potentiels linéaires (a — 0)

Notre potentiels devient comme suit
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=
<

Violy)

Aly)

10

=10

FIGURE 2.4 - Présentation de I'évolution du potentiel potentiel magnétiqueA (y) et du
potentiel électrique V; (y) en fonction de y quand a — 0

Posons
E=FE:-H}
alors ,
e’E
Y=- a’
On sait que
9= L (2.68)
=\'2 .
e %]
lim cos2z9 ~ lim ~e
a—s0 a—0 2
(2.69)

ey 1m?+kZ\ eEy ki+m?
2a? 2 (ego)z 2a>  4eE,

O. Langueur 33 These de Doctorat




CHAPITRE 2. RESOLUTION DE L'EQUATION DKP EN PRESENCE D’'UN CHAMP
ELECTROMAGNETIQUE

1 Ep\? Hp)?
limg~— (E+e—0) —(kx+e—0) —m2—k2=
2a a a

a—0

5 > (2.70)
1 E H,
— (e—o —(e—o) -m?—-kZ=limp
2a a a a—0
(eEo k2 +m? )
JT _2— ”
cosh2n(p+q)~e & 2¢ebo (2.71)
cosh27 (p - gq) =cosh(0) = 1 (2.72)
eEy k2+m? eFy k2+m?
27 — - ~ 21 — - —
e a 2¢eE 1 e a 2eEy,
lim T= y > 5 — ~ ” 5 3 > (2.73)
a—>~0 eEy ki+m ek eEy ki+m ek
@2 20k N2 | V@ 2ek N\
e 0 J+e e 0 J+e
, k2 + m?
eEO kg + m2 -7 z —
ZJI?—H E e ek
a—0=e €L »1|=>T~ 5 5 (2.74)
k;+m
2
ebo 41
eE ,
Zn(—zo) eBy ki+m?
e \¥ )4 My
lim R= : > —;la—0=e¢ ¢ ¢Eo »1[ (2.75)
a—0 eEy k;+m ek
"2 T 2ek a2
e 0 J+e
(QE())
a2
e +1 1
>R~ , ; ————— (2.76)
eEy kz +m eky ICZ +m
T —5 - ~ 21 > -7 ~
e a 2eE te a e eEy 4+

En remarque toujours que
R+T=1

Marche de Sauter

En cas d’absence de champs magnétiques (Hy = 0) il correspond a un potentiel linéaire

dG a un champ électrique constant E [51]:

Ey=E,
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k2 + m?
-7

1T~
k2 + m?

-7
e efo 11

1
k2 + m?

s R~

-7
e efo 11

Création de paires :
Si on met I’équation (2.8) sous la forme
8%+ £ ()] 1 (1) =0

le comportement asymptotique quand y — +oo:

y

¢ (y) = f;()exp iiff_ () dz| telque f-(y) Zyﬂ{f_loof(J/) =k
21y 0
) y
(P:_r ()= ﬁexp iiff+ (z)dz| telque fi(y) =y1if§wf(Y) = ko
21+ ly 0
donc
etkiy
(pli (y) - \/m
N etky
¢y (y) =

On peut lier les quatre solutions comme suit :

Gro= APT +BOT , b =B PF+ ATy @.77)
$F = AP —Bp,_ ,  ¢7=-B P+ AP, (2.78)

tel que a, B deux coefficients complexes vérifiant la condition :
|A” = 1BI* =1

Pour obtenir les probabilités de création de paires et les densités de nombre de parti-

cules crées, il est nécessaire de déterminer les états de Nikishov «in» et «out»[52, 53]

+ - - _ B + ot o=
¢1in_¢l’ lin_ﬁgbr’ ¢10ut_¢1» ¢1out_¢1+
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D’aprés I'équation (2.78), on peut lier les états 'in’et "out’ comme suit :

ijin = T(l)rout + w(pl_out (2-79)
(pbl_in = w*(rb:-out + T*(pl_out (2.80)

avec

T=——,w=— ¢t |T|°—|w|“=1
B B

L'équation (2.43) implique que :
@1 =2/ P+ [Crp,, + Cogp, | (2.81)

Par la comparaison entre I’équation (2.43) et 'équation (2.78), on obtient :

O :(PT,A* :2i(p+q)cl’_B:2i(l’+4)CZ. (2.82)
On sait que
. 2 . 2 C Al
21(P+61)C1) _ 21(19"'67)(;‘2‘ =1 et _1:__1 (283)
G Ay
12
=G| 1-|=2] [=1 (2.84)
1
Al
AP 4
IC Iz=%et Coff = ————— (2.85)
|A1|2_|A1| |A1|2_|A1|

D’apres les équations (2.82) et (2.85), nous pouvons extraire les relations :

A 2
IAIZ:L,2 (2.86)
|A11> = | A
et
;12
4]
|BI* = — (2.87)
| A1l =AY

En utilisant les solutions de fréquence positives et négatives, nous pouvons introduire
les opérateurs de création et d’annihilation de I'’état in et out du champ scalaire

comme suit [52, 53] :

Qour =TAin—w" b}
1 w* (2.88)

bour = — Qint _*bfr
T T

Calculons la probabilité de création de paires de particules du vide. La probabilité est
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définie par le produit de I'état initial qui est le vide et de I'état final [52, 53].

2

w |2 1
Pere = 100utlGoutbout| 0in)| = 1 ==
T A
9 12 1|2
S U | O O (2.89)
= == - =]-— = —— .
| Ay 2 | A2 R R

cosh2r (p + q) - cosh2z (p—q)

= Pcre =

cosh2n (p — q) + cos2nd

L'expression des densités de nombre de particules créées N est écrite sous la forme :

2

1
N= |<0in |agutaout|0in>| = |(U|2 = ‘E

2 '|?
A2 |4y
N:—’ > =R-1=-
|43
cosh27 (p + q) — cosh2x (p — q)
>N=-

cosh27 (p + gq) + cos 279
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CHAPITRE 3

EQUATION DKP POUR UN POTENTIEL DEPENDANT DE

LENERGIE
Sommaire
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2.2 Solution de'équation DKPdespin0 ................... 22
2.2.1 Casdesétatsliés . ... .. ... . ... .. ... ... ... 24
2.2.2 Casdeladiffusion ........... .. .. .. .. ... .. ... 25

2.3 Détermination des coefficients de réflexion et de transmission . . . . 28

2.4 Résultatsnumeériques . ... .. ... .co v vt teeeeenesenns 30

3.1 Introduction:

Pendant longtemps, les travaux sur les systémes a potentiels dépendant de I'éner-
gie [54] ont suscité un intérét considérable en raison de leurs applications variées dans
plusieurs domaines et leurs analyses ne cessent de se développer. Nous citons quelques
exemples, I'effet de dynamo dans les modeles magnéto hydrodynamiques [55], dans
les puits quantiques et les semi-conducteurs [56], y compris la théorie de la diffusion
élastique et inélastique en physique atomique, nucléaire et des particules [57, 58] et la
description du systéme de quarks lourds [40, 59]...etc. Il convient de noter que les sys-
temes avec des potentiels dépendant de I'énergie, apportes quelques modifications a
la structure mathématique en tant que produit scalaire et a la relation de complétude,
qui sont nécessaires pour assurer la conservation de la norme et satisfaire les exigences
de la mécanique quantique, analysées clairement dans [40, 60].

Dans ce travail, nous étendons cette idée a une autre équation relativiste, a savoir
I’équation (DKP).
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A notre connaissance, cette équation n’'a jamais été traitée avec un potentiel dépen-
dant de I’énergie, de maniere analytique, et son absence est pratiquement perceptible
dans le contexte de problémes liés aux potentiels dépendant de I'énergie. Nous tente-
rons d’étudier I'’équation DKP pour des potentiels dépendants de I'énergie combinés
a des vecteurs et scalaires dans les dimensions (1 + 1) de I'’espace-temps d’'une part, et
de l'autre pour voir I'effet de cette dépendance énergétique sur les conditions de nor-

malisation et sur I'’équation de continuité pour ce systeme en question.

3.2 Condition d’orthogonalité et de normalisation

L'équation DKP a (1 + 1) dimension pour les bosons scalaire, et vectoriel se dépla-

cant dans un champ électrique constant et un potentiel scalaire est la suivante :
(ip*Dy—m)V¥ (x,1) =0 3.1)

Ou bien
[8° (100 — eV (x,i0¢)) + iy — (m+ S (x,100)) | =0 (3.2)

Ot les matrices 8° et B! vérifient 'algébre DKP
prBY B + p B = g B + g% B, (3.3)

et les potentiels V (x,i0y) et S(x,i0y) sont des fonctions qui dépendent de x et de

I'énergie i0y. Léquation DKP conjuguée s’écrit sous la forme :

—i(0g—ieoV (x,i00)* )W B —i0 W B —(m+S(x,i0p)* ¥ =0  (3.4)

tel que :
Bl =—pl et =p".

Si nous développons v sur la base {®g, }
w:ZaEndDEne_iE"t, (3.5)
n
On défini le spineur adjoint par :

Wx,t)=¥"(x,0n°. (3.6)
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On obtient

[B° (En—eV (x,Ep)) +iB'0y— (m+S(x,Ey))| @, =0 (3.7)
{[(Em—eV (x,Ep) @, B°] — i (0:Pp,,) B' — (m+S(x,, Ep) Pp, } =0 (3.8)

En multipliant I'équation (3.7) par ®,, et ’équation (3.8) par ®,, on obtient :

E @, B°®g, —eoV (x,Ey) P, Pp, +iDp, 10, Pp, — mPp, ®p, =0  (3.9)
Emd)Emﬁoq)En - eOV(x, Em) (i)Em,BOq)En - iaxd_DEm,BldDEn - mq_)qu)En =0 (310)

Apreés la soustraction et I'intégration sur x, on obtient la relation d’orthogonalité entre
deux états net m:

fdxé)Em {ﬁo _ IBO V(x, E}’l) - V(x, Em) _ S(x! En) - S(x) Em)

e dp =0 3.11
Ey—Enm En—En }E wm - SAD

Dans la limite n — m, I’équation ci-dessus devient :

fdx(i)E{ﬁo—%n}E:En@E:l (3.12)

tel que
0edV(x,E) B 0S (x,E)

OE OE

Par conséquent, la présence du facteur supplémentaire { B0 - ¢nn} modifié le produit

Pun=p (3.13)

scalaire (la norme). Dans le cas ou le potentiel ne dépend pas de I'énergie ¢,,, =0, on

retrouve la condition de normalisation habituelle

fdxé)EﬁO(DE =1

3.3 Equation de continuité

En multipliant la premiére équation (3.2) par ¥*n° et la deuxiéme équation (3.4)

par n°¥

w0 (18200 — e’ (V (x,i00) W) +if'0,¥ — m¥ — S (x,,id0) V]
[—z’ (80— ieV (x,i00)*) ¥ B0 — i W+ B — (m+ S (x,100))* ¥ | n°W

03.14)
(3.15)
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On obtient

HY) R _
i‘PﬁOE—e‘{’ﬁOV(x,iao)‘P+i‘Pﬁlax‘P—m‘I’+17°\I’—1;'/S(x,,i00)‘P:0 (3.16)

—i (80P n°) B°W —e(V (x,i00)* ¥*1°) 0¥ — i (0,¥*1°) B1Y - m\I’+170\I’(3 -
~[S(x,,i00)* ¥*n°] ¥ =0 '

tel que
n°B/ +B'n’=0etn’p’ = g°n°

qui devient

iPBYoY —ePBV (x,i00) ¥ +iVB O Y — mPY-S(x,,id) ¥ =0 (3.18)
—i(00W) B°F —e(V (x,i00)* V) B°F — i (0,F) B'¥ — mP P -
et

- 3.19
[S(x,,i00)" P]¥ =0 G19

En faisant la différence entre les deux équations (3.18) et (3.19), on obtient

ovplY 1 . - )
—Ze[PBV (x,i00) ¥ — (V (x,id9)* P) W] + 0, VB ¥ -
ar i [¥p 0¥~ 0" V)] + 0.V f (3.20)

1, -
Z [PS(x,,i00) ¥ —[S(x,,i00)* V]| ¥]=0

Nous avons la dérivée de I'’équation de continuité :
0! =0, 9By =0 3.21)
Donc, on aura
0, J =0, py (3.22)
_ e ) ca ko
Gop = 00y By — = {WB"V (x, i00)y = [V (x,100)" 9] Bw} =
1. ) . (3.23)
; {ws (xn la()) w - [S (xn la())* W] W}

Notons la présence d'un deuxiéme terme qui n’est pas nul, en utilisant la relation .

t
f(x, 0= %ff(x, s)ds (3.24)
0

t
p=V(x,0B°¥(x,1)— %ef [PBOV (x,i0) ¥ — (V (x,i0,)* ¥) O] ds
t (3.25)
—%f[\i’S(x,,ias)‘P— [S(x,,i09)" ¥] W] ds

et comme
pn° =n°p° = p° (3.26)
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on obtient

t
p=Y*(x1p(x,1)- %ef [W*BOV (x,i05) ¥ — (V (x,i05)* ¥*) BOF] ds—

17t (3.27)
S| SPTS(x,,i0) Y- [S(x,,i0:)" W] ¥ |ds
[/
soit la base {®g, (x)} tel que
Y=Y ap,®p,e ' Ent (3.28)
n
donc
p=2Y ar,ag, @pyf Pr,e! I
1 t
—7e f (ZZaEnaE D, € En S (V (x, ) = V (x, Em)))
1 t
5 f (ZZaEnaE p Pr, e E"”(S(x,En)—S(x,Em)))ds (3.29)
l n m

=>p= ZZa (Ep)a* (Ep) (DEm (x)

t
x | pPe!Em=Ent _ % {B% [V (x,Ep) = V (%, Em)] + [S(x, E) — S (x, Ep)1} [ (e!Em=En)s) ds] D, (%)

(3.30)
Remarquons que :
1 L i (Em=En)t
7‘[ {(Em E”)S dS—ﬁ+cte (331)
0 n m
donc
p=2Ya(Ey) a” (Em)Of,, (x) P, (x) e!Em=En)t
(3.32)

+cte

X

,6 (,60 (V(x Ep) - V(x;Em)) S(x,En) = S(x, Em)

la constante cte indépendante du temps peut étre omise puisqu’elle ne contribue pas

aI’équation de continuite, donc :

Y'Y a(Ep) a* (Ep) 5, () & EnED?
n m

[’30_ (eﬁo(V(x,En)—V(x,Em)) N S(x,En)—S(x,Em))
En_Em En—Em

®g, (x). (3.33)
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Pour simplifier la forme de p, nous mettons cette forme séparée, ou le potentiel est

séparable et dépend linéairement de E, c’est-a-dire

V(x,i09) = U (x) + V (x) i0y, (3.34)
S(x,, 160) = S() (x)+ Sl (x) i00, (3.35)

Apres un calcul direct, et en prenant la limite n — m, léquation (3.33), 'expression de

la densité p peut étre réécrite de la maniere suivante :

p =L w-eV(x)]—-Si(x)Ty. (3.36)

3.4 Equation DKP dans un champ électrique constant et

un potentiel scalaire

Dans cette section, nous illustrons 'effet du potentiels dépendant de I'énergie sur
les valeurs propres de I’énergie et les fonctions propres d'une particule DKP dans un
champ électrique constant et un potentiel scalaire. Le champ électrique et le potentiel

scalaire sont choisissent linéaires .
V(x)=WVAgx; S(X)=SyAgx, (3.37)

ou Vj et Sp sont deux constantes, on suppose que |So| > |Vy| pour éviter les valeurs
propres complexes, et Ag = (1+6E)7. Dans I'espace temps de dimension (1 + 1), nous

choisissons la représentation des matrices 8/ de DKP comme suit :

0 I 0171 0
=l o Bl=[i o o] (3.38)
—i 000

Par conséquent, I’équation DKP en présence d'un potentiel vecteur plus un potentiel

scalaire dépendant de |'énergie s’écrit :

0 10 0 0
S R |

La solution stationnaire de I'équation (3.39) a la forme v (x, t) = ¢ (x) e *E% et ¢ (x) est

un vecteur de dimension (3 x 1) qui s’ écrit

oT=(¢1 ¢ ¢3 ). (3.40)
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En insérant la fonction d’onde ¢ et les matrices 8° et !, on obtient le systéme d’équa-

tions suivant :

i(E=V(x,E)p3— L py— (m+S(x,E))p1 =0
L +(m+Sx,E)r=0 : (3.41)
I(E-V(x,E)p1+(m+S(x,E))p3=0

En découplant le systeme, on aura :

1
1 0
¢= m+S(x,E)ox |1 (3.42)
(E-eyV (x,E))
m+S(x,E)
tel que
" SoAg / 2 2 _
¢ (x) - mcpl(x) + [(E=VoAEx)" — (SoApx+ m)~| p1(x) =0 (3.43)
on peut réécrire :
i
" SoAg , _((SOAE)2 - (VOAE)Z)JCZ—
P1(X)————h1 () + _q2 ¢1(x)=0 (3.44)
SoApx + n 4
0 Ex m ~ e ~ ———
2(SoApm + VoAgE)x + E*> — m?
alors ) )
SoAg ( 77) ( Ul ) 2
V(x) = ————¢) (x) - +=| —|—=| +9 =0 3.45
¢y (x) SoApx m(bl(x) Hlx " /E ¢1(x) (3.45)
En introduisant ’ansatz suivant :
P (x) = el TG (x) (3.46)

ol f(x) est une fonction arbitraire. alors, I’équation de ® (x) devient :

d? 1 d f
2T |
(SO o ( 5 AE+x) D=0, (3.47)
n n 2
f’+f2—p(x+— +—-9
poow
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Nous choisissons f(x) pour annuler le terme (x + g), et cela implique

1 n
(x)=- 2(x+—).
f v y

on obtient

_Sode L[, ( ﬂ))] /
SoApx+m 2( \/ﬁx+u )
2 2
el e 2
SoAr [ Q)
SOAEx+m( \z/ﬁ(x+u

CD"(x)—[

+
—9?% —

alors

SoAg +2 (x+ )
SoAgx+m VB U

n 5 , SoAE\Z/ﬁ(ﬁ-l-x
—\2/ﬁ+(—) —-9° + ®(x)=0
Y

SoApx+m

q)/l(x) [ (I)/(x)+

SoAg ( Tl)
—_|_2 2 + —
SoAgx+m VE|X u
SoAp—= + YE(SoApx + m—m)

v

= @ (x) - D' (x)+

2
n 2
—\Z/ﬁ+(—) -9°+ D(x) =
T

SoApx+m

Sods +2 (x+
SoAgx+m Ve

7
SoAg—+ YU(SoApx + m) — Yum

= @' (x) — D' (x)+

2
—\2/l7+(2i\/ﬁ) — 9+ D(x) =

SoApx+m

= " (x) -

+2\/_(x+ ,u)] @' (x)+

SOA xX+m
SoAp—=—Yum

2 2
—w*(zim) o — (%) =

SoApx+m

on change la variable x par y, en définissant :

4

Y S AR

2
\Z/ﬁ) O(x) =0

H (SoApx+ m) tel que @"(x) = Yud" (y) et ®'(x) = Vud'(y)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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alors I'équation. ((3.53) s’expriméra par

SoA
w@l/(y)_[ 0/1E

SoAEgn /
SopApx+ —— || ¥ud +
SoApx+m soAE(" I )‘/ﬁ )
N VHEm
. ) SOAE\/_ _%_ SOAE (3_55)
(—) - 9%+ D(y) =0
YL (SoApx +m)
on obtient

SoAEg W ( SOAET])
" (y) - +2 SoApx+m—m+—— D' (y)+
VHE®T) [{*/ﬁ'(SOAEx+ m) " “SpAp \OCEET T VEP)
n_ vem
SoAp|——
) oo pi SoAg (3.56)
ey YHe(y) =0
pz VHE o VE(SoApx+m)
— 4
— o+ | oy Lo VB g+
pi  SoAg
S Vi 3.57
n 0 N pi  SoAg o) 3-57)
e »=0
2 VH 2y
C’est une équation différentielle de forme Biconfluent de Heun [61, 62]
d? +1 d S+Ba+1
(—+ 4 oy- ﬁ]—+ (y-a-2)- 2P+l }@:0 (3.58)
dy? y dy 2y

qui est exactement I'équation différentielle Biconfluent de Heun HeunB (a, $,7,6,y)
(61, 62], dont les parametres a, 8, y et 6 sont donnés par

n m )
a=-2; oui |~ —
2'6 H (/J SoAE

(n . (3.59)
:y_i(——f)z); 5=0
Y p

L'équation différentielle ci-dessus (3.58) a une singularité réguliére a y = 0 et une sin-

gularité irréguliere a I'infini de quatriéme type, sa solution peut étre exprimée comme
suit (voir 'annexe)

®=CyHeunB(a,B,y,6,y) + Coy “HeunB (-a, B,7,6,) (3.60)
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tel que C, et C, sont deux constantes.
La détermination des autres composantes sont faciles et les derniéres expressions de

la fonction d’onde sont les suivantes :

o)
N 1 m
Prx)=e 2\ H {ClHeunB(—Z,,B,y,O,,uZ(x+ )+ (3.61)
SoAE
2
Cov/1 x+S(:ZE) HeunB(Z,ﬁ,y,O,u% (x+SOrZE))},
VE( 1)
(x) = ! d e_7 x+ﬁ [C HeunB( 2,6,7,0 %(x+ ) +
P2 == G B dx ! PRI TS AL
m \? 1 m
Cg\/ﬁ(x+ SOAE) HeunB (2,,6,)/,0,;11 (x+ SOAE)) }, (3.62)
(E V(x,E)) _ﬂ(ﬁﬂ)z
— — € X, 2 l’t _ 1 m
$3(x) i mt S E) e {ClHeunB( 2,6,7,0, u? (x+SOAE))+
m \? 1 m
C H B(2,B,7,0,u% , 3.63
Zﬂ(x+50AE) e ( by 'U4(x+50AE))} (369

Nous pouvons écrire I’équation de récurrence sous la forme (voir 'annexe) :

ans2={(n+1)B+3[6+1+a) B} ans1-

(3.64)
n+)(n+l+a)(y-a-2-2n)a, ,n=0

La fonction Biconfluent de Heun devient un polynéme de degré n si et seulement si :

a =1
s (3.65)
Yy—-a—-2-2n=0
alors
n?> 9%  (SoApm+ VyApE)?
y=2ntel quey=—F-—-—= 3
pe VB ((SeAp)? - (VoAp?)?
E2_ 2 (3.66)
+
{/((SOAE)Z - (VoAp)?)
ou bien
(Som + VpE)? s E?—-m* - (3.67
3 - .
Ap(S5-V5)?  Apy/(S5- )
Som+WVE?* , , NI
:W+E —m® =2nAgy/ (S5 - V) (3.68)
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tel que
Ap=(1+06E)1.

3.5 LaMéthode de NIKIFOROV-UVAROV étendue

La méthode NIKIFOROV-UVAROV étendue [63] , qui peut systématiquement at-
teindre les fonctions et les valeurs propres d'un probleme de mécanique quantique
comportant au plus quatre points singuliers, I'équation suivante est appelée 1'équa-
tion de base de la méthode NU étendue

7e(y) ' (y) + U—(y)q>(y) =0 (3.69)

O (J/) O'%a (y)

tel que 7. (y),0¢(y) etd. (y) sont des polynomes de deuxieme, de troisieme et de qua-

‘D”(J/) n

trieme degrés au plus, respectivement, en utilisant la transformation suivante :

®(y)=g(¥)0(y) (3.70)
Léquation (3.69) peut s’écrit sous la forme :

)+ (zgi: 8% . ;e (&)))g,(y) N (g’i’ 8% L0 El) | &g ) c—0 B

Nous définissons les polyndmes suivants :

Q. (y) =exp f Zee(;? dy; (3.72)
Te(y) = Te(¥) + 27 (¥) (3.73)
Ge(y) =G () + 75 (y) + e (¥) [Fe (v) — 0L () + 70 (¥) 0 (¥)] (3.74)
Ge(y)

o) h(y) (3.75)
x(y)=h(y) -7 (y) (3.76)

D‘apres I’équation (3.74), on peut déduire :

2 ] —0e(y)+x(v)oe(y) (3.77)

MIJ bl
2

A partir de I’équation (3.71), nous obtenons I'équation suivante :

oe(y)8" () +1e(v)g' (¥) +h(y)g(y)=0 (3.78)
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Pour déterminer le polynome 7, (y) dans I'équation (3.77), il faut identifier le poly-
nome y (y) situé sous la racine carrée explicitement . Etant donné que 7, (y) doit étre
un polyndme de degré deux au plus, I'expression sous la racine carrée doit étre un carré
d’'un polynéme de second degré au plus.

apres avoir choisi les polynomes appropriés y (y) qui vérifient cette condition, le poly-
nome 7, (y) peut étre obtenu a partir de I'équation (3.77).

Alors 7. (y) et h(y) peuvent étre obtenus a partir de I'équation (3.73) et I'équation
(3.76), respectivement.

Pour obtenir les solutions générales de I'équation (3.78), on va dériver une fois, on ob-

tient.

oe(y)g" (y)+loe(y)+7e(¥)]g" (v) + [t (W) +h(¥)] &' (¥) +H (y)g(¥)=0 .79

L ’équation (3.79) est une équation différentielle homogene du troisiéme ordre avec
des coefficients polynomiaux de degrés ne dépassant pas I’ordre de différenciation cor-
respondant, nous dérivons I'équation (3.79) n fois, et nous obtenons la méme forme,

alors nous utilisons la nouvelle représentation g™ (y) = v,,(y)

on obtient :
oo (y) v (¥) + [1e(v) + (n+ Dol (y)] vir (v) +
/ nn+1) " /
(n+1)0e(J’)+T‘7e(J/)+h(J’) v () + (3.80)
nn+l) , nn+1)(n-1) /
5 ) (y) + 5 oo (y)+(m+ DA (y)|va(y)=0

Quand le coefficient de v, (y) est égal a zéro, le polynome h (y) est défini comme suit :

-1
ha () = =574 0) - 22l (1) + G @81

tel que C,, est une constante d’'intégration.

L'expression de | 'équation (3.80) devient :

72 (1)U )+ [ (0) + (14 D, () 0 0)+
[+ 00, ()+ MRl () + ()| i () =0

2
La solution de cette équation est un polynome de la forme [p,(y) = g() = gn()]. Si
'on compare les polynomes h(y) et h, (y) dans I'équation.(3.76) et I'équation (3.81),
une solution a valeurs propres peut étre obtenue par la méthode NU étendue.
L'équation Biconfluent de Heun (BHE) (3.58) peut étre résolue par la méthode de NIKIFOROV-
UVAROV étendue [63].
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Nous définissons les polyndmes suivants :

Te(y) = 1+a-By-2y%
oe.(y)=y;
1
Ge(y)= (Y—a—Z)y2—§[5+(1+a),3]y;

2 2 + - 1 2 2 + 4 2 _
J(y) =Y rhyma 1 [Zyl By-a] 5.82)
2 2\ 4llr-a-2)y*-3[6+pa+a)]y+x(y)y]
A partir de I’équation (3.71), nous obtenons I’équation suivante
yg" (y)+[1+a-py-2y*+2m.(y) g (y) + h(y) g(y) =0 (3.83)

Nous dérivons cette I'équation 7 fois et en utilisant la nouvelle représentation g\ (y) =
vn(y), nous obtenons :

yon) (v) +[1+a—By—2y*+2m(y) + n+1] v (y) +

[+ ) (=p~4y+2m, (y)) + h(y)] v (v) + (3.84)
R aeznl () + s D (0)| v (9) =0

Si le coefficient de v, (y) est égal a zéro, le polynéme h,(y) est définit comme suit :
n
hn(y) = (B+4y - 27, (y))§+Cn (3.85)

Nous pouvons écrire I’équation (3.84) comme suit :

yu () +[1+a—py-2y*+2me(y) + n+1]v" (y)+

[(Z+1)(-p-4y+27,(y) +Cu] V' (y) =0 (3.86)

La solution de cette équation est un polynome de la forme [p,(y) = g(y) = g.(»)], la
valeur propre peut étre obtenue en comparant les polynoémes h(y) et h,(y) dans1’équa-
tion (3.76) et]’équation (3.85), . (y) est un polynéme de second ordre. Par conséquent,
les polynomes y(y) doivent étre s électionnés de maniere appropriée.

Nous choisirons y(y) ot le spectre d’énergie a des valeurs réelles .
1
Xl(y):(y—a—Z)y—z[6+(1+a)ﬁ] (3.87)
1
r2() =y —a=2y=Z(6+1+mpl- 2y - mp

Les solutions aux fonctions propres de BHE 0, () et la partie polynomiale de la solu-

tion peuvent étre déterminées a partir de I’équation (3.72) et I’équation (3.84), respec-
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tivement. La fonction ® donnée par :

®(y) = Aip1() + AszeP pa(3) (3.88)

tel que A; et A, sont des constantes .

Les équations aux valeurs propres sont obtenues comme suit :

Yy—-a-2-2n=0;, n=0;l1 (3.89)
Ou bien )
2 o (mSy+EVp) [c2 12 q_
E°—m +W—2n SO_VO 1+6E)7=0. (3.90)

Notons que nous avons le méme résultat par la méthode précédente.

3.6 Application

Maintenant, dans notre analyse, il est intéressant d’étudier deux cas particuliers
pour les valeurs de ¢, on se limite au cas g = 1 et g = 2, pour les autres cas, le calcul
devient un peu plus compliqué pour déterminer exactement et analytiquement les va-

leurs du spectre.

1. Premiercas: g =1: A= (1+0E):Lespotentiels dans’équation (3.37) contiennent
une dépendence linéaire en énergie, 'expression de la fonction énergétique

peut étre écrite sous la forme suivante :

So + EVp)?
Ez—m2+%—zm/sg—vg(1+em:0. (3.91)
0 Y0

qui donne :

1 2 2
E:=— | n0(S2-V2)? —mSyVp+ \/21150 (So = mOVo) (S5 - V5)?

? + n202 (Sg— de)g
0

(3.92)

et en passant au premier ordre en 6 on obtient .

3 3 3
- mo Vo . V2n(S5-VZ)4 0 n(S3-v3)2  vV2nmVyV2n(S;-VE)4
+_ N N -
" So So SS 28(2)

(3.93)
Le premier terme de I’équation (3.93) est le spectre d’énergie de |’équation habi-

tuelle DKP pour un vecteur combiné a un scalaire et le second terme représente
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les effets des fluctuations quantiques de potentiel- dépendante de |'énergie sur
le systeme. Il est remarquable que I’expression du spectre d’énergie dans notre
systeme (3.93) contienne un terme de correction déformé supplémentaire dé-
pendant du parametre de déformation 0 et des puissances en n dues a la dé-

pendance des potentiels en énergie.

'[E-_,j}-l- g =-0.5
i g =-0.4
f,,f*' — @=-02
15 .f,ff - g =20.1
f.x'”’ﬁ 8 =0
1o L Lt — g =01
f"f — § =02
5 s e —
x*j___-_—:::‘:_:_— —
o o w . m A

FIGURE 3.1 - Le graphique illustre le spectre de 1'énergie (E,)* par rapport au nombre
quantique n avec V5 =0.3,50=0.5,m=1.

Dans la figure 3.1, nous remarquons que :
% Lénergie (E,)* est présentée en fonction de n pour plusieurs valeurs de 0 et

n < 160. Ces énergies prennent les valeurs positives ((En)+ = 0) pourn = 1.

% Pour 6 négatif, le spectre est comprimé et pour 6 positif, le spectre est élargi, et
produit une augmentation du niveau d’espacement en fonction de n, comme
les états collectifs des noyaux atomique pairs—pairs dans le modele de Bohr-
Mottelson, en phénoménologie de la physique des particules et, " physics beyond

" et au de la le modele standard ... etc.

% La fonction (E,)" = f (n) est une fonction monotone croissante pour 6 arbi-
traire et le début de la saturation commence a partir d'un nombre quantique

spécifique N, dépendant de 6.

2. Deuxieme cas: g = 2 : Ag = (1+6E)? : Les potentiels dans 1'équation (3.37)
contient une dépendance énergétique quadratique, dans ce cas, la formule de

'énergie se simplifie comme suit :
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(mSo + EVp)?
E*—m?+ ———————2n\/S2 - V2 (1 +0E)* = 0, 3.94
S-v VR o
Ona
3 3
. 2n0 (85— V§)? —mSoVo £ (So — mO Vo) \/2n (S5 - V§)?
£ = : (3.95)
S2—2n6? (85 - VZ)2
et en développant au second ordre en 6, on obtient :
2 _ 12 §\/— 2 u2)s V2n 2 u2)s
—-mV; SE—-Ve)4v2n 2n|S5;—-Vy)2 2nmVy (S;— V)4
Eiz moi(o 0) 40 (o 0) T 0(0 0) (3.96)

2 2

So So s S

3 3 9

g2 | 21mYo (S3-VE)2 L en2 S AE
3 3
SO SO

3
Selon le facteur S5 —2n6% (S5 — VZ)? (un dénominateur) présent dans la formule éner-

S
gétique (3.95), on observe clairement’apparition d'un point critique et: 8, = 0
2n(S5- V¢
(E,)*
n
15|
i — 9=-05
i 6=-04
10~
: — 8=-02
! — §=-01
5_
i #=0
g — =01
i 50 100 150 gy
sk

FIGURE 3.2 - Le graphique illustre le spectre de 1'énergie (E,)* par rapport au nombre
quantique n avec V5 =0.3,50=0.5,m=1.

La figure 3.2 dans ce cas, pour 0 > 0, il y a une observation importante, les niveaux
d’énergie sont élargis et I'énergie augmente vers 6., par exemple 30 < n < 50, cela cor-
respond a . =0.2 et n>90 pour,=0.1.

Pour 0 < 0, le spectre est comprimé et il existe un état de saturation a partir d'un

nombre quantique spécifique N, dépendant de 6. Par exemple, quand 6, = —0.4 ou
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0. = —0.5, la saturation commence a partir de n = 100. Cependant, pour une valeur

fixe de 6, I'énergie (E,)* = f (n) est une fonction monotone croissante.

15 ¢ ,
|
i | n =10
III
i
;_'_'_,_.:-""f ___. — n =20
ey |
: : . : : : 1 = 40
-04 -0z 0.2 0.4%3:_:?3 9
-5 /,r”' .;. e - s
-1 | / {
N
-15tL '

FIGURE 3.3 - Le graphique illustre le spectre de I'énergie (E,)" par rapport au facteur 6
avec V5 =0.3,50=0.5,m=1.

La Figure 3.3 présente la variation de I'énergie par rapport au facteur 6 pour diffé-
rentes valeurs du nombre quantique 7, on observe clairement que pour 8 > 0il y a des
pics pour une certaine valeur de 0.

Par contre pour 0 < 0 les pics disparaissent et les niveaux d’énergie sont plus proches.
Alafin, pour les deux expressions d’énergie, dans le cas oulimf — 0 en revenant au cas
ordinaire Ag = 1, on obtient I'expression habituelle du spectre d’énergie de I'équation

DKP ordinaire en présence du champ électromagnétique

(3.97)

et pour Sp = Vp nous remarquons la disparition totale de cette dépendance énergétique

en ’équation 3.92 et]’"équation 3.95.
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APPENDIX

3.7 Lafonctions biconfluent de Heun (BHE)

L'équation de Biconfluent de Heun (BHE) est une équation différentielle homogene
linéaire du second ordre et dérive de I’équation générale de Heun par la coalescence
de deux points singuliers réguliers, finis, a I'infini [62]. La forme canonique de BHE est
généralement exprimée comme suit :

d2
—+
{dy2

a+1 2y ,6] d+
y dy

0+pB(a+1)
2y

(y-a-2)- }cp:o, (3.98)
tel que a, B, y et 6 sont des parametres arbitraires.

BHE a une singularité réguliere a I’origine (y = 0) et une singularité irréguliére a I'infini
(y — oo) dontla classe s est R(oco0) = 3.

La solution de I'équation (3.98) au voisinage du point singulier régulier situé a y = 0

peut étre écrit comme la série.

D(y) =)y, (3.99)

n=0

!

avec ¢y = 0. Le calcul des dérivés de la série (3.99) terme par terme donne d( y)', D(y) et

en les substituant dans I’équation (3.98), on obtient les conditions,

viv+a)c =0, (3.100)

V+D)(v+1l+a)c — ﬁv+%(6+ﬁ(1+a)) =0, (3.101)
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et la relation de récurrence a trois termes,

v+2+n)(v+2+a+n)cps2

- ﬁ(v+1+n)+%(5+ﬁ(1+a)) Cna1ty—2—a-2v+n)|c,=0. (3.102)

Le parametre a n’étant pas un entier négatif, pour v = 0 et ¢y = 1, on peut écrire la

solution comme HeunB (a, B,7,6; y) la fonction de Biconfluent de Heun, définie par

la série : ( 5 5)
& al’l ay yY) yn
HeunB(a,B,y,6;y)= ) —————, 3.103
eunB(a, B,7,6;y) ;;o @i, ( )
tel que
1 I'in+a)
ap=1; a1:§(5+,6(a+1)); (a)”:W’ n=0, (3.104)
Et

1
Apio = (n+1),3+§(6+,6(a+1)) ans1—(n+)(n+1+a)(y—a-2-2n)a,,n=0,
(3.105)
Quand a est un entier négatif (a = —m, m = 1), il est possible de définir,

HeunB(-m,B,y,6;y) = y"HeunB(m,B,7,5;y). (3.106)

Si le parametre a n’est pas un entier relatif, I'équation (3.98) admet deux solutions li-

néairement indépendantes au voisinage de I'origine, c’est-a-dire

@, (x) = HeunB (a,B,7,6;), (3.107)
@, (x) =y “HeunB(-a,p,7,6;y). (3.108)

Et'expression de la solution générale est donnée par
®(x) = CyHeunB (a,B,y,6;y) + Coy *HeunB (-a, B,7,6;y) (3.109)
Ou C, et C, sont des constantes d’intégration et le Wronskian de deux solutions est

—(1+a)

W=-ay exp(By + ¥°).
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A partir de la relation de récurrence ci-dessus, la fonction HeunB (a, §,7,6; y) devient

un polynome de degré n si et seulement si les conditions,

Yy—-a-2-2n=0;, n=0,1,.. (3.110)
an+1 =0, (3.111)

Sont vérifiées voir les références [62, 63]. La solution autour du point singulier irré-
gulier (y — oo) est donnée par la solution récessive de Thome [62, 64] . Cependant,
cette solution n’est pas aussi utile que la solution écrite preés de la singularité habituelle
dans les applications. nous notons que le BHE est largement impliqué dans différents
domaines des sciences pures et appliquées contemporaines telles que la mécanique
quantique, la relativité générale, la physique de I'état solide, la physique atomique et
moléculaire, la physique optique et la chimie [64, 65] .

3.8 Lafonctions parabolique cylindrique

Le cas particulier le plus important de I’équation différentielle de Whittaker est :

1 Z2
V+———
2 4

V" (z} + y(2) =0 (3.112)

Ou v est un constante arbitraire, réelle ou complexe. C’est I’équation différentielle de
Weber et ses solutions sont des fonctions parabolique cylindrique. [45, 46, 50] qui ad-
met quatre solutions linéairement dépendentes , ces solutions sont symbolisées par la
notation D, (z), Dy(—z), D_,-1(iz), et D_,_1(—iz). Ces solutions sont données par les

représentations :

vz r(l)
_\2)

1
rl==
Doz =22.0 1 F(v1z2)+z (Z)F(lv?)zz)
Z) = .e - = — . , = —
v (1—v)” 2'2" 2 \/Qr(_—v)ll 2 '2°2
L 2
2

(3.113)
Ou Fi (a, b; ) estlafonction confluente hypergéométrique qui est définie par [45, 46, 50]:

(@)n,z"
F i C) = 114
1F1 (a, b;¢) Z(b)mm (3.114)
avec
@p=T(a+n)/T(a),n=0,1,2,... (3.115)
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telle que D, (0) et premiers dérivés D, (0) dont les valeurs suivantes au point z =0 :

1 . v+1
~ 92 ) —o\ 2
DV(O):TEZ T,DV(O):—Hzfv (3116)
r(5) r(5)
2 2

Les formules de récurrence sont :

Dy11(2) —zDy(2) + vDy-1(2) =0

—D,(2)+ 1zDV(z) —vD,_1(2)=0 (3.117)
dz 2

d 1
—Dy(2) —-zDy(2) + Dy+1(2) =0
dz 2

Le Wronskian de cette paire D,, (z) et D_,_1 (ix) [45] :

—i—ﬂ(v+l)
WD, (2),D_y_1(iz)} = ()" =e 2 (3.118)
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CONCLUSION

Dans cette these, nous avons étudier I'équation relativiste de DKP décrivant la dy-
namique du bosons scalaire et vectoriel de spins 0 et 1 respectivement, en interaction
avec quelques potentiels extérieur suivant :

— Potentiel trapézoidal

— Champ électromagnétique de forme tangente hyperbolique

— Potentiels vectoriel et scalaire dépendants de I'énergie
Pour le cas de la barriere trapézoidale, les fonctions d’onde sont extraites et exprimée
en termes des fonctions paraboliques cylindriques. Les cas limites tels : 1a barriere rec-
tangulaire et le potentiel linéaire sont déduits et étudiés .

Les expressions des coefficients de réflexion et de transmission respectivement, R et T
sont calculées . Le paradoxe de Klein est tougour present.

Pour le deuxiéme cas du champ électromagnétique tangentiel hyperbolique, les so-
lutions sont obtenues exactement et analytiquement et sont données en terme des
fonctions hypergéométriques. En outre, le phénomene de la création de paires et les
états de diffusions ont été abordés.

Pour le dernier cas, les solutions de I’équation DKP a une dimension en présence des
potentiels vectoriel et scalaire dépendants de I'énergie sont exposées, les fonctions
d’onde ont été déterminées et exprimées en fonction de polynémes biconfluent de
Heun. La fonction énergétique a été déduite et étudiée pour des cas particuliers. Les
conditions de normalisation adéquates et 1 équation de continuité ont été détermi-
nées et sont liées aux potentiels scalaire et vectoriel dépendants de I'énergie . Enfin
, une étude numérique des résultats physiques a été présentée, le comportement du
coefficient de transmission pour le premier probleme et la variation du spectre éner-
gétiques en fonction de certaines parametres caracterisants cette dépendence éner-

gétique pour le dernier probleme .
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Abstract In this work, we study the DKP equation subjected to the action of combined vector plus scalar energy

depend on potentials in (1+1) dimensions space-time.

The conditions of normalisation and continuity equation are

calculated. The eigenfunctions and the corresponding eigenvalues are then determined. A numerical study is presented
and the energy graphs for some values of the energy parameter are plotted.
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1 Introduction

For a long time, works on the so called systems with
energy dependent potentials!!! have raised a considerable
interest because of its varied applications in several areas
and their analyses does not cease developing. We quote
some examples, the dynamo effect in magneto hydrody-
namic models,? in quantum wells and semiconductors,?!
including the theory of elastic and inelastic scattering in
atomic, nuclear and particle physics,*=5 and the descrip-
tion of the heavy quark system[~7) etc. Further, we point
out that systems with energy-dependent potentials pro-
vide some modifications on the mathematical structure as
the scalar product and the completeness relation, neces-
sary to ensure conservation of the norm and satisfy the
requirements of quantum mechanics, which has been an-
alyzed clearly in Refs. [6] and [8].

For this purpose, the treatment of the potential-
dependent energy, continues to increase, consequently nu-
merous works were looked and several methods of ana-
lytical and approximate resolution were presented. Let
us mention one of these potentials: the harmonic oscil-
lator with an energy-dependent frequency in 1D and in
3D which has recently been solved,[®9 the Coulomb and
the Morse potentials,[!°=1 the harmonic oscillator and
the Poschl-Teller potential by means of the supersym-
metry formalism.'?) The D-dimensional Schrédinger and
Klein-Gordon equations were studied via the Nikiforov—
Uvarov method,'3=14 a class of potentials was perfectly
resolvable by the conversion method,['!] the approximate
solution of the Dirac equation using the supersymmetry
quantum mechanics.'®! Dirac particles in the presence of
scalar, vector, and tensor potentials have been investi-
gated by using the asymptotic iteration method, 9 exten-
sion to the case of systems having mass dependent position
were examined in Ref. [17]. The harmonic oscillator and
the hydrogen atom and the Klein-Gordon particle sub-

*E-mail: meradm@gmail.com
© 2019 Chinese Physical Society and IOP Publishing Ltd

jected to vector plus scalar energy dependent potentials
were examined by using the Feynman approach.['8—19
The Dirac propagator was determined by using the for-
malism for supersymmetric path integrals?’! and the har-
monic oscillator propagator has been constructed via the
path integral approach in noncommutative space.[2!=22

In the present paper we extend this idea to the an-
other relativistic equation namely Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) equation, other than that of Dirac and Klein-
Gordon, describing the dynamics of the scalar and vec-
torial Bosons. The DKP equation is of great importance
of these various applications in quantum chromodynam-
ics, cosmology, gravity, and its richness of these experi-
mentation in areas of physics.[?3] To our knowledge, this
equation has never been treated with energy-dependent
potential, in an analytical manner and its absence is prac-
tically noticeable in the context of problems with energy
dependent potentials.

In this paper, we will try to study the DKP equa-
tion subjected to the action of combined with vector and
scalar energy-dependent potentials in (14+1) dimensions
space-time on the one hand, and on the other hand to see
the effect of this energy dependence on the normalisation
conditions and the continuity equation for this system in
question.

The outline of this paper is as follows: In Sec. 2, we de-
termine the normalisation condition and continuity equa-
tion for (DKP) equation. In Sec. 3, we expose an explicit
calculation relative to the one-dimensional (DKP) sub-
jected to the action of combined with vector and scalar
energy-dependent potentials. By a straightforward calcu-
lation, the exact solution is obtained and the energy spec-
trum and wave functions are deduced. These latter are
expressed by the biconfluent Heun polynomials. In Sec. 4,
a numerical study of the energy function is presented.

https://www.lopscience.iop.org/ctp https://ctp.itp.ac.cn
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2 Normalization Condition and Continuity

The metric tensor g"¥ = diag(1 —1), and the adjoint

Equation spinor ¢ = ¢T (282 — 1) verifies the following adjoint
The (1+1)-dimensional DKP equation for the scalar  equation
and vector bosons moving in a constant electric field and . ok & . -
a scalar potential is: {[(=100 — eV (2, 100) _) V%) =1 (8:9) B!
18100 — eV (z,i00)) +18' 0o — (m+S(a, i00))Jv = 0, (1) = [m+ 8@ 1% 9} = 0. ®)
where the matrices 8° and 8! verify the DKP algebra If we expand ¢ on the basis {®p, }
BHBY B + BT B = g BY 4 g™ BH (2) _ ZaEnq)En e—iEnt7 (4)
and the potentials V' (x,10y) and S (x,10y) denote a func- n
tion of x and energy idy. | we have
[B°(E,, — eV (z,E,)) + 180, — (m + S (z, Ey))] @, =0, (5)
{[(Em — eV (z,Ep)) 5, 8°] —1(0:®E,,) B — (m+ S (z,En)) ®g,, } =0. (6)

By multiplying Eq. (5) by ®x, and the adjoint equation (6) by ®p, , and after subtraction and integration over du,
we obtain the orthogonality relation between two states n and m

3 Ve, En) =V (z, BEm) Sz, En) — S (2, En)

/ dz®p, {60

and, in the limit n — m, the above equation becomes

E,-E,

[ asbe {5~ 60}y, @6 =1, (8)
where
0o OV (z,E) 0S(z,E)
ban = 82T )

Therefore, the presence of the additional factor
{BO — qﬁm} changes the scalar product (the norm). In
the case where the potential does not depend on en-
ergy ¢n, = 0, we find the usual normalization condition

Now, to derive the continuity equation 9,J* =
d,bB*) = 0, multiplying Eq. (1) by (1/_1) and Eq. (3)

B, — By, } 2 = O @)

| obtain the following expression

0, J" = 0,08, (10)
dop= 003 == {BB"V (w,i0) v [V (x.id0)" ¥] 6°0}
_% (35 (2, 100) ¥ — [S (x,100)" 5] ¥} (11)

To simplify the form of p, we put this separate formed,

V(x,100) =U (x) + V (x) 0o, (12)
S (:E, 1(90) =5y (I) + 5 (x) idy , (13)
(14)

Y = E ap, e Entdp
n

After a direct calculation, the expression of the density p

by (v) and differentiating between the two equations, we | can be rewritten as

0 Em—En)
p = E ap,ap, P, 0 P, el

eV (z)
i n,m

ECLE(I

n,m

—5y (x

1
—En )t(I)E (I)En — TSl ({,E)

ZGE‘"aEm {E (I)E 6 (I)E _q)E B (I)E E, } 1(Em—E)

(Em — En)

CSt ZaEnaEm {Em@EmﬁofI)En - éEmBO@EnEn}

CStZaEna}i;m {En - Em} @qu)En y

n,m

(15)

and by taking the lim n — m, Eq. (15) will be reduced to ! where Vj and Sy two constants, we suppose |Sp| > |Vp| to

this form

Sy () Pip. (16)

3 DKP Equation in a Constant Electric Field
and a Scalar Potential

In this section we illustrate the energy dependent po-

p=1yB" (1 —eV(z)) ~

tentials on the energy eigenvalues and eigenfunctions of

a DKP particle in a constant electric field and a scalar
potential. The electric field and the scalar potential are
chosen linear

\%4 (ac) = ‘/E)AEJ?, S (X) = S()AE.’E, (17)

avoid complex eigenvalues, and Ap = (1 + 0F)".

In (141)-dimensional space time, we choose this rep-

resentation of the following DKP matrix 3,

00i 0i0
=1 o0oo00|, B=|ioo0 (18)
—i00 000

Hence, the DKP equation in the presence of a vector plus
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scalar with energy dependent potentials is written as

(v (o 30) 18 ~ (o (o))

.
)

xth=0. (19)

The stationary solution of Eq. (19) has the form ¢ (z,t) =

¢ () e Pt and ¢ (x) is a vectors of dimension (3 x 1)
which can be written as

¢" = (¢1 ¢ ¢3) - (20)

We insert the wave function ¢ and the matrix 3, we obtain
the following equations systems

(B =V (2, B) 6 — 562~ (m+ 5 (2, E)) 6n =0,

S br (m+ 5 (2, 5)) 62 = 0,

iI(E-V(z,E))p1+(m+S(z,E))¢p3=0. (21)
Now, to solve the eigenvalue equation (19), we decouple
the system (21) and it is not difficult to verify that ¢;

satisfies the following Klein Gordon type equation
2

{dzldu(z+2)2+”ﬂ2}

(m/SpAp + x) dx 1
X¢p =0, (22)
where
= (S5 -V5) AL, n=Ag(mSo+EV),
and 9% =m? - E?, (23)
and we introduce the following ansatz
o1(@) = e/ 10 @), (24)

where f (z) is arbitrary function. Then, the equation for
() is

d2
gt (-

1 )i_ f
(m/SoAg + )/ dx (m/SoAg + x)

2 2
u(erﬂ) +7L
I I

We choose f (x) to cancel the term (x + (n/u)), this im-
plies

PR 7192}@:0. (25)

f @)= -2 (z+2).

I (26)

By substituting f(x) with their expression (26) and
changing the variable from x to y, by setting y = ,u1/4(x+
(m/SoAR)), then Eq. (25) can be expressed as

AR
+[(’y—a—2)—5+52(5+1)}}<1>:0, (27)

which is exactly the biconfluent Heun differential equation
HeunB(a, 8,7, 6,4),123~24 whose parameters «, 3, 7, and

0 are given by
o/t (n _ mo> ’
p=2u i SoAg

'y—,ul/2< 192> 0=0.
o

The above differential equation (27) has one regular
singularity at the origin (y = 0), and one irregular singu-
larity at infinity (y — oo) whose s-rank is R(oco0) = 3, its
solution can be expressed as Eq. (52) (see Appendix):

® = C1HeunB (o, 8,7, 0,y) + Coy~ “HeunB
X <_a7/8a’y,67y)a

where C1, Cy are constant.
The determination of the other components is easy and

o=-2,

(28)

(29)

| the final expressions of wave function are as follows:

o1(z) = e —(VE/2)(z+(/ 1) {ClHeunB( 2,06,7,0, u1/4(m+ SOZE>)

+02f(x+57) HeunB(Q,B,y,O,u1/4(x+ SOTZE))}, (30)
() = mddx{ o~ (VA/2)(wtn/w)? {ClHeunB<72,ﬂ,’y,O,u1/4<:c+#))

+02\r(x+57) HewnB (2, 5,7, 0, p/* (w + SO”;E))]}, (31)
6s(z) = —i(Eme‘ng(f’E]f)) e~ (V2 /i HewnB (~2, 3,7, 0, u/* (w + SOAE))

+C2f<x+57> HeunB (2, 3,7, 0, 4/ (w + SOAE>)} (32)

Now, to determine energy spectrum, using the condition (53) (see appendix) and replacing the parameters a and
~ by their expressions (28), we finally get the following result

(mSy + EVp)?

E2 _ m2 4
(S5 = V&)

4 Application

— 20, /52 — V2 (1+0E)! =

(33)

Now in our analysis, it is interesting to study two particular cases for values of ¢, we limit ourselves only to the
case ¢ = 1 and ¢ = 2, for the other cases, the calculation becomes a little more complicated to determine exactly and

analytically the values of the spectrum.
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(i) First case: ¢ =1: Ag = (1 + 0F), the potentials in Eq. (17) contain a linear energy-dependence, the expression

of energy function can be written in the form

2
2 2 (mSo+ EVp) /q2 2 _
which gives
1 .
B = 5 [n6 (S5 - Vi))** —mSoVo = V2080 (S0 — mVa) (53 — V&) + n262 (53 — V2)* ], (35)
0
and expanding to the first order in 6, we obtain
L omoVe | V2 (S2-v)Yt o n(sE V)Y VanmVovan (52 - v2)*
EX—— + +0 . ¥ ; ] (36)
So So S§ 25§

The first term in Eq. (36) is the energy spectrum of the |
usual DKP equation subjected to the action of combined
vector plus scalar and the second term represents the ef-
fects of quantum fluctuations of the potential-dependent
energy on the system. It is remarkable here that, the
expression of the energy spectrum in our system (36) con-
tains an additional deformed correction term depending
on the deformation parameter # and with powers in n due
to the dependence of energy potentials.

—0=-05
9=—0.4
=02
59— 01
9=0
40l —0=01
(Bn)” 10r _ 4”09
5.
50 100 150

n

Fig. 1 (Color online) The plot illustrates the Spectrum of

e The energy E; is presented as a function of n for
several values of 6 and n < 160. These energies take the
positive values (E;" > 0) for n > 1.

e For 0 negative, the spectrum is compressed and for
0 positive, the spectrum is expanded, which produce an
increase of the level spacing as a function of n, as the
collective states of even—even atomic nuclei in the Bohr—
Mottelson model, in particle physics phenomenology and
in the physics beyond the standard model, etc.

e The function EI = f(n) is an increasing
monotonous function for § arbitrary and the beginning of
the saturation depend of @ starts from a specific quantum
number.

e [t should be noted that, according to the powers in
n dependence of the energy levels, it explains confinement
at the high energy area.

(i) Second case: ¢ = 2: Ap = (1+ 0E)’, the poten-
tials in Eq. (17) contain a quadratic energy-dependence,
the formula of energy simplifies to

energy (E,)" verus quantum number n with Vo = 0.3, So = So+EVo)2
0.5,m = 1. EQ—m%%—M S2—VZ(1+0E)* =0, (37)
’ (55 = V§')
In Fig. 1, we notice that: | we get
b 200 (52 — V&)™ — mSoVo + (So — mOVi) \/2n (S2 — V2)*? 58)
" 52 — 2062 (52 — V2)** ’
and expanding to the second order in 6, we obtain
3/4 3/2 3/4
g~V (SE-V)M van ek P v (53 - v
"5 So 53 S
3/2 3/2 9/4
_ 92 [Qnm% (Sg - VO2) (271) / (Sg - VE)Q) (39)
S S
according to the factor S§ — 2n6? (S3 — V02)3/2 (a de- 0. However, for a fixed value of 0, the energy E;f = f (n)

nominator), which is presented in the energy formula
(38), we clearly see the appearance of a critical point
0. = So/\/2n(SE — V§Z)3/2.

In Fig. 2, in this case, for 6 > 0 there is an important
observation, the energy as expanded and grows towards
0., for example 30 < n < 50, it corresponds #. = 0.2 and
for n > 90, it corresponds 6, = 0.1, etc.

For 6 < 0 the spectrum is compressed and there is sat-
uration starts from a specific quantum number, depend of

is an increasing monotonous function.

In the end, for the two expressions of energy, in the
lim@ — 0 returning to the ordinary case Ag = 1, we
get the usual expression of the energy spectrum of the or-
dinary DKP equation in the presence of electromagnetic

field
3/2

gt MoV (S8 - V&)
" So S? ’
and for Sy = Vp we see the total disappearance of this

+4/2n (40)
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energy dependence in Eqgs. (35) and (38).

—0=-0.5
6=-0.4
15 —60=-0.2
—0=-0.1
6=0
10 —0=0.1
—6=0.2
(Eny 5t
-
-
50 100 150
5t n

Fig. 2 (Color online) The plot illustrates the Spectrum
of energy (En)+ verus quantum number n with Vo = 0.3,
So = 0.5, m = 1.

5 Conclusion

In this contribution, we studied the solutions of the
DKP equation subjected to the action of combined vector
plus scalar energy depend on potentials in (14+1) dimen-
sions space—time. The conditions of normalisation and a
continuity equation were determined and were related to
the vector and scalar energy depend on potentials. The
wave functions were obtained and were expressed accord-
ing to the biconfluent Heun polynomials. The function of
the energy was extracted and the particular cases were de-
duced. A numerical study was presented and the energy
graphs were represented for some values of the energy pa-
rameter.

Appendix
The “biconfluent Heun equation” (BHE) is a second
order linear homogeneous differential equation and it is
derived from the general Heun equation by the coales-
cence of two finite regular singular points with infinity.?4!
The canonical form of BHE is generally expressed as
d? a+1 d
Y LR P L (R
_(5—|—ﬁ(oz+1)}}q):07
2y
where «, 3, v, and § are arbitrary parameters.
BHE has one regular singularity at the origin (y = 0),
and one irregular singularity at infinity (y — oo) whose
s-rank is R(o0) = 3.
The Frobenius solution of Eq. (41) in the neighbor-
hood of the regular singular point located at y = 0 can be
written as the series

(I)(y) = chyn+u7

n>0

(41)

(42)

with Co 7é 0.

Calculating the derivatives from the series (42) term
by term yields ®(y)’, ®(y)” and substituting these into
Eq. (41), we obtain the conditions

viv+a)c =0,
v+ (v+14+a)e— ﬂu—i—%(é—i—ﬁ(l—l—a)) co =0, (44)

(43)

and the three-term recurrence relation

v+2+n)v+24+a+n)cppe — [ﬂ(l/—&—l—kn)—ké((s

+,3(1+a))}cn+1+[’y—27a—2(y+n)]cn:0. (45)

The parameter a not being a negative integer, for
0 and ¢¢ = 1, we can denote the solution by
HeunB(a, §,7,0;y), the biconfluent Heun function, de-
fined by the series

Vv =

) o > an(a7ﬂ7775)yn
HeunB (a, 3,7, 65 y) = nz>0 Wa’ (46)
where
1 T
ap =1, a1:§(§+ﬂ(a+1)), (), = (Ifb(—(;)&)7
. (47)

a2 = [0+ 1) B4 5 G+ 8ot 1)]anis — (n+1)

x(n+l+a)(y—a—2-2n)a,, n>0. (48)

When « is a negative integer (¢ = —m, m > 1), it is
possible to define

HeunB (_m767775; y) = ymHeunB (mvﬁa’yaé;y) . (49)

If the parameter « is not a relative integer, Eq. (41) ad-
mits two solutions that are linearly independent in the
neighborhood of the origin, namely
(I)l (QIJ) = HeunB (a7 ﬂa 7> 57 y) ’ (50)
P, (2) =y “HeunB (—a, 8,7,6;y). (51)
Then the expression of the general solution is given by
® (z) = C1HeunB (o, 8,7, 0; y) + Coy~ “HeunB
X (_a7ﬁ7/77§ay) ’ (52)
where C and Cs are integration constants and the Wron-
skian of any two solutions is W = —ay~(1+®) exp(By+y?).
From the recurrence relation above, the function

HeunB(a, £,7,0;y) becomes a polynomial of degree n if

and only if the conditions,
n=0,1,..., (53)

(54)

y—a—2-2n=0,
an+1:O7

are fulfilled.[24=2%]

The solution around the irregular singular point (y —
o0) is given by the recessive Thome solution.?426] How-
ever, this solution is not as useful as the solution written
near the regular singularity in applications.

We note that BHE is widely involved in different do-
mains of contemporary pure and applied sciences such
as quantum mechanics, general relativity, solid state
physics, atomic and molecular physics, optical physics and
chemistry.[26=27]
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