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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a étudier I’équation de Boltzmann avec conditions aux limites
de réflexion dont I'opérateur est contractif et non contractif, ou on utilise la théorie de semi-
groupes, dans le cadre théorique et la méthode de différences finies dans ’aspect numérique,
pour prouver l'existence et I'unicité de la solution et sa dépendance continue aux données du
probleme.

D’abord on présente quelques notions d’analyse fonctionnelle.

Ensuite, en se basant sur la méthode des semi-groupe on montre ’existence et 'unicité de
la solution généralisée pour les deux cas de conditions aux limites.

Finalemnt, on présente 1’étude pratique de I’équation de transport par la méthode des
différences finies.

Mots Clés

Equation de Boltzmann, semi-groupe, m-dissipatif, différences finies, schéma diamant.



Abstract

In this work, we are interested in studying the Boltzmann equation with boundary conditions
of reflection whose operator is contractive and non-contractive. Where we use the theory of
semi-groups, in the theoretical framework and the method of differences finite in the numerical
aspect, to prove the existence and uniqueness of the solution and its continuous dependence on
the data of the problem.

First we present some notions of functional analysis.

Then, based on the semi-group method, we show the existence and uniqueness of the gen-
eralized solution for the two cases of boundary conditions.

Finally, we present the practical study of the transport equation by the finite difference
method.

Key words

Transport equation, semi-group, m-dissipatif, finite differences, diamond diagram.
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Notations

B(zo,71) boule ouverte, centrée en xy de rayon r

QCRY ouvert,

oN="r frontiere de (2,

L(X,Y) espaces des opérateurs linéaire continus de X dans Y

L(X) espaces des opérateurs linéaire continus de X dans X

GL(X) ensemble des éléments inversibles dans L(X) et aussi
est un ouvert dans L(X)

M+ orthogonale de M

D(A) domaine de l'opérateur A

D(Q) espace de C* (valeur réelle ou valeur complexe)
fonctions avec support compact dans €2

D'(Q) I'espace de distribution sur

G(A) graphe de l'opérateur A

R(A) image de 'opérateur A

p(A) ensemble résolvant de l'opérateur A

o(A) spectre de l'opérateur A

Vp(A) valeur propre de 'opérateur A

Vu:(%,%,...,a%‘v) grad u

D~ :%, a=(ap,...... cay), o) =N, o

Au=yN, &y laplacien de u

ou ‘

ou dérivée normale extérieure

LP(Q2) espace des fonctions mesurables sur 2 tel que |u|?
intégrable (1 < p < 00)

s = (Jo [u")? . pour u € £2(%)

L>(Q) espace des fonctions mesurables u sur ) tel qu'il
existe C' tel que |u(z)| < C pour presque chaque = € Q

|| u| oo =min {C > 0, |u(z)| < C presque par tout} ,
u € L*(Q)

€F(Q) fonctions k fois contintiment différentiables sur €
(k entier > 0)

€ (Q) fonctions continues sur €

€+ (Q) fonctions u de €*(Q) telles que pour chaque

multi-indice «, |a| <k, )
"application x €  + D*u(x) se prolonge continfiment sur €

©0(92) espace des fonctions de €'(§2) qui sont nulles sur 02
WmP(Q) ={f € LP(Q),D* f € L?(Q) pour tout a € NV,
tel que o] < m}
|w|lmor (o) =Y jaj<m [D%ul|rr, pour u € WmP(Q)
Wy () fermeture de D(2) par rapport a la norme ||.||yym.»
H™(Q) =Wm2(Q)
[l @ =(Xjafzm (ID*ul|2)?)>  powr u e H™(Q)
Hg(€2) =Wy ()
Cou(1, X) I’espace des fonctions uniformément continues
et bornés de I dans X
whr (1, X) ={ue LP(I,X),u € LP(I,X)dans le sense de D'(I, X)}
Jv o(v)dp(v) =Jv o(v) E(v)dv

:=une mesure ayant une densité ¢ par rapport a la mesure de Lebesgue
sur V ot £ € L'(V) dont sa mesure de Lebesgue:m > 0 p.p sur V.
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INTRODUCTION

Les phénomeénes de transport de particules (neutrons, photons, particules supra-thermiques,
etc...) interviennent dans le contréle des réacteurs nucléaires ou dans des problemes issus de
I’hydrodynamique radiative. Ces phénomenes de transport sont modélisés par une équation
linéaire intégro-différentielle qui décrit 1’évolution d’une population de neutrons dans un
domaine X de R? occupé par un milieu en interaction avec les neutrons. Cette équation dont
I'inconnue est une fonction scalaire, n(z,w, E,t) (qui est (la densité angulaire (de proba-
bilité)(en (z,w, E) a l'instant ¢, posée dans l'espace des phases (position z, vitesse v et
énergie cinétique F).

On consideére un neutron avec une vitesse initiale donnée, se déplace en ligne droite suivant
la direction portée par w jusqu’a ce qu’il entre en interaction avec noyaux atomiques du milieu,
qui vont interagir avec ce neutron ; Lorsque le neutron s’approche suffisamment pres d’'un noyau
atomique, deux types d’interactions entrent en jeu : soit le neutron est entierement absorbant,
soit il est dévié de sa trajectoire avec perte d’énergie (collision non élastique). On peut ainsi
caractériser les interactions des neutrons avec le milieu qui I’entoure, par les fonctions modéli-
sant leur absorption, leur diffusion et leur fission. Soient

oY, (z, E) : la section efficace totale macroscopique du matériau qui prend compte toutes les
interactions des neutrons d’énergie F en x : disparitions par choc sur un noyau (le choc peut
conduire a une absorption ou une diffiusion).

o g(r,w — W E' — E) : lasection efficace de diffusion (ou scattring) qui prend en compte
les neutrons d’énergie E’ et de direction w : si le choc n’est pas une absorption, un neutron de
vitesse v et de direction w est transféré vers (v,w’) ;.

Le milieu est dit isotrope si X g ne dépend des directions w et w’ que par le produit scalaire
w.w' . Si de plus Xg est indépendant de w.w’, la collision est dite isotrope.

oY s(x, E') : la section efficace de fission qui prend en compte les neutrons d’énergie £’ qui
induisent la fission en .

e X (x, E') : le nombre moyen de neutrons émis lors d’une fission en x induit par un neutron
d’énergie cinétique E’'.

e K (E) : le spectre des neutrons émis par une fission, normalisé par K (F)dE = 1.
Si I'interaction conduit a la fission du noyau, des neutrons sont émis dans le systeme.
D’ailleurs une source externe peut introduire des neutrons. Une densité d’émission notée
S(z,w, E,t) modélise les sources de neutrons.
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Les taux de réaction définis, pour chaque section efficace par :

Te(r,w, E) = X(z,w, E)|vn(z,w, E,t),

on calcule en général la densité de flux angulaire du nombre des neutrons en (z,w, F) a I'instant
t donné par :

o(z,w, E) = |v|n(z,w, E,t).

On définit aussi la densité totale N (z, F,t) et le flux totale ®(x,w, E, t) de neutrons d’énergie
E en un point z a U'instant ¢, a partir de ¢ et de n par les formules :

DN (z, E,t) = [gon(z,w, F t)dw,
i)®(x, B t) = [¢2 d(z,w, E,t)dw

Cette densité ¢ angulaire vérifie I’équation de transport suivante :

|1|g¢(x w, B t) +w.Vo(r,w, B, t) — Xip(x,w, B t) — /j dE' /52 Yoz, w, B t)dv(w')
K E
4(7T ) /5 X(CE,E,)Zde, /52 ¢(x7w7E7t)dV(w/) = S(.’E,W,E,t) (1)

Cette équation intégro-différentielle du transport des neutrons sur le flux angulaire est I'expres-
sion mathématique du bilan des pertes et des productions de neutrons dans le domaine X au
cours du temps. Les différents termes qui composent cette équation s’interpretent de la fagon
suivante :

° m%(az, w, B, t) : représente la variation temporelle de la densité neutronique.

o wVo(r,w,E, t) : est le terme de transport des neutrons, intégré sur X, il représente le
bilan de pertes d’énergie avec le milieu (absorption collision).

oY (x, E)p(x,w, E,t) représente les interactions des neutrons avec le milieu (absorption et
collision).

o [§dE [5: Ysd(w,w, B, t)dv(w) désigne la source de diffusion de toutes les énergies vers E
et de toutes les directions vers w.

X(z, B"EdE [ ¢(z,w, E,t)dv(w) est la source de fission.

Le probléme d’évolution du transport ou probleme de Cauchy consiste a déterminer ¢(z,w, E, t)
satisfaisant 1’équation (1) plus haut avec la condition initiale : ¢(z,w, F,0) = ¢o(x,w, E) ou
¢o(z,w, E) représente le flux au temps ¢t = 0, et avec des conditions aux limites sur la frontiere
I' de X appropriées.

Pour simplifier les écritures et 'analyse théorique du probléme du transport il convient de
regrouper les variables de directions et d’énergie sous la notion de vecteur vitesse, défini par
v =,/ ;—Eow ol myg est la masse au repos d’un neutron.

On peut alors écrire et adimensionner ’équation de transport écrite sous la forme de 1’équa-
tion en utilisant le jeu des variables (z,v,t) ot v € V fermé de R? est donc le vecteur vitesse
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du neutron et on pose :

<x7v7t)_ o (x7w7E7t)7

Tyl
Y(z,v) = |v\§3t(x,E),
(z,v) = ™S, + K(B)X (z, ) (z, E)],

[v]

(x,v,t) = %S(m,w,E,t).

I~

(2)

Q=

Soit X un ouvert convexe de R?, on note X la frontiére de 'ouvert X et par v = v, = v(x)
le vecteur unitaire de la normale extérieure a X au point z. On suppose que la frontiere 90X
est continument différentiable.

' =0XxV

I'y =A{(z,v) € 90X x Vyv.v(z) >0}
. ={(z,v) € 90X x V;v.v(z) <0}
Iy ={(z,v) € 0X xV;vv(x)=0,}

(3)

de sort que I'y et I'_ (resp. I'y) sont des sous ensembles ouverts (resp. fermés) de I' = 90X x V
et que :

OX xV =T, Ulyul._.

Compte tenu de I’équation (1) et du fait que dv = |v|du(w) la fonction inconnue u(z,u,t) doit
vérifier I’équation d’évolution du transport :

i)%qu.Vu—i-Zu:Ku—l—q reXCR' veVCR"t>0
ii)u(z,v,0) = up(z,v), updonné initial, (4)
ZZZ)U’F_ = Ru|p+, t > O,

ou :

les opérateurs donnés K et R sont définis par

(Ku)(z,v,t) = [, f(t,z, 0", 0)u(t, z,v")du(’),
q(t,x,v), (5)
Ropérateur linéaire agissant sur I'y dansl'_,

ou f est une fonction donnée, positive car elle modélise un transfert de densité de nombre
de neutrons d'un vitesse a une autre, les deux densités étant positive.
Nous supposerons que j est une mesure de Radon positive sur R? avec 1(0) = 0, et V' le support
de p, ainsi V' est un fermé de R3.

Condition aux limites de réflexion

On suppose que chaque particule arrivant sur le bord du domaine X en se dirigeant vers
Pextérieur de X y est réfléchie vers I'intérieure de X et selon la loi de réflexion ; on distingue plu-
sieurs types de conditions de réflexion. On représente deux formes qui sont les plus importantes.

Réflexion spéculaire Si la particule suive dans sa réflexion la loi de Descartes; c’est a
dire que le vecteur vitesse vy de la particule apres collision au point x € 0X est le symétrique
orthogonal du vecteur vitesse v de cette méme particule avant collision par rapport a l’espace
tangent a 0.X au point x. Autrement dit

Vo =0 —2(V - Vp)Vy :
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Dans toute cette section, v, désigne le vecteur unitaire normal a 0X au point x, dirigé vers
I'extérieur de X. Au niveau de la fonction de distribution (densité), cette condition de réflexion
s’écrit
flt,z,v) = f(t,z,v —2(v-v)vp);v € R® 2 € 0X,
pour tout t > 0 . Par exemple, cette loi de réflexion est vérifiée par l'intensité lumineuse
éclairant une surface extrémement lisse et parfaitement réfléchissante, typiquement un miroir
(d’ou I'adjectif spéculaire).

Réflexion diffuse Cette loi de réflexion est adaptée par exemple au cas de rayons lumineux
éclairant une surface mate — par exemple un écran de cinéma. Dans ce cas, l'intensité réfléchie
est la méme dans toutes les directions. Traduisons cela au moyen de la fonction de distribution :

flt,x,v) = F(t,x),v v, <0;x € 0X

Il reste a évaluer F'. Faisons I’hypothese que le flux de particules réfléchies par le bord 90X
du domaine est égal, en tout point z € 09X et pour tout ¢ > 0, au flux de particules incidentes :

[ ol vldu) = [ f(tmw) - vdu()ie € 9X;t 2 0.
V-V <0 w-vy >0

Cette identité permet d’évaluer F'(t;z), et d’en déduire la formulation suivante de la condition

de réflexion diffuse :

Juswpso St @, 0)w - vodp(w)
o <0 | w vy | dp(w)

f(t;z;v) = v, <05 € 0X.

Dans le contexte de la photonique, cette loi de réflexion porte parfois le nom de " loi de
Lambert".

Le but de ce mémoire est d’étudier des techniques analytiques et numériques de résolution
de cette équation.

On organise donc, ce mémoire comme suit :
Tout d’abord on commence dans le premier chapitre par représentation d’un bref rappel sur
quelques notions d’analyse fonctionnelle.
Le deuxieme chapitre est destiné a établir I'existence et 'unicité de la solution du probléme en
utilisant la méthode de semi-groupes.
Le dernier chapitre est consacré a étudier et mettre en ceuvre la méthode de différences finies
pour résoudre 1’équation de Boltzmann linéaire.
Notons Ce travail se base essentiellement sur les références [1],[2],[3] et [10].



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1. Une application ||.|| : X — Ry est une norme si elle vérifie les conditions

sutvants :
lu| =0 u=0, Vue X.

Irul = [Mull, YA € R, u € X.
Vu,v € X flu+of < lufl +[[vf]-

Le couple (X, ||.||) est alors appelé un espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2. (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite (u,) d’élément d’un espace normé X
est une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante

Ve >0, 3N € N;V(p,q) € N°, p > Netqg > N = |lu, — u,]| < &.

Remarque 1.1.1. Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.1.3. L’espace vectoriel normé (X, ||.||) est dit complet si tout suite de Cauchy
dans X est convergente.

Définition 1.1.4. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé et complet.

Espaces L*(Q2)

Soit Q un ouvert de R¢, d > 1.
-Pour 1 < p < 400, l'espace LP(Q2) est 'ensemble des fonctions mesurables sur & valeurs
réelles, dont la p™®™¢ puissance de la valeur absolue est intégrable pour la mesure de Lebesgue.
Pour tout f € L¥(Q), on note :

Il = ([ ropa)’



1.1. Quelques résultats d’analyse fonctionnelle 1

L’espace L>(Q)

est 'ensemble des fonctions mesurables essentiellement bornées sur €.
Pour tout f € L¥(), on note :

| fll() = sup |f| = inf{M; |f(x)] < M p.p.x € Q}

Les éléments de ces espaces sont a considérer comme des classes de fonctions qui coincide sauf
sur un ensemble de mesure nulle.

1.1.2 Topologies sur ’espace dual

Définition 1.1.5. On dispose ainsi sur le dual topologique E' d’au moins trois topologies.

La topologie forte, définie par la famille de semi-normes

lells = sup{l(p,2)|, = € B},

ou B désigne une partie bornée quelconque de E. C’est la topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de E. C’est de cette topologie que ['on munit E' pour définir le bidual
(topologique) E" de E comme le dual topologique de E'. Lorsque l'espace E est normé, E' [’est
aussi de facon naturelle et sa topologie forte est simplement celle induite par sa norme.

La topologie faible o(E’, E”). La topologie initiale associée da la famille de toutes les
formes linéaires continues sur E’', c’est-a-dire la topologie la moins fine gardant continus les
éléments de E" . Elle est engendrée par les ouverts de la forme =2 (U), ot o est un élément
de E" et U un ouvert du corps des scalaires.

La topologie faible—x ou topologie préfaible, notée o(E', E), définie par la famille de
Semi-normes

el = [, )|

ou x désigne un élément quelconque de E. (C’est juste la topologie de la convergence simple,
autrement dit : la restriction a E' de la topologie produit sur €¥.) Comme E s’identifie a un
sous-espace vectoriel de son bidual E", cette topologie est a priori encore plus faible que la to-
pologie faible.

Les trois topologies, forte, faible et faible-*, sont en général distinctes. Dans le cas d’un
espace de Banach réflexif (identifiable a son bidual), les topologies faible et faible-* sont égales.

1.1.3 Théoremes de point fixe

Théoreme de point fixe de Banach

Théoréme 1.1.1. Soit (E,d) un espace métrique complet et soit
f+ F— E,
une application telle que
dK € [0,1] satisfaisant d(f(x), f(y)) < Kd(z,y) V(z,y) € E X FE,

alors il existe un point unique xy € E tel que f(xq) = xq.

6



1.2. Quelques inégalités et formules utiles 1

Théoréme de point fixe de Schauder

Si f est une application de E dans lui-méme, on appelle point fixe de f tout élément x de
E tel que f(z) = x. De nombreux problémes d’équations aux dérivées partielles non linéaires
peuvent étre reformulés en terme de probleme d’existence d’un point fixe pour une certaine
application dans un certain espace. A cet effet, le théoréme suivant du a J. Schauder s’avere
tres utile.

Théoréme 1.1.2. Soit ' un espace vectoriel normé, C' un convexe compact de E. Si S est
une application continue de C' dans C', alors S admet un point fixe. Dans le cas d’un espace de
Banach, on utilise souvent la version suivante du théoréme de Schauder.

Théoréme 1.1.3. Soit E un espace de Banach, C' un conveze fermé non vide de E. Si S est
une application continue de C' dans C telle que S(C) soit relativement compact, alors S admet
un point fixe. On note que ce théoréme n’assure pas l'unicité du point fixe, chose qui n’a pas
liew en général.

1.1.4 Fonctions de la physique

Fonction de Dirac

Définition 1.1.6. La distribution de Dirac, aussi appelée fonction o de Dirac, introduite par
Paul Dirac, peut étre informellement considérée comme une fonction qui prend une « valeur »
infinie en 0, et la valeur zéro partout ailleurs, et dont l'intégrale sur R est égale a 1.

Fonction d’Heaviside

Définition 1.1.7. (La fonction d’Heaviside) Heaviside est une fonction discontinue en 0 pre-
nant la valeur 0 en les réels strictement négatifs et la valeur 1 par tout ailleurs :

0 ) 0
Y (x) = sz.:c<
1 stx>0

C’est une primitive de la fonction § de Dirac.

1.2 Quelques inégalités et formules utiles

1.2.1 Formule de Green :

Soit ©Q un ouvert de R? régulier de classe €°. Alors pour toute fonction w € C'(Q)? a

support compact borné dans ()% on a

/de'v(w)(x)dx = /mw(a:)v(x)da(x)

Ou do(z) désigne la mesure Surfacique sur 0§

1.2.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz :

V,ELZQ;/ d</ 2d)3 / 2dz)3.
w e L | o del < ([ JuPde)s ([ uPdr)
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1.3. Opérateur linéaire 1

1.2.3 Inégalité de Holder :
C’est une généralisation des inégalités de Cauchy-Schwartz .
| [wvde] < ([ Jurde)s < ([ ol dr)? Lyl
Q Q Q p D
ot u € LF(Q) et v € L (Q), pour tout p > 1 et (LF)* = (L")

Lemme 1.2.1. Lemme de Gronwall

En mathématique, le lemme de Gronwall aussi appelé inégalité de Gronwall permet
I’estimation d’une fonction qui vérifie une certaine inégalité différentielle.

Le lemme existe sous deux formes, intégrale et différentielle.

Soient @, gety trois fonctions continues sur un segment [a,b], a valeur positive et vérifiant
l’inégalité

i€ fa,b], u(6) < o(0) + [ 6(s) yls) ds.
Alors

t

Ve € [a o) < ol0) + [ els) o) exp ([ olu) dla)) (o).

1.3 Opérateur linéaire

1.3.1 Opérateur borné dans espace normé

Définition 1.3.1. Soient X, et Y deux espaces normés et A un opérateur linéaire de X dans
Y. A est le couple (A, D) ot D est un sous-espace linéaire de X et A est une application linéaire
de D dans 'Y, On dit que A est borné s’il existe une constante C > 0 telle que,

|Az|| < C pour tout x € D, ||z|| < 1,

|Az|| < C||z|| pour tout x € D, ||z|| # 0.

On dit sinon A est non-borné.

Définition 1.3.2. Soit (A, D) un opérateur linéaire dans X. Le graphe G(A) de A et l’image
R(A) de A sont définis par

GA) ={(u, /) e XxX |, ueD et f=Au}.
Im(A) = R(A) = A(D).
G(A) est un sous-espace linéaire de X x X et R(A) est un sous-espace linéaire de X.

Théoreme 1.3.1. Tout opérateur linéaire sur un espace normé de dimension algébrique finie
est continu.

L’espace L(X,Y,||.|)

Soit (X, ||.]|1) et (Y, ||-||2) deux espaces normés sur le méme corps K.
L(X,Y) signifie ’ensemble des opérateurs linéaires continus (bornés) de X dans Y.



1.3. Opérateur linéaire 1

Théoréme 1.3.2. L’application : ||.|| : L(X,Y) — R*, donnée par :
1T = sup{[[Txllz: 2 € X et [[xfly <1},
est une norme pour L(X,Y'). Elle est equivalente auz normes

s {(Tell}, sup ([Tl e} et (A [Tl < Ml v € X}
zll1=1 x||#£0

Proposition 1.3.1. Soit E un espace de Banach et T € L(E), l’ensemble résolvant p(T) est
un ouvert de K et le spectre o(T) est compact ; en outre lorsque ce spectre est non vide, le rayon
spectral v(T') de T satisfait :

r(T) := sup [N xeo(r), €t on alA| < || T (1.1)

1.3.2 Opérateur non-borné dans un Banach

Remarque 1.3.1. Si A est borné, alors A est la restriction dans D d’un opérateur A € L(Y, X)
ou'Y est un sous-espace linéaire fermé de X tel que D C Y. Si A est non-borné alors il n’existe
aucun A € L(Y,X) avec Y fermé de X et D C Y tel que Ap = A.

Théoréme 1.3.3. (Théoréme du graphe fermé )
Soient X etY deux espaces de Banach et soit A : X — Y wune application linéaire. Alors A
€ L(X,Y) si et seulement si le graphe de A est un sous-espace fermé de X x Y.

Remarque 1.3.2. Si D(A) = X il résulte du théoréme (1.3.3) que A € L(X) si et seulement
si G(A) est fermé dans X, plus généralement pour les opérateurs non-bornés, il est trés utile
de savoir si leur graphe est fermé ou non.

Définition 1.3.3. Soit E un espace de Banach sur K(= R ou (C) et soit T (une applica-
tion linéaire (n’est pas nécessairement continue) de E dans lui méme. On se propose d’étudier
l"opérateur

T\=MNg—T; e K.

1. On dit que \ est une valeur réguliere si T est un isomorphisme de E sur E.
2. L’ensemble p(T) des valeurs réguliéres est appelé ’ensemble résolvant de T'.

3. Lopérateur R(\;T) = (Mg —T)™! s’appelle 1a résovante de T si \ est une valeur régu-
liere.

4. Le complémentaire o(T) de p(T) s’appele le spectre de T (i.e. T n’est pas une bijection).

5. Si Ty n'est injectif, on dit que \ est une valeur propre. Et KerT) = {z € E; e —Tx =
0} # 0 : le sous-espace propre associe d la valeur propre \.

Remarque 1.3.3. Lorsque E est de dimension finie, toute valeur spectrale est une valeur
propre.(I" € L(E) est injectif ssi T est surjectif). Il n’en nest rien en dimension infinie; un
opérateur injectif n’est pas nécessairement surjectif.
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Opérateurs non-bornés dans un Hilbert

Proposition 1.3.2. Soit X un espace de Hilbert et on note par < .,. > son produit scalaire.
Si A est un opérateur linéaire dans X a domaine dense, alors,

GA") ={(v,9) e X x X, <p,u>=<wv,f> pour tous (u,f)e€ G(A)},
tel que A* est un opérateur linéaire qui s appelle l'adjoint de A, le domaine de A* est
DA) ={ve X,3C <o0,| < Au,v > | < C |lu|| ,VueDA)},

et A* satisfait
<A, u>=<uv,Au> VYue D(A).

1.4 Définitions et propriétés des opérateurs m-dissipatifs

Nous étudions, dans cette section les propriétés essentielles d’un opérateur m-dissipatif A
dans le cas ot A est non-borné dans un Hilbert et dans un Banach.

1.4.1 Opérateurs m-dissipatifs dans un Hilbert
Soit X un espace de Hilbert complexe de produit scalaire (., .)y.

Définition 1.4.1. Soit A un opérateur non borné dans X de domaine D(A) ;

on dit que A est accrétif, , (1.2)
st Re (Az,x)y > 0 pour toutx € D(A). '
on dit que A est conservatif, , (1.3)
st Re (Ax,x)y = 0 pour toutr € D(A). '
on dit queA est dissipatif, , (1.4)
si Re(Az,xg) < 0 pour toutr € D(A). '

Proposition 1.4.1. On a
(R(A) ={ veDA") ; Av=0 }.
Proposition 1.4.2. A est un opérateur dissipatif dans X si et seulement si
<Au,u>> 0 VYueD(A).

Théoréme 1.4.1. Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X da domaine dense. Alors A
est m-dissipatif si et seulement si A* est dissipatif et G(A) est fermé.

Définition 1.4.2. Soit A un opérateur linéaire dans X d domaine dense, on dit que A est
auto-adjoint (resp anti-adjoint ) si A* = A (resp A*=—A ).

Remarque 1.4.1. L’égalité A* = +A doit étre prise dans le sens de l'opérateur, c.a.d que
D(A) = D(A*) et A*u = +Au pour tout u € D(A) .

Corollaire 1.4.1. Si A est auto-adjoint dans X , et si A >0 (ie < Au,u > >0,V u €
D(A) ), alors A est m-dissipatif.

Corollaire 1.4.2. Si A est anti-adjoint alors A et —A sont m-dissipatifs.

Corollaire 1.4.3. Soit A un opérateur linéaire dans X avec domaine dense, alors A et —A
sont m-dissipatifs si et seulement si A est anti-adjoint.
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1.4. Définitions et propriétés des opérateurs m-dissipatifs 1

1.4.2 Opérateurs m-dissipatifs dans un Banach

Soit X un espace de Banach sur R de norme ||.||, et X’ son dual. En notant par (.,.) la
dualité X et X'

Définition 1.4.3. Un opérateur A dans X est dissipatif si
Ju = AAu = flu].
Pour tout uw € D(A) et tout A >0

Cette définition est un peut difficile a établir dans certains espaces. On la remplace par une
autre applicable.
Pour tout z € X, soit J(z) ’ensemble des éléments w de X' tels que :

lwllxr = llzll, (w,2) = [[wllx[l] (1.5)
Définition 1.4.4. Un opérateur A dans X est dissipatif si
(w,Az) <0
Pour tout © € D(A) et tout w € J(x).

Application sur LP(!)
Donnons d’abord quelques précisions suplémentaires dans le cas des espaces X = LP(Q2),1 <
p < 00.82 ouvert C R".

i) Cas ou X = LP(Q),1 < p < oo. Alors X' = L7 : %%—é =1, et J(u) défini par (1.5) est
constitué d’un seul élément (noté J(u)) :
p—2
Ju) = (1.6)
[z
Un opérateur A dans LP(w) ssi il vérifie I'inégalité :
/ ulP~2Au > 0,Yu € D(A). (1.7)
Q
ii) Cas o X = L'(Q) Alors X’ = L™ : et J(u) est donné par
J(u) ={w e L>®;w = ||lu||p1u*} avec :
=41 s 0
ut =+ szu(x) > 0, (1)
u* = —1 siu(z) <0,
lu]l <1 siu(x) =0,
donc pour prouver que A est dissipatif dans L' on démontre en général que
/ signo(u)Audx > - |Au|dz,Yu € D(A). (1.9)
Q u=0
+1 si u(x) >0,
signo(u)(z) = —1 si u(x) <0, (1.10)

0 si u(z) =0,

Définition 1.4.5. Un opérateur A dans X est m-dissipatif si

1. voir démonstration par ex. dans Yosida
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1.5. Définition et propriétés du semi-Groupe : 1

(i)- A est dissipatif.

(ii)- Pour tout A > 0 et tout f € X, il existe u € D(A) tel que u — NAu = f .

Remarque 1.4.2. Si A est m-dissipatif dans X, il est claire d’aprés les définitions (77) et
(1.4.5) que pour tout f € X et tout A > 0, il existe une solution unique u de [’équation
u— Nu=f.

De plus, on a

[ull < [I£1-

Proposition 1.4.3. Soit A un opérateur dissipatif dans X les propriétés suivantes sont équi-
valentes

(i)- A est m-dissipatif dans X .
(ii)- 1l existe Ao > 0 tel que pour tout f € X, il existe une solution u € D(A) de u—AgAu = f.

Proposition 1.4.4. Si A est m-dissipatif alors G(A) est fermé dans X .

1.5 Définition et propriétés du semi-Groupe :

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni de la norme z — ||z||x on désigne par
L(X) I'espace vectoriel des applications linéaires continues de X dans lui méme. L(X) est un
espace de Banach pour la norme 7" +— ||T'|| définie par :

Tx
1Tl = sup |Tallx = sup I olx
2]l x =1 e£0 ||%]x

Définition 1.5.1. Une famille {G(t)}i>0 d’éléments G(t) € L(X) pourt > 0 forme un semi-groupe
de classe €° dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

i) G(s+t) = G(t).G(s), pour tout t,s >0

i1) G(0) = I (identité de L(x))

i11) tlir(% |G(t)x — x||x — 0, pour tout ;x € X.
—

Définition 1.5.2. Le semi-groupe est dit uniformement continu si :
Vi, —t; G(t,) — G(t)

Remarque 1.5.1. {G(t)}1>¢ est dit uniformement continu en 0 si :

lim |G(t) —I]| =0

t—0+

Définition 1.5.3. Le semi-groupe {G(t)}1>0 est dit fortement continu si :
Ve € ENt, —t : G(ty)x — G(t)x

Remarque 1.5.2. {G(t)}+>¢ est dit fortement continu en 0 si :

lim [|G(t)z — 2| =0

Exemple 1.5.1. Dans L¥(R) , 1 <p < o0

Pour uw € LY (R), on définit G(t)u par :

Gt)u=u(t+s) p.p enx € R.

L’invariance de la mesure de Lebesque sur R par le groupe de translation x — x+t montre que :

|G (t)ullLr @) = [[ullLr @) (1.11)
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On va vérifier les conditions d’un semi-groupe

i)On a
G(t)u(z) = u(z +1),
alors
G(s + thu(z) = G(s)G()u(z),
donc
G(s + thu(z) = u(z +t +s),
d’otl
G(s)G(t)u(z) = G(s)[G(t)u(z)],
alors
G(s)G(t)u(z) = G(s)u(z +t) =u(z +t+ s).
Donc
G(s+t)u = G(s)G(t)u (1.12)
it)On a
G(t)u(z) = u(z +1),
alors
G(0)u(z) = u(z),
donc

G(0) = Iogw). (1.13)

iii) Pour montrer la 3™ condition, on utilise la densité des fonctions continues a support com-
pact dans LP(R) pour 1 < p < co.
Tout d’abord, si Q) une fonction continue a support compact on a :

IG(H)Q = QllLre) < Supl@(x +1) — Q(x)] (1.14)

Ensuite, pour tout f € LP(R) et tout € > 0 donnés, on détermine (par troncature et régularisa-
tion) Q)__ e continue a support compact, telle que :

1f — Qcllzr®) <

Wl M

Alors :

GO = fllee@) < IG@O)f = G)Q:r@ + 1G()Q: — Qellr@ + |f — Qellr@)-
D’aprés (1.11) on a :

IG#)f = GO)Qellr@ = IG(O(f = Q)llr@) = If — Qellr@ <

w| ™

IG)f = Pl < 25+ 1G0OQ: ~ @l

Et d’apres (1.14), il existe n > 0 telle que |t| < n implique

|G(t)Q: — QaHLP(]R) <
d’aprés (1.11), (1.14)et(1.15) (G(t)) est un semi-groupe.

, (1.15)

Wl M
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Proposition 1.5.1. soit {G(t)};>0 un semi-groupe de classe€® sur X alors :
a) t— ||G(t)]| est bornée sur tout intervalle compact [0; c].

b) Pour tout v € X, la fonction t — G(t)x est continue (a valeur dans X ) sur RT.
c) Il existe des constantes réelles w et M telles que :

1G] < Me™, Wt € R

Définition 1.5.4. Un semi-groupe {G(t)}i>0 de classe €° est appelé semi- groupe de
contraction de classe %° si :

|G < 1,9t > 0.

1.5.1 Générateur infinitésimal

Définition 1.5.5. On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t)}i>o lopé-
rateur A, défini sur l’ensemble D(A) tel que :

D(A) = {x € X: tlir(g GltJe —z existe,}
par :
Av = tim CWE=T o pay
t—0+ t

Exemple 1.5.2. X = [P(R) , 1 <p<oo, G(t)u(x) =u(x+1t), ue LP(R)

Considérons %, nous allons montrer que :
G(h)u — d
i Gy —u _ du
h—0+ t dx

au sens de distribution. En effet, (,) désignant la dualité entre D'(R) et D(R), pour ¢ € D(R)
on a:

<G(h);LL — u’ ) = /R G(h)u(:vh) - u(x)gp(x)dx
= /R e + hf)L — u() (x)dx

Or lorsque h — 0 :

h R
du
On déduit de la que
M —
si G()huu — uydans LP(R),

alors, (la convergence dans LP(R) entrainant la convergence dans D'(R)).
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du du
=—, et — € LP(R).
Uy dxa € dZE S ( )
Réciproquement, st
du € LP(R)
dx ’
on vérifie que
G(h)u —u

du
— LP(R).
h — o dansLP(R)

1.5.2 Théoréme de Hille-Yosida

Soit A un opérateur (non borné) de domaine D(A) dense dans X, générateur infinitésimal
du semi-groupe de classe €° {G(t)}s>0. On rappelle qu’il existe deux constantes réelles M et w
(indépendantes de ¢ ) telles que

|G| < Me™  pour tout t > 0. (1.16)
Soit
p=A+iu, A préels

et
feX donné.

Posons le probleme :

{trouve'r’ u € D(A),vérifiant (1.17)

—Au+pu=f avec f € X donné.

Théoréme 1.5.1. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur A fermé de do-
maine D(A) dense dans X, soit générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe €° unique
est qu’il existe w € R tel que

i)le probléeme (1.17) admet wune solution wunique pour A\ = Re(p) > 1,
it)siu = R(p)fest cette solution,

alors on a :

M

En outre le semi-groupe {G(t)}i=0 vérifie alors (1.16)

IR*(p)]| <

1.5.3 Théoreme de Hille-Phillips

Théoréme 1.5.2. Soit A un opérateur non borné de domaine D(A) dense dans l’espace de
Hillbert X.

Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe €° si et
seulement st

i) A est dissipatif,
et
ii)l'image de D(A) par I — A est égale & X.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer 'existence et 'unicité de la solution du probléme
suivant
i)%+v.Vu+Zu:Ku+q reXCR"'", veVCR"t>0
ii)u(z,v,0) = up(z,v), up donné initial, (2.1)
ZZZ)U’F_ = RU|F+, t > 07
ou :
les opérateurs donnés K et R sont définis par

(Ku)(z,v,t) = [, f(t,z, 0", 0)u(t, z,v")du(’),
Ropérateur linéaire agissant sur I'y dansl'_,

Comme son opérateur, agissant sur des fonctions de 3 x 3 dans 'espace de phase X x V,
n’est ni auto-adjoint ni elliptique ni normal dans lespace L*(X x V) ; les méthodes variation-
nelles générales ne sont donc pas valables pour cet opérateur. Alors on utilise la méthode des
semi-groupes agissant sur LP(X x V); 1 < p < oo en particulier pour traiter le cas naturel
p = 1, et obtenir une solution généralisée.

Dans le but de simplifier et clarifier la tache on approche progressivement de notre cible, pour
traiter deux types des problemes stationnaire et cinétique avec deux genres de conditions opéra-

tionnelles contractives et non-contractives ou la pierre angulaire dans ce travail est le théoreme
de Hille Yosida.

Soit V' C R™ et X un ouvert convexe de R", on note 0X la frontiere de 'ouvert X et par
v, le vecteur unitaire de la normale extérieure a X au point . On suppose que la frontiere 90X
est continument différentaible et on pose :

' =0XxV

'y =A{(z,v) € 90X x V;v.r, >0}
. ={(z,v) € 90X x V;v.r, <0}
Iy ={(z,v) €0X x Vv, =0,}

de sort que I'y et T'_ (resp. I'y) sont des sous ensembles ouverts (resp. fermés) de I' = 90X x V
et que :

16



2.1. Introduction 2

0X xV=IT,ulyul_.

Pour résoudre le probléme (2.1) nous allons utiliser la théorie des semi-groupes. Pour cela, il faut
tout d’abord choisir un cadre fonctionnel : nous cherchons la solution v que nous écrirons aussi
u(t) = u(t, z,v) comme une fonction du temps ¢ a valeur dans I’espace LP(X xV')(p € [1, +0o0])
défini comme l'espace des fonctions f mesurables ( pour la mesure produit dxdyu ) et telles que

| fllzrxxvy = (/ \f(l’,v)\pd:cdu> < +o00.
XxV

Le choix p = 1 est naturel du point de vue physique, puisque u est une fonction positive et que
u(x,v,t) do du(v
[l ,t) de dpv)

représente le nombre total de particules a I'instant ¢, qui est fini.

Le cas p = oo doit étre étudié a part. Par exemple, il y a déja une difficulté avec 'opérateur
% comme générateur infinitésimale qui engendre le groupe des translation ¢ — G(t)p =
o(. —t)G(t),t > 0, est une famille d’opérateurs dans LP(R), mais pas fortement continu (de
classe €°) : en effet, si t — 0, |G(t)¢ — ¢|| peut ne pas tendre vers 0.

e Définition des espaces Z(R"xV) et Z'(R"x V) (ou encore Z(X xV) et Z'(XxV), X

ouvert C R" ).

Puisque ’ensemble V' est un fermé de R", il est nécessaire de préciser la notation de distribu-
tion sur R"x V| et la dualité 2(R"x V), 2'(R™ x V) utilisée avec I'espace pivot L?(R" XV, dzdu)
ou i n’est pas nécessairement la mesure de Lebesgue.

Tout d’abord, on peut identifier les espaces L?(R" x R", dx du) et L?*(R™ x V., dz du) puisque
V est le support de p.

Soit J Papplication continue qui a tout fonction ¢ € Z(R"™ x R™) fait correspondre sa classe
d’équivalence @ (pour la mesure dr du) dans L? (R™ x R™ dx du); J n’est pas injective, son
noyau est :

kerd ={p € 2(R" x R"), p|gnxy = 0} .

On désigne par :

P2R" x V) ={¢|rnxv, ¢ € 2R" x R")}

L’espace Z(R™ x V) s’identifie a I'espace quotient Z(R"™ x R™)/ker J; par ailleurs Z(R" x V)
est dense dans L*(R" x V,dz dpu).

Notons & présent que tout élément v € L*(R" x V, dxdp) peut étre identifié & la distribution

usur R" x R" :p € Z(R" x R") — u @ dr du.
R™xR™
On désigne par : 2'(R" x V) la fermeture de L?(R" x V,dx du) dans 2'(R™ x R").
L’espace Z'(R™ x R") s’identifie alors au dual de I'espace Z(R™ x V),
la dualité étant I’extension du produit scalaire dans L*(R" x R", dx du).

Pour résoudre le probléme (2.1) nous étudions plusieurs cas simples d’aide :
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2.2. Probléeme d’advection 2

2.2 Probleme d’advection

2.2.1 Le probleme de Cauchy homogene

Soit v € V' C R™ une vitesse donnée .
Considérant le probleme homogene suivant :

B Vu=0 z€R" t>0

u(x,v,0) = p(x,v) (ou p estdonnée)
On cherche une ligne caractéristique (z(s),t(s)) le long de laquelle cette équation aux dérivées
partielles du premier ordre se réduirait a une équation différentielle ordinaire. Calculons la
dérivée de u le long d'une telle courbe :

du _dedu | dtou
ds dsOx ds Ot

Posons que : % =y et % = 1. On obtient :

ds
d_ o, on
ds ot oz

La solution de I’équation reste donc constante le long de la ligne caractéristique .

u(z,v,t) = up(x — vt,v)

— ol — vt,v)
Soit G(t) la famille d’opérateurs définie pour ¢ € €°(R" x V) par
(G(t)p)(z,v) & o(x —vt,v) Ve,veR" xV (2.3)

Proposition 2.2.1. La famille d’opérateurs G(t),t € R définie par (2.3) se prolonge en un
groupe d’opérateurs de classe €° sur LP(R™ x V) pour 1 < p < 400 avec

IG@IE Y = [l 57, Vo € LR x V) (24)
Le générateur infinitésimal de ce groupe est 'opérateur A défini par :

{Au — —u.Vu (2.5)

D(A) ={ue LP(R" x V);v.Vu € LP(R* x V)}
Ce groupe opére dans le cone des fonctions positives de LP(R™ x V).

Démonstration. On remarque en premier lieu que si p € €2 (R™ x V)

3 =

G =l ey = ([ lola = vt,0) = pla, OPdo du(w))” 0.

lorsque t — 0.

Par densité de € dans LP(R™ x V) pour 1 < p < +o0, on en déduit que {G(¢)}+cr se prolonge
en un semi-groupe de classe ¢° sur LP(R" x V).

On établit de méme (2.4).

Pour trouver le générateur infinitésimal de G(¢), on remarque que

nxV

g(G(t)cp)‘ = —ovVy dans Z'(R" x V), Yy € D(A).

Donc on en déduit (2.5). O

t=0
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2.2.2 Le probleme avec conditions aux limites inhomogénes

Nous avons besoin au lemme suivant

Lemme 2.2.1. Soit f(t,x,v',v) une fonction réelle positive donnée (f > 0), du mesurable en
v et v'. On suppose qu’il existe des constantes M, et My positives telles que

0 /Vf(x,v’,v)d,u(v) <M, VY(z,v)eXxV.

(2.6)
zz)/ flz, v, v)du(') < My, V(z,v)€e X xV.
1%
Alors Uopérateur K défini par
(Ke)(a.v) = [ fla o)l o)du(), Vi € LAX x V), 2.7)

est linéaire, continu de LP(X x V') dans lui méme ( pour p € [1,00]).

Pour la démonstration de ce lemme voir [3].

Cas des conditions aux limites homogenes

On considere le probleme

i)%+v.Vu+Eu:Ku+q re€XCR", veVCR"t>0
i) u(z,v,0) = ug(x,v), wuy donné, (2.8)
iti)ulp_ =0, t>0,T_ étant défini en

Pour 1 < p < 400, on introduit I'espace de Banach
WP =WP(X xV)={ue L’(X xv);vVu € LP(X xv)} (2.9)

Ici nous nous heurtons a une difficulté : si u € LP(X x V) et vVu € LP(X x V), il n’est pas
vrai, en général, que la Trace (u|r_) de u sur I'_ vérifie;

/ (v p)|ulPdl dp < o0,
r_
ou dI' est la mesure de surface de 0.X.

Naturellement, on n’a pas mieux pour la trace up, de u sur I'y. En revanche, si K est un
compact inclue dans I'_ ou ( T'y), on va voir que 'on peut pour définir la Trace u|x de u sur
K dans LP(K), ce qui suffit pour donner un sens au domaine D(A) de 'opérateur d’advection
dans le cas des conditions aux limites absorbantes.

Théoreme 2.2.1. Théoréme de Trace
Soit K un sous-ensemble compact de I'y (resp.I'_ ), alors l'application Trace

u— u|g

définie sur 2(X x V) se prolonge par continuité en une application continue de WP dans LP(K)

Corollaire 2.2.1. Les fonctions de W? (p € [1,400[) ont une Trace dans L}, .(I'_) (resp. L}, .(T'+))
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Définition 2.2.1. Pour tout u € WP(X x V), on écrit ulr_ = 0 si pour tout compact K C I'_,
on a :ulg =0.

Nous définissons maintenant le temps de parcourst(x,v) € X x V par :
t(z,v) = sup{t,x —vs € X pour0 < s < t}, (2.10)

autrement dit t(x,v) est le temps que met une particule située en x a t =0 et ayant la vitesse
(—v), pour atteindre la frontiére 0X .

Cette définition n’entraine pas que la particule sorte du fermé X au temps t(x,v) car sa
trajectoire peut étre tangente a la frontiere X lorsque X n’est pas convexe.
Pour tout ¢ € Z(X x V), on définit alors 'opérateur G(t), t > 0 par :

(G(t))(x,v) = {g(x ~vhv) S?i :;tif’;?’ (2.11)

Théoréme 2.2.2. La famille d’opérateurs (G(t)), t > 0, définie par la relation (2.11) se
prolonge en un semi-groupe de classe €° dans LP(X x V),1 < p < +00. De plus {G(t) }s>0 est
un semi-groupe de contraction et opére dans le cone des fonctions positives de LP(X x V).

Le générateur de ce semi-groupe est 'opérateur A défini par :

i)Au = —vVu (2.12)
it)D(A) = {u € WP;ulp_ = 0}; WP défini par (2.9)} .
Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que pour tout ¢ € Z(X x V), on a :
lim [|G(t)e — ¢l r(xxv)=o. (2.13)

t—0

Par densité de Z2(X x V) dans LP(X x V), (et {G(t)} étant uniformément borné), on déduira
que {G(t)} se prolonge en un semi-groupe de classe ¢° dans LP(X x V).

Soit donc ¢ € Z(X x V). 1l existe tg = to(p) tel que pour tout (x,v) dans le support de ¢, on
ait t(z,v) > to(p). On a alors pour t < to(yp) :

GO = el = [, lele=vt0) = ol 0)F de du(v)
On vérifie aussi que (2.13) a lieu pour tout ¢ € Z(X x V), d’ot (2.13) pour tout ¢ € LP(X x V)
par densité.

Déterminons enfin le générateur de ce semi-groupe. Soit u une fonction appartenant au
domaine de ce générateur et ¢ € Z(X x V) donnée. Pour (¢t < t() on a

(G(t)u —u,p) = / (u(z — vt,v) — u(z,v))e(x,v) de du

XxV

et par conséquent

lim 1(G(t)u —u) =—vVu dans 2'(X x V).

t—0 ¢

Pour que u soit dans le domaine du générateur, il faut donc que vVu € LP(X x V).
Enfin si K est un compact de I'_, on vérifie que pour tout ¢ > 0, G(¢)u est nul dans un voisinage
de K. Ainsi G(t)u|x = 0 et la continuité de I'application trace impose que u|x = 0.
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2.2. Probléeme d’advection 2

On utilise la caractérisation de D(A) :

t —
lim G()?u existe dans LP(X x V) < u € D(A).

t—0

Pour tout o € (X x V) et u€ WP(X x V), on a :

/X><V G(t)u(z,v)p(z,v)dedy = u(z —vt,v)p(x,v)Y (t(x,v) — t)dzdpy,

XxV
ou Y désigne la fonction d’Heaviside ; donc :

G(t)u —u

PR = [, el v 0 (1, —0) 1) — (el )l

{

ou encore, en posant
x(@' v, t) =Y (2, —v) — 1),

et en notant que :
v.VXli=o = —v.v0(l'y) :

hmt—m(G(t)tufuy@ = /XXvUU-V(SOX)|t:0d93dN
:/ u(v.Vgp)dxd,u—I—/ up(—v.wo(I'y))dzdp.
XxV XXV

L'utilisation de la formule de Green avec u € WP(X x V), ¢ € (X x V) donne

/ [u(v.V) + (v.Vu)p|dx du = / upv.v dy dp — / wp|v.v| dy dy;
XxV r, r_

avec v vecteur unitaire de la normale .
Donc, avec dI' = dy du :

hm<G(t)u —u

t—0 t

L P) = / —v.Vuyp dx du —/ uplv.|dL.
XxV I_

Ainsi, on aura, pour tout ¢ € Z(X x V) :

lim(G(t)u —u

t—0 t

,P) = / —v.Vupdr du,
XxV

si

/ uplv.v| dl =0, Vo€ 2(X x V),

r

donc si u|p_ = 0.
On a donc prouvé que 'opérateur A défini ci-dessus prolonge le générateur.
Réciproquement si u € D(A), on a pour presque tout (z,v) € X x V :

(Gt~ w)(w.0) = | " Gs)(—0.Vu) (x, v) ds.

On en déduit que A coincide avec le générateur de (G(t))s>o-

On peut établir le :
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Théoréme 2.2.3. Supposons que les données du probléeme (2.8) vérifient :
Y e L®(X x V), 2> (0),

K est lopérateur défini par

(Kg)(w,v) = | fla ' v)p(e,o)du(v), Vo e (X x V),
v
ot la donnée f est une fonction positive vérifiant

0) /Vf(x,v’,v)d,u(v) <M, VY(z,v)eXxV.
i1) /Vf(:)s,v’,v)du(v') < M, VY(z,v) e X xV.

avec M, et M, des constantes .

qge LP([X xV x(0,7)), pell oo
ug € LP(X x V).
Alors le probléme (2.8) admet une solution unique u dans l'espace #,, . On a :
u e E([0,7]; LP(X x V)).
Si de plus, ug est telle que

v.Vug € LP(X x V) et up|l'—- =0, donc ug € D(A)

et q telle que
g € €' ([0,7); LP(X x V),
alors :

u(t) = /Ot G(t — s)f(s)ds + G(t)ug

est une solution forte de (2.8) ; elle vérifie :

u€ Y0, 7]; LP(X x V) v.Vu € €[0,7); /(X x V) u(t)|r. =0, Vtel0,1],
donc u € €0, 7], D(A).

Siq >0, alors ug = 0 entraine u > 0.

Cas des conditions aux limites non homogenes.

Supposons a présent que la condition aux limites homogene (2.8)iii) soit remplacée par la

condition non homogene :
ulr_ = g. (2.14)

Donc le probleme devient :

i)%—i—v.Vu—i—Zu:Ku—l—q, dans X x Vx]0, [,
i)u(.,0) =ug, sur X XV, (2.15)
i) u(., t,v)|r_ = g(t,v), te(0,7).

Pour résoudre le probléeme non homogene (2.15), on utilise un relévement @ = Rg de g dans
WP(X x V) (en supposant pour simplifier que g est indépendant du temps ). Cela est possible si
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g appartient a I'espace des traces sur I'_ des fonctions u € WP(X x V), c’est-a dire a I'espace :
LP(T'_, de) avec de = |v.elmin(T(z,v), K)dvydu, ou K est une constante, K > 0, et 7(z,v) le
temps de sortie de la particule en z € 90X ayant la vitesse v :

T(x,v) =inf{t >0,z + vt ¢ X}.

Cet espace contient en particulier 'espace LP(T'_, |v.v|dydu), ce qui permet aussi de traiter le
cas ou g € LP(I'_, |v.v|dvydu).

A Taide du relevement @ = Rg de g, le probleme non homogene (2.15) se transforme, par le
changement de fonction :

u—1u=w
en :
i) 9 +o.Vu+Sw = Kw+§
Z’L) w’F7X]07T[ =0 (216)
i1i) w(0) = wy
avec
Gg=q—v.Vu—Xu+ Ku et wy =uy — 4,
tels que :

Ge (X xV) et wye LP(X xV) (mais a priori wy ¢ D(A)),

et le Théoreme 2.2.3 entraine alors 'existence de la solution du probleme non homogene consi-
déré.

2.2.3 Le probleme avec condition aux limites de réflexion

On se propose ici de définir I'opérateur d’advection dans LP(X x V), p € [1,4o00], pour des
conditions aux limites dites de réflexion, c’est-a-dire telles que u|r_ = R(u|r, ) pour un certain
opérateur R, agissant del'; dans I'_(a préciser), de facon a obtenir un opérateur non borné
dans LP(X x V), noté Ag avec Agu(z,v) = —v.V,u(z,v), qui soit générateur infinitésimal d'un
semi-groupe de contraction de classe ¢° dans LP(X x V). La difficulté de cette définition réside
notamment dans le fait que pour un couple de fonctions (g4, g_) définies sur I'y et I'_, telles
que g = Rg, , il n’existe pas nécessairement de fonction v € WP(X x V) telles que, d'une
part u|p, = g4, et d’autre part que g, et g_ soient la trace sur I'; et I'_ d’une méme fonction
u € WP(X x V) il faut pour cela disposer de théorémes de trace précis, donnant les condi-
tion de raccordement des fonctions g, et g_ pour existence d’une telle fonction u € WP(X x V).

Pour un opérateur de I'y dans I'_ donné, le probléme sera de trouver (par restriction et
fermeture) un opérateur de réflexion R satisfaisant aux critéres que nous indiquerons par la
suite.

Rappelons tout d’abord quelques notations.
LP(T'_,d¢) avec d§ =| v.v | min(7(z,v), K)dydu, on K est une constante, K > 0, et 7(z,v) le
temps de sortie de la particule en x € 90X ayant la vitesse v :

T(x,v) =1inf{t > 0,z + vt ¢ X}
WP =WP(X x V) ={ue LP(X x V);0.Vu e LP(X x V)}

Pour tout (x,v) € I'_(resp.I'y), on note par 7(z,v) le temps de «passage» dans X de la
particule située en x € 0.X, avec la vitesse v, ou encore :
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Si(z,v) €y 7(z,v) =inf{t > 0,2 —vt ¢ X} =sup{s >0,z —vr € X,Vr €0, s[},
si (z,v) €M 7(x,v) =inf{t > 0,z +vt ¢ X} =sup{s > 0,z +vr € X,Vr €]0, s},
Ainsi pour (z,v) € I'_, 7(x,v) = 7(z, —v).

Soit K une constante positive; posons Tk (z,v) = min(7(z,v); K).
Le role de K et d’éliminer les temps de «passage» (de «viey) trop longs dans X (si X est
borné et si 0 ¢ V, 7(x,v) reste borné pour tout (z,v) et on prendra 7x(x,v) = 7(x,v)). Pour
p € [1,400[, on note par dé(= dé) et d€% les mesures définies sur I'y par :

{df =l v.v | g (z,v)dydp (2.17)

A€ = Tc(z, )P | v | dydp = Trc(x,v) PdE

(ou encore d€f =| v.v | max(7(z,v)' P ,K")dydp avec K’ = K7 : noter que déL =| v.v | dydpu).
On a ainsi les inégalités et les inclusions :

{Kpdéi > K [v|dyd§ > d¢ (2.18)

LP(Ty, d&h) — LP(T'y,| v.v | dydp) — LP(Ty, d€).
Soit WE(X x V) ={u € WP(X x V), u |px= 0} Nous avons besoin au théoreme suivant

Théoréme 2.2.4. Les applications traces vy : u — u |, sont continues, surjectives, avec
relévement continu, de WP(X x V) dans LP(T'y,d€) et de WE(X x V) dans LP(T'y,d€h),1 <
p < 00

Ce théoreme permet de résoudre le probleme suivant :
Trouver u € WP(X x V) vérifiant :

{U.VU + Au=q (2.19)

u|p7::u,

Pour tout ¢ € LP(X x V) et u_ € LP(I'_,d{) donnés (et ou A désigne une constants, A > 0).
On démontre aisément l'existence et I'unicité de la solution de (2.19), par exemple a 1’ aide d'un
relevement U € WP(X x V) de u_ ; en posant u = U 4w, on se ramene alors au probléme en w :

{U.Vw + A w=gavec §=q— (v.VU+ XU) € LP(X x V),
’W|F7=:0

dont on connait la résolution.
Il en résulte que 'application
U — (U.Vu + Au,u |p_ )

est un isomorphisme de WP?(X x V) sur LP(X x V) x LP(I'_, d§).
la solution explicite de 2.19 est donnée par

u(z,v) = e MEy_(z —t(z,v)v,v) + Q(x,v), (z,v) € X X V, (2.20)

avec

Q(z,v)) = /Ot(%v) e Mg(z — tv,v)dt. (2.21)

Posons a présent, pour (z,v) € I'; :

Rou_(z,v) oo Riu_(z,v) = e M@y _(z — 7(x,v)v,0). (2.22)
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Ainsi Ry(= R}) est I'application qui, & toute fonction u_ € LP(I'_,d€), fait correspondre la
trace uy = @ |p, sur I'y de la solution & € WP(X x v)de :

{U.Vﬂ + M = 0dans x V (2.23)

@ |r_=u_surl_,

et Ry est donc une application continue de L”(I'_, d¢) (vesp. L¥(T'_, | v.v | dydp), LP (T, d€" )dans
LP(Ty,d€) (vesp. LP(Ty,v.wdydu), L¥ (T, dEY). Cela résulte encore du Theoréme 2.2.4 et de
'identité : (voir [8])

WP(X xV)={ue WX xV),u|r, € LTy, v.rdydu)}
= {u e WP(X xV),ul|p_€ LP(T_,| v | dyu)} (2.24)

De méme, nous poserons, pour (z,v) € I'}.

7(z,v)
Foa(w,0) 2 Qu(w,0) E [T e g(w — to,v)d; (2.25)
0

Py est ainsi I'application qui a toute fonction ¢ € LY (X x V) fait correspondre la trace Q, =
U |r, sur I'y de la solution U € WP(X x V) de :

v.VU + AU =g dans X xV
Ulr.=0surl_;

Ry est donc une application continue de LP(X x V) dans LP(T',, d€%), qui est méme surjective
(par suite du Théoreme 2.2.4).
On peut alors donner le Théoreme de trace suivant :

Théoréme 2.2.5. soit (gy,g9-) € LP(I'y,d§) x LP(I'_,d€). 1l existe u € WP(X x V) tel que
U |p,= g4,u |r_= g_ si et seulement (g, g-) vérifie :

— Rog_ € LP(T,dE). (2.26)

Démonstration. i) la condition (2.26) est nécessaire : supposons qu’il existe v € WP(X x V)
tel que u |p.= g+. Soit @ la solution de (2.23) pour u_ = g_; alors :

u—u€eWP( X xV)et (u—1a)|r.=0doncu—ae€Wl(X xV)

et par restriction a I'y, la relation (2.26).
ii) Réciproquement, si U désigne un relevement de g, — Ryg_ dans W2(X x V), u=u+ U €
WP(X xV)etu|r,= g+, dou le Théoreme 2.2.5 . O

Désignons par x? 'espace de Banach défini par :

X’ ={(g94,9-) € LP(T'y,d€) x LP(T'_, dE). vérifiant(2.26)}, (2.27)
avec la norme || - ||,» donnée par :
1(g+: 9-) 1% = HngHip(m a) T lg- HLP r_de) T [ Rog- — 9+Hip(1“+,d£i) (2.28)
On a alors le :
Corollaire 2.2.2. lapplication trace v = (y4,7-) : u — u |r= (u |r,,u |[p_) est continue,
surjective, avec relévement continu de WP(X x V') dans x?.
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Soient a présent :
i)R un opérateur non (nécessairement) borné de LP(I'y, d¢) dans LP(I'_, d€) ; on note de fagon
usuelle par D(R) et G(R) son domaine et son graphe,
ii) Ar lopérateur d’advection défini dans L¥'(X x V) par :

{ARU =—v-Vu
D(Ag) ={u € WP(X x V), (v3u,v-u) € G(R)}.

On notera que 2(X x V) C D(Ag) et donc D(Ag) est dense dans LP(X x V).
On peut alors énoncer le :

Théoreme 2.2.6. Supposons que R vérifie les conditions suivantes :
i) le graphe G(R) de R est un sous-espace fermé de xP ;

i) Im(I — RyR) est contenu dans LP(Ty,d€%) avec densité ;

iii) il existe une constante C' > 0 telle que¥g, € D(R) :

(I = RoR)g+ o, agry = Clllgs ooy ae) + 1R+ Lo ag)l; (2.29)
+
iv) D(R) N LP(T'y, v.vdydp) est dense dans D(R) muni de la norme :

1
||g+||D(R) = (||9+||LP(F+,d£) + | Rg+ [l per_ae) + [I(L — ROR)9+||LP(F+,dg{;))p% (2.30)
v) R est une contraction pour la mesure | v.v | dydu : Vg, € D(R) N LP(T'y, v.vdydp)
||Rg+||LP(F_,|v.V\d'yd,u) < Hg+||Lp(F+,v.zxd’ydy) (231)

Alors Uopérateur Ag est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe
€ dans LP(X x V).

Réciproquement si Ag est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe
€° dans LP(X x V) tel que D(AR) N WP(X x V) soit dense dans D(Ag), alors R vérifie les
propriétés i) a v).

Corollaire 2.2.3. Si les hypothéses de Théoréme 2.2.6 sont réalisées, les applications traces
Yy ety :iypur e,y u— (ulr,,u|r_) sont continues surjectives avec relérement continu

D(Ag dans D(R) et G(R) respectivement.

On notera que l'inégalité (2.29) peut encore s’écrire sous la forme (avec (2.17)) :

(2.17) Jr, ’%([ — RoR)g(z,v)[Pd¢ > Cilfr, | g+(2,v) [P dE+ [r_ | Rgs(x,v) [P d€], Vg4 €
D(R),

avec C constante, Cy > 0, et avec d€ = g (z,v)|v, v|dydp (voir 2.17).

Démonstration. (du Théoreme 2.2.6) Nous utiliserons de fagon essentielle le théoréme de Lumer-
Phillips (chap. XVIIA [2]).

i) L'opérateur Ag est dissipatif sur D(Ag) N WP(X x V) ssi v) est verifie. I'opérateur Ag
est dissipatif pour p > 1 ssion a :

(J(u), Agu) = /X><V | u |P7? w(—v.Vu)dedp < 0,Yu € D(AR). (2.32)

Or
—v.V(|u?) = plulP~ 0.V (|u]) = —p|u[P~ (signow)v.Vu = plulP"*uv.Vu.
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On en déduit par la formule de Green :

1 1
/ | u P72 —u(v.Vu)dedy = 7/ —0.V(| u |P)dxdp = —f/ | w [P vvdydu; (2.33)
XxV P JXxV P JoOXxV
d’ott encore, si u € D(Ag) NWP(X x V)
1
), Apu) = —[[ s P ovdydu+ [ u- | vwdydyl, (2:34)
pJry T
et par suite, I’équivalence
(J(w), Agu) <0 = |lu_[| = [|[Rut|[ Lo josldyap) < lutllLewy vvdrdn) (2.35)

Dans le cas p = 1, on opére de méme avec J(u) = signou (voir chap. XVII [2] ) [y v.V | u |
drdp(v) = Jp, (v.v) [u|dl'y >0

i) X(x,v") > Xg > Oet
i1) Yet f vérifient (p.p(z,v) € z x V)

Jv flz, v v)du(v') < E(z,v),0 < g <1
i1i)q ne dépend pas det et vérifieq € L>®°(X x V)

(2.36)

ce qui donne encore (2.35) pour p = 1.

ii) D(Ag) NWP(X x V) est dense dans D(Ag) < D(R) N LP(T'y,v.vdydp) est dense dans
D(R).

L’application trace vy : u +— u |p, étant continue de D(Ag) sur D(R) (par le Corollaire
2.2.2), on a ainsi I'implication =.

La réciproque se démontre en construisant un relevement de D(R) dans D(Ag), ce qui
prouvera aussi le Corollaire 2.2.3; on pose Q, = (I — RoR)g; € LP(T'y,d&}) pour tout g4 €
D(R); Q.+ admet un relévement U € W (X x V). Posons alors :

u(z,v) = e MRy (x — t(z,v)v,v) + Ulz,v), (x,v) € X x V.

Onawue WP(X xV)etu|p,= RRgy +U |r,= RoRg+ + Q4+ = g4+,u |r_= Ry, donc
u € D(Ag) et u est un relevement de g

D(AR)NWP(X x V) — D(AR)

™+ ™o+
D(Ag) N LP(T'y, | v.v | dydu) — D(Ag)

Ainsi les propriétés i) et ii) que nous venons de démontrer entrainent que Ag est dissipatif sur
D(AR).

iii)Im(I — Ag) = L¥(X x V) ssi les hypotheses i), ii) et iii) sont vérifiées. (Cela entrainera que
l'opérateur Ag est m- dissipatif sous les hypotheses i) a v)). Nous allons montrer 1’équivalence
entre :

o(\] — Ag) est un isomorphisme de D(Ag) sur LT (X x V) (pour A > 0) .
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o(I — RyR) est un isomorphisme de D(R) sur L (', d&?).
Le probléme : trouver u € D(Ag) tel que :

(M — Agr)u = q, avec gdonné dans L”(X x V), (2.37)

c’est-a-dire tel que :

i)v.Vu+ A = q, qge LY (X xV)

admet, en considérant u |r_= u_ comme donné pour 'instant, la solution (2.20); il reste alors
a écrice que la relation (2.38) ii) est verifiée, ce qui donne, avec (2.22) en prenant la trace de u
sur I'y et en possant u |r, = uy, Q |r, = Q4 = Zoq (voir (2.25))

Uy — RORU+ == Q+ (239)

Puisque 'ensemble des Q, pour ¢ € LP(X x V) est Pespace LP(I';, d€”), on obtient que (2.38)
admet une solution et une seule u € D(Ag) ssi (2.39) admet une solution et une seule u, € D(R)
(la détermination de u, entrainant celle de u_ = Ru,et donc de u par(2.20). D’ou 'équivalence
annonceée.

Mais (I — RyR) est un isomorphisme de D(R) sur L”(I';, d€%) ssi Iapplication

70 ¢ (uy, Ruy) € G(R) — (I — RyR)uy € LP(T'y, dE")
est un isomorphisme, ou encore ssi les conditions i), ii) et iii) du Théoréme 2.2.6 sont vérifiées.

En effet i) entraine que D(R) muni de la norme donnée par (2.30) est un espace de Banach,
et lapplication I — RyR est continue de D(R) dans LP(T",, déﬁ), d’inverse continue par suite
de (2.29), donc les hypotheses i) a iii) entrainent que (I — RyR) est un isomorphisme de D(R)
sur LP(['y, d€%), et en particulier Im(I — RoR) = LP(I'y, d€%).
la réciproque s’effectue sans difficulté particuliere . n

De facon assez générale, on peut montrer dan sle corolaire suivant qu'un opérateur de
réflexion R étant défini comme un opérateur non borné de LP(I', d€) dans LP(I'_, d£) avec un
domaine D, peut étre prolongé avec R avec les propriétés i) a v).

Corollaire 2.2.4. Soit R un opérateur non borné de LP(T'y,d€) dans LP(I'_,d§) vérifiant les
propriétés ii) a v) du Théoréme 2.2.6. Alors l'opérateur R admet "par fermeture " une exten-
sion R vérifiant les propriétés i) a v) du Théoréme 2.2.6, et donc telle que Ay est générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe €° dans LP(X x V).

Démonstration. 11 suffit de démontrer que R est fermable, c¢’est-a-dire que la fermeture G du
graphe G(R) de R dans x? est un graphe, ou encore : si f,, € LP(I'y,d§),n € N, est une suite
telle que pour

n — 0o, f, — 0 dans LP(I", d¢§), Rf, — g- dans LP(I'_,d¢) = ¢g_ =0,

fo— 0= (I = RoR)fn — —Rog—. Or par suite des hypotheses ii) et iii), I — RoR admet
un inverse, noté (I — RyR)™" continu sur LP(T',,d¢% ) ; donc

(I — RyR)™YI — RyR)fn = fn — —(I — RyR) ' Rog_,d’ou (I — RyR)*Ryg_ =0
donc Ryg_ =0, et g = 0. [
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Généralisation de 'opérateur de réflexion

Nous allons donner a présent un cadre assez général d’exemple d’opérateur de réflexion R
vérifiant I'inégalité (2.29) qui peut étre replacée par la suivante (un peu plus forte).

i11)' Ry R est un opérateur de contraction stricte dansL?(T'y, v.vdydp) (pour A =1). (2.40)

Tout d’abord on utilise (Voir Bardos [9] pour p = 2, Cessenat [8] pour le cas général pour la
démonstration) que

WP(X xV)={ueWP(X xV),ul|r,e LP(I'y,| v |dydu)}
={ue WP(X xV),ul|r_€ LP(I'_,| v.v | dydu)} (2.41)

On remarque tout d’abord (et cela peut se déduire aisément de la partie i) de la preuve du
Théoreme 2.2.6) que 'opérateur Ry est un opérateur de contraction de LP(I'_, | v.v | dydu)dans
LP(T 4, v.vdydp).

Ainsi, si R est un opérateur (de réflexion) non borné de LP(I';, d¢)dans LP(I'_, d€) de contrac-
tion de LP(I'y, v.vdydu) dans LP(I'_, | v.v | dydp) , i.e. vérifiant (2.31),alors RoR est un opéra-
teur de contraction dans LP(I', v.vdydpy) .

Démontrons que si R vérifie iii)’, iv), v) et ii), alors R vérifie aussi iii), iv), v) et ii), et donc R
est un opérateur de réflexion sur D(R) = (I — RyR)"'LY(I',,d&%), tel que Ag soit générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contraction de classe ¢°dans LP(X x V).

Démonstration. L'opérateur I — RyR admet alors un inverse continu dans LP(I',,v.vdydp);
par suit il existe une constante Cy > 0 telle que Vg, € D(R) N LP(I' ¢, v.vdydp) :

H([ - ROR)g+’|LP(F+,v.Vd~/d,LL) 2 COHg‘i’HLP(FJr,U.Z/d’yd/L)'

En utilisant les inégalités (2.18) et le fait que R est un opérateur de contraction (par (2.31)),
on obtient pour tout g € D(R) N LP(T'y, v.vdydp) :

(p—1) ~ 1 1
K (/F | (I = RoR)gy |P dg%)r > (/F | (I — RoR)g+ |P v.vdydu)r
+ +
> Collg+l ey wvdydu)
Co
Z [||g+||LP(F+,v.Vd'ydu) + ||Rg+||LP(F_,|v.V\d'ydu)]

2
C() =1
> K7 (g4l a0 + |1 Rgi o ac. ]

c’est-a-dire l'inégalité (2.29) avec C' = Cy/2K ; 'hypothese de densité iv) entraine alors le
résultat annoncé.
On notera que dans ce cas D(R) C LP(T', v.vdydp), et par suite, que D(Ag) € WF(X x V)
(avec la définition (2.24).

Donnons quelques exemples d’opérateur de réflexion R locaux en x mais pas en v (voir
notamment Sentis [11]) :
(i) Popérateur, dit de réflexion spéculaire, défini par :

Ry (z,v) = a(z)gs(z,v) — 2(vp.0)1,), (x,v) el (2.42)

avec « fonction positive borné sur 0.X, avec 0 < a < 1, qui est défini "naturellement" sur I’espace
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des fonctions bornées sur I',. On peut vérifier alors que R est bien un opérateur de contrac-
tion pour la mesure (v, v)dydv (i.e. vérifie (2.31) avec du = dv). Popérateur RyR est donné par :

RORQ(x7 U) = 6_7(m+U)R9+ (.I' - T(Iv U)U, U) = QO(I, U)g-l-(Q(‘T? U) < F+ (243)

avec @(x,v) o e T@va(x), (z,v) € T'y (@ est une fonction positive avec 0 < ¢ < 1), et avec 0
application de I'} dans I'; :

0(z,v) = (', w), ¥ =1z —7(z,0)v, w =0 —2(vy.v)vy; (2.44)

0 est ainsi 'application dite du billard (pour n = 2 ).

( voir par exemple Arnold-Avez [12], pp. 201-202.)

Naturellement, si la fonction « vérifie 0 < a(z) < ap < 1, alors RyR est un opérateur de
contraction stricte dans LP(I'+, v.vdydv) I'inégalité (2.29) est donc vérifiée,et R (avec D(R) of
(I—RyR)'LP(T+,v.vdydv)) définit un opérateur Ar générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de contraction dans LP(X x V). (Bien sir, la condition que « soit bornée par oy < 1 n’est pas
nécessaire pour avoir le résultat précédent; il faut essentiellement vérifier (2.29) ou (2.40);

ii) 'opérateur intégral de réflexion défini par :

Ry, (z,v) = /F g+ (z,w) [] (dw), (x,v) € I'—, (2.45)

at (zv)

ou I'yr ={v e Vv, >0}, [I(z) est une mesure positive bornée sur I'; ;, de masse total < 1,
dépendant de (z,v) € T'_.
L’opérateur de réflexion spéculaire est un cas particulier de cet opérateur, avec :

[z (dw) = a($)5v72(l/z,v)l/z (w);
un autre cas particulier est donné par I'opérateur dit de réflexion isotrope, ou
I (dw) = a(x)yx.wd,u(w)// Ve wdp(w)
(z,0) Fat
(avec 0 < a(z) < 1).

Nous renvoyons pour cela a Sentis [11]. O

Remarque 2.2.1. On pourrait généraliser encore le Théoreme 2.2.6 , dans le cas ot R n’est pas
un contraction, pour obtenir par le théoréme de Hille- Yosida, une condition nécessaire suffisante
sur R pour que Ag soit générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe €° dans LT (X x V).
Voir Théoréeme ?7.

Positivité. On notera que l'opérateur Ry défini par (2.22) est positif, i.e.
g- > 0= Ryg- >0

(pour tout A > 0) ; par suite si R est aussi un opérateur de réflexion positif, RyR est encore un
opérateur positif.

Dans le cas ou de plus RyR est une contraction stricte dans LP(I';, v.vdydu) (pour A = 1
par exemple), alors I’équation (2.39) admet pour tout Q, > 0 donné, avec Q. € LP(I', déf_)
une solution et une seule u, , avec u, > 0. Cela entraine aussitot que pour tout ¢ donné :g > 0
avec ¢ € LP(X x V), la solution u du probléme (2.38) (pour A = 1 ici)est aussi positive.
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On en déduit que le semi-groupe de contraction (Gg(t))i>0 de générateur infinitésimal Ag est
positif, ¢’est-a-dire que :

uy > 0= Ggr(t)ug >0, vt > 0;
cela résulte de la formule (voir chap. XVI et XVII [2])

t
_tA - . - -n
Gr(t)ug = e Fug = nh_r>noo(f nAR) U, t>0.
2.3 Probleme stationnaire avec condition aux limites de
réflexion

2.3.1 Avec condition aux limites inhomogene

Considérons maintenant le probleme en u = u(z,v).

{i)v.Vu+Zu:Ku+q reXCR, wveVCR3 (2.46)
i)ulr_ =g,
Supposons que les données du probleme (2.46) vérifient :
YeL®(X xV),X > (09) >0, (2.47)
K est lopérateur défini par (2.7) et
g€ LP([X xV x(0,7)), p€ll, o0, (2.48)

Nous supposons dans tout cette partie que X | K et ¢ (ainsi que les conditions aux limites ) ne
dépend pas du temps t. Par ailleurs X et V peuvent étre bornés au non.

Il existe, pour résoudre les EDP d’ordre un, une méthode systématique, la méthode des
caractéristiques, que nous allons présenter
Soit z € R¥; posons, pour tout t € R, v(t) = x — tv; alors 7 est une application de classe
¢! de R dans R3 vérifiant
dy(t)

- 7 — —1),
dt

Définition 2.3.1. L’ensemble {(t;7(t)),t € R} est une droite de R x R®, appelée “courbe
caractéristique" issue de x a t = 0 pour l'opérateur de transport

v.Vu+Xu=Ku+q (2.49)
Remarque 2.3.1. Soit U(t) = u(z — tv), alors l'équation (2.49) est équivalente a
U'(t) = 2U(t) = —(KU + q)(7(1)), (2.50)

Soit v.V,u € LP(X X V) ; u la solution de I’équation de transport. Donc lapplication t — U (t)
est de classe €1 de Rt (comme composée des applications u et t — (t), toutes deuz de classe

6.
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Proposition 2.3.1. On suppose que %, f et K énoncées au-dessus vérifiant, respectivement,
(2.47), (2.6) et (2.7), auz quelles on ajout de plus :

/‘/f(x,v/,v)du(v/) < BY(z,v), 0<p<1, (2.51)
et g est une fonction positive vérifiant
ge L>=(To). (2.52)
Alors le probleme (2.46) admet une solution unique dans L=(X x V') ; et elle vérifie :

lu]lo < sup (||9]lc s @lld]l )  avec o constante, o > 0 (2.53)

Démonstration. On montre I'existence de u, sans perdre de généralité on suppose ¢ = 0, a l'aide
d’un théoreme de point fixe ( théoreme de Banach).
Soit u? la solution dans L>®(X x V) de :

{U.Vuo + Yu® = 0,

U0|F, =g

On obtient comme limite dans L>°(X x V') de la suite u™ définie par

. n Su* = K n—1
vVt ! (2.54)
U |F_ = g,
en posant U™ (t) = u"(z — tv,v) 'équation (2.54) est équivalente a ’équation
U™(t)—SU™t) = —-KU"\(t
Un(to(ib, U)) = g(l‘ - tg(l', U>7U>7
Supposons : " Moo < llglloo
On va montre que : lu"lo < l9lloo
Posons :
"' = Ku"! (2.56)
Alors par intégration (2.55) par rapport a ¢t on obtient
to(z,v)
u(z,v) = exp(— / Y(x —ws,v)ds)g(x — t(xz,v)v),v)
0
to(z,v) t 1
+/ exp(—/ Y(z — sv,v)ds)q" " (xz — vt,v)dt; (2.57)
0 0

Or, la deuxieme terme est borné par :

to(x,v) t 1 _1
/ emp(—/ Y(z — sv,v)ds)X(x — tv,v)dt Hi 0" oo
0 0

to(z,v) 1
< —eap(— [ S(a—vs,0)ds) |15
0

qnleoo
Or, d’apres (2.56) de ¢! et 'hypothese de sous-critcité (2.51) , on a
¢" " (2,0) < B8, 0)[u" oo
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D’ou :
L i) < gl
E(I"U) q ) i g oo
Finalement on a :
t
(@, v)] < eap(~ [ Dlw — vs,0)ds)lgll (2.58)
0

t(x,v)
HA—eap(— [ @ —vs,0)ds) lglloe < gl

D’ou le résultat par récurrence. O]

Avec condition aux limites de réflexion

Le probléeme du transport Boltzmann avec conditions aux limites de réflexion peut également
étre résolu par le :

Théoreme 2.3.1. Sous les hypotheses du Théoréeme 2.3.2, le Théoréme 2.3.2 est encore vrai
en remplacant dans le probléme (2.46) D(A) par D(Ag).

Pour cela on va démontrer la proposition suivante qui amene le probleme avec conditions
aux limites de relexion a un probléme stationnaire avec conditions aux limites nonhomogenes.

Proposition 2.3.2. Le probléme de Cauchy
9 4+ v-Vu+Su=Ku+q dans X x Vx]0,7]

u(.,t)|r. = R(u(.,t) |r, sur  T'_x]0,7[[ (2.59)
u(0) =ug dans X x V.

(avec, pour simplifier, ¢ =0 ) que nous écrivons :

% =Ty dans X x Vx]0,+00, (i.e. pour T = +00).
u(-,t)|r- = R(u(.,t)[r,) (2.60)
u(0) =vy  dans X xV,

peut étre ramené a un probléme de Cauchy avec conditions aux limites inhomogeénes, en posant

h— = u|r_xjo1oo; U est ainsi de facon triviale, solution du probleme ;
ou __
ar Tu
Ulr_ xjo400] = h—  surl_ (2.61)
u(0) = wuo.

Notons : ]%uoh, o Iy x[0,400[= I+ ;Uapplication h_ — Ruoh, est affine : si 'on note par u°

la solution du probleme de Cauchy homogene :

oud _ 0
S =Tu
UO|F_><}O,+00 =0
u®(0) = uy,
peut étre ramené a un probléeme de Cauchy avec conditions aux limites inhomogenes, en
posant h_ = u|r_xjo4oo[; €St ainsi de fagon triviale, solution du probléme ;
du _
5% =Tu
Ulr_x)o,400] = h—  surl'_ (2.62)
u(0) = uo.
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Notons : Ruoh_ &y 0y x[0,400[= P+ ;Uapplication h_ — Ruoh_ est affine : si 'on note par u°

la solution du probleme de Cauchy homogéne :

oud 0
ot TU
U0lr_ xjo,400] = 0
u®(0) = wy,
alors Ruoh, = Rgh, —i—uo|p+ x]0,+00[s QVEC naturellement Roh, correspondant a condition initiale

nulle, si bien que 'application h_ — Roh_ est linéaire.
Ainsi hy doit étre solution de [’équation :

hy = Ry Rhy = RoRhy +u°|.,, x]0 1ol

Par transformation de Laplace en t, on obtient une équation analogue a (2.46) de type station-
naire. Vérifions-le dans le cas le plus simple, ou ¥ = K = 0. Le probléme :

u 1. Vu=0 dans X x Vx]0, +00]
u!r,x]0,+oo[ = h_ (2.63)
u(0) = uy dans X x 'V,

admet pour solution :
u(z,v,t) =Yt —t(x,v)h_(z —t(x,v)v,v,t — t(z,v)) + Y(—t + t(z,v))up(x — tv,v), (2.64)
ot Y est la fonction d’Heaviside, ce qui donne pour (x,v) € I'y, en posant hy = u |r, xjo,+oof -

hy(z,v,t) = Ryyh_(z,0,1)
= Y(t—7(z,0)h_(z — 7(z,0)v,v,t — T(x,v)) + Y (=t + t(z,0))ug(x — tv,v). (2.65)

Par transformation de Laplace en t, on obtient, avec la notation :

Bi(x> v, )‘) = 0+oo e_kthi (.1', v, t)dta (2 66)
O(v,v,A) = J7™ ug(z — vt,v)e Mdt, A > 0, '
hy(x,0,N) = @ _(x — 7(z,v)v,0,\) + Q4 (z,v, ), (2.67)

ce qui est l’équation (2.39) (1) en Bt pour h_ remplacé par Rl~z+ ; cette équation admet
pour chaque X\ > 0, une solution unique hy(.,\) dans D(R) par suite du Théoréme 2.2.6, ce
qui donne par transformation de Laplace inverse hy(x,v,t), et par (2.64) avec h—- = Rh,, la
solution u(x,v,t) du probléme de Cauchy avec réflexion :
%—l—v-Vu:O dans X x V'x]0,4o00|
ulr_ 0,400 = Bt |1, x10,4+00[) (2.68)
u(0) = ug dans X x V.

En combinant la relation (2.57) avec la Proposition 2.3.2, on peut donner une formule
intégrale de ’équation stationnaire

u(z,v) = exp(— /OT(M) Y(x —ws,v)ds)g(x — 7(z,v)v),v)

7(x,v) t
+ / exp(—/ Y(z — sv,v)ds)q" H(x — vt,v)dt. (2.69)
0 0

1. Pour ug € LP(X x V), Q4 (-, A) = [;7 e MG (t)uo|r, € LP(T'4,dé)
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Unicité de la solution

Pour démontrer 1'unicité nous nous plagons dans le cas ou p = 2
Supposons que ug = 0,q = 0, et soit u € #5 vérifiant (2.59). Appliquons alors a u cette formule

ow ou

AT[uww,uvmu@>+»atu»LaXXm-+mLVuu>+-at@> P

= (u(7), w(T))L2(xxv) — (u(0), w(0))L2(x xv)+

[ (Ol w @), = @@l w@le )t

avec w =wu;ona vVt <7

2 [ (), Ku(t) = SuO)dt = Ju) |+ [ Ol B, — @)l Nz )de
> lu(t)]
D’ou "
() ey < 20K [ Iu@lFaedt

Donc u = 0, d’apres le lemme de Gronwall (voir chap 1).

2.3.2 Perturbation de ’opérateur d’advection

On peut a présent traiter le probleme (2.59) du transport avec conditions aux limites de
réflexion avec les données ug € D(AR),q € ()0, 7]; LY (X x V)) sous les conditions (2.7), et
(2.47).
L’opérateur du transport Tk avec conditions aux limites de réflexion défini par A défini par :

{D(TR) = D(Ag); Aru = —v.V,u (2.70)

Tru = Agu — Xu,u € D(AR),
étant obtenu par perturbation bornée de 'opérateur d’advection, est encore le générateur infini-
tésimal d’un semi-groupe de classe €, qu’on note (G1x(t)):>o (voir chap, XVII, sous-paragraphe
3 [2]).
De plus, si le groupe (Gg(t));>0 est positif, alors par la formule de Trotter, le semi-groupe
(G1r(t))e>0 et aussi positif.
Donc, on peut établir le théoréeme suivant :

Théoréme 2.3.2. Supposons que les données du probléeme (2.59) vérifient (2.47), (2.6), (2.7),
et (2.48), ou
wo € LP(X x V).

Alors le probléeme (2.59) admet une solution unique w dans 'espace #,, . On a :
ue €()0,7); LP(X x V),
Si de plus, ug est telle que
v.Vug € LP(X x V) et uglr_ = Rug|r,, donc uyg € D(Ag)

et q telle que
g €6 ([0,7) LP(X x V),
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2.3. Probléme stationnaire avec condition aux limites de réflexion 2

alors :
u(t) = /0 Gra(t — 8)q(s)ds + Grr(t)uo

est une solution forte généralisée de (2.59) ; elle vérifie :

ue € (0,7 L7(X x V) v.Vu € €([0,7); LP(X x V) u(t)|r_ = Ru(®)|r,, Vte€[0,7],

donc u € ‘5([0, Tl; D(AR)).

Siq >0, alors ug > 0 entraine u > 0.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoreme 2.2.6 avec Ag défini par :
Apu = —v.VuD(Ag) = {u e WP(X x V);u(t,.)|r_ = Ru(t,.)|r,, }
et de poser

t
u(t) = " Ar Sy, / AR (Ku + q(t — s))ds;
0

u est une solution faible de (2.59) et on montre alors que c¢’est une solution au sens des distri-
bution. ]

Finalement on peut donner une Formulation intégrale de I’équation.

Proposition 2.3.3. Avec les hypothéses du Théoréeme 2.3.2 sur les données 3, f,ug, K,q et X
la solution u du probléme (2.59) vérifie la relation suivante appelée ("formulation intégrale
de ’equation de transport" :

t

u(z,v,t) = up(z — vt,v)exp (— Y(z — vs, v)ds) Y(r(z,v) —t)

. /Ot o (_ /Os Sz — ot v)d7> H(x —wvs,v,t —s8)Y(r(x,v) — s)ds

+ Y(t—r7(z,v))exp l— /{)Tt(m,v) Y(x — wvs, v)ds] Ry (z — 7(x,v)v,v,t — 7(x,v)),(2.71)

ot
Hizo, ) [ fe o opule, o du(v) + gl v, 0) < (Ku+ g, 0.) (2.72)
v
et Y est la fonction de Heaviside (Y (s) =0 si s <0,Y(s) =1 sis>0).

Démonstration. 1’équation de transport (2.1) peut s’écrire sous forme abstraite

du
= (A-Du+H (2.73)
u(z,v,t)|r_ = 0. (2.74)

En utilisant le semi-groupe Gy engendré par 'opérateur (A — X)), on a donc

u(t) = G (t)uo + /0 "Ga(t — s)H(s)ds,
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d’ou le résultat en remarquant que

Gx(t)ug = uog(x — vt,v)exp (— /Ot Y(z —vs, v)ds) Y (t(z,v) —t)

et que

/Ot Gx(t —s)g(s)ds = /Ot G, (s)g(t — s)ds.
O

On pourrait démontrer aussi ’existence et 1'unicité du probleme dans le cas ou la condition
au limite dans (2.73) est remplacée par une condition inhomogene (de rélexion) :

uhg:h:Ru\er, t}O,
il convient de rajouter au 2™¢ membre de 'expression (2.71) le terme

Y(t —7(x,v))exp l— /OT(%U) Y(x —ws,v)ds| h(x —vr(z,v),v,t — 7(2,0)).

Cette méthode peut s’appliquer aussi bien pour un ouvert borné X que dans tout ’espace. Dans
les applications, on utilise tres fréquemment ’équation intégrale du transport. En particulier
dans la théorie spectrale et pour les méthodes numériques.

2.4 Le probleme avec opérateur de bord non contractif

le but de ce sous-paragrphe est de généraliser le probleme (2.59) du transport avec conditions
aux limites de réflexion ot R est non contractif, la condition (2.47) n’est pas satisfaite ou X
peut étre négative. Les données uy € D(AR),q € €* (]0, 7] LP (X x V)) sous la condition (2.7).
Grace au théoreme de Hille Yosida et formulation abstraite de Kharroubi, on va montrer que
L’opérateur du transport Tk avec conditions aux limites de réflexion défini par

D(Tg) = D(Ag); Agu = —v.V,u
Tru = Agu — Yu,u € D(Ag), (2.75)

u|r_= Rulr,, R est borné

étant obtenu par perturbation bornée de l'opérateur d’advection et généralisation de R, est
encore le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe ¢°, qu’on note (G, (t))i>o-

e Rappelons que

t£(x,v) = sup{t > 0;x+sv € X,0< s < t},

alors pour (z,v) € I'y, on a t£(z,v) = 0, et dans tous les cas (z £ t*(z,v),v) € ['y.
Soit 1 < p < 00, on introduit les espaces fonctionnels
W,={ue X,:v-Vyue X, ou X,=L(X xV;dyduw))}.
Les espaces de traces sont définis par
P = Lp<Fi; v - Vx|d’yxdu(v)),
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2.4. Le probleme avec opérateur de bord non contractif 2

W, ={ueW,:us € LP*} C W,.

Soit R un opérateur au bord dans L(LP*; LP™).
Soit A € C et considérons le probléme aux limites

{)\u +o.Vyu+Xu =g (2.76)

u|p_= Ru|r,, R est borné.

Soit A\, = p — essinfy .y o(z,v). Pour ReX + A, > 0, "équation (2.76) peut étre formellement
résolue comme suit

u(z,v) = exp(—(At™ (z,v) + /(Jt(M)) YX(z —ws,v)ds)u(z —t (z,v)v),v)
+ /Ot_(x’v) exp(—(\ + /Ot_(m’v) Y(z — sv,v)ds)p(x —vs,v)ds. (2.77)

de plus pour (z,v) € I'y, (2.77) devient

7(z,v))
u |p, = exp(—(M (z,v) + / Yz —wvs,v)ds)u |p_
0
7(z,v) 7(z,v)
+ / exp(—(A1(z,v) + / Y(z — sv,v)ds)p(x — vs,v)ds. (2.78)
0 0

ou 7(z,v) =t~ (z,v) + t*(z,v) notons que, puisque (x,v) € I'y,t*(z,v) = 0). Pour donner les
formulations abstraites de (2.77) et (2.78), on définit les opérateurs suivants :

T(z,v)
M)\ LT LP,+7 U= M,\u — ue—/\T(z,v)—fo S(xz—vs,v)ds

_ t™ (z,v)
B>\ : Lp’+ — Xp, U — B/\u = ue_ (xvv)_fo S(z—vs,v)ds

7(z,v) s
e—/\s—fo E(CE—’UT,’U)dTu(:L, — s, ’U)dS,

G :Xp—>Lp’+,ur—>G,\u:/
0

et
t~ (z,v) s
Ch Xy, = Xp,u— Chu= / e o Bla—vtv)dy (1 — sv,v)ds.
0

Utilisons I'inégalité de Holder pour montrer que ces opérateurs sont bornés;

| M| <1, pour A >> 0,
1

[p(ReA + AP’
1

[q(ReX + A)]H e

1Bl <

IGAl <

et
1 1 1
+ - =1.

O € ——~, =
| /\”_(Re)\—i—/\*) P q

En utilisant ces opérateurs et le fait que u doit satifaire les conditions aux limites, I’équation
(2.78) devient :

uyp = MyRuy + Gy,
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2.4. Le probleme avec opérateur de bord non contractif 2

en posant Ry = I — MyR. Alors si R,' existe, on obtient :
uy = Ry G (2.79)
D’autre part (2.77)
u = ByRu, + Chop. (2.80)
Par substitution de (2.79) dans (2.80), il vient
u = B\RR;'Gyp + Cyo,
et par suite

(A—Tg)' = BA\RR,'G, + C\, (2.81)

par suite

1A =Tr) " < IBANRIRIGAll + ICAll
2

< Bl s (2.82)

Donc (G, (t)) est de type (2||H||, —A.). Donnons des conditions suffisantes qui assure l'inver-
sibilté de R.

Proposition 2.4.1. Soit X un éspace de Banach, si A € L(X) tel que A compact, ou nilpotent
alors I — A est inversible.

Propriétés de compacité
L’opérateur de transport Ag peut-étre écrit sous la forme Ag := Tr + K, ou K est 'opérateur
borné défini sur X,, par

o= [ k(x,v, 0" )u(z,v")du(v").

ol le noyau de collision k£ : X xV xV — R est supposé étre mesurable. On note que 'opérateur
K est local en z donc il peut étre vu comme une application :

{K X, > X,

K():zeXw— K(x) € L(LP(V;du(v))),

Supposons que K (-) est strictement mesurable, c¢’est-a-dire :

x+— K(x)f € LP(V;du(v)) est mesurable pour tout f € LP(V;du),

et borné, dans le sens
ess — sup | K (@) | Lo (viautwy) < +o0.
e

Donc K définit un opérateur borné sur X, suivant la regle
v e X, — K(z)p(z) € X,.
Alors

K < ess —sup [|K ‘
1K @) ex,) < ess = sup| (I)HL(LP(V;du(U))>

Dans le reste de cette section, on va utiliser le concept des opérateurs de collisions réguliers
introduits par M. Mokhtar-Kharroubi [[16],[17]].
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Définition 2.4.1. Soit IC(L”(V; d,u(v))) le sous-espace des opérateurs compacts. Un opérateur
de collision

K:zeXw— K(z) € L(L”(V;du(v),
est régulier si K(x) € K(LP(V; du(v))) pour presque tout x,z — K(z) € IC(LP(V; du(v))) est
mesurable et {K(x);x € X} est relativement compact dans L(U’(V; d,u(v))).

Désignons par R(X,) I'ensemble des opérateurs de collisions réguliers dans X,,. Cette classe
d’opérateurs posseede la propriété d’approximation suivante :

Lemme 2.4.1. Un opérateur de collision K peut etre approché en topologie uniforme, par une
suite (K,,) d’opérateurs de collision ayant des noyauz de la forme

Zai(x)fi(v)gi(U/)S olo; € Ll(XQ dzr), fi € LP(Vidu(v))etg; € LU(V;du(v')),
i€l

avec ,q:ﬁ et || < o0.

Voir pour plus de détails ([17], [16] chapitre 4).

Désignons par S,,_; la sphere unitée de R” et supposons maintenant que la mesure p satisfait
I’hypothese suivante :

Hy:¥eeS, 1;pu{veR" :v-c=0} =0 (la mesure pdes hyperplans est nulle).

En tenant compte de cette hypothese, on peut établir le théoréme qui nous permet d’assurer
I'existence de la solution.

Théoreme 2.4.1. Soit 1 < p < 400 et soit X un ensemble borné convexe de R* et suppososns
que Uhypothése Hy est satisfaite. Si Ry existe et K € R(X,), alors, pour tout nombre complexe
A qui satisfait ReX > A, les opérateurs K(A — Tg)™" et (A — Tg) 'K sont compact sur X,.

Voir pour plus de détails ([16], Chapitre 4).
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CHAPITRE 3

RESOLUTION DE L’EQUATION PAR DIFFERENCES FINIES

3.1 Introduction générale

Hormis des cas particuliers, il est impossible de calculer explicitement les solutions de plus
part des équations aux dérivées partielles. Il est donc nécessaire d’avoir recours au calcul numé-
rique sur ordinateur pour estimer qualitativement et quantitativement ces solutions. Le principe
de toutes les méthodes de résolution numérique des équations aux dérivées partielles est d’ob-
tenir des valeurs numériques discrétes (c’est-a-dire en nombre fini) qui "approchent " (en un
sens convenable & préciser) la solution exacte.

Donnons un bref rappel sur le principe des méthode numériques générales et les criteres de leur
convergence. Considérons le probleme suivant : trouver x tel que

F(z,d) =0, (3.1)

ou d est I’ensemble des données dont dépend la solution et F' est une relation fonctionnelle
entre = et d.

L’objet d’'une méthode numérique est d’approcher la solution (exacte) de (3.1) en consistant,
en général, en une suite de problemes approchés

Fo.(x,,d,) =0, n>1, (3.2)

dépendant d’un certain parametre n (a définir au cas par cas). l'attente naturelle est que z,, — x
quand n — oo, i.e. que la solution numérique converge vers la solution exacte. Pour cela, il est
nécessaire que d,, — d et que F1approchejF |, quand n — oo.

Le probleme (3.1) est bien posé si la solution x existe, est unique. Il est stable s’il est bien
posé et la solution dépend continiment des données.

Nous utiliserons indifféremment les termes bien posé et stable et nous ne considérerons dans la
suite que des problemes bien posés. Un probleme qui ne possede pas la propriété ci-dessus est dit
mal posé ou instable. Il faut alors le régulariser, c’est-a-dire le transformer convenablement
en un probleme bien posé stable.

La dépendance continue par rapport aux données signifie que de petites perturbations sur les
données d induisent de “petites” modifications de la solution x. Plus précisément, soient dd une
perturbation admissible des données et dx la modification induite sur la solution telles que

F(x 4+ 0x,d+ 6d) = 0. (3.3)

On veut alors que

Ino = no(d) > 0,3Ky = Ko(d) tels que sil|dd|| < ||no]| alors ||0x] < Kolldd]|. (3.4)
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Les normes utilisées pour les données et pour la solution peuvent ne pas étre les mémes (en
particulier quand d et z représentent des variables de nature différente).

Remarque 3.1.1. c’est-a-dire, la propriété selon laquelle de petites perturbations sur les don-
nées entrainent des perturbations du méme ordre sur la solution.

3.1.1 Stabilité et convergence des méthodes numériques

Nous supposerons désormais que le probléeme (3.1) est bien posé. Une méthode numérique
pour approcher la solution de (3.1) consistera, en général, en une suite de probléemes approchés
de la forme (3.2) dépendant d'un certain parametre n (a définir au cas par cas). Naturellement
on attend que x, — x quand — oo , i.e. que la solution numérique converge vers la
solution exacte. Pour cela, il est nécessaire que d, — d et que F, “approche” F', quand
n — o0o. Plus précisément, si la donnée d du probleme (3.1) est admissible pour F;,, nous dirons
que la méthode numérique (3.2) est consistante si

F.(x,d) = F,(z,d) — F(xz,d) - 0 pour n — oo (3.5)

ou x est la solution du probléme (3.1) correspondant & la donnée d.
Une méthode est dite fortement consistante si F,,(z,d) = 0 pour toute valeur de n (et pas
seulement pour n — 00).

Dans certains cas, (p. ex. dans les méthodes itératives), la méthode numérique s’écrit sous
la forme suivante (plutét que sous la forme (3.2)) :

Fo(zp, tp1,...,2n—q,dp) =0 ,n>gq, (3.6)

ou les xg,x1,...,74-1 sont donnés. Dans ce cas, la propriété de consistance forte devient
F.(x,z,...,z,d) = 0 pour tout n > q.

Au regard de ce que nous avons déja énoncé au sujet du probléme (3.1), nous dirons qu’'une
méthode numérique est bien stable s’il existe, pour tout n, une unique solution x,, correspon-
dant a la donnée d,, et si z,, dépend continiiment des données.

Plus précisément, soit d,, un élément quelconque de D,,, ou D,, est I'ensemble des données ad-
missibles pour (3.2). Soit dd,, une perturbation admissible, dans le sens que d,, + dd,, € D, et
soit dx,, la perturbation correspondante de la solution, c¢’est-a-dire

F.(x, + 0z, d, + dd,) = 0.
On veut alors que
Ing = no(dn) > 0,3Ky = Ko(dn) tels que si  [|dd,|| <no alors |[[dz,|| < Kol|dd,|. (3.7)

Le but essentiel de I'approximation numérique est de construire, au moyen de problemes
du type (3.2), des solutions x,, qui "se rapproche" de la solution du probléme (3.1) quand n
devient grand.

Définition 3.1.1. La méthode numérique (3.2) est dite convergente ssi

Ve > 0,3ng = ng(e), 30 = d(ng, €) > 0/¥n > ny,¥od, : ||0d,|| < § = ||z(d) — z,(d + 0d,)|| <€,

(3.8)
ot d est une donnée admissible du probléme (3.1), x(d) est la solution correspondante et x,(d+
dd,) est la solution du probléme numérique (3.2) avec la donnée d + 0d,,.
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Pour vérifier (3.8), il suffit d’établir que, sous les mémes hypothéses,

z(d + 8dy) — 2,(d + 6dy)|| < (3.9)

N

En effet, grace a (3.4), on a alors
la(d) = (4 6d,) | < lla(d) = 2(d + 0dy) | + lfo(d + 6dn) = wa(d + )| < Kolldda| + 5.

En choisissant § = min{n, ¢/(2Ko)} , on obtient (3.8).
Des mesures de la convergence de z,, vers x sont données par l'erreur absolue et 'erreur
relative, définies respectivement par

|z — x|

|z]

E(z,) = |z —z,|, E.(x,)= six # 0. (3.10)

Relations entre stabilité et convergence

Les concepts de stabilité et de convergence sont fortement liés.
Si le probleme (3.1) est bien posé, la stabilité est une condition nécessaire pour que le probleme
numérique (3.2) soit convergeant. Supposons que la méthode soit convergente, c’est-a-dire, que
(3.8) soit vérifiée pour € > 0 arbitraire. On a

[0zl = |lzn(d+ ddn) — zn(d)||
< za(d) — 2(d)|| + |2(d) — 2(d + 6d,) || + ||2(d + 5dn) — 2nld + 5d,)]|
< K(5(no, €),d)||ddn]| + e, (3.11)

ou on a utilisé (3.4) et (3.9) deux fois. Choisissant maintenant dd,, tel que dd,, < 1y, on en déduit
que ||0z,]|/]|dd,|| peut étre majoré par Ko = K(d(ng,€),d) + 1, & condition que € < ||dd,||. La
méthode est donc stable.

Remarque 3.1.2. La stabilité d’une méthode numérique devient une condition suffisante pour
que le probléme numérique (3.2) converge si ce dernier est également consistant avec le probléme

(3.1).
En effet, sous ces hypotheses, on a
| 2(d 4 ddn) — 2n(d +0dy) || < 2(d+ ddpn) — x(d) + ||[2(d) — 2 (d)]| + [[n(d) — 2n(d + 0dy)|.

Gréace a (3.4), le premier terme du second membre peut étre borné par ||dd,,|| (& une constante
multiplicative pres, indépendante de dd,). On peut trouver une majoration analogue pour le
troisieme terme, grace a la propriété de stabilité (3.7). Enfin, en ce qui concerne le terme restant,
si F,, est différentiable par rapport a x, un développement de Taylor permet d’obtenir

Fuald), d) — Fura(d), d) = % ]z - (2(d) — 2ud),

pour un certain T compris entre z(d) et x,(d). En supposant aussi que % est inversible, on
obtient
oF,

z(d) — nld) = (-

) ol Falz(d), d) — Fu(za(d), d)]. (3.12)
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D’autre part, en remplagant F),(z,(d),d) par F(x(d),d) (tous les deux étant nuls) et en prenant
les normes des deux membres, on trouve

oF,
ox

l2(d) — 2a(d)] < 117 @a | Fu(2(d), d) — Fu(za(d), d)].

On peut donc conclure, grace a (3.5), que z(d) — z,(d) — 0 quand n — oco. Ce résultat, est
un résultat fondamental de I'analyse numérique, connu sous le nom de théoreéme d’équivalence
(théoréme de Lax-Richtmyer) : “ pour une méthode numérique consistante, la stabilité
est équivalente a la convergence”.

Nous présentons ici une telle méthode, dite des différences finies, elle consiste a remplacer
les dérivées apparaissant dans le probleme continue par des différence divisées ou combinaisons
de valeurs ponctuelles de fonction en un nombre finie de point discrets appelles noeuds.

3.2 Principe de la méthode de différence finies

Nous rappelons les notations et résultats essentiels de la méthode des différences finies; on
a:
Maillage
La recherche d’'une solution discrete de la solution u ameéne a constituer une maillage de l'inter-
valle de définition. On considere une maillage composante de N + 1 points x; pour i =0... N
réguliere par rapport a la variable d’espace de position x avec un pas Ax. Les points x; = iAx
sont appelés les oeuds de maillage. Dans le cas instationnaire on notera ug la valeur discrete
de u(x,t) au noeud x; et au temps jAt,

Développements de Taylor
Soit f(z) une fonction dont les dérivées jusqu’a l'ordre (n + 1) existent au voisinage du point
Zp, on a ’égalité suivante :

f(z) = Fu(x) + Rn(z)
Ou P,(z) est le polynéme de Taylor de degré n de la fonction f(z) autour de z définie par :
o @) (2 () (2 N
pa(z) = flzo) + L8 (& — m) + L0 (2 — )2 4. 4 L0 (g g,

n!
Avec R, (z) est un terme résiduel, désignant la différence entre le polynéme de Taylor de degré
n et la fonction d’origine .
Notations indicilles

On note :

W, 1) |pmgy p=t; = (w4, 15) = ] (3.13)
f(z, t)|$:$z',t:tj = f(xhtj) - fzj (3.14)

1. Le développement de Taylor de la fonction u(z,t) au voisinage du point g = x — Az est
donné par
Az (Az)? ,

u(zo, t) = u(x — h,t) = u(z,t) — Tu'(x, t) + 5 U (x,t) — <A;!C)u(3)(x,t) +....

A la place de chaque z on met ; et a la place du temps ¢ on met t;, on obtient :

A Az)®@ Az)®
—;(Eu'(xi,tj) + &u”(xi,tj) — &u(g) (i, t;) + ... (3.15)

u(x; — Az, t;) = u(x;, t;) — . 5 3
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Dans la relation (3.15) on met —Auz a la place de Az, on a alors :

Ax (Az)®) (Az)®)
Et on a:
x; = xg + 1Ax
Alors :
r; — Ax = xo +iAr — Az = x9 + (1 — 1)Ax,
et donc :

Ti—1 — T — Ax.

De plus on a :
x; = xg + 1Ax
Et donc :
T+ Ar =20+ iAv + Ax =20+ (i + 1) Az
et par la suite on obtient
Tivr1 = X4 + Azx.

On remplace (3.17) dans (3.15) et (3.18) dans (3.16) on obtient :

Az (Az)® (Az)®)
U,(l’i_l, tj) = u(.ﬁlﬁi, tj) - Tu’(a:i, tj) + Tu”(xi, tj - 31 U(3)(l’i, tj) + ...
et
Ax (Az)@ (Az)®)
u(:L'Z-H,tj) = U(ZCZ',tj> + Tu’(xi,tj) — Tu"(xi,tj) + 31 U(3)< i,tj) +
En remplace (3.17) dans (3.19) et (3.20) on obtient :
, A (Ar)? .
iy =l = 20+ By
1! 2!
Pour approximer (u')! en utilisant (3.21).
e on obtient : ,
AV i—1
) =
et )
Az 2] (AZE) "j

|
ui+1_u’i+ 1'1’[‘2 2' U’l

Pour approximer (u/)] en utilisant (3.23) on obtient :

J J
Wiy — Uz

ng — Yier — Ui
() = et

e D’apres (3.23) - (3.21) on obtient :
Ug+1 - Ug—1 = QAIU,g

J J
o Wig1r — Wi
T T oA

Wi = 2Ax
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2. Le développement de Taylor de la fonction u(x,t) au voisinage du point to =t + At.

(At

At . .
w(z,t + At) = u(x,t) £ Tu/(x, )] + 5 U ()] +.... (3.26)
Alors on peut écrire :
At (At)?
D’apres (3.27) on a :
. At . At)? .
W=l — T(u’)i + (G 2|) (W + ... (3.28)
Pour approximer (u)? en utilisant (3.28)
on obtient : : A
T e 3.29
i = (3.20)
Et A AP
. : o t .
uwlth =l + T(u’)f + ( 2') (") + ... (3.30)
Pour approximer (u)” en utilisant (3.30), on obtient :
R ARy
O} A1 3.31
= (3.31)

3.2.1 Consistance, stabilité et convergence

Dans le but de formaliser I'approximation d’une équation aux dérivées partielles par des
différences finies, on introduit la notion de consistance, précision, stabilité, convergence d’un
schéma. Nous allons donner une définition de chaque concept valable pour n’importe quelle
équation aux dérivées partielles que nous notons E(u) = 0. Remarquons que E(u) est une
notation pour une fonction de u et de ses dérivées partielles en tout point (¢, x). De maniere
générale un schéma aux différences finies est caractérisé, pour tous les indices possibles n, j,
par la formule

EAt,A:c({U?i?}m—gmgmtk—gkgw) =0 (3.32)

ou les entiers m~, m*, k™, k* définissent la largeur du stencil du schéma.

eConsistance

Définition 3.2.1. Le schéma auz différence finies (3.32) est dit consistant avec [’équation auz
dérivées partielles E(u) = 0, si U'erreur de troncature du schéma [erreur de consistance],
définie pour toute fonction réguliére u(t,x) par

Enpne({u(t + mAt, x + EAT) - <m<mt k- <k<it)

tend vers zéro lorsque At et Ax tendent vers zéro indépendemment, si et seulement si u(t,x)
est une solution de cette équation. De plus, on dit que le schéma est précis a lordre p en
espace et a l'ordre q en temps si l'erreur de troncature (définie ci-dessus) tend vers zéro comme
O((Ax)P + (At)?) lorsque At et Az tendent vers zéro.
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e Stabilité
Nous introduisons deux normes classiques pour la solution numérique u" = (u})i1<j<n :

N
lulla = - Az [ u} )72 et [[u"]loo = mazi<jen | uf |-
j=1

Définition 3.2.2. Un schéma aux différences finies est dit stable pour la norme ||||,, p = 2, oo,
s’il existe une constante K > 0 indépendante de At et Az (lorsque ces pas tendent vers zéro)
telle que

|u™|| < K||u°||, pour toutn >0, (3.33)

quelle que soit la donnée initiale u®. Si cette inégalité n'a lieuw que pour des pas At et Az
astreints a certaines conditions, on dit que le schéma est conditionnellement stable. La
stabilité en norme L™ est tres lie avec le principe du mazimum discret.

Définition 3.2.3. On dit qu’un schéma auz différences finies vérifie le principe du maxi-
mum discret si pour tout n > 0 et tout 1 < j < N on a

min (0, min uQ)SunSmaX(O, max UQ) (3.34)
0<j<N+1 7 J 0<j<N+1 7

quelle que soit la donnée initiale u°.

Dans la Définition 3.2.3 les inégalités tiennent compte non seulement du minimum et du
maximum de u® mais aussi de zéro qui est la valeur imposée au bord par les conditions aux
limites de Dirichlet. Cela est nécessaire si la donnée initiale u® ne vérifie pas les conditions aux
limites de Dirichlet (ce qui n’est pas exigé), et inutile dans le cas contraire.

Remarque 3.2.1. On peut vérifier que le principe du maximum discret conduit bien a la
stabilité en norme L.

Il existe des nombreux schémas ne vérifient pas le principe du maximum discret mais sont
de “bons” schémas. Pour ceux-la, il faut vérifier la stabilité dans une autre norme que la norme
L*>. La norme L? s’apparait trés bien a I'étude de la stabilité pour deux raisons différentes.
D’une part, lorsque les conditions aux limites sont de type périodiques, on peut utiliser I'outil
tres puissant des séries de Fourier (voir [2] pour plus de détails). D’autre part, quel que
soit le type des conditions aux limites, on peut utiliser la notion d’inégalité d’énergie (ou
estimation a priori) que nous décrirons un peu plus loin. Cette derniére méthode sera utilisée
de maniere systématique par la suite.

Nous allons donner la forme d’une "condition" connue sous le nom de condition nécessaire
de stabilité de Von Neumann. L’idée de Von Neumann est de tester si des solutions discretes
particulieres d'un schéma sont stables ou non. Ces solutions particulieres sont choisies sous la
forme d’un mode de Fourier (periodique), pour k € Z,

u} = A(k)"exp(2irkx;)avecr; = jAx. (3.35)

J

On injecte la formule (3.35) dans le schéma considéré et on en déduit la valeur du facteur
d’amplification A(k) € C. Différentes valeurs du nombre d’onde k correspondent a différentes
données initiales u°. Une fois calculée A(k), la solution particuliere (3.35) est stable si et seule-
ment si I'inégalité suivante est vérifiée

| A(k) |< 1pour tout modek € Z (3.36)

Il existe une autre définition de la stabilité, moins restrictive mais plus complexe. Dans cette
définition le schéma est dit stable pour la norme ||||, si pour tout temps 7" > 0 il existe une
constante K (T') > 0 indépendante de At et Az telle que
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|u"||, < K(T)|u’|,pour tout 0 < n < T/t

quelle que soit la donnée initiale u°. Cette nouvelle définition permet a la solution de croitre
avec le temps puisque la constante K (7') dépend du temps final T'. Avec une telle définition de
la stabilité, la condition nécessaire de Von Neumann devient 'inégalité

| A(k) |< 1+ CAt pour tout modek € Z.

Par souci de simplicité nous préférons nous en tenir a la Définition 3.2.3 de la stabilité.
eConvergence

Maintenant, nous pouvons démontrer la convergence des schémas de différences finies.

Le Théoreme de Lax, ci-dessous, affirme que, tout schéma linéaire, consistant et stable elle
converge. Rappelons que 1'on dit qu'un schéma aux différences finies est linéaire si la formule
F At’Am({u}‘Iﬁ ) = 0 qui le définit est linéaire par rapport a ses arguments u;‘jfgl , et qu’il est a
deux niveaux.

Théoréme 3.2.1. (Laz) Soit u(t,z) la solution réquliere de l'équation. Soit u} la solution
numérique discréte obtenue par un schéma de différences finies avec la donnée initiale u? =
up(xj). On suppose que le schéma est linéaire, a deuxr niveauz, consistant et stable pour une
norme ||||. Alors le schéma est convergent au sens ot

VT > O,A lim (sup [€"]]) =0, (3.37)

t,Az—0 ¢ <T

avec € le vecteur “erreur” défini par ses composanles e} = uj — u(ty, z;). De plus, sile
schéma est précis a l'ordre p en espace et a l'ordre q en temps, alors pour tout temps T > 0 il

existe une constante Cr > 0 telle que

sup [le”]| < Or((Az)” + (A1)T). (3.38)

n>

Démonstration. il suffit de démontrer I'inégalité (3.38). Un schéma linéaire & deux niveaux peut
s’écrire sous la forme

u"t = Au™, (3.39)
ou A est la matrice d’itération (carrée de taille N). On note 4" = (4} )1<j<n avec @} = u(tn; v;)
ou u est la solution de I'équation considérée. Comme le schéma est consistant, il existe un
vecteur &, tel que
amtt = Aa™ + Ate,, avec
limasa)—0 ,5up llen]] =0 (3.40)

<tn<T
Si le schéma est précis a l'ordre p en espace et a 'ordre g en temps, alors ||e,|| < C ((Aa:)p +
(At)q). En posant e} = u}} — u(t,;z;) on obtient par soustraction de (3.40) a (3.39)

"t = Ae" — Ate,,

d’ou par récurrence

e" = A"e" — ALY A" ey, (3.41)
k=1
Or, la stabilité du schéma veut dire que |[u”| = ||A"u°|| < K||u°|| pour toute donnée initiale,

c’est-a-dire que ||A"|] < K ot la constante K ne dépend pas de n. D’autre part, ¢ = 0, donc
(3.41) donne

le"| < At DA™ llek-a]l < AtnKC((Az)” + (A1));
k=1

ce qui prouve 'inégalité (3.38) avec la constante Cr = TKC. O
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Remarque 3.2.2. Remarquer que la vitesse de convergence dans (3.38) est exactement la
précision du schéma.

Dans notre approximation nous choisissons le schéma diamant (ou en croix), dii a Carlson
[diff], qui est un schéma centré ayant 'avantage d’étre précis a l'ordre 2 et inconditionnelle-
ment stable, et qui se préte bien pour ’équation de Boltzmann linéaire. Pour cette derniere
équation le schéma diamant est “le” schéma de référence, extrémement populaire dans les
applications industrielles. Ce schéma est un peu plus compliqué que les autres schémas de

it ) ) . : . 1 1/2
différences finies car il utilise les inconnues intermédiaires u;fl //2.

La maillage en espace est toujours défini par les points x4/, définis par

20
Tjp12 = =L+ jAx pourj € {0,1,...,N} et Ax = N

Celle en (espace-temps) est donnée par
(tn; ;) = (nAt; —€ + jAz) pour n > 0;5 € {0,1,..., N}, At > 0,

et u} et on choisit une des discrétisation symétriques en vitesse, (1) ot I'indice k varie dans
{=K,...,—1}U{],..., K} mais ne prend pas la valeur 0 afin qu’aucun vitesse p ne soit nulle.
Pour traiter les conditions aux limites et le terme de collision on utilise la méthode d’intégration
numérique dite Sy, dans notre cas dimensionnel, elle est identique avec celle de Gauss-Legendre.

Nous décrivons la méthode Sy ou des ordonnées discretes. La maillage en espace est

toujours défini par les points x4/, définis par
. . 20
Tjp172 = =L+ jAz pourj € {0,1,..., N} et Ax = N

et on choisit une des discrétisation symétriques en vitesse, (py) qui sont les racines réelles
distinctes de polynéme de Légendre Py ou l'indice k varie dans
{=K,...,—1}U{1,..., K} mais ne prend pas la valeur 0 afin qu’aucun vitesse p ne soit nulle.
On prend les poids

+ 2 s o=
we= [ () s = I = (3.42)
i=—K,i#0,i#k ?

ou lp(p) est appelé polynéme d’interpolation de Lagrange. Il vaut 1 pour pu = py et 0 pour
toutes autres valeurs p = ;5 j # k.

Les wy sont aussi symétriques et positives et la formule de quadratique est

+1 K
/ fdpr 3 wef ().
-1 k=K k0

Lemme 3.2.1. La formule de quadrature de Gauss, basée sur les vitesses discrétes () égales
auzx racines du polynéome de Legendre Py et sur les poids (wy) définis par (3.42), est exacte
pour tous les polynomes d’ordre inférieur ou égal a 4K — 1. On dit qu’elle est d’ordre 4K — 1.

Pour la démonstration voir [10].

Le schéma le plus répandu est le schéma diamant qui utilise les points milieux définis par

xj=—0+(j—1/2)Azpour j € {1,--- N},
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Pour tout indice de vitesse k on notera uf une approximation de u(z;; py); j € N*, et uf 41/ UneE

approximation de u(z; + 1/2; p), pour j € {0,1,---} et tous les indices k, le schéma diamant
est donné par
Dans le cas stationnaire

u’?+1/2—u’? 1/2 k k
J J— J—
B tojuj = Qj
2uk =k +uk > 1
J G41/2 i—1/20J Z

Dans le cas instationnaire

n+l,k_ nk n+1/2,k _ n+l/2,k L N
J J j+1/2 j=1/2 a2 — (). "2
o Y 1/A2k —i;;;?% =@
n+1,k nk __  n+ s n+1/2,
u; ) +uj - Ujy1)2 1+ Ui 172
nt+s.k  ntg.k ntsk .
2u, = Ui Ly + Uj_i 5] >1

Notons que ce schéma nous conduit a résoudre deux type de systemes linéaires :
Direct : Soit F' un vecteur de R"” et A € M,, on cherche U € R" qui vérifie

AU = F,

ce type demande l'inversibilité de A.
Itératif :Soit F' un vecteur de R" et A € M,, on cherche U € R" : qui vérifie

Uk — AUW® + F VE > 0,

ce type nécessite que la matrice ait un rayon spectral p(A) strictement inférieur & un.

3.3 Equation de Boltzmann sans collision

Nous considérons désormais 1’équation de transport (de Boltzmann sans collision) en une
dimension un d’espace dans le domaine borné (—¢, +¢) avec une vitesse constante p € (—1,+1)
et une condition aux limites “d’entrée” de type de réflexion

3.3.1 Le cas stationnaire

Soit I’équation stationnaire suivante

u(l'-, 1) = Ru |F+: %fjl u |F+
On suppose que
0 < o9 <o(x) pour x € (—L,+L). (3.44)
Dans ce cadre le schéma diamant est donnée, pour 1 < 7 < N, par
ub o—uk
m J+1/2Acc]_1/2 + O-ju;? = q;C
R Y (3.45)

7 2
uw(l'_, ) = Ru |p, = %Ziz_x,kﬂ) wiw v, (p)
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ol la deuxieme ligne est la relation diamant

k k
u: =+ u’
k +1/2 ~1/2
uy = / (3.46)
ce qui implique d’apres les condition aux limites :
Pour p:= pup > 0,

q¢" (=€) = Rg"(+10),
“1/2+2“ 2 — gk = Ruk,
u’f/z - Uli1/2 = f[—a(—@)RuN + " (=0)), (3.47)
u +u
N+1/22 N-1/2 _ U,
UNny12 — UNn_1/2 = S [—g(+0)un + ¢"(+0)],

et pour pu = i <0
¢“(+0) = Rg"(-0),

“If/2+“51/2
2
ufjp —ub, )y = SE[—o (L) Rug + ¢*(—0)], (3.48)

m

= Uo,

ué“\,+1/2+u§‘\,_1/2
—5——5 = uy = Ruy,
U’JCV+1/2 - “116\7—1/2 = %[_U(‘M)UN + ¢ (+0)],

La solution est donnée par la relation

21 2p 2q,
1+ ——Ju; 1— ——|uj_10 = 3.49
[1+ O_ij]uJ+1/2 + oij]uj 2= (3.49)
En déduisant les relations de récurrence :
Pour ¢ > 0, on pose
—[1- QZ ] 2q;
o;Ax j .
Ujyr/2 = 5, 7 Uj_12+ —————~; ] > 1, (3.50)
’ 1+ 2% o;(1+ ;%)
et pour u < 0, on pose
_[1 + U'QZI] 2q
U,1/2:7JU+1/2+—J,‘] SN (351)
’ -5 ;1= ;&7)

Il est possible de résoudre simultanément toutes les équations du schéma (3.45)-(3.46) en ré-
solvant un grand systeme linéaire pour le vecteur inconnu ayant 2K N composantes (uég 1)
2

Mais cela requiert beaucoup de place mémoire et de temps de calcul on résout (3.45). Autre-
ment dit, la résolution du systeme linéaire (3.49) associé a (3.45) est immédiate car la matrice
correspondante Ay ; est triangulaire inférieure (et inversible puisque 1+ ¢ ; > 0)

1+ Ck,j 0 0
1— Ck,j 1 —+ Ck,j 0
Ak,j = : T .
1-— Ck.j 1+ Ck,j 0
0 1-— Ck,j 1+ Ck,j
avec cpj = i‘ﬂ

La précision de (3.45) — (3.63) est d’ordre 2 en espace. Nous étudions sa stabilité en nous
inspirant d’une inégalité d’énergie dans le cas continu.
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Lemme 3.3.1. La solution u(x, 1) de l’équation de transport Boltzmann (3.43) vérifie
1
Jull < —llgllz> +
0o

Démonstration. Prenons u(z, ;1) comme fonction test dans I’équation (3.43), en utilisant 1'in-
égalité de Cauchy Schwartz et prenant compte des conditions aux limites on obtient

+0 o+ ) 1 e p+1 )
[ e e < — [ [ late, ) Pdpds.
—0 —1 00 —/ —1

]

Lemme 3.3.2. Le schéma diamant (3.45) — (3.46) est inconditionnellement stable dans L* au
sens ou sa solution discrete ué“ vérifie

K

up)|* = ZM > P

j=1 k=—K k0

Démonstration. Prenons uk comme fonction test dans I’équation (3.45), en utilisant la relation

diamant (2%™¢ ligne dans (3 45) on obtient

1 2 & & k)2 & & k, k
[:i Z Zﬂk ;+1/2 _(qu/z)]"‘ Z Z Afaj(“j) = Z qujuj
k=—K,k#0 j=1 j=1 k=—K,k#0 j=1 k=—K,k#0

1 K
=5 2 il ye)® = ()] + e () e
k=—K,k#0
< llgf sl

en prenant compte les conditions aux limites (3.47)- (3.48) et la relation (3.44), on aboutit

1
k|12 k(2.
() |I” < ;OH(qj)H ;
ce qui prouve la stabilité inconditionnelle. O

Lemme 3.3.3. Le schéma diamant (3.45) — (3.46) est consistant avec ’équation de (3.43),
précis a l'ordre 2 en espace, 1i.e.

|E(u) — By j(u)] < C(Az)% —-K <k<K,k#0, 1<j<N
ou E(u) est léquation considérée et Ej, ;(u) est l’équation discritisée.

Démonstration. Prenons u} la solution de I'équation (3.45), et @} := u(x;, ) la solution
(exacte) de (3.43) suffisament régulieres, en posant

B(uCry 1)) = 1o, ) + o g, ) = e, )

k uk+1/2 - uk‘:fl/Q k k
By j(uf) = i ’ Ar ’ T oju; = g;

Par devellopement de Taylor du terme d’advection autour du point (z;,ux) , en faisant la
soustraction Ey ;(u¥) — E(u(x;, ju)), on obtient

Eyj(uf) — B(u(zj, i) ~ O(Ax)*;

ce qui prouve que le schéma est consistant et d’ordre 2. O
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3.3.2 Le cas instationnaire (cinétique)

Soit I’équation instationnaire suivante

S+ uGu(x, @) + o(x)ulz, p) = q(a, p), pour (t,z, n) € R* x (=€, +£) x (=1,+1)
u(t =0,z, 1) = up(x) pour z € (¢, +0) x (—1,+1), (3.52)
u(t, =€, ) = Ru(t,+£, p) pour p > 0,u(t, +£, ) = Ru(t, —¢, 1) pour p < 0.

up est la donnée initiale. Bien évidemment, si I'on choisit une vitesse de signe opposée u < 0,
alors la condition aux limites d’entrée doit étre imposée en x = +/, et non plus en x = —/.

la valeur d'une solution discrete approchée au point (¢,,x;). Comme d’habitude on choisit la
donnée initiale discrete sous la forme

uf = ug(z;).

Le schéma s’écrit

n+1,k n,k n+1l/2k n+1/2 k
j Uy + Usr12 U512 . n+1/2,kz _ ntl/2k
o 3 7% /215 i — o ’
+1 k n+1 n+1
+ uy ) = Uji)2 + Ui 12 (3.53)
2un+ ko un+2,k 4 un+ k .
J T+ i3
_ 1 k
u(t, I'—, ) = Ru(t, p) [y = 3 k=g pro W [y (F, i)

La premiere ligne de (3.53) discrétise de maniere centrée ’équation de Boltzmann (3.52) tandis
que la deuxieme ligne est purement algébrique. Cette deuxiéme relation de (3.53) est dite

s Lk ko n+1/2
“diamant” a cause de la figure obtenue en reliant les points (u ( ntl . — u”Jr = u? , ;L 1 //2 =
n+1/2 n+1/2 _  n+1/2k .
Uitypa Koy g = Uy ) sur un maillage espace-temps-vitesse. Les relations (3.53) sont

valables pour les indices 1 < j < N Pour calculer la solution de (3.53), on élimine l'inconnue
n+1 n,k n+1/2,k n+1/2)k

up't = —uy" Uiy U gy POUr se ramener au schéma, a priori implicite,
n+%
n+1/2 2 2uAt nt1/2 2 2pAt uy o 2q;
U I+—+ u; 1+ —— At[4— + , 3.54
j+1/2( o; AZE'O']> ]71/2< 0, Axa_j) [ o, 0; ] ( )
qui permet de calculer les valeurs (u :1 //2) en fonction des valeurs précédentes (u7);. On calcule
ensuite facilement les valeurs (u’]”l)j avec la relation diamant deuxieme hgne de (3.53). La

relation (3.54) est valable pour les indices 0 < j < N et on la compléte par la condition aux
limites, en injectant (3.53) dans la relation diamant qui conduit a
Pour p:= p > 0,

qk’(—/ﬁ) = Rg’“(M),
Wt H/2k | nt1/2,k
1/2 —1/2 _ un+1/2,k R n+1/2,k
2 0 )

P (0t + )+ (o - c) 2 AL DRy + g2k (1), (3.55)
W2, k+un+1/2,k

UN+1/2 N-1/2 u7v+1/2,k7

n+1 2,k " n+1/2k, 4 n n
U (0 4 ¢) +ul (0" — ) = 225 2uy + VPR (+0)],

2uAt

N * 2 -
ou o —1+Uj,etc—AMj.
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Pour p = p <0

¢“(+0) = Rq*(-1),

k k
uyptuly )y
—=—% = un = Ruy,

ulf/2 - ulil/Q = Qﬁ[zuo + " (=0)], (3.56)

k k
Un 12T UN_1)/2
2

U?V+1/2 - u?\f—l/2 g(+4) [2Ruo + Rg*(—0)],

=Uun = Ru07

en déduisant les relations de récurrence :
Pour p = pg > 0, on pose

1 JT7AN n n+3
n+1/2 —(1 + 207 = Az ) n—+1/2 2uj +q; . N
(R At e+ At—AtJ croissant de 1 a N. (3.57)
J / 1 + 2 j + “ J / 1 + 2 j + .U‘
Et pour p < 0, on pose
1
1 pAL +3
w12 —(L+ 505+ 50) nyap 2uj + qJ
U g = u; + At ; j décroissant de N a 1. 3.58
j—1/2 (1 + %O'j . ,uAAmt) j+1/2 1+ %0] MAA; ( )

Bien que le schéma (3.54) semble étre implicite, il n’en est rien car il est possible de calculer
de proche en proche les valeurs u L //2 en allant dans le sens des j croissants (si la vitesse
est positive g > 0 ). Autrement dlt, la résolution du systéme linéaire associé a (3.54) est
immédiate car la matrice correspondante Ay ; = A est triangulaire inférieure (et inversible

puisque 1+ (¢ ; = ¢) > 0)

1+¢ 0 0
1—¢ 1+c¢ 0
A= N
1—¢c 1+c¢ 0
0 l—c 1+c¢

avec ¢ = %O’j + ’Z—A;.

Autrement dit, le schéma diamant (3.53) est quasiment explicite alors qu’il va hériter des
propriétés usuelles des schémas implicites (stabilité inconditionnelle). Pour montrer la stabilité
de ce schéma nous allons utiliser la méthode d’inégalité d’énergie et pour commencer nous

établissons cette inégalité pour I’équation de transport Boltzmann (3.52).

Lemme 3.3.4. Toute solution réguliére de (3.52) vérifie

1 1
Il Eatr Nl < 5 (1) Eerxry +  llal?) (3.59)

ot C' = min(oy, 1).

Démonstration. Prenons u(z, ) comme fonction test dans I’équation (3.52), en posant [, =
(=1,+41), 1, = (—¢,+¢) et I, = (0,T) et prenant compte des conditions aux limites on obtient

I= // Ta:,u|2+2/// (z, 1) | w(t,z, 1) |* dudxdt
< [ [ wteep P2 [T [ @
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3.3. Equation de Boltzmann sans collision 3

en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient

(D)L (1, 01,y + O0llull® < +HU(0)||%2(szm)(70||61||2,

soit C' = min(oy, 1), on obtient la relation (3.59) O

Lemme 3.3.5. Le schéma diamant (3.53) est inconditionnellement stable en norme L?.

Démonstration. Prenons u"+1 s u?k comme fonction test dans I’équation (3.53), en utilisant

la relation diamant (2¢m¢ hgne dans (3.52) on obtient

j=N K K
n+1,k n+1/2,k n+1/2,k
I = Z AJU(UJ'Jr )2 2 + Z Z MkAt( +1//2 ) (ujfl//2 )2)
j=1 k=—K k#0 j=1 k=—K k#0
=N K =N K
_|_ Z 2AtA$ ( n+1/2 k:) _ Z AtAx2q;1+1/2,ku;L+l/2,k‘
j=1 k=—K, k0 J=1 k=—K,k#0
On somme en n pour déduire
n j=N K .
Z Z Az ( n+1, k)2 + Z Z AtAxag(u;-+1/2’k)2
j=1 k=—K k0 i=0 j=1 k=—K, k0
j=N K ok n K 172
<> Y Ax(uy )2+Z > ukAt(ull/Q )?
j=1 k:fK,k;éO i=0 k=—K k0

n j=N

+3> % Z AtAz(gt?r)?

i=0 j=1 k=—K,k#0
prenant compte les conditions aux limites, on aboutit a

1
n+1/2,k n+1/2,k
(w2012 TR,

n+1,k
(™ L2 xIuxD = ||( M7+ ;OH(%

j )||L2 (L1, + 0|

ce qui prouve la stabilité inconditionnelle. O

Lemme 3.3.6. Le schéma diamant (3.53) est consistant avec ’équation de transport Boltzmann
(3.52), précis a Uordre 2 en espace et en temps.

Démonstration. Prenons u?k la solution de 'équation (3.53), et tildeu?’k = u(tn, zj, i) la
solution (exacte) de (3.52) suffisament régulieres, en posant

ou ou
E(“(tml’gaﬂk) a (tn7xjvuk>+/1’ka (tn7xj7:u’k> +O-(xj) (tTL"I]’luk) :q(tn7xj7lu’k>
n+1,k n,k n+1/2,k n+1/2,k k k
W ThE ™ U, —u, u” —ur o "
E, k,j( (L,k) _ J +u j+1/2 j—1/2 + j+1/2 j—1/2 +o oju +1/2k —q +1/2,k7

At Az Az

Par devellopement de Taylor du terme d’advection dans E,,  ; autour du point (¢, z;, i),
en faisant la soustraction E,, . ;(u}’ ") — E(u(ty, x;, i), on obtient

Ey () = E(u(z;, i) = O((Ax)? + (Ax)?);

ce qui prouve que le schéma est consistant et d’ordre 2 en espace et en temps. O
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3.4. Equation de Boltzmann avec collision 3

Puisque le schéma diamant (3.53) est stable et consistant, il est automatiquement convergent
par application du Théoreme de Lax 3.2.1. On peut donc, établir le résultat suivant.

Lemme 3.3.7. Le schéma diamant (3.53) est convergent en norme L*.

Remarque 3.3.1. Le seul inconvénient du schéma diamant (3.53) est qu’il n’est pas positif
en général, autrement dit qu’il peut produire des valeurs négatives de la solution méme si la
donnée initiale (ou la condition auz limites) est positive. C’est bien sir contraire au principe
du mazimum pour ’équation de transport boltzmann (3.52) .

3.4 Equation de Boltzmann avec collision

3.4.1 Le cas stationnaire

On considére maintenant I’équation de Boltzmann linéaire stationnaire dans les mémes
conditions que la section précédente (pour mieux comprendre voir [10]) mais en tentant compte
désormais des collision

s, + oyl ) = L2 [ a4 Fe, ) pour (2,0) € (~6, ) x (1, +1)

u(—2, p) = Ru(+£, u) pour p > 0,u(+¢, u) = Ru(—¢, ) pour pu < 0.
(3.60)
Pour que le probleme aux limites (3.60) soit bien posé nous faisons ’hypothese que le milieu
est sous-critique, c’est-a-dire qu’il existe une constante oy > 0 telle que

0 <oy <o(x)—oc"(z)pour x € (—,+7). (3.61)

On utilise la méthode Sy (la méthode d’intégration numérique de la forme quadratique de
Gauss ( exactement de Gauss-legendre)), dans ce cadre le schéma diamant est donnée, pour
1<j<N,par

uk
J+1/2 Yi-1/2 k __ x5 k
= R oy = 0+

u;c _ +1/2;‘u]—1/2 (3.62)

U<F77:u) = Ru |F+: %lez:fl(,k;ﬁo Wi ‘F+ (Mk)

ol la deuxieme ligne est la relation diamant

u¥ + uk
k_ Tg+1/2 j—1/2 (363)

et u; est la moyenne angulaire défini par

_ 1 &
Uy =g > wef () (3.64)
k=— K, k0

La précision de (3.62)-(3.63) est d’ordre 2 en espace. Auparavant nous étudions sa stabilité en
nous inspirant d’une inégalité d’énergie dans le cas continu.

Lemme 3.4.1. La solution u(x, p) de l’équation de transport (3.60) vérifie

+1
/ / :10,u|dxdu<—/ / [z, p)|Pdwdy.

Pour la démonstration voir [10]
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3.4. Equation de Boltzmann avec collision 3

Lemme 3.4.2. Le schéma diamant (3.62) — (3.63) est inconditionnellement stable L? au sens
ot sa solution discrete u;“ vérifie

K

||2 ZAZL‘ Z wk|u§|2.

j=1 k=— K k#0

Pour la démonstration voir [10]

Il est possible de résoudre simultanément toutes les équations du schéma (3.62)-(3.63) en
résolvant un grand systeme linéaire pour le vecteur inconnu ayant 2K N composantes (u;€ 1)
Mais demande beaucoup de place mémoire et de temps de calcul. En général on préfere utiliser
une méthode itérative , qui est dite d’itération sur les sources. Son principe est de supposer
connu le membre de droite de (3.62) (y compris la moyenne angulaire), de résoudre 1'équation
de transport sans collision par un schéma, de mettre a jour le membre de droite de (3.62), puis
d’itérer ce procédé jusqu’a convergence. Cet algorithme itératif est ’exact analogue, en discret,
de I'argument de point fixe utilisé pour démontrer 'existence d'une solution de 1’équation de
Boltzmann.

Plus précisément, on note n > 0 le numéro d’itération. On initialise I'algorithme (dit d’itération
sur les source) en posant, pour n = 0,

u) =0,
puis a l'itération n > 1 on résout
k n uk,n + U,
Uj'i1)2 i—1/2 Uy Ty «—n—
qui est équivalent a
2Mk k,n 2:“16 k,n _ 20—; i 1 k
(1 + Az ) _7+1/2 + (1 AI’) j— 1/2+ 0, + f (366)
et on met a jour la moyenne angulaire
.1 & ufﬁl/Z + u] 1/2 3 67
uj = Qk:;#owk 5 (3.67)

avec les conditions aux limites (3.47)-(3.48), en remplagant le membre droit de ces dernieres
relations par celui de (3.66).

L’intérét de cet algorithme est qu’il ne nécessite aucun stockage de matrice ni résolution
de systéme linéaire .

Lemme 3.4.3. L’algorithme d’itération sur les sources (3.65) — (3.67) converge, lorsque n tend
vers l'infini, vers la solution discréte du schéma (3.62) — (3.63)

Démonstration. Afin d’étudier sa convergence lorsque n tend vers + nous réécrivons (3.65)-
(3.67) sous une forme matricielle plus compacte. On note U™ le vecteur de composantes (u fl /2)

F' le vecteur de composantes ( ff), T la matrice de 'opérateur de transport discrétisé dans le
membre de gauche de (3.65) et enfin K la matrice de I'opérateur de collision discrétisé défini
par (3.67) que multiplie le coefficient o*. Avec ces notations U™ est la solution de

TU" = KU" '+ F (3.68)
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3.4. Equation de Boltzmann avec collision 3

La suite U™ converge, c¢’est-a-dire que la méthode itérative converge (pour tout second membre
F), si et seulement si le rayon spectral de T~ K est strictement plus petit que 1 (p(T7'K) < 1) :

Comme p(T7'K) < |T7 K| < [T~ K], il suffit de montrer que
I K] < 1.
Pour un second membre G on appelle U la solution de
TU =G (3.69)

On multiplie (3.69)par U et on somme sur toutes les composantes, ce qui est équivalent a
multiplier le terme de transport de (3.65) par Azwg(ul,, 5 +uf ) /5) et & sommer sur j et k,
En notant ||U|| la norme

N K Lo\ 1/2
U= (X ae > wdld?) ™,

j=1  k=—Kk#0

ol on a utilisé la relation diamant 2uf = u¥ | ot ub_, /2, On obtient que

olUI*<TU-U=G-U < |G|lIU];

i.e.

IT-6) = U] < iG]

Par ailleurs, on vérifie que

N K N
KUl = (0" > Az > welw|* = 2(0")* Y Axlw,]®
j=1 k=—K k#0 j=10

et, par Cauchy-Schwarz pour u; = 3 Zf:_K’,#O wi|ub],

N K
IKUIP < (o) Ax > wiluj? = (a)?|U]*
j=1 =—K, k0

d’ott 'on déduit que [|[T7Y||| K| < 0*/o < 1 & cause de I'’hypothése de sous-criticité (3.61) [

3.4.2 Le cas instationnaire (cinétique)

On considére maintenant 1’équation compléte de Boltzmann linéaire dépendant du temps
(ou modele cinétique) pour I'inconnue u(t, x, 1)

*( +1
%t udto(@) = T2 [ e, w)dp + f (o) (o) € RY x (=6 4+) X (<1,+1)

u(t = 0,2, 1) = u®(z, ) pour (x,u) € (=€, +£) x (—1,+1)
u(—0, u) = Ru(+£, p) pour p > 0,u(+¢, u) = Ru(—¢, n) pour pu < 0.
(3.70)
Pour que le probléme aux limites (3.70) admette une solution qui ne croit pas exponentiellement
en temps, nous supposons encore que le milieu est sous-critique. mais avec une hypothese un
peu plus faible que (3.44), a savoir
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3.4. Equation de Boltzmann avec collision 3

0 <o(x)—o*(z) pourz € (—{,+() (3.71)

Reprenons la méthode Sy ou des ordonnées discrétes dans ce contexte. On note u;”c une
approximation de la solution u(t,, z;, jtx). Le schéma diamant, s’écrit , pour 1 < j < N,

n+1,k un,k u 1 —Uu

i+l +3.k +3 +3k
37+uk2A—j“+0jU? M=oty P4 f) ¢ (3.72)
k
u(l'_, ) = Ru |F+— 5 Zk:—K,k;éO Wil |F+ (Nk)
avec les relations diamant
n+1k n.k n+3.k n+3.k
(1 + U, —uj+% —i—uj_%
n+ik n+ik n+ik
2u; :uj+§ —I—uj_%2 (3.73)
et la moyenne angulaire
_n+i 1 K n+ik
u; =y, wuy (3.74)
k=—K k0
Comme d’habitude o5, 07 et f >* sont des approximations de o(z;), o(z;)* et f(t nids Tj, L)
respectivement. La premiere relation diamant (3.73) permet d’éliminer 'inconnue u"+1 * tandis

1L
que la seconde relation diamant permet d’éliminer uj+2’ et d’obtenir un schéma implicite pour

1
les valeurs uj:f * en fonction des valeurs u;’ ok
2
n—i—%,k n—&-%,k n—i—%,k n—i—%,k
1 — U .1 2 1 + u 1 O—* 1 1 1 2
j+é J=3 ' 4 J+3 J+3 _Yj _n+3 _n+3 n—z.k 4 nk
o s + (o; + At> ) =5 (uj% +uj_%) + f; + g (3.75)
qui équivalente a
2 2,Uk n+ik 2 2uk n+lk
1+ + u., ¢+ (1+ - u. i 3.76
( oAt O’jA.ﬁE) it3 ( O'jAt JjAa:) i=3 (3.76)
_ i; —”+% n+2 2 2 n,k
= %, (4, 1 P+ f At (3.77)

Avec les condtions aux limtes (3.55)-(3.56), en remplacant le membre droit de ces deux dernieres
par celui de (3.75).

On retrouve ensuite les valeurs u; grace a la premiere relation diamant dans (3.73).
Le schéma (3.75) est completement snnilaire au schéma stationnaire (3.65)-(3.67) avec simple-
ment un terme source modifi¢ et une absorption o; augmentée de <;. En particulier, on utilise
les mémes conditions aux limites de flux reéflexif en entrée, et on peut encore résoudre (3.75)
par une méthode d’itération sur les sources (cflemme 3.4.3 ).

n+1,k

Lemme 3.4.4. Le schéma diamant (3.72)-(3.73)-(3.74) est inconditionnellement stableL? au
sens ou, pour tout temps final T > 0, il existe une constante C(T) > 0 telle que la solution
discréte u;‘k vérifie pour tout n < %

(i) < CT) I3 + Z AL (3.78)
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3.4. Equation de Boltzmann avec collision 3

avec la norme discréte définie par

K

N
=Y "Ar > wy Ut R (3.79)

j=1 k=—K k0

n+1 k

Démonstration. On multiplie le schéma 3.72 par Atwy(u; + u?k) et on utilise les deux

relations diamant (3.73) a fin d’ obtenir, aprés sommation,

N K » . N K il
Z Z wk(|u?+’ |2—|u?’ |2)+2Atz Z w0 | uj

j=1 k=—K k0 j=1 k=—K k40
N w1 _ntE o ol K n+i n+1,k n,k
< AALY oy PP AALY Y wef; 2 (u +ui)
=1 j=1 k=—K k0

1 1 1
22« 2 ntgk 2
|°< 5 E w | u |

et, comme o; > o7, les termes d’absorption peuvent s’éliminer dans I'inégalité.
D’autre part,

N K
+3, lk + K 1,k
>, > wkf“ e e Il | 4 (it R (VS )
j=1 k=—K k#0
+1.k
< 5P+ (Ilu”“’“||2+||u?’kll2)

car, pour trois nombre positifs a, b, c, on aa(b+ c) < a? + (}’22& En combinant ces inégalités
on déduit

+k
N

(1= At/2)]lu; ™ < (1 + 7)“%—’

par récurrence

P < (1508 ) I+ 3 a4

Comme il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout 7' > 0 et At > 0 petit, on a

1+At/2 At CT
(153) " <e

on en déduit l'inégalité (3.78).

60



CONCLUSION GENERALE

L’objet de ce mémoire est d’étudier théoriquement et numériquement 1’équation de Boltz-

mann linéaire avec des conditions aux limites générales contractives et non-contractives dans
un cadre naturel.
Comme son opérateur, agissant sur des fonctions de 3 x 3 dans I'espace de phase X x V', n’est ni
auto-adjoint ni elliptique ni normal dans l'espace L*(X x V') ; donc les méthodes variationnelles
générales ne sont donc pas valables pour cet opérateur. Alors la méthode des semi-groupes se
préte bien pour I’étude théorique dans un espace générale LP;p € [1,00[. De méme on choisit
la méthode de différence finies avec le schéma diamant pour la méme raison.
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