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Introduction

la méthode des inégalités énergétiques, appelée aussi méthode de ’analyse fonction-
nelle, a pour origine les travaux de I.G. Petrovski[14] .utilisée dans la résolution du
probléme de Cauchy lié aux équations de type hyperbolique, Elle a été appliquée et
développée par la suite dans beaucoup De travaux a savoir A. A., Dezin [4],0. A,
Ladysenskaja[9], K.Fredricks[5], N.I.Yurchuk[19, 20] .La méthode a connue par la suite
des développements importants dus a J.Leray[8] et L.Garding[6].

Elle a été également utilisée pour la résolution de différents problémes dans les do-
maines de la théorie de la conduction thermique, la physique des plasmas 1’électrochimie,
et autres.

Le présent travail est I'objet d’une extension de la méthode des inégalités énergé-
tiques a de nouveaux problémes mixtes avec conditions aux bords non locales de type
intégrales [1,2,3,10,11,12,13].

Les problémes mixtes avec conditions intégrales prennent un intérét de plus en plus
important dont la raison fondamentale est la signification physique de base de la con-
dition intégrale a savoir une moyenne, un flux, une énergie totale,un moment, etc. Ce
sont des modeéles mathématiques rencontrés en théorie de la conduction thermique,en

thermo -élasticité et dans les semi-conducteurs.



Description de la méthode

La méthode des inégalités énergétiques est basée sur la recherche d’un opérateur
Mu dit multiplicateur qui dépend de la fonction u , ses dérivées et certaines fonctions
poids. On est ramené par la suite a effectuer des intégrations sur le domaine considéré
en vue de doter £ et F de normes adéquates afin de pouvoir montrer ’existence et

I'unicité de la solution, dite forte, du probléme considéré apres ’avoir mis sous la forme
Lu= F (1)

Ou L : E — F est opérateur engendré par le probléme considéré, E est un espace
de Banach, Fest un espace de Hilbert, u € E et Fe F.

la méthode se présente sous deux aspects.
1¢" aspect
On démontre deux inégalités & priori
[Lulp < C lullp Yu € D(L) (2)

lullg < ¢ l[Lullp Yu € D(L) (3)

Ou C et c sont des constantes.

L’unicité de solution du probléme considéré résulte de ces deux inégalités. De
I'inégalité (2) résulte que l'opérateur L est continu et de l'inégalité (3) résulte qu’il
admet un inverse continu et que I'image R(L) de L est fermée. L est donc un homéo-
morphisme linéaire de E dans le fermé R(L), ce qui prouve I'unicité de solution. Son
existence est assurée par le fait que R(L) est dense dans F' chose faisable moyennant les

opérateurs de régularisation que ’on choisira suivant la nature du probléme considéré
2°m¢ aspect
On démontre I'inégalité énergétique du type.
lullp < ¢ |[Lullp  Vu € D(L) (4)

Ou ¢ est une constante



Par passage a la limite, on prolonge l'inégalité (4) & D(L). Etant donné que 'image
R(L) de l'operateur L, qui joue un role important, est fermée dans F et que R(L) =
R(L). 1 suffit de montrer que R(L) est dense dans F.

Dans ce travail, nous utilisons le 1¢"aspect.

La méthode des inégalités énergétiques présente des avantages et des inconvénients.
Avantages

- Elle est efficace pour beaucoup de problémes dont on a cité un certain nombre
plus haut.,

- Son aspect théorique est solide et son développement est fait dans un cadre
abstrait et élégant.,

- L’actualité des problémes traités par cette méthode.,
Inconvénients

Beaucoup de difficultés sont rencontrées lors de la recherche.,

- Des espaces de solutions.,

- Au multiplicateur.,

- Opérateurs de régularisation.,

L’élaboration d’une technique remédiant & ces difficultés est encore prématurée,
ceci est di a la variété et I'actualité des problémes traités par la méthode.

Actuellement, I'application de la méthode nécessite une étude spéciale pour chaque

probléme considéré.



Chapitre 1

Rappels

Le but de ce chapitre est de rappeler certains notions et certaines résultats de I’analyse
fonctionnelle utilisés dans les chapitres ultérieurs. Pour cela on a commencé par
donner les définitions de quelques espaces fonctionnels, puis un ensemble de notions

fondamentales de ’analyse fonctionnelle et quelques résultats auxiliaires.,

1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1 Soit £ un espace vectoriel sur K (K = R ou C) ,on appelle norme sur
E une application noté ||.||

I.ll: E— R
r — ||z

Vérifiant les axiomes suivants :
1) |lz]= 0 £ x=0
2) VAe K Vze E ;||| =|A\ |z
3) Ve, ye Esflz +yll < llzll + Iyl
Définition 2 On appelle espace vectoriel normé le couple(£ , ||.||) formé d’un

espace vectoriel et d’une norme ||.||définie sur E.



Espace de Banach

Définition 3 IL’espace normé (FE, ||.||) est appelé espace de Banach si toute suite de
Cauchy dans E converge vers un élément de E (dans la norme ||.||). En d’autres mots,

un espace de Banach est un espace normé complet.

Espace de Hilbert

Définition 4 Soit H un espace vectoriel sur K. On appelle produit scalaire sur H,

noté (.,.) toute application de H xH — K , vérifiant les propriétés:

1) (z,z) >0 VY z€ H

2) (z,2) =0 = x=0 dans H

3) (v,y) = (y,a) Vo, yeH

4) (ax + By, z) = alz,z) + By, z) Vo, y,z € HetVa,5 € K

Remarque 1 Tout produit scalaire introduit une norme sur l'espace H, notée ||.||

et définie par
o)l = V(z,2)p .V z€ H.

H muni de cette norme et appelé espace préhilbertien.

Définition 5 Un espace préhilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

L’espace L?*(0)

Définition 6 Soit €2 un ouvert borné de R"de frontiére lipchitzienne I". On pose

vy -{r:a ~x: [P <o)

L*(£2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

mmzljummm

On munit L?(€2) de la norme

11l = (f. )2 = M'ﬂxwdﬂfr



Espace de Sobolev

Définition 7 soit Q C R” un ouvert. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur

) Pespace:
1 2 du 2 -
H (Q):{UEL (Q);a—eL Q) , 1<4 <n}
On munit H'(2)du produit scalaire:

ou Ov
(w,v)10 = / <uv + Z Oxi 81‘2)

et on note ||ull, o = (u, u)i/gz la norme correspondante.

Théoréme 1 L’espace H'() est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

Théoréme 2 L’espace H'()) est séparable, i .e, il existe une partie dénombrable

dense dans H*(2).

1.2 Quelques inégalités
Inégalité deYoung

Soit 1< p,g<+oo ou }D—l—%:l;alorsona
a? b

Va,b eR,: ab< — 4 —

p q

cette inégalité est appelée inégalité de young. Elle est largement utilisée dans ce
travail.

Inégalité de Cauchy -Schwarz

Soient f et g deux éléments de L?(€2), alors f , g € L'(Q) et

/Q £ 0l < 1 Lzmcen, 191l 2o



L’c—inégalité
L’inégalité

1
Va,beR, Ve>0: |ab] < Za?+ b
2 2¢e

est appelée I'e-inégalité est appliquée tout au long de ce travail.

1.3 Opérateurs linéaires dans les espaces normés.

Soient E et F' deux espaces normés (E, ||.||z),(F, ||.||) et soient E et F' deux espaces
vectoriels sur le méme corps K (K =R ou C).

Définition 8 i) Une application A définie par:
A F—-F
r+— A(z) = Ax

est dit opérateur.
ii) D(A)={z € F;Ax € F } C FE est dit domaine de définition de 'operateur A.

iii) L’opérateur A est linéaire ssi
Va; € K Vx,2' € D(A) : A(ax + ') = aAx + SAL
Définition 9 i) L’opérateur A est dit continu au point g € E ssi
Ve > 0;3n >0,z —zollp <n=||Ax — Axol|, < e

ii) A est dit continu dans £ s’il est continue en tout point de E.

Proposition 1 Un opérateur linéaire est continu dans F s’il est continu & 1'origine

(i.e. continu en 0).

Définition 10 On dit que 'opérateur A est borné s’il existe une constante ¢ >

0 telle que
[Az]|p < ezl Va € D(A)

Théoréme 3 L’opérateur A est continu ssi il est borné.

Définition 11 (Graph,Image, Noyau de A)



i)Graphe de A=Gr(A)= U [z,Az]| ={(z,Az)/x € D(A)} CE X F

z€D(A)

ii)Image de A = R(A) = xeg(A) {Az} C F

iii)Noyou de A =ker (A) = N(A) ={z € D(A); Az =0} C E

Définition 12 On dit que Popérateur A est fermé ssi il est fermé dans F x F.
Ceci est équivaut a dire : si une suite (z,)dans D(A)telle que x,, — = dans D(A) et

Ax, — f dans F' | alors
f=Ax, x € D(A).

Remarque 2 Si A est fermé, alors N(A) est fermé dans E
Remarque 3 Si A est continu, alors Gr(A) est fermé dans F x F.
Théoréme 4 Soit A un opérateur linéaire surjectif qui applique un espace de

Banach E sur un espace normé F' et vérifiait la condition
Vee B ||Az|| > m||z||

Ou m est une constante positive, Alors A admet un operateur inverse bornée A1,

1.4 L’opérateur adjoint

Soit
A:D(A)CE—F

Un opérateur non borné a domaine dense, on défini un opérateur non borné
A* DAY CF — F
Comme suit. On pose
D(A*) ={y € F';3c > 0 tel que |{y, Az)| < c||z||Vx € D(A)}

Il est clair que D(A*) est un sous espace vectoriel de F'.On définit également
A*y pour y € D(A*) comme suit :

On considére 'application :

g : D(A) — k définit par : g(z) = (y, Ax) , z € D(A).



l9(x)] < cllzl] Vo e D(A),Vy € D(A)

Grace au théoréme (Hanh-Banach forme analytique) on sait que g peut étre pro-

longée en une application linéaire: f: E' — k telle que
[f(@) <clz| ,VoekE

Par suite f € E’, on remarquera que le prolongement de g est unique puisque f est
continue sur E est que D(A) est dense dans E.
On pose
Ay=Ff
Il est clair que 'opérateur A* est linéaire. L’opérateur A* :D(A*) C F' — E' est appelé

I’adjoint de A. On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lie A et A*
(W, Ax) pr o p = (A'y, 2) oy Vo € D(A) ,Vy € D(A")

Proposition 2 Soit A: D(A) C E — F un opérateur non borné a domaine dense
alors A* est fermé (i.e. G(A*) est fermé dans F' x E’)

Théoréme 5 Soit A : D(A) C E — F un opérateur non borné fermé avec

W = I, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes
i) D(A)=F
ii) A est borné
iii) D(A*) =F'
iv) A* est borné
Définition 13 Soit A: D(A) C £ — E.
A est dit auto adjoint ssi D(A) = D(A*) et A = A*
A est symétrique ssi (y, Ar) = (Ay,x),Vr,y € D(A)

1.5 Les opérateurs abstraits de régularisation

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur défini de



D(A) C H dans H avec D(A) = H.
Définition 14 On dit que A est un opérateur dissipatif si

Re (A(u),u)y; <0 Yue D(A)

Définition 15 On dit que A est un opérateur accrétif ssi (—A) est un opérateur
dissipatif, i.e.

Re (A(u),u); >0 .V ue D(A).

Définition 16 Un opérateur dissipatif A est dit maximal si son extension est lui
méme.

Proposition 3  Soit A est un opérateur défini de D(A) C H dans H avec
m = H, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A est un opérateur dissipatif

i) [[(A—ADu| > Re||ul|. Vu e D(A) et pour tout A € C tel que Re >0

ii) [|[(A—A)u|| > A|ul|. ¥V u e D(A) et pour tout A tel que A >0

Démonstration.  Supposons que (i) soit vérifiée.

Soit u € D(A) et Re A > 0, alors
Re (Au — M ,u) = Re(Au ,u) —Re||ul|*> < —Re||ul?,
donc
JAu— || [Jul] > - Re {Au — A ,u) > Re A Jul]?

Ce qu'implique (ii).
Il est clair que (ii) implique (i).

Supposons que (iii) soit vraie. Pour tout u € D(A) et A >0, on a :
||Au||2 —2X Re(Au ,u) = ||Au — \u ||2 —\? ||u||2 >0

Donc

2\ Re (Au ,u) < ||Aul®

Comme A > 0 est arbitraire, il résulte que Re (Au ,u) < 0.
Théoréme 6 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermé, le pro-

longement est aussi un opérateur dissipatif.

10



Corollaire 1 Un opérateur dissipatif maximal est toujours fermé.

Théoréme 7 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement maximal dissi-
patif.

Proposition 4 Soit A : D(A) ¢ H — H avec D(A) = H, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) A est un opérateur maximal dissipatif.

ii) Im(A—X)=H pour certains A € C tel que Re A >0

iii) Im(A — X) = H pour certains A € C tel que Re A > 0

Théoréme 8 Soit

A:D(A)CH—H avec D(A)=H

un opérateur dissipatif, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

Théoréme 9 i) A est un opérateur dissipatif maximal.

ii) A est fermé¢ {\:Re) > 0} C p(A) et de plus on a:

. -1
Ja-an ) <

Théoréme 10 Soit A : D(A) C H — H avec D(A) = H un opérateur dissipatif
maximal ,alors

i) A-t e L(H)

i) lA <1

iii) lii%Aglu = u pour tout u € Hon A-! = (I —eA)~1e > 0.

Preuve Soit £ > 0, alors
{e: e>0} Cp(A)

donc (I — M\A) est continument inversible, d’ou (I — AA) lexiste et borné. Il est défini

sur H tout entier puisque

1
—e{e:e>0}.
5

11



On déduit que

mais
1
A—-I)=——(I —¢cA).
(A= 1) = —2(I - eA)
D’ou
(A==-I)"'=—e(I —eA)™".
€
On pose
ATl = (1 —cA)™
On déduit

En utilisant le théoréeme 2, on déduit que :
1\ 1
€

1A < 1.

ot

donc

Supposons tout d’abord que u € D(A), d’ou :
HA;lu — uH = H([ —eA)tu — uH = Hg(l —cA)” 1AuH < e ||Aull

Ainsi par passage a la limite, lorsque ¢ tend vers 0, on obtient

limA_'u = u pour tout u € D(A).

e—0
Comme on a

D(A) = H,

alors

lirr(l)Aglu =u pour tout u € H
E—>

12



Exemple 1 Soit A = 5 ou

D(A) ={u € Ls(Q) / u(0,t) =0}
et
Q= (0,1) x (0,7)

Alors A est un opérateur accrétif

Démonstration Nous avons

1 _
(Au,u) = / @ﬂdxdt = / u | de — / ua—uda:dt
o Ot 0 o Ot

donc ) )
(Au, u) + (Au ) _/ lu(z, T)? dz —/ lu(z, 0)[ da
0 0
alors )
2Re (Au,u) = / lu(z, T)| dz,
0
Car
u(z,0) = 0.
D’ou
Re (Au,u) >0

Exemple 2 On prend A= de domaine de définition

8t3 )

D(A) = {u € Ly(0,a)/— € Ly(0,a) ; u(0) =

ot’ o2’ o

alors A est un opérateur dissipatif.

Démonstration nous avons

83
Re (Au,u) = Re ﬁ_dt

0
i [,
N at2 ot2 ot
B _EME)@ “ “ Ou 0*u @t

ot ot o ot Ot2

ou o*u | O RTE
= —|= | - Zdt

ot (a) T Yot

13
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Donc

D’ou

Re (Au,u) <0

On pose A-! = (I —eA) ™' = (I —23)7, pour & > 0
Les opérateurs A-! ne sont que ceux qui donnent la solution du probléme

dg. 9%g.

%g. B B
S0 =0, SF (@)= 0.

13 =9,

9:(0) =0,

g +¢€

Donc le probleme adjoint est

. g dg: . o Pgr,
gs_gatg _9795(0) 0, 8t(0)_0,6t2(a)_0

Proposition 5 Soit v € Ly(0, a), alors

by 47—, =0
*
lE%H ) U= ||L2(07,1)_

On note par = [0,1] x [0,7].

pour u € Ly(2), on note par

— A;lu our = (A_l)*v

’ €

Propriétés
0*u, _
W € LQ(Q) 3 k= 0,3
D’autre part
2
ue(,0) = 0, 2 2. 1), Tl (0, 7), v € (0,1
okv? _
ok € Ly(Q),k=0,3.
De plus on a
. vt 0*v?
vs(‘T O) - O ot ( T)v W(,T?T),Vl’ S [07 1]

14



HAg_luHLQ(Q) < ||uHL2(Q) ,V& >0
[(AZ) " vll ) < M0llpyqy Ve >0

<A;1“7U>L2(9) = (u, (A1) U>L2(Q)

Siue LQ(Q),g—Z € Ly(Q) , alors

Ou, du.  (Ou
o € Ly(R2), de plus = (8w

e >5 et u.(x,T) = A" (u(0,T))

2. %f _ (%) et ut(z,T) = (A7Y)" (u(0,T))

€

3. Si u€ Ly), alors

o tim A7, =0

b — lim || (A;l)*u - uHL2(Q) =0

e—0

Exemple 3 On prend Azg—; , de domaine de définition

ou  0%*u ou
D(A) = {U € H = L2(O,CL>/E s W € LQ(O,CL),U(O) = O’E(a) = 0} ,
alors A est un opérateur dissipatif.

Démonstration

En effet, nous avons

o 2 a fe% 2 « 2
Re (Au,u) = Re Ot = Re W —/ Ou dt——/ oul” i <o,
L’opérateur
0*u

dont I'adjoint est
ui= (A2 u=(u—e—=;)

A sz 5 4 - 3_3
a les mémes propriétés que 'opérateur A = pYE

15



Chapitre 2

Position du probléme et unicité de

la solution

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probléme mixte pour équation aux dérivées partielles
d’ordre cing de type mixte avec condition non classique.

On montre 'unicité de la solution forte du probléme dans un espace de Sobolev
avec poids. La démonstration est basée sur deux estimations a priori de 'opérateur

engendré par le probléme considéré.

2.2 Position du probléme
Soit le rectangle
Q=1(0,T) x(0,1)

On considére 1’équation :

Pu 1 02 u
bu=32 T o (maﬂat) = o) (21)

A T’équation (2.1) on associe les conditions initiales

lu=u(0,2) =p(x) z e (0,1) (2.2)

16



=2 1 2.
=" 0@ w0, 23)
les condition aux bords
Ou(t,1)
Y 0 te(0,7) (2.4)
u(t,1)=0 te(0,7) (2.5)
u(t,0)=0 te(0,7), (2.6)
et la condition intégrale
1
| ugag=o te (0T, (2.7)
0

ou ¥ et p sont deux fonctions données et vérifient les conditions de compatibilité
données dans (2.4),(2.5), (2.6) et (2.7).
Dans ce chapitre on montre I'unicité de la solution du probléme (2.1) — (2.7). On

rameéne le probléme (2.1) — (2.7) a la forme opérationnelle suivante
Lu=F

ou L = (L,1,q) .L'operateur L est considéré de F dans F', E est un espace de Banach
constitué des fonctions u € Lo () vérifiant (2.4) — (2.5) — (2.6) et (2.7), et dont la

norme est
0% |? 02 93u \ |2 1 ou | |oul?
2 2 2 2
- | dadt - —— | dadt+S — - d
[l /Q‘” gz | +/Q o (x % 8x28t> v +0§f§;/0 v ‘8x28t ar| el pdw

et F' est un espace de Hilbert, constitué des fonctions vectorielles F = (f, ¢, 1) obtenu
comme complétés de l'espace Ly () x W9 (0,1) x W3 (0,1) par rapport a la norme
suivante

%
0x?

1 2
177 = \|(f,90,w)|!§=/:v2\f(t,:c)|2d:vdt+/ x{ +\w!2+\so|2}d:c-
Q 0

En utilisant la méthode des inégalités énergétique, on établie deux estimations & priori
et on montre ensuite que 'opérateur L est un homéomorphisme linéaire entre 1’espace

E et 'espace F.
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2.3 Estimations a priori
Théoréme 11 Pour toute fonction u € D(L) on a 'estimation & priori
[Lullp < ellullg (2.8)

O1l ¢ est une constante (c = \/5)

Démonstration on a

2ul® | 8?2 Bu \|?
2 _ 2 292
wmmrxmu_&aﬁ+%4%mg}
d’oul
ul® | 2 Bu \|?
2 < 2 [07U o7 [ Pu .
/Qx |f(t,m)|dxdt_2/g{x o o (xaﬁat) }dxdt (2.9)
et on a
! u(0,2)|* |83 (0,z) ! ul? Pu |
2 2 ) ) < 2 2 ou
/0 ! {]u(0,$)| T OOt dx_o?ng/o r ot ‘83:2& da
d’oul
' 9% 2 ! ou|? P |?
2 2 2 e < 2 2 ou .
/0 g {|S0| Rl Ox? dm_2oig£:r/o vy el ot +‘3x28t dr(2.10)

D’apres (2.9) — (2.10) on obtient
IZullz < 2 ull

D’ou

|Zulp <cluly,  (e=v2)

Théoréme 12 Pour toute fonction v € D(L) on a 'estimation a priori
lull g < cllLullp (2.11)

ou la constante C' = /14 x e

Démonstration soit

1
%Z/Q@OM
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et
82 0%
Mu=2222 4227270
U= e T Jat2

On considére la forme quadratique

T 1
Re/ / LuMudzdt.
o Jo

En multipliant (2.1) par Mu on obtient

2 2 3 25 2
EUMZ[aU—I—la (xa“>H 20U 2J0—] (2.12)

ot?2  x O0x? 0x20t

En intégrant par rapport & x on obtient

S b, 0% 0% 0*u 82 L 92 Bu \ 0%u
Mudx = ——d 2 —d d
/0 LuMudz /0 e o ”/0 SR “/ g (%ﬂ@t) o
0? Ou 0%
+/ 52 <x8x28t> J@ﬁ dzx. (2.13)
/1 qu 02 ou, /1 62
2 02

o
En intégrant par partie chaque terme du second nombre de (2.13) et en prenant en

dx

considération les conditions aux limites, on obtient:

V9% _0%a ! 8 0*u 02
- a2u Pud (P
- Toros \"or )
*u _0%*u 0*u 0 0%
0%u 82u 82_
donc
0%u _0%u 0*u _0%u 0%u
2 J 2 J—dz = 2 -
/ I@tQ J8t2 dzr + / x6t2 JatQ dx /0 J8t2 da:,
d’ou X
*u _0%*u 0*u
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/1 O ( Pu) u, [0 [ &u @1_/13 Pu\ 0 ( PuY,
o 022 \"oz20t) Tor ™ T oz \"ox2ot) Yo |, )y 02 \"0x20t) 0x \"or2 )

B _/12 Pu @d _/12 Pu *u p
= )y oz \Tox2at) 92 T ), 9z \"0x20t ) dzorzz™
Bu 02l /1 Pu  u , Pu B
= |-z - T dr +
oz20t 0t? |,  Jo Ox20t Ox0t? 83:281% 0xOt?

+/1 Ou 9 u p
o Cor2atox \azorz” ) U

d’ou

b o2 0u 0*u 93w 0Pa ! , Pu '
=2 _— 2.1
/0 022 (xé)m?at) Tor =2 | oot amon™ T / a2t oo (219)

= 2/1g (xag—u) @dm
o Ox \  0x220t) 0Ot?
[Qm Pu @]1 -2 lx Pu ﬂdaﬁ
0x20t 0t? |, o 0x20t dxot?

d’ou

L2 u 82 Pu  Pu
/026332 <x8x28t> o / 52201 daor (2.16)

De (2.14),(2.15) et (2.16) on obtient :
I 1 1

Re/ ,CuMud:E—/ dm—l—/ J
0 0

L, w0 L 93w 8Pa
) e
e { / 02201 8x28t2d$} +R€{ /0 oo axat2d”7}’

2

0%
ot?

82

ot?

L 93w d3a p
oot ozore "

da:—i—Re{Q

d’ou

1 1 1
Re / LuMudr = / dx—i— /
0 0

En intégrant par partie le troisiéme terme de (2.17) par rapport a ¢, on obtient
o L o 0%u "
dxdt = P
/ / x26t ot ( 332815) v { /0 ¥ 9120t 0220t m} .

20

2 |12 1 3 4
u o 0°u 0%
! d”Re{ /0  oazon ax2at2d"”}

ot?
(2.17)

62

ot?

9%u

L2 Bu \ 0% 0 Bu\ 0]’ Ly Pu\ 0
2 dr = |2 (20— | J==| -2 = (22~ ) = (J5=
/0 a2 (%ﬁ@t) T on { Oz (xamt) J0t2]0 /0 oz (x&r%?t) Oz (‘]

ot?

T

) ds



Tt L0 [ Bu 031U
—_— 2_
/0 /0 "o <8x28t) D2
T ol Pu  u 1 u (T, )2 1
2 oulT,x) _ 2
/0/0$8x28t8x28t2d dt = /x dz /Ox

0x20t
u
/ / 2208 83:2615 S dadt

B (0,z)?

orzar |

d’ou
Bu O 1 [ L |Pu(r, )| 1 (' ,|0%u(0,2)]?
R ——dadt = = | 2| /7| do— 5 | 2|2 d
c / / 020t 0202 """ T 2 /0 T oot | T2 /0 Y ezt | Y
En substituant dans (2.17). on obtient
Re / / LuMudzdt = / / Gtg dxdt + dasdt
1 [ |Pu ()| 1t 0% (0 $)2
Z Z A de — 2|2 2A0 g
+2/0 o | 2/0 oo | ¢
92u|? 2
/ / LuMudxdt = / / —2 dzdt + dzdt
1 120u(7'x) 1 1262¢2
= ——| dvx — = —| d 2.1
+2/0 o200 2/ Tloz| (2.18)
En utilisant les propriétés des modules et les inégalités, on obtient
T 1 _ T 1 _
Re/ / LuMudzdt < //|Eu|‘Mu{dxdt
o Jo
0%u
< / / | Lul IW+2LI82 dxdt
< / / |£u| dxdt—l—2/ / |Lul |J T drdt
62* 2 0 2
< -/ / 22 1cuf? + dxdt+// 2| 2 + dwdt,
2Jo Jo 815
d’ou
T rl _ T rl 1 T rl 2|2
Re/ / EuMuda:dt§§/ / 7’ ],Cu]2dxdt~l——/ / z? (9_1; dxdt
o Jo 2.Jo Jo 2.Jo Jo ot
a“ dudt. (2.19)

21



En substituant (2.18) dans (2. 19) on obtient

T 1 82 1 1 ) a3u (’7',37) 2 1 82w 2
3 (7 [ 17,0l 0%l
< = 2 2 - 2 (U
< 2/0 /0 x| Lu) dmdt—l—Q/O /0 T 5 dxdt + (9 dxdt
D’ou
2 1 3
0%u 1 5 |0°u (
// AIE da:dt+§/0 (%2(% // 2| Lul® dadt.
I 6%
+§/ ) dx. (2.20)
On considére les formules
! ou 0%*u
et 2.21
/0 xe % e —dx, ( )
et )
/o xQeCtu%dx. (2.22)

En intégrant (2.21) par partie par rapport a ¢ on obtient
Tt ou 0 (0u ! ou 0u ,0u 0 ou
2, —ctZ" Y 2 7ct —ct
/0 /0 v mm(m)dwdt UO ! 8t8t} / / atat< at>ddt

1
= /xQG—CT M dx—/ 2|1/)| dr

ot

0%u 0t
2 —Ct 2 —ct
/ / o atd””dt”/ /

T rl ou 21 1 1 9
2Re/ / x%’“——dmdt = / rle " dx—/ 5’72|¢| dx

dwdt,

ou (1,x) 2
ot

T 1 au
2 —ct |7 d dt
+c /o ; x 5 T
et on a
ou 0%*u ou 0*u
2 2 —ct 2 —ct
Re / / % r —dxdt < / / ET Tl dxdt

ou(r,x)|?
ot

1 T 1
dx—/ 7’ ]w|2d:c+c/ / e Qu
0 o Jo
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ou 0*u
<2 e dxdt 2.23
/ / at o2 | (2.23)
On a )
|l [ou]|
ot ot2| — | ot||ot?
d’ou
2 ol 2,
// 2=l 8“ dudt— // 2! _g dxdt§—2/ / e gl p
(2.24
En additionnant (2.23) et (2.24), on obtient
1 2 1 o 2
0
/0:1:26_” W dw—/o x2|w\2dm+(c—1)/0 /0 zie a—z dxdt
/ / 2ot ﬁ da:dtgo. (2.25)

En intégrant (2.22) par partie par rapport a t, on obtient

1
/ / Ze~y = {/ v ute Ct} / / ( Ct—ce_du) dzdt
0
1
= / 2 |ul? e dx — / 2%l dx—/ / xu e “dxdt
/ / 22 Ju|® e~ dadt.
d’out

1 1 ol
/ / rie My dxdt / 72 |u|2e_”dm—/ 2% || dx—l—c/ / 2% |ul? e~ dudt.
0 0 o Jo

Donc
1
/$2|u(7,x)]2e”daﬁ / 22 Jo|? dx—i—c// 22 ul’ e Ctdaﬁdt<2/ / zle C'52|u\ Y ddt.
0
226)
On a )
ou ou
2
e 2 lul | =—
ul* + |5 > 2l |
d’ou
/ / ?e e |ul? dxdt—/ / Zemet | — dxdt< 2/ / ’Ct|u| dxdt
27)
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En additionnant (2.26) et (2.27), on obtient

1
/x2|u(7,x)]2e”dx/ 22 || dz— // Zemct
0

Pour ¢ > 1, on obtient

1
/ 2 |u(7’,x)|2e_”dx—/ 2% || d:v—/ / 2ot
0

En additionnant (2.25)et (2.28),0n obtient

1 1 ! !
/ 2T d:c+/ IU(T,x)IZeCqu;—/ a? |?/J\2da:—/ 2* [ da
0 0 0

c—2// 2ot d:cdt—// 2ot

Pour ¢ > 2 on obtient

1 2 1 ! !
/ 2g-cr |Ou(T,7) dﬂ/ 2 |u (r,z)|” ‘”dxﬁ/ x2lw\2d:c+/ 2* | p” da
0 0 "

ot
// 2—ct
L[ 2 - L e aes Y [ 2o
de+= | 2*|u(r,z)]"e Tde < = [ 2| de+= | 2°|p| dx
8 Jo 8 Jo 8 Jo

1 T 12—ct62u2
+§/0/0“ B

T 1
dmdt—l—(c — 1)/ / 22e™ |u)® dxd < 0.
0 Jo

dxdt < 0. (2.28)

ou (1,x) 2
ot

d:cdt <0.

at W

u

ot2

dxdt,

d’ou
1/1 $2€—CT du (7—7‘7:) ’
8/, ot

| dedt (2.29)

De I'équation (2.1), on a

2 2 3
£u_8u:18 <x8u>’

o2 w0z \ 0220t
donc
s ()| = [en=G] = (12| G)
aa—;( ai?gt) 2 2? | Lul® + 222 | Lu) 3; + 2 %2
o (vt E TRty
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d’ou

// axz(ax;gt) dudt < // 2| Lul? dudt + //

En additionnant nombre a nombre (2.20), (2.29) et (2.30), on obtient

2 1 1 2 1 1
/ / d:vdt—|—§/ z° d:v—l—g/ z?e T
0 0
2 1 1 3 T 1
/ / pye) (x 261&) dxdt—i—g/ 22 Ju(,z)]? e da < 5/ / 22 | Lu)? dedt
z Ox 0 0o Jo

0%u
ot?

dxdt
(2.30)

Au (1, z)
ot

u

ot?

O (7, z)
0x20t

dx

1 1 82,¢} 1 ) 5 1 1 . ) 1 T 1 0 . 82,0/ 2
924 |2
/ / 2| Lu) dedt + = / / BTE dxdt.
On a . ) . .
1 T 2~ 1 T 25
—/ / rle % dxdt < —/ / z? @ dxdt,
8 0 0 8t2 8 0 0
et ) . 9
1/ xZech au (T7$) dl’ S 1/ 3326707' au (TVI) da:,
8 Jo ot 8 Jo ot

7 \

TV
I

ou (1, z) |
ot

u

ot?

O (7, z)

0x20t dr

Lty ’ LYo er
d dt + = d - -
+ 2/0 x T+ 8/0 re
2 1 T 1
dwdt—i—l/ 2 |u(r,2) e Tdx < z/ / 2| Lul® dadt
da? 8:B28t 8 /o ’ —4)0 Jo

1 1 82 1 1 1
+—/ 7 ¢ de + < / 7’ |1/1|2dx—|-—/ 22 |o]? da.
2 Jo 8 Jo 8 Jo

En prenant le "Sup", on obtient

/0/ | d"”d”/ / 8x2< 8902875)
<ol [ [ e [ ]2
}

, | 02u 2

ot2

dmdt—i—sup/ AL | |+|u| Vo
0

0<t<T Ox20t>

2
+ 9] + |so|2}dx] ,

0x?

ol




donc

lullf < & || Lull,
d’ou

Jullp < CllLull,

ou

C =k = V1de?

2.4 Unicité de la solution

Théoréme 13 la solution du probléme (2.1) — (2.7) est unique.

Démonstration De l'inégalité (2.8) on déduit que 'opérateur L est continu et
de T'inégalité (2.11) on déduit qu’il admet un inverse L~ 'continu et que I'ensemble
des valeurs R(L) est fermé, i.e. L est un homéomorphisme linéaire de 'espace FE sur

I’ensemble fermé R(L), qui prouve 'unicité de la solution.
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Chapitre 3

Résolvabilité du probléme

Les estimations (2.8) et (2.11) montrent que 'opérateur L : £ — F est continu et
son image est fermée dans F. Pour prouver 'existence de la solution du probléme
(2.1)-(2.7), il suffit de montrer que R(L) est dense dans F. La preuve est basée sur le
lemme suivant.

Lemme 1 Soit
Do(L)y={ue D(L) /] lu=0 et qu=0}

Et soit
UED()(L) et MEL2<Q).

Si pour tout w € Do (L) et w € Ly (£2), on a

/ 22 Luwdzdt = 0,
Q

Alors
w=20
Démonstration
On a
/ 2?Luwdxdt = 0,
9]
d’ou

0? A
/x —wdmdt / 8752 (xaxzat) wdxdt
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pour w (z,t) donnée, on introduit la fonction

z Ow(Et) ®
v(m,t):xfl %df—i—x/l w(é’t)df.

/qu@ﬂdx_o (3.1)

(6
/ xtdx—/ /( “"“))dgdx
I 1) L (2w
25[”52/1(5 L )dglo—ﬁjoxz“ pele >dx

:_%/01 (x%w(:p,w)

= ! [zw (fL‘,t)](l) = 0.

On a

En effet

2
On a aussi
22w = 2%v+2zJv = Nv (3.2)
En effet X
x2v+2va:xzv+2x/ (¥, t) dyp
" 3w(§ t)
—xv—|—2x ¢/ ( )dfdlb
2 1 v &d(gt "1 2 szfﬁ/;’t) w (1, t)
=z"v+2x §¢/1 < d¢ §w o + 0 dvy
—ac%—xzv—x/x < 8;/1 —|—w(¢,t))dx
= [¢w (¢7t)]m
= 2%w.

De I’égalité (3.2), on a

O*u 0> Pu 0> Pu ~
— ﬁNvd:cdt / E (xﬁﬁat) rodxdt + 2/ 902 (xaﬁat) Jodzdt.  (3.3)
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En intégrant par partie le deuxiéme terme du coté gauche de (3.3), on obtient

82 0? 3 - ro 03u -
0 o3u
+2/ 5$( 92201 )vdxdt
= / a— Tu oy 2 (2 00NV, 9 (L T N
- o2 \“o20t ) U T oz \Tor20r or \" 0201
—/ 9 L0 (20 T G
= Joloz For \Taezar ) T Toszar [ 7Y
0 0 B B
—/ o {8:8 (x'x—&ﬁ@t) } vdxdt
9 [, Pu _
B /Q {aﬁ <x 8x28t>] vdwelt

0%u ou
— | =—N©v A—70
/82 dxdt = /Q atvdwdt,

0* [ ,0%u
= g (2 553)

d’ou

ou

En utilisant les propriétés des opérateurs de régularisation j ' = (I + 6%)_1 et (j;

qui sont les solutions des problémes

A0 1 g.(6) = gt
g (1) |0 = 0

—e%e8) 4 gx(t) = g(t)
g: () li=r =0

Les solutions vérifient les propriétés suivantes.

Pour g € Ly(0,7), on a

ge= (") g e W3 (0,T) et g:=(j.") g€ W;(0,T).

On a aussi

Ge () =0 =0 et g’ (t)|i=r =0,

29
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et
T T
/ g — g dt — 0 et / lgX — g|*dt — 0 pour e— 0.
0 0

On remplagant dans (3.4), u par la fonction régulatrice (j-!) u et en utilisant la relation

Aj-t = j1A, on obtient

ou ov¥ ou _
—N : = [ A—v! : :
/ T ( T ) dxdt /Q o e dxdt (3.5)

On passant a la limite, (3.5) est vérifiée pour toute fonction vérifiant les conditions

(2.2 —2.7), telle que:

03u 2 o0 ' 02 0u @ 0%u € L,(9)
0x20t’ Oz \ 0z20t ) ' 022 \ 9z20t )’ ot oxot ~ 2V

Le membre gauche de (3.5) est une fonction linéaire et continue et la fonction v} est

dérivable
av* 82*83*84*
* € € € L Q
U g e an gut € 2

et vérifie les conditions:

Lo ow
vl lo = O lo = ax‘l =i = 0. (3.6)

De plus v} vérifie la condition intégrale (2.7).

On pose: u = f(f Jo vi(x,n)dndr dans (3.4) et en utilisant (3.6), en obtient

- —N dxdt = / —vdxdt—/v:N@dxdt
Q
ou ( - ov¥
/AE (UE € > dxdt,

. 8u@2 aué?ve

d’ou
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On a

2

—e/fl@avE drdt = —Efl {A@v*] dr + E/Aa—v*dxdt
0

ot ot 0 ot ¢ ot?2 ¢
0? 821}: _
= 6/;@ <.§C2w) 'U:dxdt
1o K, 02U\ 0 , 0?0\ v
= 6/0 {%(x ax2>vhdt—e/ax(x 8x2) 8td xdt
Tr 0% ovr ]’ , 020" 920
_ o 2 € € €
= E/o {a: 92 8x]0dt+e/ﬂ 8282d xdt
2, %

2, % |2
B /281)
Q
€

<1 dxdt,
Ou Ov* 5 [0%v
Re{ AE 5 dxdt} /Qx 92

d’ou
2

dxdt > 0, (3.8)

0x?
x

et on a aussi

ou\ 0%u ou 0%u\ Ou
A 2) Y FUN D g [ A LR
/ (at) g Lo = { ( )a} w- | («%2) or
B Ou (ZB T)\ Ou ( T) 0%u\ ou
1 - 1 o2 2 -
/A ou (z,T) au(m,T)dx:/ 0 5 0% (Ou(z,T) 8u(m,T)dx
0 ot ot o Oz? 8w2 ot ot
_ [0 (29 (0uleT)\\ du(x,T) 1_/13 » & (Ou(x,T)\\ &u(x,T)
= o "oz ot |, Jo oz \" 922\ ot oxot
__[2@ (0u(xT) Pu(e,T) 1+/1 2 O (Ou(x,T)\ (0°0u(z,T)
0x? ot oxot |, Jo 022 ot x? Ot
d’ou
1 _ 1 2
/A ou (z,T) 8u(x,T)dx:/ 2 0% (Ou(x,T)
0 ot ot 0 dx? ot
On a
0*u\ Ou 0? [ , 0% (D*u\\ Ou
:|1

_/Tg , & (0 du dt_/g AN
~ )y oz \" 92\ a2 ) ) ot 0 or \" 92\ a2 ) ) axet™"
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__/T D [, P (Pu)\ Pu 1dt+/ O (Pu\ L, & (ou
~ Ty oz \" 02 \02 ) ) dwor |, " T Sy 022 02 )" 02 \ ot )
Tro (92u\ ,0* (0u\]' o (2u\ 0 [ , 0% [0
- & (ﬁ)l‘@(a)hd’f‘/ﬁ(w)%(‘”@(E))M
Tro*w o [, 8 (8a\\] u & [ , 0> (Ou
- [ 5 e (5 (amﬂ* 0w (75 (5) ) et

Alors
0*u\ Ou ou\ 0*u

En substituant (3.10) et (3.11) dans (3.9), on obtient

ou\ 0%*u Y10 [(Ou(x,T) ou\ 9*u

d’ou
ou\ 0%*u 1 [t 0% (ou(x,T)
R Al = | =5dadt p = = 2 ’ dr > 0.
6{/9 <8t)8t2 v } 2/0“7 8:52( ot ) v
En utilisant (3.8) et (3.12) dans (3.7), on obtient
Re{—/v:Nﬁdxdt} >0,
Q
d’ou
Re{/ UZNT)dxdt} <0,
Q
pour € — 0 on a
Re{/ UNT)dxdt} < 0. (3.13)
Q
D’autre part, on a
/ vNvdxdt = / v (1:217 + ZxJ@) dxdt,
Q Q
d’ou
/vadxdt:/x2|v|2dxdt—|—/2vavdxdt. (3.14)
Q Q Q

En intégrant par partie le deuxiéme terme de (3.14), on obtient

T
/vajvdxdt:/ [—JUQ:L‘JU]édt—f—/JU(QJU—QQ?U)dIdt
Q 0 Q
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:2/JUJ6da:dt—/J02x@dmdt
Q Q

=2 / |Jo|? dzdt — / o2z Judzdt,
Q Q
d’ou
Re/2va@dwdt:/|JU|2da€dt. (3.15)
Q Q

En utilisant (3.15) dans (3.14), on obtient
Re/vadxdt:/x2|v|2 dmdt+/ | Jv|? dadt, (3.16)
Q Q Q
De (3.13) et (3.16) on obtient
/g;? |v|2dxdt+/ | Jo|* dzdt = 0,
Q Q

d’ou
v =20.

En substituant dans (3.2), on obtient

d’ou

Théoréme 14 L’image R (L) de I'opérateur L coincide avec F.
Démonstration Comme F' est un espace de Hilbert, on a R (L) = F si et seule-
ment si 'implication suivante est vraie

1 2 a2
/ 22Lu f dedt + / z? (8855% + quip + 1 u@) dr =0, (3.17)
Q 0

pour u € E arbitraire et F = (f, ¢, %) € F implique que f, et ¢ sont nulles.
En effet, en prenant u € D ¢ (L) dans (3.17), on obtient

/ 22 Lufdrdt =0,
Q

en utilisant le lemme 1, on a f = 0 et pour conséquent, on a :

0?1 u 0% —
2 — ) =
/;,; (8x2 8I2+quw+lugo)dx 0 (3.18)
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L’image de l'opérateur de trace (I, q)est partout dense dans l'espace de Hilbert muni

[/{ 2+w2+so|2}dxr,

et par conséquent ¢ = 0 et 1» = 0, et la présente démonstration est achevée.

de la norme:
%y
0x?
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Résumé

Dans ce travail, on étudie un probléme mixte avec condition intégrale pour équation
aux dérivées partielles du type mixte. On démontre I’existence et I'unicité de la solution
dans un espace de Sobolev avec poids. La démonstration est basée sur deux estimations
a priori et sur la densité de 'image de l'opérateur engendré par le probleme considéré.

Mots Clés. Equation parabolique de type mixte, conditions aux bords, condition

intégrale, inégalités énergétique, espace de Sobolev avec poids.
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Abstract

In this work, we study a mixed problem with an integral condition for a differential
equation of mixed type. The existence and uniqueness of the solution in Sobolev space
are proved. The proof is based on two sided a priori estimates and the density of the
range of the operator generated by the considered problem.

Key words: Parabolic equation of mixed type, boundary conditions, integral

condition, energy inequalities, weighted Sobolev space.
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