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Conventions, symboles et notations

EDP : équation aux dérivées partielles .

Rez : partie réelle d’un nombre complexe z .

z : leconjugué du nombrecomplexez .

R(A) : image directe de 1’opérateur A.

H :espace de Hilbert.

X  :espace de Banach.

L(H) : ensemble des opérateurs linéaires bornés

Q (0,7)x(0,1).

Q= (0,7)%x(0,]).

(-,.)g : produit scalaire sur E.

0
au(—(a—tx,x): u(t,x).

L’ (Q):espace de Lebesgue des fonctions mesurables u définies sur Q avec : Uu(r, x)|pa’xa’t < oo ,

1
L*(Q): espace Hilbertien des fonctions mesurables u définies sur Q avec: L|u(t, x)|2dxdt < oo,

||||E : norme definie sur E

1

||u(t,x)||p : la norme definie sur L’ (Q) par : Ug|u(t,x)|pdxdt Jp.

H'O,): {ueL*(0,1)/ g—”e L2 (0,1)}
X

W, (0,T) : espace de Sobolev défini par : {ue ’(0,7)/ g—ue L’(0,7T)}.
t

W2%(Q) : espace de Sobolev défini par : {ue [*(Q)/ %e ’(Q),i=02a)}.
X

€ — inégalité : 2ab < éaz + €b?, ve > 0.



Introduction

Le but de cette these est d’étudier deux problemes paraboliques mixtes avec
conditions non classiques, appelées également conditions non-locales.

Les équations liées au type de problemes paraboliques mixtes étudiés sont tellement
variées que I’élaboration d’une théorie générale est loin d’étre achevée. Les problemes
mixtes avec conditions intégrales li€s aux équations unidimensionnelles du second ordre
sont étudiés en utilisant différent méthodes. Par exemple, en utilisant la méthode du
potentiel : J.R.Cannon [10], lors de 1’étude de conduction thermique dans une barre mince
chauffée, a prouvé I’existence et I'unicité de la solution classique (Dirichlet) et une
condition intégrale pour I’équation de la chaleur. A 1’aide de la méthode de séparation des
variables de Fourrier : N.I.Ionkin [23] a démontré 1’existence et I’unicité de la solution d’un
probléme mixte combinant une condition de Dirichlet avec une condition intégrale pour une
équation parabolique. En ce basant sur le principe du maximum : L.A.Mauravey et
V.Philinovski ont monté 1’existence et 1’unicité de la solution d’un probléme mixte en
combinant une condition de Neumann et une condition intégrale pour une équation
parabolique.

Concernant I’étude des problemes mixtes avec conditions intégrales pour les
équations paraboliques unidimensionnelles, en utilisant la méthode des estimations a priori,
on cite les travaux de N.LYurchuk [49], Benouar et Yurchuk [5], A.Bouziani et
N.E.Benouar [7, 8], M.Denche et A.L.Marhoune [14].

Les probléemes aux limites avec conditions intégrales ont été principalement motivés
par le travail de Samarskii [38]. Un cas régulier de ce probleme pour les équations du

second ordre est étudié dans [21]. Le probleme ou I'équation de type mixte contient un

20+1
opérateur de la forme a(t)——— est trait€é dans [15], l'opérateur de la forme

ox’“ot



i a(t,x)a—u et J - a(t,x)# est traité dans [25] et [16]. Des problemes aux valeurs
ox ox ox 0%x

limites en deux points pour les équations paraboliques, avec une condition intégrale, sont
étudiés en utilisant la méthode des inégalités énergétiques dans [5, 7, 8, 10, 17, 49] et la
méthode de Fourier [21]. Le probleme aux valeurs limites en trois points avec une condition
intégrale, pour des équations paraboliques avec I'opérateur de Bessel est étudié dans [14].

Et récemment des équations paraboliques et hyperboliques avec conditions aux
limites intégrales sont traitées par la méthode de Fourier dans ([1], [6]), et par les opérateurs
de régularisation dans [28].

Plusieurs phénomenes physiques peuvent €tre modélisé et décrits en termes de
problémes non locaux, c'est-a-dire comme des problémes mixtes avec des conditions aux
limites intégrales. Les conditions aux limites non locales se posent beaucoup lorsque les
informations sur la frontieére ne peuvent étre mesuré directement mais les valeurs moyennes
son connues.

Plus précisément, les conditions standards (de type Dirichlet, Neumann, et Robin),
qui sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours adéquates a mesure qu'elles
dépendent du contexte physique dont les informations peuvent étre mesuré sur la frontiere
du domaine physique. Dans plusieurs cas, il est impossible de prescrire la solution u
(pression, température, .....) ponctuellement, car seulement la valeur moyenne de la solution
peut étre mesurée tout au long de la frontiere ou d'une de ses parties. Une condition
intégrale, peut représenter physiquement une moyenne, un flux, une énergie totale ou une
masse totale.

Ces problemes peuvent étre rencontrés en théorie de transmission de chaleur,
élasticité et thermo-élasticité, physique de plasmas, dynamique de populations et dynamique

de fluide (applications biomédicales instables par exemple, voir [30]).



Pour voir de prés 1'utilit¢ des équations différentielles aux dérivées partielles
traitées ici, dans leurs formes la plus simple, ainsi que leur formulation, a partir d’une
modélisation mathématique de problemes chimiques, il suffit de consulter [38], qui est

spécialement consacré a ce genre d’équations différentielles.

Résultats principaux :

On démontre dans cette theése 'unicité de la solution pour chacun des deux
problémes étudiés, en utilisant une des méthodes les plus efficaces de I’analyse
fonctionnelle, dite méthode des estimations a priori ou méthodes des inégalités énergétiques.
Cependant, I’existence est démontrée pour le premier probléme, par une méthode classique
fournie par Fourrier; et pour le deuxieéme probléme, par une méthode non classique utilisant
la densité de I'image de 1’opérateur engendré par le probleme considéré, chose faisable
moyennant des operateurs de régularisation.

Notre travail a visé I’extension de la méthode des inégalités énergétiques a une
nouvelle classe de problemes avec des conditions aux limites non locales, on peut le
considérer également comme une généralisation de résultats obtenus récemment, surtout
dans [1], [6] et [28].

Dans (1) I’équation étudiée est hyperbolique homogene d’ordre deux, tandis que
dans (6) I’équation est parabolique non homogene d’ordre deux. L’équation que nous
étudions dans le second chapitre est parabolique non homogene d’ordre trois.

Dans [28] I’équation étudié possede une singularité d’ordre un. L’équation que nous
étudions dans le troisieme chapitre possede une singularité d’ordre trois.

Les travaux présentés dans cette these ont déja fait I’objet de deux articles dans des
revues internationales, et figurent comme référence pour certains articles et theses

internationaux :



> A Class of third order parabolic equations with integral conditions.
> Strong solution for high order mixed type differential equations with integral

boundary condition.

Organisation de la these :

Cette these se compose de trois chapitres :

Chapitre I : est réservée a I’exposition des notions préliminaires qui vont nous servir
comme outils dans nos démonstrations de 1’existence de la solution pour le probleme du
troisieme chapitre, a savoir les opérateurs de régularisation.

Chapitre II : est consacré a I’étude d’un probléme mixte avec conditions aux limites
non classiques (précisément, deux conditions intégrales homogenes, une sans poids et une a
poids) pour une équation parabolique du troisieme ordre. On démontre 1'existence et I'unicité
de la solution. La preuve de I'unicité est basée sur une estimation a priori, l'existence est
établie par la méthode standard de Fourier.

Chapitre III: est destiné a I'étude d’un probleme parabolique mixte
unidimensionnelle, d’ordre supérieur, ayant une singularité d’ordre trois, ou on combine des

conditions au bord classiques avec une condition intégrale sans poids homogene.

Les équations étudiées dans cette these sont de la forme :

B 1\ a a+f-1
4u=ﬂ+ﬂ[a—[ 0 ”Dﬂk% £(t,%)

X — =
o’ x |ox®\T ox“or”! ot
Pour deux choix particuliers de S on trouve les deux équations étudiées dans le

deuxieéme et troisieme chapitre. Et plus précisément :

O Pour B=2, a=1et y=1 on a le probleme parabolique mixte singulier d’ordre

trois du deuxieme chapitre.



O Pour B=1, a entier positif et =1 on obtient le probleme parabolique

mixte singulier d’ordre supérieur du troisieme chapitre.

Description de méthode :

La méthode des inégalités énergétiques, est basée sur la recherche d'un opérateur
Mu, dit multiplicateur, qui dépend généralement de la condition non locale, la fonction u, ses

dérivées et d'une certaine fonction poids.

La présence de conditions non locales provoque des complications dans 1'application
de méthodes standards pour la résolution des équations aux dérivées partielles. Pour cela, on
a transféré le probleme du chapitre II en un autre probleme classique sans condition
intégrale, pouvant étre traité plus efficacement. On démontre l'existence par la méthode
standard de Fourier, la preuve de I'unicité est basée sur une estimation a priori. Ce qui
conduit au schéma suivant :

Schéma 1 :

Lu=.~"
ou L:E—F est I'opérateur engendré par le probleme considéré, E est un espace de Banach, F
est un espace de Hilbert, ue Eet. /€ F.
On démontre I’'inégalité a priori:
o, <Cleal,  vue D). @)

ou C est une constante.

L’unicité de la solution est assurée par 1’inégalité.

Pour le probleme du chapitre III I'existence de la solution forte découle de la densité
de l'image de l'opérateur engendré par le probleme considéré, 1’unicité découle d’une

estimation a priori selon le schéma suivant :

10



Schéma 2 :
Lu=.~
ou L:E—F est I'opérateur engendré par le probleme considéré, E est un espace de Banach, F
est un espace de Hilbert, ue Eet. /€ F.
On démontre I’'inégalité a priori:
Jul, <C|Lu|, Vue D), (**)

ou C est une constante.

En passant a la limite, on prolonge I’inégalité (**) aD(Z). Comme I’'image
R(Z) de l’opérateurz, est fermée dans F, telle que R(Z) = m, il suffit de montrer que

R(L) est dense dans F, chose faisable moyennant des opérateurs de régularisation que 1'on

choisira suivant la nature du probleme.
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CHAPITRE |

NOTIONS PRELIMINAIRES
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I.1. OPERATEURS MONOTONES ET DISSIPATIFS
I.1.1.0perateurs monotones et dissipatifs dans un espace de Hilbert
Soit H un espace de Hilbert, soit A un opérateur de D(A) vers H avec D(A) =H.
Définition 1 : On dit que l'opérateur A est un opérateur dissipatif si
Re(Au,u)<0  Yue D(A) (L.1)
Définition 2 : On dit que l'opérateur A est monotone si (-A) est un opérateur
dissipatif, i.e.  Re(Au,u)>=0  Vue D(A) 1.2)
Définition 3 : Un operateur monotone A, est dit maximal s’il n’admet pas
d’extension propre. (Il n’existe aucun operateur monotone contenant strictement A, au sens
de Uinclusion des graphes dans HxX H ).
Définition 4 : Un operateur monotone A, est dit maximal si R(A+1)=H.
Proposition 1 : Soit A: D(A)cH — H un operateur linéaire de domaine dense dans
H. alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est un opérateur dissipatif.

(ii)”(A— /U)u” > Re/l"u” , pour tout ue D(A) et tout A tel queRel=0.

(iii) |(A = ADu| = Au

, pour tout ue D(A) et tout A >-0. 1.3)

Proposition 2 : Soit A: D(A)cH — H (Hilbert réel) , un operateur maximal

monotone. Alors :

(i) D(A) est dense dans H.
(ii) A est fermé

(iii) Pour tout A>0, (I + AA) est bijectif de D(A) sur H, (I + AA)™" est un opérateur

borné et H(I +/?A)_1H <1

LE) -~
Théoréme 1 : (Minty) Soit A: D(A)cH — H (Hilbert réel) un operateur , alors les

propriétés suivantes sont équivalentes .

13



(i) A est un opérateur maximal monotone dans H.
ii) J, =(I +AA)" est une contraction partout définie dans H, pour tout 1=0.
A p p

(iii) A est monotone, et il existe A>0 tel que (I + AA) est surjectif.

Théoréeme 2 : Tout opérateur monotone admet un prolongement maximal monotone.

Proposition 3 : Soit A: D(A)cH — H (H complexe) un operateur linéaire de
domaine dense dans H. alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est un opérateur maximal dissipatif.

(ii) R(A-Al)=H, pour tout Ac C tel que ReA > 0.

(iii) R(A-Al)=H, pour un certain Ac C tel que A>0.

Théoréme 3 : Soit A: D(A)cH — H un operateur linéaire de domaine dense dans
H. alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est un opérateur maximal dissipatif.

1

(i) A est fermé, {A:Re 1 >0} < p(A) et |[(A-AD)|< =
€

PR ou p(A)est I’ensemble

résolvant de A.

Définition 5 : Soit A un opérateur maximal monotone. On pose pour tout A>0
4 1 =
J,=(I+AA)" et Az:z(l_h)

Proposition 4 : Soit A: D(A)cH — H (Hilbert réel) , un operateur maximal

monotone. Alors :
a) Ay=AJ,v), Yve H et VA=0
b) Av=A,(Jv), Yve D(A) et VA=0

, Yve D(A) et VA>0

c) HAAVHS”AV
d) Jy=v Wwe H et VYA>0

e) Av=A(J,v), VYve H et VA=0

14



f) (Av,v) =0, Ywe H et VA0

, VYve H et VA>0.

9 [asl= v

Théoréme 4 : Soit A: D(A)cH — H un operateur linéaire de domaine dense dans
H. Si A est un opérateur dissipatif maximal , soit A, =1—&A. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1- A" borné.

A—l

£

<l.

2|

3-limA'u=u Vue H,ou A]'=(I-€A)”

£0
Preuve : Soit {€ >0} alors

{e:e>0} cpA)
Donc (A— Al)est continument inversible d’ott (I —AA) existe, il est borné et défini

sur H tout entier.

Puisque
1
—ef{e:e>0}
£
On déduit que
|
(I——A) e L(H)
£
Mais
A-1n=-Lu-en
£ £
D’ou
| -1
(A——1I)" =—€(I-&)
£
On pose

15



All=(I-eA)"
On déduit que
A e L(H)

Et en utilisant le théoréme 3, on obtient

b
&

(-

Donc

A—l

r

<1

Supposons tout d’abord ue D(A) ,d’ou :

A =] =1 -ty u—u] =[er — o) Adf < A

Ainsi par passage a la limite quand & tend vers 0, on obtient

lin(}A;lu =u Yue D(A)

Et comme D(A) dense dans H, alors

limA'u=u VYue H

£—0

I.1.2. Operateurs monotones dans un espace de Banach
L'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires continues définies sur X (X un
espace linéaire réel ou complexe) constitue un espace conjugué de X, noté X*.

L'espace X* est un espace de Banach munit de la norme

|f|=sup|fx)| feX*ueX. (14)

Ju<1
Définition 6 : Soit X un espace normé et X* son conjugué. L'ensemble de tous les
éléments fe X satisfaisant

2
)

Pour tout ue X (L.5)

w, f)=[u|” =]

est noté par Fu. F est appelé application de dualité de X dans X*.

16



Soit X un espace de Banach complexe et soit F application de dualité¢ dans X. On a
lu] = £ = (. f) Vue X,fe Fuc X *. (L6)

Définition 7 :  Soit A un operateur linéaire dans X. Si pour tout ue D(A) il existe
fe Fu satisfaisantRe(Au, f) <0, A est appelé operateur dissipatif. Si —A est dissipatif, A est
appelé operateur monotone.

Remarque : Proposition 3 reste vraie dans un espace de Banach .

Théoréeme 5 [43] : Soit A un operateur dissipatif fermé. Si R(A-A)=X pour un
certain A satisfaisant ReAd >0, alors R(A-A)=X pour tout A satisfaisant ReA>0.

Si, en plus, D(A) est dense dans X, alors

Re(Au,f)< 0 Yue D(A), Vfe Fu. (L.7)

Théoréme 6 [43]: Soit A un operateur fermé de domaine D(A) dense. A et A* sont

dissipatifs tous les deux si et seulement si le demi plan (1/ ReA > 0) est contenu dans p(A)

1
Re Al

et H(A - A )—1H < est vraie dans le méme demi plan.

L. 2. OPERATEURS REGULIEREMENT MONOTONES

Soit X un espace de Hilbert complexe, son produit scalaire et sa norme sont notés par
(.,.) et LI, respectivement.

Soit V un autre espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la norme notés par
((.,.)) et ILll, respectivement.

On suppose que V est immergé dans X (V=X) comme sous espace dense, V possede

une topologie plus forte que celle de X. Alors, il existe un M, tel que:

IuI—<MO||u|| Yue V.

Soit a(u,v) une forme quadratique définie sur V XV . Alors, pour tout u,veV il

correspond nombre complexe a(u,v), linéaire en u et anti linéaire en v :

17



a(uj+uz, v)= a(up,v)+a(uz, v),
a(u, vi+ v2)= a(u,v;)+a(u,vz),

a(Au,v) = Aa(u,v),
a(u, v) = Aa(u,v).

On assume que a(u,v) est bornée, i.e., il existe un certain nombre M tel que

|a(u,v)| < M||u|| . ||v|| Yu,veV. (1.8)
On assume aussi qu'il existe un nombre positif et un nombre réel k tel que
Rea(u,v) > §||u||2 - k”u”2 YueV. (L.9)

Cette inégalité est appelée inégalité de Garding.

Dans le cas particulier k=0, on obtient
Rea(u,u)> S| Vuev. (L.10)

On associe a la forme bilinéaire a(u,v), la forme linéaire définie par a(u,v)=( Au,v)

Dans ce cas, on interprete ue D(A) et Au=f.

En appliquant le lemme de Lax-Miligram le probleme Au=f admet une solution.

En étudiant un tel opérateur A, il est souvent convenable de le prolonger comme suit:

L'espace de toutes les fonctionnelles anti-linéaires continues définies sur V et X sont
notés par V* et X*, respectivement.

re: V¥ et X* sont les espaces de toutes les fonctionnelles continues [ sur V et X,
satisfaisant :

[(u+v)=Lu)+I1Wv),
1(Au) = AL(u).

Pour tout (1,v)e V X X, et tout complexe 4 .
Pour tout élément de V* ou de X*, la norme est définie de facon pareille afin qu’elle

soit une fonctionnelle linéaire continue .

Alors, les normes de [/ comme élément de V* et de X* sont données respectivement

par

18



||l||* = sup|l(v)| and

vt

[

b

. =supll(f)
|fl<1

Soit [ y désignant la restriction de le X* a V, alors

=l - <]

: (L12)
Dot I|, e V *.

Comme V est dense dans X, la correspondance [ %l|v est bijective, alors en

identifiant [ avec [ ,»0nva considérer X*cV*. Comme ||lV LSM 0|l| by (I.12), X* possede

topologie plus forte que V*.

De plus, les immersions V— X et X— V* sont continues toutes les deux. On peut
montrer que V est dense dans V* comme suit.

Si ve V satisfait (#,v)=0 pour tout u, alors en prenant u=v on a v=0. En conséquence,
d'apres la réflexivité de V et un résultat de 1'analyse fonctionnelle, V est dense dans V*, et,

alors, X est aussi dense dans V*.
Pour /e V* la valeur [(v) de [ en v est aussi notée par (/,v). L’emploi de cette notation
est convenable, Car si, en particulier, /=fe X, il découle du sens de XcV* que la notation

représente précisément le produit scalaire de f et de v dans X. Notons les éléments de V* par

f, g, et parfois (f,v) par (v,f). Quant a(u,v) (ueV fixé) est considérée comme fonctionnelle

de v, elle constitue un élément de V* d’apres (1.8).
Alors, en utilisant un élément fe V*, on peut exprimer a(u,v)=(f,v). Alors f ainsi

obtenu est déterminé par u, on écrit

D'oti, A est un operateur défini par :

a(u,v) = (Zu,v) Yu,veV. (1.13)
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Il est évident que A est une extension de l'operateur A défini par (I.11). Plus
précisément
DA ={ueV:Aue x}. (L14)
Lemme 1 Soit H un espace de Hilbert, muni d'un produit scalaire et d’'une norme

notes par (.,.) et |lLIl, respectivement. Assumons que Blu,v] est une forme quadratique

complexe définie sur HX H et qu'l existe deux constantes C et c telles que

[Blu.v][ < Cla] v

) (I.15)
|B[u,v]| > C”u”2 Yu,ve H . (I.16)

Sous ces conditions, si Fe H*, i.e. si F est une fonctionnelle anti-linéaire continue
sur H, il existe un élément u tel que
F(v)=Blu,v] VveH.
De plus, u est déterminé d'une facon unique par F.
Remarque : Si Blu,v] est une forme quadratique réelle, (1.15) et (1.16) deviennent

2

B[u,v] < C||u|| . ||v

Blu,v]> c||u||2 vuve H

Lemme 2 : Si D(A) est dense dans V. Alors, il est aussi dense dans X.
Définition 7 : Un operateur A défini par (I.11), utilisant une forme quadratique
satisfaisant  (1.8) et (1.10) est appelé operateur régulierement monotone

. Si —A est régulierement monotone, A est appelé operateur régulierement dissipatif.

Définition 8: La forme quadratique a*(u,v) définie par a*(u,v)=a(v,u) est
appelée une forme quadratique adjointe.

Si a(u,v) satisfait (1.8), (I.9) ou (I.10), alors, par correspondance, il est de méme,

pour a*(u,v).

Soit A un operateur défini par
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(EM,V)ZCI(M,V) Yu,veV, 1.17)
Et soient A' et A” deux operateurs définis par a*(u,v) d'une fagon similaire a (I.11) et
(I.17), respectivement.
Soit ue H. 1l existe un fe X tel que a*(u,v)=(f,v) pour tout ve V, alors
ue D(A") et A'u=f. (1.18)
a*(uv)=(A'uv) VuveV. (L19)

Lemme 3 : Soit A* l'adjoint de A considéré comme étant un opérateur dans X. Alors
A'=A%

Théoréeme 7:  Si A operateur régulicrement monotone alors A est maximal
monotone.

Théoréme 8 : Soit a(u,v) une forme quadratique sur VXV satisfaisant (1.8) et (1.9),
et soit A l'operateur défini par (1.11). Le domaine D(A) est dense dans V et dans X, et
O p(A+kl). De plus soit A un operateur défini par (1.17). Alors A +kI est un isomorphisme
de V dans V*.

Soit a*(u,v) la forme adjointe de a(u,v) et A' l'operateur défini par (1.18). Alors the
l'operateur adjoint A* de A dans X coincide avec A'. A+kl est un operateur régulierement
monotone.

Aet A sont notés tous les deux par A. On note aussi A par A*. Alors on a

a(u,v)= (Au,v), a*(u,v)= (A*u,v) Yu,veV . (1.20)

Cette notation ne va pas causer de confusion.

ou a*(u,v)= a(u,v) pour tout u,veV, la forme quadratique a(u,v) est dite symétrique.
Dans ce cas, par le théoreme 8, un operateur A dans X est auto-adjoint. Il est évident que

a(u,v) est un nombre réel pour tout ueV, et d'apres (1.9), on a

(Au,u) = a(u,u) > —klu|” VueD(A).
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Théoréeme 9 : Si a(u,v) est une forme quadratique symétrique satisfaisant (1.8) et
(I.10), Alors A est défini positif et auto-adjoint, D(A"?)=V, et

a(u,v)= (A"u, A"v),  YuyveV. 1.21)

3

Exemple 1 : On prend A= % ou

ou 9*u du ou o’u

_ 2 2 =0 — =0 — =
D(A) = {ue L (O, T)/ R e L'(0,T),u(0) =0, > 0)=0, ¥ (1) O)}

Alors A est un opérateur dissipatif.

Preuve : En effet, nous avons

T 3u 9’u u, 1|du
Re(Au,u)zRe —udt——R Iar == } Tso.-
a3
Onpose A, =(I-eA)' =(I - £ -, poure 0.

Les opérateurs Ag_lne sont que ceux qui donnent la solution du probleme

d’g dg d’g
E—f-g, g.,(0=0, =£(0)=0, —£(T)=0
8: =€ 5 g 8.0 at() atz()
Donc le probleme adjoint est
. 0 . og. 82
gi-e28e_ g =0, S4(0)=0, S5(1)=0

or’

Remarque : Ces opérateurs de régularisations seront utiles dans le dernier chapitre.
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CHAPITRE I

UNE CLASSE D'’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES PARABOLIQUES DU
TROISIEME ORDRE AVEC CONDITIONS

INTEGRALES

23



11.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probleme mixte avec conditions aux limites non

l'existence est établie par la méthode standard de Fourier.

I1.2 Position du probléme

Dans le rectangle Q = (0,7')x (0,1), on considere 1'équation

2 2
M_i 2 xf“a_” +k%:F(t,x), r>=0 and k=0,
o x| ox oxot ot

A 1'équation (II.1) on associe les conditions initiales
u(0,x) = ¢(x) xe (0D,

ou(0, x) _

5 y(x) xe (0.1),

et les conditions intégrales,

_Llu(t,x)dx =0, J.;x’u(t,x)dx =0 pour t€ (0,T)

classiques pour une équation parabolique du troisieme ordre. On démontre l'existence et

l'unicité de la solution. La preuve de l'unicité est basée sur une estimation a priori,

IL1)

(I1.2)

(L.3)

(IL.4)

Ou¢@(x),w(x) e L’ (0,1) sont des fonctions données satisfaisants les conditions de

compatibilité (I1.4).

I1.3 Probleme équivalent

La présence de conditions non locales provoque des complications dans 1'application

Ainsi, on a le lemme suivant.
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de méthodes standard pour la résolution de (II.1)-(I.4). Pour cela, et afin de surmonter cette

difficulté on va transférer ce probléme en un autre pouvant étre traité plus efficacement.



Lemme 1. Le probleme (11.1)-(11.4) est équivalent au probleme suivant:

d'u 1( 9 , 0%u Ju

gu_ LN Of 0t )| g O p,

or x’[ax(x axazD+ a Y
u(0,%) = p(x)

(Pr); %(0, x) =y (x)

g—b;(t,l) - %(I,O) = l( jol x"F(t,x)dx - Ll F(t, x)dXJ

.
o’u

0xot

(t1)=— jolx’F(t, X)dx

Preuve : Soit u(z,x)une solution de (II.1)-( I1.4). Intégrons I'équation (IL.1)

par rapport a x sur (0,1), en prenant en considération (II.4), on obtient:

_ xazu l—rjl ou dx:le(t x)dx
oxot o 0 Jxot 0 ’

D'ou

o’u
0xot

du du _
@D+ r(g 1) —E(t,O)) = J-o F(t,x)dx

Afin d'éliminer la seconde condition non locale le’u(t,cf)dé‘ =0 , on multiplie les

deux membres de (II.1) par x" et on intégre le résultat sur (0,1), et en tenant compte de

(IL.4), on obtient

’u .
ﬁ(t,l) = jo x"F(t, x)dx

Qu'on peut écrire

ou u 1(¢1 , 1
a—t(t,l) - a—t(t,O) = 7([() X F(t,x)dx — jo F(, x)dxj

Et
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% (tl)==[ x"F(t,x)dx
Soit maintenant u(z,x) une solution de (Pr); , il reste de montrer que
Jolu(t,x)dx =0,
Et
jolx’u(t, x)dx=0
On integre la premiere équation du (Pr); par rapport a x, On obtient
3—;Llu(t,x)dx+ k%jolu(t, Ndx=0, te(0,T) (%)
Etona

d—zjleu(z x)dx+kijleu(z Xdx=0, re(0,T) (&)
dtz 0 b dt 0 b b b

Posons : W (¢) =dijolu(t,x)dx, alors (%¥) devient :
t
%W(t) +kW(t)=0, 1€ (0,T),donc: W(r)=e “W(0)

Or: W(0)= I( )ldiu(o,x)dx =J.Ol w(x)dx =0, puisque ¥ vérifie les conditions de
t
compatibilité (IL4), d’ou: W()=0, Vte (0,7T).

Par conséquent : % I{ )lu(t,x)dx =0, Vte(,T)
t

Et finalement : _Ll u(t, x)dx =cte= J.Ol u(0, x)dx = J.Ol o(x)dx=0.

_[01 x'u(t,x)dx =0 découle de (%¥%%) de la méme maniére.m
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On introduit maintenant la nouvelle fonction v(x,t) = u(x,t) —u,(x,t), ou
uy(x.0) = ) my (D + B[ my(D)dT.a(x) = —x+ 2, fl) = 2 -,
m(t) = —jolx’F(t,x)dx,

my () = < (=m, (1) - [ F.x)dx)
7 0

Alors (Pr); est transformé en ce probleme:

v 1[0 mdv))., v
?‘7(&(’6 axazD+k a T
v(0,2) = g(x)
(Pr); & 0.0=w0
t

ov v
Y=
o (t.1) » (,0)

2%y
0xot

@H=0

Ou

f(t,X)=F(t,X)+(0!(X)—'B

)1 v F e, e + L[ F s+ 0,0,
ro% ro 0

y(t,x) = (—(r+ 1)+ 2(r + 2)x)m, () + 2(r +1) = 2(r + 2)x)m, (t) — ka(x)m,(t) — kS (x)m, (1)
W(x) =(x) +a(0)| 2" F(0,x)dx + @(—j X F(0,x)dx+ [ F(0,x)dx)
0 r 0 0

I1.4. Estimation a priori
On considere (Pr), comme solution de 1'équation opératorielle
Lv=.%,
ou L est I’opérateur engendré par le (Pr),, et F=(f,9,¥). L est considéré de

I’espace de Banach D(L)=E dans F tels que :
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sl g
E=3v:ix?v,x? —,x? e 1:(0,]) et

ot~ Oxot
Loy >0 1o v 9%y
2_ 2 ’xr+1 ’xr e L2 QT
o’ axaz o’ ox’ot  dxot ( )}
de norme :
2 2
M= [ N PR
o at ot oxot
3 ( u Vol e ]
+| = x| dxdt+ x|V =] dx
Ju ax( oxr Sup LM 5 * o
F étant I’espace de Hilbert muni de la norme
2 2
1A =0l = i

Lemme 1 : Pour toute fonction veE, on a

a: dx  (IL5)

1prpr
+§LILX or

exp(—cT) 1,
s bt

Avec c une constante vérifiantc 2 1.
o . , v, (e , v
Preuve: En intégrant par parties (exp(—ct)x v,a—) = IO J.O exp(—ct)x va—dtdx eten
t t

utilisant des inégalités élémentaires on obtient (IL.5).

On a

j.j.xre“v dxdt—“ e “dxdr — jjx e dxdt
00 00

r 17
- dx+cJ.J.xrv
0 00

1

2Re[jjx’e*’v3—fdxdt) = Ix'
00

0

v| 2 dxdt ©

1
e "dx— Ix'
0

71
ere_a
00

En utilisant I'é-inégalité pour €=1 au premier membre, on obtient:
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vl

71
W dxdr +“-xre_” —| dxdt .
00 ot

2R6ij’e_”va—;dxdtj < j-j-x’e_”
00 at 00

En utilisant (C), on obtient:

—_

av

J«

71 71 71

2 el 12 el 12 _

e ”dx+cjjx’e t|v| dxdt+£jjxre “ly dxdt+_”x e dxdt+j
00 00 00

(=]

1 T

1
Pour c>1, on a: e_Czj’ “x
00

0
Théoreme 1. Pour le probléme (Pr); On a

dx |

dxdt + j

M < €l
Ou C >0 ne dépend pas de v

Preuve. Soit

2
My = 2x’@+x’a—;}
ot ot

1 7 —_—
On considere le produit scalaire (/v, Mv) = J;) J;) fvMvdtdx , et on intégre sur

Q" =(0,7)x(0,1), On obtient :
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i)Rezjoljo WA j

2 . ) )
3 o dx—J.O X |‘P(x)| dx

u)zkjj @av drdx —2kj dxdt

v 9 0%y 2%y
2 r+1_ d :2 r+l_ ddt
- j or ax( axat] * Qj,x owar|
z)” Mﬂazazx_j SV dxdt
o

1 v 9%y 1, lov 2 ket

MRek[ [ x XS iy = jox . dx—E.[Ox
razvz 1 1 r+l a v 2 1 1 r+l 'N2

lex o dxdz+5j0x %(r .X) dx—EJ.Ox (¥')2dx

0% 3 [ 3 NERP »
vi)Re(— ja ax( 8xatjd dt) = jo = 2 (7,%) d—L j lP(x)\ dx

Alors on a:

Re j j (vMvdtdx = (1+ )j dx—(1+§)j0 ‘ dxdt +

2

ddt -+ j X OW Y2 dxdt

2

dxdt + j

dxdt +— j ‘—(m)

Etcomme (x<1)ona:x"" < x" alors:

1oz —— k_ ¢l ,av 2 k
Re jo jo vavdzdxz(H—)jo X dx—(1+§)j0 o dxdt +
0%y 0% 1 ¢t 2
r+l r+l r
2§£x P dxdt+j TV dxdt +— j —(2' X) dx—zjox dx
(IL6)

v %y .
On applique maintenant une € -inégalité au terme (/v,2x"—+ x" —-) on obtient

ot or’
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— — — . oy
Re [ ovMudxdr <|[ Kvadxdt‘S [ |€v”Mv‘dxdtS€—l o ¥ |1 s+ e, [ S di
1
b [ x|f] dvdr + 2 j dxd
2¢g, Y
(IL7)
v 1[0 d°v v
De I’équation (v =————| —| x""' — | |[+k— = f(t,x) ona
1 "o x’(ax(x 8xatD a Y
1 0 Y
—| = x" dxdr < — ddt+ k —| dxdt  (IL.8
g Jor ax[x aan I Jor ¥ 5| et a1

En Combinant les inégalités (I1.5), (I1.6), (I.7) et (IL.8) et comme (x <1) on obtient

de, +2€ +EE 2 k ol 1et0° 1y 2
( 2 4-81(192 1 ZJJ.Q’|f| dxdt+(1+§)JO |‘P| dx+§_|.0“1" dx+§JO |(0| dx 2

a +§) ) T % OVl dxdt +2 j ddt

axat

r+1 a_zv
0xot

(T,x)‘ dx +(——e ——)j

av
PP ‘ _I

g 82)_[ av

L exp=cT) L o

dxdt += j il dxdt (11.9)

v(t, x)| dx

On choisit ¢€,,i =1,2 tels que %—8 8—kl -0 et ——7:k2 ~0.

Le membre gauche de (I1.9) est indépendant de 7 , ainsi on remplace le membre droit
par sa borne supérieure relativement a 7, dans ’intervalle [O,T], on obtient 1’inégalité

recherchée.

Ce qui complete la preuve.
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I1.5. Existence et unicité de la solution

On va établir l'existence de la solution du probleme (Pr),. Pour cela on utilisera la
méthode de Fourier.

Considérons la fonction v, (¢, x) =T, (1) X, (x)

Ou X, (x) estune fonction propre du probléme aux valeurs limites

LI [ dX, -kX,=4X,
x"Ldx dx

X,H=X,(0)

dX
~(1)=0
I ey
A,n=12,... est appelé valeur propre associée a la fonction propre X, (x), et T, ()

satisfait le probleme aux valeurs initiales

d’T dT
n _/’l L t
dt* "odt JAD
Tn(o):¢n
dT
“(0) =Y
dt 0) "

P =Y 0,X,(x)
W)=Y ¥ X,
W'(x) = il}f"nxn(x)

£ =3 £.(0X, ()

Et d'apres 1'égalité de Parseval-Steklov on a

b 0, = 20
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2 = 2
L,(01) len ’

n=1

¥

012 = *
”LP L, (0,1) = Zl(an )2’
! N 2
Et [ £, x)dx = Z} 120
[N 2 _ S T 2
D'olt L F2(t, x)dxdt = Zl jo £20).
2

En multipliant T, -1, aT, =f (t) par exp(—A4,t) on obtient:

dt? dt

dT,
dt

ﬂexm—m }f,,(t)exp(—ﬂ,,r)

On integre deux fois sur (O,t), le calcul direct donne:

T,0) =, + [ ¥, expd,0dr+[ [ f,(@)expd,s - 4,r)dwls
De plus on a:
le’Xn(x)Xm (X)dx=0,n#m

En effet:

Soient X, et X, deux fonctions propres associées respectivement aux valeurs

propres A, et A, alors on a:

! ( d (x’“ dX—"Du/ln k)X, =0

x" E dx
X A
L4 x’“—d m 1+ (4, -k)X, =0 )
x" \dx dx
Avec:
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X,0H=X,0),

X, (=X, (0, dff"’ 1)=0 ®)

Multiplions les deux équations de (o) par X, et X, respectivement et en les

soustrayant membre a2 membre on obtient:

dX
A dX, Xm—i =X, =4, -4)x" X, X,
dx dx dx dx

Une intégration par parties donne :

1704
A —A) jol ern(x)Xm(x)dx— (DX, ()
car
J.li xr+1 an Xm r+l dX dX dx
0 dx dx dx

dx,, dX,
fi et o Xndx— X (X, ()~ j i o W gy
0 dx dx dx  dx
En utilisant (g) on a le résultat.

Et

J‘Ol X' o(x) X, (x)dx
J.le’X 2(x)

Jol xX"W(x) X, (x)dx
Ll x" X2 (x)

n

ler‘P'(x)Xn(x)dx
jolx'Xj(x)

n =

D'apres le principe de superposition, la solution de (Pr), est donnée par les séries

v(t,x) = iTn(t)Xn(x). (I.10)
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Alors on a:

Théoréme 2. Soit f,pe L’ (Q),et ¥ e H'(0,1).(Alors la solution v(t,x) de (Pr);

existe et est représentée par les séries (11.10) qui convergent dans E.

N
Preuve. On considere la somme partielle S, (¢, x) = ZTn ()X, (x) des séries (I11.10)

n=l1

alors d'apres le théoreme 1

ST (00X, ()| < c&[ [ r2rdi+ @2 + w2+ (%)2) (IL11)

N N N N
Les séries ZLT £®de,Y @l > P!, et > (P,)? convergent. D'ott I'on déduit de
n=1 n=1 n=1 n=1

(IL.11) que les séries (I1.10) convergent dans E et par suite leurs sommes ve E.
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CHAPITRE IlI

UNE SOLUTION FORTE POUR
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
PARABOLIQUES D’ORDRE SUPERIEUR DE

TYPE MIXTE AVEC CONDITION INTEGRALE
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II1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probléme parabolique mixte avec conditions aux
limites non classiques pour des équations d’ordre supérieur. On démontre I'existence et
I'unicité de la solution. La preuve de l'unicité est basée sur une estimation a priori,
l'existence est établie a partir de la densité de l'image de 1'opérateur engendré par le probleme

considéré, chose faisable moyennant des opérateurs de régularisation.

I11.2 Position du probleme

II1.3 Préliminaires

On associe au probleme (IIL.1)-(IIL.5) I’opérateur L, de domaine de définition D(L)

constitué des fonctions ueW,’ “(Q) telles que a—e (Q), o (9% e I}(Q), z—O a,
ox' x| ax®

défini de E dans F, Ou E l’espace de Banach composé des fonctions ue L,(Q),

satisfaisants (I11.3), (IIL.4) et (IIL.5), avec la norme finie :

0 [ ,0%
x’
Q|ox” ox“

Et F I’espace de Hilbert des éléments . #=(f, @), obtenu par la complétion de ’espace

Jul, =,

dxdt j

dxdt + sup J.

0<t<T

dx+ sup j x'lu*dx . (IIL6)

0<t<T

L,(Q)xW,’*(0,1) avec la norme suivante

1A =|(f. @), = [ 2'|f @0 dude + [ x| de+ [ 252 . (IIL7)
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En utilisant la méthode des inégalités énergétiques, méthode proposé dans [15], on
établie une estimation a priori.

Lemme 1 : Pour toute fonction uek, on a

u

2
dxdt (IIL.8)
ot

1 !4 2d<142d 1e7 4
e J.Ox|u(1',x)| x_Lx|¢| x+LLx

Avec c une constante vérifiantc 2 1.

. .t . ou . o
Preuve. En intégrant par parties J-O .[Oe "x*u a—dtdx et en utilisant des inégalités
t

élémentaires on obtient (III.8) (de la méme maniere que dans la démonstration de (IL.5)

Chapitre II).

I11.4 Une estimation a priori et ses conséquences

Théoréme 1. Pour toute fonction uekE, on a l’'inégalité

. = €L

(111.9)

F’

5+4a

Ou la constante C = —————.
inf(l,e™")

Preuve. Soit

Jg=[ g(t.6)d¢

Et soit

ou du
Mu=x"—+oa’]—.
ot ot

On multiplie I’équation (II1.1) parm, et on inteégre sur Q° = (0,7)x (0,1), On

obtient:

- au (_l)a aa 2 aau 4 a; 3 a;
Mu=|— — J— II.10
bt {aﬁ ¥ [ax‘{x ax“m[x a M atj (10
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Alors :

u “ X+ —dx+ a__x
szudx L aaud Lau 3J8ud (l)j 7 (zauJaud

ot ot ot ot ox? | ot
, 0%u ou
1 —dx 11
e )Ja ( axj o (m1h

i) [ o —J—d -a Iax( jﬁg—“d

ol 2y 0n —f]a—”a RYLAM
ot ot , ot dx ot

Eax =- jJa“ o d+ajJ ;XJ%L;d
:—ajja” 3?;‘(1 +ajJ %—‘t‘dx
D’ou
Re f j3 (IL.12)
Alors
Re| j LuMudx = j o e
+=Z ”3 dxdt+Rej [ x 9 ”aat(gx”]d di (I1.13)

9% (,9%) ou 3« (. o%u) aul
.. _1 a 2 _d — 2 el
neD joax“(x ox” j TR {ax”’_l (x axajx az}0
a-1 a -
+(—1)0l+1_|.l—a x’ 07u |9 xa—u dx
0gx %! ox% )ox\ ot

0 0%u |du ,0%) d’u
10{+1 d o+l d
- Oam(xa ja =D J.a‘“( axjaxatx
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9% (0% \ou 19%2 (L 0%\ Qu
— 1 o+l _1 a+2 2 d
=D {a H(x ox” jazl“ ) Ioafokx ax“jaxaz *
A ANl 97 (L 0% 9 o
_1 a+l _1 a2 |° Y 2V * I d
D [a “-2( o j axatl“ : joafo(x ax“jax(xaxatj g
a2 9% )\ 9*u a2 , aZL_t
=_1a+2 1 i —d a+2 27 % —d
=D Ioaxﬂf-{x o jaa Heb jax“*(’c ax“jaxat *

” a-2 aa 83_
HED ( - Z’jxangtdx

, 0% ) Ou ,0%) u
0!+22 d 10!+2 d
ja“( o Jaa + a'“( ax“jafatx

- _
o (L0 ) %u 19°° (L 9% d'u
— _1 0!+22 2 _1 a+32 2 d
b {BX’H (x ax“jaxazl“ 1 " aanaxzaz *
0 (L) u | 0 (Lo 9 du
_1 a+2 2 _1 a+3 — 2_ - e d
HED {Bx“ (x ax“jxaxzazl” ) OBX‘H(X ax“jax(xaxzaJ *

wnpl 0 [ 20U Qu i 0 (20 O
L = * " Jarar TV joaxHLx o Javar

" aa 84_
i P “3( ox” J o

0 ( ,9%) Ou 10°7 (0% ) d'u
— _1 a+33 1 2 d _1 a+3 2 d
R P aanaxzat D Ioax“Lx axa}c *

En raisonnant par récurrence on obtient :
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, 9% \ou st 19 ( ,0%) 9% 'u
1 dx = (-1 - — ——d
V[ ( a“jat =D e )Oax(x ax“jax“-zat o
o ,0%) 0%
120!1 d
- joax(xa }'ax“at
aa a(zl
— _1 20—1 _1
e )H ox” ]ax“ Zaz}
—
,9%u 3% % 9%
12& 1 _1 2a—-1 2_
D a D] g e+ (D {x ax”’xaxa—lat}0
e 1)2“ , 0% 0 a i) .
0" o ox ax“
0%u 20U 0%u
_ 120! 1 u dx 12a
e [
a u aa+1
120{
D[ ST e
,0%u 9“ u 8 uod( 9%
— 12& 12&
=D J ox® 8“_18 +D ax ax(axalatjd
Par conséquent on a :
aft 0" [ 20" |0u 1 ,0% 0% 1 ,0% 9 9%
-1 = —dx+ — 1I1.14
DL ( ox° jaz e ax[ax“-lar}x (L1
—l
0%u ), du " [ ,0% ), du
1 J—dx=(-1 J—
()Ia(aJa =" [a“—l(xax“] atl
0 ,0u\9(  ou
_1 a+l 1 2 - J— d
+eD “Ioax“-l(x ax“]ax[ az]x
% (L% \ou
— _1 a+2 1 2_ el
=D “oaxal(x axa]at
9% ( ,9% \ou 207 u
— _1 a+2 2 i a+3 d
=D O{ax“{x ax“)atl+ 5 a2 * ax“Jaxat *
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9 (0% ) o | “( 0%) du
— _1 a+3 2 0/+4 2 d
= “{ax“* (x aanaxarl+ o 5 1 ax“Jaxzaz *

En utilisant la technique de récurrence sur & on obtient :

, %), du e L0 0 ] e p 20U %
1 J—dx=(-1 -1 d
S ( o j o =Y “{x o 8x“_latl M R e

g J- “Yo9%u
ox% ox* lat

D’ou on obtient :

au

ReJ‘ LuM udx = J-

dx += j3

30%u 9 (0"u
4 e+ Re [ uat(axzjdx (IIL.15)

Intégrons par parties le troisieme terme de (II1.15)

I 3aua[ jdxdt {a_ugau} Hlaua( dedt

_Ilaau(f ,X) e 0 u(T x)d J- aau(O X) e 0%u(0, x)

18 u e
dxd
at(axj a

8

ox

;0% 9 _1 10%u(7,x) 5 0%u(z,x)
Re,[+'3 at(ax jd’“” b T

1 10%u(0,x) 5 9%u(0,x)
= d
2".0 ox* x ox* x

Remplacons dans (III.15) on obtient :

a 3[07u(z, x) x)

a
.X

Re j j LuMudx = j dx

dxdt+ j j 3x%|J

dxdt+ j
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1 ;0%
_EIOX ox

En utilisant des &-inégalités et certaines propriétés de modules on a

ReJ‘OTJ.Ol .ZuM;deILTJ‘; LuMudyx|
<[ jol L2ul | M u ldxdt

+00c]a

dxdt
at ot

<[ jol LZul|x

R e

2

)dxdt

. Ju
[ x(|1’|+a

N | =

2

)dxdt

a 7ol 3 2 a;
+EJ.0J.0 (x L(’uI+J§

—2
< % M :x3 Lul® dxdt + % jo’j;x‘* ou

had L j & L2uldxdi+ £ j j J—_ )dxdt
(”“J” & Luldxdr+ ~ ” d dt
+ 2 ” J— a’xa’t

a’a’t

(1+aj“- 3 LulPdxdi+ — Jj

+— jj3
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Alors

7 ol - au 8“u(2',x)2
Re[ [ LuMudx=] [ x* | i+ H3x CL . j ke
—J' 319 (pzdx [Hanj Ll dxdt+ — j_[ d dt
ox”
+= ”3 dxdt
D’ou en utilisant le lemme 1, on obtient
l+a e 1 50%
(T)J.O IO x> | L ulPdxdr+ 5 J:) x e }dx
Lea b 1 g daul,  1a 0%l
+€—2.[0X4|¢| de(E—g—z)L J-O)C4E dx+§j0x3 —a_xa d
e—cT 1 . 2
+ T, d .
. [ x' ez, 0 dx (IIL16)
De I’équation (III.1) on a:
ouY 1( 9 ,0%U ’
(zu atj _F(ax“ [x ax_“J
2 2
l( 2&j 2+t
ox“\ ox* ot
. oul’
<x £u+§ (0<x<1)
4 2 4au2 2 2 2
< 2x*Lu| +2x S, Cear la+b" <2(al +[p]))
3 2 48”2
<2x |.£’u| +2x E

D’ou
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ddt<—jjx | duldxdi+— ”

‘ dxdt. (IIL17)

1 ¢ 0 , 0%
EIOLGX( axJ

En combinant les inégalités (I11.12) and (I1I.13), on obtient

510%u(t, x) ’ e’ 2
_____)J..[ dx+ .[ —axa d +8—2LX4|M(T,X)| d.x
2 2
1 o1 0% [, 0% l+a 2\ p > 150
e [T e (xz 8an dxdt < T+Ejjo [x'1eu dxdr+ [ ] dx
I g 2
te [ <ol ax (IIL18)
. .. I 1 2
II suffit de choisir &,,¢&, telsque : k = DS >0, par exemple : £ =¢,=16
2 1
alorson a:
au |8 u(T x)| e’
)II dx+— J. dx +£ T J. |u(2'x)| dx
107 (Lo 5+4
7pl u a7l 2
L ( axaj i < (FREN ] 0Ll v
T j el 4o 4|¢| dx (IIL.19)
ox“

Le membre droit de (III.19) est indépendant dez, ainsi on remplace le membre
gauche par sa borne supérieure relativement a 7, dans ’intervalle [O,T], on obtient
I’inégalité recherchée.

Ce qui complete la preuve.

Lemme 2. L’opérateur L de E vers F est fermable.

Preuve. Supposons (u,)€ D(L) une suite telle que

u, — 0 dans E
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et

Lu, —» % dans F

Démontrons que .# =(f,9)=0. ¢ =0 résulte directement de la continuité de

2

dx

2%
ox”

1 1
1’opérateur trace Introduisant I’opérateur [.[car: J;) x4|¢|2dx + J;) x’

2

dx + sup J';x4|u|2dx ]

0<t<T

0“u
ox”

13
< sup on

0<t<T

Maintenant, nous devons montrer que f =0, alors introduisons I’opérateur

ov o 2%
‘Z —_ 3_ _1 al Y 2_
A A (ax“ [x BX“D

Défini sur le domaine D(Ly) des fonctions v eW,™ (Q) vérifiant

_o, d'v

=0,v o _axi

=0, i=0,c,.

V|t:T

De plus, comme

jgf fvdxdt =lim jgf £ u, vdxdt = lim Igun Ly(V)dxdt =0

Pour toute fonctionve D(L,), alors on a f=0.

Soit L1a fermeture de cette opérateur, avec le domaine de définition Vue D(Z), .

Définition 1. Une solution de I’équation Lu= .7 est dite solution forte du probleme

(I11.1)-(IIL.5).
L’estimation a priori (II.9) peut étre prolongée a une solution forte, i.e. on a

I’estimation
|, < €|z vue D), (I11.20)

L’inégalité (III.19) implique les corollaires suivants:
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Corollaire 1. Une solution forte du probleme (II11.1)-(111.5) est unique si elle existe,

et dépend continiment de .Z=(f,p)e F

Corollaire 2. L’image R(Z) de l'opérateur L est fermé dans F, et R(Z) =R(L).

4. Résolubilité du probleme
Afin de prouver la Résolubilité de (IIL.1)-( IIL.5), il suffit, de montrer que R(L) est
dense dans F. La preuve est basée sur le lemme suivant :

Lemme 3: Soit Dy(L)={ueD(L)/ lu=0}. Si pour ueDy(L) et wtel que weLy(£2),

Siona: Iﬂx4 £ uadxdt =0, (IIL.21)

Alors w =0.

Proof. L’égalité (IIL.15) peut étre écrite comme suit:

JOu— o 9% ,0%
_ Lx ga)dxdt—(—l) jgxax ( o de d . (I11.22)

Pour axx,t) donné, on introduit la fonction

O e e SR oS

1
Donc on a J. v(x,t)dx =0 and o= v+’ v=Nv. Alors de I’égalité (I11.22) on

obtient

ou - of 0F u ) -
- Lza—l:N vdxdt = (—1) L (xz ujxvdxdt

ox“\  ox”
of 0% ,0%
+a(-1) J.an ( e ija’xa’t (111.23)

On integre par parties le second membre de la partie droite de (II1.17), on obtient

- j —Nvdxdt j Auvdxdt . (111.24)
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Lorsqu’on introduit les opérateurs de régularisation J'and (J o )*, par rapport a t

[49] alors ces opérateurs fournissent la solution aux problémes

g 280 g.()=g(), (111.25)
dt
8 (t)|t:0 = O’
Et
- gM +g.)=g(@), (I11.26)
dt
g.(n| _ =0,

La solution posséde les propriétés suivantes: pour geL’(0,T), les fonctions

g, = )g et g-=(/") g sont dans W, (0,7) telles que g. (1) _, =0 et gz(t)‘t:T =0.

2
g. —g‘ dt — 0, pour

gg—g‘za’t%O et '[)T

0 T
-1 v
De plus, (Jg ) commute avec 3 alors '[)

e—0.

Posons dans (I11.24) a 1a place de u la fonction régularisée (J N l)u , en utilisant la

relation AJ.' =J.'A, et les propriétés des opérateurs de régularisation on obtient

o’ —
[ uN(i]dxdt = [ Auv;dxd. (I11.27)
Q ot Q

Passons a la limite, (II[.27) est satisfaite pour toutes les fonctions satisfaisant les
conditions (II1.2)-(IIL.5) telles que

9

4 a_u e }(Q), ﬂe L*(Q) pour 0<i< .
ox' ox'

ox”
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Le membre gauche de (II1.27) est une fonctionnelle linéaire continue de u. Alors la

fonction v, posséde les dérivées

d'v; d' (9% )
axi S Lz(.Q.), g[ax—aJE LZ(‘Q‘)’ 1 :O,CZ,

Et les conditions suivantes sont satisfaites

o'v;

v’
— £
ox' oo

=0, i=0,—1. (II1.28)
ox'

x=1

x=0

En plus v, satisfait la condition intégrale (IIL.5).

Posons u = I(: v, (x,7)d7r dans (II1.24), et utilisons (II1.26), on obtient

Ve geds | (I11.29)
ot

—I v Nvdxdt = _[Aua—udxdt —8J.Au
Q Q ot Q
Intégrons par parties chaque terme membre gauche de (II1.29), on a

Re j Au 2 gedr > 0, (I11.30)
Q ot

2

i (IIL31)

ox“

o)
Re[— SIQ Au o dxdt] = Sjgx
Maintenant, utilisons (II1.30) et (II1.31) dans (II1.29) on a

Re IQ v Nvdxdt <0,

alors Re IQVdedt <0 quand £ s'approche de zéro.

2
Comme J.Q x4|v| dxdt=0 (et IQx3vJvdxdt =0), on conclue que v=0, alors @w=0, Ce qui

complete la preuve.m

Théoreme 3. L’image R(L) de I’opérateur L coincide avec F.
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Preuve. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L)=F si et seulement si

lI'implication suivante est satisfaite:

0%lu 9% ¢
ox® ox”

— 1 1 —
IQxS Lu fdxdt+ jo X de+ [ x*lugdx =0, (I11.32)
0

Pour ueE arbitraire et .F=(f,p)eF , celaimplique que f et @ son nulles.

Posons ueD(Ly) dans (III. 32), on obtient LxS L u?dxdt =0. Prenons w = i ,eten
X

utilisant lemme 2, on obtient @ = i =0, alors f=0.
X

D’ou, on a

o | ox® ox”

a o, 1 .
fx{a bu 9 ¢ja’x+ [xupdx=0 . (I1.33)
0

L’image de I’opérateur trace / est partout dense dans un espace de Hilbert muni de la

(]

Par conséquent ¢ =0, et la présente preuve est complete. m

norme :

%
ox

N 5
- }dx + jx4|50|2dx .
0
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Conclusion et perspectives

Dans le but, de trouver un multiplicateur universel pour toutes les équations aux
dérivées partielles, on a étudié un tres grand nombre d'articles et de theses en essayant de
découvrir la formule magique de ce multiplicateur. On a découvert que chaque probleme
nécessite un multiplicateur particulier propre a lui, de maniere que la généralisation n'est
pas pour demain. Cependant on a réussi la formulation du multiplicateur général pour

certaines classes d’équations différentielles aux dérivées partielles de type parabolique.

Classe 1:

2 2
du_119 xrﬂﬂ +k%:F(t,x), r=0 and k=0,
o> x| ox oxot ot

(Avec les conditions initiales et les conditions aux limites mentionnées dans le chapitre II)

v 2

Le multiplicateur proposé est: Mv=2x"—+x"

5 ? , valable
t t

Vr >0, rétantl'ordredelasingulari€.

Classe 2 :

Lu :8_u+ =D 8_ xm™ M = f(t,x), a,m des entiers positifs,
o x" | ox” ox”

(Avec les conditions initiales et les conditions aux limites mentionnées dans le chapitre III)

Il est facile de remarquer que tous les calculs du chapitre III sont valables pour m entier

positif quelconque, et méme en inversant les ordres m et m+ 1.

ou u
1
Le multiplicateur proposé est : Mu = x"" —+ox"J — , valable

ot ot

Vm entier positif, métantl'ordredelasingulari€. AvecJg = r gt,&)dé .

On envisage dans nos prochaines recherches, d’entamer des problemes mixtes hyperboliques

avec des conditions non locales.
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Résumé

Le but de cette présente these est d'étudier trois cas particuliers d'un probleme mixte
général avec conditions intégrales appelées également conditions non locales. Ces
problemes peuvent €tre rencontrés en théorie de transmission de chaleur, élasticité et
thermo-¢€lasticité, physique de plasmas, dynamique de populations et dynamique de fluide
(applications biomédicales instables par exemple).

La méthode utilisée est celle des inégalités énergétiques, basée sur la recherche d'un
opérateur Mu, dit multiplicateur, qui dépend généralement de la condition non locale, la
fonction u, ses dérivées et d'une certaine fonction poids. La présence de conditions non
locales provoque des complications dans l'application de méthodes standards pour la
résolution des équations aux dérivées partielles. Pour cela, on a transféré le probleme du 1%
cas en un autre pouvant étre traité plus efficacement. On démontre 1'existence par la méthode

standard de Fourier, la preuve de 1'unicité est basée sur une estimation a priori. Pour le 2°™

et le 3°™ cas l'existence de la solution forte découle de la densité de 1.image de l'opérateur
engendré par le probleme considéré, chose faisable moyennant des opérateurs de

régularisation que 1'on choisira suivant la nature de probleme.
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Abstract

The purpose of this thesis is to study three particular cases of a general mixed
problem with integral conditions also called non-local conditions. These problems may be
encountered in the theory of heat transfer, elasticity and thermo-elasticity, plasma physics,

population dynamics and fluid dynamics (unstable biomedical applications for example).

The method used is the energy inequalities, based on finding an operator Mu known as
multiplier, which usually depends on the non local condition, the function u, its derivatives
and a certain weight function. The presence of non-local conditions complicates the
application of standard methods for solving partial differential equations. For this, we
transferred the problem from 1% case to another which involves no integral conditions. We
prove the existence by Fourier's method, the proof of the uniqueness is based on an a priori
estimate. For the second and third cases, the existence of strong solution is obtained from
the density of the operator range, generated by the considered problem, which is feasible

through regularization operators, chosen depending on the nature of the problem.
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