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Conventions, symboles et notations 
 

EDP :	équation	aux	dérivées	partielles . 

Rez   : partie réelle d’un nombre complexe z . 

z complexe nombredu  conjugué le   :     z . 

R(A) : image directe de l’opérateur A. 

H     : espace de Hilbert. 

X     : espace de Banach. 

L(H) : ensemble des opérateurs linéaires bornés 

Ω     =   ( ) ( )1,0,0 ×T . 

)1,0(),0(       ×=Ω ττ . 

(.,.)E : produit scalaire sur E. 

),( 
 ),(0

xt u
x

xtu
=

∂

∂
. 

: )(Ωp
L espace de Lebesgue des fonctions mesurables u définies sur Ω avec : ∫Ω ∞ ),( pdxdtxtu

p
. 

: )(
2 ΩL  espace Hilbertien des fonctions mesurables u définies sur Ω avec: ∫ ∞

1

0

2
 ),( pdxdtxtu . 

Esur  definie norme  :.
E

 

sur  definie norme la  :),(
p

xtu  )(Ωp
L par : 

pp
dxdtxtu

1

 ),( 




 ∫Ω .   

 : )1,0(
1

H   })0,1( /  )0,1 ({ 22 L
x

u
Lu ∈

∂

∂
∈  

 ),0(
1

2 TW  : espace de Sobolev défini par : }),0( /  ),0({ 22 TL
t

u
TLu ∈

∂

∂
∈ . 

)(
2

2 Ω
α

W  : espace de Sobolev défini par : }2,0),( /  )({ 22 α=Ω∈
∂

∂
Ω∈ iL

x

u
Lu

i

i

.  

ε − inégalité ∶ 2ab ≤
 

!
a" + εb"	,											∀ε > 0. 
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Introduction 

 
Le but de cette thèse est d’étudier deux problèmes paraboliques mixtes avec 

conditions non classiques,  appelées également conditions non-locales.  

 Les équations liées au type de problèmes paraboliques mixtes étudiés sont tellement 

variées que l’élaboration d’une théorie générale est loin d’être achevée. Les problèmes 

mixtes avec conditions intégrales liés aux équations unidimensionnelles du second ordre 

sont étudiés en utilisant différent méthodes. Par exemple, en utilisant la méthode du 

potentiel : J.R.Cannon [10], lors de l’étude de conduction thermique dans une barre mince 

chauffée, a prouvé l’existence et l’unicité de la solution classique (Dirichlet) et une 

condition intégrale pour l’équation de la chaleur. A l’aide de la méthode de séparation des 

variables de Fourrier : N.I.Ionkin [23] a démontré l’existence et l’unicité de la solution d’un 

problème mixte combinant une condition de Dirichlet avec une condition intégrale pour une 

équation parabolique. En ce basant sur le principe du maximum : L.A.Mauravey et 

V.Philinovski ont monté l’existence et l’unicité de la solution d’un problème mixte en 

combinant une condition de Neumann et une condition intégrale pour une équation 

parabolique. 

 Concernant l’étude des problèmes mixtes avec conditions intégrales pour les 

équations paraboliques unidimensionnelles, en utilisant la méthode des estimations a priori, 

on cite les travaux de N.I.Yurchuk [49], Benouar et Yurchuk [5], A.Bouziani et 

N.E.Benouar  [7, 8], M.Denche et A.L.Marhoune [14]. 

Les problèmes aux limites avec conditions intégrales ont été principalement motivés 

par le travail de Samarskii [38]. Un cas régulier de ce problème pour les équations du 

second ordre est étudié dans [21]. Le problème où l'équation de type mixte contient un 

opérateur de la forme 
tx

u
ta

∂∂

∂ +

α

α

2

12

)(  est traité dans [15], l'opérateur de la forme 
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








∂

∂

∂

∂

x

u
xta

x
),(  et 









∂

∂

∂

∂

x

u
xta

x
α

α

α

α

),( est traité dans [25] et [16]. Des problèmes aux valeurs 

limites en deux points pour les équations paraboliques, avec une condition intégrale, sont 

étudiés en utilisant la méthode des inégalités énergétiques dans [5, 7, 8, 10, 17, 49] et la 

méthode de Fourier [21]. Le problème aux valeurs limites en trois points avec une condition 

intégrale, pour des équations paraboliques avec l'opérateur de Bessel est étudié dans [14].  

Et récemment des équations paraboliques et hyperboliques avec conditions aux 

limites intégrales sont traitées par la méthode de Fourier dans ([1], [6]), et par les opérateurs 

de régularisation dans [28]. 

Plusieurs phénomènes physiques peuvent être modélisé et décrits en termes de 

problèmes non locaux, c'est-à-dire comme des problèmes mixtes avec des conditions aux 

limites intégrales. Les conditions aux limites non locales se posent beaucoup lorsque les 

informations sur la frontière ne peuvent être mesuré directement mais les valeurs moyennes 

son connues. 

 Plus précisément,  les conditions standards (de type Dirichlet, Neumann, et Robin), 

qui sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours adéquates à mesure qu'elles 

dépendent du contexte physique dont les informations peuvent être mesuré sur la frontière 

du domaine physique. Dans plusieurs cas, il est impossible de prescrire la solution u  

(pression, température, …..) ponctuellement, car seulement la valeur moyenne de la solution 

peut être mesurée tout au long de la frontière ou d'une de ses parties. Une condition 

intégrale, peut représenter physiquement une moyenne, un flux, une énergie totale ou une 

masse totale.  

 Ces problèmes peuvent être rencontrés en théorie de transmission de chaleur, 

élasticité et thermo-élasticité, physique de plasmas, dynamique de populations et dynamique 

de fluide (applications biomédicales instables par exemple, voir [30]). 
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  Pour voir de prés l’utilité des équations différentielles aux dérivées partielles 

traitées ici, dans leurs formes la plus simple, ainsi que leur formulation, à partir d’une 

modélisation mathématique de problèmes chimiques, il suffit de consulter [38] , qui est 

spécialement consacré a ce genre d’équations différentielles. 

 

                 Résultats principaux : 

      On démontre dans cette thèse l’unicité de la solution pour chacun des deux 

problèmes étudiés, en utilisant  une des méthodes les plus efficaces de l’analyse 

fonctionnelle, dite méthode des estimations a priori ou méthodes des inégalités énergétiques. 

Cependant, l’existence est démontrée pour le premier problème, par une méthode classique 

fournie par Fourrier; et pour le deuxième problème, par une méthode non classique utilisant 

la densité de l’image de l’opérateur engendré par le problème considéré, chose faisable 

moyennant des operateurs de régularisation.  

                       Notre travail a visé l’extension de la méthode des inégalités énergétiques à une 

nouvelle classe de problèmes avec des conditions aux limites non locales, on peut le 

considérer également comme une généralisation de résultats obtenus récemment, surtout 

dans [1], [6]  et [28]. 

                        Dans (1) l’équation étudiée est hyperbolique homogène d’ordre deux, tandis que 

dans (6) l’équation est parabolique non homogène d’ordre deux. L’équation que nous 

étudions dans le second chapitre est parabolique non homogène d’ordre trois.  

                         Dans [28] l’équation étudié possède une singularité d’ordre un. L’équation que nous 

étudions dans le troisième chapitre possède une singularité d’ordre trois.  

             Les travaux présentés dans cette thèse ont déjà fait l’objet de deux articles dans des 

revues internationales, et figurent comme référence pour certains articles et thèses 

internationaux : 
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� A Class of third order parabolic equations with integral conditions. 

� Strong solution for high order mixed type differential equations with integral 

boundary condition. 

 

                     Organisation de la thèse : 

                   Cette thèse se compose de trois chapitres : 

          Chapitre I : est réservée à l’exposition des notions préliminaires qui vont nous servir 

comme outils dans nos démonstrations de l’existence de la solution pour le problème du 

troisième chapitre, à savoir les opérateurs de régularisation. 

                  Chapitre II : est consacré à l’étude d’un problème mixte avec conditions aux limites 

non classiques (précisément, deux conditions intégrales homogènes, une sans poids et une à 

poids) pour une équation parabolique du troisième ordre. On démontre l'existence et l'unicité 

de la solution. La preuve de l'unicité est basée sur une estimation a priori, l'existence est 

établie par la méthode standard de Fourier.  

          Chapitre III : est destiné à l’étude d’un problème parabolique mixte 

unidimensionnelle, d’ordre supérieur, ayant une singularité d’ordre trois, où on combine des 

conditions au bord classiques avec une condition intégrale sans poids homogène.  

                     Les équations étudiées dans cette thèse sont de la forme : 

L ),(
)1(

1

1

xtf
t

u
k

tx

u
x

xxt

u
u s

r
=

∂

∂
+


















∂∂

∂

∂

∂−
+

∂

∂
=

−

−+

γ
βα

βα

α

αα

β

β

 

Pour  deux choix particuliers  de  β  on trouve les deux équations étudiées dans le 

deuxième et troisième chapitre. Et plus précisément : 

� Pour  1  ,2 == αβ  et 1=γ  on a le problème parabolique mixte singulier d’ordre 

trois du  deuxième chapitre. 
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� Pour  positifentier        ,1 αβ =        et 1=γ  on obtient le problème parabolique 

mixte singulier d’ordre supérieur du  troisième chapitre. 

 

Description de méthode : 

La méthode des inégalités énergétiques, est basée sur la recherche d'un opérateur 

Mu, dit multiplicateur, qui dépend généralement de la condition non locale, la fonction u, ses 

dérivées et d'une certaine fonction poids.  

 

La présence de conditions non locales provoque des complications dans l'application 

de méthodes standards pour la résolution des équations aux dérivées partielles. Pour cela, on 

a transféré le problème  du chapitre II en un autre problème classique sans condition 

intégrale, pouvant être traité plus efficacement. On démontre l'existence par la méthode 

standard de Fourier, la preuve de l'unicité est basée sur une estimation a priori. Ce qui 

conduit au  schéma suivant : 

Schéma 1 : 

Lu=F                                                                                                                             

où L:E→F est l'opérateur engendré par le problème considéré, E est un espace de Banach, F 

est un espace de Hilbert, u∈E et F ∈F. 

                    On démontre l’inégalité à priori: 

                  )(     LDuLuCu
FE

∈∀≤ ,    (*) 

            où C est une constante. 

           L’unicité de la solution est assurée par l’inégalité.  

 

Pour le problème du chapitre III l'existence de la solution forte découle de la densité 

de l'image de l'opérateur engendré par le problème considéré, l’unicité découle d’une 

estimation a priori selon le schéma suivant : 
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Schéma 2 : 

Lu=F                                                                                                                                                                    

où L:E→F est l'opérateur engendré par le problème considéré, E est un espace de Banach, F 

est un espace de Hilbert, u∈E et F ∈F. 

                  On démontre l’inégalité à priori: 

                  )(     LDuLuCu
FE

∈∀≤ , (**) 

            où C est une constante. 

        En passant à la limite, on prolonge l’inégalité (**) à )(LD . Comme l’image 

)(LR  de l’opérateur L , est fermée dans F, telle que )()( LRLR = , il suffit de montrer que 

R(L) est dense dans F, chose faisable moyennant des opérateurs de régularisation que l'on 

choisira suivant la nature du problème. 
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I.1.  OPERATEURS MONOTONES ET DISSIPATIFS 

 

I.1.1.Operateurs monotones et dissipatifs dans un espace de Hilbert 

  Soit H un espace de Hilbert, soit A un opérateur de D(A) vers H avec D(A) =H.  

 Définition 1 : On dit que l'opérateur A est un opérateur dissipatif si 

                ( ) )(       0,Re ADuuAu ∈∀≤                 (I.1) 

Définition 2 : On dit que l'opérateur A est monotone si (-A) est un opérateur 

dissipatif, i.e.        ( ) )(       0,Re ADuuAu ∈∀≥                                               (I.2)  

Définition 3 : Un operateur monotone A, est dit maximal s’il n’admet pas 

d’extension propre. (Il n’existe aucun operateur monotone contenant strictement A, au sens 

de l’inclusion des graphes dans HH × ). 

Définition 4 : Un operateur monotone A, est dit maximal si HIAR =+ )( .                                                                                                                                              

Proposition 1 : Soit A: D(A)⊂H → H  un operateur linéaire de domaine dense dans 

H. alors les propriétés suivantes sont équivalentes :  

 (i) A est un opérateur dissipatif. 

(ii) uuIA λλ Re)( ≥−  ,  pour tout u∈D(A) et tout λ  tel  que 0Re fλ .                                                                                                                                

(iii) uuIA λλ ≥− )(  , pour tout u∈D(A) et tout 0fλ .                                  (I.3) 

Proposition 2 : Soit A: D(A)⊂H → H (Hilbert réel) , un operateur maximal 

monotone. Alors : 

(i) D(A) est dense dans H. 

(ii) A est fermé                                                                                                                                                                                                                                                          

(iii) Pour  tout λ>0, )( AI λ+ est bijectif de D(A) sur H, 1
)(

−+ AI λ est un opérateur 

borné et 1)(
)(

1 ≤+ −

EL
AI λ                                                                                                       .  

Théorème 1 : (Minty) Soit A: D(A)⊂H → H (Hilbert réel)  un operateur , alors les 

propriétés suivantes sont équivalentes . 
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(i) A est un opérateur maximal monotone dans H. 

(ii) 
1)( −+= AIJ λλ est une contraction partout définie dans H, pour tout 0≥λ . 

(iii) A est monotone, et il existe 0≥λ  tel que )( AI λ+ est surjectif.                           

Théorème  2 : Tout opérateur monotone admet un prolongement maximal monotone. 

Proposition 3 : Soit A: D(A)⊂H → H (H complexe) un operateur linéaire de 

domaine dense dans H. alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un opérateur maximal dissipatif. 

(ii) R(A-λI)=H, pour tout λ∈C tel que 0Re fλ . 

(iii) R(A-λI)=H, pour un certain λ∈C tel que 0fλ . 

Théorème 3 : Soit A: D(A)⊂H → H  un operateur linéaire de domaine dense dans 

H. alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) A est un opérateur maximal dissipatif.  

(ii) A est fermé, { }0Re: >λλ  ⊂ ρ(A) et  
λ

λ
Re

1
)( ≤− IA , où ρ(A)est l’ensemble 

résolvant de A. 

Définition 5 : Soit A un opérateur maximal monotone. On pose pour tout λ>0 

1)( −+= AIJ λλ   et  
1

)(
1 −−= λλ λ

JIA 

Proposition 4 : Soit A: D(A)⊂H → H (Hilbert réel) , un operateur maximal 

monotone. Alors : 

a) 0et               ),( fλλλ ∀∈∀= HvvJAvA  

b) 0et     )(          ),( fλλλ ∀∈∀= ADvJvAvA  

c) 0et     )(         , fλλ ∀∈∀≤ ADvAvvA  

d) 0et               fλλ ∀∈∀= HvvvJ   

e) 0et               ),( fλλλ ∀∈∀= HvvJAvA  
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f) 0et               ,0),( fλλ ∀∈∀≥ HvvvA  

g) 0.et              ,
1

fλ
λλ ∀∈∀≤ HvvvA  

Théorème 4 : Soit A: D(A)⊂H → H  un operateur linéaire de domaine dense dans 

H. Si A est un opérateur dissipatif maximal , soit εA = AI ε− . Alors les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

1- bornéA  1−
ε . 

2- 11 ≤−
εA . 

3- HuuuA ∈∀=−

→
    lim 1

0
ε

ε
, où 

1−
εA = 1

)(
−− AI ε  

Preuve : Soit { }0>ε   alors 

{ }0: >εε  ⊂ ρ(A) 

Donc )( IA λ− est continument inversible d’où 
1)( −− AI λ existe, il est borné et défini 

sur H tout entier. 

Puisque  

{ }0:
1

>∈ εε
ε

 

On déduit que 

)()
1

(
1

HLAI ∈− −

ε
 

Mais  

)(
1

)
1

( AIIA ε
εε

−−=−  

D’où 

11
)()

1
(

−− −−=− AIIA εε
ε

 

On pose  
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1−
εA = 1

)(
−− AI ε  

On déduit que 

)(
1

HLA ∈
−

ε  

Et en utilisant le théorème 3, on obtient 

ε
εε

=







≤−

−

−

1

1 1
)

1
( IA  

Donc  

1
1

≤
−

εA  

Supposons tout d’abord   )(ADu∈ , d’où : 

AuAuAIuuAIuuA εεεεε ≤−=−−=− −−− 111
)()(  

Ainsi par passage à la limite quand ε  tend vers 0, on obtient 

)(    lim 1

0
ADuuuA ∈∀=−

→
ε

ε
 

Et comme D(A) dense dans H, alors 

HuuuA ∈∀=−

→
    lim 1

0
ε

ε
 

 

I.1.2. Operateurs monotones dans un espace de Banach 

L'ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires continues définies sur X (X un  

espace linéaire réel ou complexe) constitue un espace conjugué de X, noté  X*. 

L'espace X* est un espace de Banach munit de la norme 

                               XuXfxff
u

∈∈=
≤

*,     )(sup
1

.                (I.4) 

Définition 6 : Soit  X un espace normé et X* son conjugué. L'ensemble de tous les 

éléments  f∈X satisfaisant 

                                  
22

),( fufu == , Pour tout u∈X    (I.5) 

            est noté par Fu. F est appelé application de dualité  de X dans X*. 
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Soit X un espace de Banach complexe et soit F application de dualité dans X. On a                                               

( ) *,     ,
22

XFufXufufu ⊂∈∈∀== .                                              (I.6) 

Définition 7 :    Soit A un operateur linéaire dans X. Si pour tout u∈D(A) il existe 

f∈Fu  satisfaisant ( ) 0,Re ≤fAu , A est appelé operateur dissipatif. Si –A est dissipatif, A est 

appelé operateur monotone. 

Remarque : Proposition 3 reste vraie dans un espace de Banach . 

Théorème 5 [43] : Soit A un operateur dissipatif fermé. Si R(A-λI)=X  pour un 

certain λ  satisfaisant 0Re fλ , alors R(A-λI)=X  pour tout λ  satisfaisant  0Re fλ . 

Si, en plus, D(A) est dense dans X, alors 

                                   Re(Au,f)≤  0  ∀u∈D(A), ∀f∈Fu.               (I.7) 

Théorème 6 [43]: Soit A un operateur fermé de domaine D(A) dense. A et A* sont 

dissipatifs tous les deux si et seulement si le demi plan (λ / 0Re fλ ) est contenu dans ρ(A) 

et  
λ

λ
Re

1
)( 1 ≤− −IA   est vraie dans le même demi plan. 

 

I. 2. OPERATEURS REGULIEREMENT MONOTONES  

Soit X un espace de Hilbert complexe, son produit scalaire et sa norme sont notés par 

(.,.) et |.|, respectivement. 

Soit V un autre espace de Hilbert muni  du produit scalaire et de la norme notés par 

((.,.)) et ||.||, respectivement. 

On suppose que V est immergé dans X (V�X) comme sous espace dense, V possède 

une topologie plus forte que celle de  X. Alors, il existe un M0 tel que: 

                             V.u         uM|u| ∈∀0p     

Soit a(u,v) une forme quadratique définie sur VV × . Alors,  pour tout u,v∈V il 

correspond nombre complexe a(u,v), linéaire en u et anti linéaire  en v : 
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                         a(u1+u2, v)= a(u1,v)+a(u2, v) ,                   

                         a(u, v1+ v2)= a(u,v1)+a(u,v2), 

                        
).,(),(

),,(),(

vuavua

vuavua

λλ

λλ

=

=
 

On assume que a(u,v) est bornée, i.e., il existe un certain nombre M tel que 

                    VvuvuMvua ∈∀⋅< ,     ),( .                          (I.8) 

On assume aussi qu'il existe un nombre positif δ  et  un nombre réel k tel que 

                    Vuukuvua ∈∀−>     ),(Re
22

δ .                           (I.9) 

Cette inégalité est appelée inégalité de Garding. 

Dans le cas particulier k=0, on obtient 

                          Vuuuua ∈∀>       ),(Re
2

δ .                        (I.10) 

On associe à la forme bilinéaire  a(u,v), la forme linéaire définie par a(u,v)=( Au,v) 

Dans ce cas, on interprète u∈D(A)  et Au=f. 

En appliquant  le lemme de Lax-Miligram le problème Au=f  admet une solution. 

En étudiant un tel opérateur A, il est souvent convenable de le prolonger comme suit: 

L'espace de toutes les fonctionnelles anti-linéaires continues définies sur V et X sont 

notés par V* et  X*, respectivement. 

i.e: V* et X* sont les espaces de toutes les fonctionnelles continues l sur V et X, 

satisfaisant : 

           
).()(

),()()(

ulul

vlulvul

λλ =

+=+
 

Pour tout (u,v)∈ XV × , et tout complexe λ  . 

Pour tout élément de V* ou de X*, la norme est définie de façon pareille afin qu’elle 

soit une fonctionnelle linéaire continue . 

Alors, les normes de l comme élément de V* et de X* sont données respectivement 

par 
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                          )(sup    and    )(sup
1

*
1

*
fllvll

fv <<

== , 

Soit 
V

l désignant la restriction de l∈X* à V, alors  

                           vMlvlvlvl
V 0)()( ⋅≤⋅≤= ,                    (I.12) 

D'où, *Vl
V

∈ . 

Comme V est dense dans X, la correspondance 
V

ll →  est bijective, alors en 

identifiant l avec 
V

l , on va  considérer X*⊂V*. Comme  
*0*

lMlV ≤  by (I.12), X* possède 

topologie plus forte que V*. 

 

De plus, les immersions V→ X et X→ V* sont continues toutes les deux. On peut 

montrer que V est dense dans V* comme suit. 

Si v∈V satisfait (u,v)=0 pour tout u, alors en prenant u=v on a v=0. En conséquence, 

d'après la réflexivité de V et un résultat de l'analyse fonctionnelle, V est dense dans V*, et, 

alors, X est aussi dense dans V*. 

Pour l∈V* la valeur l(v) de l en v est aussi notée par (l,v). L’emploi de cette notation 

est convenable, Car si, en particulier, l=f∈X, il découle du sens de X⊂V* que la notation 

représente précisément le produit scalaire de f et de v dans X. Notons les éléments de V* par 

f, g, et parfois ),( vf  par (v,f). Quant a(u,v) (u∈V fixé) est considérée comme fonctionnelle 

de v, elle constitue un élément de V* d’après (I.8). 

Alors, en utilisant un élément f∈V*, on peut exprimer a(u,v)=(f,v). Alors f ainsi 

obtenu est déterminé par u, on écrit 

                                         fuA =
~

. 

D'où, A
~

 est un operateur défini par : 

                              VvuvuAvua ∈∀= ,     ),
~

(),( .                          (I.13) 
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Il est évident que A
~

 est une extension de l'operateur A défini par (I.11). Plus 

précisément 

                             { }XuAVuAD ∈∈=
~

: )( .                          (I.14) 

Lemme 1 Soit H un espace de Hilbert, muni d'un produit scalaire et d’une norme 

notes par (.,.) et ||.||, respectivement. Assumons que B[u,v] est une forme quadratique 

complexe définie sur HH ×  et qu'l existe deux constantes C et c telles que  

                                   [ ] , , vuCvuB ⋅≤                         (I.15)    

                                   [ ] 2
 , ucvuB ≥      ∀u,v∈H .               (I.16) 

 Sous ces conditions, si F∈H*, i.e. si F est une fonctionnelle anti-linéaire continue 

sur H, il existe un élément u tel que 

                                             F(v)=B[u,v]     ∀v∈H. 

 De plus, u est déterminé d'une façon unique par F. 

Remarque : Si B[u,v] est une forme quadratique réelle, (I.15) et (I.16) deviennent  

[ ] ,, vuCvuB ⋅≤                        

                                   [ ] 2
, ucvuB ≥      ∀u,v∈H 

Lemme 2 : Si D(A) est dense dans V. Alors, il est aussi dense dans X. 

Définition 7 : Un operateur A  défini par (I.11), utilisant une forme quadratique 

satisfaisant (I.8) et (I.10) est appelé operateur régulièrement monotone                                                                                                                     

. Si –A est régulièrement monotone, A est appelé operateur régulièrement dissipatif. 

Définition 8 : La forme quadratique a*(u,v) définie par ),(),(* uvavua =  est 

appelée une forme quadratique adjointe. 

Si a(u,v) satisfait (I.8), (I.9) ou (I.10), alors, par correspondance, il est de même, 

pour a*(u,v). 

Soit A
~

 un operateur défini par 
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                 VvuvuavuA ∈∀= ,         ),( ),
~

( ,                (I.17) 

Et soient A' et A′
~

 deux operateurs définis par a*(u,v) d'une façon similaire à (I.11) et 

(I.17), respectivement. 

 Soit u∈H. Il existe un f∈X tel que a*(u,v)=(f,v) pour tout v∈V, alors               

                       u∈D(A') et A'u=f.                 (I.18) 

                        a*(u,v)=( A′
~

u,v)    ∀u,v∈V .                (I.19)  

Lemme 3 : Soit A* l'adjoint de A considéré comme étant un opérateur dans X. Alors 

A'=A*. 

Théorème 7 :   Si A operateur régulièrement monotone alors A est maximal                          

monotone. 

Théorème 8 : Soit a(u,v) une forme quadratique sur VV ×  satisfaisant (I.8) et (I.9), 

et soit A l'operateur défini par (I.11). Le domaine D(A) est dense dans V et dans X,  et 

0∈ρ(A+kI). De plus soit A
~

 un operateur défini par (I.17). Alors A
~

+kI est un isomorphisme 

de V dans V*.  

Soit a*(u,v) la forme adjointe de a(u,v) et A' l'operateur défini par (I.18). Alors the 

l'operateur adjoint A* de A dans X coïncide avec A'. A+kI est un operateur régulièrement 

monotone.  

A et A
~

 sont notés tous les deux par A. On note aussi '
~
A  par A*. Alors on a 

               a(u,v)= (Au,v),    a*(u,v)= (A*u,v)       ∀u,v∈V .                         (I.20)  

Cette notation ne va pas causer de confusion. 

où a*(u,v)= a(u,v) pour tout u,v∈V, la forme quadratique a(u,v) est dite symétrique. 

Dans ce cas, par le théorème 8, un operateur A dans X est auto-adjoint. Il est évident que 

a(u,v) est un nombre réel pour tout  u∈V, et d'après (I.9), on a 

                                  
2

),(),( ukuuauAu −≥=    ∀u∈D(A). 
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Théorème 9 : Si a(u,v) est une forme quadratique symétrique satisfaisant (I.8) et 

(I.10),  Alors A est défini positif et auto-adjoint, D(A
1/2

)=V, et  

               a(u,v)= (A
1/2

u, A
1/2

v),      ∀u,v∈V .                                     (I.21) 

Exemple 1 : On prend  
3

3

t
A

∂

∂
=  où             

            )0)(,0)0(,0)0(),,0(,,/),0()(
2

2
2

3

3

2

2
2









=
∂

∂
=

∂

∂
=∈

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∈= T

t

u

t

u
uTL

t

u

t

u

t

u
TLuAD  

Alors A est un opérateur dissipatif.                                                                                                                             

Preuve : En effet, nous avons  

( ) 0
2

1
ReRe,Re

2

0

2

2

0

3

3

≤






∂

∂
−=

∂

∂

∂

∂
−=

∂

∂
=

=

∫∫
Tt

TT

t

u
dt

t

u

t

u
dtu

t

u
uAu .■ 

On pose .0pour       ,)()( 1

3

3
11

fεεεε
−−−

∂

∂
−=−=

t
IAIA  

Les opérateurs 
1−

εA ne sont que ceux qui donnent la solution du problème 

0)(   ,0)0(   ,0)0(   ,
2

2

3

3

=
∂

∂
=

∂

∂
=−

∂

∂
− T

t

g

t

g
gg

t

g
g εε

ε
ε

ε ε  

Donc le problème adjoint est 

 

0)(   ,0)0(   ,0)0(   ,
2

2

3

3

=
∂

∂
=

∂

∂
=−

∂

∂
−

∗∗
∗

∗
∗ T

t

g

t

g
gg

t

g
g εε

ε
ε

ε ε  

Remarque : Ces opérateurs de régularisations seront utiles dans le dernier chapitre. 
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II.1 Introduction 

Dans ce chapitre, on étudie un problème mixte avec conditions aux limites non 

classiques pour une équation parabolique du troisième ordre. On démontre l'existence et 

l'unicité de la solution. La preuve de l'unicité est basée sur une estimation a priori, 

l'existence est établie par la méthode standard de Fourier.  

 

II.2 Position du problème  

 

Dans le rectangle =Ω ( ) ( )1,0,0 ×T , on considère l'équation 

        0       ),,(
1 2

1

2

2

frxtF
t

u
k

tx

u
x

xxt

u r

r
=

∂

∂
+


















∂∂

∂

∂

∂
−

∂

∂ +   and  ,0≥k       (II.1) 

A l'équation (II.1) on associe les conditions initiales  

                           ),1,0()(),0( ∈= xxxu             ϕ                                           (II.2) 

                           ),1,0()(
),0(

∈=
∂

∂
xx

t

xu
        ψ                                             (II.3) 

et les conditions intégrales,                          

          ∫ ∫ ==
1

0

1

0
0),(,0),(      dxxtuxdxxtu r

    pour ),0( Tt ∈                            (II.4) 

Où )(),( xx ψϕ  )1,0(
2

L∈  sont des fonctions données satisfaisants les conditions de 

compatibilité (II.4). 

 

II.3 Problème équivalent 

La présence de conditions non locales provoque des complications dans l'application 

de méthodes standard pour la résolution de (II.1)-(II.4). Pour cela, et afin de surmonter cette 

difficulté on va transférer ce problème en un autre pouvant être traité plus efficacement. 

Ainsi, on a le lemme suivant. 
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Lemme 1. Le problème (II.1)-(II.4) est équivalent au problème suivant: 

 (Pr)1 




















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∂
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
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
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∂

∂

∂
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∂

∂

∫

∫∫

+

                              ),()1,(                                      

 ),(),(
1

)0,()1,(                         

 )(),0(                                       

)(),0(                                          

),(
1

1 

0

2

1 

0

1 

0

2
1

2

2

dxxtFxt
tx

u

dxxtFdxxtFx
r

t
t

u
t

t

u

xx
t

u

xxu

xtF
t

u
k

tx

u
x

xxt

u

r

r

r

r

ψ

ϕ

                                                                                           

Preuve : Soit ),( xtu une solution de (II.1)-( II.4). Intégrons l'équation (II.1) 

par rapport à x sur (0,1), en prenant en considération (II.4), on obtient: 

∫ ∫=
∂∂

∂
−









∂∂

∂
−

1

0

1

0

2
1

0

2

),(
  

dxxtFdx
tx

u
r

tx

u
x                                      

             D'où 

                                                      

∫−=
∂

∂
−

∂

∂
+

∂∂

∂ 1 

0

2

),())0,()1,(()1,( dxxtFt
t

u
t

t

u
rt

tx

u
 

Afin d'éliminer la seconde condition non locale ∫ =
1

0
0),(   ξξ dtuxr

, on multiplie les 

deux membres de (II.1) par 
rx et on intègre le résultat sur (0,1), et en tenant compte de 

(II.4), on obtient 

∫−=
∂∂

∂ 1 

0

2

),()1,( dxxtFxt
tx

u r  

   Qu'on peut écrire 

 






 −=

∂

∂
−

∂

∂
∫∫

1 

0

1 

0
),(),(

1
)0,()1,( dxxtFdxxtFx

r
t

t

u
t

t

u r  

Et 
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∫−=
∂∂

∂ 1 

0

2

),()1,( dxxtFxt
tx

u r  

    Soit maintenant ),( xtu  une solution de (Pr)1 , il reste de montrer que  

∫ =
1

0
,0),(

 

  dxxtu  

 Et 

   
 

∫ =
1

0
0),( dxxtuxr

 

 On intègre la première équation  du (Pr)1 par rapport à x , On obtient 

,0),(),(
1

0

1

02

2

=+∫ ∫
  

dxxtu
dt

d
kdxxtu

dt

d
   ),0( Tt ∈   (�) 

Et on a 

,0),(),(
1

0

1

02

2

=+∫ ∫
  

dxxtux
dt

d
kdxxtux

dt

d rr   ),0( Tt ∈  (��) 

 

Posons : ∫=
1 

0
),()( dxxtu

dt

d
tW , alors  (�) devient : 

,0)()( =+ tkWtW
dt

d
   ),0( Tt ∈ , donc : )0()( WetW

kt−=   

Or : 0)(),0()0(
1 

0

1 

0
=== ∫∫ dxxdxxu

dt

d
W ψ ,  puisque ψ  vérifie les conditions de 

compatibilité (II.4), d’où :  ),0(t     ,0)( TtW ∈∀= . 

Par conséquent :       0),(
1 

0
=∫ dxxtu

dt

d
, ),0(t   T∈∀   

Et finalement : 0)(),0(),(
1 

0

1 

0

1 

0
==== ∫∫∫ dxxdxxuctedxxtu ϕ . 

 0),(
1 

0
=∫ dxxtuxr

découle de (��) de la même manière.■ 
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 On introduit maintenant la nouvelle fonction ),,(),(),( 0 txutxutxv −=  où  

)),()((
1

)(

,),()(

,2)(,)(,)()()()(),(

1 

0
12
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0
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dxxtFtm
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xxxxxxdmxdmxtxu
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t t

βαττβττα

 

                      Alors (Pr)1 est transformé en ce problème:  

  (Pr)2  
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Où 

)()()()()())2(2)1(2()())2(2)1((),(

),,(),(
)(

),()
)(

)((),(),(

2121

1

0

1
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−−+−+++++−=
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)),0(),0((
)(

),0()()()(
1

0

1

0

1

0 ∫∫∫ +−++=Ψ
   

dxxFdxxFx
r

x
dxxFxxxx rr β

αψ  

 

II.4. Estimation à priori 

On considère (Pr)2 comme solution de l'équation opératorielle 

                                         Lv = F , 

où L est l’opérateur engendré par le  (Pr)2 ,  et F ),,( Ψ= ϕf . L est considéré de 

l’espace de Banach D(L)=E  dans F tels que : 
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de norme : 
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F étant l’espace de Hilbert muni de la norme 

  || F || 2

F dxdxdtxtff
F

)(),(),,(
2222

'
1 

0

2
ϕψϕ

τ
+Ψ+Ψ+== ∫∫Ω  

 

Lemme 1 :   Pour toute  fonction v∈E, on a 
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Avec c une constante vérifiant 1≥c . 

Preuve: En intégrant par parties dtdx
t

v
vxct

t

v
vxct rr

∫ ∫ ∂

∂
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∂
−

1

0 0
)exp(),)(exp(

τ
 et en 

utilisant des inégalités élémentaires on obtient (II.5). 

On a      

[ ]∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∂

∂
−+=

∂

∂ −−−−
1

0 0

1

0

1

0 0

1

0 0

2

0

2
τ τττ

dxdt
t

v
vexdxdtevxcdxevxdxdt

t

v
vex ctrctrctrctr  

∫ ∫∫ ∫∫ ∫
−−− +−=











∂

∂
τ

τ
τ

ϕτ
0

1

0

2
1

0

1

0

22
1

0 0

),(Re2 dxdtvexcdxxdxexvxdxdt
t

v
vex

ctrrcrctr   (C) 

En utilisant l'ε-inégalité pour ε=1 au premier membre, on obtient: 
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             ∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∂
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En utilisant (C), on obtient: 
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  Pour c≥1, on a:    ∫ ∫ ∫ ∫+
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Théorème 1. Pour le problème (Pr)2  On a 

,
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Où 0fC  ne dépend pas de v  

Preuve. Soit  
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On considère le produit scalaire dtdxMvvMvv ∫ ∫=
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0 0
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τ
ll , et on intègre sur

)1,0(),0( ×=Ω ττ , On obtient : 
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On applique maintenant uneε -inégalité au terme )2,(
2
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t
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t

v
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On choisit 2,1, =iiε  tels que 0
8

1

4

7
11 fk

k
=−− ε  et 0

24

3
2

2
fk=−

ε
.  

 Le membre gauche de (II.9) est indépendant deτ , ainsi on remplace le membre droit 

par sa borne supérieure relativement à τ , dans l’intervalle [ ]T,0 , on obtient l’inégalité 

recherchée. 

Ce qui complète la preuve. 
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II.5. Existence et unicité de la solution 

On va établir l'existence de la solution du problème (Pr)2. Pour cela on utilisera la 

méthode de Fourier.  

Considérons la fonction )()(),( xXtTxtv nnn =   

Où )(xX n
 est une fonction propre du problème aux valeurs limites 
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satisfait le problème aux valeurs initiales 
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On intègre deux fois sur ( )t,0 , le calcul direct donne: 
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En effet:  
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Avec: 
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Multiplions les deux équations de (A) par
mX  et  

nX  respectivement et en les 

soustrayant membre à membre on obtient:  
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Une intégration par parties donne : 
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En utilisant (B)   on a le résultat. 
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D'après le principe de superposition, la solution de (Pr)2 est donnée par les séries 
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Alors on a: 

Théorème 2. Soit ),(,
2

Ω∈ Lf ϕ et ).1,0(
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H∈Ψ (Alors la solution ),( xtv de (Pr)2 

existe et est représentée par les séries (II.10)  qui convergent dans E. 
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(II.11) que les séries (II.10) convergent dans E et par suite leurs sommes .Ev ∈  
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III.1 Introduction  

 

Dans ce chapitre, on étudie un problème parabolique mixte avec conditions aux 

limites non classiques pour des équations d’ordre supérieur. On démontre l'existence et 

l'unicité de la solution. La preuve de l'unicité est basée sur une estimation a priori, 

l'existence est établie à partir de la densité de l'image de l'opérateur engendré par le problème 

considéré, chose faisable moyennant des opérateurs de régularisation. 

 

III.2 Position du problème 

 

 

III.3 Préliminaires 

On associe au problème (III.1)-(III.5) l’opérateur L, de domaine de définition D(L) 
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défini de E dans F, Où E l’espace de Banach composé des fonctions )(2 Ω∈ Lu , 
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Et F l’espace de Hilbert des éléments F =(f,ϕ), obtenu par  la complétion de l’espace 
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En utilisant la méthode des inégalités énergétiques, méthode proposé dans [15], on 

établie une estimation a priori.  

Lemme 1 :   Pour toute  fonction u∈E, on a 
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Avec c une constante vérifiant 1≥c . 

Preuve.  En intégrant par parties dtdx
t

u
uxe cT

∫ ∫ ∂

∂−
1

0 0

4
τ

 et en utilisant des inégalités 

élémentaires on obtient (III.8) (de la même manière que dans la démonstration de (II.5) 

Chapitre II).    

 

                          . 

III.4 Une estimation a priori et ses conséquences 

Théorème 1.   Pour toute fonction u∈E, on a l’inégalité  
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Alors : 
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En raisonnant par récurrence on obtient : 



 41

        

dx
x

u
x

xx

u
x

tx

u
x

x

u
xdx

tx

u

x

u
x

tx

u

x

u
x

dx
tx

u
x

x

u
x

x

dx
tx

u

x

u
x

x
dx

t

u

x

u
x

x
x










∂

∂

∂

∂

∂

∂
−+










∂∂

∂

∂

∂
−+

∂∂

∂

∂

∂
−−+










∂∂

∂









∂

∂
−−=

∂∂

∂









∂

∂

∂

∂
−

+
∂∂

∂









∂

∂

∂

∂
−−=

∂

∂









∂

∂

∂

∂
−

∫

∫

∫

∫∫

−

−

−

−

−
−

−

−

−

−
−

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

1

0

22

1

0

1

212

1

1

0

22

1

0

2

1
212

1

1

0

212

2

1
1

0

2122
1

0

)1(                                                      

)1()1()1(                   

)1()1(

)1(

)1()1()1(

 

                                     

dx
tx

u
x

x

u
x

dx
tx

u

x

u
xdx

tx

u

x

u
x

∫

∫∫

∂∂

∂

∂

∂
−+

∂∂

∂

∂

∂
−+

∂∂

∂

∂

∂
−−=

+

−−

1

0

1
22

1

0 1

22

1

1

0

22

)1(                                    

)1()1()1(

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α α

 

                                     

dx
tx

u

xx

u
xdx

tx

u

x

u
x ∫∫ 









∂∂

∂

∂

∂

∂

∂
−+

∂∂

∂

∂

∂
−=

−−

1

0 1

32

1

1

0

22 )1()1(
α

α

α

α
α

α

α

α

α
α α  

Par conséquent on a : 

dx
tx

u

xx

u
xdx

tx

u

x

u
xdx

t

u

x

u
x

x
x ∫∫∫ 









∂∂

∂

∂

∂

∂

∂
+

∂∂

∂

∂

∂
=

∂

∂









∂

∂

∂

∂
−

−−

1

0 1

3

1

1

0

22
1

0
)1(

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α
α α    (III.14) 

            

dx
t

u
J

xx

u
x

x

t

u
J

x

u
x

x
dx

t

u
J

x

u
x

x










∂

∂

∂

∂









∂

∂

∂

∂
−+










∂

∂









∂

∂

∂

∂
−=

∂

∂









∂

∂

∂

∂
−

∫

∫

−

−
+

−

−

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

αα

2
1

0 1

1
1

1

0

2

1

1
2

1

0

)1(                                                         

)1()1(

 

            dx
t

u

x

u
x

x ∂

∂









∂

∂

∂

∂
−= ∫ −

−
+

α

α

α

α
α α 2

1

0 1

1
2)1(                                   

             dx
tx

u

x

u
x

xt

u

x

u
x

x ∂∂

∂









∂

∂

∂

∂
−+









∂

∂









∂

∂

∂

∂
−= ∫ −

−
+

−

−
+

2
2

1

0 2

2
3

1

0

2

2

2
2 )1()1(

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α αα  



 42

             dx
tx

u

x

u
x

xtx

u

x

u
x

x ∂∂

∂









∂

∂

∂

∂
−+









∂∂

∂









∂

∂

∂

∂
−= ∫ −

−
+

−

−
+

2

3
2

1

0 3

3
4

1

0

2
2

3

3
3 )1()1(

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α αα  

En utilisant la technique de récurrence sur α on obtient : 

( ) ( ) dx
tx

u

x

u
x

tx

u

x

u
xdx

t

u
J

x

u
x

x ∫∫ ∂∂

∂

∂

∂
−+









∂∂

∂

∂

∂
−=

∂

∂









∂

∂

∂

∂
−

−

+

−

−
1

0 1

212

1

0

1

1
222

1

0
1  1)1(

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α

α

α

α

α
α ααα

 

                                             dx
tx

u

x

u
x∫ ∂∂

∂

∂

∂
−=

−

1

0 1

2

α

α

α

α

α . 

D’où on obtient : 

          ∫
1

0
Re L dx

x

u

tx

u
xdx

t

u
Jxdx

t

u
xdxuuM ∫∫∫ 









∂

∂

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

1

0

3

2
1

0

2

2
1

0

4 Re3
2 α

α

α

αα
        (III.15) 

Intégrons par parties le troisième terme de (III.15)        
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                                              dx
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∂
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En utilisant des ε-inégalités et certaines propriétés de modules  on a  

∫ ∫
τ

0

1

0
Re L ≤dxuuM | ∫ ∫

τ

0

1

0
L dxuuM | 

                                   ∫ ∫≤
τ

0

1

0
|Lu| | uM |dxdt 

                                   ∫ ∫≤
τ

0

1

0
|Lu| dxdt

t

u
Jx

t

u
x

∂

∂
+

∂

∂ 34 α                                                                          

                                   ∫ ∫≤
τ

0

1

0
|Lu| +

∂

∂
dxdt

t

u
x4

∫ ∫
τ

α
0

1

0
|Lu| dxdt

t

u
Jx

∂

∂3  

                                   ∫ ∫≤
τ

0

1

02

1 4x (|Lu|
2
+ dxdt

t

u
)

2

∂

∂
 

                                                   ∫ ∫+
τα
0

1

02
( 3x |Lu|

2
+ dxdt

t

u
J )

2

∂

∂
 

                               ∫ ∫≤
τ

0

1

0

3

2

1
x |Lu|

2
 dxdt + ∫ ∫ ∂

∂τ

0

1

0

2

4 )
2

1
dxdt

t

u
x      (car 10 ≤≤ x ) 

                                      ∫ ∫+
τα
0

1

02

3x |Lu|
2
dxdt ∫ ∫ ∂

∂
+

τα
0

1

0

2

3 )
2

dxdt
t

u
Jx  

                                   ∫ ∫






 +
≤

τα
0

1

0

3

2

1
x |Lu|

2
dxdt+ dxdt

t

u
x

2

0

1

0

4

2

1
∫ ∫ ∂

∂τ

 

                                                                     dxdt
t

u
Jx

2

0

1

0

3

2 ∫ ∫ ∂

∂
+

τα
 

           ∫ ∫






 +
≤

τα
0

1

0

3

2

1
x |Lu|

2
dxdt+ dxdt

t

u
x

2

0

1

0

4

2

1
∫ ∫ ∂

∂τ

 

                                             dxdt
t

u
Jx

2

0

1

0

23
2 ∫ ∫ ∂

∂
+

τα
  (car  10 ≤≤ x ) 
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Alors 

∫ ∫
τ

0

1

0
Re L dx

x

xu
xdxdt

t

u
Jxdxdt

t

u
xdxuuM ∫∫ ∫∫ ∫ ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

1

0

2

3

0

2
1

0

2

0

2
1

0

4 ),(

2

1
3

2
α

α
ττ τα

 

       dx
x

x∫ ∂

∂
−

1

0

2

3

2

1
α

αϕ
∫ ∫






 +
≤

τα
0

1

0

3

2

1
x |Lu|

2
dxdt+ dxdt

t

u
x

2

0

1

0

4

2

1
∫ ∫ ∂

∂τ

dxdt
t

u
Jx

2

0

1

0

23
2 ∫ ∫ ∂

∂
+

τα
 

D’où en utilisant le lemme 1,  on obtient                                       
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De l’équation (III.1) on a: 

                         

2










∂

∂
−

t

u
uL

2

2

6

1



















∂

∂

∂

∂
=

α

α

α

α

x

u
x

xx
 

                           ≤








∂

∂

∂

∂
2

2

α

α

α

α

x

u
x

x

2

6

t

u
ux

∂

∂
+L     

                                                   

2

4

t

u
ux

∂

∂
+≤ L         (  10 ≤≤ x )  

                                        

2

424 22
t

u
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u
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∂
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D’où 
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∫ ∫∫ ∫ ≤
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∂
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En combinant les inégalités (III.12) and (III.13), on obtient 
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Il suffit de choisir 21,εε  tels que : 0
21

2

1
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f
εε

−−=k , par exemple : 1621 == εε  

alors on a : 
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Le membre droit de (III.19) est indépendant deτ , ainsi on remplace le membre 

gauche par sa borne supérieure relativement à τ , dans l’intervalle [ ]T,0 , on obtient 

l’inégalité recherchée. 

Ce qui complète la preuve. 

Lemme 2. L’opérateur L de E vers F est fermable. 

Preuve. Supposons )()( LDun ∈  une suite telle que 

                                           0→nu  dans E                                                           
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et 

                                          →nLu  F   dans F                                                            

Démontrons que F  0),( ≡= ϕf . 0≡ϕ  résulte directement de la continuité de 

l’opérateur trace  Introduisant l’opérateur .l [car: dx
x

xdxx

2
1

0

3
1

0

24

α

αϕ
ϕ

∂

∂
+ ∫∫  

dxuxdx
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+
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∂
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supsup
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] 

Maintenant, nous devons montrer que 0=f , alors introduisons l’opérateur 

L0 









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v
xv 23 )1(  

Défini sur le domaine D(L0)  des fonctions  )(
2

2 Ω∈
α

Wv vérifiant 

,,0   ,0,0,0

1

0
α==

∂

∂
==

=

==
i

x

v
vv

x

i

i

tTt
. 

De plus, comme 

∫∫ ΩΩ
= 33 lim xdxdtvfx  L ∫Ω= nn udxdtvu lim  L0 0)( =dxdtv  

Pour toute fonction )D(L 0∈v , alors on a f=0. 

 

 Soit L la fermeture de cette opérateur, avec le domaine de définition    ),(LDu ∈∀ . 

Définition 1. Une solution de l’équation =uL F    est dite solution forte du problème 

(III.1)-(III.5).                                            

L’estimation a priori (III.9) peut être prolongée à une solution forte, i.e. on a 

l’estimation 

                             
FE

uLCu ≤  ),(LDu ∈∀                                  (III.20) 

L’inégalité (III.19) implique les corollaires suivants: 
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Corollaire 1. Une solution forte du  problème (III.1)-(III.5) est unique si elle existe, 

et dépend  continûment  de F  Ff ∈= ),( ϕ   

Corollaire 2. L’image )(LR  de l’opérateur L  est fermé dans F, et )()( LRLR = . 

 

4. Résolubilité du problème 

Afin de prouver la  Résolubilité de (III.1)-( III.5), il suffit, de montrer que R(L) est 

dense dans F. La preuve est basée sur le lemme suivant : 

Lemme 3:  Soit D0(L)={u∈D(L) / lu=0}. Si pour u∈D0(L) et ω tel que ω∈L2(Ω), 

Si on a : ∫Ω
4x L 0=dxdtuω ,                                                                 (III.21) 

Alors ω =0. 

Proof.  L’égalité  (III.15) peut être écrite comme suit: 
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Pour ω(x,t) donné, on introduit la fonction  
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On intègre par parties le second membre de la partie droite de (III.17), on obtient  

                dxdtvAudxdtvN
t

u
∫ ∫Ω Ω

=
∂

∂
− .                        (III.24) 

Où  
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Lorsqu’on introduit les opérateurs de régularisation 
1−

εJ and ( )∗−1

εJ , par rapport à t 

[49] alors ces opérateurs fournissent la solution aux problèmes 
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La solution possède les propriétés suivantes: pour g∈L
2
(0,T), les fonctions 

( )gJg 1−= εε  et ( ) gJg
∗−∗ = 1
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=
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tgε  et 0)( =
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Tt
tgε . 

De plus, ( )1−
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t∂

∂
, alors 0

2
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→−∫ dtgg
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ε  et 0
2

0
→−∫

∗ dtgg
T

ε , pour 

0→ε . 

Posons dans (III.24) à la place de u la fonction régularisée ( )uJ 1−
ε , en utilisant la 

relation AJAJ 11 −− = εε , et les propriétés des opérateurs de régularisation on obtient  
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Passons à la limite, (III.27) est satisfaite pour toutes les fonctions satisfaisant les 

conditions (III.2)-(III.5) telles que                    
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 pour α≤≤ i0 . 
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Le membre gauche de (III.27) est une fonctionnelle linéaire continue de u. Alors la 

fonction 
∗
εv  possède les dérivées  
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Et les conditions suivantes sont satisfaites 
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En plus 
∗
εv  satisfait la condition intégrale (III.5). 

Posons ττε dxvu
t

),(
0∫

∗=  dans (III.24), et utilisons (III.26), on obtient 
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Intégrons par parties chaque terme membre gauche  de (III.29), on a 
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∫Ω dxdt
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u
Au ,                   (III.30)  
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Maintenant, utilisons (III.30) et (III.31) dans (III.29) on a 

                                               0Re ≤∫Ω
∗ dxdtNvvε , 

alors 0Re ≤∫Ω dxdtNvv  quand ε   s'approche de zéro. 

Comme 0
2

4 =∫Ω dxdtvx  (et 03 =∫Ω dxdtvJvx ), on conclue que v=0, alors ω=0, Ce qui 

complète la preuve.■ 

 

Théorème 3.   L’image R(L) de l’opérateur L coïncide avec F. 
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Preuve. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L)=F si et seulement si               

l'implication suivante est satisfaite: 
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Pour u∈E arbitraire et  F =(f,ϕ)∈F , cela implique que f  et ϕ son nulles. 

Posons u∈D(L0) dans (III. 32), on obtient ∫Ω
3x L 0=dxdtfu . Prenons ω 

x
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= , et en 

utilisant lemme 2, on obtient ω 0==
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L’image de l’opérateur trace l est partout dense dans un espace de Hilbert muni de la 

norme : 
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Par conséquent ϕ =0, et la présente preuve est complète. ■ 
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Conclusion et perspectives 

 
Dans le but, de trouver un multiplicateur universel pour toutes les équations aux 

dérivées partielles, on a étudié un très grand nombre d'articles et de thèses en essayant de 

découvrir la formule magique de ce multiplicateur. On a découvert que chaque  problème  

nécessite un  multiplicateur particulier propre à lui,  de manière que la généralisation n'est 

pas pour demain. Cependant on a réussi la formulation  du multiplicateur général pour 

certaines classes d’équations différentielles  aux dérivées partielles de type parabolique. 

 

Classe 1 : 
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(Avec les conditions initiales et les conditions aux limites mentionnées dans le chapitre II  )  
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Classe 2 : 
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,      m,α  des entiers positifs,  

(Avec les conditions initiales et les conditions aux limites mentionnées dans le chapitre III  )  

Il est facile de remarquer  que tous les calculs du chapitre III sont valables pour m entier 

positif quelconque, et même en inversant les ordres m et m+ 1.  

Le multiplicateur   proposé  est : 
t

u
Jx

t

u
xMu mm

∂

∂
+

∂

∂
= + α1

, valable

ésingularit la de ordrel'étant     ,  mpositifentierm∀ .  Avec ∫=
1

),(
x

dtgJg ξξ . 

 

On envisage dans nos prochaines recherches, d’entamer des problèmes mixtes hyperboliques 

avec des conditions non locales.     
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  ملخص
 

 

 

ــدف هــذه الأطروحــة إلى دراســة ثــلاث حــالات خاصــة مــن مســألة مختلطــة عامــة ذات     

والمرونــة  ويمكــن مصــادفة هــذه المســائل في نظريــة النقــل الحــراري، والمرونــة،. شــروط تكامليــة، غــير محليــة

تطبيقــــات طبيــــة حيويــــة غــــير (اموعــــات وديناميكــــا الســــوائل  االحراريــــة، وفيزيــــاء البلازمــــا، وديناميكــــ

  ).مستقرة، على سبيل المثال

، يــدعى Muنســتعمل طريقــة المتراجحــات الطاقويــة الــتي ترتكــز أساســا علــى إيجــاد مــؤثر             

ينــتج عــن حضــور . وبمشــتقاته وبتــابع معيــاري معــين ، بالشــروط الأوليــة، uالضــارب، يتعلــق بالتــابع 

شروط غير محلية، تعقيدات عند تطبيق الطرائق المعيارية في حـل المعـادلات التفاضـلية ذات المشـتقات 

نـبرهن وجـود حـل . إلى أخـرى يمكـن معالجتـا بفعاليـة أكثـر الحالـة الأولـىلأجـل هـذا، حولنـا . الجزئية

الحـالتين وفيمـا يخـص . ن وحدانيـة الحـل فيرتكـز علـى متراجحـة أوليـةللمسألة بطريقة فوريي، أما برها

، الأمــر الــذي يمكــن إثباتــه  Fفي  R(L)كثافــة  وجــود الحــل القــوي ينــتج عــن فــإنالثانيــة والثالثــة، 

  .المدروسة بواسطة مؤثرات تسوية تختار حسب طبيعة المسألة
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Résumé 

 

 

 
Le but de cette présente thèse est d'étudier trois cas particuliers d'un problème mixte 

général avec conditions intégrales appelées également conditions non locales. Ces 

problèmes peuvent être rencontrés en théorie de transmission de chaleur, élasticité et 

thermo-élasticité, physique de plasmas, dynamique de populations et dynamique de fluide 

(applications biomédicales instables par exemple).  

 La méthode utilisée est celle des inégalités énergétiques, basée sur la recherche d'un 

opérateur Mu, dit multiplicateur, qui dépend généralement de la condition non locale, la 

fonction u, ses dérivées et d'une certaine fonction poids. La présence de conditions non 

locales provoque des complications dans l'application de méthodes standards pour la 

résolution des équations aux dérivées partielles. Pour cela, on a transféré le problème du 1
er

  

cas en un autre pouvant être traité plus efficacement. On démontre l'existence par la méthode 

standard de Fourier, la preuve de l'unicité est basée sur une estimation a priori. Pour le 2
ème

 

et le 3
ème 

cas l'existence de la solution forte découle de la densité de l.'image de l'opérateur 

engendré par le problème considéré, chose faisable moyennant des opérateurs de 

régularisation que l'on choisira suivant la nature de problème.   
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                                 Abstract 

 

 

             The purpose of this thesis is to study three particular cases of a general mixed 

problem with integral conditions also called non-local conditions. These problems may be 

encountered in the theory of heat transfer, elasticity and thermo-elasticity, plasma physics, 

population dynamics and fluid dynamics (unstable biomedical applications for example). 

 

         The method used is the energy inequalities, based on finding an operator Mu known as 

multiplier, which usually depends on the non local condition, the function u, its derivatives 

and a certain weight function. The presence of non-local conditions complicates the 

application of standard methods for solving partial differential equations. For this, we 

transferred the problem from 1
er

 case to another which involves no integral conditions. We 

prove the existence by Fourier's method, the proof of the uniqueness is based on an a priori 

estimate. For the second and third cases, the existence of strong solution is obtained from 

the density of the operator range, generated by the considered problem, which is feasible 

through regularization operators, chosen depending on the nature of the problem. 

 

 

 

 

 

 


