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.إفمّ كثرتكـ تحوؿ دوف ذكركـ اسميمّا
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1أنشودة الفالج
 

 

 

 يا مف معدٌلو عف العشرة قد طفا

، فانعـ اليكـ بالتياني ك      "الكفا"فزتى

 قؿ لمذم دكف ذلؾ لا تراع

 كؿٌ امرئ عف أمره يكما قد غفا    

 ما لو أف يركف حيف المممات إلى 

 "الجفا"اليبس، كيعرؼ النكـ كعيناه     

 لئف لـ يضرب الفكز في حزيراف لو

 مكعدا، كلـ ينج مف أيمكؿ ضيفا    

 أير معيف" الفالج المقركض " فمو في 

 "الشفا"عمى الاستذكار، كمف اليـ أير     

 يجمي عف كجيو غمس الأسى

 "الصفا"فيغدك مثؿ السماء حيف     

 يبتي ركبىكـ يرفؿ بكشاحو

  .االذم رؼ" الفالج " يحمد المٌو ك    
 

                                           
1
كلـ )لـ أفيـ . إنٌو تركيج لو لدل جميكر مستأدميو. في طبعتو الأكلى" الفالج المقركض"كلبـ شبو منظٌـ، قمتو حيف صدكر الكتاب  

 .لماذا اعترضت مديريٌة النشر بديكاف المطبكعات الجامعيٌة عمى ضمٌو في طبعة الكتاب الثانية (أىضـ
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 :لممؤلٌؼ في ديكاف المطبكعات الجامعيٌة
 

 :في التأليؼ .أ 

1. Espaces topologiques en particulier et espaces métriques en 

général   

 المأتصر في الطبكلكجيا .2

3. Introduction aux espaces normés   

 .السبيؿ إلى الأعداد الحقيقيٌة .4

 . كالفركض، الجزء الأكٌؿالامتحاناتالفالج المقركض في  .5

 . كالفركض، الجزء الثانيالامتحاناتالفالج المقركض في  .6

7. S.E.M 300 par ses Examens, tome 1    
8. S.E.M 300 par ses Examens, tome 2  
9. Topologie: Au delà des travaux dirigés, tome 1:  
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10. Topologie: Au delà des travaux dirigés, tome 2:  

 Visite guidée dans les espaces métriques   
11. Topologie: Au delà des travaux dirigés, tome 3:      
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 . الدركس الكافية في الفضاءات المتريٌة .13
 

 :في الترممة.  ب

 .(جزآف) معادلات الفيزياء الرياضيٌة .1

 . ياطبكلكجدركس في اؿ .2

 .سلبسؿ كتكاملبت .3

 . دركس كمسائؿ: المصفكفات .4

 .  مسائؿ كتماريف محمكلة .5
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    التعدد المساني كالمغة الجامعة   8 

 .دركس في الجبر الأطيٌ  .7
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 :القصبة لمنشر ار دكفي
 أطمس الرياضيٌات .1
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0 
 

 تصدير
  

 
 مدخؿ 1.0

 

 

بعد أف أأذنا بيدؾ في جكلة، تفسٌحنا ألبليا عبر شعاب المفاىيـ 
الطبكلكجيٌة العامٌة كميزاتيا، مركرا بركضة الفضاءات المتريٌة كتطبيقاتيا ىا 
نحف نحطٌ الرحاؿ بمكطف الفضاءات النظيميٌة، التي تعدٌ الأرضيٌة الأكثر 

إنٌيا المحطٌة الأأيرة المكمٌمة لممشركع المستعرض . أصكبة لمتحميؿ الدالٌيٌ 
[. 2]ك [1]لمطبكلكجيا الذم أطمقناه مف قبؿ عبر مؤلٌفينا 

: منتناكؿ فيو ستٌة فصكؿ، ق
 تعاريؼ كأصائص عامٌة،: الفضاء النظيميٌ : الفصؿ الأكٌؿ

  فضاء التطبيقات الأطيٌة الشعاعيٌ،:الفصؿ الثاني
 ،قابمة لمجمعت اؿئلباع اؿ:الفصؿ الثالث
  الفضاءات الييمبرتيٌة،:الفصؿ الرابع

 سلبسؿ فكريي، :الفصؿ الأامس

. مدأؿ إلى نظرية المؤثٌرات :سداسالفصؿ اؿ
 

 كأأرل محمكلة تماريفمسائؿ كمف  بمجمكعة فصؿ كؿٌ  كالعادة ذيٌمنا
 كجئنا بأمسة  كسبعة كأربعيف؛ةبحث، يفكؽ عددىا في الإجماؿ المائلؿ

كقفة تعميميٌة؛ الألفبائيٌة كالأبجديٌة العربيٌة : ملبحؽ كدليميف ىي بالتفصيؿ
رمكز بعض الأدكات  رمكز المجمكعات العدديٌة المبلكفة؛ كاللبتينية؛
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دليؿ الريٌاضيٌاتيٌيف المذككريف  كأأيرا، دليؿ المصطمحات؛ المنطقيٌة؛ المراجع
 .في سياؽ الكتاب

 

 في كضع، ناصرحرمٌ بنا أف نشير في الأأير إلى أنٌو بالرغـ مف ح
 في كالتنكيع البراىيف التفصيؿ في التبسيط في المفاىيـ ك عمى،ىذه الدركس

إلٌا أفٌ ملبحظات القارئ المستعمؿ كنقده ىي الكفيمة بالارتقاء بيذا  ،الأمثمة
العمؿ كجعمو يبمغ السقؼ الذم يزيؿ الشكائب كيكمٌؿ النكاقص كيدرٌ الفكائد 

 ...
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 تقاريؼ وخصائص عاممّة : الففاا الننيميمّ 

  
 

 

 تمييد  0.1
 

 دراستيا عمى مقبمكف نحف التي الفضاءات إلييا تحتاج ميزة أكلى إفٌ 
 أنٌنا عنؾ يذىب لـ أنٌو شؾٌ  لا .شقاعيمّ  ففاا ببنية متمتمّقة تككف أف ىي

 أنماط مف سبؽ فيما إلييا حاجة في نكف كلـ الجبريٌة الطبيعة ىذه أىممنا
 .(الطبكلكجيٌة كالمتريٌة) الفضاءات

ف ـ انتيجناه كالنسؽ الذم نفس النيج الفضاءات ىذه تقديـ في سنسمؾ
 متريمّة ففااات الننيميمّة الففااات فٌ  لأذلؾ المتريٌة، الفضاءات في قبؿ

ة  .خاصمّ
 سيمحؽ ما كؿٌ  في ،K بػ نرمز إلى أنٌنا نشير ذلؾ، في نبأذ أف كقبؿ

 منيما يكوف المقني سكؼ.  أك العقديٌة ة الحقيقيٌ  الأعداد حقمي لأحد
دا بالطبولوميا   .الاعتياديمّةفي كؿمّ مرمّة، مزومّ

 
 مف السابقيف الجزأيف في صيغ ما ببفٌ  التذكير القكؿ نافمة مف إنٌو
 تسميط الحرص عمى سنتكأٌى فإنٌنا كعميو، .ىنا ىا مقبكلا يظؿٌ  مفاىيـ

  .الأضكاء عمى ما تنفرد بو ىذه الفضاءات مف مزايا
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 الننيـ  1.1
 

 تقريؼ  1.1.1

 تطبيؽ كؿٌ  E عمى ننيـ نصؼ نسمٌي K لعؿ شعاعيٌا فضاء E فليؾ
  E مف   نحك   :يحقٌؽ الشركط الثلبثة التالية 
1ش ]                                ( ) 0x E x    
2ش] , ( ) ( )x E x x        K 

3ش ], ( ) ( ) ( )x E y E x y x y        

x عنصر كؿٌ  مف أجؿ ) نكتبE  مف  )x x ، الزكج كنسمٌي 
 , .E  ّيقاؿ عف .ففاا نصؼ ننيميم كعف التمانسإنٌو شرط  [2ش 

أك المتباينة المثمٌثيٌةمتباينة المثممّثإنٌو شرط  [ 3ش ، .
 

 أمثمة  2.1.1 

 القيمة المطمقة في (1  .تحقٌقاف الشركط أعلبه  كالطكيمة في 

:2التطبيؽ  (2  المعرٌؼ بػ  : 

( , ) ,x y x y   

 .2 نصؼ نظيـ عمى

 الفضاء لنعتبر (3  ,a bR، القابمة الحقيقيٌة الدكاؿ مف المؤلٌؼ 
  عمى1ريمانيٌا كاممةـلؿ ,a b. إفٌ التطبيؽ الحقيقيٌ المعرٌؼ عميو بػ: 

( ) ( )

b

a

f f f t dt   

                                           
1
  Bernhard Riemann : ٌبإيطاليا بسيلبسكا 1866  جكيمية20 بيانكفر كمات في  1826 سبتمبر 17في  كلد.رياضيٌاتيٌ ألماني .

 شكٌؿ ىذا العمؿ فحكل مكضكع رسالة الدكتكراه التي حضرىا تحت إشراؼ. فحص الجكانب اليندسية لدل الدكاؿ ذات متغيٌر عقدمٌ 

 .1851اكص كناقشيا عاـ  ڤ
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 .نصؼ نظيـ
 

  قفية  3.1.1

إذا كاف  , .E ٌفضاء نصؼ نظيميٌ فإف  :
 

1) 0 0  

 

2) ,x y E x y y x      

 

3) ,x y E x y x y     

 

 إثبات
0 لدينا .1طكيمتو  لا تساكم ،K مف عنصرا  ليكف (1 .0 .  

 :يبتي[ 2ش شرط التجانس كبمقتضى
 

0 .0 . 0 .    
 :كمنو 

 0 1 0,   
.، إذف  0 0  

E مف yك x  مف أجؿ كؿٌ  (2  :يككف لدينا 
 

( ) 1 .x y y x y x y x         

 :لنكتب (3

.y y x x y y x x y x x          
 :كمنو

(*    ).y x x y    

 :كبالمثؿ لدينا
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.x x y y x x y y x y y          
: كمنو

(**    ).x y x y   

 

ذا أقرنٌا النتيجتيف   . حصمنا عمى المطمكب(**) ك(*)كا 
             

 تقريؼ  4.1.1

E شعاعيٌ  فضاء عمى ننيما نسمٌي  مف N تطبيؽ كؿٌ ، (K عمى) 
E ك نح ،الثلبثة الشركط عمى علبكة يحقٌؽ( 1ش]، 2ش]، 3ش]) 

 :أعلبه، الشرط الرابع التالي المذككرة

4ش]              ( ) 0 0.N x x     
 

. الفصؿ يقاؿ عف ىذا الشرط إنٌو شرط
) الزكج يسمٌى , )E N  لنصؼ بالنسبة الشبف ىك كما ك. ننيميمّا ففاا  

N فإنٌو يرمز لمنٌظيـ النظيـ،  . كذلؾ. بػ 
 

 أمثمة  5.1.1
 القيمة المطمقة في (1  .نظيماف  كالطكيمة في 

 (2.1.1) المجمكعة مف كالثالث الثاني المثاليف في الكارداف التطبيقاف (2
لدينا ، الأكٌؿ بأصكص[. 4ش يحقٌقاف الشرط لا لأنٌيما ذلؾ نظيميف، ليسا
0 المثاؿ، سبيؿ عمى 1 1 (1,1)   (0,0) أفٌ  مع (1,1). كبأصكص 

f الثاني، نلبحظ أفٌ الدالٌة  : بػاةالمعط 
0 ;

( )
3 ;

a t b
f t

t b

 
 


 

عنصر غير معدكـ مف   ,a bR ٌ0 غير أف ( )f . 
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 : لديناnعمى  عمى غرار المسافات الأساسيٌة
 n الننيمات الأساسيمّة عمى (3

 :كضعنا 1x ،2x ،... ،nx مركٌباتو ،n عنصرا مف x إذا كاف

      .أ 
1

1

n

i

i

x x


 

  .ب 

1

2
2

2
1

n

i

i

x x


 
  
 
 

      .ج 
1
max i

i n
x x

  
 

 

يدعى النظيـ 
2

.، بينما يدعى النظيـ 1 الإقميديمّ  بالنظيـ.


  التقارب بنظيـ
 .المنتنـ

:  المكالي2يمكننا أف نمحؽ بيذه الطائفة نظيـ ىكلدر

.  د
1

1

n pp

ip
i

x x


 
  
 
 ( 1حيث p  ). 

 

 (أ) في الكارديف التطبيقيف أفٌ  مف مباشر، بحساب التبكٌد، السيؿ مف
 (د) بأصكص[ 3ش ] المتباينة المثمٌثية تبياف يتطمٌب نظيماف؛ في حيف (ج)ك
 (بسيط مع تكييؼ) 3م ىكلدر كمينككفسكيمتباينتالمجكء إلى  ((ب) كبالتالي)

[. 2]كتابنا المتيف أكردناىما في 
: كفي ىذا الصدد يمكننا أف نبتي، بالمثؿ، بػ

                                           
1
  Rudolf Otto Sigismund, Lipschitz : ٌأكتكبر 7سبرڤ كمات في ڤبككنيف 1832 جكاف  14كلد في . رياضيٌاتيٌ ألماني 

تمتدٌ مف نظريات الأعداد كدكاؿ بيساؿ كسلبسؿ فكريي كالمعادلات التفاضميٌة العادية كذات  . حقكؿ اىتماماتو شاسعة.  ببكف1903
 .المشتقٌات الجزئيٌة إلى الميكانيكا التحميميٌة كنظرية الكمكف

2
  Otto Ludwig, Hölder :  ٌلو . بميبزيڤ 1937 أكت 29  كمات في بشتكتڤارت1859  ديسمبر 22كلد في . رياضيٌاتيٌ ألماني

 .1884 اكتشؼ المتراجحة الحاضرة، المقترنة باسمو، عاـ. نتائج كثيرة في التحميؿ الدالٌيٌ كالمنطؽ كالبنى الجبريٌة
3
  Hermann Minkowski :  ٌجانفي 12كمات في  (ليتكانيا الحالية)ببلكسكتا  1864 جكاف 22كلد في . رياضيٌاتيٌ ألماني 

 .كاف في زكريخ أحد أساتذة ألبير أنشتايف. تدكر أعمالو حكؿ الفضاءات النظيميٌة الحقيقيٌة ككذا الأشكاؿ التربيعيٌة. افڤكتفڤ ب1909
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 الننيمات الأساسيمّة عمى (4  , ,a b C  

fمف أجؿ كؿٌ عنصر مف     , ,a b C نضع: 

  .أ
1

( )

b

a

f f t dt ؛ 

 .ب 

1

2
2

2
( )

b

a

f f t dt
 

  
 
؛ 

max .ج  ( )
a t b

f f t
  
 

. د
1

b p
p

p

a

f f
 

  
 
  ( 1حيث p   ).

 

 

 الطبولوميا الممحقة بننيـ  2.1
 

 

  عمى فضاء طبكلكجيٌة بنية إضفاء في كيفيٌة حاليا اىتمامنا نحصر
: فإذا ما كضعنا .نظيميٌ 

, ( , ), ( )x y E x y d x y     
d التطبيؽ ىذا أفٌ  التحقٌؽ مف عمينا سيؿ )العلبقة  في الكارد  )مسافة  
. E عمى

 .السابؽ النحك عمى معرٌفة مسافة ننيـ بكؿمّ  نمحؽ أف ممكنا ىكذا يككف
 استنادا أنفسنا، عف سنكفٌر .متريمّا ففاا ننيميمّ  ففاا كؿمّ  يفحى كعميو،
 التي الطبكلكجيٌة المفاىيـ كؿٌ  في جديد مف الأكض عناء ،ؾإلى ذؿ

 الفضاءات إلى طبيعيٌة بصكرة تنقؿ إنٌيا .المتريٌة الفضاءات في صادفناىا
 :نمأٌص كؿٌ ذلؾ في ىذه الػ .النظيميٌة
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 نتيمة  1.2.1
 (!إنٌو فضاء طبكلكجيٌ إذف) .كؿٌ فضاء نظيميٌ فضاء مترمٌ 

 

 الممحقة أم أعلبه، المعرٌفة تمؾ ىي ىنا المعنيٌة المسافة فإفٌ  كبالطبع،
 التعاريؼ بنفس محتفظة تظؿٌ  الآتيٌة المفاىيـ فإفٌ  ىكذا، .فضاءنا نظيـ

  مترمٌ  كفضاء بيا تمتٌع متى نظيميٌ  فضاء كؿٌ  بيا كيتمتٌع كالأصائص
 :مزكٌد بالمسافة الممحقة بنظيمو

 الحافكيٌة، الداأميٌة،) النقاط أنماط الجكارات، المفتكحات، الكرات،
 النظاميٌة، لمفصؿ، القابميٌة الكثافة، الفصؿ، ،(...،الأارجيٌة الملبصقة،
 الترابط كأنماطو، التراص كلكاحقو، الاستمرار التقارب، الناظميٌة،
... إلخ كأصنافو،

 يتكجٌب إذ الشكؿ، في تعديؿ مع المفاىيـ بيذه يؤتى فإنٌو كبالطبع،
فلب ببس أف نعيد كضع بعض منيا . ىنا تكظيؼ النظيـ مكاف المسافة

  :ىا ىي تترل. للبستئناس بيا
 الكرة المفتكحة ( , )B a r ٌفي فضاء نظيمي  , .E :

 ( , ) : .B a r x E a x r    

 مغمقة الكرة اؿ( , )fB a r :
 ( , ) : .fB a r x E a x r    

  نسمٌي جكار عنصرx مف  , .E  كؿٌ جزءV مف Eبحيث : 

 

0: ( , ) .r B x r V   

) بػ xنرمز، كالعادة كعمى مدار الفصكؿ، لعائمة جكارات  )xV .
 x نقطة داأمية لجزء A مف E  ( )A x V  

o بػ Aنرمز لداأمية 

A .إنيا مزا مفتوح .
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 x نقطة ملبصقة لجزء A مف E ( )V x V A     V 

. إنيا مزا مغمؽ. A بػ Aنرمز لملبصقة 
 x نقطة تراكمية لػ A ( )V x cardV A     V 

إنمّيا مزا . A مشتقمّة كنسمٌييا A' التراكميٌة بػ Aنرمز لمجمكعة نقاط 
 .مغمؽ
 x نقطة معزكلة لجزء A   ( )V x V A x    V 
 x نقطة حافكيٌة لجزء A Ex A C A   

) بػ Aنرمز لحافٌة  )r AF .إنمّيا مزا مغمؽ .
 x نقطة أارجية لجزء A مف E 

o

Ex C A  
) بػ Aنرمز لأارجية  )xE A .إنمّيا مزا مفتوح .

 

               ( )xW أساسية لجكاراتةجمؿ  x 

 

( ) ( ) .V x W x W V    V W 
 

  أساس لمطبكلكجيا  ( )i i I i

i I





        

                        ( , )E d  منفصؿ  

 
, ( ), ( ):x y x y

x y
x y E V x W y V W


       V V 

 A  كثيؼ في( , )E d A E  

 ( , )E d قابؿ لمفصؿ E  يحتكم جزءا قابلب لمعدٌ ككثيؼ فيو. 

 ( , )E d ميٌ انظ E  منفصؿ كلكؿٌ نقطة منو جممة أساسيٌة مف 

 .الجكارات المغمقة

 ( , )E d  ٌناظمي E  منفصؿ كلكؿٌ مغمقيف غير متقاطع منو 
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 .جكاراف غير متقاطعيف

 يتمتٌع ( , )E d إذا قبمت فيو كؿٌ نقطة منو جممة بأاصية العدٌ الأكلى 
 .أساسيٌة قابمة لمعدٌ مف الجكارات

 يتمتٌع ( , )E d  بأاصية العدٌ الثانية إذا تمتٌعت طبكلكجياه ببساس
 .قابؿ لمعدٌ 

 

 في بيا تتمتٌع تكف لـ مميٌزة أصائص نظيميٌ، فضاء في إفٌ لمكرات،
(. مف الجزء الثاني (2.2.1) مف 3راجع المثاؿ ) الفضاءات المتريٌة العامٌة

 :كبعبارة أكضح لدينا
 

 قفية  2.2.1
0عدد  كؿٌ  أجؿ مف r  ٌعنصر ككؿ a نظيميٌ  فضاء مف  , .E 

 :لدينا
1) 

o

( , ) ( , )fB a r B a r 

 

2) ( , ) ( , )fB a r B a r 

3)    ( , ) ( , ) ( , )r f rS a r B a r B a r F F 
 

 إثبات
 :لدينا تعريفا (1

( , ) ( , ).fB a r B a r 
) كلمٌا كانت , )B a r  ٌمفتكحة أمكف الحصكؿ عمى أف: 

 


o

( , ) ( , ).fB a r B a r 
 : العكسيٌ نقكـ بما يميالاحتكاءلمحصكؿ عمى 
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 مف xمف أجؿ كؿٌ عنصر
o

( , )fB a r  0يكجد عدد   بحيث: 
( , ) ( , ).fB x B a r  

aمساكيا x إذا كاف ذا كاف  !فالأمر كاضح    اعتبرنا ،a يأتمؼ عف x كا 
 :المعرٌؼ بػ zالعنصر

( ).z x x a
x a


  


 

z يككف لدينا عندئذ x    ٌكىك ما يؤدٌم إلى أف: 
 

.( , ) ( , )f fz B x B a r   
 :نلبحظ أفٌ  كمف جية أأرل،

1
( ).

1

x a z a

x a

  





 

 :كمنو

1
;

1

x a z a z a r

x a

 
 
      

 


  

 

 

) عنصر مف x أم أفٌ  , )B a r، كىك مطمكبنا. 

 :لدينا بطبيعة الحاؿ .نتبٌع نفس الطريقة التي اعتمدناىا سابقا (2

( , ) ( , ),fB a r B a r 
) فٌ لأذلؾ ) , )fB a r ) مغمؽ يحكم  , )B a r)، كاف إذا . العكسيٌ الاحتكاء لنبيٌف 

x مف عنصرا ( , )fB a r  ككافr a x   ٌفإف x مف يضحى عنصرا 
( , )B a r .
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r لنفترض حاليا أفٌ  a x  ٌكلنبيٌف أف  x ) ينتمي إلى  , )B a r .يكفي 
) أف نثبت أفٌ التقاطع بغية ذلؾ , ) ( , )fB a r B x  كؿٌ  أجؿ غير أاؿ، مف 

0بحيث   عدد r  . ليكف العنصرy المعرٌؼ بػ: 
1 ,y a x

r r

  
   

 
 

: يبتي عندئذ
.y x a x

r


     

) عنصرا مف y ممٌا يجعؿ , )fB x . كلدينا أيضا :
 

1 .y a x a r r
r

 
       

 
 

 

) مف y ممٌا يجعؿ , )B a r ٌنستأمص في الأأير أف  y ينتمي إلى :
( , ) ( , )fB x B a r  

 :لدينا استنادا إلى ما سبؽ (3

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),r E f EB a r B a r C B a r B a r C B a r S a r    F 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).r f f E f f EB a r B a r C B a r B a r C B a r S a r    F 

 

 قفية  3.2.1
 .النظيـ تطبيؽ مستمرٌ بانتظاـ

 

 إثبات
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 تطبيؽ النظيـ يظير أفٌ  (3.1.1)مف القضية   (3) الجزء فإفٌ  كبالفعؿ،
 .1 نسبتو 1ليبشيتزمٌ 

 

 تقريؼ  4.2.1
 نقكؿ عف . نظيميف عميو2N ك1Nك K نظيميٌا عمى فضاء E ليكف

1N 2كN عمى تكافبت إذا متكافئاف إنٌيما E المكلٌدتاف الطبكلكجيٌتاف 
. تيمابكاسط
 

 :كفي ىذا السياؽ لدينا
 

 قفية  5.2.1
 فإنٌيما E شعاعيٌ  فضاء عمى معرٌفيف نظيميف 2Nك 1N كاف إذا
 بحيث ك  متكافئيف إذا كفقط إذا كجد عدداف مكجباف يككناف  ك :

1 2 1( ) ( ) ( ).x E N x N x N x     
 
 
 
 
 
 
 

 

                                           
1  Rudolf Otto Sigismund, Lipschitz : ٌأكتكبر 7سبرڤ كمات في ڤبككنيف 1832 جكاف  14كلد في . رياضيٌاتيٌ ألماني 

تمتدٌ مف نظريات الأعداد كدكاؿ بيساؿ كسلبسؿ فكريي كالمعادلات التفاضميٌة العادية كذات  . حقكؿ اىتماماتو شاسعة.  ببكف1903
 .المشتقٌات الجزئيٌة إلى الميكانيكا التحميميٌة كنظرية الكمكف
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 إثبات

 فيا المفيكـ ىذ تناكؿ سبؽ أنٌو إلى بالإشارة ىذا الإثبات لنستيؿٌ 
التكافؤ الطبكلكجيٌ كالتكافؤ المترمٌ  كقتئذ، ميزّنا .المتريٌة الفضاءات

الأمر ىنا ألبؼ ذلؾ؛ . لممسافات، مكضٌحيف استمزاـ الأكٌؿ لمثاني
. فالمفيوماف متطابقاف

 :لزكـ الشرط
 E يزكٌداف إنٌيما. E نظيماف متكافئاف عمى 2Nك 1N لنفترض أفٌ 
: كاستنادا إلى ذلؾ يككف التطبيؽ المطابؽ .بطبكلكجيا كاحدة

1 2: ( , ) ( , )Eid E N E N 
: يمكف أف نكتب عندئذ .(كىك بطبيعة الحاؿ تشاكؿ جبرمٌ ) مستشاكلب

1 20 0/ , : ( ) ( ) .x E a E N x a N x a                
 

ذا لاحظنا أفٌ  1كا 

1( )

x a
N

N x a

 
   

 
 : حصمنا عمى

1

1

,
( )

x a
N

N x a

 
   

 
 

 :أم
2 1( ) ( ).N x a N x a


  


 

 يكفي، الآف، أأذ

 


 .المطمكبة العلبقة الأيمف مف الشطر عمى لمحصكؿ 

 العكسيٌ  التطبيؽ استمرار بالمثؿ، نترجـ الأيسر الشطر عمى لمحصكؿ
1 !( ذاتو المطابؽ التطبيؽ كىك)

2 1: ( , ) ( , )Eid E N E N  ؾ ذؿ في كنتبٌع
0 مكجب يكجد عندئذ عدد .الطرح السابؽ نفسو    :بحيث  

1 2

1
, ( ) ( ),x a E N x a N x a    


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 .كىك ما ينيي لزكـ الشرط
 :كفاية الشرط

)1لنرمز بػ  , )B a r المتمركزة عند المفتكحة لمكرة a القطر كذات نصؼ 
r 1في( , )E N 2 كبػ   ( ', ')B a r المركز ذات المفتكحة لمكرة 'a  كنصؼ  

)2 في r' القطر , )E N . تفيد كجدناىا المذككرة العلبقة في قميلب تمعنٌا إذا 
 . كبالعكس2N لػ بالنسبة مفتكحة كرة تحكم 1N لػ بالنسبة مفتكحة كرة كؿٌ  أفٌ 

 :كبصفة أكضح لدينا
 

1 2 1, 0 , ( , ) , ;
r r

a E r B a B a r B a
   

        
   

 
 

 بالنسبة لػ  يككف مفتكحا1N كؿٌ مفتكح بالنسبة لػ كىك ما يؤدٌم إلى أفٌ 
2Nكبالعكس؛ أم أفٌ الطبكلكجيٌتيف الممحقتيف بالنظيميف متكافئتاف . 
 

 نتيمتاف  6.2.1
 يمزـ كيكفي ،E  متكافئيف عمى فضاء2Nك 1N يككف نظيماف لكي (1
1 المقدار يككف أف

2

( )

( )

N x

N x
2كأ) 

1

( )

( )

N x

N x
 أجؿ مف) تماما مكجبة ببعداد امحدكد (

x غير معدكـ). 

 .متكافئة n عمىالثلبثة النظيمات الأساسيٌة  (2
 

 إثبات

 العلبقة صكغ إعادة مف مباشرة مستكحاة النتيجة فإفٌ  كبالفعؿ، (1
 إلى تعزل فإنٌيا الثانيٌة النتيجة بأصكص أمٌا .أعلبه القضية في الكاردة

 : التاليتيف(كضٌحيما) الكاضحتيف العلبقتيف
:  لديناn مف x مف أجؿ كؿٌ 
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2 1 2
,x x n x  

 

1
.x x n x

 
  

 

 المعرٌفة الثلبثة الأساسيٌة النظيمات أفٌ  إلى المضمار ىذا في لنشر
 عمى  , ,a b Cيمكف أف ! إنٌيا ليست متكافئة  لا تتمتٌع بيذه الأاصيٌة؛ 

 سبقت أمر كىك المرافقة الأساسيٌة تكافؤ المسافات بعدـ ذلؾ عمى نستدؿٌ 
 لترسيخ  فإنٌنا نسكؽ ىذيف المثاليف،كمع ذلؾ .الفضاءات المتريٌة في رؤيتو

دراكو إدراكا تامٌا  .ىذا المفيكـ كا 
 

 مثالاف  7.2.1
 الشعاعيٌ  الفضاء نزكٌد (1  , ,a b EC الأساسيٌيف بالنظيميف 

1
. ك.


)  كنعتبر فيو المتتالية )n nfالمعرٌفة بػ  :

1
1 ; 0 ,

( )
1

0 ; 1.
n

nt t
n

f t

t
n


  

 
  


 

: يككف لدينا عندئذ
*

1

1
, 1.

2
n nn f f

n 
    

 أفٌ  نستأمص
1

. ك.


 النسبة فٌ  لأذلؾ متكافئيف، ليسا 
1

2
n

n

f
n

f

 ليست 

. محدكدة
ف ليؾ (2  1 0,1 , EC الدكاؿ مف المؤلٌؼ الشعاعيٌ  الفضاء 

 :نضع ( للبشتقاؽ باستمرارالقابمة الحقيقيٌة
 1 : (1) 0 .E f E f   
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 مف مغمؽ جزئيٌ  شعاعيٌ  فضاء ببنية يتمتٌع الذم) 1E نزكٌد  , .E


 .

f مف أجؿ كؿٌ  .بالنظيميف التالييف !(كضٌح ذلؾ :  نضع1E مف 
 

   
1

0,1 0,1

sup ( ) sup '( ) ;
x x

f f x f x
 

   

 

 
 

2
0,1

sup '( ) .
x

f f x


 

: لدينا إنشاء .1E لنتبكٌد مف أفٌ النظيميف متكافئاف عمى
2 1

; (*)f f                   

f كبتطبيؽ مبرىنة التزايدات المنتيية عمى في ( 1E مف)  ,1xنحصؿ  
: عمى

(1) ( ) (1 ) '( ),f f x x f c   
 

0حيث  1x c   .0 كلمٌا كاف (1)f كجدنا: 
( 1) '( ) ( ).x f c f x  

: كمنو
( ) 1 '( ) '( ) ,f x x f c f c   

: كبالتالي

0 1 0 1

sup ( ) sup '( ) .
x x

f x f x
   

 
 :يترتٌب عف ىذا أفٌ 

1 2
2 . (**)f f 

 

ذا أقرنٌا النتيجتيف (*) كا  . حصمنا عمى المطمكب (**)ك 
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  ففااات المداا الننيميمّة  3.1
 الففااات الننيميمّة المزئيمّة   

 

 

 تقريؼ  1.3.1
 لتكف 

1
, .i i i m

E
 

 كاحد حقؿ عمى مف فضاءات نظيميٌة منتييٌة عائمة 
K كلنضع :

1 2

1

... .
m

i m

i

E E E E E


     

 الجمع: التقميديٌتيف بالعمميٌتيف زكٌد ما إذا) K شعاعيٌ عمى فضاء نٌوإ
 تماما كما عرٌفنا أساسيٌة، نظيمات E نعرٌؼ عمى، (سمميٌ  في كالضرب
 نضع، ببف قبؿ؛ كذلؾ مف المترمٌ  الجداء فضاء عمى الأساسيٌة المسافات

)1أجؿ كؿٌ  مف )i i mx x  مف  E: 
1

22

1 2 1
1 1

; ; max
m m

i i ii i ii m
i i

x x x x x x
  

 

 
   

 
  

 .E مف السيؿ التبكٌد مف أفٌ ىذه الأنماط تعرٌؼ نظيمات متكافئة عمى
 

 مبرىنة  2.3.1
E ليكف : يككف عندئذ التطبيقاف K فضاء نظيميٌا عمى 

f:                (أ E E E      

     ( , ) ( , )x y f x y x y  

g:       (ب E E K        

          ( , ) ( , ) .x g x x    

. مستمرٌيف
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 إثبات
0ك E  مف0y ك0xليكف  ( أ  . إذا كاف x  yك 

E مف : بحيث 
0 ,

2
x x


   

0 ,
2

y y


  
 :كاف لدينا

,0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )x y x y x x y y x x y y             
 

f أفٌ  عمى يدؿٌ  ممٌا E عمى بانتظاـ مستمرٌ   Eالأساسيٌ  بالنظيـ  المزكٌد 
1

. . 
E  مف0xليكف  ( ب K  مف0ك  0ك    كلنضع: 

 

0 0

0 inf 1, .
1 x

 
        

 

x إذا كاف E مف  K مف ك  : بحيث 
0   0كx x   

 :فإنٌو يككف لدينا عندئذ
 

 0 0 0 0 0 0 0 0( )( ) ( ) ( )x x x x x x x         

 0 0 0 0 0 0x x x x x        

     2

0 0 0 01 .x x           
 

 ممحونة  3.3.1
 أجمو مف ككفتشعاعيٌ  أفٌ كؿٌ فضاء المبرىنة لنشير إلى ىذه تستكقفنا

 .طبولوميمّا شقاعيمّا ففاا يدعى يفتمستمرٌ  أعلبه افتالمذككر افتالداؿٌ 
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 مزكٌد شعاعيٌ  فضاء كؿٌ  طبكلكجيٌا شعاعيٌا فضاء بعبارة أأرل، كنسمٌي،
 كبالطبع،. المبرىنة في الكارديف قانكني التركيب مع منسجمة بطبكلكجيا

 الطبكلكجيٌة، الشعاعيٌة الفضاءات مف أاصٌا نمطا النظيميٌة الفضاءات تشكٌؿ
 .كتؤلٌؼ ىذه الأأيرة تكسيعا ىامٌا ليا

 

 تقريؼ  4.3.1

  كؿٌ فضاء شعاعيٌ ففاا ننيميمّا مزئيمّانسمٌي , فضاء نظيميٌا E ليكف
 .يككف مزكٌدا بطبكلكجيا الأثر E مف A جزئيٌ 

 جزئيٌا نظيميٌا فضاء A الجزئيٌ  الشعاعيٌ  الفضاء يككف أأرل، كبعبارة
 يعرٌؼ المقصكر ىذا فإفٌ  كبالطبع، .عميو E نظيـ بمقصكر زكٌد ما إذا

 .A نظيما عمى
 

 قفية  5.3.1
 . كذلؾH غدت ملبصقتو E فضاء نظيميٌا جزئيٌا مف H إذا كاف

 

 إثبات
 x إذا كافعلبكة عمى ذلؾ، . Hلاحتكائيا  غير أالية H الملبصقة

) فإنٌو تكجد متتاليتاف H عنصريف مف yك )n nx ك( )n nyمف  H بحيث: 
,1 10 / : nn n n n x x             

2 20 / : .nn n n n y y            
ذا كاف K مف ك  كا  1 كاأترنا  2 3max( , )n n nأمكننا أف نكتب : 

 

3 ( ) ( ) ( ) ( )n n n nn n x y x y x x y y            

 .n nx x y y           

 :إذف
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lim ,n n
n

x y x y


     
: كبالتالي

.x y H   
 

 نتيمة  6.3.1
 أك كثيؼ مغمؽ E مف فضاء نظيميٌ  H (فكمستكم) مصعٌد كؿٌ مستك

 .E في
 

 إثبات
. Eك H ىما H المذاف يحكياف الجزئيٌاف الشعاعيٌاف فالفضاءاف كفعلب،

H إمٌا حينئذ لدينا ينتج فإنٌو H يحكم جزئيٌا فضاء Hكاف  كلمٌا H مٌا  كا 
E H. 

 

 تقريؼ  7.3.1

 الشعاعيٌ  الفضاء H كليكف E نظيميٌ  فضاء مف جزءا A ليكف
A نقكؿ عف. A بكاسطة المكلٌد Hإذا كاف E  فيكممّيمّ إنٌو   . E في كثيفا  

 :إذا تكفٌر ىذا الشرط E كميٌا في A كبعبارة أأرل، يككف
) مف V فإفٌ كؿٌ جكار E عنصرا مف x إذا كاف )xV عبارة يض ٌـ 

H نرمز لًػ .A أطيٌة مف عناصر مف   بػً  A. 
 

 مثاؿ  8.3.1
  مف(4.3.4 )1مبرىنة فيرشتراس انظر) سابقا شاىدنا لقد 2 )أنٌو إذا 

اعتبرنا الفضاء  0,1 , EC  :ككضعنا المنتظـ مزكٌدا بنظيـ التقارب  
                                           

7. Karl Theodor Weierstrass  : ٌ1897 فيفرم 19  ببستنفيمد كمات في 1815  أكتكبر 31في   كلد.رياضيٌاتيٌ ألماني 
يذكر لو التاريخ أنٌو عارض زميمو كصديقو كركنيكر حكؿ . مف ضمف أعمالو الرياضيٌاتيٌة نظرية الدكاؿ الآبميٌة كالتحميميٌة. ببرليف

. اكتشافات كانتكر المثيرة
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 21, , ,..., ,... ,nA x x x 
Aحصمنا عمى أفٌ   أم أفٌ  ،E كمٌيٌ في   E A .

 

 القسمة حاصؿ فضاءات تعريؼ إلىلمقطع  ااىذ أتاـ في نعمد
 .النظيميٌة
ليكف , .E ك نظيميٌا فضاءF أفٌ  نفترض .منو جزئيٌا شعاعيٌا فضاء 

F مغمؽ كنعرٌؼ عمى E علبقة التكافؤ Rالتالية : 
x y x y F  R 

E/ نرمز بػً Fالقسمة الناتج كبػً  حاصؿ لفضاء s ٌلمغمر القانكني  :
 

: /

( ) ,

s E E F

x s x x





 

x بصفو التكافئيٌ E مف xالذم يربط كؿ عنصر 
 .بعد ىذا نضع : 

 

 قفية  9.3.1
 :إفٌ التطبيؽ المعرٌؼ بػً 

 
: /

inf : ,

s E F

x N x x y y x
  



 
   

 




 

E/ نظيـ عمى F. 
 

 إثبات
0[ : 1ش ] x



كاضح إنشاء ،. 

0.مف السيؿ التبكٌد مف أفٌ : [ 2ش ] 0


 

x كK  مفكالآف، إذا كاف 
 مف /E Fأمكننا أف نضع : 
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   inf / inf / .x x y y x y y x F   
 

   
      

  

 

zبحيث يككف  E مف zليكف  x عنصرا مف F.  ٌيبتي مف ىذا أف: 
,z x E   

.x z z  


  

 :كمنو
  inf : . (*)x z z x F x 
 

    

 z كK* مف  نعتبر (لممساكاة الضامنة) المتباينة الثانية عمى لمحصكؿ
z بحيث يككف Eمف  x منتميٌا إلى F . ٌيبتي عمى التك: 

1
.z x F



 
  

 :كمنو
1

.x z z 




  

 :كعميو

  inf : . (**)x z z x F x  


     

 

. نحصؿ عمى المساكاة المطمكبة (**)ك (*) النتيجتيف بتكبكإك
xمف أجؿ :  [ 3ش ]

ك y
 مف /E Fلدينا  :

  inf : ( ) .x y x y z z x y F


 

       

t بحيث يككف E مف u كtمف أجؿ كؿٌ  xك u yمف  Fيبتي  :
( )t u x y F    

.t u t u   
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 :كمنو
  inf : ( ) .x y z z x y F t u t u



         

 :كعميو
    inf : inf : ;x y t t x F u u y F x y


 

         

[ 3ش]ك  [1ش] الشرطيف في لاحظ أنٌنا) .المثمٌثيٌة المتباينة إثبات يأتـ كىك ما
 فإف المكالي، الفصؿ في ذلؾ سنبيٌف .أطيٌا s القانكنيٌ  الغمر بككف استعنٌا

 (!استعجمت فاسبؽ

: لدينا :[ 4ش ]
 

 

0 inf : 0

0 :

x y y x F

y E y x F y 



    

        

 

 
 0 : ( )

0.

y x F x x y

x F x F x

 

 

        

     

 

 

 قفية  10.3.1
)إفٌ الغمر القانكنيٌ  )x s x x



 مستمرٌ بانتظاـ عمى E. 
 

 إثبات
 مف أجؿ كؿٌ عنصريف. نزكٌد، بطبيعة الحاؿ، بالنظيـ المعرٌؼ أعلبه

x كy مف Eلدينا : 
  ( ) ( ) inf : ( ) .s x s y x y x y z z x y F


 

         

zنلبحظ أنٌو لك أأذنا  x y لكجدنا  :
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( ) 0 ,x y x y F     
 :كعميو، يبتي

.x y x y
 

   

. إذف، فيك مستمرٌ بانتظاـ. 1 ليبشيتزمٌ نسبتو sكىك ما يعني أفٌ 
 :تطبيؽ مفتكح تمكٌنٌا مف كضع ىذه الػ s أفٌ  (10.3.1) إذا أضفنا إلى

 

 قفية  11.3.1
 القسمةحاصؿ  كطبكلكجيا أعلبه المعرٌؼ بالنظيـ الممحقة الطبكلكجيا إفٌ 
E/ عمى المعرٌفة Fمتطابقتاف . 

 

 إثبات
 . لمطبكلكجيا الثانية لمطبكلكجيا الأكلى كبػً لنرمز بػً 

)1 أضحى  عنصرا مف إذا كاف  )s  في مفتكحا E (تعريفا). 
)1 كاف كلمٌا )s  لًػ مفتكحا بالنسبة صار ،  1( )s s   مف عنصرا 
.  ٌنستأمص أف   .

 إلى أفٌ  يؤدٌم s استمرار إفٌ .  مف عنصرا  حاليا، ليكف
1( )s  

: إذف. (تعريفا)   ينتمي إلىكعميو، فإفٌ . Eفي  مفتكح
 

  

 

 

 

 

 1ففااات بناخ  4.1
                                           

8. Stefan Banach  : ٌناقش رسالة .  بمفكؼ1945 أكت 31  بكراككؼ كمات في1892 مارس 30كلد في . رياضيٌاتيٌ بكلكني
.  بكضع مسمٌمات ما يعرؼ الآف بفضاءات بناخ1920قاـ عاـ . الدكتكراه حكؿ نظرية القياس
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 تقريؼ  1.4.1
E نظيميٌ  فضاء عف نقكؿ  1ككشيٌة متتالية كؿٌ  كانت إذا بناخيمّ  إنٌو 

ٌـ كفضاء مترمٌ مزكٌد بالمسافة المرفقة بالنظيـ نوـ  .متقاربة، أم أنٌو تا
 

لعؿٌ مف الميٌـ أف نشير ىنا إلى أف مفيكـ الفضاء النظيميٌ التاـ قد 
، باستقلبؿ أحدىما عف 2مف قبؿ بناخ كفينر 1922 أدأؿ في حدكد عاـ

. الآأر
 

 نتيمة  2.4.1
. 3بناأيٌ بيرمٌ  كؿٌ فضاء

 .كفعلب، إنٌو فضاء مترمٌ تا ٌـ
 

 أمثمة  3.4.1
1)  , . ك , .بناأيٌاف . 

2)    , , , .a b


C  ٌبناأي. 

3)    1
, , , .a b C  .ليس بناأيٌا  

 

 يأتمؼ إثباتيا عمٌا أكتي بو في الفضاءات إفٌ ىذه الأمثمة كاضحة، لا
 .المتريٌة في نفس المضمار

                                           
 

9. Augustin Louis Cauchy   : ٌبصك1857 مام 23  بباريس كمات في 9178 أكت 12كلد في . رياضيٌاتيٌ فرنسي  .
 بحثا في مكاضيع متنكٌعة في الرياضيات 800تنطكم أعمالو العمميٌة عمى أزيد مف . يعتبر الرياضيٌاتيٌ الفرنسيٌ الأغزر إنتاجا

. لو باع طكيؿ في تبسيس التحميؿ الحديث. كالفيزياء
10. Norbert Wiener  : ٌكاف .  بستكيكلـ1964مارس  18  بككلكمبيا كمات في1894 نكفمبر 26كلد في . رياضيٌاتيٌ أمريكي

 .باحثا في الرياضيٌات التطبيقيٌة كلو مساىمة مشيكدة في الكيركتقنية كجمؿ المراقبة

11. René Baire :  ٌيعدٌ، إلى جانب .  بشامبيرم1932 جكيمية 5 بباريس كمات في 1874 جانفي 21كلد في . رياضيٌاتيٌ فرنسي
 .إميؿ بكريؿ كىنرم لكبيؽ، أحد عمماء مطمع القرف العشريف الفرنسيٌيف الذيف أثٌرت أفكارىـ الجديدة عمى تطكٌر التحميؿ
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 نظيميٌا فضاء الحاؿ، بطبيعة يقدٌـ، نجده .الأأير المثاؿ لنتكقٌؼ عند
 تا ٌـ غير أنٌو لتبييف سقناه الذم المضاد فمك عدنا إلى المثاؿ .بناأيٌ  غير

 .تامٌا النياية ىك الذم حرـ الفضاء مف أف يككف استمرار عدـ أفٌ  لاتٌضح
،  كجزء E بػً كيتمتٌع بناأيٌا يككف E مف أكسع فضاء إنشاء ىنا نعتزـ

 .غير أنٌنا نستغني عف طمب الاستمرار مف عناصره كثيؼ فيو؛
 .ىذا تفصيؿ كتكسيع لمفكرة

 لتكف (4  1 ,a b EL العدديٌة الدكاؿ مف المؤلٌفة المجمكعة 

 المعرٌفة عمى المجاؿ (أك العقديٌة الحقيقيٌة) ,a bمف   كالقابمة لممكاممة  
 ما إذا شعاعيٌ  فضاء E التبكٌد مف أفٌ  مف السيؿ .ڤلكبي مفيكـ مطمقا
 E مف f كؿٌ عنصر أجؿ مف التقميديٌتيف التركيبيٌتيف بالعمميٌتيف زكٌدت

 :نضع

1
( ) . ( )

b

a

f f t dt      

ف  إنٌيا،.E نظيما عمى تعرٌؼ لا العبارة ىذه إفٌ   الثلبثة الشركط حقٌقت كا 
 .[4ش ]الرابع الشرط عمى تتكفٌر لا ،[(3ش]ك[ 2ش]ك[ 1ش]) الأكلى

 يمكف حدكث كبالضبط،
1

0 f0  دكف أف يقتضي ذلؾ f. إفٌ العلبقة 
1

0 f الدالٌة أفٌ  تفيد f ما يعني، كىكت؛ كاف حيثما تقريباة مقدوـ 
 .قياسيا مقدوـ f نعدـ فيياتأفٌ المجمكعة التي لا  أكضح، بعبارة

 :، نسمؾ ىذا المنيج(*)  نظيـ مف ألبؿ العلبقةلىكذا، كلمحصكؿ عؿ
E نعرٌؼ عمى R علبقة التكافؤ   :التالية  

0f g f g  R "( تقريبا حيثما كاف    )"  
 بػ كنرمز  1 ,L a b الفضاء القسمة الشعاعيٌ الناتج، أم حاصؿ لفضاء 

. R الشعاعيٌ المؤلٌؼ مف صفكؼ التكافؤ المترتبٌة عف العلبقة



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   37 

.إذا كاف 

fأم أنٌو عنصر مف)  صفٌا تكافئيٌا   1 ,L a b )فإنٌنا نضع: 
. .

1

( ) ; ,

b

a

f f t dt f f  

 عمى نظيما تعرٌؼ عبارة كىي  1 ,L a b. فإفٌ  ذلؾ، مف كأكثر   1 ,L a b 
(. نسمٌـ بو) يضحى بو بناأيٌا

 نعرٌؼ بالمثؿ الفضاء (5  2 ,L a b. 

ذلؾ، الفضاء الشعاعيٌ  سبيؿ نعتبر، في  2 ,a b EL المؤلٌؼ مف 
2المربٌعات  ذات (العقديٌة أك) الحقيقيٌة f الدكاؿ

f فإذا .لممكاممة القابمة 
 :كضعنا

2

2
( ) ,

b

a

f f t dt  

 إلى كذلؾ، ىنا نمجب، .نظيـ عمى نفسو، السابؽ كلمسبب نحصؿ، لا فإنٌنا
 القسمة حاصؿ فضاء اعتبار     2 2, , /L a b a bL R. فضاء إنٌو 

ذا ما زكٌد بالنظيـ. (تبكٌد مف ذلؾ)شعاعيٌ   :كا 

 
. .

2

2

( ) ;

b

a

f f t dt f f  

 .أصبح فضاء بناأيٌا
 الفضاءات إنشاء كبالكيفيٌة ذاتيا، يمكننا  ,pL a b 1 حيث p   .

 مف pمف أجؿ كؿٌ  نعتبر،ؼ 1,الفضاء    ,p a bL المشكٌؿ 
pأجميا  مف  التي يككفfالعناصر مف

f ذا .قابلب لممكاممة  أدرجنا ما كا 
  القسمة المرمكز حاصؿالسابقة حصمنا عمى فضاء R عميو علبقة التكافؤ

 لو بػً  ,pL a bكالذم يحظى بالنظيـ : 
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 
. .

( ) ; .

b
p

p a

f f t dt f f  
 

كبالطبع، فإفٌ الفضاء النظيميٌ   ,pL a b ٌبناأي . 
ذا دائما، السياؽ ىذا في  إطارىا في عرٌفنام الت الشركط راعينا كا 
 :القسمة النظيميٌ فإنٌو يمكننا الحصكؿ عمى ىذه الػ حاصؿ فضاء 

 

 قفية  4.4.1
E/ بناأيٌا غدا Eإذا كاف  Fكذلؾ . 

 

 إثبات
 لتكف

n

n

y
 

 
 
E/ مف ككشيٌة متتاليٌة  F . ً(0)كلنرمز بػ لأصغر 

 :عدد طبيعيٌ يسمح بالكتابة
1

(0) .
2

n mn m y y
 

     

 :بمكجبو كيتحقٌؽ (0)يفكؽ طبيعيٌ  عدد لأصغر (1)بػً بالمثؿ، كلنرمز
 
 

بالإستمرار في ىذه العمميٌة، نتمكٌف شيئا فشيئا، مف إنشاء متتالية متزايدة
 ( )

k
k  فيبحيث : 

1

1
, , ( ).

2
n m k

y y n m k
 


    

 

)كبالأصكص، كنظرا لككف  1) ( )k k  ، الحصكؿ عمى يمكف: 
 

( 1) ( ) 1

1
, (*)

2
k k k

y y 

 

 
  
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)نشرع حاليا في إنشاء متتالية  )nx (بالتدريج)  فيEتحقٌؽ  : 

  عنصرا مفkx يككف k  دليؿ طبيعيٌ مف أجؿ كؿٌ 
( )k

y

ك : 

 

1 1

1
.

2
k k k

x x 
  

 

  مف0xلنبأذ 
(0)

y

 .0 كلنفترض أنٌنا أنشبنا ىكذا، العناصرx،1x،...، 

kx.  تبيٌف كجكد عنصريف(*)إذا استندنا إلى العلبقة ، xفي  ( 1)k
y



 ك'x 

 في
( )k

y

بحيث  :

1

1
' .

2k
x x


  

 مف kxكلمٌا كاف 
( )k

y

أضحى العنصر  'kz x x منتميٌا إلى  Fذا  ؛ كا 
1kxكضعنا  x z  حصمنا عمى : 

1 1

1
' ' .

2
k k k k k

x x x x x x x x 
        

 

) المتتالية أفٌ  النتيجة ىذه عف يترتٌب )n nx في  ككشيٌةEتتمتٌع إنٌيا.  التا ٌـ  

  بانتظاـ مستمرٌا s الغمر القانكنيٌ  كاف كلمٌا. بػً  ليا نرمز بنياية إذف،

 عمى كجب
( )k

y

 
 
 

)نحك   أف تتقارب )s   في/E F .ىذا مف نستأمص  

 تالية الككشيٌةتأفٌ لمـ
n

n

y
 

 
 

 .إفٌ ذلؾ كفيؿ بجعميا متقاربة. ملبصقة  قيمة

 

 

 بقادالأ المنتييةالففااات الننيميمّة   5.1
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 أفٌ الأصائص ألبلو مف سنبيٌف .بمكاف الأىميٌة مفمقطع اؿ اىذ إفٌ 

 كبعبارة .nK أصائص مع تتطابؽ n منتو بعد ذم فضاء لكؿٌ  الطبكلكجيٌة
 كؿٌ  في K نعتبر .(ومبريمّا طبولوميمّا) مستشاكلاف الإثنيف أفمّ سنبيٌف  أدؽٌ،
)1 القانكنيٌ  ببساسو متمتٌعا سيمحؽ ما )i i ne    :، حيث 

 

(0,...,0,1,0,...,0),i

i

e


 

 :نضع في البداية ..1 الأساسيٌ  بالنظيـ كمزكٌدا
 

 قفية  1.5.1
 .مستمرٌ بانتظاـ nK عمى N كؿٌ نظيـ

 

 إثبات

N ليكف )1 كؿٌ عنصر مف أجؿ .nK نظيما عمى  )i i nx x  مف  nK 
 :نكتب يمكف أف

1 1

( ) ( ),
n n

i i i i

i i

N x N x e x N e
 

 
  

 
  

كبكضع 
1

sup ( )i
i n

N e M
 

نحصؿ عمى : 
 

1
( ) .N x M x 

 

x ىكذا، كمف أجؿ  :nK مف نكتب yك 

 

1
( ) ( ) ( )N x N y N x y M x y     

 

  مستمرٌ   إذف، فيك.K نسبتو تزمٌ مليبش تطبيؽ N أفٌ  عمى يدؿٌ  ما كىك

 .بانتظاـ

: كىي .نبتي حاليا إلى تبياف النتيجة الأساسيٌة التي أعمنٌا عنيا
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 مبرىنة  2.5.1
) فضاء نظيميٌ  كؿٌ  , )E N ذم بعد منتو n  .nK مع بانتظاـ مستشاكؿ 

 

 إثبات
)1 بػً لنرمز )i i n  النظيميٌ  الفضاء بو يتمتٌع الذم القانكنيٌ  للؤساس 

E .عنصر كؿٌ  نكتب أف ذلؾ عند يمكف x  مف E  تحت الشكؿ

1

n

i i

i

x


   ، 1حيث( )i i n عنصر مف  nK .يكفينا، بعد ىذا، أف نبيٌف 

: التطبيؽ أفٌ  nE K ًالمعرٌؼ بػ: 
1 2( , ,..., )nx    

 بذلؾ نقكـ .بانتظاـ كمستشاكؿ جبرمٌ  تشاكؿ أنٌو أم المطمكب؛ يؤدٌم
 :كعمى مدل المراحؿ التالية بالتدريج
) النظيميٌ  الفضاء. أ , )E N ك 1 البعد ذكK جبريٌا متشاكلبف 

 .بانتظاـ كمستشاكلبف
f: كبالفعؿ، فإفٌ التطبيؽ E K المعطى بػ: 

( ) ( )x f x f      
 .كىك مستمرٌ بانتظاـ أيضا .يحقٌؽ شركطنا؛ ذلؾ أنٌو كاضح الأطيٌة كتقابؿ

xفإذا كاف  ك ' y  كتبنا  :
1

( ) ( ) ' ( )
( )

f x f y N x y
N

     


 

 نسبتو ليبشيتزمٌ  f أم أفٌ 
1

( )N 
1fأفٌ  يمكف بالمثؿ أف نرل .   المعرٌؼ

 :بػً
1( ) ,f     

) ليبشيتزمٌ نسبتو )N .إنٌو مستمرٌ بانتظاـ . 
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 نفترض أفٌ النتيجة السابقة صحيحة مف أجؿ كؿٌ فضاء ذم بعد .ب
1nمنتو  أجؿ ذلؾ مف .n ذم البعد في الفضاء كذلؾ تظؿٌ  كلنبيٌف أنٌيا  

: إلى نحتاج
1 مف أجؿ كؿٌ  (1 i،2،...،n نعرٌؼ التطبيؽ :ig E K  :ػبً  

1

( )
n

j j i i

j

x g x


      

 كنضع  1. 0i ig H   لنبيٌف أفٌ الجزءHمغمؽ في  E .لدينا: 
 

  1

1

0 / 0

/ .

n

i i j j i

j

n

j j

j i

H g x E

y E y







 
        

 

 
     
 





 

 

1ىك الفضاء الجزئيٌ المكلٌد بكاسطة العائمة iHنستأمص أفٌ  ,( )j j n j i  . 
 في عنيا المعمف التدريج فرضيٌة كاستنادا إلى .1n يساكم بعد ذك إنٌو
 كاف كلمٌا .بانتظاـ كمستشاكميف  متشاكميف جبريٌا1nK كiH يضحى ،(ب)
1nK بناأيٌا كجب عمى iH كفيؿ بجعمو مغمقا كذلؾ؛ كىذا أف يككف. 

 كيحقٌؽ iH لا ينتمي إلى bفيكجد عنصر iH مف متمٌمة a فإذا كا (2

( ) 1ig b . كبالفعؿ، إفٌ ككف بعد iH1  مساكيٌاn  فعميٌا مف يجعمو جزءا 
E. ،عنصر ىناؾ كعميو a  ذلؾ، عمى علبكة. iHينتمي إلى لا E في  

 :ig لدينا بحكـ أطيٌة
( )

1
( ) ( )

i
i

i i

g aa
g

g a g a

 
  

 
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) انعداـ  يضمف عدـiH إلى a انتماء عدـ فإفٌ  كبالطبع،) )ig a .) ٌإف 
العنصر 

( )i

a
b

g a
يمبٌي الطمب . 

ibالجزئيٌ  إفٌ الفضاء (3 H ،مكجب حقيقيٌ  عدد كيكجد مغمؽ r 

 :بحيث
(0, ) ( ) .iB r b H    

 :مف السيؿ أف نرل أفٌ التطبيؽ 
                    : i ih H b H  

  ( )x h x b x  
 

ibعمى  كجب  مغمقا iHكاف  كلمٌا .مستشاكؿ Hكمف .كذلؾ يككف  أف 
ib إلى ينتمي لا الصفر أفٌ  iH متممة مف b ككف يظير أأرل، جية H 

ib  إلى ينتمي فيك لا كعميو، .المغمؽ H. بكجكد بالجزـ ذلؾ يسمح 
0عدد  r بحيث: 

(0, ) ( ) .iB r b H    
 

xكؿٌ عنصر (4 ,0)مف   )B r 1يذعف لمقيد    ( )ig x. ،فإفٌ  كفعلب 
,0) في x كجكد )B r x يمنع  b ib  إلىالانتماءمف   H . ٌكعميو، فإف 
x bإلى  لا ينتمي iH .أتي إذف أفٌ م( )ig x b دكـ؛ أممع غير: 

( ) ( ) 1.i ig x g b  
1كالآف، لك كاف  ( )ig x لتمكٌنٌا مف الحصكؿ، بكضع 

( )i

x
z

g x
عمى ،: 

( ) ( ) ,
( )i

x
N z N N x r

g x

 
   

 
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,0) عنصر مف الكرة المفتكحة z كىك ما يعني أفٌ  )B r،  ٌ1 كأف ( )ig z .
 :كلكف لدينا

1
( ) 1,

( )
i i

i

g z g x
g x

 
  

 
 

: إذف .كىذا تناقض
( ) 1.ig x  

 

 . بانتظاـة مستمرٌ igإفٌ الدالٌة  (5

0كبالفعؿ، مف أجؿ كؿٌ    نضع r   . كعميو، إذا كاف ( )N x y   

 :أتى
.

x y
N r

 
 

 
 

: كمنو
1

( ) ( ) 1,i i i

x y
g g x g y

 
   

  
 

 :إذف
( ) ( ) .i ig x g y   

 

 الكارد التطبيؽ نعتبر .المذككرة المبرىنة إثبات إلى في الأأير نصؿ
 :أعلبه كنكتبو عمى ىذا الشكؿ

 1 2 1 2( ) ( , ,..., ) ( ), ( ),..., ( ) ,n nx g x g x g x      
 حيث

1

n

i i

i

x


   عنصر مف E )1ك  )i i n عناصر مف  K. الكاضح مف 

 ig لقد جاء سابقا أفٌ  .بانتظاـ مستمرٌ  أنٌو لنبيٌف .جبرمٌ  تشاكؿ  أفٌ 
 :نترجـ ذلؾ بػً . مستمرٌ بانتظاـ
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.10 ,..., / ( ) ( ) ( )n i i iN x y g x g y
n






            

1كبكضع  2min( , ,..., )n    نجد : 
 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
n

i i

i

N x y x y g x g y


          
 

 :لدينا . مستمرٌ بانتظاـ1بقي لنا، في الأتاـ، أف نبرىف أفٌ 
 

           1 : n E K 
1

1 2

1

( , ,..., ) ( ) ,
n

n i i

i

x



             

 :كعميو

 1 1 '

1 1

( ) ( ')
n n

i i i i

i i

N N 

 

 
          

 
   

' '

1 1

( ) ( )
n n

i i i i i i

i i

N N
 

 
        

 
   

 

كبكضع 
1

sup ( )i
i n

N R
 

 يبتي  :
 

 1 1( ) ( ') ' .N R       
 

 . المطمكبإنٌو. R  ليبشيتزمٌ نسبتو1 إذف،

 

 
 نتيمة  3.5.1

 .النظيمات متكافئة جميعيا في أمٌ فضاء نظيميٌ ذم بعد منتو
 

 إثبات
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 البعد nيمثٌؿ  nK عمى ذلؾ نرل أف أعلبه، لممبرىنة تبعا يكفي، 
 أحد  يكافئNأفٌ  سنبيٌف. nK عمى نظيما N ليكف .(المذككر المنتيي

: إفٌ غلبؼ الكحدة الكركمٌ . .النظيمات الأساسيٌة الذم نرمز لو بػ 
 

 (0,1) / 1 ,nS x x  K 
 

  جعمو ذلؾS مستمرٌا عمى Nكلمٌا كاف . فيك متراص إذف كمحدكد مغمؽ
 :لنضع. محدكدا

(0,1)
inf ( ).

x S
m N x


 

 :يبتي مف ذلؾ عمى التكٌ 
( ) (0,1).N x m x S   

 :كبالتحاكي نحصؿ عمى
( ) . (*)nN x m x x  K 

 

kأنٌو يكجد عدد مكجب( (1.5.1)راجع القضية )كمف جية أأرل، بيٌنا سابقا 

 : بحيث

1 1

( ) ( ) . (**)
n n

n

i i i i

i i

N x N x e x N e k x x
 

 
     

 
  K 

 

 .متكافئاف . كN، تبيٌف لنا أفٌ النظيميف (**)ك (*)إذا أقرنٌا النتيجتيف 
 

  ممحونة 4.5.1

 عكس ىذه النتيجة صحيح، أم أنو إذا كانت كافة النظيمات في فضاء 

. نظيميٌ متكافئة كاف ىذا الفضاء ذا بعد منتو
 

 نتيمة  5.5.1
 .كؿٌ فضاء نظيميٌ ذم بعد منتو بناأيٌ 
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 إثبات
 منتو بعد ذم نظيميٌ  فضاء كؿٌ  أفٌ  ذلؾ ىنا، كاضح فالأمر كبالفعؿ،

 . البناأيٌ nK مستشاكؿ بانتظاـ مع
 

 نتيمة  6.5.1
 .متراصٌ محمٌيٌا n كؿٌ فضاء نظيميٌ ذم بعد منتو

 

 إثبات
 ،الاستنادمع ) كذلؾ محمٌيٌا  متراصٌاnK ككف مردٌه ذلؾ فإفٌ  كبالفعؿ،

 ((.2.5.1)بطبيعة الحاؿ، إلى المبرىنة 

 راجع) مستشاكلبف تطبيقاف كالانسحاب التحاكي أفٌ  استحضرنا إذا
 :أمكف الحصكؿ بكؿٌ سيكلة عمى التكافؤ الياـ التالي(( 2.3.1)المبرىنة 

 

E  (0,1)   متراصٌ محميٌاfB متراصٌة  
 

لكرة  fB(0,1) كبػً البعد كيفيٌ  نظيميٌ  فضاء لأمٌ  E بػً ىنا، رمزنا حيث
ذا رمزنا بػً. E المغمقة في الكحدة  Eمف لكرة الكحدة المفتكحة B(0,1) كا 
 .نسبيٌا متراصٌة B(0,1) بػً المذككر التكافؤ الشطر الأيسر مف استبداؿ أمكف
ذا  :النحك ىذا عمى كضعيا لنا تيسٌر أعلبه النتيجة إلى ىذا بعد عدنا كا 

 
 

 

 

 نتيمة  7.5.1
 نظيميٌ  فضاء كؿٌ  في (التكالي عمى المفتكحة) المغمقة الكحدة كرة

 .(متراصٌة نسبيٌا عمى التكالي) متراصةٌ منتيي البعد 
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 مغمقة كرة كؿٌ  تراصٌ  عنو ينجرٌ  المغمقة الكحدة كرة تراصٌ  فإفٌ  كبالطبع،
 فضاء أجزاء عائمة في لمتراص تمييز بكضع يسمح أمر كىذا. E مف كيفيٌة

 أجؿ مف سقناه الذم ذاؾ نفسو إنٌو .منتو بعد ذم نظيميٌ  , .. 
 :كبالضبط لدينا

 

 نتيمة  8.5.1
  كفقط إذا متراصٌا E منتو بعد ذم نظيميٌ  فضاء مف A جزء يككف

 .كاف مغمقا كمحدكدا إذا
 

 إثبات
 الشرط، إلى كفاية عمينا بطبيعة الحاؿ، إلٌا أف نشير، بأصكص ليس

 قىذ كما دامت E مف كرة مغمقة محتكل في محدكدا أضحى A أنٌو إذا كاف
 .متراصٌا كذلؾ أف يككف A مغمقا أكجب ذلؾ عمى Aالأأيرة متراصٌة ك

 

 فضاء بعد بيف تربط شييرة، بمبرىنة النتائج مف السمسمة ىذه نأتـ
 :عمى كتنصٌ  1إنٌيا مبرىنة ريس .كالتراصٌ المحمٌي الفضاء نفسو نظيميٌ 

 
 

 

 

 (ريس) مبرىنة  9.5.1
 .منتييا متراصٌا محميٌا، إذا كفقط إذا كاف بعده E يككف فضاء نظيميٌ 

 

 إثبات

                                           
12. Frédéric Riesz  : ٌيعد أحد .  ببكدابست1956 فيفرم  28في  يكر كتكفٌيڤ ب1880 جانفي 22كلد في . مجرمٌ رياضيٌاتي

ٌّ التقعيد التبديييٌ 1918كفي . كراء ميلبد نظرية المؤثٌرات (1910)أحد أعمالو  كاف، مف ألبؿ. مؤسٌسي التحميؿ الدالٌيٌ  ٌـ  أت
 .لنظرية فضاءات بناخ
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 السابقة (5.5.1) لمنتيجة ترديد ىي الشرط كفاية ببفٌ  إلى القكؿ لنسرع
 التٌراص كىك أفٌ  شرطيا، لزكـ في المبرىنة كىك ما يحصر أىميٌة ىذه

ذا .منتو بعد ذا الأأير ىذا يجعؿ ما نظيميٌ  لفضاء المحمٌيٌ   ىذه قرأنا كا 
 فضاء أمٌ  في الكحدة كرة أفٌ  فيمنا (كلكف مكافئة) مغايرة بطريقة النتيجة
 إف كانت مغمقة كليست متراصٌة) ذم بعد غير منتو ليست متراصٌة نظيميٌ 

 !( نسبيٌا إف كانت مفتكحة
 :إذا عدنا إلى لزكـ الشرط استعنٌا بيذه الػ

 

 توطئة  10.5.1
 ،E لا يطابؽ ،E فضاء جزئيٌا مغمقا مف فضاء نظيميٌ  F إذا كاف

01 بحيث E مف 0x فإنٌو يكجد عنصر x ك: 

0

2
( , ) .

3
d x F  

 

 إثبات
E\ عنصرا مف yكبالفعؿ، إذا كاف  Fحصمنا عمى : 

( , ) 0,d y F   
 :كلكف لدينا.  مغمقاFلككف 

( , ) inf ,
z F

d y F y z


  
: بحيث Fفي  0z عنصر كعميو، يكجد

0

2
,

3
y z    

.y t t F    
0tإذا كضعنا  z s كتبنا : 

0 .s F y t y z s        
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0sكمف أجؿ  y z u  حيث ،u مف Fنكتب أيضا ،: 

 

0 0 .y z y z u     
 

0لنأتر  0

0

1
( )x y z

y z
 


0 يبتي حينئذ أفٌ .  1x ك : 

 

0

0

2
,

3
u F x u

y z


    


 

 

 .كىك ما يأتـ برىاف التكطئة
  . مبرىنتناللنعد إؿ

 . ذك بعد غير منتوE لنفترض أفٌ الفضاء. نستأدـ البرىاف بالتناقض
 المغمقة الكحدة كرة تراص يكافئ محميٌا متراصٌا Eككف  أفٌ  نعمـ إنٌنا

(0,1)fB  كالانسحابالتحاكي  ككذا استأداـ (7.5.1)استنادا إلى النتيجة.) 
) منتييٌة غير متتالية بإنشاء سنقكـ )n nx (0,1) فيfB مف مؤلٌفة تككف 

2 (أك يساكم )بمقدار يفكؽ بعض عف بعضيا يبعد عناصر

3
 مثؿ كما داـ .
 كجكد أم لا)ىذه المتتالية لا يقبؿ، بطبيعة الحاؿ، أيٌة متتالية جزئيٌة ككشيٌة 

 ما كىك متراصٌة غير تضحى  المذككرةfB(0,1)الكرة  فإفٌ  (ملبصقة لنقطة
 .الفرضناقض م الأمر الذم محمٌيٌا، متراصٌ  غير E يفضي إلى أفٌ 

 

  بحيث fB(0,1)، نبأذ أم عنصر كيفيٌ مف 1x بشبف العنصر الأكٌؿ
1 1x  .بػً كنرمز  1 1F x     ٌبكاسطة المكلٌد الجزئيٌ  لمفضاء الشعاعي 

1x . ٌ1بعد  إفF ،1 أفٌ  نستأمص. مغمؽ فيك منتوF E. ذا  إلى استندنا كا 
2 يحقٌؽ E مف 2x عنصر بكجكد جزمنا أعلبه التكطئة 1x  ك: 

2 1

2
, .

3
x x x F    
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 :كبالأصكص
2 1

2
.

3
x x  

 نضع كبالمثؿ، 2 1 2,F x x   .  ٌالتكطئة استأداـ كبإعادة .مغمؽق إف 
3 يحقٌؽ Eمف  3xنضمف كجكد عنصر  السابقة 1x ك  :

3 2

2
, .

3
x x x F     

 :كبالأصكص لدينا
3 1

2
,

3
x x  

 3 2

2
.

3
x x  

 

 فضاءات  مف متزايدة متتالية فشيئا شيئا ننشئ العمميٌة، ىذه كبمكاصمة
1 جزئيٌة 2( ... ...)nF F F    مف فعميٌ  جزء منيا كاحد ككؿٌ  بعدىا منتو 

E (منتو غير افترض قد الأأير ىذا بعد أفٌ  تنس لا!) المتتالية كتحقٌؽ 
( )n nx المتحصٌؿ عمييا: 

1,nn x   

2
, .

3
p q

p q

p q x x


    
 

غير  fB(0,1) يجعؿ ممٌا ملبصقة إفٌ ىذه العلبقة تمنع مف أف تتمتٌع بقيمة
 . كيكصؿ إلى التناقض المنشكدمتراصة

 
 تقريؼ  11.5.1

E مف فضاء شعاعيٌ  A نقكؿ عف جزء بإنٌو   مّّ  :إذا حقٌؽ محدمّ
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 ك  ككؿٌ عدديف مكجبيف A مف yك x مف أجؿ كؿٌ عنصريف
1بحيث  ، يككف لدينا: 

x y A   
 x طرفاىا المستقيمة التي القطعة يحكم A أفٌ  ىندسيٌا يعبٌر عنو كىك ما

 إنٌو حاؿ المجالات في .كمٌما ضٌـ ىذيف الطرفيف yك , .. 
 

 : يمكف، بالطبع، أفٌ نعيد صكغ ىذا الشرط عمى القالب التالي
 

A   محدٌب   , , 0,1 : (1 )x y A t tx t y A        
 

 :لدينا عمى سبيؿ المثاؿ
 .كؿٌ فضاء شعاعيٌ جزئيٌ محدٌب (1

 .كؿٌ كرة مف فضاء نظيميٌ محدٌبة (2

 .تقاطع أجزاء محدٌبة محدٌب (3
 

 كؿٌ  أجؿ مف يقدٌـ كجدناه التحدٌب، إذا تمعنٌا في الشكؿ الأأير لشرط
 :f سبيلب A مف yك x زكج مف نقطتيف

 

                  : 0,1 , .f A  

(1 )t tx t y  
 

 .بالأقكاس مترابطا جزءا A الأمر يجعؿ ىذا إفٌ . x كطرفو y مبدؤه
 :يمكننا أف نضع

 

 نتيمة  12.5.1
  مترابط إنٌو) بالأقكاس مترابط محدٌب جزء كؿٌ  نظيميٌ، فضاء في

 .كبالأصكص، كؿٌ فضاء نظيميٌ مترابط بالأقكاس!( إذف
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 إنٌيا .أاصٌة نظيميٌة لفضاءات تعريفا الفصؿ ىذا أتاـ في نعرض
 فضاء عمى ضربيٌ  ثالث تركيب قانكف بتعريؼ يتعمٌؽ الأمر .بناخ جبكر

 . في المقطع المكاليلنفصٌؿ ذلؾ.  يحقٌؽ شركطا معيٌنةEشعاعيٌ نظيميٌ 
 

 

 مبور بناخ  6.1
 تقريؼ  1.6.1

  عميو ، إذا عرٌفناK  عمىمبرإنٌو  K عمى E شعاعيٌ  نقكؿ عف فضاء
 :قانكف الضرب

( , ) .x y x y 
 :تتحقٌؽ بو الأصائص التالية

 

) .أ  ) ( ) ( ), , , ,xy x y x y x y E        K 

) .ب  ) ( ), , , ,xy z x yz x y z E   
 

 .يعرؼ ىذاف الشرطاف بشرطي التجميع
 

) .ج  ) , , , ,x y z x z y z x y z E     

) .د  ) , , , .x y z x y x z x y z E     
 

 .يعرؼ ىذاف الشرطاف الأأيراف بشرطي التكزيع
xy العلبقة أفٌ  بمعنى ليس تبديميٌا عمكما؛ الضرب ىذا إفٌ  yx قد  

)الأزكاج  بعض أجؿ مف أاطئة تككف , )x y 2 مفE. ذا  كانت كا 
xy المساكاة yx العنصراف كاف ميما صحيحة xك y مف E ،ىذه في قمنا 
 .مبر تبديميمّ  E إفٌ  الحالة،

ذا كجد عنصر   : بحيث تتحقٌؽ بو المساكاتافE مف eكا 
; ,xe ex x x E    
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فٌ الجبرحيمّادي إنٌو عنصر eفإنٌنا نقكؿ عف   .واحديمّ  E  لمضرب كا 
 مف y عنصر مقموب  إنٌوE  الكاحدمٌ الجبر مف x عنصر عف نقكؿ

E تحقٌقت المساكاتاف إذا: 
.xy yx e  

 

 إذا E مف مزئيمّ  إنٌو جبر E جبر مف  Gجزئيٌ  فضاء عف نقكؿ
 :تحقٌؽ

, , .x y G xy G   
 

 مثاؿ  2.6.1
 K مف معاملبت ذات الحدكد كثيرات مف  المؤلٌفةEالمجمكعة  إفٌ 

كٌدت  إذا ما،تشكٌؿ، بطبيعة الحاؿ  الإعتياديٌتيف كالضرب الجمع بعمميتي زي
 .جبرا تبديميٌا ككاحديٌا

 

 تقريؼ  3.6.1
 يجعؿ بنظيـ متمتٌع كاحدمٌ  جبر كؿٌ  K عمى ننيميمّا جبرا نسمٌي

) التطبيؽ , ) .x y x y ذا. مستمرٌا  قمنا عنو  تامٌاEالجبر النظيميٌ  كاف كا 
 .يمّ بناخإنٌو جبر 

 في ذلؾ انظر )الأطيٌة ثنائيٌة التطبيقات استمرار شرط إذا استأدمنا
 : أمكننا أف نكتب(المكالي الفصؿ

 

0 .xy x y    

 

 : نحصؿ عمىئكباستبداؿ النظيـ المستعمؿ بنظيـ مكاؼ
 

.xy x y 

 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   55 

 :يمكف أف نصكغ تعريؼ جبر نظيميٌ عمى ىذا النحك

 إلى جانب يحقٌؽ E نظيميٌ  الجبر النظيميٌ ىك كؿٌ فضاء شعاعيٌ 
 :الأربعة أعلبه الشركط

 

 . كاحدمٌ E . أ
1e .ب        

, .   ج .x y E xy x y   

 

 مثاؿ  4.6.1
 الفضاء  , ,E a b C جبرا يشكٌؿ المنتظـ المزكٌد بنظيـ التقارب  

 .بناأيٌا
 

مسائل محلولة   7.1
 

 

N: فضاء شعاعيٌا حقيقيٌا كEليكف   (1 E   تطبيقا يذعف لمقيكد 
: الثلبثة التالية

). أ ) 0 0Ex E N x x     
). ب ) ( )x E N x N x       
المجمكعة . ج : ( ) 1B x E N x  محدٌبة  .

 .E نظيـ عمى Nبرىف أفٌ 
 

 عنصرا مف الفضاء g ليكف  (2  0,1 ,E  C  بنظيـ التقارب المزكٌد
.المنتظـ 


 : نضعE مف f مف أجؿ كؿٌ دالٌة .

( ) .gN f fg


 
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. E نظيما عمى gN يجعؿ gاعط شرطا لازما ككافيا عمى 
 

ليكف   (3 , .Eنضع . فضاء نظيميٌا حقيقيٌا :

   

2 2

2 2
, \ 0

( ) sup .
2x y E

x y x y
u E

x y

  



 

 :اثبت أفٌ  (1

1 ( ) 2.u E  

)2احسب  (2 )u 2  عندما يككف ٌمزكٌدا بنظيمو الإقميدم . 
 

  حقيقيٌا تطبيقا2نعرٌؼ عمى الفضاء   (4  :بػً 

   
1

( ) 2 ,x x x x


      
حيث 

1
xك x


 .2 ىما النظيماف الأساسيٌاف عمى

 .2 نظيـ عمى  اثبت أفٌ  (1

 
 .fB(0,1) مثٌؿ ىندسيٌا كرة الكحدة المغمقة (2

 

) ليكف  (5 )n Mفضاء المصفكفات الحقيقيٌة المربٌعة ذات الرتبة  n. 

) عمى نعرٌؼ )n Mتطبيقا حقيقيٌا  N عمى ىذا النحك :

1
1

( ) su ,
n

ij
i n

j

N M a
 



 
  

 
 

)حيث  )ija Mمصفكفة مف  ( )n M. 

) نظيـ عمىN  اثبت أفٌ  (1 )n M. 

)مف  M'ك M اثبت أنٌو مف أجؿ كؿٌ  (2 )n Mيككف لدينا : 
 

( . ') ( ). ( ').N M M N M N M 

)استأمص أفٌ  (3 )n M ٌجبر نظيمي . 
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 ك1N  ليكف (6
2N ٌنظيميف عمى فضاء شعاعي E  .

:  برىف أفٌ  (1
1 2

1 2 (0,1) (0,1)
f f

N N B B   

: حيث
 (0,1) : ( ) 1 ; 1,2.

f

i

iB x E N x i    

 

 .المفتكحة بالكرات المغمقة الكرات مستبدلا الأكٌؿ السؤاؿ عمى جب  (2

 

 مف f  مف أجؿ كؿٌ (7  1 0,1 ,E  Cنضع  :
 

( ) ' ;N f f f
 

  

'( ) (0) ' .N f f f


  

 

 .E نظيماف عمى N' كN اثبت أفٌ  (1

. كN ىؿ  (2


  متكافئاف؟

  متكافئاف؟N' كN اثبت أفٌ  (3
 

 ليكف الفضاء  (8  1,1 , E C  ٌمزكٌدا بالنظيـ الأساسي 
2

..  

بيٌف أفٌ  2
, .Eليس بناأيٌا مستعينا بالمتتالية التالية : 

 

1
0 ; 1 ,

2

1 1 1
( ) ; ,

2 2 2

1 1
1 ; 1.

2

n

x

n
f x nx x

n

x
n


  




    



  


 

 

  الفضاء  نزكٌد(9  0,2 ,E  C الأساسيٌ  بالنظيـ 
2

 كنضع مف .
: nأجؿ كؿٌ عدد طبيعيٌ 
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 ( ) cos , 0,2 .nf x nx x   
 احسب  (1

2p qf f حيث ،pك q مف . 

 ليست fB(0,1) استأمص أفٌ كرة الكحدة المغمقة  (2
 .متراصٌة

؟ E ماذا عف بعد الفضاء  (3
 

f:فضاء بناأيٌا ك E   ليكف(10 E E  تطبيقا مركٌبتوf f مقمٌصة .
 . يقبؿ نقطة صامدة كحيدةfبرىف أفٌ 

 

  فضاء الدكاؿ الحقيقيٌة المعرٌفة عمى E ليكف  (11 0,1 Iبحيث : 

 

2( , ) ,

( ) ( )
sup ( ) .

x y I x y

f x f y
K f

x y 


  


 

E اثبت أفٌ   (1  فضاء شعاعيٌ جزئيٌ مف   0,1 ,C. 

 :نضع  (2

 0,1

( ) ( ) ( ) ; sup ( ) ( )
x

M f K f N f f x M f


   

f حيث Nاثبت أفٌ . E عنصر مف  E نظيـ عمى    .M  النظيـيكافئلا  
  :يمكنؾ أف تستعيف بالمتتالية)

1
; 0

( )
1 1

; 1
n

x x
n

f x

x
n n


 

 
  


) 

 

 ليست متراصٌة في fB(0,1) أفٌ كرة الكحدة المغمقة اثبت (3

.( , )E N 

) منتو ؟ كىؿ E ىؿ بعد (4 , )E N بناأيٌ ؟ 
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 متراصٌ  جزء E في كجد إذا برىف أنٌو. نظيميٌا فضاء E ليكف  (12
A  غير أالية، فإفٌ  داأميتوEيككف عندئذ ذا بعد منتو . 

 

 : بػً n عمى  التطبيؽ المعرٌؼfليكف   (13
1

2 2

1 2

1

( , ,..., ) ( ) ,
n

n i n

i

x x x x f x x x




   

: كلتكف المجمكعة
 : ( ) 0 .nE x f x   

 :اثبت أفٌ الأجزاء (1

 1 : ( ) 0 ,nE x f x   

 2 : ( ) 0 , 0 ,n

nE x f x x    

 3 : ( ) 0 , 0 ,n

nE x f x x    

 .مترابطة بالأقكاس

 .Eػؿ تؤلٌؼ المركٌبات المترابطة 3Eك 2Eك 1E بيٌف أفٌ الأجزاء (2

  حلول 8.1
 

 

:   ليس عمينا بطبيعة الحاؿ سكل التعرٌض لممتباينة المثمٌثيٌة(1
( ) ( ) ( ).N x y N x N y   

0x إذا كاف  0أكy  إذا انتفت ىاتاف الحالتاف . أضحى الأمر بديييٌا 

اعتبرنا الشعاعيف الكاحديٌيف المرفقيف 
( )

x
u

N x
ك 

( )

y
v

N y
  مفB 

 :ككضعنا
.

( ) ( )

x y
w

N x N y





 

:  كيحقٌؽB ينتمي إلى w أفٌ Bيبتي بفضؿ تحدٌب 
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( ) ( )
;

( ) ( ) ( ) ( )

N x N y
w u v

N x N y N x N y
 

 
 

: كعميو
( ) 1N w  

: كبالتالي
( ) ( ) ( ).N x y N x N y   

 

 :  لنضع(2

  0,1 : ( ) 0 ,gZ x g x   

[ 3ش ]كمتباينة المثمٌث  [2ش ]كلنشر عمى التكٌ إلى أف شرطي التجانس 
: المبس الكحيد آت مف شرط الفصؿ. كاضحا الحضكر

( ) 0 0.gN f f   
oإذا كانت الداأمية 

gZ أم يكجد مجاؿ لا تككف عميو الدالٌة ) غير أالية
gفإفٌ  ( مطابقة الدالٌة المعدكمةgNلا يعرٌؼ نظيما  .

 مف a كبالفعؿ، مف أجؿ كؿٌ عنصر
o

gZ (1 ك0 نفترضو مأتمفا عف )
0يكجد عدد   بحيث: 

 , ;ga a Z    
 تككف معدكمة أارج المجاؿ E مف fيمكف كالحاؿ ىذه، أف نجد دالٌة 

 ,a a  0يبتي ىكذا أفٌ .  دكف أف تطابؽ الدالٌة المعدكمةf  
0fgك  كبالتالي :

( ) 0,gN f fg


  
. كىك ما يتعارض كشرط الفصؿ

oإذا كانت الداأمية 

gZ أالية كاف gNنظيما  .
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) بحيث E عنصرا مف fكفعلب، إذا كاف  ) 0gN f  0 فإفfg  ،
 معدكما عند كؿٌ نقطة مف fكبالتالي يككف  0,1 \ gZ . كلمٌا كاف ىذا

الأأير كثيفا في  0,1ك f مستمرٌا عمى  0,1 ٌنتج أف f يطابؽ الدالٌة 
: نكتب في الألبصة. المعدكمة

gN نظيـ عمى E  gZ   
 

 

 :  نعمـ أفٌ (1  (3

 min , .x y x y x y x y      

: كعميو

 

2 2 2

2 2 2 2

2
1 2,

2

x y x y x y

x y x y

  
  

 
 

: كبالتالي

  2 2, \ 0

2
1 inf ( ) 2;

x y E

x y
E

x y
   


 

 .كمنو النتيجة

.2 لدينا بالتعكيض المباشر  (2 ( ) 1u  
 

 .كاضح  (1  (4
 :لدينا  (2

 

    

2

,

2

(0,1) ( , ) : ( , ) 1

( , ) : max , 2 1

f uB x y u x y

x y x y x y

  

    




 

                       2( , ) :3 2 1 ; 2 3 1x y x y x y      
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1/ 2 

1/ 2 1/ 3 1/ 3 

1/ 3 

C 
B 

A 
o 1/ 2 

E 

F 

1/ 2 

1/ 3 

D 

G 
H 

 

 

   

   

   

 

2( , ) : 3 2 1, 0, 0 ,

3 2 1, 0, 0 , 3 2 1, 0, 0 ,

3 2 1, 0, 0 , 2 3 1, 0, 0 ,

2 3 1, 0, 0 , 2 3 1, 0, 0 ,

2 3 1, 0, 0 .

x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y

     
 

         
 

          
 

         
      



 

 

 في ABCDEFGHحيز المحاط بالمضمع ممثٌمة باؿ fB(0,1)أتي ت ،كعميو
. الرسـ المكالي

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 :لدينا بكؿٌ كضكح  (1  (5

1 1 1

( ) 0 sup 0 0, 1,2,...,

0, , 1,2,..., 0

n n

ij ij
i n j j

ij

N M a a i n

a i j n M

   

 
       

 

     

  

[. 4ش ]كمنو الشرط 
) مف M ك مف مف أجؿ كؿٌ  )nMنكتب : 
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1 1 11 1 1

1 1

( ) sup sup sup

sup ( ).

n n n

ij ij ij
i n i n i nj j j

n

ij
i n j

N M a a a

a N M

   

 

       

  

     
       

     

 
  

 

  



 

[. 2ش ]كمنو الشرط 
 : عمى النحك المتباينة المثمٌثيٌةيتـ التبكٌد مففي الأأير 

 

 
1 11 1

1 11 1

( ), ' ( ) ( ):

( ') sup sup

sup sup ( ) ( ').

    

    

   

   
       

   

   
      

   

 

 

 n

ij ij n

n n

ij ij ij ij
i n i nj j

n n

ij ij
i n i nj j

M a M b

N M M a b a b

a b N M N M

M

 

 

 . نظيـ كما ىك مطمكبNإذف، 

) كانت إذا (2 )ijM a ك' ( )ijM b مف مصفكفتيف ( )nM 
' فإفٌ  ( )ijMM c  حيث

1

n

ij ik kj

k

c a b


 .كعميو: 

1 1

.
n n

ij ik kj ik kj

k k

c a b a b
 

   

 :كمنو

1
1 1 1 1 1 1

max ( ') .
n n n n n n

ij ik kj ik kj ik
k n

j j k j k k

c a b a b N M a
 

     

   
     

   
      

 

 : يبتيiكبالانتقاؿ إلى الحدٌ الأعمى كفؽ 
 

1 1
1 1

max ( ')max ;
n n

ij ik
i n i n

j k

c N M a
   

 

  

 :أم
( ') ( ) ( ').N MM N M N M 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   64 

 

 ما كؿٌ  كضكح بكؿٌ  يحقٌؽ المصفكفيٌ  الجداء أفٌ  مف المؤكٌد (3
 التعريؼ بنكد بدكره يحقٌؽ N النظيـ أفٌ  كما ،(1.6.1) التعريؼ في جاء

) ممٌا يجعؿ (3.6.1) ( ), )n NMجبرا نظيميٌا . 
 

: بداىةلدينا   (1  (6
1 2

1 2 .f fN N B B   
1لنفترض بالعكس، أفٌ  2

f fB B . ليكفx مف E . إذا كافx معدكما 
: جاءنا

1 2( ) ( ) 0.N x N x  
 معدكما اعتبرنا العنصر x إذا لـ يكف

1( )

x
y

N x
 1 المنتمي إلى الكرة

fB .

1كلمٌا كانت  2B B 2 حصمنا عمى( ) 1N y  .كمنو :
2 1( ) ( ).N x N x 

: كبالمثؿ، نبيٌف أفٌ 
1 2( ) ( ),N x N x 

. كىك ما يكصؿ إلى المساكاة المبتغاة
 نكرٌر المنيج المتبٌع أعلبه باعتبار النقطة  (2

1( )

x
y

N x 



 ،

0حيث   .نحصؿ عندئذ عمى :
2 1( ) ( ) .N x N x   

.  يؤكؿ إلى الصفرسكؼ تنبع مساكاتنا بجعؿ 
 

7)  1) Nعبارة عف مجمكع نظيميف، إذف فيك نظيـ بدكره  .
:  نكتب باأتصارN'بأصكص التطبيؽ 
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(0) 0
'( ) 0 0

' 0

f
N f f

f


   


 

 

 '( ) (0) ' (0) ' '( ).N f f f f f N f    
 

     

 

'( ) ( )(0)N f g f g f g


     

 

(0) (0) '( ) '( ).f f g g N f N g
 

      

 

) مف أجؿ  (2 ) cos2nf x n xلدينا : 

1nf 
ك ( ) 1 2nN f n  

: كعميو
( )

1 2 .n

n

N f
n

f




  

. كNكلمٌا كانت ىذه النسبة غير محدكدة جزمنا ببفٌ النظيميف 


 ليسا 
 .متكافئيف

 : لدينا بكضكح (3

'( ) ( ).N f N f 
 مف xمف جية أأرل، نكتب مف أجؿ كؿٌ  0,1 :

 

0 0

( ) (0) '( ) (0) ' (0) '

'( ).

x x

f x f f t dt f f dt f x f

N f

 
     



  

: كعميو
'( ).f N f


 

: كلمٌا كاف
' '( ),f N f

 
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: حصمنا عمى
( ) 2 '( ).N f N f 

: ىكذا، نجد
'( ) ( ) 2 '( ).N f N f N f  

 

)  لنتبكٌد مف أفٌ المتتالية (8 )n nfإذا كاف .  ككشيٌةpك q عدديف طبيعيٌيف 
pبحيث  qحصمنا عمى : 

 

1 1 1 1

2 2

2 2

2
1 1 1

2 2

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

p q

p q p q p q

p

f f f x f x dx f x f x dx

 



     
 

 

1 1 1 1

222 2
2

1 1 1

2 2

1 1
1

2 2

p q

p

p q x dx q x dx

 



    
         

    
   

 

22 3

3 3

( ) ( ) 1 1
1 .

3 33 3

p q p q p

q q qp p q

  
     

 
 

 

0عددا مكجبا تماما اكتفينا بالرتبة   كعميو، إذا كاف 2

1
1

3
n



 
  
 

لإنياء   

. التساؤؿ
: الدالٌة المعرٌفة بػ النظيـ المعطى نحك المعتبرة تتقارب كفؽ المتتالية

 

1
0 ; 1 ,

2
( )

1
1 ; 1.

2

x

f x

x


  

 
  


 

: كفعلب، لدينا في ىذا الصدد
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1 1
22

2
1

2

1 1
lim lim 1 lim 0.

2 3

n

n
n n n

f f n x dx
n



  

  
       

  
 

 

1 غير مستمرٌة عند f الآف، نلبحظ أفٌ الدالٌة النياكيٌة

2
إنٌيا لا تنتمي . 

. إنٌو الأمر الذم يحكؿ دكف أف يككف ىذا الأأير بناأيٌا. Eبذلؾ إلى 
 

  الفضاء  نزكٌد(9  0,2 ,E  C الأساسيٌ  بالنظيـ 
2

 كنضع مف .
: nأجؿ كؿٌ عدد طبيعيٌ 

 ( ) cos , 0,2 .nf x nx x   

 

p بحيث  مف q كp ليكف  (1 q .لدينا: 

2
2

2

2
0

2 2 2

2 2

0 0 0

2 2

0 0

2 2

0 0

(cos cos )

(cos ) (cos ) 2 cos cos

1 cos 2 1 cos 2

2 2

cos ( ) cos ( ) 2 .

p qf f px qx dx

px dx qx dx px qx dx

px qx
dx dx

px qx dx px qx dx



  

 

 

  

  

 
  

     



  

 

 

 

: كعميو
2

2 .p qf f   

 

 إفٌ المتتالية المقترحة محتكاة في الكرة  (2 0,fB  .
ذلؾ، نلبحظ أنٌو، أيٌا كاف تطبيؽ استأراج المتتاليات الجزئيٌة  كفضلب عف

لدينا  :
( ) ( )( , ) 2 .p qd f f    



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   68 

)نستنتج أنٌو لا يمكف لممتتالية  )n nfكعميو، .  قبكؿ أيٌة متتالية جزئيٌة ككشيٌة
إنٌو الأمر الذم يحرميا مف التمتٌع بقيمة . كؿٌ متتالياتيا الجزئيٌة متباعدة

يترتٌب عف ىذا أفٌ الكرة . ملبصقة 0,fB كبفضؿ .  ليست متراصٌة
: التحاكي

 0, (0,1)

1

f fB B

f f








 

 

 .fB(0,1)نستنتج أفٌ الحكـ يسرم عمى الكرة 

.  غير منتو طبقا لمبرىنة ريسE بعد الفضاء  (3
 

)  لتكف (10 )n naالمتتالية المعطاة عمى النحك  :
 

1 0( ), .n na f a a E   

 

المتتاليتاف . 1 نقطة صامدة كحيدة طبقا لمبرىنة بناخ ػ بيكار2fلمدالٌة 
2المستأرجتاف 

2 2 2( ) ( ( ))n n n na f a 2 ك

2 1 2 1( ) ( ( ))n n n na f a  تتقارباف 
نأمص مف ىذا إلى أفٌ المتتالية تتقارب بدكرىا . نحك ىذه النقطة الصامدة

.  الصامدة المطمكبةfتشكٌؿ ىذه النياية نقطة . نحك النياية نفسيا
 

  فضاء شعاعيٌ جزئيٌ مفEلنبيٌف أفٌ   (1 (11  0,1 ,C. 
 : يككف لديناE  مفf ذم بدء، أنٌو ميما يكف بادئنلبحظ، 

 

2( , )

( ) ( )
( ) sup ;

x y I
x y

f x f y
K f

x y



  


 

                                           
13.   Charles Emile Picard : ٌلو . 1920ديسمبر  11 كمات بيا في بباريس 1856 جكيمية 24كلد في . رياضيٌاتيٌ فرنسي

. مساىمات عدٌة في نظرية الدكاؿ كالمعادلات التفاضميٌة كاليندسة التحميميٌة
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 :كمنو
, ( ) ( ) ( ) .    x y E f x f y K f x y 

 

:  ليبشيتزمٌ، فيك مستمرٌ إذفfنستأمص أفٌ 
  0,1 , .E  C 

 :عندئذ نكتب .عدديف حقيقيٌيف ك ك E عنصريف مف gك f الآف، ليكف
 

   

   

2

2

2 2

( , )

( , )

( , ) ( , )

( )( ) ( )( )
( ) sup

( ) ( ) ( ) ( )
sup

( ) ( ) ( ) ( )
sup sup

( ) ( ) .







 
 

  
 



  




 
 

 

   

x y I
x y

x y I
x y

x y I x y I
x y x y

f g x f g y
K f g

x y

f x f y g x g y

x y

f x f y g x g y

x y x y

K f K g

   
 

 

 

 

 

 

) يترتٌب عف ذلؾ أفٌ  )f g  عنصر مف Eكىك ما يجعؿ ىذا الأأير ، 
فضاء شعاعيٌا جزئيٌا مف   0,1 ,C. 

 :لدينا عمى التكٌ . E نظيـ عمى Nنستيؿٌ ىذا السؤاؿ بتبياف أفٌ   (2
 

2( , ) ,

( ) ( )
( ) 0 sup ( ) sup 0

x I x y I x y

f x f y
N f f x

x y  


   


 

 
2

2
( , )

( , )

sup ( ) 0
, ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( )
sup 0

0;

x I

x y I
x y I

x y

f x
x I f x

f x f y f x f y

x y

f



 




 
   

 
   

 


 

 

[. 4ش ]كمنو الشرط 
 :، لديناكبالمثؿ
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 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

f E N f M f K f

M f K f N f

   

 

     

  

 
 

[. 2ش ]كمنو الشرط 
 :كفي الأأير، يككف لدينا

 

 

   

2

2 2

( , )

( , ) ( , )

( )( ) ( )( )
, ( ) ( ) sup

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) sup sup

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

x y I

x y

x y I x y I

x y x y

f g x f g y
f g E N f g M f g

x y

f x f y g x g y
M f M g

x y x y

M f K f M g K g N f N g





 

 

  
     



 
   

 

     

 

 

 لاحظ أنٌنا استأدمنا ىنا). الشؽٌ الأكٌؿ مف السؤاؿكىك ما ينيي إثبات 
 (.الابتدائيٌة نظيما ككذا أصائص القيمة المطمقة كالحدٌ الأعمى Mككف 

 المتتالية أفٌ  بإثبات نكتفي السؤاؿ ىذا مف الأأير الشطر بأصكص
 ليكف .للآأر بالنسبة كذلؾ كليست النظيميف لأحد بالنسبة ككشيٌة المعطاة

p كq عدديف طبيعيٌيف كلنفترض q p .يبتي عندئذ :
 

1 1
0 ; 0 1,

1 1 1
( ) ( ) ; 1,

1 1 1
; 1.

p q

x
p q

f x f x x x
p p q

x
p q q


   




     



  


 

 :كمنو
1 1 1 1

sup ( ) ( ) .p q
x I

f x f x
p q q p

     

 :كعميو
lim ( ) 0.p q
p

q

M f f




  
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)نستنتج أفٌ المتتالية  )n nf ككشيٌة في ( , )E M. 
)في  ليست ككشيٌةىذه المتتالية أفٌ  نبيٌف الآف، أف عمينا , )E N. مف 
p أيٌا كاف .نسكؽ ىذا الحساب أجؿ ذلؾ q بحيث مف  qك  pنكتب : 

 

   

2

2

( , )

( , )

( )( ) ( )( )
( ) sup

( ) ( ) ( ) ( )
sup .

p q p q

p q
x y I

x y

p p q q

x y I

x y

f f x f f y
K f f

x y

f x f y f y f x

x y









  
 



  




 

 :كاأتصارا لمكتابة كتأفيفا ليا نضع
   

,

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) .

p p q q

p q

f x f y f y f x
g x y

x y

  



 

 

xنفترض أفٌ  yكنحصؿ تبعا لذلؾ عمى : 
1 1

0 ; 0 1,

1

1 1
; 0 1,

1 1

1 1
; 0 1,

( ) ( )

1 1
1 ; 1,

1

1 1
; 1,

1 1
0 ; 1.

p q

x y
p q

y
p

x y
x y p q

p q
x y

x y p qf x f x

y x
x y

x y p q

x
q

x y
x y p q

x y
p q


    



 

     



 


       
 

    



 


    



   
 
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 :كمنو
2

,
( , )

( ) sup ( , ) 1,p q p q
x y I

x y

K f f g x y




   

 :يترتٌب عف ىذا أفٌ 
( ) ( ) ( ) 1,p q p q p qN f f M f f K f f      

 

limممٌا يجعؿ النياية  ( )p q
p

q

N f f




 ،أم أفٌ المتتالية المعتبرة غير معدكمة  

) ليست ككشيٌة في , )E N. 
 :لدينا عمى الفكر  (3

1 1
( ) 1; ( ) ; ( ) 1 .n n nK f M f N f

n n
     

 :كعميو

* (0,2).n fn f B   

 

) إفٌ المتتالية )n nf لا تتمتٌع ببيٌة قيمة ملبصقة في ( , )E N؛ ممٌا يمنع الكرة 
 عمى كىك المحافظ) كبالتحاكي .متراصٌة تككف أف  مفfB(0,2)المغمقة 
 تككف أف يمكنيا  لاfB(0,1) المغمقة الكحدة كرة أفٌ  نستنتج (التراص

 .متراصة كذلؾ

  غيرfB(0,1)الكرة  لككف منتو  غيرE بعد الفضاء  (4
 .لمبرىنة ريس طبقا كىذا متراصة،
)الفضاء  إفٌ  , )E N ٌكانت كبالفعؿ، إذا . بناأي ( )n nfمتتالية ككشيٌة  

)مف  , )E Nكتبنا عندئذ : 
0 0 00 / , : ( ) .p qn p q p q n N f f             

 

 :كبما أفٌ 
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( ) ( ) ( ),p q p q p qN f f M f f K f f     
 : إذف

0

( ) , (*)

( ) . (**)

p q

p q

M f f
p q n

K f f





 
   

 

 

 

) أفٌ المتتالية (*) يتٌضح مف ألبؿ العلبقة )n nfككشيٌة في  ( , )E M .كلكف 
ٌـ بالنسبة لنظيـ التقارب ىذا الأأير . (!كلا أأالؾ لذلؾ ناسيا) M المنتظـ تا

) كعميو، فإفٌ المتتالية )n nf  تتمتٌع بنيايةfفي  ( , )E M.  ٌالتقارب لنبيٌف أف 
 :مف أجؿ ذلؾ لدينا. N كفؽ النظيـ كاقع

 

( ) ( ) ( ).n n nN f f M f f K f f     
 

lim أثبتنا أعلبه أفٌ  ( ) 0n
n

M f f


  . ٌبقي أف نبيٌف أفlim ( ) 0n
n

K f f


 . 
 :أمكننا أف نكتب (**)إذا استندنا إلى 

0 ( ) ,p np n n K f f      
 :أم

   
2

0
( , )

( ) ( ) ( ) ( )
sup .

p n p n

x y I

x y

f x f x f y f y
p n n

x y






  
   


 

 :كمنو
   

2

0

( ) ( ) ( ) ( )
, ( , ) .

p n p n

x y

f x f x f y f y
p n n x y I

x y




  
     


 

0n  بحيثnإذا ثبٌتنا  n  كجعمناp يؤكؿ إلى حصمنا حينئذ عمى : 
 

   
2

( ) ( ) ( ) ( )
, ( , ) .

n n

x y

f x f x f y f y
x y I

x y




  
  


 

 :كمنو
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   
2( , )

( ) ( ) ( ) ( )
sup ,

x y

n n

x y I

f x f x f y f y

x y






  



 

 

limأم  ( ) 0n
n

K f f


 كىك ما ينيي البرىاف ،. 

 

 عنصرا a كليكف. داأميتو غير أالية E جزءا متراصٌا مف A ليكف  (12
o مف

A . ٌ0يكجد عندئذ عدد حقيقي rبحيث : 
 

o

( , ) .B a r A A  

 :كعميو
( , ) .fB a r A 

 

) المغمقة الكرة أفٌ  الأأيرة العلبقة ىذه عف يترتٌب , )fB a r لككنيا) متراصٌة 
:  كالانسحابالتحاكي نستأدـ ككالمعتاد .(المتراصٌ  A مف مغمقا جزءا

( , ) (0, ) (0,1)

1
( )

f f fB a r B r B

x x a x a
r

 

  
 

 

 إفٌ ىذا. بدكرىا  متراصٌةfB(0,1) المغمقة الكحدة كرة أفٌ  لمحصكؿ عمى
 . بعد منتو، طبقا لمبرىنة ريسكيفضي إلى أفٌ الفضاء ذ

 

    3Eك 2E الجزأيف أفٌ  بإثبات للبكتفاء (12.5.1) النتيجة نستغؿٌ  (1 (13
 سنعالج .بالأقكاس مترابطيف يجعؿ ىذيف الأأيريف كىك ما محدٌباف،

1Eعمى حدل  .
 مف t كؿٌ  أجؿ مف ،2E مف عنصريف yك x ليكف 0,1 نضع :

(1 ) .z tx t y   
 :يككف لدينا عندئذ
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   

 

1
2 2

1

1
2 2 2 2

1

2 2 2 2

( ) (1 ) (1 )

2 (1 ) (1 )

2 (1 ) (1 )

n

i i n n

i

n

i i i i

i

n n n n

f z tx t y tx t y

t x t t x y t y

t x t t x y t y









     

     

    



  

1 1
2 2 2 2 2 2

1 1

1

1

(1 )

2 (1 )

n n

i n i n

i i

n

i i n n

i

t x x t y y

t t x y x y

 

 





   
        

   

 
   

 

 



 

1
2 2

1

( ) (1 ) ( ) 2 (1 ) . (*)
n

i i n n

i

t f x t f y t t x y x y




 
      

 
 

 

 : فرضا يمكننا أف نكتبإلى جانب ىذا،
1 1

2 2 2

1 1

( ) 0 ( ) 0 ,
n n

i n n n i

i i

f x x x x x x
 

 

         

 

1 1
2 2 2

1 1

( ) 0 ( ) 0 .
n n

i n n n i

i i

f y y y y y y
 

 

         

 

 :نستأمص مف ىاتيف العلبقتيف أفٌ 
 

1 1
2 2

1 1

.
n n

n n i i

i i

x y x y
 

 

   
 

 : شكارتز يبتي ػة ككشيبايف بمتكبالاستعانة
 

1 1 1
2 2

1 1 1

.
n n n

n n i i i i

i i i

x y x y x y
  

  

    

 :كعميو
1

1

0.
n

i i n n

i

x y x y




  
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1E 

'y 

y 

x 

'x 

 

) نستنتج أفٌ  ) 0f z  ٌكىك ما يبيٌف أف ، z2  ينتمي إلىE .م الأأيرنرل ؼ 
 .كبالتالي فيك مترابط بالأقكاس  جزء محدٌب،2Eأفٌ 

 . مترابط بالأقكاس3E يكصؿ إلى أفٌ مماثلبإفٌ حساب 
  . نتبٌع الأطٌة المكالية1Eبأصكص 

) ، أم أفٌ 1E عنصريف مف y كx ليكف )f x ك( )f y تماما مكجباف. 
 y بػ x إيصاؿ نحاكؿ .لزكما معدكميف  غيرy كxأفٌ  ينجرٌ عف ىذا

 .الأطٌ المنكسر التالي عبر
'ليكف  (0,0,..., ,0,...,0)ix x ك' (0,0,..., ,0,...,0)jy y عنصريف 

i  بحيث1Eمف  j n 0  كi jx y  (ixك jy ىما إحدل مركٌبات x 
 مف الكاضح أفٌ . ( عمى الترتيبyك
'xك 'y1  عنصراف مفE ٌإذ أف : 

  2( ') 0,if x x  

2( ') 0.jf y y  
لنبيٌف أفٌ القطع  'xx ك ' 'x yك  'y y 

 مف عنصرا z ليكف .1E في محتكاة 'xx.  
 :نكتب عندئذ

 (1 ) ', 0,1 .z tx t x t    
 

 :السابقة يبتي (*)كبمقتضى العلبقة 
2 2 2 2( ) ( ) (1 ) 2 (1 ) 0.i if z t f x t x t t x      

 :؛ كمنو1E إلى z ممٌا يضمف انتماء
  1' .xx E 

 عنصرا مف zكبالمثؿ، إذا كاف  ' 'x y ٌفإف : 
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2 2 2 2( ) (1 ) 0.i jf z t x t y    
 :إذف

  1' ' .x y E 
  مفzفي الأأير، نكتب مف أجؿ كؿٌ عنصر 'y y: 

 

2 2 2 2( ) (1 ) ( ) 2 (1 ) 0.j jf z t y t f y t t y      
 

 . مترابط بالأقكاس1Eنستأمص ىكذا أفٌ 

1 مف الكاضح أفٌ  (2 2 3E E E E   1 كأفٌ الأجزاءE2 كE3 كE 
 .Eلمجزء  تجزئة يجعميا الذم مثنى الأمر مثنى كغير متقاطعة مفتكحة
 .Eلػ  المترابطة المركٌبات تشكٌؿ الأجزاء ىذه أفٌ  ىكذا يتبيٌف

 

 

 مسائل للبحث 9.1

 

 

ليكف  (1  (1 n xؽ تفك  فضاء كثيرات الحدكد الحقيقيٌة ذات درجة لاn  

 .أعدادا حقيقيٌة متمايزة معطاة 1x ،2x ، ... ،mx كلتكف
    :المعرٌؼ بػً N اثبت أفٌ التطبيؽ  ( أ

                                       : nN x   

1

( ) ( )
m

i

i

P N P P x


 

 نصؼ نظيـ عمى n x. 
 نظيما عمى N ىك الشرط الذم ينبغي تكفٌره حتٌى يعرٌؼ ما ( ب

 n x ؟ 
 المعرٌفيف عمى 2Nك  1N رىف أفٌ التطبيقيف الحقيقيٌيفب (2 n x ًبػ: 

 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   78 

1 2
1 1

0

(0)
( ) max ( ) ; ( ) ,

kn

kx
k

d P
N P P x N P

dx  


    

 نظيماف عمى n x. 

 

)   مف أجؿ كؿٌ عنصر(2 )ijA a  مف فضاء المصفكفات, ( )n p KM   ذات
n    الصنؼ  pنضع : 

 

1
1 1

,
pn

ij

i j

A a
 

 

 

2

2
1 1

,
pn

ij

i j

A a
 

  

 

1 ,1
max .ij

i n j p
A a

    
 

 

,اثبت أفٌ ىذه العبارات الثلبث تعرٌؼ نظيمات عمى  ( )n p KM .
 

برىف أفٌ التطبيؽ   (1  (3
2

( , )
1

x ty
x y

t t



 
 2 يعرٌؼ نظيما عمى .

. ارسـ كرة الكحدة المغمقة (2
:  برن  نّ . فضاء نظيميّا Eليكن  (3

 

1)  , \ 0 2 ;
a ba b

a b E
a b a


    

 

2)  * ( , ) (0, );a E r B a r a B r      

 

3) *, , ( , ) ( , ) ( , ).a b E r B a b r B a r B b          
 

نعرٌؼ عمى الفضاء   (5  1 0,1 , ECالنظيمات الأربعة التالية : 

 

1
0 1

sup ( ) ,
x

f f x
 

 
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1

2
0 1

0

sup ( ) ( ) ,
x

f f x f x dx
 

   

3
0 1 0 1

sup ( ) sup '( ) ,
x x

f f x f x
   

  

1

4
0 1

0

sup ( ) '( ) .
x

f f x f x dx
 

   

 .قارف فيما بينيا
 

a ليكف  (6 x مف أجؿ كؿٌ  .مكجبيف تماماحقيقيٌيف عدديف  bك   مف yك 
2نضع : 

2 2 2 2( , ) .x y a x b y  

 

برىف أفٌ  (1 2 , . ٌفضاء نظيمي . 

 مثٌؿ ىندسيٌا، في معمـ متعامد متجانس، كرة الكحدة في (2 2 , .. 

 (الأساسيٌ ) ك.اثبت أفٌ النظيميف  (3
2

 .متكافئاف .

0 عيٌف العدد الحقيقيٌ الأصغر (4   بحيث: 
 

2

2
u u u   

 

0عيٌف، بالمثؿ، العدد الحقيقيٌ الأكبر (5    :بحيث  
 

2

2
.u u u   

 

 

)مف أجؿ كؿٌ . كسيطا حقيقيٌا    ليكف(7 , )x y  2مفنضع : 
 

2 2( , ) 2 .N x y x xy y    
 

 .2معرٌفا عمى  Nالتي مف أجميا يككف   ما ىي قيـ الكسيط (1

Nيعرٌؼ  التي مف أجميا   جد قيـ الكسيط (2  ؟ 2نظيما عمى   
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)2بيٌف أفٌ الفضاء النظيميٌ  (3 , )N   .بناأيٌ   
 

 ليكف  (8 , .E فضاء نظيميٌا ك   : , . , .f E E الدالٌة المعطاة بػ: 

 
1

( ) .
max 1,

f x x
x

 

. 2  ليبشيتزيٌة نسبتياfبرىف أفٌ 
 

 ليكف (9     1 1
, . 0,1 , , .E  C.  ٌنعتبر التطبيؽ الحقيقي 

10
. 

 :بػ  E المعرٌؼ عمى

1

9

0

10 ( ) .xf f x dx  

 برىف أفٌ  (1
10

 .Eنظيـ عمى   .

 برىف أفٌ النظيميف  (2
10

 ك.
1

 . متكافئاف.

 ىؿ الفضاء  (3 10
, .Eٌـ؟ متراصٌ؟ مترابط؟  عمؿ .  تا

  الفضاءيف الجزئييٌف مف2E ك1Eليكف   (10 , C،  1حيثE مؤلٌؼ  
 :التي تحقٌؽ f مؤلٌؼ مف العناصر2Eالمحدكدة ك fالعناصر مف

lim ( ) 0.
x

f x


 

.نظيـ اؿبناأيٌاف إذا ما زكٌدناىما ب 2E ك1Eبرىف أفٌ 


. 
 

) المؤلٌؼ مف المتتاليات الحقيقيٌة 1 نعتبر عمى الفضاء  (11 )n nx المحقٌقة: 
,n

n

x


 


 

 : بحيث2Nك1N تطبيقيف حقيقيٌيف 
1( ) ( ) 2 ,n n n

n

x x N x x


 


 

 

2( ) ( ) sup .n n n
n

x x N x x


 


 
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 ك1Nتحقٌؽ مف أفٌ   (1
2Nنظيماف . 

)1ليكف   (2 ) ( )
kn n kx x  1 عنصرا مف ًمعرٌفا بػ : 

1
; ,

0 ; .
kn

k n
x k

k n




 
 

 

 احسب 1 ( )nN xك  2 ( )nN x ٌ1  كاستنتج أفNك 
2N غير متكافئيف. 

 مف ابتداء فضاء المتتاليات الحقيقيٌة ذات العناصر المعدكمة E ليكف  (12
:  نضعE مف x مف أجؿ كؿٌ . مرتبة معيٌنة

 

1( ) ; ( ) sup .n n
nn

N x x N x x


 


 

 

 .Eتبكٌد مف أفٌ ىذيف التطبيقيف نظيماف عمى   (1

) المتتالية Eنعتبر في   (2 )p pxًالمعرٌفة بػ : 

 

 0 1, ,..., ,... ,i

p p p px x x x 
 :حيث

1
; ,

1

0 ; .

i

p

i p
x i

i p




 
 

 

 

)اثبت أفٌ  )p px ككشيٌة في  ,E Nغير أنٌيا ليست كذلؾ في   1,E N. 

) متتالية أأرل Eنعتبر في   (3 )p pyبحيث : 

 

1
; ,

2

0 ; .

i i
p

i p
y

i p




 
 

 

 

)اثبت أفٌ  )p py ككشيٌة في  1,E N كأنٌيا تبقى كذلؾ في  ,E N. 
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برىف أفٌ الفضاءيف   (4 1,E Nك  ,E N ليسا بناأيٌيف. 
 

)  فضاء المتتاليات العقديٌةEليكف   (13 )n nx التي تحقٌؽ lim 0n
n

x


. 
sup بالنظيـ  Eنزكٌد  n

n

x x





. 
برىف أفٌ   (1 , .E ٌبناأي . 

 المتتاليات مف  كالمؤلٌفةEمف  الجزئيٌة  المجمكعة0Eلتكف   (2

( )n ne الرتبة ذم ماعدا العنصر صفرا عناصرىا جميع تساكم التي nفيك ، 
 .E كثيؼ في 0Eاثبت أفٌ . 1 يساكم

) اثبت أفٌ كؿٌ متتالية (3 )n ne الكرة  تنتمي إلى
(0,1)fBكأنٌو لا يمكف  

 .نستأرج منيا أيٌة متتالية ككشيٌة  أف

 . غير منتوE استأمص أفٌ بعد (4

 

ليكف   (14  0,1 , EC ٌكلنضع مف أجؿ كؿ f  مف ك E مف  
 0,1: 

 ,1
0

( ) (1 ) sup ( ) .
t

f f t dt f t




 

   

 

 راثبت أنٌو مف أجؿ عنص (1  مف  0,1 يككف .


 .E  نظيما عمى

 اثبت أنٌو إذا كاف (2    :فإفٌ  

.f E f f
 

   

. لمنظيـ بالنسبة متقاربة متتالية كؿٌ  أفٌ  استنتج (3


 كذلؾ تككف 
. لمنظيـ بالنسبة


. 

 :لتكف المجمكعة (4
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 / ( ) 0 xf E f x F   

 مف x حيث 0,1. 
مفتكحة في  xF ىؿ  .أ , .E


  ؟

احسب  .ب 1, xd Fفي   , .E


1 ة لمدالٌة الثابت1يرمز)  f) 
 ماذا تستنتج ؟. ج
xاثبت أنٌو إذا كاف .د    عندئذ كثيفة فيxFكانت    , .E


، 

xكأنٌو إذا كاف   كانت xFمغمقة في   , .E


. 
 

 فضاء جزئيٌا، لا يطابؽ Fفضاء نظيميٌا حقيقيٌا بعده منتو ك E ليكف  (15
 E. يككف أف كيكفي يمزـ المتمٌمة مترابطة لكي تككف أنٌو برىف 

 .2 أكبر أك يساكم Fالبعد المرافؽ  لػ 
 

.  أحد فضاءاتو الجزئيٌةFك فضاء نظيميٌا Eليكف   (16
 :برىف أفٌ  (1

o

F E F    

 

نزكٌد الفضاء  (2  0,1 ,E  C ٌبنظميو الأساسي .


 برىف أفٌ . 

1الدكاؿ ذات الصنؼ  مجمكعتي
C كدكاؿ كثيرات الحدكد تشكٌلبف فضاءيف 

 .جزئيٌيف داأميتاىما أاليتاف

 

ليكف   (17   1 0,1 , : (0) 0E f f  C . ٌمف أجؿ كؿf مف E 
: نضع

 0,1

sup ( ) '( ) .
x

f f x f x


  

 اثبت أفٌ  (1 , .E ٌفضاء نظيمي . 
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. ىؿ النظيماف  (2


  متكافئاف؟. ك

: يمكف الاستعانة متتالية الدكاؿ) ( ) n

n nf t f t t) 

 مف g  مف أجؿ عنصر (3  0,1 ,Cحؿ، مستأدما طريقة  
 :تغيٌر الثابت، المعادلة التفاضميٌة

' .y y g  

0 برىف أنٌو يكجد عدد  (4 kبحيث : 

.f E f k f


   
 

:  نضعE مف f مف أجؿ عنصر 
 

   0,1 0,1

( ) sup ( ) sup '( ) .
x x

N f f x f x
 

    

  

 .E أفٌ نظيـ عمى Nاثبت  .أ 

 .  متكافئاف. كNبرىف أفٌ النظيميف  .ب 

)التكابع  يمكف إدراج) )xx e f x) 

) ىؿ الفضاء  .ج  , )E Nبناأيٌ؟  
 

:  المجمكعةكفتؿ  (18
   2 0,1 , : (0) (1) 0 .E f f f   C 

 : نضعE مف fمف أجؿ كؿٌ 
 

( ) '(0) " .N f f f


  
 

) اثبت أفٌ  (1 , )E N ٌفضاء نظيمي . 

. الأساسيٌ  النظيـ متتالية تكابع تتقارب نحك الصفر كفؽ  ىات (2


 

 .Nكلا تفعؿ ذلؾ كفؽ النظيـ 
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. قارف بيف النظيميف  (3


ٌـ بيٌف أفٌ الفضاء N ك ) ث , )E N ٌبناأي   .
 

)ليكف  (19 )nE  M فضاء المصفكفات الحقيقيٌة المربٌعة n n 
: نزكٌده بالنظيـ. الشعاعيٌ 

1 1

sup .
n

ij
i n j

M a
  

 
  

 
 

 

1A بحيث E مصفكفة مف Aلتكف  ك b شعاعا مف n .
اثبت أفٌ  (1 , .E ٌبناأي . 

xبرىف أفٌ المعادلة   (2 Ax b  تقبؿ حلٌب كحيدا في n. 

Iاستنتج أفٌ المصفكفة  (3 Aيرمز ).  قابمة لمقمبIلمصفكفة  
 (.Eالكحدة في 

 : نضع (4

0

.
n

k

n

k

S A


 

)برىف أفٌ المتتالية  )n nS متقاربة في E . نرمز لنيايتيا بػ
0

k

k

A




. 

) احسب المصفكفة  (5 ) nI A Sٌـ استأمص العلبقة  : ث

 
 
 
 
 
 

2 
 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   86 

 ففاا التطبيقات الخطمّيمّة الشقاعيمّ 
  

 

 

 

 التي الجبريٌة التعاريؼ مف بعضا ىذا الفصؿ مستيؿٌ  في نستحضر
 .ىنا، بؿ كفي كثير ممٌا تبقٌى مف الفصكؿ استأداميا يطغى

 

 

) الففاا  1.2 , )L E F 

 

 

عريؼ   ت1.1.2
 .K فضاءيف شعاعيٌيف عمى حقؿ FكE  ليكف

u ،نقكؿ عف تطبيؽ E منطمقو  : إذا حقٌؽخطمّيمّ إنٌو  ،F كمستقرٌه 
, , , ( ) ( ) ( ).x y E u x y u x u y        K 

 

أمثمة   2.1.2
: إفٌ التطبيقات المكالية تطبيقات أطٌيٌة

1)        :u   
( ) , ( ).x u x ax a   

2)       1: , , , ,u a b a b C C 

     ( ) '.f u f f 

3)        : , ,u a b  C 

( ) ( ) .

b

a

f u f f t dt  
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E مف المعرٌفة الأطٌيٌة التطبيقات تؤلٌؼ F نحك   بػً ليا يرمز مجمكعة 
( , )L E F . ببنية تتمتٌع الأأيرة ىذه مف أفٌ  الحاؿ، التبكٌد السيؿ، بطبيعة مف 
كٌدت ما إذا كىذا ،K عمى شعاعيٌ  فضاء : التقميديٌيف التركيبيٌيفف بالقانكني زي

( , ) ; ( , )f f f g f g    
f حيث ) مف gك  , )L E Fك  مف K. 

 

 تقريؼ  3.1.2
 أطٌيٌ  تطبيؽ كؿٌ  (K عمى) E شعاعيٌ  فضاء عمى خطمّيمّا شكلا نسمٌي

E منطمقو . K كمستقرٌه 
 

( 3) ك(1) المثاليف في الكارديف التطبيقيف أفٌ  التعريؼ ىذا عف يترتٌب
. شكلبف أطٌيٌاف أعلبه

E  عمى المعرٌفة الأطٌيٌة الأشكاؿ لمجمكعة نرمز )* بػً  , )L E EK 
E بمِثنوي كنسميٌيا  فضاء ببنية يتمتٌع الأأير ىذا فإفٌ  كبالطبع، .المبريمّ  

 .كما تقدٌـ K شعاعيٌ عمى
 

 تقريؼ  4.1.2
E إذا كاف  فضاء شعاعيٌا عمى    عمىشكلا نصؼ خطمّيمّ فإنٌنا نسمٌي  

E كؿٌ تطبيؽ u معرٌؼ مف E  نحك   :بحيث 

 
, ( ) ( ) ( ),x y E u x y u x u y     

, ( ) ( ).x E u x u x         
 

 :لدينا عمى سبيؿ المثاؿ(.   إلى مرافؽ يشير)
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1 : nu   

1

1

( ) ,
n

i

i

z u z z



 

 

  2 : , ,u a b  C 

 2 ( ) ( ) ,

b

a

f u f f t dt  

 .يحقٌقاف شرطي ىذا التعريؼ
 

 تقريؼ  5.1.2
) مف u  تطبيؽنواةنسمٌي  , )L E F مف الجزئيٌة المجمكعة  Eة كالمؤلٌؼ
xمف العناصر 0التي تحقٌؽ    ( )u x. 

 

Ker بػً u لنكاة نرمز u  الذم Kernel الإنجميزمٌ  مف المفظ مستمدٌ ) 
: كنكتب حينئذ (يعني نكاة

    1/ ( ) 0 0 .Ker u x E u x u    
 

 كبالأصكص، .فو مستويمّ  بنية لمنواة أفٌ  التعريؼ يتٌضح مف ىذا
Kerفإفٌ  u  .E فضاء شعاعيٌ جزئيٌ مف  

 

 تقريؼ  6.1.2
) مف u عنصر صورة نسمٌي , )L E F مف الجزئيٌة المجمكعة F 

 بػ u لصكرة نرمز .E مف بسابقة تتمتٌع التي y العناصر مف كالمؤلٌفة
Imu نكتب: 

   Im / , ( ) ( ) , .u y F x E u x y u x F x E        

 

 .F  مفففاا شقاعيمّ مزئيمّ  Imu فٌ مف السيؿ التبكٌد مف أ
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 تقريؼ  7.1.2
K فضاءات شعاعيٌة عمى حقؿ Fك 1E ،2E ،... ،mE ليكف  uك 

1تطبيقا مف  2 ... mE E E  نحك  F. 
 مف k دليؿ كؿٌ  أجؿ مف كاف إذا الخطمّيمّة متقدمّد إنٌو u نقكؿ عف

المجمكعة  1,2,...,m  ٌ1 عنصر ككؿ 2 1 1( , ,..., , ,..., )k k ma a a a a  مف 
1 2 1 1... ...k k mE E E E E       الجزئيٌ  التطبيؽ يككف :

 

:K Ku E F 

1 1( ) ( ,..., , ,..., ),k k k k k mx u x a a a a 
 

 لكؿٌ  بالنسبة أطٌيٌا كاف متعدٌد الأطٌيٌة إذا u يككف أأرل، كبعبارة .اأطٌيٌ 
 معدكما ىذه، كالحاؿ u يككف .المتغيٌرات عمى حدة عندما تيثبٌت بقيٌة متغيٌر
. المتغيٌرات معدكما أحد كاف كمٌما

. يضحى شكلب متعدٌد الأطٌيٌة u فإفٌ  ،FK كبالطبع، إذا كاف
 كىك الأطٌيٌة، التطبيقات استمرار تمييز إلى نعمد الممحة، ىذه بعد
. المكالية الفقرة مكضكع

 

 

 استمرار تطبيؽ خطمّيمّ   2.2
 

 

مبرىنة   1.2.2
K عمى فضاءيف نظيميٌيف Fك E  كافإذا ) عنصرا مف uك  , )L E F 

 a مكجب عدد يكجد أف كيكفي يمزـE عمى  مستمرٌا u يككف لكي فإنٌو

 :بحيث
( ) .

F E
x E u x a x   
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 إثبات

: لزكـ الشرط
 .بالأصكص الصفر عند استمراره يستمزـ Eل عؿ u استمرار إفٌ 

: نكتب عندئذ
0 0 ( ) .

E F
x u x          

1 لنثبٌت   ٌكلنضع، مف أجؿ كؿ x غير معدكـ: 
.

E

z x
x


 

يبتي أفٌ 
E

z كعميو  :
( ) 1.

F
u z  

: إذف

,( ) ( ) 1
F F

E E

u z u x u x
x x

  
   

 
 

 

: أم
1

( ) .
F E

u x x


 

1 يكفي عند ذلؾ أأذ
a


. 

 :كفاية الشرط

xمف أجؿ كؿٌ   :يككف لدينا E مف yك  
 

( ) ( ) ( ) .
F F E

u x u y u x y a x y    
 

 

 مستمرٌ  فيك، إذف؛ a نسبتو تزمٌ مليبش u أفٌ  العلبقة ىذه مف ييستشؼٌ 
 .(كبانتظاـ)

: يمكف أف نصكغ ما جاء في ىذه المبرىنة عمى المنكاؿ التالي
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 تيمة  ف2.2.2
uعنصر كؿٌ  أجؿ مف )مف   , )L E F  أدناه الثلبث الدعاكل تككف  
: متكافئة

1) u مستمرٌ عمى E، 

2) u مستمرٌ عند الصفر، 

3) u  عمىمستمرٌ بانتظاـE. 

 

إثبات 
!  كاضح

) مف المستمرٌة الأطٌيٌة تشكٌؿ التطبيقات , )L E F نرمز جزئيٌة مجمكعة 
) بػً ليا , )E FL . ٌتتمتٌع ىذه الأأيرة ببنية فضاء شعاعيٌ جزئي. 

 ليا نرمز مجمكعة E المستمرٌة عمى الأطٌيٌة الأشكاؿ تؤلٌؼ كبالمثؿ،
) بػً , ) 'E EKL، يبمِثنو كتدعىE  الحاؿ، بطبيعة إنٌو .الطبولوميمّ   

 FكE  تطابؽ إذا أنٌو إلى نشير في الأأير .E* مف فضاء شعاعيٌ جزئيٌ 

 :آنئذ كضعنا
( ) ( , ).E E FL L 

 أمثمة  3.2.2
1)          1 : , . , .u         

1( ) ; .x u x ax a   
: لدينا

1( ) ;u x ax a x  

.  مستمرٌ عمى 1u  إذف،
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2)            2 : 0,1 , , . , .u

 C     
1

2

0

( ) ( ) .f u f f t dt  

 :لدينا
1 1 1

2
0 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) sup ( ) ;
x

u f f t dt f t dt f t dt f


 

      

.  مستمرٌ 2uكمنو، 
3)          1

3 : 0,1 , , . 0,1 , , .u
 
 C C 

3( ) '.f u f f 
  غير مستمرٌ قمف أجؿ ذلؾ أف نبيٌف أفٌ  يكفي . غير مستمرٌ 3uالتطبيؽ إفٌ 

 :نعتبر المتتالية مف أجؿ ذلؾ، .بالتتالي
*sin

( ) , .n

nx
f x n

n
  

)مف الكاضح أفٌ  )n nf متتاليٌة مف   1 0,1 ,C 0كأنٌيا تتقارب نحك f 

 :ذلؾ لأفٌ 

0 1 0 1

sin 1
0 lim lim sup ( ) 0 lim sup lim 0;n n

n n n nx x

nx
f o f x

n n      

       
 

)3 أفٌ  غير )( ) cosnu f x nx 30 نحك تتقارب لا   ( )u f .أفٌ  نستأمص 
3u  ٌيمكنؾ اعتبار المتتالية). كبالتالي فيك غير مستمرٌ ، ليس نصؼ مستمر 

( )
n

n

x
g x

n
) .

 

4)           1

4 : 0,1 , , . 0,1 , , .u
 
 C C 

4 4

0

( ) / ( )( ) ( ) .

x

f u f u f x f t dt      

 :لدينا
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4
0 1 0 1 0 1

0 0

( ) sup ( ) sup ( ) sup ;

x x

x x x

u f f t dt f t dt f x f
  

     

     

. مستمرٌ  4uكمنو، 
 التطبيقات أفٌ  الأأير، المثاؿ إلى الانتقاؿ قبؿ نشير، أف بنا يجدر

 بمعالجة المكالي المثاؿ في الأمر يتعمٌؽ .الأطٌيٌة كاضحة السابقة الأربعة
 بفضاء E نظيميٌا فضاء يربط الذم s القانكنيٌ  الغمر كاستمرار أطٌيٌة

E/ القسمةحاصؿ  F كبالضبط لدينا.  سبؽ تناكلوالذم : 

 فإفٌ فضاء شعاعيٌا جزئيٌا مغمقا منو،  F فضاء نظيميٌا كE إذا كاف (5

: الغمر القانكنيٌ  /s E E F: 
( )x s x x



 
. أطٌيٌ كمستمرٌ 

: أطٌيٌ، ذلؾ لأفٌ  s :أكلا




, (*)
,

. (**)

x y x y
x y E

x y



 


 





  

    




K 

: كبالفعؿ



: ,

: ,

( ) ( )

.

z x y z x y

z x F y F

x y F

z x y

   

   

 

 

   



 
       
 

      

    

    

 

: كبالعكس لدينا
 ( )

( ) ; ( )

z x y z x y F

z x y F z y x F



     

      
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( ) ; ( )

( ) .

z x y z y x

z x y x y

 

 

    

 
     

 

 

x كاف كلمٌا y مف عنصرا x y
 

 أفٌ  استنتجنا z إلى ينتمي x y
 

.  
.  متكفٌر(*)نحصؿ في الأأير عمى أفٌ 

 كاف  ما إذا كاضحا يضحى أنٌو نلبحظ( ** )الشرط بأصكص

: كفعلب لدينا .معدكما
0 0 0 .x x F


 

   
: نكتب عندئذ.  غير معدكـ لنفترض حاليا أفٌ 

1 1
.z x z x z x F z x F z x  

 

 

           
.  متكفٌر(**)، الشرط كعميو

: كبالفعؿ، نعمـ أفٌ .  مستمرٌ s :ثانيٌا 

   ( ) inf : inf :( ) .s x x y y x y y x F
 

      

 : يحقٌؽxكلما كاف 
0 ,x x F   

: أمكف الحصكؿ عمى
( ) ,s x x x



  

 . المنشكدالاستمراركىك ما يضمف 
 

 قفية  4.2.2
E إذا كاف فضاء نظيميٌا ذا بعد منتو، فإنٌو مف أجؿ كؿٌ فضاء نظيميٌ  

F يككف: 
( , ) ( , ),E F L E FL 
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 (.مستمرمّ  E أي أفمّ كؿمّ تطبيؽ خطمّيمّ مقرمّؼ عمى)
 

 إثبات
)1 ليكف )i i Pe   ػؿً  القانكنيٌ  الأساس E الأساسيٌ  بالنظيـ المزكٌد 

1
. 

Eتطبيقا أطٌيٌا مف uك  :نكتب عندئذ. F نحك فضاء نظيميٌ   

1 1 1

( ) ( ) ( ) .
  

 
   

 
  

P P P

i i i i i i

i i i

u x u x e x u e x u e 

كبكضع
1
max ( )i

i P
u e M

 
  :تبتي العلبقة الضامنة للبستمرار  

1
( ) .u x M x 

  

 نتيمة  5.2.2
*كاف ذا بعد منتو  E إذا كاف 'E E .

 

 

)  ننيـ الففاا  3.2 , )E FL 

 

 

قفية   1.3.2
Kحقؿ عمى نظيميٌيف فضاءيف Fك Eف كا إذا  مف عنصرا uك  
( , )E FL، كانت الأعداد الأربعة التالية عندئذ متساكية: 

 \ 0

( )
sup ,


F

x E
E

u x
a

x
 

1

sup ( ) ,



E

F
x

u x b 

1

sup ( ) ,



E

F
x

u x c 

 inf 0 / ( ) .  
F E

k u x k x d 
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 إثبات
1 نضع x مف أجؿ كؿٌ عنصر غير معدكـ

x z
x

 .يمكف الحصكؿ  

 :عندئذ عمى
(1       )

 
0 0 1

( ) 1
sup sup sup ( ) .
  

 
    

 
  E

F

F
x x z

E E F

u x
a u x u z b

x x
 

 :كلدينا إنشاء

(2        ).b c 

u نلبحظ، مف جية أأرل، أنٌو لمٌا كاف  نكتب، مف أجؿ مستمرٌا أمكننا أف 
) يحقٌؽ k كؿٌ  ) 

F E
u x k x: 

1 ( ) .
E F

x u x k   
 :كعميو

1

sup ( ) .
E

F
x

c u x k


  

   :كمنو

(3       ).c d   
 :لدينا في الأأير

 
( )

\ 0 ( ) .F

F E

E

u x
x E a u x a x

x
     

 :ينتمي إلى المجمكعة a ينجـ عف ىذه العلبقة أفٌ 
 0/ ( ) ,

F E
k u x k x  

 :ممٌا يؤدٌم إلى
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(4)       .d a 

 :أتي في الألبصة أفٌ الأعداد الأربعة المذككرة تحقٌؽم
;a b c d a    

. كىك ما يضمف تساكييا 
 

  ػ تقريؼقفية  2.3.2
:إفٌ التطبيؽ  ( , )N E F  Lًالمعرٌؼ بػ : 

( )u N u u a b c d     
) يعرٌؼ نظيما عمى , )E FL. 

 

 إثبات
 :لنضع

 
( , )

\ 0

( )
sup . F

E F
E

E

u x
u

xL
 

 :لدينا
 :شرط الفصؿ (1

 
 

 

( , )
\ 0

( )
0 sup 0 ( ) 0, \ 0

( ) 0, \ 0 0.

      

     

F

E F F
E

E

u x
u u x x E

x

u x x E u

L
 

(0)لاحظ أفٌ ) 0uمف أطٌيٌة  u). 
 :شرط التجانس (2
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   

   

( , )
\ 0 \ 0

\ 0 \ 0

( , )

( , )

( )( ) ( )
sup sup

( ) ( )
sup sup

.

F F

E F
E E

E E

F F

E E
E E

E F

u E F

u x u x
u

x x

u x u x

x x

u

  

 
  


  

 

K

L

L

L

 

 

 :شرط المتباينة المثمٌثيٌة (3

   

 

   

( , )
\ 0 \ 0

\ 0

\ 0 \ 0

( , ) ( , )

, ( , )

( )( ) ( ) ( )
sup sup

( ) ( )
sup

( ) ( )
sup sup

.

F F

E F
E E

E E

F F

E
E

F F

E E
E E

E F E F

u v E F

u v x u x v x
u v

x x

u x v x

x

u x v x

x x

u v

 

 
  




 

 

L

L L

L

 

 خلاصة
( , )

.
E FL

) نظيـ عمى  , )E FL. 
 

 أمثمة  3.3.2
 :لنحسب نظيمات التطبيقات الأطٌيٌة التالية

1)             : 0,1 , , . , .u

 C  

 

1

0

( ) ( ) ,f u f f t dt  
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)أفٌ  عممنا سابقا )


u f f. 1 كمنو u. ذا أأذنا 01 كا  f  أفٌ  كجدنا  
0f (0,1)  الكرةإلى ينتميfB مف   0,1 ,C ٌ01  كأف ( )u f. نستأمص 

1 إذف أفٌ  u. 
 

u نعتبر التطبيؽ الأطٌيٌ  (2  لدينا (.3.2.1)مف ( 4) الكارد في المثاؿ 
 :سابقا

  0,1 , ( ) .f u f f
 

  C 
 

1 كمنو، u . 01كببأذ f، 0 نجد( )( )u f x x. كعميو: 
 

0( ) 1 .u f u  
1. نستأمص إذف u 

 

 0fرعنص إيجاد مف السابقيف المثاليف في تمكنٌا أنٌنا يفتؾ لـ أنٌو شؾٌ  لا

 المكالي المثاؿ إفٌ  .لمنظيـ المعرٌؼ الأعمى الحدٌ  عنده يدرؾ (مرٌة كؿٌ  في)
 .أفمّ الأمور ليست كذلؾ عمى الدواـ يبيٌف

 نزكٌد الفضاء (3  0, , E C .بالنظيـ  


 :التطبيؽ كنعتبر 
 : , .u E  

 

0

( ) ( )cos .f u f f x x dx



  

uنظيـ حساب ىنا، نعتزـ . E' مف عنصر u أفٌ  تكضٌح أف لؾ نترؾ  

براز أنٌو لا يكجد عنصر   :يتحقٌؽ بو fB(0,1)  الكرة مف0fكا 
0( ) .L f u 

 :لدينا في البداية

0 0

( ) ( ) cos cos ;f E u f f x x dx f x dx

 


     
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1 

0 1

2 n


 

1 

 
x 

y 

1

2 n


 

2


 

: كمنو

1
0

sup ( ) cos 2.
f

u u f x dx






   

2لنبيٌف أفٌ  u ) مف أجؿ ذلؾ نعتبر المتتالية .  )n nfتعريفيا التالي : 
1

1 ; 0 ,
2

1 1
( ) ; ,

2 2 2

1
1 ; .

2


  


 

       



    


n

x
n

n
f x nx x

n n

x
n

 

 
 
 
 

 
)مف الكاضح أفٌ  )n nfمتتالية مف  E : تحقٌؽ 

     

1 1

2 2

1 10

2 2

( ) cos ( )cos cos
n n

n n

n n

u f x dx f x x dx x dx

 
 



 
 

      

     

1 1

2 2

1 10

2 2

cos cos cos
2

 

 

 
     

 
  

n n

n n

x dx n x x dx x dx

 



 


   

 

1

1 2

2 1
0

1 2

2

sin sin cos sin
2

n

n

n

n

x n x x x x


















  
       

  
 

1 1
cos cos .

2 2
n

n n

    
      

   
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 :عمى ضكء مبرىنة التزايدات المنتيية يبتي
 

1 1 2 1 1
cos cos sin( ) ; , .

2 2 2 2
n nc c

n n n n n

     
           

     

    

: قعميك

 lim ( ) 2 lim sin( ) 2sin lim 2sin 2.
2  

 
    

 
n n n

n n n
u f c c

 

: كلكف لدينا
( ) .n nn u f u f u    

 :إذف

lim ( ) 2.n
n

u u f


  
 

2 نحصؿ ىكذا عمى أفٌ  u .
: بحيث fB(0,1)  الكرة مف0fلنبيٌف أأيرا أنٌو لا بكجد عنصر 

0

0

( ) cos 2 .u f x dx u



   

. إذف أفٌ الأمر ألبؼ ما أعمنٌا عنولنفترض . نستعيف بالاستدلاؿ بالأمؼ
: نكتب عندئذ

 0

0

( )cos cos 0.f x x x dx



  

)0نلبحظ أفٌ إشارة العبارة  )cos cosf x x xىي إشارة العبارة  :

0

cos
cos ( ) ,

cos

x
x f x

x

 
 

 
 

حيث)
2

x

 : نميٌز عندئذ حالتيف (.بطبيعة الحاؿ  

1)  00, , cos ( ) 1 0
2

x x f x
 

   
 
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0 فٌ لأذلؾ  cos x 01ك  ( )f xفرضا  .
 

2)  0, , cos ( ) 1 0
2

x x f x
 

    
 

 

: نستأمص مف كؿٌ ىذا أفٌ 
 0( )cos cos 0, 0, .f x x x x    

: كعميو، يبتي

 0 0

0

( )cos cos 0 ( )cos cos 0.f x x x dx f x x x



     

 :كمنو

0

cos
( ) , ;

cos 2

x
f x x

x


  

 :أم أفٌ 
 

0

1 ; 1 ,
2

( ) ; ,
2

; .
2

x

f x x

x


 




 



  



ßí Ý í

- 1

 

 عند مستمرٌ  غير 0f أفٌ  الكاضح مف
2

 مف ممفكظا يجعمو ما كىكE 

 .التناقض المنشكد حدثمك
 

 ممحونات  4.3.2
 .مستمرٌا u  التطبيؽ ىك أصغر عدد يجعؿ u نستقي ممٌا سبؽ أفٌ  (1

u فكمٌما كاف  :مستمرٌا كتبنا 
( ) .x E u x u x   

اختياري 
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2) u  مستمرٌ عمى u E   .fB(0,1) الكحدة محدكد عمى كرة 

 

  تستمزـ لا المحدكديٌة أفٌ  عميؾ لا يأفى كأنت ىذه النتيجة أىميٌة لاحظ)
 (!الاستمرار

)مف عنصرا u إذا كاف (3 , )E FL  كرة عمى معدكما uف ككا  
u ظؿٌ  الكحدة  .كمٌو E كذلؾ عمى  
) مف ف عنصراتطابؽ إذا (4 , )E FL (0,1) عمىfB عمى تطابقا E 
 .كمٌو

 فومستويمّا تآلفيمّاقبؿ الانتقاؿ إلي القضية المكالية نشير إلى أنٌنا نسمٌي 
E في فضاء نظيميٌ   :كؿٌ مجمكعة مف الشكؿ 

    1: ( ) ,H x E f x f       

f حيث  H إفٌ  عندئذ نقكؿ .عدد حقيقيٌ   كE* مف عنصر غير معدكـ 
 فكمستكمٌ معادلتو f  . 

 

 قفية  5.3.2
 الفكمكستكمٌ  يككف f H   نظيميٌ  فضاء مف*E  إذا مغمقا،  

 .مستمرٌا f كاف إذا كفقط
 

 إثبات
 عكسيٌة صكرة لككنو مغمؽ H لأفٌ  ذلؾ كاضحة، الشرط كفاية إفٌ 

 .لمغمؽ كفؽ تطبيؽ مستمرٌ 
: لزكـ الشرط

ECأفٌ  ذلؾ عف يترتٌب.  مغمؽHأفٌ  لنفترض H غير أاؿ  مفتكح
EC مف عنصرا 0x ليكف .(معدكـ غير f لككف) H ،سبيؿ عمى كلنفترض 

)0 أفٌ  المثاؿ، )f x  .ماداـ EC H 0 عدد يكجد فإنٌو مفتكحا r بحيث: 
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0( , ) .EB x r C H 
 :لنبيٌف أفٌ 

0( , ) ( ) . (*)x B x r f x    

)0 مف الكرة 1x لنفترض، أنٌو مف أجؿ عنصر معيٌف , )B x rلدينا  :
1( )f x  

)0  الكرةمادامت  , )B x r محدٌبة فإنٌو مف أجؿ كؿٌ عدد t مف  0,1 يككف  

1 0(1 )tx t x tx  منتميا إلييا ممٌا يضمف : 
 ( ) 0,1 .tf x t   
: غير أنٌنا نلبحظ أنٌو مف أجؿ

1

1 0

( )
,

( ) ( )

f x
t

f x f x





 

: يككف لدينا
( ) ,tf x  

 (.*) كىذا غير ممكف، ممٌا ينيي إثبات 

 :أفٌ  (*)يترتٌب عف العلبقة 
0 0( ) ( ) ( ) , (0,1).f x rz f x rf z z B      

 :كمنو
 0

1
( ) ( ) .f z f x

r
  

 :كعميو
 0

1
( ) .f f x

r
  

.  مستمرٌ fإذف، 
 

 :ةمف ىذه القضية نستأمص تكٌا ىذه النتيجة اليامٌة كالكاضح
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 نتيمة  6.3.2
uيككف عنصر  . مستمرٌا إذا كفقط إذا كانت نكاتو مغمقةE* مف  

 

 قفية  7.3.2
عنصرا   u ككاف K عمى نظيميٌة فضاءات ثلبثة Gك Fك E فكا إذا

) مف , )E FL ) عنصرا مف vك  , )F GL  :فإفٌ  
1) v u  يضحى عنصرا مف ( , )E GL ، 

 

2) ,v u u v 

 

ذا كاف ) عنصرا مف u كا  )EL فإنٌو: 
 

3)  * ... .
nn

n

n u u u u u u       


  

 

 إثبات
v. أ (1 u  ٌأطٌي: 

 

 

, , ( )( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ).

x y E v u x y v u x y

v u x u y

v u x v u y

        

  

  



 

K

 

v. ب u  ٌمستمر :
 

( , )

( , ) ( , )

( )( ) ( ) ( )

.

G F G FG

F G E F E

x E v u x v u x v u x

v u x

   




L

L L

 

 (.1)نتيجة مباشرة مف  (2

1 العلبقة مساكاة بيٌنة مف أجؿ. نستأدـ البرىاف بالتدريج (3 n. كمف 
2نحصؿ مف أجؿ  (2)  nعمى : 

22 . u u u u 
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 كتبنا مف أجؿ الرتبة kإذا افترضنا صحٌة العلبقة إلى غاية رتبة ما 
: المكالية

11 .
    

k kk k ku u u u u u u u 
 

 مبرىنة  8.3.2
F إذا كاف ) بناأيٌا أضحى  , )E FL  .كذلؾ 

 

 إثبات
)لتكف  )n nuمتتالية ككشيٌة مف  ( , )E FL  .نكتب عندئذ: 

 

0 00 ( ) / , : ;p qn p q p q n u u              

 

 :يككف لدينا fB(0,1) مف x كمف أجؿ كؿٌ 
0 ( ) ( ) .p qp q n u x u x      

1 كباستأداـ التحاكي
x x

x
 :يمكننا الحصكؿ عمى 

 

0 ( ) ( ) , .p qp q n u x u x x E        
 

x نستأمص، إذف، أنٌو مف أجؿ كؿٌ  E مف  تككف المتتالية  ( )n n
u x  ككشيٌة  

كلمٌا كاف ىذا الأأير بناأيٌا أضحت . F في ( )n n
u xلنضع .فيو  متقاربة 

 :حينئذ
lim ( ) ( ),n
n

x E u x u x


   
) تنتمي إلى uة كلنبيٌف أفٌ الدالٌة النياكمٌ  , )E FL. 

1) u  ٌأجؿ كؿٌ  مف، كفعلب  :أطٌي x E مف yك   K مف ك   ككؿٌ  
 :لدينا

( ) lim( ) lim ( ) lim ( )n n
n n n

u x y x y u x u y
  

         
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lim ( ) lim ( ) ( ) ( ).
 

     n n
n n

u x u y u x u y 

 

2) u  ٌ0 إذا ثبٌتنا :مستمرn q كؿٌ  أجؿ حصمنا، مف x (0,1) مفfB 
0n ككؿٌ دليؿ pعمى ، :

( ) ( ) ( ) ( ) .p pu x u x u x u x     
: كمنو

( ) ( ) ;pu x u x  
: كعميو

;pu u  
u كىك ما يضمف استمرار . المطمكب 

) لممتتالية نياية u أفٌ  نبيٌف أف أأيرا بقي (3 )n nu في ( , )E FL .
: سابقا لدينا

0 ( ) ( ) , (0,1);n fn n u x u x x B       
: كعميو

0 ,nn n u u     

 .كىك المبتغى
 

: إذا استندنا إلى ىذه المبرىنة تبيٌف لنا عمى التكٌ 
 

 تيمةف  9.3.2
E' الثنكم الطبكلكجيٌ   .بناأيٌ عمى الدكاـ 

 

 إثبات
 كفعلب، FK  ٌبناأي. 
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 إلى السابقة النتائج السيكلة مف بشيء أف نعمٌـ الحاؿ، بطبيعة يمكف
: في ىذا المضمار لدينا .التطبيقات المتعدٌدة الأطٌيٌة

 

 مبرىنة  10.3.2
 ليكف

1

P

i

i

E E


 1 منتيية بعائمة الممحؽ الجداء فضاء( )i i pE   مف 

u كليكف K عمى نظيميٌة فضاءات  نحك E تطبيقا متعدٌد الأطٌيٌة معرٌفا مف 
 .متكافئة تككف عندئذ الميزات الثلبث التالية (K عمى) F فضاء نظيميٌ 

1) u مستمرٌ عند كؿٌ نقطة مف E. 

2) u مستمرٌ عند الصفر. 

3) u  1محدكد عمى جداءات كرات الكحدة ix، 1 i p . 

 

 إثبات
(2 (1   

 ! كاضح

(3 (2 
 في حدةكاؿ لكرة الصكرة العكسيٌة أفٌ  يستمزـ الصفر  عندuاستمرار  إفٌ 

F جكار لمصفر في E . كعميو، يكجد عدد مكجببحيث : 
1 2

1

( , ,..., ) 1.
i

i pE F
i p

x u x x x
 

   

1 كمف أجؿ
i iy x


نجد : 

1 2 1 2

1 1

1 2

1
1 ( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ) 1.

i i
i i p pE E F F
i p i p

p

p F

y y u x x x u y y y

u y y y

  




   

   

 

 

 

 :كمنو
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1 2

1

1
1 ( , ,..., ) .

i
i p pE F

i p

y u y y y


 

   

(1 (3 
:  بحيثMكجكد عدد مكجب  (3)ينجرٌ عف الفرضية 

1 2

1

1 ( , ,..., ) .
i

i pE F
i p

x u x x x M
 

   

ذا كانت  )1كا  )i i px   عمى ( ملبئـباستأداـ تحاؾ) كيفيٌة تحصٌمنا: 
 

1 2
1 2 1 2( , ,..., ) ... . (*)

p
p pE EF E

u x x x M x x x 

 

 نقطة ذلؾ بغية لنعتبر. E  عمىu لنبيٌف أفٌ ىذه العلبقة تستكجب استمرار
1 كيفيٌة 2( , ,..., )pa a a a مف E .يمكننا عندئذ أف نكتب: 

 

1 2 1 2 1 1 2

1 2 2 1 2 1

( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )

( , ,..., ) ... ( , ,..., , )

p p p

p p p p

u x x x u a a a u x a x x

u a x a x u a a a x a

   

    
 

 

، كعميو.  أطٌيٌا بالنسبة إلى كؿٌ متغيٌر عمى حدةuكىك أمر ناتج مف ككف 
 :يبتي (*) كبمقتضى

 

1 2

2 1 3

1 2 1

1 2 1 2 1 1 2

2 2 1 3

1 2 1

( , ,..., ) ( , ,..., ) ...

... ...

... ... .

p

p

p p

p p pE EF E

pE E E E

p p pE EE E

u x x x u a a a M x a x x

M x a a x x

M x a a a a




   

  

 

 

 :لنفترض أفٌ 
1,2,..., .

i
i i E

x a i p    
 :يبتي عندئذ أفٌ 

1,2,..., .
i i i

i i i iE E E
x a x a i p      
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 :كمنو
1,2,..., .

i i
i iE E

x a i p    

 

ذا ما كضعنا  كا 
1
max

i
i Ei p

A a 
 

 حصمنا عمى  :
 

1

1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) .p

p p F
u x x x u a a a p M A  

 
 

1نستأمص أفٌ  2( , ,..., )pu x x x 1 يؤكؿ إلى 2( , ,..., )pu a a aكمٌما آؿ  
1xإلى   

1a2 كx 2 إلىaك...  كpx إلى paىك ما يعني أفٌ ؛ ك uمستمرٌ عند  a. 
 

 في الشبف ىك كما نرمز، أنٌنا إلى نشير المبرىنة، ىذه مغادرة قبؿ 
بػً  السابؽ،

1

,
p

i

i

E F


 
 
 
L التطبيقات مف المؤلٌؼ الشعاعيٌ  لمفضاء 

 مف كالمستمرٌة المعرٌفة الأطٌيٌة المتعدٌدة
1

p

i

i

E E


 نظيميٌ  فضاء نحك F 

) ييزكٌد , )E FL  :بنظيـ التقارب المنتظـ عمى كرة الكحدة 
1

1

1

sup ( ,..., ) .
i

p
x

i p

u u x x


 

 

 (.تحقٌؽ مف أفٌ ىذه العبارة تعرٌؼ نظيما)
 

 مثالاف 11.3.2

 إفٌ . K حقؿ عمى نظيميٌة فضاءات ثلبثة Gك Fك E ليكف (1
 :بػً المعرٌؼ التطبيؽ

                                           : , , ,F G E F E G  L L L 

( , ) ( , )f g f g g f   
 :ثنائي الأطٌيٌة كلدينا

( , ) ;f g g f f g   
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: كمنو
1.  

إفٌ الفضاءيف  (2 ,E F GL ك , ( , )E F GL L متقايساف. 

 : المعرٌؼ عمى ىذا النحكنعتبر التطبيؽ  .لنكضٌح ذلؾ
مف  عنصرا uليكف  ,E F GL .مثبٌت  عنصر كؿٌ  أجؿ مفx 

 : يككف التطبيؽEمف 

( ) ( , )

x

x

u F G

y u y u x y





: 

 :، إذ لديناG نحك Fأطٌيٌا كمستمرٌا مف 
( ) ( , ) .x G G E E

u y u x y u x y  
 :كمنو

.x E
u u x 

 :بيذا يككف التطبيؽ
( , )

x

v E F G

x u





: L 

 :، إذ لديناEأطٌيٌا كمستمرٌا عمى 
( ) .x E

v x u u x  
: كنستأمص بالإضافة إلي ذلؾ أفٌ 

.v u 
 مف u كؿٌ عنصر أرفقنا قد الألبصة، في نككف ,E F GL بعنصر 

v مف  , ( , )E F GL L .لنضع :
: ( ) .u u v   

 : معرٌؼ جيٌدا كأطٌيٌ كمستمرٌ، إذ لديناإفٌ التطبيؽ 
( ) .u v u   
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: كأكثر مف ذلؾ لدينا 
1.  
: نقكـ، بالعكس، بتعريؼ تطبيؽ

 , ( , ) ( , ).E F G E F G  :L L L 

مف   عنصراg ليكف , ( , )E F GL L. عنصر كؿٌ  أجؿ مف xمف  E  
) التطبيؽ يككف )g x أطٌيٌا كمستمرٌا مف F نحك G .،يكف كميما كعميو 

xمف  Eك yمف  Fيككف التطبيؽ ،: 

 ( , ) ( , ) ( ) ( ),

f E F G

x y f x y g x y

 



: 
 

 :كعلبكة عمى ذلؾ لدينا. ثنائي الأطٌيٌة
( ) .

E
g x g x 

 :كعميو
( , ) ( ) .

F E F
f x y g x y g x y  

 

:  مستمرٌ كأفٌ fكىك ما يدؿٌ عمى أفٌ 
.f g 
  مفg ىكذا نككف قد أرفقنا كؿٌ عنصر , ( , )E F GL L بعنصرfمف   

 ,E F GL. كضعنا إذا ( )g f  أفٌ  التكٌ  عمى أتانا   ٌكمستمرٌ  أطٌي 
) ذلؾ لأفٌ ) )g f g  )  ٌ1 كأف  .

 

 عكسا  أحدىما يشكٌؿ  كيف التطبيؽ أفٌ  الأأير، في الكاضح مف
 التطبيؽ يككف ىكذا .للآأر  الفضاء عمى مطابقا تطبيقا 

 ,E F GLنكتب عندئذ. 1كعميو فإفٌ نظيمو يساكم  ؛ :
1 .     
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1 كاف كلمٌا  1ك  1 أفٌ  استأمصنا  1ك  .،كعميو 
.  إنٌو المبتغى. تقايس فإفٌ التطبيؽ

 

 مبرىنات أساسيمّة  4.2
 

 

، إلى تشكٌؿ التي الأساسيٌة المبرىنات بعض إلى ىنا، التطرٌؽ نكدٌ 
 في ثقيؿ كزف ذا رصيدا،  (([2 ]إلىعد )) التي أريناكيا مف قبؿ تمؾجانب 
 سبؽ لقد .المتعمٌقة بمفيكـ تمديد تطبيؽ أطٌيٌ  نستيمٌيا بتمؾ .الدالٌيٌ  التحميؿ

 مف كثيفا جزءا A كاف إذا  أنٌوبالفضاءات المتريٌة  ألبؿ مركرنابرىنٌا أف
 تاـ مترمٌ  فضاء نحك A مف مستمرٌا تطبيقا f ككاف E مٌ  طبكلكجفضاء
  إفٌ . كمٌو Eإلى  f يمدٌد gكحيد  مستمرٌ  تطبيؽ يكجد فإنٌو

 .النتيجة في إطارنا الحالي تعطي ما يمي صكغ ىذه إعادة
 مبرىنة  1.4.2

  تطبيقاuكليكف  .فيو كثيفا جزئيٌا فضاء Aك نظيميٌا فضاء E ليكف
 كحيد تطبيؽ عندئذ يكجد .F بناأيٌ  فضاء نحك A مف معرٌفا مستمرٌا أطٌيٌا

v مف ( , )E FL بحيث: 

/
v u

A
  ؛v u 

 

 إثبات
:  نضعE مف xمف أجؿ كؿٌ عنصر 

 

( ) lim ( ),n
n

v x u x


 
)  حيث )n nx متتالية مف A تتقارب نحك x . لنبيٌف أفٌ التطبيؽvالمعرٌؼ  

. بيذه الشاكمة يحقٌؽ شركط المبرىنة
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 : أطٌيٌ v. أ
) متتاليتافAبحكـ كثافة تكجد . E عنصريف مف y كxليكف  )n nx  

)ك )n ny مف A  تتقارباف نحكxك yكؿٌ  أجؿ مف . عمى التكالي  ك 
 : لدينا مف n ككؿٌ K مف

 

 ( ) lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( ) ( ),

n n n n
n n

n n
n n

v x y u x y u x u y

u x u y v x v y

     

   

 

 

    

   
 

 :مستمرٌ  v .ب
 :u تبعا لاستمرار لدينا

( ) .n nF E
u x u x 

: كلمٌا كاف النظيـ تطبيقا مستمرٌا كتبنا
( ) lim ( ) lim ( ) lim .n n nF F E En n nF

v x u x u x u x u x
  

    

:  مستمرٌ كأفٌ vممٌا يدؿٌ عمى أفٌ 
.v u 

  .ج
/

v u
A
 نستأمص أفٌ . كاضح إنشاء: 

.u v 
u، كمنو v .

 

 wيكجد عندئذ تطبيؽ آأر .  ليس كحيداv لنفترض أف التمديد .د

) مف , )E FL 0يكجد تبعا ليذا عنصر . يذعف لنفس القيكد المكضكعةx 
 :بحيث (أ) كما ىك مكصكؼ في البند Eفي 

   
       

0 00 ( ) ( ) lim lim

lim lim lim lim 0;

n n
n n

n n n n
n n n n

w x v x w x v x

w x v x u x u x

 

   

   

    
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. كىذا غير ممكف
 

 نتيمتاف  2.4.2

 .الأاصيٌة أعلبه تظؿٌ صحيحة إذا تعمٌؽ الأمر بتمديد شكؿ أطٌيٌ  (1

 E مف Aكثيؼ  جزء كمعدكما عمى مستمرٌا أطٌيٌا  شكلبuكاف إذا (2
 . كمٌوE يككف معدكما عمى uفإفٌ 

 

 (التشاكؿ لبناخ) مبرىنة  3.4.2
 نحكE  بناأيٌ  فضاء مف كتقابميٌا مستمرٌا أطٌيٌا تطبيقا u افؾ إذا
F بناأيٌ  فضاء   . عندئذ مستمرٌا1uكاف  
 

 إثبات
 تطبيؽ فيك  كعميو.مستشاكؿ u أفٌ  منيا  نستأمص.نسمـ بيذه المبرىنة

 مبرىنة ما تعرؼ المبرىنة الحاضرة باسـ إلى ذلؾ، كثيرا كاستنادا .مفتكح

(. لًبناخ)مبرىنة التطبيؽ المفتكح 
 

 نتيمة  4.4.2
E إذا كاف   ككاف التطبيؽ2N ك1N فضاء بناأيٌا بالنسبة إلى نظيميف 

1 المطابؽ 2: ( , ) ( , )Eid E N E N متكافئيف يضحياف النظيميف فإفٌ  مستمرٌا. 
 

 إثبات
 عدد يكجد فإنٌو فإفٌ التطبيؽ المذككر أطٌيٌ؛ كلمٌا كاف مستمرٌا كفعلب،

10 r بحيث :
2 1 1( ) ( );N x r N x 

  فإفٌ المبرىنة السابقة تضمف استمرار، تقابميٌ أيضا؛ كعميوEidكلكف 
1 التطبيؽ العكسيٌ 

E Eid id  . 20يكجد، إذف، عدد r بحيث :
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: نستأمص في الأأير، أفٌ 

2 1 2 2

1

1
( ) ( ) ( ).N x N x r N x

r
  

المعنياف  يمافظالف إذف، . مستشاكؿEidيتبيٌف ىكذا أفٌ التطبيؽ المطابؽ 
. متكافئاف

 

 (البياف المغمؽ لبناخ) مبرىنة  5.4.2
E ليكف ) طبيقا مف تuفضاءيف بناأيٌيف ك Fك  , )L E F . u بيانو 

: لدينا عندئذ يككف
( , )u u E F  L مغمؽ 

 

 إثبات
لا ببس قبؿ الشركع في البرىاف أف نعيد قراءة النتيجة المحمكلة في 

: المبرىنة عمى ىذا المنكاؿ
 . مستمرمّا إذا وفقط إذا كاف بيانو مغمقاuيكوف تطبيؽ خطمّيمّ 

) مستمرٌ كمستقرٌه u إفٌ لزكـ الشرط كاضح، ذلؾ أفٌ  )F منفصؿ. 
 مستقرمّه مستمرمّ  تطبيؽ كؿمّ  بيا ويتمتمّع صادفناىا أف سبؽ نتيجة إنٌيا)

 .(منفصؿ
 كفاية الشرط

Eلنزكٌد الفضاء  F ببحد النظيمات الأساسيٌة الثلبثة المعرٌفة عمى 
Eيضحى بيا . الجداء Fكلمٌا كاف البياف.  بناأيٌا :

 ( , ) : ( ) ,u x y E F y u x     
: نلبحظ مف جية أأرل، أفٌ الإسقاط. تامٌا (ىذا البياف)مغمقا فيو غدا 
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: ( , ) ( , ) ,E Ex y x y x   
Eأطٌيٌ كمستمرٌ كغامر مف  F نحك E .مقصكره 

/E
u




 u عمى 

كعميو، يككف ىذا المقصكر .متبايف
/E

u




 أطٌيٌا كتقابميٌا كمستمرٌا مف 

كبمقتضى مبرىنة التطبيؽ . E نحك الفضاء البناأيٌ uالفضاء البناأيٌ 
المفتكح يككف التطبيؽ العكسيٌ 

1

/E
u




 
  

كلكف . u نحك E مستمرٌا مف 

: ىذا التطبيؽ العكسيٌ معرٌؼ كما يمي

 

1

:
/

, ( ) ,

E u
u

E

x x u x




 
  



 

إنٌو . uإذف، استمراره يستمزـ استمرار مركٌبتيو المتيف مف ضمنيما تطبيقنا 
. المطمكب

 

قفية   6.4.2
) كفتؿ )i i I  فضاء مف الأدنى مف ةمستمرٌ  نصؼمف دكاؿ  عائمة  

 نحك Eبناأيٌ  . ,   ٌالقيدبرىف أف  :
sup ( ) ,i

i I

x E x


    
 :تتحقٌؽ عميو العلبقة E مف يضمف كجكد مفتكح غير أاؿ 

0 : sup .i
i I

M M


     
إثبات 

supلنضع  i
i I

 


 . ٌمف الكاضح أف  ٌثؿ الأدنى ـ مف نصؼ مستمر
 فإنٌو يمكننا كبما أنٌو لا يبأذ القيمة .  مف العائمة المعتبرةiكؿٌ عنصر 

: nأف نضع مف أجؿ كؿٌ عدد طبيعيٌ 
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    1: ( ) , .nE x E x n n       
: كعميو

.n

n

E E





 

لك كانت داأمية . الأدنى مف نصؼ مستمرٌ   مغمقة تبعا لككف nEالأجزاء 
 Eغير أفٌ ىذا مستبعد لككف .  ذاتو أاليةE أالية لكانت داأمية nEكؿٌ 
نستأمص أنٌو يكجد جزء . بيريٌا

0nEيتمتٌع بداأمية غير أالية  .
لنضع

0

o

nE  . ٌيتٌضح أف مفتكح غير أاؿ، تككف جميع قيـ  عميو 
0nمحدكدة مف الأعمى بػ  M .إنٌو الغاية .

 

 (1بناخ ػ شتاينيكس) مبرىنة  7.4.2
E ليكف )فضاءيف بناأيٌيف ك Fك   )n nu متتالية مف( , )E FL. 

 إذا كانت ( )n n
u x (x مف E)المتتالية كانت محدكدة،  متتالية 

 n n
u كاحد بثابت الأعمى مف محدكدة. 

 

 إثبات
:  عمى متتالية الدكاؿ القضية السابقةؽمطبنقكـ بت

( ) , .nx u x n  
0 كعدد E مف إفٌ النتيجة المذككرة تضمف كجكد مفتكح   بحيث: 

,

sup ( ) .n
x n

u x 
 




 

)كرة  احتكاؤه ؿتبكٌد  مفتكحاكاف  كلمٌا , )B a r .كاف إذا أنٌو نلبحظ x 
,0) عنصرا مف )B r  ٌفإف x a  يضحى عنصرا مف( , )B a r. يبتي كعميو: 

 

                                           
14. Hugo Dyonizy Steinhaus  : ٌبجاسمك 1887 جانفي 14كلد في . رياضيٌاتيٌ بكلكني 

25 كمات في (بكلكنيا الحالية) فيفرم    1972 تركٌزت أبحاثو عمى التحميؿ.  برككلبؼ  
.الدالٌيٌ كتطبيقاتو المأتمفة كنظرية الاحتمالات  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 .

n n n n

n n

n u x u x a a u x a u a

u x a u a 

       

   

 

1إذا ما كضعنا 
'x x

r
 ٌحصمنا عمى أف 'x (0,1) الكرة مفfB  ٌكأف: 

( ) ( ') ( ') 2 .n n nn u x u r x r u x      
 :نستأمص إذف

2
.nn u

r


   

 .كىك المطمكب  
 

 نتيمة  8.4.2
)ك بناأيٌيف فضاءيف Fك E كاف إذا )n nu مف متتالية( , )E FL  

 :بحيث

lim ( ) ( ),n
n

x E u x u x


   
: فإنٌو يككف لدينا عندئذ

1) u  ٌأطٌيٌ كمستمر. 

2) ( )n nu متقاربة بانتظاـ نحكu  . في كؿٌ جزء متراصٌ  

)إذا كانت (3 )n nxك نح متقاربة  متتاليةx في E  أضحت ( )n n n
u x 

) حينئذ متقاربة نحك )u x فيF. 
 

 إثبات
 في نلبحظ فإنٌنا استمراره بأصكص أمٌا. الأطٌيٌة كاضح uإفٌ  (1
 المتتالية أفٌ  البداية ( )n n

u x أعلبه لممبرىنة كطبقا .متقاربة لككنيا محدكدة 
 :يكجد عدد بحيث

sup .n
n

u M


  


 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   120 

) المتتالية أفٌ  إلى مف ىذا نأمص )n nu تضحى كعميو،. الاستمرار متساكية  
 .مستمرٌة uالنياية 

   .2أرزيلب  ػ1أسككلي مبرىنةنتيجة مباشرة ؿ (2

 :أفٌ  (1)لقد جاء في  (3

.nn u M   

 :كعميو، يبتي

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nu x u x u x u x u x u x     

   ( )( ) ( )n n nu u x u x x     

       .n nE E
u u x M x x    

:  كبما أفٌ 
lim 0; lim 0,n n En n

u u x x
 

     
: إذف

lim ( ) ( ) 0;n n
n

u x u x


  
. كىك المطمكب       

 

 نياية استمرار عف عبٌرت النتيجة ىذه أفٌ  لاحظت قد أنٌؾ لا شؾٌ 
 ما نادرا أمر كىك لتقارب البسيط؛ إلى ابالنسبة مستمرٌة دكاؿ متتالية

ٌـ، بمعنى أفٌ    مستمرمّة دواؿ لمتتالية البسيط التقاربيحدث في الإطار العا

 .النياية استمرار لا يفمف
  ( ػ بناخ1ىاف) برىنةـ  9.4.2

                                           
15. Giulio Ascoli :  ٌ12  بترياست كمات في1843 جانفي 20في   كلد.رياضيٌاتيٌ إيطالي  

لو مساىمة ثريٌة في نظرية الدكاؿ ذات متغيٌر حقيقيٌ كفي سلبسؿ فكريي.  بمايلبند1896جكيمية  . 
 

 

16. Cesare Arzelà :  ٌ1912 مارس 15ره كمات بيا في ڤ بسانتك ستيفانك دم ما1847 مارس 6في   كلد.رياضيٌاتيٌ إيطالي .
  .يقرٌ لو ببعمالو في متتاليات الدكاؿ
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 الشكؿ التحميميمّ الحقيقي مّ  . أ

 

 ، فضاء شعاعيٌا عمى E إذا كاف

 ،Eنصؼ نظيـ عمى pك

 ،Eفضاء شعاعيٌا جزئيٌا مف Gك

: بحيث G  شكلب أطٌيٌا عمى0uك
0( ) ( ),x G u x p x   

u فإنٌو يكجد شكؿ أطٌيٌ  E عمى  0 بحيث 
u u

G
 ك: 

  ( ) ( ).x E u x p x   
 

 إثبات
 .نقكـ بذلؾ عمى مرحمتيف

 :المرحمة الأولى
 عائمة ننشئ ( , )i i i

G uF تمديدات  مفiu 0 لًػu إلى iG  
ٌـ نعمد إلي ترتيبيا عمى ىذا النحكGالمحتكية   : ث

 

,
( , ) ( , )

.
/

i j

i i j j
j i

i

G G
G u G u

u u
G




   


 

 

 

 

 
 :المرحمة الثانية

                                                                                               
17. Hans Hahn:  ٌيعتبر أحد ركاد . 1934جكيمية   24 بفيينا كمات بيا في 1879 سبتمبر 27في   كلد.رياضيٌاتيٌ نمساكم

 .لو أيضا مساىمة ىامٌة في حساب التغيٌرات. نظرية المجمكعات كالتحميؿ الدالٌيٌ 
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 .F عمى العائمة 1نطبٌؽ فييا مسممة زكرف
 لضمٌيا أاليٌة غير F أفٌ  إلى بالإشارة الأكلى المرحمة نستيؿٌ 

0( , )G u. ككف يستمزـ، كمف جية أأرل G E  0كجكد عنصرy مف E 
 :لنضع. Gإلى  ينتمي لا

 1 0 0, ,G G y G y   
 : أم أفٌ 0yك Gالفضاء الشعاعيٌ الجزئيٌ المكلٌد بكاسطة 

 1 0: ; , .G z E z x ty t x G      
 : 1u إنشاا

 : محقٌقا الشرط1G  إلى0u  مدٌد1uلك أفٌ 

1 1( ) ( ), , (*)u x p x x G   

 :لكتبنا عندئذ
1 0 0 1 0( ) ( ) ( ).u x ty u x tu y   

ذا كضعنا  1كا  0( )u y a جاء تكا: 
1 0( ) ( ) .u z u x ta  

 يتكفٌؿ (*) الشرط احتراـ إفٌ  .جيٌدا تعيينا 1u يعيٌف a تحديد فإفٌ  كعميو،
 :لدينا .بذلؾ

1 0 0( ) ( ) ( ).u z u x ta p x ty    
0إذا كاف  t غير أنٌيا لا تنبٌئ عف فالنتيجة كاضحة a . 
ذا كاف  0كا  tيضحى (*)  فالشرط: 

0 0 .
x x

a p y u
t t

   
     

   
 

ذا كاف  0كا  t أعطى الشرط ذاتو: 
                                           

18. Max Zorn : ٌبإنديانا، )تكف ڤ ببمكميف1993  مارس9كمات في  بكريفيمد  1906 جكاف  6 كلد في. رياضيٌاتيٌ ألماني
 .ذاع صيتو بمسمٌمتو التي تعدٌ أداة قكيٌة في نظرية المجمكعات. بحث في الجبر كنظرية الزمر كالتحميؿ. (الكلايات المتحدة الأمريكية

http://fr.wikipedia.org/wiki/1993
http://fr.wikipedia.org/wiki/1993
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0 0 .
x x

a p y u
t t

   
         

   
 

 ذلؾ قصد نلبحظ.  مضمكف الكجكدالشرطيف ىذيف يحقٌؽ a عددا أفٌ  لنبيٌف
:  يككف لديناG مف y" كy'أنٌو مف أجؿ كؿٌ 

0 0 0 0 0

0 0

( ") ( ') ( " ') ( " ') (( " ) ( ' ))

( " ) ( ' ).

u y u y u y y p y y p y y y y

p y y p y y

        

    
 

 :كعميو يبتي
0 0 0 0( ") ( " ) ( ') ( ' ).u y p y y u y p y y        

 :لنضع
 0 0

"
inf ( ") ( " ) ,
y G

u y p y y


     

 0 0
'

sup ( ') ( ' ) .
y G

u y p y y


      

  نتج عف ذلؾ أفٌ G  كيفيٌيف فيy" كy'لمٌا كاف العنصراف  . فإذا 
المجاؿ  مف a أيأتير ,  1 أصبحu الشركط كمحقٌقا جيٌدا معرٌفا 

 .المكضكعة
 .F شيئا فشيئا إنشاء العائمة  نستكمؿ يمكف بمتابعة ىذا المنيج، أفىكذا،

 العائمة أنشبنا لقد .الثانية المرحمة في حاليا نشرع ( , )i i i
G uF 

 :تحقٌؽ عناصرىا التي

0

,

,
/

( ) ( ) .

i

i

i i

G G

u u
G

u x p x x G

 





  

 

 

 : علبقة الترتيب التاليةF نعرٌؼ عمى
 

,
( , ) ( , )

.
/

i j

i i j j
j i

i

G G
G u G u

u u
G




   

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 إنٌيا. كاستقرائيٌة مرتبٌة Fتجعؿ  العلبقة ىذه أفٌ  مف التبكٌد السيؿ مف
 بػً لو نرمز أعظميٌا عنصرا ،زكرف مسمٌمة كبمكجب، إذف تقبؿ

,i i

i

G u
 
 
 
 بحيث:  

( ) ( ) ,i iu x u x x G   
 

( ) ( ) .i
i

u x p x x G   

 ببفٌ  نجزـ أف لنا يحؽٌ  ىذا، بعد
i

i

G E. لكجدذلؾ  ألبؼ الأمر كاف فمك 

 لا ينتمي إلى E  مف0yعنصر 
i

i

G .نضع حينذاؾ :


0 ,i

i

E G y  

 كىك E إلى u تمديدا يقبؿ uإلى أفٌ  ذلؾ يكصمنا. مف أكٌلو البرىاف كنعيد
i, ما يتناقض مع ككف i

i

G u
 
 
 
أعظميٌا . 

 الشكؿ التحميمي الققديمّ  . ب

 

 ، فضاء شعاعيٌا عمى E إذا كاف

 ،Eنصؼ نظيـ عمى pك

 ،E فضاء شعاعيٌا جزئيٌا مف Gك

G  شكلب أطٌيٌا عمى0uك  :بحيث 

0( ) ( ),u x p x x G   
u فإنٌو يكجد شكؿ أطٌيٌ  E عمى   :بحيث 

0 ,u u
G
 

                                           
   مجمكعة استقرائية    .  لكؿٌ جزء مرتٌب ترتيبا جيٌدا منيا حادٌ أعمى  
   لكؿٌ مجمكعة مرتٌبة كاستقرائيٌة كغير أالية عنصر أعظميٌ :  مسمٌمة زكرف.  
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( ) ( ), .u x p x x E   
 إثبات

 :G  مفxلنضع مف أجؿ كؿٌ 
0 0( ) Re ( ).v x u x 

 يبتي أفٌ 
0v أطٌيٌ عمى شكؿ Gمف الفضاء جزئيٌا  المعتبر فضاء شعاعيٌا 
 :نلبحظ أفٌ .   عمىEالشعاعيٌ 

0 0 0 0( ) Re ( ) Re ( ) Im ( ).v ix u ix iu x u x    
 :كعميو

0 0 0 0 0( ) Re ( ) Im ( ) ( ) ( ).u x u x i u x v x iv ix    
 :مف جية أأرل، لدينا

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) .v x v x u x p x x G     

  يكجد إذف.  يحقٌؽ شركط الحالة السابقة مف مبرىنتنا0vيتٌضح مف ذلؾ أفٌ 
  0v يمدٌد،  نحك Eمف  (أم بسمميٌات حقيقيٌة)، ، عمى  أطٌيٌ vشكؿ 
 : كمٌو كيحقٌؽEإلى 

( ) ( ) .v x p x x E   
 :لنضع، الآف

( ) ( ) ( ).u x v x iv ix  
 :كفعلب، يكفي مف أجؿ ذلؾ أف نتبكٌد مف أفٌ .  عمى  أطٌيٌ uيبتي أفٌ 

( ) ( ).x E u ix iu x   
 :لدينا

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).u ix v ix iv x v ix i v x i v x iv ix iu x        

 نتبكٌد أف بقي. العقدمٌ  E إلى 0u يمدٌد أطٌيٌ، شكؿ uأفٌ  ىكذا، يتبيٌف،
 :أفٌ  مف
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( ) ( ) .u x p x x E   
 :مف أجؿ ذلؾ نضع

  ( ) 0, 0,2 .iu x re r     
 :نستأمص عندئذ

    
   

( ) ( ) Re ( ) Re

( ).

i i i

i i

u x r u x e u x e u xe

v xe p xe p x

  

 

  

 

   

  
 

 كىك المطمكب
 

 ممحونة  10.4.2

 مباشرة نتيجة السابقة (1.4.2) المبرىنة أفٌ  نرل أف السيؿ مف
 نحتفظ بنفس ترميزة .  لنبيٌف ذلؾ في الحالة الحقيقيٌة.لمبرىنتنا الحاضرة

 :المبرىنة المذككرة كنضع
( ) .

E
p x u x 

 : يحقٌؽv  يقبؿ تمديداu فإفٌ ،كعميو.  نصؼ نظيـpإفٌ 
( ) ( ) ,

E
v x p x u x  
( ) ( ) .

E
v x p x u x    

 :كمنو
( ) ,

E
v x u x  

 :أم أفٌ 
( ) .

E
v x u x  

 : إذف
( ) ;

E
v x u x 

:  كىك ما يستدعي المتباينة
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.v u 

: عمى  حصمنا أأيراu تمديدا لًػ vكلمٌا كاف 
.v u 

 

 نتيمة  11.4.2
 M يككف فمكي. E نظيميٌ  فضاء مف جزئيٌا شعاعيٌا فضاء M ليكف
E كثيفا في  :يمزـ كيكفي أف يككف الشرط المكالي متكفٌرا 

' 0 0.    uu E u
M

 
 إثبات

 :لزكـ الشرط

u ما داـ Ker  النكاة مستمرٌا فإفٌ   u 0 كاف فإذا .مغمقة تضحى u
M

 

 :جاءنا
.M Ker u 

 :كمنو
.M Ker u 

E لمٌا كافك M 0نتج    u. 

 :كفاية الشرط

  مف0x يكجد عندئذ عنصر. E  لا تطابؽM لنفترض أفٌ الملبصقة
E. ينتمي إلى لا M  ٌنعتبر تبعا لذلؾ الفضاء الجزئي :

 

0 0, ,M x M x F    
 

K 
: كالتطبيؽ

                   : u F K 

  
0

0 ; ,
( )

1 ; .

x M
x u x

x x

 
 


 
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u أفٌ  المؤكٌد مف Ker لأفٌ  مستمرٌ ذلؾ أطٌيٌ  شكؿ  u M في مغمؽ F  

E' مف uبػً  تمديده ذلؾ عند يمكف 0u بحيث 
M

 0.0ك 1 ( )u x   

 .ىذا يتنافى مع الفرضك
 

 نتيمة  12.4.2
E ليكف  مف2x ك1xمف أجؿ كؿٌ عنصريف مأتمفيف  .فضاء نظيميٌا 

 E ٌيكجد شكؿ أطٌيٌ مستمر f 1 :يفصميما  2( ) ( )f x f x. 

 إثبات

 غير عنصر كؿٌ  أجؿ مف أنٌو، إلى ردٌه يمكف الكاقع، في إفٌ الأمر،
E'مف f يكجد ،0xمعدكـ  )0بحيث    ) 0f x  .عمى ننشئذلؾ ف أجؿـ  

 الفضاء الجزئيٌ  0x F 0  بكضع0f شكلب أطٌيٌا مستمرٌا   0( )f x     
ٌـ نقكـ بتمديد ىذا الشكؿ  E الفضاء إلى (بناخ ػ مستأدميف مبرىنة ىاف) ث

 يحقٌؽ f كمستمرٌ  أطٌيٌ  شكؿ عمى حصمنا  نككف قد،كفي الألبصة .كمٌو
: الشرط

01 ( ) 0.f x  
 شكميا في ىاف ػ بناخ مبرىنة بسرد معا كالفصؿ الفقرة ىذه نأتتـ
 . دكف برىانيااليندسيٌ 

 
 

 تقريؼ  13.4.2
  H نقكؿ عف الفكمستكم .E جزأيف مف فضاء نظيميٌ  Bك A ليكف

 المعادلة ذم f    أم)  : ( )x E f x H   )يفصؿ إنٌو A  Bك 
 : إذا تكفٌر ما يميبالمقنى الواسع

( ) ,f x x A    

( ) .f x x B    
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H 

B A 

 

H كنقكؿ عف A إنٌو يفصؿ  0  إذا كجدبالمقنى الفيمّؽ Bك    بحيث: 
 

( ) ,f x x A   

( ) .f x x B    
 

 

 
 

A تكاجد عف المذككر، ىندسيٌا، يعبٌر عف الفصؿ   في الجية Bفي جية ك  
 :عد ىذا نضعب. Hبالنسبة إلى المقابمة

 

 (ىاف ػ بناخ) مبرىنة  14.4.2
ؿ . أ  الشكؿ اليندسيمّ الأومّ

A ليكف  فضاء مف متقاطعيف كغير أالييف غير محدٌبيف جزأيف Bك 
 A يفصؿ مغمؽ يكجد عندئذ فكمستكم .مفتكح A كلنفترض أفٌ . E نظيميٌ 

 .بالمعنى الكاسع Bك
 

 الشكؿ اليندسيمّ الثاني . ب

A ليكف   فضاء مف جزأيف محدٌبيف غير أالييف كغير متقاطعيف Bك 

A كلنفترض أفٌ . E نظيميٌ   فكمستكم عندئذ يكجد  .متراصٌ  Bمغمؽ ك 

A يفصؿ مغمؽ  .بالمعنى الضيٌؽ Bك 

 
 

 نتيمة  15.4.2
G إذا كاف E بحيث E نظيميٌ  فضاء شعاعيٌا جزئيٌا مف فضاء  G 

f فإنٌو يكجد عندئذ مف   ' \ 0Eبحيث : 

 

( ) 0, .f x x G   
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 إثبات
G لا ينتمي إلى E  عنصرا مف0xليكف   المبرىنة أعلبه في تضمف 

G كالمطبٌقة عمى الثاني شكميا A ك 0x B عنصر كجكد f مف  
 '\ 0E  ٌكعدد حقيقي a بحيث يفصؿ الفكمستكم  H f a   الجزأيف  

Gك  0x يككف لدينا عندئذ .بالمعنى الضيٌؽ: 

 

0( ) ( ) ;f x a f x x G    

G كلمٌا كاف  :فضاء شعاعيٌا جزئيٌا استنتجنا أفٌ  
 

( ) 0 .f x x G   

 

 

 مسائؿ محمولة  5.2

 

 

 ليكف  (1  0,1 ,E  C الأساسيٌ  بالنظيـ مزكٌدا .


:ك  E F   

 : تطبيقا معرٌفا بػ    

0

( )( ) ( ) , .

x

f x f t dt f E   

2اثبت أفٌ التطبيؽ  (1    ٌأطٌيٌ كمستمر . 

 .2 احسب النظيـ (2

 . يقبؿ نقطة صامدة كحيدة2اثبت أفٌ  (3
 

  ليكف الفضاء (2  0,1 ,E  C ٌمزكٌدا بالنظيـ الأساسي . .
f(0)اثبت أفٌ الشكؿ الأطٌيٌ  (1 E f ليس مستمرٌا . 
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ماذا يمكف استألبصو إزاء الفضاء الجزئيٌ المؤلٌؼ مف  (2
الدكاؿ المعدكمة عند الصفر؟ 

 

) الجزء مف E  ليكف (3 , ) C المؤلٌؼ مف الدكاؿ f   بحيث يككف 
1)2المقدار  ) ( )x f x محدكدا عمى  .نضع: 

 

2( ) sup(1 ) ( ) .
x

N f x f x


 


 
 .E نظيـ عمى Nتبكٌد مف أفٌ  (1

L: الشكؿ الأطٌيٌ راراثبت استـ (2 E  : 

( ) ( ) .f L f f x dx





  

 .احسب نظيمو (3

 ليكف  (4  0,1 ,E  C  مزكٌدا بنظيـ التقارب المنتظـ.


 عددا h ك
 نحك E  مفhu نعرٌؼ تطبيقا .مكجبا تماما حقيقيٌا  :بػً  

1

2 2

0

2
( ) ( ) .h

h
f u f x f x dx

h x

  

 .E'  عنصر مفhuاثبت أفٌ  (1

fاثبت أنٌو مف أجؿ كؿٌ عنصر (2 E مف    :يككف لدينا 
0

lim ( ) (0).h
h

u f f


 

 

E ليكف  (5  في vك u تطبيقيف برىف أنٌو لا يمكف إيجاد .فضاء نظيميٌا 
( )EL بحيث: 

.Eu v v u id   
E ليكف  (6  فضاءيف نظيميٌيف عمى Fك   F نحك Eف تطبيقا ـ uك 

 :بحيث

1) , ( ) ( ) ( ),x y E u x y u x u y     
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2) u  .محدكد عمى كرة الكحدة  

u برىف عندئذ أفٌ  ) ينتمي إلى  , )E F.L 
 

 ليكف (7  0,1 ,E  C مزكٌدا بنظيـ التقارب المنتظـ .


 :ضع ف.

1

0

: ( ) 0 .F f E f t dt
  

   
  

 

f اثبت أفٌ لكؿٌ دالٌة (1 E مف   .F  مفfT ة كحيدةدالٌة أصميٌ  

) اثبت أفٌ التطبيؽ (2 ) ff T f T، عنصر مف ( , )E FL. 

  .T احسب (3

 

 ليكن (8  0,1 ,E  Cاالأالأسّ  بالنظيم  مزوّدا .


  و

 :بـِ  E معرّفا على ا  قيقسّ تطبيقا
1

0

( ) ( ) ( ) ,f f f x g x dx   

  لا ينعدـ إلٌا عددا منتييا مف المرٌات عمى المجاؿE تطبيؽ مف g حيث
 0,1. 

 . كاحسب نظيموE'  الثنكم عنصر مفبيٌف أفٌ  (1

؟  عنده نظيمو  يدرؾ E مف fىؿ يكجد عنصر  (2
 

E ليكف (9 ) عنصرا مف uفضاءيف بناأيٌيف ك Fك  , )L E F.  

) أنٌو مف أجؿ كؿٌ متتالية نفترض )n nxفي0 نحك  متقاربة E  بحيث  
) تككف المتتالية ( ))n nu xمتقاربة في F، يككف لدينا: 

lim ( ) 0.n
n

u x


 
u اثبت عندئذ أفٌ التطبيؽ  .مستمرٌ  

 

u:فضاء نظيميٌا ك E  ليكف (10 E  نضع.  شكلب أطٌيٌا غير معدكـ: 
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.H Keru 
 : مستمرٌا حصمنا حينئذ عمىu برىف أنٌو إذا كاف  (1

( )
( , ) ,

u a
d a H

u
 

 .E في aأيٌا كاف 

0برىف عندئذ أفٌ .  مغمؽH لنفترض بالعكس أفٌ  (2 ( , )d a H 

E\ مف aكمٌما كاف  H ٌٌـ استأمص أف  مستمرٌ كأفٌ نظيمو لا يتعدٌل  u ث
)المقدار  )

( , )

u a

d a H
. 

 

 ليكف  (11  0,1 ,E  C مزكٌدا بنظيـ التقارب المنتظـ .


 كلتكف. 

 ( )n nTمتتالية مف تطبيقات معرٌفة مف  E  نحك   :بػً 
1

*

0

( ) ( ) , .
n

nf T f n f x dx n   

 .E'مف عنصرا nT، يككف * مف n بيٌف أنٌو مف أجؿ كؿٌ  (1

)*  nT احسب (2 )n. 

 :اثبت أفٌ  (3
lim ( ) ( ) (0).n
n

f E T f T f f


    

T استأمص أفٌ  (4  .مستمرٌ كاحسب نظيمو 
 بالنظيـ الأساسيٌ  يميفيما E  نزكٌد الفضاء

1
.. 

n بيٌف أنٌو ميما يكف (5 nTفإفٌ  * مف  n. 

 :f  الحقيقيٌةباستأداـ الدالٌة (6
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1
1 ; 0 ,

2

1 1
( ) 2 2 ; ,

2

1
0 ; 1,

x
n

f x nx x
n n

x
n


 




    



 


 

 :اثبت أفٌ 
* , .nn T n   

)استأمص أفٌ المتتالية  (7 )n nT الاستمرار ليست متساكية. 

 :تبكٌد مف أفٌ  (8
lim ( ) ( ) (0),n
n

f E T f T f f


    
ٌـ برىف أفٌ  T ث : ليس مستمرٌا، أم 

0 0 0 1
0 : ( ) .c f E T f c f     

 :يمكف استعماؿ الدالٌة: إرشاد)

2

; 0,

1
( ) ; 0 ,

1
0 ; 1.

n x

f x n x n x
n

x
n


 



    



 

 

 الذم أدٌل بيذا ؟ ما انتقضت يبدك أنٌيا التي ىي النتيجة ما (9
ؾ ؟  في نظرذلؾ إلى
 

 

 حموؿ  6.2

 

 

 مفالتبكٌد  لا تعؼ نفسؾ مف)  كذلؾأطٌيٌ لككف  2 إفٌ التطبيؽ (1 (1
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 : مستمرٌ أيضا إذ أفٌ 2ك (.ذلؾ

 

2 2

0 1 0 1
0 0

0 1 0 1
0 0 0

( ) sup ( )( ) sup ( )

1
sup ( ) sup .

2


   

 
   

 
   

 

 
   

 

 

  

x t

x x

x t x

x x

f f x f s ds dt

f s ds dt f tdt f

 

 

 

 :نستأمص ممٌا سبؽ أفٌ  (2

2 1
.

2
 

ذا اعتبرنا الدالٌة  0كا  1f كجدناىا في كرة الكحدة المغمقة كتحقٌؽ  :
 

2 2 2

0 0
0 1 0 1

0 0

1
( ) sup ( )( ) sup .

2

x t

x x

f f x ds dt  


   

 
    

 
  

: ىكذا نجد
2 1

.
2

 

ذا .ةمقمٌص  دالٌة2 أفٌ  أعلبه الحساب مف يتٌضح (3  إلى أضفنا كا 
 .تمتٌع بنقطة صامدة كحيدةت 2 بناأيٌ تبيٌف أفٌ E أفٌ  ذلؾ

 

)لنعتبر المتتالية . u لنرمز لمشكؿ الأطٌيٌ المعطى بػ (1 (2 )n nfالمعرٌفة  
 :عمى النحك

1
2 (1 ) ; 0 ,

( )
1

0 ; 1.
n

n nt t
n

f t

t
n


  

 
  


 

1nfلدينا  ك  . ( ) 2nu f n كعميو :
( )

2 .
n

n

u f
n

f
 
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.  ليس مستمرٌاuىذه النسبة ليست محدكدة؛ إذف، 
 :لنضع (2

 : (0) 0 .H f E f   
Hيبتي أفٌ  Keru . كلمٌا كافu ٌغير مستمرٌ تبيٌف أف Hليس مغمقا  .

 

 .N يمكف دكنما عناء التحقٌؽ مف تكفٌر شركط النظيـ في (1 (3

 : لديناxمف أجؿ كؿٌ عدد حقيقيٌ  (2

2(1 ) ( ) ( ).x f x N f  
: كعميو

2 2

( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ).

1 1

N f
u f f x dx dx N f dx N f

x x
   

   
  

 

 . مستمرٌ uإذف، 

 : لديناE مف fمف أجؿ كؿٌ  (3

( ) 1

sup ( ) .
N f

u u f 


  

مف جية أأرل، نحصؿ مف أجؿ 
2

1
( )

1
f x

x



) عمى  ) 1N f ك  :

 

2

1
( ) .

1
u f dx

x






 
 

.نستأمص أفٌ  u  
 

 .إنٌيا أاصية مكركثة عف التكامؿ.  كاضح الأطٌيٌةhuالتطبيؽ  (1 (4

مف أجؿ ذلؾ  .  أف يككف مستمرٌاE' يكفي بغية انتمائو إلى الثنكم
: لدينا

         

1 1

2 2 2 2

0 0

2 2
( ) ( ) ( )h

h h
u f f x dx f x dx

h x h x 
 

   



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   137 

1

2 2

0

2 2 1
.

h
f dx Arctg f

h x h  

 
   

  
 

 .إنٌو المبتغى

 :نكتب بشبنو. E عنصرا مف fليكف  (2

1

2 2

0

2
( ) (0) ( ) (0) .h

h
u f f f x dx f

h x
  

 

xبالمجكء إلى التبديؿ 
t

h
يبتي  :

 

1 1

2 2

0 0

1 1

2 21
0 0 0

1
0

2 1 2
( ) (0) ( ) (0) (0)

1 1 2

2 2
max ( ) (0) (0)

1 1 2

2 1 2 1
max ( ) (0) (0) .

2

h h

h

h h

t
h

t
h

dt
u f f f th f dt f

t t

dt dt
f th f f

t t

Arctg f th f f Arctg
h h



 



 



 

 

 

 
 

       
 

   
 

  
          

 

   

: كبما أفٌ 

0 0

1
lim ( ) (0) 0; lim ,

2h h
f th f Arctg

h


 

   
: إذف

0
lim ( ) (0) 0.h
h

u f f


  
: كعميو

0
lim ( ) (0).h
h

u f f


 
 

)  مفv كu لنفترض أنٌو يكجد (5 )ELبحيث : 

.Eu v v u uv vu id     
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 :يترتٌب عف ذلؾ أفٌ 

* 1. (*)n n nn uv v u nv     

: لدينا فرضا. لنثبت ىذه العلبقة بالتدريج
;Euv vu id  

1nصحيحة مف أجؿ  (*)أم أفٌ العلبقة   . أفٌ الآف لنفترض: 
1 1 2( 1) .n n nuv v u n v     

 :نكتب عندئذ
   1 1 2 1 1( 1) ( 1) .n n n n n nuv uv v v u n v v v uv n v          

Euvكبما أفٌ  vu id  إذف: 
 1 1 1( 1) .n n n n n

Euv v uv id n v v u nv        
 :كمنو

1,n n nuv v u nv   
 (.*) كىك ما ينيي تبرير العلبقة 

1nv كuنلبحظ مف جية أأرل، أفٌ استمرار  يقتضي : 
 

1 1 1
2 .

n n n n n n n
nv n v v u uv u v u v u v v

  
     

 :كمنو
  1 *2 0, .nu v n v n    

  يككف  بحيث غير معدكمةإذا تمعنٌا في ىذه العلبقة تبيٌف لنا كجكد مرتبة
1 منيا انطلبقا لدينا 0nv   .بػ لنرمز p التي الطبيعيٌة الأعداد لأصغر 
0pv تحقٌؽ . ٌيبتي تبعا لذلؾ أف : 

1 0.p p puv v u pv    
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1، كعميو 0pv   ؛ كىك ما يتناقض مع تعريؼp. تطبيقاف إذف، لا يكجد 
uك vمف  ( )ELيحققٌاف العلبقة المذككرة ،. 
 

يكفي بأصكص أطٌيٌ .  أطٌيٌ كمستمرٌ fالمطمكب إثبات أفٌ  (6
 :نبرىف أفٌ   أفfة 

( ) ( ).f x f x     
 :نقكـ بيذا عمى المراحؿ التالية

nإذا كاف  .أ   عنصرا مف فإنٌنا نحصؿ بالتدريج عمى : 
 

( ) ( ... ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).
n n

f nx f x x x f x f x f x n f x         
 

 :لدينا . ب

(0) (0 0) (0) (0).f f f f    

 

(0)كمنو  0f  . ٌنستأمص مف ىذه النتيجة أف: 
 

(0) ( ) ( ) ( ) 0.x E f f x x f x f x        
: كمنو

( ) ( ),x E f x f x     
 :كىك ما يسمح بالحصكؿ عمى

( ) ( ).n x E f nx n f x       
 

 :إلى أفٌ  (ب)نأمص مف  . ج
 

( ) ( ).n x E f nx n f x     
 :لدينا.  د
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1 1 1
...

1
.

p

p p
x E f x f x x x

q q q q q

p f x
q



 
  

          
   

 
 

 
  

 



 

 :كمف جية أأرل نلبحظ أفٌ 
1

( ) .
q

f x f x q f x
q q

   
    

   
 

: كمنو
1 1

( );f x f x
q q

 
 

 
 

 :كعميو
( ) ( ) ( ).

p p
f x f x f x f x

q q
 

 
   

 
 

  أفٌ ىذا نتكقٌؼ قميلب لتبيافf إلى الأطكة الأأيرة مف أطٌيٌة الانتقاؿقبؿ 
 عند مستمرٌ  غير f أفٌ  لنفترض. بالتناقض بذلؾ نقكـ. مستمرٌ  الأأير
 :نكتب عندئذ .الصفر

0 00/ 0 : 0 ( ) .
E F

x E x f x               
ذا أأذنا 1 كا 

n
  حصمنا عمى متتالية ( )n nxتتقارب نحك الصفر كتحقٌؽ : 

*

0( ) .n F
n f x    

 :كلمٌا  كاف
* 0,n E

n x   
)تبيٌف عندئذ كجكد متتالية  )n n في بحيث : 

1
1.

2
n n E

x  
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:  ىذه العلبقة الأأيرة تقتضي
(0,1).n n fx B  

 :كلكف
0

0( ) ( ) ,
2

n n n n nF F
n E

f x f x
x


      

  عند مستمرٌ  f نستنتج إذف، أفٌ ؛كىك ما يتنافى مع الفرض غير محدكد،
 كبمكجب العلبقة. الصفر

0 0( ) ( ) ( ),f x y f x f y   
 . كمٌوE مستمرٌ عمى f  يتٌضح أفٌ 

، ببفٌ كؿٌ عدد حقيقيٌ نياية f نذكٌر، قصد إنياء تبرير أطٌيٌة .ػق 
ذا استحضرنا استمرار   : أمكننا أف نكتبfلمتتالية مف أعداد ناطقة، كا 

 

( ) (lim ) lim ( ) ( ),n n
n n

x E f x f x f x f x    
 

       

 

) حيث )n n مف متتالية  تتقارب نحك  . ٌنتبكٌد ىكذا أفf  ٌأطٌي 
)كىك ما يجعمو عنصرا مف ، كمستمرٌ  )EL .

 

 بػ ة المعرٌؼg إفٌ الدالٌة (1 (7
0

( ) ( )

t

g t f s ds   ٌلػ ةدالٌة أصمي f.ذا   كا 

 كضعنا     
1

0

( )C g t dt  اتٌضح أفٌ الدالٌة ( ) ( )fT t g t C   ٌة دالٌة أصمي

 يفت داؿٌ 2gك 1gت كاف إذا أنٌو أأرل، جية مف نلبحظ .F إلى نتميت fلػ 
 عمى fيف لػ تأصميٌ  0,1 فإنٌنا نعمـ أنٌو يكجد ثابت ،Kبحيث  

1 2g g K  .كعميو: 
1 1

1 2

0 0

( ) ( ) .g t dt g t dt K   
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ذا ت كاف كا 
1g2 كgإلى  يفت منتميF 0 أفٌ  كجدناK .1  كمنو 2g g 

 .F في ة كحيدةتمتٌع بدالٌة أصميٌ ت fنستأمص أفٌ ٌ . F عمى
)  عنصر مفTلنبيٌف أفٌ  (2 , )E FL. 

 عنصريف v كu كبالفعؿ إذا كاف. fT  نابعة مف كحدانيةTإفٌ أطٌيٌة 
u فإفٌ   مف عنصرا   ككافEمف  vT T كuT يفتداؿٌ  يضحياف  

uلػ  يفتأصميٌ  vك uنتمياف إلى تك  عمى الترتيبF ( ٌالأأير ىذا لأف 
 الكحدانيٌة إلى كبالاستناد ىذا، مف نستأمص (.E مف جزئيٌ  شعاعيٌ  فضاء

: المذككرة، أفٌ 
u v u vT T T    ; .u uT T   

 

 عف البداية في نبحث ذلؾ أجؿ مف .T استمرار بإثبات حاليا نقكـ
)لقد جاء أعلبه أفٌ . fTشكؿ بسيط لمدالٌة  ) ( )fT t g t C حيث ،: 

1

0 0

( ) ( ) ; ( ) .

t

g t f s ds C g t dt     

 :يككف لدينا عندئذ
1

0 0

( ) ( ) ,

t

D

C f s ds dt f s dsdt
 

  
 
   

 :حيث
 2( , ) : 0 1, 0 1 .D s t s t      

 مف متراصٌ  جزء عمى المضاعفة التكاملبت حساب أصائص باستأداـ
2 نجد: 

1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) (1 ) ( ) .

t

s

C f s ds dt f s dt ds s f s ds
   

      
   
     

 :كعميو
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1 1

0 0 0 0

1

0

( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( ) .

t t t

f

t

t

t

T t f s ds s f s ds f s ds s f s ds s f s ds

s f s ds s f s ds

       

  

    

 
 

 :أتانااعتمادا عمى ىذه العبارة إذا 
1

0

1

2

0

( ) ( ) (1 ) ( )

1
(1 ) .

2

t

f

t

t

t

T t s f s ds s f s ds

f s ds f s ds f t t

  

 
      

 

 

 
 

 :كعميو
2

0 1 0 1

1 1
sup ( ) sup .

2 2
f f

t t

T T t f t t f
   

 
     

 
 

)عنصرا مف  مستمرٌ، كبو يضحى ىذا الأأير Tنستنتج أفٌ  , )E FL. 

 :يتٌضح ممٌا سبؽ أفٌ  (3

1
. (*)

2
T  

1fنعتبر إلى جانب ذلؾ، الدالٌة   عمىام نحصؿ بكاسطتوتاؿ : 
 

1 1 1

0 0

1
( ) (1 ) .

2

t

f

t t

T t sds s ds s ds ds t          

 :كعميو

0 1

1 1
sup .

2 2
f

t

T t
 

 
   

 
 

: نككف ىكذا قد تحصٌمنا عمى
1

. (**)
2

T  

1تبتي النتيجة المنشكدة  (**)ك (*)مف تكبكإ العلبقتيف 

2
T  .
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1 

0 

1 

1 
x 

y 

0

1

n
x  

0x 
0

1
x

n
 

 عند كاحدة مرٌة نعدـ تg الدالٌة أفٌ  الحؿٌ  ىذا ألبؿ نفترض (8
مف المجاؿ  0x نقطة 0,1. 

 . كاضح الأطٌيٌةإفٌ  (1

:  يككف لديناE مف fمف أجؿ كؿٌ عنصر . لنبيٌف أنٌو مستمرٌ 
1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f f x g x dx f x g x dx f g x dx      

 : مستمرٌ كنستأمص أفٌ 
1

0

( ) .g x dx   

 :مف أجؿ ذلؾ نعتبر المتتالية المعرٌفة عمى ىذا المنكاؿ. لنحسب 
 

0

0 0

0

( ) 1
1 ; 0 ,

( )

1 1
( ) ; ,

( ) 1
1 ; 1,

( )

n n n

g x
x x

g x n

f x x x x x
n n

g x
x x

g x n

 


   




     



    


 

 

  كما أسمفنا،gنعدـ عندىا ت ىي النقطة التي 0xحيث 
  مأتاراف بالكيفية التي تضمفn كnك

 عمى nfاستمرار  0,1 . 
 :بعد ىذا يككف لدينا

 
 

 
0 0

0 0

1 1

1

1 10

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

x x
n n

n n n

x x
n n

f g x dx g x dx g x dx  

 

 

      
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،كعميو
1

0

lim ( ) ( )n
n

f g x dx


  ،كىك ما يترتٌب عنو: 
1

0

( ) ;g x dx  

 :أم
1

0

( ) .g x dx   

  نبيٌف.  نظيمو عنده الشكؿ يدرؾ E مف f  يكجد أمٌ عنصرلا (2

fB(0,1)المغمقة الكحدة كرة مف 0f دالٌة كجكد لنفترض .بالتناقض ذلؾ   

)0 بحيث )f أم ،: 
1 1

0

0 0

( ) ( ) ( ) ,f x g x dx g x dx  

 :كمنو
 

1

0

0

( ) ( ) ( ) 0.f x g x g x dx  

)لندرس إشارة العبارة  )h x  المعرفٌة بػ: 
0 0( ) ( ) ( ) ( ) , .h x f x g x g x x x   

 :ىذه العبارة يمكف كضعيا تحت الشكؿ

0 0

( )
( ) ( ) ( ) , .

( )

g x
h x g x f x x x

g x

 
   

 
 

 :بعد ىذا، نميٌز حالتيف
) إذا كاف.   أ ) 0g x   فإفٌ الدالٌةh أأذ عندئذ ىذا الشكؿت: 

 0( ) ( ) ( ) 1 .h x g x f x  
:  نجـfB(0,1) مف 0f تكلمٌا كاف

 0( ) 1 0, 0,1 .f x x    



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   146 

 :نستنتج، في ىذه الحالة، أفٌ 
 ( ) 0, 0,1 .h x x   

)إذا كاف  . ب ) 0g x كجدنا عندئذ : 

 0( ) ( ) ( ) 1 .h x g x f x  
 :كلكف

 0( ) 1 0, 0,1 ,f x x    
 :إذف

 ( ) 0, 0,1 .h x x   
 بالحصكؿ يسمح إفٌ ذلؾ. g ميما كانت إشارة ة سالبhيتٌضح ىكذا أفٌ 

 :عمى
1

0 0 0

0

( )
( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0 ( ) , .

( )

g x
h x dx f x g x g x f x x x

g x
       

0 كبالطبع، 0( )f x0ببفٌ  لمجزـ بالعلبقة الأأيرة نستدؿٌ . كيفيٌا  يضحىfلا  
  كاحدة عمى  مرٌةاغيٌر إشارتوت gفٌ الدالٌة لأ، ذلؾ ةككف مستمرٌ ت أف ايمكنو

الأقؿٌ في المجاؿ  0,1 .إفٌ ىذا متناقض مع الفرض. 
 ، فنكتفي ببف نبيٌف(5.4.2)نستند في إثباتنا إلى مبرىنة البياف المغمؽ   9) 

:  كلنثبت أفٌ uلنرمز ليذا البياف كالمعتاد بػ .  مغمؽuأفٌ بياف 
.u u   

) ليكف , )x y مف  عنصراu. متتالية عندئذ تكجد ( , ( ))n n nx u x في u 
 :بحيث

lim( , ( )) ( , ).n n
n

x u x x y


 
)نستأمص أفٌ المتتالية  )n nx xكبمقتضى الفرض . تتقارب نحك الصفر  

 :يبتي
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lim ( ) lim ( ) ( ) 0,n n
n n

u x x u x u x
 

    
limأم  ( ) ( )n

n
u x u x


 .كلكف المتتالية ( ( ))n nu xنحك   أأذت متقاربةy 

) عمى كعميو، نحصؿ مف مبدإ كحدانية النياية. فرضا )y u x. ىكذا يبتي 
) أفٌ  , )x y مف نقطة u، البرىاف كينيي المنشكد الاحتكاء يضمف ما كىك. 
 

)إذا كاف   (1 (9 ) 0u a  كاف a مف H كبالتالي ( , ) 0d a H  .،إذف 
)لنفترض أفٌ . العلبقة صحيحة ) 0u a  . يبتي عندئذ.E H a  

:  بحيث يكجد عدد حقيقيٌ E مف xكبالفعؿ، مف أجؿ عنصر 
( ) ( ).u x u a 

. كعميو، ( ) 0u x a  بكضع h x a  ٌيبتي أف  h مف Hكx h a  
H.ىك التفكيؾ كفؽ  a  . إذا كافu مستمرٌا كاف uنكتب  .  منتييا

 :تبعا لذلؾ
     

 \ 0 , , 0

( ) ( )
sup sup

x E h H h a

u x u h a
u

x h a 



    


 



 

 

, , 0

1
( ) sup ( ) sup

h H h a h H

u a u a
h a h a 



    

 
 

 

 

    
1 1

( ) ( ) ;
inf ( , )
h H

u a u a
h a d a H



 


 

 .إنٌيا المساكاة المنشكدة

) مغمقا تبكٌد أفٌ Hإذا كاف  (2 , ) 0d a H  إف لـ يكف a مف 
H . ٌنستمدٌ مف المساكاة المبرىنة أعلبه أفuإذف، .  منتوu ٌمستمر  .

 

 :كىك مستمرٌ إذ أفٌ .  كاضح الأطٌيٌةnT  إفٌ (1 (10
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1

1
00

1
( ) ( ) max ( ) .

n

n
x

n

T f n f x dx n f x f
n 

 

   

 :لدينا مف السؤاؿ الأكٌؿ (2
* ( ) .nn T f f


   

: كبالتالي
1.nT  

0مف جية أأرل، نجد ببأذ  1f  عمى  0,1 :
1

0

0

( ) 1.
n

nT f n dx  

: كمنو
1.nT  

 : لديناE مف f مف أجؿ كؿٌ  (3
1 1

0 0

1

1
00

( ) (0) ( ) (0)

( ) (0) max ( ) (0) .

n n

n

n

x
n

T f f n f x dx n f dx

n f x f dx f x f
 

  

   

 



 

.  إلى nيضمف استمرار انتياء المقدار الأأير إلى الصفر مع مآؿ 
4)  T ٌكفضلب عف ذلؾ لدينا.  أطٌي: 

 

0 1
( ) (0) max ( ) .

x
T f f f x f

 
   

1T مستمرٌ كTنستأمص أفٌ   . ذا أأذنا 0كا  1f  كما سبؽ حصمنا 
1Tعمى  . 

 : لدينا (5
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1

1

0

( ) ( ) .
n

nT f n f x dx n f  

: كمنو
* .nn T n   

 :لدينا (6
1 1 1

2

10 0

2

1 1 3
( ) ( ) ( 2 2)

2 4 4

n n n

n

n

T f n f x dx n dx nx dx n
n n

 
   

         
  

 

   

: كمف جية أأرل، لدينا
1 1

1 2

1
10 0

2

1 1 3
( ) ( 2 2) ;

2 4 4

n n

n

f f x dx dx nx dx
n n n

          

: كعميو

1

3
( ) ,

4
nT f n f  

: كبالتالي
.nT n 

  أفٌ أماـ كؿٌ ثابت مكجب1نعمـ، عمى ضكء لازمة أرأميدس (7

M  ٌ0عدد طبيعيn 0 بحيثn M . ٌيبتي تبعا ليذا أف: 
0 0 .nn n T n n M     

 

)كعميو، المتتالية  )n nT ليست متساكية الاستمرار .

                                           
19. Archimède : ٌبرىف باستعماؿ مضمٌعات منتظمة . نبغ في اليندسة.  قبؿ الميلبد في سيراككز287كلد حكالي . عالـ يكناني
 : ضمعا دستكره المشيكر لتقريب العدد 69مف 

223 22

71 7
.   
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 : المعطاة بالحصكؿ عمىfتسمح الدالٌة  (8

( ) (0) ,T f f n  

1

1

2

1

0 0

1
( ) ( ) .

2

n

f f x dx n x n dx      

0ىكذا، مف أجؿ كؿٌ  cنحصؿ، مف أجؿ دليؿ  n ،كبير بما فيو الكفاية 
: عمى

1
( ) .

2

c
n T f c f   

. مستمرٌا  ليسTنستأمص أفٌ 
 

الفضاء . (8.4.2) النتيجة  (9 1
, .E ليس بناأيٌا. 

 

 

مسائل للبحث  7.2
 

 

ليكف  (1  0,1 , EC ٌمزكٌدا بالنظيـ الأساسي .


رٌؼ عميو   كلنع 
  :التطبيؽ الحقيقيٌ 

1

2

0

( ) ( ) .
1

t
f f t dt

t
 


 

 E.'عنصر مف الثنكم  أفٌ اثبت  (1

.احسب النظيـ  (2  
 

E ليكف (2 ) تطبيقا مف uفضاءيف نظيميٌيف ك Fك  , )L E F. 
 :اثبت عندئذ أفٌ الدعاكل الثلبث التالية متكافئة

1) u  .مستشاكؿ  

2) *, : ( ) , .x u x x x E       
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3) *, : ( ) , (0,1).fu x x B       

 

E ليكف (3 Kنظيميٌة عمى ثلبثة فضاءات Gك Fك  )كلتكف    )n nu 

) متتالية مف , )E FL )ك u تتقارب نحك  )n nvمتتالية مف  ( , )F GL 

 .v تتقارب نحك
) اثبت أفٌ المتتالية )n n nv uتتقارب نحك  v uفي  ( , )E G.L 

 

عمى  كالمحدكدة  المستمرٌة الحقيقيٌةدكاؿ اؿ فضاء Eليكف  (4 0, 
 نظيـاؿب E نزكٌد .اللٌبنياية كالمتمتٌعة بنياية في

 0,

sup ( )
x

f f x


 

 

:  بػً E عمى v كuكنعرٌؼ تطبيقيف 
 

0

1
( ) ; 0,

: ( ) / ( )( )

0 ; 0.

x

f y dy x
u f u f u f x x

x




 




  

2( )

0

2
: ( ) / ( )( ) ( ) .xyx

v f v f v f x e f y dy




   

 .v كuادرس استمرار   (1

 : المعرٌؼ بػwًاثبت أفٌ التطبيؽ   (2

: lim ( ) ( )
x

w f f x w f


 
 .Eشكؿ أطٌي مستمرٌ عمى 

wاثبت أفٌ   (3 w u  ٌأم أف ،: 

lim ( )( ) lim ( ).
x x

u f x f x
 

 

 :بيٌف أفٌ   (4

lim ( )( ) lim ( ) ( ).
x x

v f x f x w f
 

  

 

 : بالنظيـ المعطى بػ2نزكٌد الفضاء الشعاعيٌ  (5
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2 2

( , ) ,
16 9

x y
x y   

u كنعرٌؼ عميو التطبيؽ الحقيقيٌ   :عمى النحك 
( , ) 2 .u x y x y  

u اثبت أفٌ  )2 مٌ طبكلكجعنصر مف الثنكم اؿ  ) ' .
 

 النظيميٌ  عمى الفضاء نعرٌؼ (6   1
1,1 , , . C الحقيقيٌ  التطبيؽu 

. بػ ( ) (1)u f f 

 .شكؿ أطٌيٌ  u اثبت أفٌ  (1

: دكاؿاثبت، مستعينا باؿ (2 n

nf x nx ٌأف ،  u ليس مستمرٌا. 
 

نعرٌؼ عمى الفضاء  (7  1 1,1L E التطبيؽ   :u E   ًبػ : 

1

12

11

2

: ( ) ( ) ( ) .u f u f f t dt f t dt


   

E' ينتمي إلى u اثبت أفٌ   .كاحسب نظيمو 
 

) الفضاء المؤلٌؼ مف المتتاليات الحقيقيٌة 2ليكف  (8 )n nx x بحيث: 
2

1

.i

i

x




  

2 بالنظيـ هزكٌدف

1

i

i

x x




 . اثبت أفٌ التطبيؽ nًالمعرٌؼ بػ : 
2:

( )

n

n nx x x









 


 

)2 عنصر مف ) '1 ، نظيمو. 
 

 ليكف (9  0,1 ,E  C مزكٌدا بنظيـ التقارب المنتظـ ك:nP E   
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 :تطبيقا معرٌفا عمى ىذا النحك
   

0

( ) (1 ) , 1,2,...
n

k k n k

n n

k

k
f P f C x x f n

n





 
   

 
 

 كثير  بnP يدعى )1أطٌيٌ كمستمرٌ كذك نظيـ يساكم  nPاثبت أفٌ  (1
 .(1حدكد برنشتايف

 : بػً E نحك E مف uنعرٌؼ تطبيقا آأر  (2

0

( )
( ) / ( )( ) .

x
f t

f u f u f x dt
x t




 

 . أطٌيٌ كمستمرٌ كاحسب نظيموuاثبت عندئذ أفٌ 
 

) الحقيقيٌة المتتاليات فضاء E ليكف   (10 )n nx xنحك تؤكؿ  التي 
.  بالنظيـEنزكٌد .  إلى nلمٌا يؤكؿ  الصفر sup n

n

x x





 
 . بناأيٌ Eاثبت أفٌ  (1

2)   
) لتكف. أ )p pe المتتالية التي جميع عناصرىا معدكمة ما عدا ذم 

 الأشعٌة اثبت أفٌ الفضاء الجزئيٌ المكلٌد بكاسطة .1 الذم يساكم p المرتبة
( )p pe في  يؼكثE. 

يكت E' مف u اثبت أفٌ كؿٌ شكؿ أطٌيٌ مستمرٌ .  ب
 :ب بكيفيٌة كحيدة عمى الصكرة

0

( ) ,n n

n

x u x u x




 

)حيث  )n nu متتالية تحقٌؽ 
0

n

n

u




 . 

                                           
21. Sergei Natanovich Bernstein   : ٌ1968 أكتكبر 26ببكديسا كتكفٌي في  1880 مارس 5كلد في . رياضيٌاتيٌ سكيدم 

عمؿ برنشتايف حكؿ نظرية .  رسالة الدكتكراه اتٌأذت مف المسالة الييمبرتيٌة التاسعة عشرة مكضكعا ليا1904ناقش عاـ . بمكسكك
. تقريب الدكاؿ كلو كثيرات حدكد تحمؿ اليكـ اسمو
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 : اثبت أفٌ . ج

10

sup ( ) .n
xn

u u x




 

 المتتاليات مف المؤلٌؼ الشعاعيٌ  الفضاء F ليكف (3
) الحقيقيٌة )n ny y بحيث:

0

. n

n

y




  اثبت أفٌ التطبيؽ: 

0

,n

n

y y y




 

 . يجعؿ ىذا الأأير بناأيٌاFنظيـ عمى 

 .أ (4
 تحت كحيدة بكيفيٌة  يكتبF عمى uثبت أفٌ كؿٌ شكؿ أطٌيٌ مستمرٌ 

 :الشكؿ

0

( ) ,n n

n

x u y y u




 

)حيث  )n nuمتتالية محدكدة مف أعداد حقيقيٌة . 
 :اثبت أفٌ  . ب

1

sup sup ( ) .n
n y

u u y u
 

 


 
 

E ليكف   (11 )ك uفضاءيف نظيميٌيف ك Fك  )nu مف ( , )E FL .اثبت 
 :تكافؤ الدعكييف

1) ( )nu تتقارب نحك u في ( , )E FL. 

 المتتالية تككف ،E مف M محدكد جزء كؿٌ  أجؿ مف (2
( ( ))nu x بانتظاـ نحك متقاربة ( )u xحيث ،x   .M مف  

 

ف ليؾ   (12  1 0,1 ,E  C الأساسيٌ  بالنظيـ مزكٌدا .


)ك  )n nu 
 :بػً  E عمى معرٌفةحقيقيٌة  دكاؿ مف متتالية
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*1
( ) (0) , .nf u f n f f n

n

  
    

  
  

 nعدد طبيعيٌ غير معدكـ اثبت أنٌو مف أجؿ كؿٌ  (1
  شكلب nu يككف

 .Eمستمرٌا عمى  أطٌيٌا

 :اثبت أفٌ  (2

lim ( ) ( ) '(0).n
n

f E u f u f f


    

 مستمرٌ ؟ u ىؿ (3
 ىؿ يمكف تطبيؽ مبرىنة بناخ ػ شتاينيكس ؟

 

 بكؿ نرفؽ .منتو  بعده، عمى فضاء شعاعيٌا نظيميٌا E ليكف  (13
 عنصرٌّ 

x مف E شكلب أطٌيٌا xعمى  *E معرٌفا بػ ،: 

 *( ) ( ), .x f f x f E  

:** التطبيؽ أفٌ  اثبت E E  بػ  المعرٌؼ( )x x تشاكؿ  
 .مستشاكؿ كتقايس

 
 
 
 
 
 
 

3 
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قابمة لمممع ت اؿئلااعاؿ
 

 

 

 تقاريؼ وخصائص عاممّة 1.3

 

 

 مف عتبر ىذا الفصؿ مكمٌلب كمكسٌعا لمدٌراسة التي سبؽ أف مرٌت بؾف
 أعدت إذا .الدكاؿ كسلبسؿ العدديٌة السلبسؿ بالتفصيؿ كتناكلت قبؿ ذم

 منيا الأأيرة كجدتيا مشكبة في الحالة العامٌة، بنقائص نذكر ىذه في النظر
 :بالأصكص

 . كحدىااقتصار مجمكعة الأدلٌة عمى المجمكعة  (1

 : افتقار السلبسؿ المتقاربة إلى بعض الميزات منيا (2

 .أاصيٌتا التبديؿ كالتجميع

 : لمتبكٌد مف النقطة الأأيرة نسكؽ ىذيف المثاليف
 

 مثالاف  1.1.3
 :نعتبر السمسمة ذات الحدٌ العا ٌـ (1

1
*( 1)

, .
n

nu n
n


  

 :مجكعيا يساكمكأفٌ إنٌنا نعمـ أنٌيا متقاربة 
1

1

( 1)
2.

n

n

S Log
n






  

 طبيعة السمسمة في تغيٌر دكنما الجمع ترتيب في بتعديؿ نقكـ لنفترض أنٌنا
 :بإمكاننا أف نكتب عندئذ. كلا في مجمكعيا

1 1 1 1
2 1 ...

2 3 4 5
Log       
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1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ...

2 4 3 6 8 2 1 4 2 4 4n n n
          

  
 

 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ...

2 4 3 6 8 2 1 4 2 4 4n n n

     
               

       
 

 

 
1 1 1 1 1 1

... ...
2 4 6 8 2(2 1) 2(2 2)n n

       
 

  

1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... 2,

2 2 3 4 (2 1) (2 2) 2
Log

n n

 
         

  
 

 

 في تعديؿ إحداث عمكما، يمكف، لا ىكذا أنٌو يتٌضح .ممكف غير ىذا إفٌ 
 .سمسمة متقاربة حدكد ترتيب

 :نقكـ بمعالجة السمسمة المتناكبة ذات الحدٌ العا ٌـ (2

*( 1)
, .

n

nu n
n


  

 :كضعنا فإذا .متقاربة السمسمة ىذه أفٌ  الكاضح مف
*

1 2I   ،* *

2 \ 2I    

: لمكافقتيف غير أفٌ السمسمتيف الجزئيٌتيف ا،*  يجزٌءاف2I ك1I كجدنا أفٌ 

* *
1

( 1) 1 1 1
,

2 2

n

n I p pn p p  


   

 

 

2

( 1) 1
,

2 1

n

n I pn p 

 



 



 

 :لا يمكننا أف نكتب تبعا لذلؾ. ليستا متقاربتيف كما ىك معمكـ
 

*
1 2

( 1) ( 1) ( 1)
.

n n n

n I n In n n n 

  
   



 

 تقريؼ  2.1.3



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   158 

 عمى ندعكىا)مجمكعة كيفيٌة  I كK فضاء نظيميٌا عمى حقؿ E ليكف
) العائمة الجزئيٌة مف كلتكف . (مدار ىذا الفصؿ بمجمكعة الأدلٌة )IP 

)كلتكف .  المنتييةIمف كافٌة أجزاء  كالمؤلٌفة )i i Ix عائمة عناصر مف  E. 
:  النقطة المعرٌفة بػً  مف Jنرفؽ بكؿٌ جزء 

,J i

i J

S x


 

) لمعائمة J ذا دليؿ ممموعا مزئيا منتييمّاكنسمٌييا  )i i Ix 
  . 

 

 تقريؼ  3.1.3
)نقكؿ عف عائمة  )i i Ix  ٌمف فضاء نظيمي Eلمجمع، كذات  إنٌيا قابمة  

 :ىذا الشرط ، إذا تكفٌرSمجمكع 
 

0 00 ( ) / : .J E
J J J J S S            

 

 أمثمة  4.1.3
 .منتييٌة قابمة لمجمع (حقيقيٌة أك عقديٌة)كؿٌ عائمة عدديٌة  (1

)1كفعلب، إذا كانت لمعائمة  )i i nx  تمؾ الأكصاؼ، فإفٌ مجمكعيا يككف  
: بكؿٌ بداىة

1

.
n

i

i

S x


 

 أأذ ذلؾ مف التبكٌد بغية يكفي 1,2,...,I n 0 كؿٌ  أجؿ ككذا، مف  

.0 معطى، ( )J I  منتو يتجمٌي ىكذا أفٌ كؿٌ جزء J مف I مع يتطابؽ 
I  0بمجرٌد أف يحتكمJ . ٌيبتي تبعا لذلؾ أف: 

1

0 .
n

J i

i

S S S x 


     

 إفٌ العائمة (2
1

2n

n

 
 
  

2S ، كتتمتٌع بمجمكع قابمة لمجمع في  . 
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1 السمسمة أفٌ  نعمـ فإنٌنا كبالفعؿ،

2n 2 نياية اؿنحك متقاربة. 
 :ذلؾ بػً نترجـ

0 0

0

1
0 ( ) / : 2 2 ,

2

n

n i
i

n n n n S  


             

 :أم

1

0

1
1

122 .
1 2

1
2

n

n
n n 



 
 

     
 
 

 

  I الحالة، ىذه في لمجمع القابميٌة تعريؼ مطابقة قصد نبأذ،
ك 0 0( ) 0,1,2,...,J n . منتو  كؿٌ جزء أفٌ  ىذا بعد نلبحظJ  مف، 
0Jالنحك  عمى ، يكتب0Jاحتكل  ما إذا J K حيث ، K منتو جزء 

 :ذلؾ ببف نكتب لنا يرأٌص. 0Jيقطع   لامف 
0

0

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
2 .

2 2 2 2 2 2 2

n

J ni i i i i i
i J K i J i K i i K i K

S
      

             

:  عمى الشكؿKمف جية أأرل، يمكف كضع الجزء 
 1 2, ,..., ,rK m m m 

0mمع  n  حيث  مف  1,2,...,r .لنضع: 
0

1
max

r
m m

 
،   0 1 0 2 0, ,...,L n n m  

 :نحصؿ بذلؾ عمى
0

0 1

1 1
.

2 2

m

K Li i
i K i n

S S
  

    

 :كعميو
0 0

0 0 0

00 1

1 1
;

2 2

m m

J J K J L mi i
i i n

S S S S S S
  

        
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 :أم أفٌ 

0

1
2 2.

2
J m

S    
0كلكف، حسب ما سبؽ، لدينا  0m n؛ إذف :

0 0

1
2 .

2
m m

S    
 :نستأمص في الأتاـ أفٌ 

0 0
2 2 2 ,n J mS S S        

: كىك ما يؤدٌم إلى
2 ,JS   

 .كينيي المثاؿ
ٌّ سمسمة عدديٌة متقاربة  لنشر ىنا إلى أنٌو تعميما ليذا المثاؿ، فإفٌ كؿٌ

 سنبيٌف فإنٌنا ذلؾ، مف كأكثر .لمجمع قابمة عائمة تشكٌؿ مكجبة حدكد ذات
 .في فقرة لاحقة أفٌ كؿٌ سمسمة عدديٌة متقاربة مطمقا قابمة لمجمع

إفٌ المتتاليٌة  (3 2n

n
 . ليست قابمة لمجمع

1 لنثبٌت، قصد تكضيح ذلؾ، 0 منتييا  كلنعتبر جزءاJ مف .  ٌإف 
 الشكؿ تحت يكضع أف يمكف الأأير ىذا 0 1 2, ,..., pJ m m m. لنضع 

0
1

. max i
i p

m m
 

 إفٌ الجزء  00,1,2,...,J m 0 منتو يشمؿJكيحقٌؽ : 

0

0 1

2 2 2 1.i i i

J m

i i i m

S S


   

      
 

 
 

 .يتٌضح ىكذا أفٌ العائمة المعتبرة ليست قابمة لمجمع
 قابمة  عائمة تشكمّؿ أف متباعدة سمسمة لأيمّة يمكف لا عامٌة، بصفة

 .لمممع
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 ممحونة  5.1.3
 عكس السلبسؿ) Iإفٌ مفيكـ القابميٌة لمجمع لا يتطمٌب أمٌ ترتيب عمى 

)كمف جية أأرل، إذا كانت . (المتقاربة ذات الحدكد غير المكجبة )i i Ix 
 

 I نحك المجمكعة  تقابلب مف مجمكعة أدلٌة عائمة قابمة لمجمع ككاف 
)فإنٌنا نحصؿ بكضع  )iy x  ، عمى عائمة( )y لمجمع  تككف قابمة 

) العائمة مجمكع بنفس كتتمتٌع )i i Ix  .،كاف إذا أجؿ 
i

i I

S x


 

Jك E
S S   منتو جزء كؿٌ  أجؿ مف J 0 المنتيي الجزء يحكمJ، 

 :يككف لدينا
,i

L E

x S





  
 

1 يحكم  مف Lمف أجؿ كؿٌ جزء منتو 

0( )J. 
 

 قفية  6.1.3
) كانت إذا )i i Ix فضاء نظيميٌ مف لمجمع قابمة  عائمة  E ككاف S 

 .الأأير عندئذ كحيدا ىذا كاف مجمكعيا
 

 إثبات
) مجمكع آأر لمعائمة S'لنفترض أفٌ  )i i Ix  .نكتب تبعا لذلؾ: 

 

0 00 ( ) / : ,
2

i J

i I

S x J J J J S S


 


             

1 1' 0 ( ) / : ' .
2

i J

i I

S x J J J J S S


 


             

 

 كببأذ
2 0 1J J J يبتي ،: 

2: ' ' .J JJ J J S S S S S S           
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S'، كعميو S  .
 

 قفية 7.1.3
) إذا كانت )i i Ix 

) ك )i i Iy 
مجمكعاىما E  جماعتيف قابمتيف لمجمع مف

a كb ككاف مف  ا سمميK  ٌالجماعتيف فإف ( ) ( )i i I i i i Iz x y    
)ك ) ( )i i I i i It x  يساكياف  كمجمكعاىما لمجمع، قابمتيف تككنافa b 
 . الترتيب  عمىaك
 

 إثبات

 :لدينا
0 00 ( ) / : ,

2
i i

i I i J

a x J J J J a x


 
 

              

1 10 ( ) / : .
2

i i

i I i J

b y J J J J b y


 
 

              

 

 إذا كضعنا
2 0 1J J J حؽٌ لنا أف نكتب عندئذ : 

 

2: ( ) ( ) ( )

,

i i i

i J i J

i i

i J i J

J J J a b z a b x y

a x b y 

 

 

         

    

 

 

 

 

)كىك ما يبيٌف أفٌ العائمة  )i i Iz  قابمة لمجمع كمجمكعيا a b . 
 عمى التي القضية، ىذه مف الثاني البند صحٌة لتبياف الطريقة نفس نتبٌع

 :ضكئيا نضع تكٌا
 

 نتيمة  8.1.3
 .Kإفٌ لمجمكعة الجماعات القابمة لمجمع بنية فضاء شعاعيٌ عمى 
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 مقاييس لمقابميمّة لمممع  2.3
 

 

 قفية  1.2.3
) تككف عائمة لكي )i i Ix  نظيميٌ  فضاء مف E أف يمزـ لمجمع قابمة 

)مجمكعة المجاميع الجزئيٌة  تككف )J J i

i J J

S x

 

 
  
 
محدكدة . 

 

 إثبات
) العائمة أفٌ  لنفترض )i i Ix  كمجمكعيا لمجمع قابمة S 1 كليكفJ 
:  تتحقٌؽ بمكجبو المتراجحةجزءا مف 

1,JS S  
 .1J يحكم  مف Jمف أجؿ كؿٌ جزء 

:  يككف لدينا جزءا كيفيٌا مف Lإذا كاف 
1

1.J LS S   
ذا  الفرؽ أفٌ  لاحظنا كا 

1J L LS S  العناصر مجمكع ىك ix تنتمي التي 
1 ىا إلىدلائؿ \J Lأمكننا أف نكتب حينئذ : 

 

1

1 1\

.J L L i i

i J L i J

S S x x

 

    

لنضع 
1

i

i J

M x


 .نحصؿ بذلؾ عمى: 

1 1
1.L L J L J LS S S S S S M        

 : كمنو
1, ;LS S M L     

. ما ينيي البرىاف كىك 
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 قفية  2.2.3
) إذا كانت )i i Ix   ٌعائمة قابمة لمجمع مف فضاء نظيمي E  ٌالمجمكعة  فإف 

0I الدلائؿ، المؤلٌفة مف i 0 بحيثix  ٌقابمة لمعد ،. 
 

 إثبات
 ليكف

i

i I

S x


 ،كؿٌ  أجؿ مف كليكفnمف  *، المنتيي الجزء nJ 

 : بحيثIمف 
1

: .
2

n i

i J

J J J S x
n

      
 

\ مف i مف أجؿ كؿٌ  nI J يككف لدينا لزكما :
1

.ix
n

 

 المجمكعة إفٌ 
1

:n iI i I x
n

 
   
 

 منتيية؛ فيي كعميو،. nJ محتكاة في 

 كبو تككف المجمكعة
*

0 n

n

I I





  ٌقابمة لمعد. 

 

 نتيمة  3.2.3
 الأأيرة ىذه فإفٌ  لمجمع قابمة مف عائمة العناصر المعدكمة حذفت إذا
 معيٌف ترتيب أمٌ  الميزة ىذه تستمزـ أف دكف لمعدٌ، قابمة عائمة إلى تبسٌط

 .ليذه العائمة
 

 

 (مقياس ككشي) تقريؼ  4.2.3
)نقكؿ عف عائمة  )i i Ix  ٌمف فضاء نظيمي Eككشي  إنٌيا تحقٌؽ شرط  

 :إذا تمتٌعت بالأاصية المكالية
0 00 ( ) / : .JJ J J J S             
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 مبرىنة  5.2.3
 . تحقٌؽ مقياس ككشيEكؿٌ عائمة قابمة لمجمع مف 

 

 إثبات

)لتكف  )i i Ix 
: يبتي عندئذ.  مجمكعياS كE عائمة قابمة لمجمع مف 

0 00 ( ) / : .
2

JJ J J J S S


           
0Jببأذ . 0Jيقطع   لا  عنصرا مفLليكف  J L يككف لدينا : 
 

0 0
.L J J J JS S S S S S S        

 

 ممحونة  6.2.3
 . بناأيٌاEإفٌ الشرط أعلبه يصبح كافيٌا إذا كاف 

 

 ىامٌة نتيجة أنٌيا تنطكم عمى متبنٌيٌة، إذ قراءة الممحكظة ىذه تستدعي
 :(نسمٌـ بيا)جدٌا 
 لمممع القابميمّة فامنا كوشي مقياس يكوف البناخيمّة، الففااات في

 . عائمة تحقمّقو لكؿمّ 

 

 

 

 

 

 التمميع  3.3
 

 

 قفية  1.3.3
 .بناأيٌ  فضاء كؿٌ  في لمجمع قابمة لمجمع قابمة عائمة مف جزئيٌة عائمة كؿٌ 
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 إثبات
)مف أجؿ عائمة  محقٌقا ككشيٌ  مقياس كاف كفعلب، إذا )i i Ix يظؿٌ   فإنٌو 

)كذلؾ بالأصكص، مف أجؿ كؿٌ عائمة جزئيٌة مف  )i i Ix 
. 

 

 كما، السلبسؿ إلييا تفتقر الأاصيٌة ىذه أفٌ  إلى ىنا، الإشارة تجدر
 (.1.1.3) ذلؾ مف ألبؿ المثاؿ الأكٌؿ مف الطائفة يتٌضح
 (التجميع) مبرىنة  2.3.3

)لتكف  )i i Ix  ٌعائمة قابمة لمجمع مف فضاء نظيمي  Eك ( ) LI  تجزئة 
i الجزئيٌة الجماعات مف كاحدة كؿٌ  كانت إذا .Iلًػ 

i I

S x





 لمجمع قابمة 

i ككضعنا

i I

S x





  ٌالعائمة فإف ( ) LS  كيحقٌؽ لمجمع قابمة عندئذ تككف 

'مجمكعيا 
L

S S


: 

' . (*)i i

L L i I i I

S S x x



    

 
   

 
    

 

 إثبات

 لحساب أنٌو المبرىنة ىذه مف ييفيـ أنٌو إلى بدء، ذم بادمء لنشر،
) العائمة مجمكع )i i Ix يمكف استبداؿ كؿٌ عائمة جزئيٌة بمجمكع عناصرىا  

S. 

)ما دامت  )i i Ix  قابمة لمجمع كمجمكعيا Sأمكننا ذلؾ مف أف نكتب : 
0 00 ( ) / : . (**)i

i J

J J J J x S  


          

 مف منتييا عددا إلاٌ  تقطع أف يمكنيا لا 0J المنتيية المجمكعة إفٌ 
   لممجمكعة المنتيية المؤلٌفة مف العناصر0Lلنرمز بػً . I المجمكعات

0J بحيث L مف I  كيفيٌا منتييا جزءا كلنعتبر ؛ M مف L يحكم 
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0Lكلنضع ،  .cardM p(أصميٌ : نقرأ Mيساكم  p).  ٌالعائمة قابميٌة إف 
( )i i Ix

،   مفJ ، كجكد جزء منتوM مف  أجؿ كؿٌ  مف  لمجمع تستمزـ
I 0 يحكمJ I المتراجحة بو كتتحقٌؽ: 

.i

i J

x S
p









  

لنضع 
M

J J



  . إفٌ المجمكعةJ تحتكم الجزء 
0J .لدينا عندئذ :

( ) ( ) .i i i

i J M M i J M i J

x S x S x S
 

  
  


     

   
           

   
      

 

 :نجد أفٌ  (**) كبالمقارنة مع ما جاء في
2 .i i

M i J i J M

S S S x x S 
 


   

         
 

 0L يحكم L مف Mتبيٌف ىذه المتراجحة القائمة مف أجؿ كؿٌ جزء منتو 
) العائمة أفٌ  ) LS  يساكم  مجمكعيا كأفٌ  لمجمع قابمةS .عمى يمكف 

 :نكتب صيغة التجميع لممجمكع عمى ىذا النحك ضكء ىذا، أف
( ) .

M

i i

M i I i I

x x S
 







  

 
   

 
  


 

) العائمة كتككف معنى الثاني لمطرؼ يككف لمٌا كذلؾ ) LI  لاتٌحادىا تجزئة. 
 

ممحونة   3.3.3
كبصفة . إفٌ عكس النتيجة المحمكلة في المبرىنة السابقة أاطئ عمكما

: أدؽٌ، إذا كانت
) .أ  )i i Ix  ٌعائمة مف فضاء نظيمي Eك ( ) LI  تجزئة لػ I، 

) العائلبت الجزئيٌة  .ب  )i i Ix
 قابمة لمجمع بمجاميع S، 

) العائمة  .ج  ) LS  ،قابمة لمجمع 
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)فإفٌ العائمة الأٌـ  )i i Ix 
.  لا تككف بالضركرة قابمة لمجمع

 

. نستحضر قصد التبرير ىذا المثاؿ المضاد
السمسمة 

n

n

x





) المعرٌفة بػ  1)n

nx  كعميو، فإفٌ العائمة   .  متباعدة

( )n nx 
. ليست قابمة لمعدٌ  

)لتكف  )I التجزئة لػ   المعرٌفة بػ  2 , 2 1I    . العائمة
( )i i Ix


:  قابمة لمجمع ذلؾ لأفٌ 

2 2 1

2 2 1 ( 1) ( 1) 0.i

i I

S x x x


 

  







        

: كعميو
0.S   

)نستأمص أفٌ العائمة  )S  قابمة لمجمع بمجمكع 'Sمعدكـ  :
' 0.i

i I

S S x



   

 
   

 
  
 

 
 

لنشر في أتاـ ىذه الفقرة إلى أفٌ الأمر ألبؼ ىذا لك كانت المجمكعة 
Lالمدركس صحيحا في حالة  العكس كبعبارة أكضح، يضحى . منتيية

: إليؾ التفاصيؿ. Iتجزئة منتيية لػ 
 

 قفية  4.3.3

)لتكف  )i i Ix 
) كE عائمة نقاط مف فضاء نظيميٌ  ) LI 

  تجزئة منتيية
)إذا كانت كؿٌ كاحدة مف الجماعات الجزئيٌة . Iلًػ  )i i Ix


 كانت قابمة لمجمع 

) العائمة )i i Ix 
المذككرة في مبرىنة ( *)ككانت العلبقة  لمجمع قابمة عندئذ 

 .السابقة محقٌقةالتجميع 

 

 إثبات
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1 أفٌ  الاأتصار، في رغبة نفترض، أف يمكف 2I I I  (أف عمى 
 ضع بك(.L عناصر لعدد بالنسبة بالتدريج بعد مف البرىاف نكاصؿ

1

1 i

i I

S x


 ك
2

2 i

i I

S x


نكتب : 

1

1 1 1 1 1 1 10 / : ,
2

i

i H

J H J H x S





           

2

2 2 2 2 2 2 20 / : ,
2

i

i H

J H J H x S





           
 

 . عمى الترتيب2I ك1I في  الأجزاء المنتييةتيلعائؿ 2ك 1 حيث يرمز
0 إفٌ  1 2J J J  مف منتو جزء I. منتو جزء كؿٌ  أجؿ كمف H 0 يحكمJ، 

1 مف الشكؿ Hأفٌ  كاضحا يككف 2H Hمع  :
1 1 1,J H I  
2 2 2 .J H I  

 :يبتي إذف

1 2

1 2 1 2( ) .i i i

i H i H i H

x S S x S x S 
  

         

. إنٌو المطمكب
 القائلات القابمة لمممع الحقيقيمّة  4.3

 
 

 مبرىنة  1.4.3
) مكجبة حقيقيٌة أعداد مف عائمة تككف لكي )i i Ix 

  يمزـ لمجمع قابمة 
) تككف مجمكعة المجاميع الجزئيٌة أف كيكفي )J JS 

 يككف . في محدكدة 
 :لدينا عندئذ

sup .i J
Ji I

S x S


  
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 إثبات
 (.1.2.3)إنٌو مضمكف القضية : لزكـ الشرط

supليكف : كفاية الشرط     J
J

S S


 المجاميع الحدٌ الأعمى لعائمة ( )J JS 
. 

: عمى ضكء الأاصية المميٌزة لمحدٌ الأعمى نكتب
000 / .JJ S S       

0J  بحيثمف  Lكمف أجؿ كؿٌ جزء  Lيككف لدينا 
0

. J LS S كمنو :
0

.J LS S S S      
: كىك ما يعطي في الأتاـ

0 00 / .LJ L J L S S           
) العائمة نرل ىكذا أفٌ  )i i Ix 

 .S قابمة لمجمع كمجمكعيا 
 

 أمثمة  2.4.3

مف المجاؿ  q مف أجؿ كؿٌ عدد (1 0,1  تككف المتتالية( )n

nqقابمة  

 :لأفٌ  ؛ ذلؾفي  لمجمع
 
 
 
 
 

1كلدينا بشبف مجمكعيا 

1
S

q



. 

 مف المجاؿ حقيقيٌيف عدديف bك a ليكف (2 0,1. العائمة تككف 
2( , )

( )m n

m n
a b


 منتو كفعلب، مف أجؿ كؿٌ جزء. لمجمع في  عندئذ قابمة 

0J 2 مف  بحيث   0 0, 0,J p p  ،يككف لدينا: 
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1 1

0 0 0 0

1 1 1 1
.

1 1 (1 ) (1 )

p pp p p p
m n m n

m n m n

a b
a b a b

a b a b

 

   

   
    

     
   

 

1 مف أجؿ كؿٌ عدد حقيقيٌ  (3  تككف المتتالية 
1

nn

 
 
 

 .لمجمع قابمة 

 :لدينا بالفعؿ

1

2

2 2
1

1 2
.

(2 ) (2 )

n

n n

n

n n
k

S S
k  



  


 
 

 :طرؼ يبتيؿات طرفا تبايفكبجمع ىذه الـ

12

1
.

1 2
nS





 

1 إفٌ المتتالية (4

nn

 
 
 

 :؛ إذ أفٌ  غير قابمة لمجمع في 

1

2

12 2
1

1 2 1
.

2 2 2

n

n n

n

n n
k

S S
k

 


   


 
 

 أفٌ  عمى حصمنا طرؼ ؿطرفا المتراجحات ىذه بجمع قمنا فإذا
2 2

n

n
S ، 

 .ما يدؿٌ عمى أفٌ المتتالية المذككرة لا تحقٌؽ شرط المبرىنة أعلب كىك
 

 ( المقارنةأمبد) مبرىنة  3.4.3
) لتكف )i i Ix 

)ك  )i i Iy 
 (معدكمة أك) مكجبة حقيقيٌة أعداد مف عائمتيف 

  :بحيث
.i ii I x y   

)كانت  إذا )i i Iy 
)لًػ  بالنسبة كذلؾ الأمر كاف لمجمع  قابمة )i i Ix 

 كفضلب .
 :لدينا ذلؾ عف

.i i

i I i I

x y
 

  
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 إثبات
 : يككف لديناI مف Jمف أجؿ كؿٌ جزء منتو 

 

.i i i

i J i J i I

x y y
  

    

 

 أفٌ  بمكجبو يبتي .محقٌؽ السابقة يترتٌب عف ىذه العلبقة أفٌ شرط المبرىنة
)العائمة  )i i Ix 

 :ةبايف قابمة لمجمع، كيككف مجمكعيا مقيٌدا بيذه المت
.i i

i I i I

S x y
 

   
 

 ممحونتاف  4.4.3
 طبٌقت ما إذا صحيحة المبرىنة عمى ىذه تظؿٌ النتيجة المحمكلة (1

0فييا ثابت  عمى الحالة التي يكجد aبحيث : 
.i ii I x ay   

 :كيككف لدينا عندئذ
.i i

i I i I

S x a y
 

   

0إذا كجد ثابت  (2 bبحيث : 

,i ii I x by   
 

) العائمة ككانت )i i Iy 
) العائمة أضحت ، في لمجمع قابمة غير  )i i Ix 

 
 تكمف العمٌة في ككف مجمكعة المجاميع .لمجمع كذلؾ حينئذ غير قابمة

)الجزئيٌة الممحقة بػ  )i i Iy 
 غير محدكدة مف الأعمى يجعؿ مجمكعة المجاميع 

)الجزئية الممحقة بػ  )i i Ix 
.  غير محدكدة مف الأعمى كبصفة أكلى

 

 مثاؿ  5.4.3
: يككف لدينا عند ذلؾ.  تماما1 عدديف حقيقيٌيف يفكقاف b كaليكف 
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2 2 2( , ) 2 .
p q

p qp q a b a b    
 :كمنو

2 2 2
1 1

( , ) .
2

p q

p q
p q a b

a b

 

  


 
 

تبيٌف أفٌ العائمة  (2.4.3)إذا استندنا إلى المثاؿ الثاني مف الطائفة 

2

2 2

( , )

p q

p q

a b
 



 
 
  

  العائمة أفٌ  المقارنة، مبدإ بمقتضى نستأمص.  قابمة لمجمع

2( , )

1
p q

p qa b 

 
 

  

 . بدكرىالمجمع  قابمة

 

 مبرىنة  6.4.3
)لتكف  )i i Ix 

 يةالتاؿ الثلبث القضايا عندئذ تككف .حقيقيٌة أعداد مف  عائمة
 :متكافئة

)العائمة  (1 )i i Ix 
 . قابمة لمجمع في 

العائمة  (2 i i I
x


 .  قابمة لمجمع في

مجمكعة المجاميع الجزئيٌة المنتيية لمعائمة  (3 i i I
x


 . محدكدة

 

 إثبات
(2 (1 

0ix يككف أجميا مف التي ،iالأدلٌة  مجمكعة 1I لتكف  2كI مجمكعة 
0ix يككف أجميا مف  التيiالأدلٌة   . ٌالجزئيٌتيف العائمتيف إف  

1
( )i i Ix 
 

ك
2

( )i i Ix 
 2Iك  1I كانت كلمٌا (.1.3.3) القضية بمكجب لمجمع قابمتاف 

 لمتطبيؽ قابمة (2.3.3) المبرىنة فإفٌ  بناأيٌا،  ككاف Iلًػ  تجزئة تؤلٌفاف
 .كعف ذلؾ ينجرٌ المطمكب
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(1 (2 

 (.4.3.3) نتيجة مباشرة لمقضيٌة الاستمزاـىذا 
 

(3 (2 

 .بعينيا (1.4.3)ىذا التكافؤ إعادة لممبرىنة 
 القابميٌة  أفٌ  كىي للبنتباه، ممفتة نتيجة عمى تنطكم المبرىنة ىذه إفٌ 
 مفيكـ إفٌ ىذا غير معيكد في.  القابميٌة لمجمع مطمقاتكافئ في  لمجمع

)  كما يبرزه حاؿ السمسمةالتقارب عند السلبسؿ 1)n

n


 المتقاربة كغير ،

 الأعداد ت عائلبعمى حكرا الكاقع في ليست أاصيٌةىذه . قابمة لمجمع
نٌما كحدىا، الحقيقيٌة  ذم نظيميٌ  فضاء في معرٌفة عائمة كؿٌ  بيا تتمتٌع كا 

 .سكؼ يبتي ذلؾ مفصٌلب بعد حيف .منتو بعد
 

 قفية  7.4.3
) إذا كانت ) Lx  ك ( ) My   عائمتيف قابمتيف لمجمع في  ٌالعائمة فإف 

( , )( ) L Mx y      في لمجمع قابمة عندئذ تككف . لدينا ذلؾ عمى كعلبكة:  

 

( , )

.
L M L M

x y x y   
      

  
   
   

   
 

 

 إثبات
L مف منتو جزء كؿٌ  إفٌ  M النمط مف منتو جزء في محتكل H K 

 يكجد أأرل، مف جية .M مف منتو جزء Kك L مف منتو جزء H حيث
0 عدد فرضا،  بحيث 

H

x





 ك
K

y





، كؿٌ  أجؿ مف كذلؾ 

 :كعميو يبتي. M مف K كجزء منتو L مف Hمنتو  جزء
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2

( , )

.
H K H K

x y x y   
   


   

    
 

) العائمة أفٌ  ةبايفالمت ىذه مف يستدؿٌ  )x y لمجمع في   قابمةطبقا  
 : كبمقتضى التجميع، يككف لدينا.(6.4.3) لممبرىنة

 

( , ) L M L M L M

x y x y x y     
          

   
    

   
     .

L M

x y 
  

  
   
  
  

 

 

 القائلات القابمة لمممع مطمقا في ففاا بناخيمّ   5.3
 

 

 تقريؼ  1.5.3
)نقكؿ عف عائمة  )i i Ix  ٌمف فضاء بناأي  , .E إنٌيا قابمة لمجمع  

 إذا كانت العائمة Eمطمقا في i i I
x


 . قابمة لمجمع في 

 

 قفية  2.5.3
 تككف فيو مطمقا لمجمع قابمة عائمة كؿٌ  فإفٌ  بناأيٌا  فضاءEكاف  إذا
 .لمجمع قابمة

 
 

 إثبات
) لتكف )i i Ix  منتو جزء كؿٌ  أجؿ فمف .المعنيٌة العائمة K مف I يككف 

 :لدينا
.i i

i I i I

x x
 

  
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 العائمة حقٌقت لك أنٌو جميٌا يتٌضح i i I
x


 العائمة لحقٌقتو ككشي مقياس 

( )i i Ix  كىك ما يجعؿ ىذه الأأيرة قابمة لمجمع، ذلؾ أفٌ ،لزكما  E  ٌبناأي. 
 

 ممحونة  3.5.3
 . عمكماأاطئإفٌ عكس ىذه القضيٌة 

 الحقيقيٌة المتتاليات مف المؤلٌؼ E الفضاء ذلؾ، تبياف بغية لنعتبر،
) المحدكدة )n nx x بالنظيـ كالمزكٌد sup n

n

x x





 المتتالية نعرٌؼ .
( ( ))m n mx x m  عمى النحك  : 

(0) 0,

( ) 0 ; ,

1
( ) ; .

n

n

m

x

x m m n

x m m n
m


 


 

  


 

 

، مجمكعياأفٌ ك E في لمجمع قابمة المتتالية ىذه أفٌ  عناء دكنما نتحقٌؽ
)المرمكز لو بػ  )n na a ، ًمعرٌؼ بػ: 

0 (0) 0,

1
; 0,n

a

a n
n





 


 

1 بيد أفٌ ىذه المتتالية ليست قابمة لمجمع مطمقا، إذ أفٌ 
mx

m
  ٌالعائمة  كأف 

*

1

mm 

 
 
  

 .ليست قابمة لمجمع في  

 مطمقا لمجمع القابمة كغير لمجمع القابمة العائلبت ىذه مثؿ كجكد يعزل
 ذلؾ ألبؼ  الأمر إفٌ  .منتو غير بعد ذك فيو تعرٌؼ الذم الفضاء أفٌ  إلى
 : كبالفعؿ لدينا.الفضاءات النظيميٌة ذات أبعاد منتيية في

 

 قفية  4.5.3
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فضاء  إفٌ مفيكـ القابميٌة لمجمع كالقابميٌة لمجمع مطمقا متطابقاف في كؿٌ 
 .بعد منتو ذم نظيميٌ 

) فضاء نظيميٌا ذا بعد منتو ككانت E كبعبارة أأرل، إذا كاف )i i Ix  
 تككف أف كيكفي يمزـ لمجمع قابمة الأأيرة عائمة منو، فإنٌو لكي تككف ىذه

 .قابمة لمجمع مطمقا
 

 إثبات
  كفاية أفٌ  ذلؾ فقط، الشرط لزكـ بإثبات الحاؿ، يتعمٌؽ الأمر، بطبيعة

 .كاضحة الشرط
 .nK متشاكؿ طبكلكجيٌا مع n نعمـ أفٌ كؿٌ فضاء نظيميٌ ذم بعد منتو

)لتكف . n يكفي أف نبيٌف دعكانا في )i i Ix  عائمة مف نقاط مف nحيث ب 
1( )i ik k nx x  . نزكٌد n بالنظيـ 

1
) إذا كانت .. )i i Ix  في لمجمع قابمة 

n ٌفإنٌو مف أجؿ كؿ k مف 1,2,...,n تككف العائمة( )ik i Ix مف أعداد  
؛ كعميو، تككف العائمةحقيقيٌة قابمة لمجمع في  ik i I

x


 :كلمٌا كاف.  كذلؾ
 

1
1

,
n

i ik

k

x x


 
 

 فإفٌ العائمة 1i i I
x


.  لمجمععائمة قابمة لمجمع، قابمةه  n مجمكع لًػ ىي التي 

 

 

 عائلات الدواؿ القابمة لمممع  6.3
 

 

 تقريؼ  1.6.3
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  أالية غير مجمكعة E كلتكف K عمى نظيميٌا  فضاءFليكف 
)ك )i i If  مف دكاؿ منطمقيا  عائمةE كمستقرٌىا F. 

) نقكؿ عف العائمة )i i If   إنٌيا قابمة لمجمع بانتظاـ عمىEكمجمكعيا  
fإذا حقٌقت : 

0

0

0 ( ) / :

( ) ( ) , .J

J J

J J S x f x x E

 



     

     
 

 

 تقريؼ  2.6.3
)نقكؿ عف العائمة  )i i If إنٌيا تحقٌؽ مقياس ككشي المنتظـ إذا امتمكت 

 : الأاصيٌة المكالية
0

0

0 ( ) / :

( ) , .K

J K

J K S x x E

 



     

      
 

  

 (. نفس المدلكؿ الممنكح لو في مطمع ىذا الفصؿلمرمز )
) عائمة التعريفيف تبيٌف لنا دكنما عناء أفٌ كؿٌ  في ىذيف تمعنٌا إذا )i i If ت

 .حقٌؽ مقياس ككشيٌ المنتظـ بمجرٌد أف تككف قابمة لمجمع بانتظاـ
 في .بناأيٌ  F كأفٌ  المنتظـ ككشي مقياس تكفٌر لنفترض كبالعكس،

) تككف العائمة E مف xىذه الحالة، كمف أجؿ كؿٌ عنصر  ( ))i i If x قابمة  
 :كلكف لدينا فرضا .F لمجمع في

0

0 0 '

0 ( ) / , ' :

, ' ( ) ( ) .J J

J J J

J J J J S x S x

 



     

    
 

 

) تككف E مف x مف أجؿ كؿٌ . J لنثبٌت )S x لممجاميع عندئذ نياية ' ( )JS x. 
 :كمنو

( ) ( ) ,JS x S x   
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0J  بحيث مف Jمف أجؿ كؿٌ جزء  J . ٌعمى أفٌ العائمة إفٌ ىذا يدؿ 
( )i i If  قابمة لمجمع بانتظاـ عمى E. 

 

 :نمأٌص ىذه النتيجة عمى النحك المكالي
 

 (مقياس ككشي) مبرىنة  3.6.3
) لتكف )i i If  مجمكعة مف منطمقة دكاؿ مف عائمة E نحك فضاء 

) تككف العائمة .F بناأيٌ  )i i If  عمى بانتظاـ لمجمع قابمة E كفقط إذا 
 .ككشي المنتظـ مقياس إذا حقٌقت

 

 قفية  4.6.3
) لتكف )i i If   ٌعائمة مف  دكاؿ منطمقيا فضاء طبكلكجي E كمستقرٌىا 

 .Fفضاء نظيميٌ 
) العائمة ككانتة مستمرٌ  if الدكاؿ مفة كاحد كؿٌ ت كاف إذا )i i If    قابمة
 .عندئذ مستمرٌا كذلؾ Sبانتظاـ كاف مجمكعيا  لمجمع

 

 إثبات
 .JS المستمرٌة لمدكاؿ منتظمة نياية ىك S المجمكع فإفٌ  كبالفعؿ،
 . يضحى مستمرٌا كذلؾSكعميو، فإفٌ 

 

 (القابميٌة لمجمع ناظميٌا) تقريؼ  5.6.3
) لتكف )i i If   عائمة مف دكاؿ مف مجمكعةEنظيميٌ  فضاء  نحك F.  
 عائمة كجدت  إذاEعف ىذه العائمة إنٌيا قابمة لمجمع ناظميٌا في  نقكؿ

)لمجمع  قابمة )i i I مف أعداد مكجبة بحيث  :
( ) .i ii I x E f x      

)مف الكاضح أفٌ ىذا الشرط يفيد أفٌ العائمة  )i i If مطمقا  قابمة لمجمع  
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) الفضاء في , )E FB، مف المحدكدة الدكاؿ مف المؤلٌؼ E  نحكF 
 .بنظيـ التقارب المنتظـ كالمزكٌد

 

 قفية  6.6.3
) كانت إذا )i i If مجمكعة منطمقيا دكاؿ، مف  عائمة E كمصبٌيا 
 . قابمة لمجمع ناظميٌا فإنٌيا تككف عندئذ قابمة لمجمع بانتظاـF بناأيٌ  فضاء

 

 إثبات
: ةبايفإفٌ المت

( ) ,i i

i K i K

f x 
 

  

) العائمة أفٌ  تبيٌف  )i i If  لمجمع قابمة إنٌيا .المنتظـ ككشي مقياس تحقٌؽ 
 .بمقتضى ذلؾ بانتظاـ

 

 

  مسائؿ محمولة 7.3
 
 

)لتكف   (1 )n nu 
 : عائمة مف أعداد ناطقة بحيث

1
; 0,

!

4 ; 0,

1
; 0.

( )!

n

n
n

u n

n
n





 
 
 


 

1Iنضع    2ك \I    

 أفٌ  اثبت (1
1

( )n n Iu 
ك 

2
( )n n Iu 

 كاحسب  في لمجمع قابمتاف 
 .مجمكعييما

 .استنتج أفٌ ىاتيف العائمتيف ليستا قابمتيف لمجمع في  (2
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)اثبت أفٌ العائمة  (3 )n nu 
 . كاحسب مجمكعيا قابمة لمجمع في 

 إلى أيٌة نتيجة كصمنا ؟ (4

 

ليكف    (2 1,I   . 1ادرس طبيعة العائمة
x

x I

U
x 

 
  
 

 : في الحالتيف

.  أ 1,I   

. ب  0,1I   

 

ليكف     (3 1,I    . ادرس طبيعة العائمة
2

1
.

x Ix 

 
 
 

 

 

 لمجمكعة E بػً نرمز .معدكما أك مكجبا حقيقيٌا  عدداليكف   (4
 العاـ الحدٌ  ذات السمسمة فكتؾ أجميا ف ـالتي E مف u المتتاليات

( 1) ( )n u n كاف  إذا.متقاربة مطمقا u عنصرا مف Eكضعنا  :

0

( ) ( 1) ( ) .
n

N u n u n







  

 .E نظيـ عمى N فضاء شعاعيٌ كأفٌ Eثبت أفٌ  ا.أ (1

 ارتبط ما إذا Eك Eبيف  المكجكدة الاحتكاء علبقة ىي ما. ب

ك  0 العلبقةب    .
 . في كؿٌ ما تبقٌي مف المسبلةEنفترض أفٌ 

: نضع.  ج
( ) ,nu n a 

 تضحى أجميا مف التي a قيـ مجمكعة ميٌز .كيفيٌ  حقيقيٌ   عددaحيث 
 .E عنصرا مف uالمتتالية 

 داأميٌ  تركيب الحقيقيٌة قانكف المتتاليات مجمكعة عمى نعرٌؼ.  د
: لى النحك التاليع بػً  لو مرمكز
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( )( ) (0) ( ) (1) ( 1) ... ( ) (0).n u v n u v n u v n u n v        
u فإفٌ  E إلى منتمييف vك uكاف  إذا اثبت أنٌو v منتميا يضحى 

 : لديناكفضلب عف ذلؾ. كذلؾ E إلى
( ) ( ) ( ).N u v N u N v    

) لتكف .ىػ  )p pu  مف عناصر مف متتالية E السمسمة تككف بحيث 
) في الفضاء النظيميٌ  مطمقا  متقاربةpu الحدٌ العاـ ذات , )E N . 

 فإفٌ السمسمة k  العدد الطبيعيٌ يكف ميما برىف أنٌو
0

( )p

p

u k


 تككف  

 .متقاربة
 الفضاء في متقاربة pu العا ٌـ الحدٌ  ذات السمسمة أفٌ  استأمص. ك
) النظيميٌ  , )E N   ٌكأف :

0

,p

p

u v


 

 : حيث

0

:

( ) ( ).p

p

v

k v k u k






 

 

 دالٌة 0E مف u بكؿٌ عنصر نرفؽ .أعلبه (1) الجزء بترميزة نحتفظ (2
 عمى المجاؿ fة مستمرٌ  0,كفؽ الصيغة التاليةة كمعرٌؼ  :

 0, ( ) ( ) cos .
n

x f x u n nx


  


 

نحك مجمكعة الدكاؿ المستمرٌة عمى 0E لمتطبيؽ المعرٌؼ مف A نرمز بػً
 0,0مف أجؿ كؿٌ .  التى سبؽ كصفيا  نضع ( )A A E . 
 العكسيٌ   كأفٌ التشاكؿEكمتبايف عمى   تطبيؽ أطيٌ Aاثبت أفٌ  .أ
: معطى بكاسطة الدستكر 0E عمى
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0

0

1
(0) ( ) ,

2
( ) ( ) cos ; 1.

u f x dx

u n f x nx dx n














  







 

0 أنٌو مف أجؿ كؿٌ  استنتج. ب يككف  A عمى شعاعيٌا فضاء 
 كأفٌ التطبيؽ :

 1( ) ,f f N A f

 
 : يحقٌؽ الشرطAنظيـ عمى 

0

sup ( ) .
x

f x f


 

 

) لتكف . ج ) ( ( ))n n n nf A u متتالية مف A (حيث ( )nuمف  E.) 
) في مطمقا متقاربة nu السمسمة كانت إذا أنٌو اثبت , )E N  

) السمسمة كانت )nf x  متقاربة بانتظاـ نحك( )f x  عمى 0,حيث ،: 
( ),f A u  

0

.n

n

u u


  

 .(يمكنؾ استأداـ البنكد أ ػ ىػ ػ ك)
n بحيث ف طبيعيٌيعدديف pك n ليكف. د p كليكف  عددا 

: اثبت أفٌ الدالٌة. حقيقيٌا غير معدكـ
cos cos( ) ( ),x px n p x g x  

) أصغر مف A كأفٌ نظيمو في Aينتمي إلى  1)n . 
0 ليكف. ىػ ك fك g عنصريف مف A . ٌاثبت أف .f g ينتمي  

:  كأفٌ A إلى
.fg f g

  
 

 :يمكنؾ مف أجؿ ذلؾ أف تضع)
 

( ) ( )cos ,
p

f x u p px





 ( ) ( )cos ,
q

g x v q qx




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( ) ( ) ( ) cos cos( ) ;n

p

h x u p v n p px n p x


  


 

ٌـ بيٌف عندئذ صحٌة العلبقتيف  :ث
 

 ( 1) ( ),nh n u v n    

 ( ) ( )n

n

h N u N v 





 

 .(ج.2  الفرعكاستأدـ
 

 

   حموؿ8.3

 

 

 العائمة الجزئيٌة (1 (1
1

( )n n Iu 
 تتطابؽ قابميٌتيا لمجمع.  ذات حدكد مكجبة

 إذ ىذه السمسمة كاضح تقاربيا في . تقارب السمسمة التي تعرٌفيا مع
: أفٌ 

1 1

1
lim lim 4 lim 4 1 3 .

!

n n

n n
n n n

i i

S u e e
n  

 

         

: بكضع
2, ,n nv u n I   :

) تصبح العائمة الجزئيٌة  )n nvذات حدكد مكجبة كتحقٌؽ  :
 

 
يترتٌب عف ىذا الحساب أفٌ العائمة الجزئيٌة الابتدائيٌة 

2
( )n n Iu 

 قابمة لمجمع 
1كأفٌ مجمكعيا ىك  e .

 

3 العدداف (2 e  1ك e  الممثٌلبف لمجمكعي العائمتيف
كلمٌا كانا كحيديف تبيٌف أنٌو لا يمكف لياتيف العائمتيف . ليسا ناطقيف الجزئيٌتيف

. أف تتقاربا في 
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) العائمة (3 )n nu 
نستأمص أنٌيا .   قابمة لمجمع مطمقا في

 :نحصؿ بمقتضى مبرىنة التجميع عمى. قابمة لمجمع
 

2 1

4.n n n

n n I n I

u u u
  

    


 
 

)نستنتج أفٌ العائمة  )n nu 
. 4 كأفٌ مجمكعيا يساكم لمجمع في   قابمة

 

يقدٌـ التمريف الحاضر عائمة قابمة لمجمع مف دكف أف تككف  (4
يبرز ىذا أفٌ النتيجة المحمكلة في القضية . عائمتاف جزئيٌتاف منيا كذلؾ

.  بناأيٌاEأاطئة إف لـ يكف الفضاء المرجعيٌ  (1.3.3)
 

 .نقترح طريقتيف. أ (2

: الأكلى
لكي تككف قابمة لمجمع . نلبحظ أفٌ العائمة المقترحة ذات حدكد مكجبة
,يمزـ كيكفي أف تككف مجمكعة مجاميعيا الجزئيٌة  ( )x

x J

u J I


 
 

 
 F 

)ترمز ). محدكدة )IF لعائمة أجزاء Iمف أجؿ كؿٌ عدد . ( المنتيية
:  نضعnطبيعيٌ 

 * / .nJ k k n   
: يبتي عندئذ أفٌ 

.nn J I   

: كفضلب عف ذلؾ

1

1 1
.

n

n

x J kx k 

  
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1 الريمانيٌة السمسة أفٌ  كبما

x
 ك متباعدة

1

1

k k





   ٌمجمكعة  فإف

1مجاميعيا الجزئيٌة 

nx J x

1نستأمص إذف أفٌ العائمة .  ليست محدكدة

x I x

  

. ليست قابمة لمجمع
 

: الثانية
1إفٌ العائمة 

x I x

لك حصؿ العكس لأضحت .  ليست قابمة لمجمع

1المجمكعة 
/ 0x I

x

 
  

 
.  قابمة لمعدٌ، كىك أمر مستبعد

 : نضعnمف أجؿ كؿٌ عدد طبيعيٌ . ب
1

/ .nJ k n
k

 
   
 

 

: لدينا
* .nn J I   

: كزيادة عمى ذلؾ

1

1 1 ( 1)
.

2
n

n

x J k

n n

x k 


   

1*نأمص مف ىذا إلى أفٌ المجمكعة 
,

nx J

n
x

  
 

  
   ليست محدكدة، كىك 

1ما يضمف عدـ قابمية الجماعة 

x Ix 

 
 
 

 . لمجمع

 

 :نعمـ أفٌ  (3

( )x x Iu  قابمة لمجمع  , ( )x

x J

u J I


 
 

 
 Fمحدكدة . 

:  نضعnمف أجؿ كؿ عدد طبيعي غير معدكـ 
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1
/ 0 .n

k
J k n

k

 
   
 

 

: لدينا
* .nn J I   

: كعلبكة عمى ذلؾ
2

2
1

1
.

1
n

n

x J k

k

x k 

 
  

 
  

كلمٌا كانت السمسمة 
2

1

k

k

 
 

 
 (الشرط اللبزـ غير متكفٌر) متباعدة 

: حصمنا عمى
2

1

.
1

n

k

k

k

 
  

 
 

ىكذا، تككف العائمة . نستنتج أفٌ مجمكعة مجاميعيا الجزئيٌة ليست محدكدة
 .المطركحة غير قابمة لمجمع

 

 :إفٌ العلبقتيف.  أ(1 (4
 

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ,n u n v n n u n n v n        

( 1) ( ) ( 1) ( ) ,n u n n u n     
 

ل أضح K عنصرا مف ك E مف  عنصريفv كu كاف إذا أنٌو تبيٌناف
u v كuمف   عندئذ عنصريفE، فضاء الأأير ىذا يجعؿ كىك ما 
 تسمح أأرل جية كمف . الشعاعيٌ Eمتتاليات  فضاء مف جزئيٌا شعاعيٌا

 :ىاتاف العلبقتاف بالحصكؿ كذلؾ عمى
 

, ( ) ( ) ( ),u v E N u v N u N v        

( ) ( ).u E N u N u        K 
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ذا أضفنا إلى ىذا، العلبقة البائنة المكالية  :كا 
( ) 0 0.N u u    

 .E نظيـ عمى Nاتٌضح جميٌا أفٌ 

0عدديف مقيٌديف بالشرط   ك إذا كاف.   ب    تكٌاجاء  :
 

( 1) ( ) ( 1) ( ) .n u n n u n    
 

  .E في محتكل E أفٌ  الفكر عمى يبتيباينة المت ىذه كعمى ضكء
 :لدينا كبالأصكص

0 .E E     

 

) لندرس السمسمة ذات الحدٌ العا ٌـ.   ج ) nu n a .حالتيف نميٌز: 
1a كاف إذا   ٌالمقدار فإف ( 1)

n
n a ميما الصفر إلى يؤكؿ لا 

 : كعميو.  في تغيٌر
0 .u E   

1aإذا كاف   تبيٌف، تبعا لمنسبة1رمفإفٌ قاعدة دالامب  :
( 1) ( 1) 1

,
( )

n u n n
a

n u n n





   
  
 

( 1)
n

n a  

 

ٌّ   إلىn، لمٌا يؤكؿ aالتي تؤكؿ إلى   ، كىذاE  تنتمي إلىu، أفٌ
0 أجؿ كؿٌ  مف  .
 : فإفٌ E عنصريف مف v كuإذا كاف .  د
 

                                           
21.  Jean Le Rond d’Alembert : ٌ1783 أكتكبر 29كمات بيا في   بباريس1717 نكفمبر 17كلد في . ريٌاضيٌاتيٌ فرنسي .

نشر . عمـ الأصكؿ، الفمسفة، الطبٌ، الميكانيكا، غير أنٌو كاف مستقطبا أكثر مف قبؿ الرياضيٌات: انشغؿ بالعديد مف التأصٌصات
 . مؤلٌفا حكؿ تكازف كحركة السكائؿ1744عاـ 
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0 0

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) .
k k

N u N v k u k k v k 

 
 

   
     
   
  

 

ذا استحضرنا أاصية  أف مطمقا أمكننا عندئذ المتقاربة السلبسؿ ضرب كا 
 :نكتب

0 0

0 0

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) .

n

n p

n

n p

N u N v p n p u p v n p

n u p v n p

 

 



 

 

 
     

 

 
   

 

 

 

 

 

) لأفٌ  ذلؾ) 1)( 1) ( 1)p n p n    .) أفٌ  ةتبايفالـ ىذه نستأمص مف 
u v  عنصر مفEك : 

( ) ( ) ( ).N u v N u N v    

: إفٌ المتراجحة.  ىػ
( ) ( ),p pu k N u 

 لمسمسمة المطمؽ التقارب ، تستمزـkطبيعيٌ  عدد كؿٌ  أجؿ مف الصحيحة
( )p

p

u k





 .، كىك الأمر الذم يقتضي تقارب السمسمة المذككرة

لنعتبر العائمة .  ك  2( , )
( 1) ( )p p k
k u k





 :متباينةإفٌ اؿ. 

 

( 1) ( ) ( ),p pk u k N u

  
 

 :تبيٌف أفٌ العائمة المذككرة قابمة لمجمع مطمقا كأفٌ 
 

( 1) ( ) ( ).p p

p k p

k u k N u


 

  


 

 :يمكف كالحاؿ ىذه، تطبيؽ مبرىنة التجميع لكتابة
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,

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) ( 1) ,

p p p

p k p k k p

p k

k p k

k u k k u k k u k

k u k k v

  

 

   

  

  
      

   

   

    

  

   

  

 

 

  عددا M كاف أأرل، إذا جية كمف .E إلى v انتماء يضمف ما كىك
 :طبيعيٌا فإفٌ 

0 0 0

( 1) ( ) ( 1) ( ) .
M n M

k p p

k p k p n

k v u k k u k 


   

       
 

 فيو جعمو صغيرا بالقدر المرغكب يمكف ةبايفالمت ىذه الطرؼ الأيمف مف إفٌ 
: نستأمص إذف.  كبيرا بقدر كاؼnبمجرٌد أف يككف 

0

lim 0,
n

p
n

p

N v u




 
  

 
 

 في v متقاربة نحك pu أم أفٌ السمسمة ,E N . 
 

) السمسمة كأفٌ  كالتبايف الأطيٌة كاضح A إفٌ . أ (2 )cosu n nx 
 بمكاممتيا القياـ لذلؾ تبعا المشركع مف يضحى. ناظميٌا متقاربة
 :تسفر ىذه العممية عف. حدٌا حدٌا

0

0

1
( ) , 0,u f x dx n




   

0

2
( ) ( ) cos , 1.u n f x nx dx n




   

  معرٌفا 1A يجعؿ ما كىك غامر A أفٌ  المساكاتيف ىاتيف مف نستنتج
. ييمانفس المساكاتيفب
.نتحقٌؽ بسيكلة مف أفٌ .  ب


 مستشاكؿ A كأفٌ A نظيـ عمى 

 : كمف جية أأرل، لديناE.مع 
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 0, ( ) ( )cos ( ) ( ) .
n n

x f x u n nx u n N u f 


 

      
 

 

 :كمنو

0

sup ( ) .
x

f x f


 

 

 

لنضع .   ج
0

sup ( )
x

f f x



 

 .إفٌ العلبقة: 
 

( )n n nf f N u
  

 

 في nu السمسمة تقارب أفٌ  تبرز ,E N  المنتظـ التقارب يقتضى 
 :كعميو، فإفٌ العلبقة. nfلمسمسمة 

 

0 0

.
p p

n n

n n

f f N u u

 

 
   

 
  

 تبيٌف أنٌو إذا كاف
0

n

n

f f




ك 
0

n

n

u u




 كاف لدينا ( )f A u .

 : عمى ىذا النحكgلنكتب الدالٌة .   د
1

( ) cos cos( ) ( cos ),
2

g x px n p x cos nx qx    
2q حيث n p . 

0 إذا كاف p n  ٌفإف  q n .كعميو، يبتي أفٌ العنصر :
 

1

( ) ( )

1 1
( ) (0,0,..., ,0,..., ,0,...)

2 2

q n

u A g

 

  

 : كأفٌ Eينتمي إلى 
 

1
( ) ( 1) ( 1) ( 1) .

2
g N u q n n  


       

 

ذا كاف  pكا  n0 أكp  ٌفإف ( ) cosg x x ك( 1)g n 


 . 
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  كؿٌ  في نظيمو يحقٌؽ، كأفٌ  A مف عنصر g أفٌ  الأأير في نستأمص
 .  المطمكبةباينةالحالات، المت

: لنضع.   ىػ
( ) ( ) ( )cos ( )cos ( ).n

p q n

f x g x u p px v q qx h x
  

  
   
  
  
  

 
 

 كمف جية أأرل،. إفٌ السمسمتيف الكاردتيف في ىذا الجداء متقاربتاف مطمقا
 :لدينا

0

( ) ( ) ( ) cos cos( ) ;
n

n

p

h x u p v n p px n p x A


    

 
0

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ).
n

n

p

h n u p v n p n u v n 




      

 :كعميو
( ) ( ).n

n

h N u N v 





 
 

hكأفٌ  h نحك عنصر Aمتقاربة في  nh نستأمص أفٌ السمسمة fg 

 . جبر نظيميٌ Aيبتي ىكذا أفٌ . A عنصر مف
 

 

 

  مسائؿ لمبحث 9.3
 

 

) العائمة  لتكف (5 )n nu 
 : المعرٌفة بػً 

 

; 0,
!

; 0.
( )!

n

n n

z
n

n
u

z
n

n





 
 
 
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 . مف z أيٌا كاف  قابمة لمجمعىااثبت أفٌ  (1

. احسب مجمكعيا (2
 

)لتكف   (6 )n nu 
) ك )n nv 

 : معرٌفتيف بػً تيف متتاليتيف ناطؽ

 

1
,

!
nu

n
      

3 ; 0,

1
; 0.

!

n

n

v
n

n




 
 


 

: نضع
2 2 1; ,n n n nw u w v   

 

)تبكٌد مف أفٌ  (1 )n nw 
 . متتالية ناطقة

اثبت أفٌ  (2 n n
w


 . قابمة لمجمع في 

)اثبت أفٌ  (3 )n nw 
 . قابمة لمجمع في 

)ىؿ  (4 )n nw 
 .؟ اعط تبكيلب لذلؾ قابمة لمجمع في 

 

) لتكف  (7 )n nxك ( )n ny 2 نفترض أفٌ السمسمتيف. متتاليتيف حقيقيٌتيف

nx 

2ك 

nyاثبت عندئذ أفٌ السمسمة . متقاربتاف n nx yمتقاربة مطمقا . 
 

)لتكف   (8 ) Lx ك ( ) My عائمتيف قابمتيف لمجمع مف أعداد عقديٌة . 

) اثبت عندئذ أفٌ العائمة  , )( ) L Mx y      ٌقابمة لمجمع كأف : 

 

( , )

.
L M L M

x y x y   
      

  
   
   

   

 

 مف  f كليكف .بناأيٌا فضاء Gك نطيميٌيف فضاءيف Fك E ليكف  (9



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   194 

       ( , )E F GL كلتكف ( )i i Ia 
 مجمكعيا Sك Eفي  لمجمع قابمة عائمة 

)كلتكف  )i i Ib 
 . مجمكعياS' كF عائمة قابمة لمجمع في 

)اثبت أنٌو إذا كانت   )i i Ia 
) ك )i i Ib 

 العائمة كانت  قابمتيف لمجمع مطمقا
( ( , ))i i i If a b  كذلؾ، كمجمكعيا يساكم ( , ')f S S. 

 

2 عنصرا مف fليكف   (10 ( , ) C (0) بحيث 0f  . كلتكف
( )n nx 
2ك nx السمسمتاف كانت إذا أنٌو اثبت .متتالية حقيقيٌة 

n
x 

 متقاربتيف

) السمسمة أضحت )nf xكذلؾ . 
 

 فضاءيف Fك Eليكف   (11
)  مفfكليكف .  فضاء بناأيٌاGنظيميٌيف ك , )E F GLك ( )n na 

)ك )n nbمتتاليتيف مف  E كF الترتيب عمى. 
 السمسمتاف كانت إذا أنٌو اثبت

na 1كn nb b  فإفٌ  متقاربتيف 
) السمسمة , )n nf a bتككف كذلؾ . 

 

,ك أاليتيف غير مجمكعتيف Jك Iلتكف   (12 ( , )( )i j i j I Jx   ة قابؿ عائمة
 . Eفضاء بناأيٌ  لمجمع مف

, تككف العائمة Iمف  iأنٌو مف أجؿ كؿٌ  اثبت عندئذ (1 ,( )i j i jx قابمة 
نرمز لمجمكعيا بػ . لمجمع

iS .
)بيٌف أفٌ العائمة  (2 )i i IS 

 : قابمة لمجمع كأفٌ 
 

,

( , )

.i i j

i I i j I J

S x
  

  
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ا مشتقٌو أفٌ  نفترض. عمى للبشتقاؽ ة قابؿ حقيقيٌة دالٌة fكف تؿ  (13
'f  رتيب كأفٌ السمسمة'fاثبت عندئذ أفٌ المتتالية.  متقاربة :

1

(1) (2) ... ( ) ( ) ,

n

nu f f f n f t dt      

 .متقاربة

 (.  يؤكؿ إلىxقبؿ نياية لمٌا ت fيمكف تبييف أفٌ : إرشاد)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4 
 

 الففااات الييمبرتيمّة 
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 مف آخر ىاممّا فربا تقدمّ  التي الييمبرتيٌة الفضاءات ىنا نتناكؿ 
 .، المؤلٌفة دراستيا ىدؼ بابنا الثالث ىذافروب الففااات الننيميمّة

 

 

 المداا السممّميمّ وخصائصو  1.4
 

 

 تقريؼ  1.1.4
K ( فضاءيف شعاعيٌيف عمى Fك Eليكف K . (أك  

 uكؿٌ تطبيؽ ،K  نحك2E  معرٌفا مفشكلا شبو ثنائي الخطمّيمّةنسمٌي 

 نصؼك لمتغيٌر الأكٌؿ إلى ابالنسبة يككف أطٌيٌا ،K  كمصبٌو2E منبعو
 .لمتغيٌر الثاني إلى ابالنسبة خطمّي

 :كبعبارة أأرل، نكتب
y مف أجؿ كؿٌ  Eمثبٌت في  )  يككف التطبيؽ الجزئيٌ    , )x u x yأطٌيٌا؛  

x كمف أجؿ كؿٌ  E مثبٌت في  ) الجزئيٌ  يككف التطبيؽ  , )y u x y نصؼ  

  :يمكف تمأيص ما سبؽ عمى ىذا النحك .أطٌيٌ 
, , , ', '', , ', '' :x x x y y y E   K 

( ' '', ) ( ', ) ( '', ),u x x y u x y u x y    

( , ' '') ( ', ) ( , '').u x y y u x y u x y     

 يتٌضح مف ألبؿ ىذا التعريؼ أنٌو إذا كاف K u غدا   آنئذ شكلب 
 .الأطٌيٌة ثنائي

 

 عريؼت  2.1.4
u نقكؿ عف الشكؿ شبو ثنائي الأطٌيٌة  : إذا حقٌؽىيرميتيمّ إنٌو  

, ( , ) ( , ).x y E u y x u x y   
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ذا كاف  كا  K u قيؿ عف   !متنانرفي ىذه الحالة إنٌو  

 

 مثالاف  3.1.4
1)       1 : n nu           

 
1

1

( , ) ( , ) .
n

i i

i

x y u x y x y


  

 

2)         2 : 0,1 , 0,1 ,u    C C   

 

1

2

0

( , ) ( , ) ( ) ( ) .f g u f g f t g t dt  

 

 (.تبكٌد مف أفٌ ىذيف التطبيقيف يحقٌقاف التعريفيف أعلبه)

 

 قفية   4.1.4
u إذا كاف x شكلب ىيرميتيٌا فإنٌو مف أجؿ كؿٌ   y ك  E مف   :يككف لدينا 

 

1)  ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ,u x y x y u x y x y u x x u y y       

2)  ( , ) ( , ) 4Re ( , ).u x y x y u x y x y u x y      

 إثبات
  !كككنو ىيرميتيٌا u يكفي استأداـ أطٌيٌة

 

 متطابقة تسمية تحت مشيكرة القضيٌة ىذه مف الأكلى العلبقة إفٌ 
 . سكؼ نعمٌؿ ذلؾ بعد حيفالأفلاع متوازي

 

 قفية  5.1.4
u إذا كاف  :عندئذ  فإنٌو يككف لدينا2E شكلب شبو ثنائي الأطٌيٌة عمى 

                                           
     يرمز Re ( , )u x y )  لمجزء الحقيقيٌ مف العدد  , )u x y . 
 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   198 

u )   رميتيٌ مق   , )x E u x x    
 

 إثبات
) العدد كاضح، ذلؾ لأفٌ  إفٌ لزكـ الشرط , )u x x  u ككف بمكجب حقيقيٌ  

 : أم أفٌ ،ىيرميتيٌا
( , ) ( , ).u x x u x x 

 :بأصكص كفاية الشرط، نعتبر العلبقتيف التاليتيف
(1) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),u x y x y u x x u y y u x y u y x        
(2)  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .u i x y i x y u x x u y y i u x y u y x      

: أفٌ العناصر (2) ك  (1 )نلبحظ في العلبقتيف
( , ); ( , ); ( , ); ( , ),u x x u y y u x y x y u ix y ix y     

 :أف( 1) نستأمص مف .أعداد حقيقيٌة فرضا
( , ) ( , ) ;u x y u y x    

 :(2) كمف
 ( , ) ( , ) ;i u x y u y x    

 :كعميو
1

( , ) ( );
2

u x y i    1 ك
( , ) ( )

2
u y x i   

 :كمنو
( , ) ( , ).u y x u x y 

 .(ىيرميتيٌ  u أم أفٌ )
 

 قفية  6.1.4
 كاف إذا K،  ٌ2 عمى الأطٌيٌة ثنائي شبو شكؿ كؿٌ  فإفE يككف 
. 2E بالقيـ التي يبأذىا عمى قطر معرٌفا
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 إثبات
 :كبالفعؿ لدينا

 
1

( , ) ( , ) ( , )
4

u x y u x y x y u x y x y       

 
1

( , ) ( , ) . ( )
4

i u x iy x iy i u x iy x iy       

 

 ممحونتاف  7.1.4

 ككف حالة في أاطئة تصبح السابقة القضية (1 K  غير uك  
 :نستدؿٌ عمى ذلؾ بالمثاؿ المكالي .متناظر

 

3 3:u     

  1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1( , , ),( , , ) .x y z x y z x y y z z x x y y z z x       
 

u كاضح أفٌ   ينعدـ عمى القطر بيد أنٌو لا يطابؽ الصفر عمى 
3 3   .كمٌو 

  كاف إذا (2 Kكu المنقكلة عبر القضية النتيجة فإفٌ  متناظرا 
: كعلبكة عمى ذلؾ لدينا .تظؿٌ صحيحة أعلبه

, 
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

u x y u x y x y u x x u y y     
 . كمٌو2E فيu  كىك ما يعيٌف

 تقريؼ  8.1.4
u نقكؿ عف الشكؿ الييرميتيٌ   : إذا حقٌؽمومبإنٌو  

( , ) 0;  x E u x x 
u كيككف  : إذا حقٌؽمقرمّفا مومبا 

 \ 0 ( , ) 0.  x E u x x 

 

 تقريؼ  9.1.4
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 ىيرميتيٌ  الأطٌيٌة ثنائي شبو شكؿ كؿٌ  E عمى سممّميمّا مداا نسمٌي
 .u مكجب كمعرٌؼ
 

, نرمز لو عادة بػً  .نكتب عندئذ :
 E E K 

.( , ) ( , ) ,x y u x y x y   
 

  (3.1.3) في الكارديف التطبيقيف أفٌ  مف عناء، دكنما التبكٌد، يمكف
 ! كؿٌ عمى فضاء تعريفو،سمٌميٌا جداء يعرٌفاف

 

  (1متباينة ككشي ػ شكارز )قفية  10.1.4
  :شكلب ىيرميتيٌا مكجبا فإفٌ  u إذا كاف

2
, ( , ) ( , ). ( , )  x y E u x y u x x u y y 

 

 إثبات
 : نكتبKمف   مف أجؿ كؿٌ 

0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ). (*)u x y x y u x x u y y u x y u y x           
: لنضع

( , ) ,u x x a   ( , ) ,u x y b   ( , ) .u y y c 

 :بذلؾ الشكؿ التالي (*)تبأذ العلبقة 
 

0. (**)a b b c      

0إذا كاف   c a  عمى(**)حصمنا مف  :
2

2 0.bb bb b     

0.كعميو،   b العلبقة المدركسة صحيحة في ىذه الحالة .

                                           
22. Hermann Amandus Schwarz   : ٌكمات  (بكلكنيا الحالية)بيرمسدكرؼ  1843 جانفي 52كلد في . رياضيٌاتيٌ نمساكم
ٌـ الرياضيٌات تحت تبثير فيرشتراس.  ببرليف1921 نكفمبر 30في   .يحتفظ لو التاريخ بمتراجحتو في التكاملبت. درس الكيمياء ث
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0إذا كاف   a حصمنا مف أجؿ   
b

a
 عمى: 

 

0,
b b b bb

a b c
a a a a

  
       

  
 

: أم
2

0.
b

c
a

   
: كعميو

2
.b ac 

 

( متباينة مينككفسكي )قفية  11.1.4
E جداء سمٌميٌا عمى u إذا كاف  :كاف لدينا عندئذ 

     
1 1 1

2 2 2, ( , ) ( , ) ( , ) .x y E u x y x y u x x u y y      
 

 إثبات
: نعمـ أفٌ 

( , ) , , 2Re , , ,u x y x y x y x y x x x y y y                
 

Re , , , , .x y x y x x y y          

: إذف
 

2

, , , ,x y x y x x y y          

: أم
, , , .x y x y x x y y          

 

  ػ تقريؼقفية  12.1.4
 :فإفٌ التطبيؽ E جداء سمٌميٌا عمى u إذا كاف
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( ) , ( , ),x N x x x u x x    
 .E يعرٌؼ نظيما عمى

 

 إثبات
 .يكفي استأداـ متباينة مينككفسكي لضماف متباينة المثمٌث

 النظيـ؛ بأصكص المبلكؼ الرمز نفس الحاؿ، بطبيعة نستأدـ،
 :فنكتب

( ) , .N x x x x    
 

 تقريؼ  13.1.4
شبو ىيمبرتيمّ  ففاانسمٌي 

 بنظيـ يككف مزكٌدا E شعاعيٌ  فضاء كؿٌ  1

 .ممحؽ بجداء سمٌميٌ 
 

 ثالافـ  14.1.4
1) n E السمٌميٌ  بالجداء المزكٌد 

1

,


  
n

i i

i

x y x y شبو فضاء 

 .ىيمبرتيٌ 

2)   0,1 , EC  ٌالمزكٌد بالجداء السمٌمي: 

1

0

, ( ) ( ) ,f g f t g t dt    

.  كذلؾفضاء شبو ىيمبرتيٌ 
 

                                           
23. David Hilbert  :  ركسيا )  بككنيسبيرڤ1862 جانفي 23كلد في . رياضيٌاتيٌ ألمانيٌ مف أبرز رياضيٌاتيٌي القرف العشريف

 8مف ضمنيا المسائؿ الثلبث كالعشريف التي أعمف عنيا يكـ . لو تركة عمميٌة ثقيمة. افڤكتينػڤ بػ1943 فيفرم 14كمات في  (الحالية
.  في مؤتمر الرياضيٌات العالميٌ الثاني بباريس كالتي كانت المحرٌؾ الأساسيٌ لكثير مف البحكث طيمة القرف الماضي1900أكت 

.  مف ألبؿ عممو عمى معادلات تكامميٌة1909اقترف اسمو بالفضاءات التي أدأميا في غضكف 
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y x 

y 

x y 

0 

x 

 ففاا ىيمبرتيمّ  شبو ففاا كؿمّ  أفٌ  إلى للئشارة التكقٌؼ ىنا مف المي ٌـ
 كؿٌ الأصائص تسحب عميو تبعا لذلؾ .يمّ طبولوجفيو إذف ففاا  .ننيميمّ 
 إلى يتبادر أف المشركع كمف .الفصكؿ الماضيٌة في دراستيا سبقتالتي 
 الفضاءات عف الييمبرتيٌة شبو الفضاءات إذف، يميٌز ما حكؿ التساؤؿ الذىف

 لنظيـ الفضاء الطبيعي أف نرتقب أصائص مميٌزة كمف .النظيميٌة العامٌة
 الفضاءات النظيميٌة الييمبرتيٌ ماداـ ىذا الأأير يمثٌؿ نمطا أاصٌا مف شبو
 ذكرىا السابؽ الأضلبع متكازم بمتطابقة الأصائص ىذه نستيؿٌ  .أسمفنا كما

 .كعدنا بالعكدة إلييا كالتي
 

 (متطابقة متكازم الأضلبع) قفية  15.1.4
x مف أجؿ كؿٌ شعاعيف E مف فضاء شبو ىيمبرتيٌ  yك   لدينا تككف 

: المساكاة التالية
2 2 2 2

2 2 .x y x y x y     
 

: كنقرأىا عمى النحك التالي)
 

 القطريف ممموع مربمّقي طوليإفٌ 
  يساوي أفلاع في متوازي

 (.أفلاعو مربمّقات أطواؿ ممموع
 

إثبات 
 :يكفي القياـ بالتبسيط التالي

 

2 2 2
, 2Re , ,x y x y x y x y x y           

2 2 2
, 2Re , .x y x y x y x y x y           
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 .كبجمع ىاتيف المساكاتيف نحصؿ عمى النتيجة المطمكبة
 

 ىا تكمف أىميٌ .1مساواة أبولونيوسأيضا تسمية ة متطابؽىذه اؿتحمؿ 
 ما ممحؽ بجداء سمٌميٌ  نظيما أفٌ  مف بالتبكٌد الأكلى في ككنيا تسمح بالدرجة

 الفضاءات مف الييمبرتيٌة شبو الفضاءات بفرز تسمح أنٌيا أم أك لا؛
 بجداء ممحقا كاف المذككرة المتطابقة نظيـ حقٌؽ فإذا. العامٌة النظيميٌة
 :اليامٌة ىكذا ىذه النتيجة نصكغ .كالعكس بطبيعة الحاؿ كاضح .سمٌميٌ 

 

 مبرىنة  16.1.4
 فضاءه نظيميٌ  لكي يككف , .E  أف ىيمبرتيٌ يمزـ كيكفي فضاءن شبو 

. نظيمو متطابقة متكازم الأضلبعيحقٌؽ 
 

 ثباتإ
 حالة في النتيجة ىذه سنبرىف أنٌنا إلى بدء، ذمئ باد نشير K 

 كنترؾ تعميميا إلى الحالة Kتمرينا لمقارئ المستزيد . 
 :لنضع، بأصكص كفاية الشرط. إفٌ لزكـ الشرط كاضح

 2 21
( , ) , ; , , (1)

4
u x y x y x y x y x y E        

 تقدٌـ (1) العبارة فإفٌ  الأضلبع متكازم متطابقة تحقٌقت إذا أنٌو كلنبيٌف
 . يحقٌؽ جميع شركط الجداء السمٌميٌ uتطبيقا 

yإذا كاف  x أفٌ  (1)، فإنٌنا نستأمص مف العلبقة: 
 2 21

( , ) 2 , ;
4

u x x x x x x     

                                           
24. Apollonius:  ٌحاز .  قبؿ الميلبد190 قبؿ الميلبد في بيرج بتركيا الحالية، كمات في 262كلد في . رياضيٌاتيٌ يكناني

، كاف قد كضعيا في ثمانية "المأركطات "مف أىٌـ أعمالو . مف قبؿ معاصريو اليكنانيٌيف" الميندس الكبير"بفضؿ أعمالو عمى لقب 
 .أكصؿ العرب إلى البشريٌة السبعة الأكلى منيا مترجمة، في حيف كاف مآؿ الأأير الضياع. أجزاء
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 ذلؾ عمى كعلبكة .E عمى سمٌميٌ  جداء يكلٌده الذم النظيـ بالضبط كىك
 :نلبحظ أفٌ 

 
2

( , ) , 0, \ 0 ,u x x x x x x E       
 . معرٌؼ مكجبuكىك ما يدؿٌ عمى أفٌ 

 :أفٌ  (1) مف مكمف جية أأرل، يبت
, ( , ) ( , ),x y E u x y u y x   

 . متناظرuأم أفٌ التطبيؽ 
 .uنعتني حاليٌا بثنائيٌة أطٌيٌة 
 : عمى ىذا المنكاؿة المعرٌؼنعتبر مف أجؿ ذلؾ الدالٌة 

 ( , , ) 4 , , , , , , ;x y z x y z x z y z x y z E           
 :أم أفٌ 

2 2 2

2 2 2

( , , )

. (2)

x y z x y z x y z x z

x z y z y z

         

     
 

 :طبقا لمتطابقة متكازم الأضلبع نكتب. ة معدكـلنبيٌف أفٌ 
 2 2 2 2

2 .x z y x z y x z y        
 :يبتي (2)كبالتعكيض في 

2 2 2

2 2 2

( , , )

. (3)

x y z x z y x z y x z

x z y z y z

          

     
 

 :طرفا طرفا نحصؿ عمى (3)ك (2)بجمع 
 

 

2 2

2 2 2 2

1
( , , )

2

1
.

2

x y z x z y y z x

y z x y z x y z y z

       

         
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 في قكسيف بيف الكارد الأكٌؿ الحدٌ  يككف الأضلبع متكازم متطابقة بمكجب
2 الأيمف مساكيا المساكاة ىذه طرؼ 2

y z x  ، ٌفي حيف يككف الحد 
2 مساكيا (قكسيف بيف الكارد)الثاني  2

y z x  يفضى في ، كىك ما 
)الأأير إلى أفٌ  , , ) 0x y z  . ٌبيذا نككف قد بيٌنا أف: 

, , ( , ) ( , ) ( , ).x y z E u x y z u x z u y z     
 :بقي أف نبرىف أفٌ 

, ( , ) ( , ).x y E u x y u x y       
 :ة التالينعتبر، قصد ذلؾ، الدالٌة 

( ) , , ; , , .x y x y x y E            
 :يبتي عمى التكٌ  (1)مف 

 2 21
(0) 0,

4
y y    

( 1) 0;   
: الحصكؿ عمىبالأمر الذم يرأٌص لنا 

 

, (sgn )( ... ),

(sgn ) ... ,

(sgn ) , , ... ,

(sgn ) , , ;

n nx y n x x x x y

n x x x x y

n x y x y x y

n x x y n x y

          

      

         

     



 

 :أم( n لإشارة sgnيرمز)
( ) 0 .n n    

0 بحيث  عنصريف مف q كpإذا كاف  q ٌفإف  :
1 1

, , , , ,
p p p

x y p x y q x y x y
q q q q q
           

 :كىك ما يضمف
( ) 0 .     
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 :أتمنا ببفٌ  (تبكٌد مف ذلؾ) ة مستمرٌ  تكلمٌا كاف
( ) 0 ,     

.  متمتٌعا بكافٌة شركط الجداء السمٌميٌ كينيي البرىافuممٌا يجعؿ 
 

  ممحونة 17.1.4
: بالإمكاف الحصكؿ في ىذا المضمار عمى النتيجة اليامٌة التالية

x فضاء شعاعيٌا حقيقيٌا كEإذا كاف  x تطبيقا حقيقيٌا عمى E 
: بحيث
1) 0 0,x x    0؛x  

2) ,x E x x       

3)  , , , ,x y z t E x z y t x y z t y z x t          

 

. ، يككف ممحقا بجداء سمٌميٌ Eيعرٌؼ نظيما عمى  .فإفٌ التطبيؽ 
 

متباينة نشير ىنا إلى أفٌ المتباينة الكاردة في البند الثالث تحمؿ إسـ 
 .1بطوليمي

 

 أمثمة  18.1.4
 إفٌ نظيـ التقارب المنتظـ في (1

n   ٌكبالفعؿ .غير ممحؽ بجداء سمٌمي 

x(0,...,1,0) الشعاعيف نلبحظ أفٌ   y(0,...,0,1,0)ك   متطابقة لا يحقٌقاف 
: اإذ لديف، متكازم الأضلبع

1,x y x y x y      

 2 2 2 2
2; 2 4,x y x y x y       

 

                                           
25. Claudius Ptolemaeus (Ptolémée, Ptolémaïs):يعتبر أحد الركاد في .  فمكيٌ يكنانيٌ، عاش في الإسكندرية  بمصر

. لو العديد مف الانجازات العمميٌة، كاف لبعضيا التبثير الكبير عمى العمكـ الإسلبميٌة كالأكركبيٌة. الجغرافيا
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 النظيميٌة الفضاءات مف الكحيد (2  ,pL a b بجداء نظيميو الممحؽ 
 ىك الفضاء سمٌميٌ   2. ,L a b  يفتالداؿٌ  ، عمى سبيؿ المثاؿ،نافإذا اأتر: 

 
1 ; 1 0

( ) 1; 1,1 ; ( )
; 0 1

x
f x x g x

x x

   
    

 
 

في   1 1,1L كىك، متكازم الأضلبع مف أنٌيما لا يحقٌقاف متطابقة نا تبكٌد 
ما يدؿٌ عمى أفٌ الفضاء النظيميٌ   1 1,1L ىا ىك .ىيمبرتي  ليس شبو 

: الحساب
1 1

1 1

( ) 2,f f x dx dx
 

     

1 0 1

1 1 0

1 3
( ) 1 ,

2 2
g g x dx dx x dx

 

         

1 1

1 0

1 3
( ) ( ) (1 ) 1 ,

2 2
f g f x g x dx x dx



          

1 0 1

1 1 0

1 5
( ) ( ) 2 (1 ) 2 1 .

2 2
f g f x g x dx dx x dx

 

             

 

 2 2 2 29 25 17 25
2 .

4 4 2 2
f g f g f g          

 الفضاء إفٌ  (3  0,1 ,C عمى زكٌد، ما إذا ىيمبرتي شبو ليس 
1يف تبالداؿٌ الاستعانة تمكف  .التقارب المنتظـ المثاؿ، بنظيـ سبيؿ ( )f x 

)ك )x g x حيث x مف  0,1نجد في ىذا الصدد.، للبستدلاؿ عمى ذلؾ  :

0 1

sup ( ) 1,
x

f f x
 

   

0 1

sup ( ) 1,
x

g g x
 

   

0 1 0 1

sup ( ) ( ) sup(1 ) 2,
x x

f g f x g x x
   

       

 

0 1 0 1

sup ( ) ( ) sup(1 ) 1,
x x

f g f x g x x
   

       
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 2 2 2 2
5 2 4.f g f g f g        

 

 تقريؼ  19.1.4
 .كؿٌ فضاء شبو ىيمبرتيٌ تا ٌـ ىيمبرتيمّانسمٌي فضاء 

 

 فضاء ىيمبرتيٌ  فضاء كؿٌ  أفٌ  بالأصكص التعريؼ ىذا عف يترتٌب
 الفضاءات أفٌ  سبؽ ممٌا نستأمص .متميٌز بناأيٌ   ,pL a b،1 p، 

 في حيف لا يككف منيا ىيمبرتيٌا سكل بناأيٌة فضاءات  2 ,L a b. 
 

 أمثمة  20.1.4
:  السمٌميٌ التقميدمٌ ق ىيمبرتيٌ إذا ما زكٌد بجداءn الفضاء إفٌ  (1

1

, .
n

i i

i

x y x y


   

2إفٌ الفضاء  (2 ( ) Kالمؤلٌؼ مف متتاليات الأعداد ، ( )n nx  مف K 
 المجمكع أجميا مف يككف التي

n

n

x






 ما إذا ىيمبرتيٌ  فضاء منتييا، 

, السمٌميٌ ءداجباؿ زكٌدناه n n

n

x y x y



  


. 

 :كبصفة أعٌـ لدينا

2 نرمز بػً (3 ( )I K العائلبت  لمجمكعة( )i i Ix مف العناصر  ذات 
K كالتي مف أجميا تككف العائمة  2

i
i I

x


 ، ىنا،( .I  قابمة لمجمع في
2 إفٌ الفضاء. (الثالثغير أالية اعتدناىا في الفصؿ  مجمكعة أدلٌة ( )I K 

: فضاء ىيمبرتيٌ إذا ما زكٌد بالجداء السمٌميٌ المكالي
, ( ) , ( ) .i i I i i I i i

i I

x y x y x y 



      
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نترؾ لمقارئ ميمٌة التبكٌد مف أفٌ ىذه العبارة تعرٌؼ جيٌدا جداء سمٌميٌا عمى
2 ( )I Kكلنثبت أفٌ ىذا الأأير تا ٌـ . 

)لتكف  )n n

i i Ix x  2 متتالية ككشيٌة مف ( )I K .نكتب عند ذلؾ :
0

2 2
2

0

0 / , :

. (*)p q p q

i i

i I

n p q

p q n x x x x







     

      

 

 

 :نستنتج أنٌو
0 0, .p q

i ix x i I p n q n        
)  تككف المتتاليةI مف iكعميو، فإنٌو مف أجؿ كؿٌ  )n

i nx ككشيٌة في  K. 
) المتتالية تقارب فيو ضمنٌا تامٌا الأأير ىذا كاف كلمٌا )n

i nx . لنرمز 
)  كلنضعix لنيايتيا بػً )i i Ix x  .
2 مف عنصر x أفٌ  بإثبات حاليا نقكـ ( )I K لممتتالية نياية كأنٌو 
( )n n

i i Ix x   2في ( )I K. 
  استنادا ،نكتب أف يمكننا I مف J غير أاؿ منتو جزء كؿٌ  أجؿ مف

 (:*) إلى
2 2

2

0 .p q p q

i i

i J

p q n x x x x 



       

0nكبتثبيت  qك J كجعؿ p يؤكؿ نحك نحصؿ عمى : 

2
2. (**)q

i i

i J

x x 



  

 العائمة أفٌ  الأأيرة العلبقة ىذه عف يترتٌب 2
q

i i
i I

x x


 كأفٌ   لمجمع قابمة 
 :مجمكعيا يحقٌؽ المتباينة

2
2; (***)q

i i

i I

x x 



  
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 حيث)
0n q)  نستأمص مف النتيجة (.1.4.3)كذلؾ طبقا لممبرىنة (*** )

) العنصر  أفٌ  ) ( )q q

i i I i i Ix x x x    الشعاعيٌ  الفضاء إلى ينتمي 
2 ( )I K  0مف أجؿn q . كلمٌا كافqx2  عنصرا مف ( )I K  أضحىx 
2 مف عنصرا ( )I K عمى (***) العلبقة كتابة نعيد أف يمكننا ىكذا، .كذلؾ 

 :القالب التالي
2

2

0, ;qx x q n   
limكىك ما يعبٌر عف ككف  n

n
x x


 2 في ( )I Kكأفٌ ىذا الأأير تا ٌـ . 

2 حرمٌ بنا أف نشير إلى أف لمفضاء  ( )I K دكرا ىامٌا في عائمة 
 إزاء الفضاءات النظيميٌة nKفيك منيا مثؿ الفضاء . الفضاءات الييمبرتية

كبعبارة أفصح، تستقي الفضاءات الييمبرتية أصائصيا . nذات بعد منتو 
2الطبكلكجيٌة مف الفضاء  ( ).I K. 

 

  المداا ؿ الانتقاؿ إلى الفقرة المكالية، يجدر بنا أف نشير إلى أفٌ قب
 شكارتز ككشي ػ متباينة مف نابع ذلؾ، بانتناـ مستمرمّ  تطبيؽ السممّميمّ 

 .( ذلؾعمى نشجٌعو) المباشر بالحساب ذلؾ امتحاف لمبعض يحمك قد (.مثلب)
 

 

 التقامد  2.4
 

 

 إفٌ الجداء السمٌميٌ لا يسمح، في حالة الفضاء شبو الييمبرتيٌ الحقيقيٌ،
 شعاعيف بيف كالزاكية المحصكرة بؿ فحسب شعاع (نظيـ) طكؿ تعييف مف

 .أيضا
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x شعاعيف بيف المحصكرة ة الزاكمٌ  تككف أكضح، كبعبارة  معرٌفة yك  
 :بكاسطة الدستكر المكالي

,
cos . ( )

x y

x y

 
   

) كبمقتضى متباينة ككشي ػ شكارتز تككف لمطرؼ الثاني مف العلبقة ) قيمة 
 محصكرة   زاكية تعرٌؼ المذككرة العلبقة يجعؿ ممٌا ،1 تتعدٌل لا مطمقة
 كاف فإذا .المعدكميف غير yك  x كذلؾ ميما يكف الشعاعاف ،ك 0 بيف

0 ,  x y أفٌ  التكٌ  نتج عمى 
2


 الشعاعيف يجعؿ ما  كىك x كy 

 يظؿٌ  مفيكـ التعامد الزاكيٌة إلٌا أفٌ  العقديٌة نفقد مفيكـ الحالة في .متعامديف
 .بو محتفظا

 

 تقريؼ  1.2.4
x ليكف   إنٌيما نقكؿ عنيما .E عنصريف مف فضاء شبو ىيمبرتي yك 
 :كنكتب . إذا كاف جداؤىما السمٌميٌ معدكمامتقامداف

, 0    x y x y 
 مثالاف  2.2.4
nE نبأذ (1   التقميدمٌ  السمٌميٌ  بجدائو مزكٌدا 

1

,


  
n

i i

i

x y x y عائمة الأشعٌة كنعتبر: 

1,...,( ) ((0,...,0,1,0,...,0)).ne


 


 

 مف أجؿ كؿٌ سمٌميٌيف مأتمفيف e لدينا ك  e  ٌ0 ؛ ذلؾ لأف ,   e e .

 نضع (2  , , E  C، مع , ( ) ( )





   f g f t g t dt. نعتبر 

Eفي )العائمة    )n nfبحيث : 
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( ) cos ; 0.nf t nt n  
m مف أجؿ عدديف طبيعيٌيف مأتمفيف  :لدينا nك 

 

, cos cos

1
cos( ) cos( ) 0.

2

n mf f nt mt dt

m n t m n t dt









  

    





 

 

 خصائص أوليمّة  3.2.4
 

1) 0x E x   

2) *, ,       x y E x y x yK 

3) 
1

, ; (1 )


         
n

i i i i i

i

x y E x y x y i nK 

 

 تقريؼ  4.2.4

  عف نقكؿ .E  ىيمبرتيٌ  شبو فضاء مف أاؿ غير جزءا F فليؾ
  y إذا كاف عمكديٌا عمى كؿٌ عنصر F  عمىعموديمّ إنٌو  E مف x عنصر

 :كنكتب. Fمف 
 

, 0, .      x F x y y F 

 

 عمكدمٌ عمى كؿٌ  المعدكـ الشعاع يبتي عمى التكٌ مف ىذا التعريؼ أفٌ 
 .E غير أاؿ مف جزء

 

 قفية  5.2.4
 عمى عمكديٌا يظؿٌ  إنٌو ؼE مف F جزء عمى عمكديٌا x كاف إذا
 الشعاعيٌ الجزئيٌ  الفضاء Fالمكلٌد بكاسطة  F. 
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 إثبات
 .أعلبه (3) لأاصيٌةؿ نتيجة مباشرة

 

 تقريؼ  6.2.4
 .E  جزأيف غير أالييف مف فضاء شبو ىيمبرتيٌ 2F ك1Fليكف 
 عمكديٌا أحدىما مف عنصر كؿٌ  كاف إذا متقامداف إنٌيما عنيما نقكؿ
 :كنكتب .عنصر مف الآأر عمى كؿٌ 

1 2 1 2, , 0        x F y F x y F F 
 

F مزا عمودي كنسمٌي E مف   العمكديٌة E العناصر مف مجمكعة 
F كنرمز لو بػً  ،Fعمى . نكتب عندئذ: 

 

 : , 0, .F x E x y y F        

 

 نتيمتاف  7.2.4
1)  0E  

F إذا كاف (2 E جزءا غير أاؿ مف   :فإفٌ  

 0

F F 




  



 

بحساب  يمكف القياـ بذلؾ .النتيجتيف ىاتيف مف صحٌة صعبا التبكٌد ليس
 النتيجة في الكارد الثاني الاحتماؿ أفٌ  إلى فقط، نشير أف عمينا .مباشر
  إلى0 العنصر عدـ انتماء ليس لو محؿٌ مف الكقكع إلٌا في حالة الأأيرة

F ،يكاد يككف بديييٌا أمر كىك. 
 

 قفية  8.2.4

 أك
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aليكف  العمكدم يككف عندئذ. Eفضاء شبو ىيمبرتيٌ  مف  عنصرا 
 a

 فكمستكيٌا مغمقا. 

 

 إثبات
:لنعتبر التطبيؽ  E K :

( ) , .x x x a    

. إذف نكاتو مغمقة. إنٌو شكؿ أطٌيٌ مستمرٌ  a


. ىي ىذه النكاة بالضبط 
 

 نتيمة  9.2.4
F أاؿ غير جزء كؿٌ  أجؿ مف F العمكدم يككف Eف ـ   فضاء 
 .جزئيٌا مغمقا شعاعيٌا

 

 إثبات
 :كفعلب، لدينا

  .
a F

F a




 

كلمٌا كاف  a
 ٌمغمقا تبيٌف أف F مغمؽ بدكره  .

 

 قفية  10.2.4
B بحيث ،E جزأيف مف B كA إذا كاف A، كاف لدينا عندئذ:  

.B A  
 

 إثبات
: لدينا

, 0 .      x B x y y B 
A حاكيا B كلمٌا كاف  :جاء بكضكح 

, 0, .    x y y A 
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x  إذف . A مف 
 

 قفية  11.2.4
F إذا كاف E جزءا غير أاؿ مف فضاء شبو ىيمبرتيٌ    :فإفٌ  

   F F F
   

 حيث Fيرمز لمفضاء الشعاعيٌ المكٌلد بكاسطة  F. 
 

 إثبات
: إذا استحضرنا القضية السابقة حؽٌ لنا أف نكتب عمى التكٌ 

.   
   F F F 

: بالحصكؿ عمى (3.2.4)مف  (3)مف جية أأرل، تسمح الأاصية 
  .

 F F 
 مف yأأيرا، نعمـ أفٌ كؿٌ عنصر F نياية لمتتالية ( )n ny  مف F . كلمٌا

مف  xكاف الجداء السمميٌ مستمرٌا جاز لنا أف نكتب مف أجؿ كؿٌ  


F 
 مف yك F :

, , lim lim , 0.n n
n n

x y x y x y
 

         

: كمنو
    .F F


 

 

 (1فيثاغكرس) مبرىنة  12.2.4

E ليكف  :يككف لدينا عندئذ  فضاء شبو ىيمبرتي عمى 
 

                                           
26. Pythagore:تدكر أعماؿ مدرستو حكؿ . عاش في القرف السادس قبؿ الميلبد.  مف الأكجو المثيرة في اليكناف العتيؽ

أمٌا في اليندسة، فقد كاف الاكتشاؼ الشيير متمثٌلب في مبرىنة الكتر أك ما اشتير . الأعداد الزكجيٌة كالفرديٌة كالأعداد الأكلية كالمربٌعة
 .تحت تسمية مبرىنة فيثاغكرس
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2 2 2

2 2 2

,
,

.

x y x y
x y E x y

x y x iy

   
   

  

 
 

 إثبات
: يكفي التمعٌف في النشريف المكالييف

2 2 2
2Re , ,     x y x y x y 

2 2 2
2Im , .x iy x y x y     


 

 

 تبسٌط النتيجة أعلبه في الحالة الحقيقيٌة K  :إلى الشكؿ التالي 
2 2 2

x y x y x y     
 :كنقرأىا كما كاف ذلؾ مشيكدا في اليندسة الأكليٌة

مـَ  مثممّث يكوف  يساوي فيو الوتر طوؿ مربمّع كاف إذا وفقط إذا الزاوية قائ
 .مربمّقي طوليمْ الفمقيف المماوريف ممموع

 

  كبير مف إلى عدد النتيجة ليذه يمكف، بطبيعة الحاؿ، أف نصكغ تعميما
),...,1كبعبارة أكضح، إذا كانت .الأشعٌة ) i i px  مثنى عائمة مف أشعٌة متعامدة 

 :مثنى فإفٌ 
2

2

1 1

.
p p

i i

i i

x x
 

  

 

 قفية  13.2.4
)1 إذا كانت )  i i pxفي فضاء شبو  عائمة مف أشعٌة متعامدة مثنى مثنى  

 .أطٌيٌا مستقمٌة  كانت عندئذىيمبرتيٌ 
 

 إثبات
                                           

     يرمز   Im ( , )u x y . لمجزء التأيٌميٌ مف العدد   ( , )u x y  
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A 

B ( )D C P 

 :كبالفعؿ، لدينا

& 1 1

0 , , , 0

0.

p p p

i i i i j i i j j j j

i i i

j

x x x x x x x
  

              

  

  
 

 

 

 الإسقاط  3.4
 

 

 إنٌيا .الييمبرتيٌة الفضاءات مزايا أى ٌـ إحدل عمى الفقرة تنطكم ىذه
 .لمفيوـ الإسقاط الشائع استخدامو في اليندسة الإقميديمّة الأوليمّة تقميـ

  عمكديٌا) أسقطنا إذا تتذكٌر أنٌو أنٌؾ لا ريب
 مف المستكم A نقطة (المثاؿ سبيؿ عمى
( )P عمى مستقيـ ( )D نقطة كجدنا 
) عمى B كحيدة )D بككنيا  تتميٌز 

ABطكؿ ؛ أم أفٌ A إلى الأقرب مسافة  طكؿأك يساكم  (مف)أصغر   
AC ،ميما تكف النقطة C ) مف  )D .ننطمؽ مف ىذا التمييد لنضع: 

 

 تقريؼ  1.3.4

) ليكف , )E d a كلتكف .منو مغمقا جزء Fك متريٌا فضاء   E. مف نقطة 

a النقطةمسقط نسمٌي  Fعمى  bكؿٌ نقطة    :تحقٌؽ F مف  
( , ) ( , ) inf ( , ).

y F
d a b d a F d a y


  

 

a كانت إذا أنٌو البديييٌ  مف Fمف نقطة    أفٌ  حصمنا عمى التكٌ عمى  
b a .كعمكما، إذا كاف F مغمقا فحسب، فإفٌ كجكدb ف غير أكيد،    كا 
 غلبؼ لنقاط بالنسبة aشبف المركز كما ىك كحيدة، غير تككف فقد كجدت
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) كركمٌ  , )S a r. كاف إذا أمٌا F فإفٌ  متراصٌا b مضمكنة عندئذ تضحى 
 الكركمٌ  مركز الغلبؼ حاؿ كما ىك تككف كحيدة لا قد غير أنٌيا الكجكد

 أيٌة تتبتاٌه لا بمسقط التمتٌع ببفٌ  الجزـ إلى العرض يقكدنا ىذا .المذككر
E في شركط تكفٌر مف نقطة، بؿ لا بدٌ  ا المقطع ىذ تكلٌى مذلؾ لضماف Fك 

 : ىذا الأمر قميلب لنبتي بػًنرجئ . إطار لذلؾعكض
 

 مثالاف2.3.4 

F تحدٌثنا سابقا عف أنٌو يحدث أف يككف (1  ما تتمتٌع نقطة مغمقا كألاٌ  
 !ىذا مثاؿ لذلؾ .F ببمٌ مسقط عمى E مف

2 الييمبرتيٌ  الفضاء في نعتبر ( )  الجزءF  العناصر مف المؤلٌؼ  
naبحيث : 

1
1 ; 1,n na e n

n

 
   
 

 

n(...,0,1,0,...,0) مع

n

e


. سكؼ نبيٌف أف لا مسقط لمصفر عمىF. 

1n كبالفعؿ، مف أجؿ كؿٌ    :يككف لدينا 

1

1
(0, ) inf 1 1 0 .n n

n
d F a a

n
      

2 مغمؽ في F لنبيٌف حاليٌا أفٌ  ( ) . لدينا في البداية: 
2 2

2 1 1
1 1 1. ( )n nn m a a

n m

   
           

   
 

z مف جية أأرل، ليكف z سنثبت أفٌ .  F عنصرا غير منتـ إلى   لا ينتمي 
F يككف لأف يكفي ما كىك ،F إلى  أفٌ  نبيٌف ذلؾ أجؿ مف .مغمقا 

0 ( , )d z F. 1تقطع الكرة  إذا لـ
,
2

 
 
 

B zالجزء  F كاف لدينا حينئذ: 

1
( , ) 0.

2
d z F   
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ذا 1 قطعت كا 
,
2

 
 
 

B zالجزء  نفسيا F  نقطة سكل عندئذ تض ٌـ لا فإنٌيا 

na (عمى الأكثر) كاحدة  مع تناقض إلى يؤدٌم ذلؾ عكس أفٌ  إذ ،Fمف  
 : أفٌ نحصؿ، إذف، كالحاؿ ىذه، عمى(. * )العلبقة

( , ) 0;

n

n

z a

d z F z a




  
 

 .كىك المبتغى

E ليكف (2 fB(0,1)ك ىيمبرتيٌا فضاء  F فيو المغمقة الكحدة كرة. 
x' مسقطا E مف xنجزـ عندئذ أفٌ لكؿٌ عنصر  :بحيث F عمى 

 

; ,

' 1
; .

x x F

x
x x F

x




 





 

 

xكبالفعؿ، إذا كاف Fمنتميا إلى   x' تعريفا أفٌ  فكاضح   x،  ٌإذ أف :
( , ) ( , ') 0.d x F d x x  

x إذا كاف F غير منتـ إلى   :قمنا بإثبات المساكاة 

( , ) ' .d x F x x  
 :لدينا في البداية

11
' 1.

x
x x x x x x

x x


      

 :يكفي أف نبيٌف إذف أفٌ 

( , ) 1.d x F x  

y مف أجؿ كؿٌ    :لدينا ،Fمف 

,1x x y x y     

 :كمنو
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c 

x y 
b 

x y x m 

a 

1 ( , ).x d x F  

 :كمف جية أأرل لدينا

,1
( , ) 1f x F x x x

x
    

 

 .كىك ما يضمف المساكاة المطمكبة

 بإدراج ىذه النتيجة المساعدة اليامٌة نستيؿٌ الإطار المذككر منذ حيف
 .باسـ متطابقة المتكسٌط في مثمٌث كالمشيكرة

 

 وطئةت  3.3.4
a لتكف H ثلبث نقاط مف فضاء شبو ىيمبرتيٌ   cك bك   منتصؼ mك 

 القطعة المستقيمة bc  :يككف لدينا عندئذ 
 

2 2 2 21
2 .

2
a b a c a m b c       

 

 إثبات

: نضع
;a b x a c y    

;b c x y   

2 .a m x y   
 :إنٌنا نعمـ أفٌ 

 2 2 2 2
2x y x y x y     

 :كبالتعكيض يبتي

 2 2 2 2
4 2 ;a m b c a b a c       

 . يبتي المطمكب2كبالقسمة عمى 
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 ككحدانيٌة لكجكد الضامنة الشركط مف بعض نسج إلى الآف، نصؿ،
 .المسقط

 

 (الإسقاط) مبرىنة  4.3.4

H كاف إذا  تامٌا جزئيٌا شعاعيٌا ضاءؼ Fك K ىيمبرتي عمى شبو فضاء 
 :فإفٌ 

a لكؿٌ نقطة (1 H مف  b مسقطا كحيدا   .Fمف 

2)  bالشعاع تجعؿ التي الكحيدة النقطة ىي a b عمى عمكديٌاF؛ 
 :أفٌ  أم

, 0.x F a b x      
 

 إثبات

 :إذا كضعنا (1

inf ( , ),
y F

r a y d a F


   

) فإنٌو يككف مف الممكف إيجاد متتالية نقاط )n nx  مفF تحقٌؽ: 
* 1

,nn r a x r
n

      
 :كىك ما يسمح بالحصكؿ عمى

lim .n
n

a x r


  

) إفٌ المتتالية )n nx كاف إذا كبالفعؿ، .ككشيٌة الصكرة بيذه المنشبة px كqx  
 ك a المطبٌقة عمى النقاط ،عنصريف منيا، مدٌتنا متطابقة المتكسٌط السابقة

pxك qxًبػ : 
2 2 2 21

2 ;
2

p q pq q qx x a x a x a x       
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b m 

a 

F 
'b H

px pqx 

a 

F 
qx H 

(pqxالقطعة  ىك منتصؼ 
p qx x  .) ( ( 1)الشكؿ.)

   

 

 
 

 
 

 (2) الشكؿ        (1) الشكؿ 
 :كمنو

2 2 2 21
2 ;

2
p q pq q qx x a x a x a x       

1 كلكف العنصر
( )

2
pq p qx x x  ينتمي إلى Fإذف ، :

2
2.pqa x r  

2كلمٌا كاف 

pa x2 ك

qa x2 يؤكلاف إلىr  عندما يؤكؿpك q إلى 
كجب عمى المقدار ، 

2

p qx x ذاتو في الكقت أف يؤكؿ إلى الصفر. 
) يظير ىكذا أفٌ  )n nx ككشيٌة في Fيأكٌؿ ذلؾ ليذه المتتالية التمتٌع.  التا ٌـ 
: كما داـ النظيـ تطبيقا مستمرٌا كتبنا بمكجب ذلؾ. bبنياية كحيدة 

( , ) lim lim .n n
n n

d a F r a x a x a b
 

       

 .bلنيتـ بكحدانيٌة 
ؿ  كبالفع . أيضاbإفٌ استأداما ثانيٌا لمتطابقة المتكسٌط يعطي كحدانيٌة 

 : تحقٌؽb' إذا افترضنا كجكد نقطة
( , ) inf ' ,

y F
d a F a y a b r


     

 :أمكننا الحصكؿ عمى
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2 2 2 21
0 ' 2 ' .

2
b b a m a b a b        

 :كمنو
2 2 2 2 2 2 21

' ' 2 2( ),
2

b b a b a b a m r r r            
 :يترتٌب عف ذلؾ أفٌ . ((2)الشكؿ ). عدد حقيقي مكجب ملبئـ   حيث

21
0 ' 0.

2
b b   

b' إذف، b. 
aإثبات أفٌ  (2 b عمكدمٌ عمى Fكأنٌو كحيد . 

b إفٌ العنصر. F نقطة مف cلتكف  c إلى ينتميF كؿٌ  أجؿ مف  
  ٌكعميو، فإفٌ . حقيقي: 

2 2 2
( ) .a b c a b c a b        

 :كمنو
2 2 2 22 2 Re , .a b c a b c a b c a b             

 :نستأمص أفٌ 
22 2 Re , 0, .c a b c         

 :كعميو
Re , 0. (*)a b c    

لٌا غيٌر المقدار إشارتو)  . !(كا 
: يبتي تبعا لذلؾ.  في العبارة السابقةc مكاف icلنضع بالمثؿ 

2 2 2
( ) .a b i c a b i c a b        

 :كمنو
2 2 22 2 Im , .a b c a b c a b         

 :إذف
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H 

'b 

a 

b F 

22 2 Im , 0, .c a b c         
 :كعميو

Im , 0. (**)a b c    
,عمى  حصمنا (**)ك (*)النتيجتيف  أقرنٌا إذا 0a b c   أفٌ  ، أم a b  

F عنصر مف . 
a كحدانيٌة الشعاع b. 

:  نقطة ثانية تحقٌؽb'لتكف 
' .a b F  

 بمقتضي مبرىنة فيثاغكرس المطبٌقة عمى

 : نكتبb' كbك aالنقاط 
2 2 2

' ' .a b a b b b     
 : كمنو

2 2
' ;a b a b   

b'إذف .  فرضاa مسقطا لًػ bكىذا غير ممكف لتعارضو مع ككف  b 

 .كبو ينتيي البرىاف
 

 ممحونة  5.3.4
 H اعتبرنا ما إذا ببندييا المبرىنة ىذه عمى الحصكؿ الكاقع في يمكف
 ىذا، مف كأكثر! كاضح ىنا كالأمر .فضاء شعاعيٌا جزئيا مغمقا Fىيمبرتيٌا ك

 جزءا F اعتبرنا إذا (مع تعديؿ فرعيا الثاني) فإفٌ المبرىنة تظؿٌ صحيحة
 فضاء Hك مغمقا محدٌبا جزءا Fأك) ىيمبرتي شبو Hك تامٌا محدٌبا

ليؾ الأمر مفصٌلب(. ىيمبرتيٌا  .كا 
 

 مبرىنة  6.3.4
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F ليكف  يككف لدينا .  H جزءا محدٌبا كتامٌا مف فضاء شبو ىيمبرتي  
 :عندئذ

a لكؿٌ نقطة (1 H مف  b مسقط كحيد    .Fعمى 

b لكي تككف نقطة (2 F مف  a مسقطا لعنصر   يمزـ كيكفي H مف 
 :تتحقٌؽ المتباينة المكالية أف

Re , 0.x F a b x b       
 

 إثبات

 .(4.3.4) مف المبرىنة (1)ارجع إلى الجزء  (1

 Fعمى a  مسقط لػb أفٌ  افترضنا لك كبالفعؿ، .لازـ الشرط إفٌ  (2
 :لكتبنا

   
2 2

0,1 \ ( ) .t x F b a b t x b a b         
 :كبما أفٌ  

2 2 22( ) 2 Re ,a b t x b a b t x b t a b x b            
 : إذف

 
22 2 Re , 0, 0,1 .t x b t a b x b t         

 :كىك ما يؤدٌم إلى
Re , 0.a b x b     

 

 : لديناF مف xكبالمثؿ، فإفٌ الشرط كاؼ، ذلؾ أنٌو مف أجؿ كؿٌ 
 

2 2 2 2

2

( ) 2Re ,

.

a x a b x b a b x b a b x b

a b

             

 
 

 .a مسقط لػ bنستأمص عمى التكٌ أفٌ 
 

 مثاؿ  7.3.4
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 .أىميٌتيا بإبراز المكالي المثاؿ يسمح كثيرة تطبيؽ مياديف المبرىنة ليذه
 ىذه نسكؽ الفكرة لتكضيح .التقريب مسائؿ مف نمط بحؿٌ  الأمر يتعمٌؽ

  :المسبلة
 

cos دالٌةجد أفضؿ تقريب لؿ ( )x f x 2بكثير حدكد ذم درجة لا تفكؽ 

  في  2 0,L . 
F إذا رمزنا بػً  تبيٌف 2 درجتيا لا تتعدٌل لمجمكعة كثيرات الحدكد التي 

P لنا أفٌ حؿٌ مسبلتنا ييردٌ إلى كجكد مسقط f لًػ   فإفٌ  كبالطبع،. F عمى 
 فضاء F لككف كذلؾ ككحدانيٌتو P كجكد يضمف كصفيو السابؽ إطارنا
P لإيجاد .2xك x ك1بالأشعٌة  مكلٌدا مغمقا شعاعيٌا   الجممة ىذه بحؿٌ  نقكـ 

 
 
 

 :المعادلات البسيطة مف
2

0

3 2

0

2 2 4 3 2

0

,1 0 (cos ) 0

, 0 ( cos ) 0

, 0 ( cos ) 0

f P x ax bx c dx

f P x x x ax bx c x dx

f P x x ax bx c x dx








        



        


        








 

 :حيث كضعنا
2( ) .  P x ax bx c 

 :إفٌ حؿٌ ىذه الجممة يكصؿ إلى أفٌ 

3 2

24 12
( ) .P x x  

 
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P  درجة برفع السؤاؿ نعيد أف الحاؿ بطبيعة يمكف  كىك ما ننصح) 

 .(بالقياـ بو فممحٌي
 إلى أفٌ مفيكـ التعامد غير معرٌؼ، في العمكـ،ؼالانتباهينبغي أف نثير 

 :النتيجةىذه كمع ذلؾ، لدينا  .م فضاء نظيميٌ 
 

( فريدريؾ ريس) مبرىنة  8.3.4
 .ق، لا يطابؽمغمقا جزئيٌا فضاء Fك نظيميٌا شعاعيٌا فضاء E ليكف

 مف  تكجد عندئذ، مف أجؿ كؿٌ  0,1نقطة ، aمف  E 1 بحيثa ك : 
( , ) inf 1 .

x F
d a F a x  


    

 

 إثبات
E\ عنصرا مف yليكف  F. ٌبما أف Fمغمؽ، إذف  :

( , ) inf 0.
x F

d y F y x 


    
 : بحيثF مف bيكجد تبعا لذلؾ عنصر 

1 .
1 1

y b
 


 

 
    

  
 

1الشعاع  إفٌ 
( )a y b

y b
 



 


1a لدينا كبالفعؿ، .مطمكبنا يحقٌؽ   

: F مف xأيا كاف ك

 
1 1

( )

1
1 .

a x y b x y b y b x
y b y b

       
 


  

   

 


 



 

: كبالتالي
( , ) 1 .d a F   

 

 قفية  9.3.4
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H ليكف : يككف لدينا عندئذ .جزءا غير أاؿ منو Fفضاء ىيمبرتيٌا ك 
   0F F H    

 :أم
F يككف H كميٌا في   إذا كفقط إذا كاف عمكديٌو مطابقا  0. 

 

 إثبات

كتبنا  (11.2.4)إذا استندنا إلى القضية  .F F


  كعميو: 
  0.x F x F x H x


        

كمنو  0F كبو يتحقٌؽ لزكـ الشرط ،. 
لنفترض، بالعكس، أفٌ  F H مع ككف   0F  .عف يترتٌب 

 إلى ينتمي لا H في a عنصر كجكد ذلؾ F.  ٌالإسقاط مبرىنة إف 
 عمى bكحيد  بمسقط  التمتٌعaلًػ  تأكٌؿ السابقة F. ،أيضا، كتجعؿ 
aالشعاع  bإلى  منتميا المعدكـ  غير F

إلى  فرضا،  المبسٌط 0. 
aمف ىذا أفٌ  يبتي b  ٌمعدكـ؛ أم أفa bكىذا غير ممكف . 

  

 نتيمة  10.3.4
Fالجزئيٌ  الشعاعيٌ  الفضاء كاف إذا  عائمة بكاسطة مكلٌدا H مف  
( )i i Ia  ٌفإف : 

( )i i Ia  في كمٌية H    ( ) 0i i Ia F
 

    
 

 إثبات
. كاضح

 

 نحك H مف المعرٌؼ لمتطبيؽ الشركط، تكفٌرت ككمٌما سيمي، فيما نرمز
F كالذم يربط كؿٌ عنصر x مف H بمسقطو 'x  كندعكه FP بػً F مف 
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 كبالضبط، .التطبيؽ ىذا مزايا أى ٌـ المكاليٌة المبرىنة تقدٌـ .الإسقاططبيؽ بت
 :لدينا

 

 مبرىنة  11.3.4
H ليكف   لدينا فيكك .مغمقا شعاعيٌا جزئيٌا فضاء Fك ىيمبرتيٌا فضاء 

: عندئذ
1)  : ( )FF x H P x x   

 

2) FP  1أطيٌ كمستمرٌ كذك نظيـ يساكم. 

 

3)   FF KerP 
 

4) H F F  
 

5) 
22 2

( ) ( )F F
x H x P x P x    

 إثبات

 :لنضع (1

 : ( ) .FL x H P x x   
  جية أأرل، أفٌ مقصكر نلبحظ مف. F  محتكل فيLيبتي عمى التكٌ أفٌ 

FP  عمىF ىك التطبيؽ المطابؽ Fid . كمنوF L . 
 :نضع. K  عنصريف مف ك كH عنصريف مف y كx ليكف (2

' ( ),Fx P x   ' ( ).Fy P y  

 : يككف لديناF مف zمف أجؿ كؿٌ 
', 0,x x z      ', 0,y y z     

 يمكننا كالحاؿ ىذه، أف. كذلؾ طبقا لمبند الثاني مف مبرىنة الإسقاط السابقة
 :نكتب

( ) ( ' '), ', ', 0.x y x y z x x z y y z                   
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' أفٌ  المذككر، البند لنفس كطبقا العلبقة، ىذه مف يتجمٌى 'x y  ىك 
xالشعاع  مسقط y  عمى F .كبصكرة أأرل، لدينا: 

( ) ( ) ( ).F F FP x y P x P y      
 . أطٌيٌ FPأم أفٌ 

: بنكت 0ك xك x'باستأداـ علبقة فيثاغكرس المطبٌقة عمى النقاط 
2 2 2

' ' .x x x x   
 :كعميو

2 2
( ) .FP x x 

:  كمنو
1,FP  

 .FPكىك ما يضمف استمرار 
) لدينا F مف xلقد جاء سابقا أنٌو مف أجؿ  )FP x x .كعميو :

1.FP  
.نستأمص إذف أفٌ  1FP  

 :لدينا (3

0 ( ) 0 .F Fx F x F P x x Ker P         
 

 .كمنو المساكاة المطمكبة
'  لديناH مف xمف أجؿ كؿٌ  (4 'x x x x   حيث ،' ( )Fx P x ك 

'x x عنصر مف F  .كلمٌا كاف  0F F  ٌأتمنا ببف : 
.H F F  

 :بمقتضى مبرىنة فيثاغكرس يبتي (5

 

22 2 2 2
' ' ( ) ( ) .F F

x x x x P x P x     
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 قفية  12.3.4

F  عمكدمٌ  فإفٌ  H ىيمبرتيٌ  فضاء مف جزءا F إذا كاف   (أم 
( )F F   )ىك: 

 F    إذا كافFجزءا كيفيٌا مف  H ،
F      إذا كافFفضاء شعاعيٌا جزئيٌا مف  H، 
F     إذا كافFفضاء شعاعيٌا جزئيٌا مغمقا مف  H. 

 

 إثبات
 مغمؽه  جزئيٌ  شعاعيٌ   فضاءه Fجزء  أمٌ  عمكدمٌ  أفٌ  استحضرنا إذا

 .سمح لنا ذلؾ بالاكتفاء بإثبات الحالة الثالثة فقط

Fلدينا بطبيعة الحاؿ  F .كبالفعؿ: 
 

; 0 .x F y F x y x F          
 

 :كمف جية أأرل، نعمـ أفٌ 
.H F F F F      

 : كمنو
.F F 

 

 القضية عكس دراسة الإسقاط، مبرىنة نتائج سياؽ في نعتزـ
(13.2.4 .) 

 مف الميٌـ أف نشير إلى أنٌو ليس كؿٌ عائمة مستقمٌة أطيٌا متعامدة؛ غير
 أنٌو يككف مف الممكف إنشاء عائمة متعامدة انطلبقا مف عائمة مستقمٌة أطيٌا؛
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 الطريقة ليذه إفٌ  .ومتمانسة متقامدة المنشبة العائمة جعؿ كيمكف بؿ
. 2 ػ شميدت1راـڤلػالمقامدة ىك منياج  بيذا التمييد إسما المكصكفة

 

 . متعامدة متجانسةعائلبتصياغتيا إلى كضع أمثمة ؿ نعمد قبؿ
 
 

 أمثمة  13.3.4
1 القانكنيٌ  الأساس إفٌ  (1 1( ) ((0,...,0,1,0,...,0))   


i i n i n

i

e ،يشكٌؿ 

 : المزكٌد بالجداء السمٌميٌ n جممة متعامدة متجانسة في تبكيد، بكؿٌ 

1

, .


  
n

i i

i

x y x y 

2)   0,1 , EC مع 
1

0

, ( ) ( )   f g f t g t dt  العائمة ( )n ne  مف 

E، المعرٌفة ىكذا: 

 2( ) ; 0,1 ,i nx

ne x e x n   
 .متعامدة متجانسة

 

نعرٌؼ في الفضاء  (3  1,1 , E C ٌالمزكٌد بالجداء السمٌمي : 

1

2
1

2 1
, ( ) ( ) ,

1
f g f t g t dt

t

  
 
 

                                           
 ،1يككف نظيـ كؿٌ كاحد منيا مساكيا   نسمٌي عائمة متعامدة متجانسة كؿ عائمة مؤلٌفة مف عناصر متعامدة مثنى مثنى.  

 
27. Jorgen Pedersen Gram : ٌ1916  أفريؿ29كمات في  بنكستركب  1850 جكاف 27 كلد في. دانماركيٌ رياضيٌاتي 

 .ترؾ بصمات مشيكدة في المعادلات التكامميٌة. اشتغؿ بالاحتمالات كالتحميؿ العددمٌ كنظرية الأعداد. افڤبككبنيا

 
28. Erhard Schmidt : ٌديسمبر6كمات في  (ترتكبإستكنيا الحالية)بدكبره   1876 جكاف 13 كلد في. ألمانيٌ رياضيٌاتي  

كاف مكضكعيا يتمحكر حكؿ المعادلات التكامميٌة، كىي الحقؿ .  رسالة دكتكراه تحت إشراؼ ىيمبرت1905ناقش عاـ . ببرليف 1959
 .يرجع إليو فضؿ إنشاء معيد الرياضيات التطبيقيٌة في برليف. المفضٌؿ لديو
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)0 عائمة !( تبكٌد مف أنٌو جداء سمٌميٌ فعلب ) )n nT ًبػ : 
 ( ) cos( cos ), 1,1 .nT x n Arc x x   

 .(1كثيرات حدود تشيبيشاؼىذه العائمة مشيكرة بتسميٌة )
)العائمة  إفٌ  )n nTعدديف كؿٌ  مف أجؿ .ذلؾ لنبيٌف. متجانسة  متعامدة 

p طبيعيٌيف مأتمفيف  :نكتب qك 
 
 

1

2
1

2 cos( cos ).cos( cos )
,

1

  
 
p q

p Arc x q Arc x
T T dx

x
 

    

 

0

0

2
cos cos

1
cos( ) cos( ) 0.

py qy dy

p q y p q y dy








    






 

q كمف أجؿ p : يبتي 
 

1 2
2

1 2

2 (cos cos )
,

1

   
 
p p p

p Arc x
T T T dx

x

2

0

2
(cos ) 1.p y dy



 
 

 

 

 كالذم أعلبه عنو أفصحنا الذم المعامدة منياج كضع إلى نصؿ الآف،
 :نصكغو عمى النحك التالي

 

 (راـ ػ شميدتڤ) مبرىنة  14.3.4

                                           
29.   Pafnuty Lvovich Chebyshev : ٌ1894  ديسمبر8كمات في  ببككاتكفك  1821 مام 16 كلد في. ركسيٌ رياضيٌاتي 

. يعتبر مؤسٌس المدرسة الركسيٌة في نظرية المقاربة.  رسالة دكتكراه حكؿ نظرية التكفيقات1846ناقش عاـ . بساف بترسبكرڤ
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)ك ىيمبرتيٌ  فضاء شبو H ليكف )n na يمكف .أطيٌا مستقمٌة  عائمة 
) متجانسة متعامدة عائمة إنشاء ذلؾ عند )n na  الذم الفضاء نفس تكلٌد 

) تكلٌده )n na . 
 

 إثبات

  ذم بدء، إلى أفٌ الأمر يتعمٌؽ أساسا بإنشاء عائمة متعامدةبادئلنشر 

( )n nb. المتجانسة العائمة بدليا أأذنا متجانسة الأأيرة ىذه تكف لـ فإف 
n

n n

b

b

 
  
 
)تكلٌد، ىي بدكرىا كبكضكح، نفس الفضاء الذم تكلٌده التي  )n nb 

) نعرٌؼ العائمة )n nbبالعلبقة التدريجيٌة ىذه : 
 

1

0 0 0

( ),
nn n F n

b a

b a P a


 


 
 

 

1nFحيث رمزنا بػً  ً1  لمفضاء الشعاعيٌ المكلد بػ 1( )i i na    ًك بػ 
1nFP


  
1nFعمى   الإسقاطتطبيؽؿ  .إفٌ العائمة ( )n nbمف أجؿ كبالفعؿ، . متعامدة 

n بحيث n كmدليميف  mيككف لدينا  :
1 1

1 1 1

, ( ), ( )

( ), ( ), ( ) .

n m

n n m

n m n F n m F m

n F n m n F n F m

b b a P a a P a

a P a a a P a P a

 

  

      

       
 

 

 الحدٌيف تبيٌف لنا أفٌ  (4.3.4)إذا استندنا إلى البند الثاني مف مبرىنة الإسقاط 
 العنصريف فٌ  لأذلؾ معدكماف، المساكاة ىذه مف الأيمف الطرؼ في الكارديف

maالأكٌؿ ك  مف أجؿ
1
( ))

mF mP a


1nF إلى ينتمياف، أجؿ الثاني  مف  .إذف: 
, , 0;n m

n m

n m b b


     
) كىك ما نستدؿٌ بو لمجزـ ببفٌ العائمة )n nbمتعامدة . 
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) العائمة أفٌ  نرل في الأأير، أف السيؿ، مف )n nbنفس الفضاء  تكلٌد 
) الذم تكلٌده العائمة )n naكؿٌ ؛ ككيؼ لا كقد جاء  nbإنشاء، مزجا أطٌيٌا  

) مف لعناصرؿ )n na. 
 

 أمثمة  15.3.4
 نعطي  0,1,...0,1,...

( ) ( )i

i ii
a t t 

في  ( , )I HCحيث ،  Iمف مجاؿ 
 نحدٌده حسب الحالات المكالية. 

 إذا كاف (1 1,1 I  ا كزكٌدفH  ٌبالجداء السمٌمي: 

1

1

, ( ) ( ) ,f g f t g t dt


    

  عمى بالحصكؿ لنا يسمح السابؽ راـ ػ شميدتڤػؿ المعامدة منياج فإفٌ 

 .1كثيرات حدود لوماندركثيرات حدكد مشيكرة باسـ 
إذا كاف  (2 , I  2 ك

, ( ) ( )





   
tf g f t g t e dt تحصٌمنا  

. 2كثيرات حدود ىيرميتكثيرات حدكد تدعى  عمى
كاف  إذا  (3 0, I ك 

0

, ( ) ( )



   
tf g f t g t e dt تحصٌمنا عمى 

 .3ـيرڤحدود لا كثيرات

                                           
30. Adrien-Marie Legendre:  ٌ1833  جانفي10بباريس كمات بيا في   1752 سبتمبر 18 كلد في. فرنسيٌ رياضيٌاتي .

 1811، في الأعكاـ "تماريف الحساب التكامميٌ " كاف أىٌـ أعمالو حكؿ الدكاؿ الناقصيٌة، كقد نشره في ثلبثة مجمٌدات تحت عنكاف 
 .1819 ك1817ك

 
31.  Charles Hermite : ٌلو .  بباريس1901  جانفي14كمات في  بديكز  1822 ديسمبر 24 كلد في. فرنسيٌ رياضيٌاتي

. مساىمة ىامٌة في نظرية الأعداد ككثيرات الحدكد المتعامدة كالدكاؿ الناقصيٌة
 

32. Edmond Laguerre : ٌاشتغؿ . 1886  أكت14ببار لكدكؾ كمات بيا في   1834 أفريؿ 9 كلد في. فرنسيٌ رياضيٌاتي
 .بالأصكص في حقمي التحميؿ كاليندسة
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.  الحالات الثلبثفي 2bك 1b ك0b لنقـ بحساب العناصر الثلبثة الأكلى
: لدينا. لنضع الإطار المشترؾ ليا

 

0 0 1,b a   

01 0 1 1 0, ( ), ,1 0,Fb a a P a a x             

2

2

2 0

2 1

( ) ( ),

, 0,

, 0,

b x x x

b a

b a

    

  
  

 

 

.  أعداد ينبغي تعيينيا في كؿٌ حالة ك كحيث 
 

 (1) الحالة (1

: نعمـ أفٌ 
1

1 0

1

, 0 ( ) 0 0.b a x dx 


        

.1كمنو،  ( )b x x 
: كبالمثؿ لدينا

1

2

1

1

2

1

( ) 0, 0,

1
.

3( ) 0.

x x dx

x x x dx

  


 






   

 
 

 
   








 

: كعميو
2

2

1
( ) .

3
b x x  

 (2) الحالة (2

: لنتذكٌر أكلا أفٌ 
2

.xe dx 






 
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: ىكذا يبتي
2

1 0, 0 ( ) 0 0 0.xb a x e dx  






           

كمنو، 
1( )b x x .

: كبالمثؿ لدينا
2

2

2

2

1( ) 0 10
,2

2
1

0.0( ) 0
2

x

x

x x e dx

x x xe dx

    


 














        

   
        





 

: كعميو
2

2

1
( ) .

2
b x x  

 (3) الحالة (3

: لدينا

1 0

0

, 0 ( ) 0 1 0 1xb a x e dx



            

: كمنو
1( ) 1.b x x  

 :كبالمثؿ، لدينا أأيرا
2

0

2

0

( ) 0,
4,

2.
( ) 0.

x

x

x x e dx

x x xe dx

 



 










  


 

 
  








 

 :كىك ما يفضي إلى أفٌ 
2

2( ) 4 2.b x x x   
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ٌـ كمثير لثنكم فضاءلمقطع اانقدـ في أتاـ ىذ   عمى الإتياف بتمييز ىا
 ىيمبرتيمّ  ففاا عمى ومستمررًّ  خطيمّ  شكؿ كؿمّ  أفٌ  نبيٌف سكؼ .ىيمبرتيٌ 

 .ىذا تكضيح كتفصيؿ لمفكرة .تمكف كتابتو بدلالة مدائو السمميمّ 
 

 (فريدريؾ ريس) مبرىنة  16.3.4
H ليكف a كليكف .مٌ طبكلكجثنكيو اؿ H' ك فضاء ىيمبرتيٌا   مف عنصرا 

H  .
: يككف عندئذ التطبيؽ  (1 a H K:                          

( ) ,ax x x a    

  .aيساكم  شكلب أطيٌا مستمرٌا كذا نظيـ

 يككف التطبيؽ  (2
                    : 'H H  

( ) ,aa a   
 .نصؼ أطٌيٌ  تشاكلب تقايسيٌا

 

 إثبات

0a أفٌ  اكاضح بات معدكما a إذا كاف قأفٌ  نستيمٌو بالإشارة إلى  (1  

 ا؛أطيٌ   a معدكـ كاف غير a كبالمثؿ، إذا كاف. يحقٌؽ القيكد المكضكعة

 :كىك مستمرٌ كذلؾ، إذ أفٌ 
( ) , .a x x a a x     

: عف ذلؾ لدينا كفضلب
.a a  

0نلبحظ مف جية أأرل أنٌو مف أجؿ العنصر 

1
x a

a
يبتي : 
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2

0

1 1 1
( ) , , ;a x a a a a a a

a a a
         

 

a المطمكبة المساكاة يضمف ما كىك a الجزء برىاف يككف بيذا، ك 
 .ت ٌـ قد الأكٌؿ

 نابع كذلؾ أطيٌ   نصؼأفٌ  تكٌا يظير الثاني، الجزء بأصكص  (2
 أمٌا أف. الثاني لممتغيٌر بالنسبة  أطيٌ  نصؼ السمميٌ  الجداء مف ككف
 : متباينا فذلؾ ما يبرزه ىذا الحسابيككف 

( ) 0 ( ) 0 0.a aa a a a           

 عنصر يطمب مف أجؿ كؿٌ . منٌا عناية أاصٌة الذم يستدعي ىك  إفٌ غمر
fمف  'H إيجاد شعاع aمف  H بحيث يمكف أف نكتب af ؛ أم :

( ) ( ) , , .af x x x a x H     
0fإذا كاف   ٌ0 فإفa 0 أمٌا إذا كاف.  يمبٌي المطمكبf ، فإنٌنا 

Kerfالنكاة  حينئذ نعتبر F .مف  مغمؽ جزئيٌ  شعاعيٌ  فضاء إنٌياH. 
F كاف كلمٌا H( 0 لككفf ) كH F F  كجب كجكد عنصر b 
F مف بحيث  ( ) 0f b  . 

 :لنعتبر الآف، العنصر
( )

, .
( )

f x
y x b x H

f b
   

 : كيحقٌؽF ينتمي إلى yنلبحظ أفٌ 
 

( ) ( )
, 0 , 0 , , .

( ) ( )

f x f x
y b x b b x b b b

f b f b
              

 :كمنو

2 2

( ) ( )
( ) , , .

f b f b
f x x b x b

b b
      
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أأذ كب
2

( )f b
a b

b
نككف قد أنيينا البرىاف . 

 

   مثاؿ17.3.4
n إذا اعتبرنا H  مزكٌدا بجدائو السمٌميٌ التقميدمٌ   

1

,


  
n

i i

i

x y x y 

f كتبنا مف أجؿ كؿٌ  )مف  ) 'n: 
 

1
1 1

( ) ( ) , ( ) , ,
n n

i i i i i i n
i i

f x f x e x f e x f e x a
 

 

 
        

 
  

 حيث 1
1

( ) ( )i i n i
i n

a a f e 
 

  (1بػً  ىنا رمزنا( )i i ne  لأساس  n 
)1ك بػً  القانكنيٌ  )i i nx  لمركٌبات الشعاع  x  (.كفؽ ىذا الأساس 

 

 

 الأسس الييمبرتيمّة  4.4
 

 

 تقريؼ  1.4.4
) لتكف )i i Ia  . H ىيمبرتي شبو فضاء مف متجانسة متعامدة عائمة 

i مف الرتبة x مركمّبةنسمٌي  H شعاعا مف x كليكف  الجممة ليذه بالنسبة 
,  المعرٌؼ بػً K مف i  َالعدد   i ix a .

1مقامؿ فوريييسمٌى ىذا العدد 
x لًػ  ) كفؽ العائمة  )i i Ia  . كانت إذا

I سمٌيت السمسمة i i

i

a





 لمعائمة بالنسبة x  لمعنصربسمسمة فوريي 

( )i ia  .
                                           

33. Joseph Fourier : ٌدرس . بباريس1830  مام16كمات في  أكسيرب  1768 مارس  21 كلد في. فرنسيٌ رياضيٌاتي 
بدأ بالتدريس بالمدرسة المتعدٌدة التقنيات قبؿ أف يشارؾ في حممة نابميكف عمى . رانج كلابلبسڤبمدرسة باريس العميا للؤساتذة ببيدم لا

. نشر عددا ىامٌا مف البحكث في الرياضيٌات الصرفة كالتطبيقيٌة. مصر
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 قفية  2.4.4
)لتكف  )i i Ia متجانسة في فضاء شبو ىيمبرتيٌ  متعامدة  عائمة H. إذا 

Jكاف i ككاف I جزءا منتييا مف   i

i J

x a


   ٌفإف: 

 
 
 
 
 
 

 إثبات
 :لدينا كضكحا

 

2
, ,i i m m

i J m J

x x x a a
 

        
2

, .i m i j i

I J m J i J

a a
  

        

 

 (1متباينة بيساؿ) قفية  3.4.4
) لتكف )i i Ia  ٌجممة متعامدة متجانسة في فضاء شبو ىيمبرتي  H ف تكك

: عند ذلؾ العائمة
   2 2

, ,i i
i I i I

x a
 

    
 :كيحقٌؽ مجمكعيا قابمة لمجمع،

2 2
.i

i I

x


  
 

                                           
1. Friedrich Wilhelm Bessel  : ٌ1846  مارس17بمندف كمات في   1784 جكيمية 22 كلد في. ألمانيٌ رياضيٌاتي 

 دالٌتو التي تحمؿ 1736أدأؿ في أحد أبحاثو عاـ . اشتغؿ بالفمؾ كالميكانيكا السماكية كالرياضيٌات. (بركسيا الحالية)بككنيسبيرڤ 
 .اسمو اليكـ
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 إثبات
 : كلنضعI جزءا منتييا مف Jليكف 

 ( ) ;

, .

J i i J

J

J

E a

x x a a 








  
  

Jxإفٌ الشعاع  x عمكدمٌ عمى JE .عمى عمكدمٌ   فيك،كعميو Jx. 
 :لمبرىنة فيثاغكرس يبتي أفٌ  كطبقا

2 2 2
.J Jx x x x   

 : كمنو
2 2

.Jx x 
 : كلمٌا كاف

2 2 2
, , , , ,J i

J J J J

x x a a x a a x a    
   


   

              

: جاء المطمكب؛ أم
2 2

,i

i I

x


 

. (4.1.4)مستنديف بالطبع إلى المبرىنة )
 

 تقريؼ  4.4.4
)لتكف  )i i Ia  ٌعائمة متعامدة متجانسة مف فضاء شبو ىيمبرتي  H.  
H لًػ (ىيمبرتيمّ ) أساس إنٌيا العائمة عف نقكؿ  .فيو كميٌة كانت إذا 

) العائمة تككف، أأرل كبعبارة )i i Ia  لًػ متجانسا متعامدا أساسا H  حقٌقت إذا 
 :ما يمي
 

1) , 0     i ji j I a a 

2) , 1    i ii I a a 

3)  ( )i i IH a     
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 : نكتب حينئذ
( ) : .i i I i i

i I

x H x a



      K 

  .إفٌ القضايا المكالية تقدٌـ تمييزا للؤساس
 

 قفية  5.4.4
)المتجانسة  تككف العائمة المتعامدة )i i Ia  ىيمبرتيٌ  شبو لفضاء أساسا 

H أعنميمّةإذا كفقط إذا ألٌفت جممة . 
 

 إثبات

 :إفٌ لزكـ الشرط كاضح، إذ أفٌ 
 

 ( ) ( ) 0;i i I i i Ix a x a x H x
 

        
 

 :أمٌا بأصكص كفاية الشرط، فمدينا
 

       ( ) 0 ( ) 0i i I i i Ia a


    

 

 المساكاة أتيتكبالانتقاؿ إلى عمكدم الطرفيف  ( )i i IH a . 

 

 مبرىنة  6.4.4 

)فضاء شبو ىيمبرتيٌا كلتكف  H ليكف )i i Ia متجانسة  عائمة متعامدة. 
 :تككف عند ذلؾ القضايا التالية متكافئة

x مف أجؿ كؿٌ  (1 ) مركٌبات ذكم H مف yك  )i i Iك ( )i i I عمى 
)الترتيب تككف العائمة  )i i i I  قابمة لمجمع كيساكم مجمكعيا , x y .

x مف أجؿ كؿٌ  (2 H مف   :يككف لدينا 

                                           
  أم لا يكجد شعاع غير معدكـ يككف عمكديٌا عمى كؿٌ عنصر مف العائمة( )i i Ia   .
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22 2
, .i i

i I i I

x x a
 

      

 

. 1بمساواة بارسفاؿىذه المساكاة مشيكرة 
) العائمة تككف  H فـ x مف أجؿ كؿٌ  (3 )i i i Ia  كيساكم لمجمع قابمة 

xمجمكعيا : أم،  
, .i i

i I

x x a a


   

)العائمة  (4 )i i Ia كميٌة في  H. 

 

 إثبات

(2 (1 

y يكفي أأذ x. 
  

(3 (2 
 

 العائمة 2

i
i I




2قابمة لمجمع كمجمكعيا ىك  
x .نكتب مف أجؿ ذلؾ 

0أنٌو ميما يكف    يكجد جزء منتو J مف Iبحيث : 
 

2 2
: .i

finie
i K

K I J K x  


      

: كلكف
2

2 2
,i i i

i K i K

x a x  
 

     
 

) العائمة أفٌ  إذف، نستأمص )i i i Ia  يساكم مجمكعيا كأفٌ  لمجمع قابمة x.  
 

(4 (3 

                                           
2. Marc Antoine Des Chênes Parseval  : ٌ16كمات في  بركزيير أسميف 1755 أفريؿ  27 كلد في. رياضيٌاتيٌ فرنسي 

.  اشتير بالأعماؿ المعركفة تحت تسمية مساكاة بارسفاؿ، التي تعدٌ دستكرا أساسيٌا في نظرية سلبسؿ فكريي.  بباريس1836 أكت
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:  يكتب تحت الشكؿH مف xبما أفٌ كؿٌ شعاع 
,i i

i I

x a


 

) العناصر مف لممجاميع المنتيية نياية بذلؾ  يككفxفإفٌ  )i ia. ،كعميو 
)العائمة  تككف )i i Ia  كميٌة في H. 

(1 (4 
0 كH شعاعا مف xليكف    .يكجد، فرضا، مزج أطٌيٌ منتو 

i i

i J

y a


 يتقارب نحك x ٌأم أف ، :

.x y   
ذا كاف    عمى الفضاءx ىك مسقط x' كا  ( )i i Ja  ٌفإف 'xيحقٌؽ كذلؾ  :

' .x x   
i كلكف الشعاع  i

i J

x a


  عمكدمٌ عمى ( )i i Ja  .أفٌ  إذف نستأمص :
' ,i i

i J

x a


 

 :يترتٌب عف ذلؾ. x'كىذا لكحدانيٌة 
2

2 2 2.i i i

i J i J

x a x  
 

     

: كلمٌا كاف
2 2

0,i

i J

x 


  
 

حسب بيساؿ، تبيٌف أفٌ العائمة  2

i
i I




 : قابمة لمجمع كمجمكعيا يطابؽ
 

2 2
, .i i i

i I i I

x x x  
 

      
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ك Hمف   عنصريفyك xالآف  ليكف i i I



ك  i i I




 مركٌباتيما 
نعمـ أنٌو إذا كانت  .الترتيب عمى 2

i
i I




 ك 2

i
i I




 كاف  قابمتيف لمجمع
عائمتيف اؿ إلى بالنسبة كذلؾ الأمر i i

i I
 


ك  i i

i I
 


 عبٌرنا إذا ىكذا،. 

 i بدلالة (6.1.4) القضية إثبات في الكاردة (*) المتطابقة حدكد جميع عف
ك

i كصمنا إلى العلبقة المنشكدة: 
 

, .i i

i I

x y  


   
 

 :عمى ىذا النحك ببس أف نعيد، ترسيأا لممعنى، صكغ ىذه النتيجة لا
)كؿمّ مممة متقامدة متمانسة ) i i Iaتؤلمّؼ أساسا ىيمبرتيمّا لمِػ  H كممّما 

 .تحقمّقت إحدى الدعاوى الأربع السابقة
 

 قفية  7.4.4
H كاف إذا  متعامدة جممة كؿٌ  فإفٌ  لمفصؿ، قابلب ىيمبرتيٌ  شبو فضاء 

 .متجانسة فيو تككف حينئذ قابمة لمعدٌ ك
 

 إثبات
)لتكف  )i i Ia كلا،أيضا متجانسة يمكننا أف نفترضيا.  الجممة المعنيٌة  

1العكس بالجممة حالة استبداليا في إذ يكفي في شيء ذلؾ يضرٌ 
i

i i I

a
a



 
  
 

. 

 :نكتب j كiأجؿ كؿٌ دليميف مأتمفيف  مف
 

2 22
2.i j i ja a a a    

.، كعميو 2i ja a  
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1 لنعتبر عائمة الكرات
,
2

i

i I

B a


  
  
  

 j مأتمؼ عف i كؿٌ دليؿ مف أجؿ. 

1 مف xكؿٌ ك
,
2

iB a
 
 
 

 : نكتب

.j i i ja a x a x a     
 :كعميو

1
.

2
jx a  

1نستأمص أفٌ الكرات 
,
2

i

i I

B a


  
  
  

 . غير متقاطعة مثنى مثنى

) لتكف )n nb مجمكعة قابمة لمعدٌ ككثيفة في H .1 إفٌ كؿٌ كرة
,
2

iB a
 
 
 

 

 ىذه عائمة أفٌ  يترتٌب عف ىذا.  المجمكعة ىذهتضٌـ عمى الأقؿٌ عنصرا مف
)مراكزاؿمجمكعة  قابمة لمعدٌ، كىك ما يؤدٌم إلى أفٌ  الكرات )i ia  ٌقابمة لمعد 
. كذلؾ

 

 نتيمة  8.4.4
 متجانس متعامد ببساس متمتٌع لمفصؿ قابؿ ىيمبرتيٌ  شبو فضاء كؿٌ 

 .لمعدٌ  قابؿ
 

 إثبات
 لتكف 1 2, ,..., ,...nb b bلمعدٌ ككثيفة في  مجمكعة قابمة H. مف نأتار 

) المجمكعة جممة كميٌة مف عناصر مستقمٌة أطٌيٌا ىذه )n na.أجؿ  يكفي مف 
) مف kb عنصر كؿٌ  إقصاء ذلؾ )n nb لمعناصر أطٌيٌا يككف مزجاibمع  
k i .عمى المطبٌقة راـ ػ شميدت،ڤػؿ المعامدة طريقة تتكلٌى ( )n na، 

 .الحصكؿ عمى أساس متعامد متجانس كقابؿ لمعدٌ 
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 مثاؿ  9.4.4
ليكف  1,1 ,H   C المبلكؼ السمٌميٌ مزكٌدا بجداءه  :

1

1

, ( ) ( ) .f g f t g t dt


    

 :نلبحظ أفٌ 
21

2 2 2

1 1 1 1
1

( ( )) 2 sup ( ( )) 2 sup ( ) .
t t

f f t dt f t f t
     



 
    

 
 

 

 نعمـ أأرل، جية كمف. H في التقارب يستمزـ التقارب المنتظـ فإفٌ  كعميو،
  الحدكد كحيدات مف المؤلٌفة المتتالية أفٌ  ( ) n

n
n

a t tأطيٌا مستقمٌة 
H في كأنٌيا كمٌيٌة ) المتتالية لتكف .فيرشتراس ػ1ستكف لمبرىنة طبقا  )n nP 
)تعرٌفيا  التي المتجانسة المتعامدة المتتالية )n naراـ ػ ڤ لمنياج  طبقا 
)أفٌ  يبتي .شميدت )nP t درجتو حدكد كثير n. 0 كبكضع

1
( )

2
P t ،

)يمكف تعييف  )n nP تؤلٌؼ عندئذ أساسا لػ !( قـ بذلؾ ).بالتدريج H. 
 

 مبرىنة  10.4.4
H كؿٌ فضاء ىيمبرتيٌ   .متمتٌع ببساس متعامد متجانس 

 إثبات
. نستأدـ مسمٌمة زكرف

 غير إنٌيا .H في المتجانسة المتعامدة العائلبتمجمكعة  F لتكف
  تككف العائمة1، ذم نظيـ H  مفa أنٌو مف أجؿ كؿٌ عنصر ذلؾ ،أالية

                                           
3. Marshall Harvey Stone : ٌبمدراس 1989  جانفي9بنيكيكرؾ كمات في   1903أفريؿ  8 كلد في. رياضيٌاتيٌ أمريكي 
، ضمٌنو نتائجو "التحكيلبت الأطيٌة في فضاء ىيمبرتيٌ كتطبيقاتيا عمى التحميؿ" المؤلٌؼ 1932أصدر عاـ . تشعٌبت أبحاثو. (اليند)

. حكؿ المؤثٌرات الذاتية القريف
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المنحمٌة   a نرمز سكؼ للؤدلٌة مفرط لاستأداـ كتفاديا .متجانسة متعامدة 
:    كبف نقكؿHكما نرمز لأجزاء   المتعامدة المتجانسةHلعائلبت 

A  جزء مفHمف  عنصر كؿٌ   متعامد متجانس إذا كاف نظيـA مساكيا 
 . ككاف كؿٌ عنصريف مأتمفيف منو متعامديف1

)لتكف.  المرتبٌة بالإحتكاء استقرائيٌةFلنثبت أفٌ المجمكعة  )A  
A( لنضع. F مف مرتبٌة جيٌدا مف عناصرعائمة جزئيٌة A



 كلنتبكٌد 

. A ما  ينتمي إلى جزءAكؿٌ شعاع مف  إفٌ . F ينتمي إلى Aمف أفٌ 
يكجد . Aمف  مأتمفيف  عنصريفy كxليكف . 1يساكم  فنظيمو، كعميو
 كبما. A مف y كA مف x  بحيث يككف مف  ك دليلبف عندئذ

) الأجزاء أفٌ  )A المثاؿ سبيؿ عمى لدينا يككف جيٌدا مرتبٌة A A . يصبح 
 ىكذا، .فممتعامدممٌا يجعميما  ،Aإلى  معا  ينتميافy كx العنصراف

 . استقرائيٌةF تككف
 كليكف .(كجكده زكرف مسمٌمة تضمف )F مف أعظميٌا عنصرا Bليكف 

Fالفضاء الشعاعيٌ الجزئيٌ مف  H  المكلٌد بكاسطة العائمةB. كاف فإذا 

F Hكاف  B  ٌفياكمٌي  Hذا .لو  أساس متعامد متجانسك؛ كعميو، فو  كا 
F كاف H أفٌ  استأمصنا  0F  ((9.3.4) القضية). ،لذلؾ تبعا يكجد 

Fمف  aعنصر   1 بحيثa  ( 1نبأذ
a

a
1a حالة  في ).  ٌإف 

 العائمة B a ككف مع ممكف لتعارضو متعامدة متجانسة كىذا غير B 
  .H أساس متعامد متجانس لًػ Bإذف . اأعظميٌ 

 عمى ليس، ىيمبرتيٌا أساسا أفمّ  إلى المبرىنة ىذه عقب ننبٌو أف بنا حرمٌ 
 مثؿ ىذا مف لعناصر فالمزكج الأطٌيٌة المنتيية .جبريٌا العمكـ، أساسا

 .H تؤلٌؼ فضاء شعاعيٌا جزئيٌا كثيفا في الأساس
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 تقريؼ  11.4.4
.  K  فضاءيف شبو ىيمبرتيٌيف عمى حقؿ كاحد2H ك1Hليكف 

u تشاكؿ ، كؿٌ 2H عمى 1H مف ىيمبرتيمّا تشاكلا نسمٌي  2H  عمى1H مف 

 :الجداءات السمٌميٌة؛ أم يحافظ عمى
2 1 1( ), ( ) , , .H Hu x u y x y x y H       

 

  مثاؿ 12.4.4
)ليكف  )i i Ia  ٌأساسا متعامدا متجانسا لفضاء شبو ىيمبرتي H . ٌإف

:2التط يق  ( )Iu H   K :

 ( ) , ,i i I
x u x x a


   

2 نحك جزء كثيؼ في الفضاء Hيشكٌؿ تشاكلب ىيمبرتيٌا مف  ( )I K ( الذم
 .((20.1.4)جاء تعريفو في المثاؿ الثالث مف 

 Hكفضلب عف ذلؾ، فيك تقايس مف .  أطٌيٌ بطبيعة الحاؿuالتطبيؽ 

)عمى  )u H ٌإذ أف ، :
 

 
2

( ) , , .i ii I
i I

u x x a x a x




       
 

)كلمٌا كانت  )u H تضٌـ العائمة القانكنيٌة ( )i i Ie  2 جاءنا( ) ( )Iu H   K  .
 

ممحونة   13.4.4
نأمص مما سبؽ إلى أفٌ الفضاءات الييمبرتيٌة متشاكمة طبكلكجيٌا فيما 

كأكثر مف ىذا، يمكف القكؿ ببنٌو لا يكجد، بتقريب تشاكؿ ىيمبرتيٌ، . بينيا
2سكل فضاء ىيمبرتيٌ كاحد، يمكف لمفضاء  ( )I K أف يككف ممثٌلب ليذه 

...  الفضاءات 
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   مسائؿ محمولة5.4

 

 

.   فضاء ش ه ريل بتيّ على Eليكن   (1
 :اا ب  نّ  (1

  2 2 22( , ) 1 2 1 1 .x y E x y x y      
 

 

0 عددين حقيقيّين  حيث  وrليكن  (2 r 0) و, )fB r 

,0)و )fB r  وذواتي نصف 0 الكبتين المغلقتين المتمبكزتين عند 

r وrالقطب ليكن.  على التواليA  :  حيثE جزءا محدّ ا من  

(0, ) \ (0, ).f fA B r B r  

 :اا ب  نّ 
 

2( , ) 2 3 .x y A x y d    

 

E ليكف  (2   مف تطبيقا غامرا fفضاءيف شبو ىيمبرتيٌيف حقيقيٌيف ك Fك 

      E نحكF كمحقٌقا: 
 

1)  (0) 0,f  

2) , ( ) ( ) .
F E

x y E f x f y x y     
 

f اثبت أفٌ   .تشاكؿ ىيمبرتيٌ متقايس 
 

,0  الفضاءليكف  (3 ,
2

H
  

   
  

C الأساسيٌ  بالنظيـ مزكٌدا 
1

اثبت  ..

H أفٌ  : يمكنؾ أف تستعيف بالدالٌتيف) .ىيمبرتيٌ  شبو ليس 
( ) cos ; ( ) sin .)f t t g t t   
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H ليكف (4 ) عنصرا مف uفضاء ىيمبرتيٌا ك  )HL .نفترض كجكد  
0 ثابت cبحيث : 

( ) .x c u x ( ) x Ker u 
) برىف أفٌ  )u H  .H مغمؽ في 

 

10 رؤكسو مثمٌث زكايا احسب  (5 ( )f x21 ك ( )f x3 ك( )x f x مف 
 الفضاء  2 1,1L . 

 

برىف أفٌ . H جزءا محدٌبا كتامٌا مف فضاء شبو ىيمبرتيٌ F  ليكف (6
 .1 ليبشيتزمٌ نسبتو F عمى FPتطبيؽ الإسقاط 

 

)1ك فضاء شبو ىيمبرتيٌ  H فليؾ  (7 )i i na    متجانسة متعامدةعائمة.  
  :نضع

 
1

( ) .i i n
F a

 
 

x' مسقطا كحيدا H مف x اثبت أفٌ لكؿٌ عنصر (1  .Fعمى 

 :اثبت أفٌ  (2

1

' ( ) , .
n

F i i

i

x P x x a a


    

 

ليكف    (8  2 1,1L H ك :u H   تطبيقا معرٌفا بػ: 

0 1

1 0

( ) ( ) ( ) .u f f t dt f t dt


   

u اثبت أفٌ   (1  .أطٌيٌ مستمرٌ كاحسب نظيمو 

g عيٌف الدالٌة  (2 H مف   :بحيث 
1

1

( ) , ( ) ( ) .f H u f f g f t g t dt


       
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 :اثبت أفٌ   (3

  .g Ker u

 

Ker  عمىHidاحسب مسقط التطبيؽ المطابؽ  (4 u. 
 

2ليكف   (9 ( )H    .نضع: 

*

2 2 1

1
( ) / , .

2
n n n nF x x H x x n

 
      
 

 

 .H فضاء شعاعيٌ جزئيٌ مغمؽ مف Fاثبت أفٌ  (1

1ليكف  (2

n

y
n

 
  
 

)  مسقطوعيٌف.  )FP y. 

 

) كلتكف .فضاء ىيمبرتيٌا حقيقيٌا H ليكف  (10 )neك ( )nfعائمتيف  
)كلتكف . H متجانستيف مفمتعامدتيف  )n n أعداد مف محدكدة متتالية 

    تككف H مف x أجؿ كؿٌ عنصر نفترض أنٌو مف .غير معدكمة حقيقيٌة
, السمسمة   n n nx e fمتقاربة كنضع : 

 

0

( ) , .n n n

n

u x x e f




    

 :اثبت عندئذ أفٌ 

1) u أطٌيٌ كمستمرٌ كاحسب نظيمو. 

2) u )  متبايف   )n ne  كمٌيٌة في H 

3) ( ) ( )n nf H u H   كمٌيٌة في H 

 

 

   حموؿ6.4

 

 

 :إذا استحضرنا المتباينتيف الكاضحتيف  1)  (1
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    , ,x y x y   

 2 21
,

2
x y x y    

 :تبيٌف لنا

  

2 2 2 2 2

2 2

1 1 2 , 1 2

2 1 1 .

x y x y x y x y x y

x y

           

  
     

 :نعمـ أفٌ  (2
2 2 2

2 , ,x y x y x y          

 

 2 21
, .

4
x y x y x y        

:كعميو  
2

2 2 2 1
2 2 ( )

2
x y x y x y

 
      

 

.   

 

: جاءنا A مف yك x الآف، إذا كاف
2 2( ) ,x r   

 

 

 محدٌبا ضمنٌا A كلمٌا كاف
1

( )
2

x y في A؛ كبالتالي: 
2

21
( ) .

2
x y r  

2 إذا لاحظنا أفٌ  r  حصمنا عمى: 
 

   
2 2 2 2 22 ( ) ( ) 2 2 2 4 12 .x y r r r r r             

 

. كمنو النتيجة

2 2( ) .y r  
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ذا لاحظنا .f يضمف استمرار (2) لنشر عمى الفكر إلى أفٌ الشرط(  2   كا 
 :أفٌ 

( ) , (*)
F E

x E f x x     

 

: كأفٌ تفكيؾ طرفي المساكاة
2 2

, ( ) ( ) ;
F E

x y E f x f y x y     
 :يكصؿ إلى

, ( ), ( ) , . (**)F Ex y E f x f y x y       
 

 (*)؛ ذلؾ لأفٌ العلبقة f أطٌيٌة كنٌا قد حصرنا باقي المطمكب في إثبات
 يضمناف تباينو كاستمراره عمى التكالي، في حيف أفٌ العلبقة (2)كالشرط 

  .تجعؿ منو تشاكلب ىيمبرتيٌا (**)
 :عندئذ نكتب . مف عنصريف  كك E مف عنصريف yك x ليكف

 

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

F F
f x y f x f y f x y           

 

2 22 2( ) ( ) 2 ( ), ( )

2 ( ), ( ) 2 ( ), ( )

FF F

F F

f x f y f x f y

f x y f x f x y f y

  

     

    

       
 

 

   

2 2 22 2 2 , 2 ,

2 ,

E EE E E

E

x y x y x y x y x

x y y

       

  

          

   
 

 

   2 2 2 22 2 2 2

2 22 2

2 ,

2 , 2 2 , 2 , 2 0.

EE E E E

E E EE E

x y x y x y

x y x y x x y y

    

    

       

           

 

 

 Fك E ككذا ككف الفضاءيف (**)ك (*) لاحظ أنٌنا استأدمنا ىنا العلبقتيف)

 :نستأمص أفٌ . (حقيقيٌيف
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( ) ( ) ( ),f x y f x f y      
  . أطٌيٌ fأم أفٌ 

 

 ، بالتبكد مف أفٌ النظيـ المعتبر لا يحقٌؽ(16.1.4)نقكـ، طبقا لممبرىنة   ( 3
 :لدينا. متطابقة متكازم الأضلبع

2

1

0

cos 1,f x dx



   
2

1

0

sin 1.g x dx



   

 :كعميو
 2 2

1 1
2 4.f g  

 : لدينا،كمف جية أأرل
2

1

0

(cos sin ) 2,f g x x dx



    

2 4 2

1

0 0

4

cos sin (cos sin ) (sin cos )

( 2 1) ( 2 1) 2 2 2.

f g x x dx x x dx x x dx

  



      

     

  

 :كعميو
2 2

1 1
4 12 8 2 16 8 2.f g f g        

 :يتبيٌف ىكذا أفٌ 
 2 2 2 2

1 1 1 1
2 .f g f g f g     

 

 :يكفي أف نبيٌف أفٌ   ( 4
( ) ( ).u H u H 
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) مف عنصرا y ليكف )u H .متتالية عندئذ تكجد ( )n ny نحك عنصر متقاربة 
y في ( )u H . كلمٌا كافu مف ( )HLفإنٌو يمكننا أف نكتب : 

er ( er ) ;H K u K u   
 :ينجـ عف ذلؾ أفٌ . (10.3.4)كىذا طبقا لمبند الرابع مف المبرىنة 

 

er ( er )
.K u K u

x H x x x     
 :كمنو

 ( er )
( ) .

K u
x H u x u x    

لنرمز لػ 
( er )K u

x  بػ x
 .نكتب حينئذ: 

( ) ( er ) : .n n n ny u H x K u y u x  
      

 

  

 :كمف جية أأرل، يسمح لنا الفرض بالحصكؿ عمى
 

1
;p q p qy y x x

c
  

  

qبحيث  مف  q كpكاف  أيٌا كىذا، p. المتتالية كلكف ( )n ny أأذت 
ذا ارتكزنا عمى المتباينة. إذف فيي ككشيٌة متقاربة،  اتٌضح أعلبه الأأيرة كا 

n المتتالية أفٌ 

n

x
 
 
 



) في ككشيٌة بدكرىا أيضا  er )K u . الأأير ىذا كما داـ 

 المتتالية يجعؿ ممٌا كذلؾ، تامٌا يضحى فإنٌو  تامٌاHك مغمقا
n

n

x
 
 
 

 تتقارب 

) في er )K u ، بػ ليا نرمز نياية نحك x
 .يمكٌننا آأر، صعيد كعمى 

:  مف كضعu استمرار
lim lim lim ( ).n n n
n n n

y y u x u x u x
  

   
      

   

   

 :كمنو
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( ) ( );y u x u H 
 

 .كىك ما يكصؿ إلى المطمكب
 

 :يرتكز حؿٌ ىذا التمريف عمى الصيغة  (5
 

,
cos cos( , ) ,

x y
x y

x y


 
  

مف  معدكميف غير  عنصرافyك x حيث  2 1,1L ك  الزاكية ىي 
 :لنضع. بينيما المحصكرة

1 2 ,M f f  3 1,N f f   

 3 2.P f f   

 مف xمف أجؿ كؿٌ  1,1يككف لدينا : 
( ) 1,M x   

( ) ,N x x   

( ) 1.P x x   

 :بعد ىذا، نقكـ بالحساب المكالي
1

1

2,M dx


   

 

1

2

1

2
,

3
N x dx



     

 

1

2

1

2
( 1) 2 ,

3
P x dx



    

 

1

2

1

2
, ( ) ,

3
N P x x dx



      

 

 

1

1

, (1 ) 2,M P x dx


       
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1

1

, 0.M N x dx


      

 

 :بالتعكيض في الدستكر أعلبه نجد
 

,
cos( , ) 0 ( , ) ,

2

M N
M N M N

M N

 
     

 

, 3
cos( , ) ( , ) ,

2 3

M P
M P M P

M P

 
     

 

, 1
cos( , ) ( , ) .

2 6

N P
N P M N

N P

 
    

 

: عمينا أف نبرىف أفٌ   (6
, ( ) ( ) .F Fx y H P x P y x y     

: إذا كضعنا
( ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) )

( ) ( ) ( ( ) ( ) ).

F F F F

F F F F

x y x P x P x P y P y y

P x P y x P x P y y

      

     
 

: جاءنا
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

2Re ( ) ( ), ( ) ( ) .

F F F F

F F F F

x y P x P y x P x P y y

P x P y x P x P y y

       

      
 

 

. (أك معدكـ)لنبٌيف أفٌ الحدٌ الأأير مف طرؼ ىذه المساكاة الأيمف مكجب 
: جاءنا بيذا الصدد (6.3.4)إذا استندنا إلى المبرىنة 

 

Re ( ) ( ), ( ) ( )

Re ( ), ( ) ( ) Re ( ), ( ) ( ) 0.

F F F F

F F F F F F

P x P y x P x P y y

x P x P y P x y P y P x P y

      

           
 

: نستأمص أفٌ 
2 2

( ) ( ) .F Fx y P x P y   



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   261 

: كمنو
( ) ( ) .F FP x P y x y   

 

)1 المنتيية العائمة بكاسطة مكلد جزئيٌ  شعاعيٌ  فضاء F إفٌ  (1 ( 7 )i i na  .  
  المبرىنة كبمقتضى .تامٌا يجعمو الذم الأمر منتو، بعد ذك فيك ،كعميو

 .F عمى x'يتمتٌع بمسقط كحيد  H مف xيتبيٌف أفٌ كؿٌ عنصر  (4.3.4)
نؾ حؽٌ لنا أف (4.3.4)المبرىنة  الثاني مف البند إلى استندنا إذا (2
 :تب

', 0.y F x x y      
ذا كظٌفنا القضية   :اكتفينا بالتبكٌد أفٌ  (5.2.4)كا 

 1,2,..., ', 0.ii n x x a      
 مفiمف أجؿ كؿٌ  1,2,...,nيككف لدينا : 

 

1 1

, , , , ,

, , 0.

n n

j j i i j j i

j j

i i

x x a a a x a x a a a

x a x a

 

            

      

  

 

)1 كذلؾ لككف العائمة )i i na  نستأمص إذف أفٌ .  متعامدة متجانسة :

1

' , .
n

j j

j

x x a a


   

 

u إفٌ أطٌيٌة (1  (8  :كفضلب عف ذلؾ لدينا .كاضحة 
 

0 1 0 1 1

1 0 1 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .u f f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt
  

         

 

 :باستأداـ متراجحة ككشي ػ شكارتز نحصؿ عمى
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,
1 1

2

1 1

( ) ( ) 2u f dt f t dt f
 

   

 

u كىك ما يبيٌف أفٌ   :مستمرٌ كيضمف المتباينة 
2.u 

g لنأتر، مف جية أأرل، الدالٌة  : بػةالمعرٌؼ 

 

 

2
; 1,0

2
( )

2
; 0,1

2

t

g t

t


 


 

 


 

 :عندئذ يككف لدينا
0 1

1 0

2 2
1,

4 4
g dt dt



    

 

0 1

1 0

2 2
( ) 2 .

4 2
u g dt dt u



     

.نستأمص أفٌ  2u  

: م قةالدالٌة المعنيٌ  (2
 

 

1 ; 1,0 ,
( )

1 ; 0,1 .

t
g t

t

  
 

 

 

 :لدينا (3

 ( ) 0 , 0


        f Ker u u f f g f g 

 :أم
  .Ker u g


 
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uأفٌ  الأكٌؿ السؤاؿ في جاء لقد  (4 Ker فإفٌ  كعميو، .مستمرٌ    u 
مغمقا في  يضحى  2 1,1L  ،ٌـ  ممٌا يجعؿ المسقط المطمكب مضمكف التا

h إذا رمزنا لو بػ !لنعيٌنو .الكجكد كالكحدانية  :كتبنا 
( ) .Hid h Ker u   

: كبما أفٌ 
    ( ) ,Ker u g g


   

 فإنٌو يكجد عدد Hid بحيث  h g   أم أفٌ ؛: 
;Hh id g  

 :نكتب إذف ،g عمكدمٌ عمى h كلكف
 

2
0 , , , .H Hh g id g g g id g            

 :كمنو
1

0 1

1

2

1 0

( )
, 1 1

.
2 2 2

H

t g t dt
id g

t dt t dt
g





  
       

 


  

 

 :كيبتي في الأأير أفٌ 
 

 

1
; 1,0 ,

2
( )

1
; 0,1 .

2

t t

h t

t t


  

 
  


 

 

  yك x كؿٌ  أجؿ فمف .فعلب H مف جزئيٌ  شعاعيٌ  فضاء F إفٌ   (1  (9

 : لدينا مف  ك ككؿٌ Fمف 
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 

2 2 2 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

1 1

2 2

1 1
.

2 2

n n n n n

n n n

z x y x y

x y z

   

 

 

  

   
        

   

    

 

 :كعميو
.z x y F    

 

)متتاليةتكجد . F عنصرا مف xليكف .  مغمؽFلنبيٌف أفٌ  )p

pxمف  
F تتقارب نحك x . ينتمي في الكاقع إلى إفٌ العنصرF .كبالفعؿ: 

0

0

0

lim lim 0

0 / :

.

p p

p p

p

n n

n

x x x x

p p

p p x x

 





   

      

   

 



 

 :نستأمص أفٌ 
0 , .p

n np p x x n      
 :يبتي مف ذلؾ بالأصكص

2 2lim ,p

n n
p

x x


   

 

2 1 2 1lim .p

n n
p

x x 


  

: كلكف
*

2 2 1

1
, ,

2

p p

n nx x n    
:  إذف

*

2 2 1

1
, ,

2
n nx x n    

 ، كىك ما يجعؿ ىذاF  ينتمي إلىxإفٌ ذلؾ يعني أفٌ . مف كحدانيٌة النياية

 .الأأير مغمقا
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) المسقط إفٌ  (2 )FP y أفٌ  ذلؾ كالكحدانيٌة، الكجكد مضمكف H  
. لنضع بغية تعيينو. فضاء جزئيٌ مغمؽ Fك ىيمبرتيٌ  ( )FP y z بمكجب 

 :يككف لدينا  (4.3.4) الإسقاط الفرع الثاني مف مبرىنة
, 0,x F y z x      

 :أم

1

( ) 0.n n n

n

x F y z x


    

كبالأصكص، إذا اأترنا
2 1

2

1
(0,0,...,0, 1 , ,0,...)

2
n

n

x

 

  جاء تكٌا: 

2 1 2

1

1 1 1
0 ( ) .

2 1 2 2
n n n n n

n

y z x z z
n n





   
        

   
 

 :كمنو
2 2 1

1 1 1
.

2 4 2 1
n nz z

n n
  


 

ذا استحضرنا شرط انتماء   : حصمنا حينئذ عمى الجممة التاليةF  إلىzكا 

2 2 1

2 2 1

1
0,

2

1 1 1
.

2 4 2 1

n n

n n

z z

z z
n n






 


   
 

 

 :كىك ما يفضي إلى

2 1

*

2

2 1
,

5 (2 1)
; .

2 1
,

10 (2 1)

n

n

n
z

n n
n

n
z

n n




 


  

 

 

 .كينيي البرىاف
 

sup  نستيؿٌ ىذا الإثبات بكضع  (10 n
n

M





 :كالتذكير ببفٌ  
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, , , 0,i j i j
i j

i j e e f f


         

1.i ii e f     

 :يككف لدينا  مف nمف أجؿ كؿٌ . H  عنصرا مفxليكف 
 

2

2

0 0 0

2 2 22 2

0 0

( ) , , , ,

, , .

n n n

n i i i i i i j j j

i i j

n n

i i i i i

i i

S x x e f x e f x e f

x e f x e

  

 

  

 

         

     

  

 

 

 

 :نحصؿ عمى (3.4.4) بالاستناد إلى متراجحة بيساؿ
 

2 2 22 2

0

( ) , .
n

n i

i

S x M x e M x


    

 :كعميو

( ) .nS x M x 

 :لدينا.  أطٌيٌ uلنبيٌف أفٌ  (2

0

0 0

, , :

( ) ,

, ,

( ) ( ).

n

n i i i

i

n n

i i i i i i

i i

n n

x y H

S x y x y e f

x e f y e f

S x S y

 

    

 

 



 

   

    

     

 



 



 

 

 مشركعة عممية كىي)  إلى  يؤكؿn بجعؿ النياية كبالانتقاؿ إلى
 :نجد(فرضا

( ) ( ) ( ),u x y u x u y      
 

 .uكىي علبقة تعبٌر عف أطٌيٌة 

 : مستمرٌ؛ إذ نستأمص ممٌا سبؽuكبالمثؿ، نلبحظ أفٌ 
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( ) .nn x H S x M x     

 

 :، يبتي  إلىnكبالانتقاؿ إلى النياية، مع مآؿ 
( ) ,u x M x 

 . مستمرٌ uأم أفٌ 

 :نعمـ أفٌ  (1

uمتبايف     0Keru   
 :كعميو

 

 

2

22

0 ( ) 0 ( ) 0

, 0,

, 0, ( ) .

n n

n n n

x Ker u u x u x

x e n

x e n x e


     

     

       





 

 

 :نستنتج أفٌ 

 ( ) .n nKer u e


 

 :يتٌضح ىكذا أفٌ 

uمتبايف      ( ) 0n ne Ker u

       ( )n ne H 

     ( )n ne  كميٌة فيH  
 

 ((.9.3.4)لاحظ أنٌنا استأدمنا ىنا النتيجة )

 :كبالمثؿ، نكتب (2

 

0

0

( ( )) , ( ) 0

, , 0

, , 0

, 0 ( ) .

i i i

i

i i i

i

i n n

y u H x H y u x

x H y x e f

x H x e y f

i y f y f

















      

       

       

       






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: كعميو
 ( ( )) ( ) .n nu H f

  
 :كمنو

 ( ) ( ) .n nu H f 
 

 :نستأمص في الأأير أفٌ 
 ( ) ( ) ( )n n n nf H f H u H     H كمٌيٌة في  

   مسائؿ لمبحث7.4

 

 

p:كف تؿ  (1 I   مجاؿ داأمية عمى تماماة كمتزايدة مستمرٌ  دالٌة     
 مف المنطمقة المستمرٌة دكاؿاؿ لمجمكعة pHنرمز بػً   . مف I مغمؽ

I كالمستقرٌة في  كالمحقٌقة: 

2
( ) ( ) .

I

f t p t dt   

 . فضاء شعاعيٌ pHاثبت أفٌ  (1

 :u اثبت أفٌ التطبيؽ (2

: p pu H H   
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ,

I

f g u f g f t g t p t dt  

 .pH جداء سمٌميٌ عمى

 

  مساكاتيف تصيرافكمينككفسكي  ككشي ػ شكارتز متباينتياثبت أفٌ   (2
 .إذا كفقط إذا كاف الشعاعاف مرتبطيف أطٌيٌا

 

)كفتؿ (3 )nx   تقاربت إذا أنٌو اثبت .Hىيمبرتيٌ  فضاء مف متتالية  

المتتاليتاف  n n
xك  , n n

x x نحك xك , x x،فإفٌ   عمى الترتيب 
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) المتتالية )n nxتتقارب نحك  x فيH. 
 

ليكف  (4  1 0,1 ,H  Cباستمرار، للبشتقاؽ القابمةدكاؿ اؿ  فضاء 

المنطمقة مف  0,1كالمستقرٌة في    نعرٌؼ التطبيؽ: 
 

1

0

:

( , ) ( , ) ( ( ) ( ) '( ) '( )) .

u H H

f g u f g f x g x f x g x dx

 

 




 

 

u اثبت أفٌ  (1  .H جداء سمٌميٌ عمى 

)متتالية  H نعرٌؼ في (2 )n nfًبػ : 
 

4

3

4
3 4

1
; 0 ,

( )
4 1 1

; 1.
3 3

n

nx x
n

f x

x x
n n


 

 
   


 

 

. *مف n ميما يكف H  ينتمي إلىnfاثبت أفٌ   .أ 
) اثبت أف ٌ  .ب  )n nfككشيٌة . 
H ىؿ  .ج   ىيمبرتيٌ ؟ 

 

H ليكف (5  المجاؿ مف المنطمقة الحقيقيٌة التكابع فضاء  0,  ٌةكالمحقؽ: 

 
2

0

( ) 7 .xf t dx



   

H نزكٌد  :بالجداء السمميٌ  

0

, ( ) ( ) 7 ,xf g f x g x dx



    

1 كنأتصٌ فيو العائمة الطميقة 2( 1, )a a x . 
 .تبكٌد مف أفٌ ىذه العائمة ليست متعامدة  (1
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1عيٌف العائمة المتعامدة المتجانسة   (2 2( )i ib  الممحقة بيا كفؽ منيج ، 
 .راـ ػ شميدتڤػؿ المعامدة

 بػ نرمز  (3 1 2( )i iF b   العائمة بكاسطة كلٌدـاؿ الجزئيٌ  لمفضاء 
1 2( )i ib   .عيٌف المسقط العمكدمٌ عمى F ) لمشعاع  ) 5 xf x  .

 

)لتكف   (6 )i i IH 
  بػً نرمز . حقيقيٌة ىيمبرتيٌة  شبو  مف فضاءات   عائمة

     , ix y ك , ii
x x x    الفضاء في المرفؽ كالنظيـ السمٌميٌ  لمجداء  

iH ًكنرمز بػ Hلمفضاء الشعاعيٌ المؤلٌؼ مف الأشعٌة  ( )i i Ix x  ، حيث
ix مف iH . مف أجؿ كؿٌ عنصرx مف Hنضع  :
 

2
( ) , .i i i i

i I i I

f x x x x
 

     

 

 بحيث Hمف  xالعناصر  مف المؤلٌفة E المجمكعة أفٌ  اثبت (1
( )f x     فضاء شعاعيٌ جزئيٌ مفH. 

) العائمة  فإفٌ E مف yك xيكف  ميما أنٌو اثبت (2 , )i i i Ix y  تككف   

x,بػً  كأفٌ مجمكعيا، المرمكز لو لمجمع قابمة حينئذ y عمى سمٌميٌ  ، جداء 
E. 

 . كذلؾiH تامٌا يمزـ كيكفي أف يككف كؿٌ Eاثبت أنٌو لكي يككف  (3
 

 ليكف  (7  1,1 ,E   C ٌمزكٌدا بالجداء السمٌمي : 

1

1

, ( ) ( ) .f g f t g t dt


    

 :نضع
0 1

1 0

: ( ) ( ) .F f E f t dt f t dt


  
   
  

  
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F  أفٌ  اثبت (1  .مغمؽ 

. F  لا يتمتٌع بمسقط عمىEidاثبت أفٌ التطبيؽ المطابؽ   (2
 (تفسٌر ذلؾ ؟ كيؼ)

 

 الييمبرتيٌ  الفضاء في جد  (8  2 0,1L  ٌالمجمكعات ىذه اتعمكدم: 

  .xكثيرات الحدكد كفؽ  . أ

 .2xكثيرات الحدكد كفؽ  .ب 

. ة معدكـةؼ حرٌ اطرأات ككثيرات الحدكد ذ . ج
 

الدكاؿ الحقيقيٌة المستمرٌة عمى  فضاء Hيكف  ؿ(9 0,كالمذعنة لمقيد  :
2

0

( ) .f x dx



  

 :اثبت أفٌ التطبيؽ (1
 

0

( , ) ( , ) , ( ) ( ) ,f g u f g f g f x g x dx



     

. Hيعرٌؼ جداء سمٌميٌا عمى 
 . ليس ىيمبرتيٌاHبرىف أفٌ  (2

 : المعرٌفة عمى النحكF الدالٌة H مف fنمحؽ بكؿ دالٌة  (3
 

0

1
( ) ( ) , 0.

x

F x f t dt x
x

  

: اثبت أفٌ التطبيؽ
  1: 0, ,

( )

T H

f T f F

 







C 

 .متبايف
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0 بحيث  كبرىف أنٌو أيٌا كاف العدداف الحقيقيٌاف  (4    

 :يككف لدينا

1

2
2 2 2 2( ( )) 2 ( ( )) ( ( )) 2 ( ( ) .F x dx F x dx f x dx F

  

  

 
 

   
 

   

 

 . مستمرٌ Tاستنتج أفٌ  (5

.اثبت أفٌ  (6 1T  

 

 :يمكنؾ استعماؿ المتتالية: إرشاد)
1 ; 0 1,

1
; 1 ,

( )

; 1,

0 ; 1 .

n

n n

x

x n
f x x

x n x n

n x

 

 

  

 
    


 

 

 

.( nf سمٌميٌاف مأتاراف بالكيفية التي تضمف استمرارn كnحيث 
 

 . نقاطا منو1x، 2x،...، nx ك شبو ىيمبرتيٌ عمى فضاء H يكف  ؿ(10

 :برىف أفٌ  (1

2
2 2

1 , 1

.
n n

i j j i

i j n i i i

x x n x x
   

     

 

2iنفترض أفٌ  (2 jx x  كمٌما كاف الدليلبف iك jلتكف.  مأتمفيف 
B  كرة مغمقة تضٌـ المجمكعة 1 2, ,... nx x x . برىف أفٌ ىذه الكرة تتمتٌع 

)2طكلو  (أك يساكم)بنصؼ قطر يفكؽ  1)n

n

  .

:  كنضعB المزكٌد ببساسو القانكنيٌ 4  نعتبر الفضاء الإقميدمٌ (11
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 4( , , , ) : 0 ; 0 .F x y z t x y z t x y z t          
 

 ؟B إزاء الأساس Fما ىي مصفكفة الإسقاط العمكدمٌ عمى 
 

  احسب (12
2

1
22

( , )
0

. inf
a b

x Logx ax b dx


 
 

  .قتامٌا مف  جزءا محدٌباF ك فضاء شبو ىيمبرتيٌ عمى Hليكف   (13
 .H'مٌ طبكلكج عنصرا مف الثنكم اؿfكليكف 

 :درؾ عندىا الدالٌةت Fاثبت أنٌو تكجد نقطة كحيدة مف 
2

: ( ) ( ),h x h x x f x  

 . الأدنىاحدٌه
 

. H  فضاء ىيمبرتيٌ  جزءا متراصٌا مفA ليكف  (14
برىف أفٌ الفضاء الجزئيٌ  F Aقابؿ لمفصؿ   .

 

ليكف   (15  0,2 ,H  C ٌالاعتيادمٌ  مزكٌدا بالجداء السمٌمي  :
 

2

0

, ( ) ( ) .f g f x g x dx



    

: اثبت أفٌ الجممة
1 1 1 1 1

, sin , cos ,..., sin , cos ,...
2

x x nx nx
    

 

 

 .Hأساس ىيمبرتيٌ لًػ 
 

:  الشعاعيف4  نعتبر في الفضاء الإقميدمٌ (16
 

(1,2, 1,1);

(0,3,1, 1),

V

W

 

 
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.   الذم يكلٌدانوFكالفضاء الجزئيٌ 
Fعيٌف أساسا متعامدا كجممة معادلات لمعمكدم  . 

 

 برىف أفٌ الفضاء.  عدديف حقيقيٌيفb كa ليكف  (17  2 ,L a b   يشمؿ
: جملب متعامدة متجانسة كٌميٌة تتككٌف مف

كثيرات حدكد، . أ
دكاؿ درجيٌة . ب
. كثيرات حدكد مثمٌثيٌة. ج

 

ك عمى  ىيمبرتيٌ  شبو فضاء Hليكف   (18 1 2, ,..., nB e e e جزءا 
:  نفترض أفٌ .قمف

 1,2,..., , 1,ii n e   

 

22

1

, .
n

k

k

x E x e x


     

 

 . عائمة متعامدة كمتجانسةBاثبت أفٌ  (1

 .H أساس لػ Bاثبت أفٌ  (2
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5 
 

 سلاسؿ فوريي

  
 

 
 

 تقاريؼ  1.5
 

 

 بو الاىتماـ سبؽ الذم النشر المحدكد مفيكـ ألؼ قد الطالب أفٌ  شؾٌ  لا
 ماة حقيقيٌ  دالٌةت تمتٌع ما إذا أنٌو يتذكٌر كلعمٌو .دراستو مف ماضية مرحمة في

 .فيو متحكٌـ أطإ مع حدكد بكثير "ااستبدالو" يمكف فإنٌو معيٌنة بأصائص
  مؤلٌفنافي قمنا الإطار، نفس كفي 2 ألبلو طرحنا الفكرة ليذه بتكسيع 

 .مسائؿ تقريبيٌة
 دالٌةة لأمٌ  المنتظـ التقريب تضمف التي فيرشتراس مبرىنة سقنا ىكذا،

 كف ػ تس مبرىنة أتت ث ٌـ .حدكد بكثير متراصٌ  مجاؿ عمىة مستمرٌ ة حقيقيٌ 
 مف بالأصكص، ذلؾ، بمقتضى أصبح لقد .النتيجة ىذه لتعمٌـ فيرشتراس
( 2 ادكره) ةكدكرمٌ ة مستمرٌ  ةحقيقيٌ  دالٌة لكؿٌ  منتظـ تقريب إيجاد الممكف
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 التقريب كبالطبع،. مثمٌثيٌ  حدكد  بكثير2طكؿ  ذم مجاؿ متراصٌ ل عؿ
 .قكمٌ  في كؿٌ ىذا مف زاكية التقارب المنتظـ، كىك شرط مبأكذ

 أقؿٌ  شركط تحت لمدكاؿ آأر مف التقريبات نمطا إفٌ سلبسؿ فكريي تقدـ
 الذم الفصؿ ىذا ليا بكثير بالنظر إلى الحالات المذككرة؛ نكرٌس قساكة

 .يتكلٌى كضعيا كتبيانيا
في إدراج سلبسؿ فكريي ككضعنانتيج (4.4)لقد شرعنا بالفعؿ في الفقرة 

 لنترؾ .بارسفاؿ كمساكاة بيساؿباينة مت تأصٌانيا، كنعني تيف ىامٌتيف
 .ىذا جانبا كلنبدأ الدراسة مف أكٌليا

 

 تقريؼ  1.1.5
 مف  عنصراa ك(أك ) في ة كمصبٌ  مف ة نابع  دالٌةfكفتؿ
. نقكؿ عفfدكرات كذة دكرمٌ ا إنٌو  aت إذا حقٌؽ: 

( ) ( ).x f x a f x    
 

) فعمى سبيؿ المثاؿ، نعمـ أفٌ الدكاؿ ) cosf x x ك( ) sing x x 

) ك ) ixh x e 2 دكاؿكأفٌ الدالٌة ػ دكريٌة ( ) ( )k x x E x  دكريٌة    
)تذكٌر أفٌ الدالٌة ) .1كدكرىا يعدؿ  )E x (الجزء الصحيح) تحقٌؽ :

( 1) ( ) 1.)x E x E x     
 

 ممحونة  2.1.5 
)  الدالٌةتمتٌعت a  بدكرf  دالٌةتمتٌعتإذا  ) ( )g x f ax عندئذ بالعدد 

 : كبالفعؿ، لدينا.دكرا ليا  1
( 1) ( ( 1)) ( ) ( ) ( ).g x f a x f ax a f ax g x       
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) كضعنا ما فإذا ) ixf x e2 ك( ) i xg x e   ٌكجدنا أف fك g ىذه حقٌقافت 
2 ببأذ الكضعيٌة a . 

 

 تقريؼ  3.1.5
 nP تطبيؽ  كؿٌ nأك تساكم  (مف) أقؿٌ  درجتو مثمٌثيٌ  حدكد كثير نسمٌي

 : يتمتٌع بالشكؿ المكالي  أك نحك مف 

0

( ) cos sin ;
n

n k k

k

P x a kx b kx


  

ka كkbأيٌا كاف الدليؿ معاملبت حقيقيٌة أك عقديٌة  k مف  0,1,...,n. 
 : التاليتاف1الحالة العقديٌة تسمح علبقتا أكلر في

 
1

cos ,
2

ikx ikxkx e e      
1

sin ,
2

ikx ikxkx e e
i

   

) بإعادة صكغ )nP xعمى ىذا المنكاؿ : 

          

   
0

0

( )
2 2

.
2 2

n
ikx ikx ikx ikxk k

n

k

n
ikx ikxk k k k

k

a ib
P x e e e e

a ib a ib
e e

 







   

    
    

   




 

كبكضع 
2

k k
k

a ib
c


يبتي : 

0

( ) ,
n

ikx ikx

n k k

k

P x c e c e



  

 .kc يرمز لمرافؽ kcحيث 
 كبالطبع، يمكف الإتياف بشكؿ آأر أكثر إدغاما لكثير الحدكد المثمٌثيٌ 

( )nP xكذلؾ أف نضع ،: 

                                           
37. Leonhard Euler  : بسانبترسبكرڤ 1783 سبتمبر 18 في بازؿ كمات في 1707 أفريؿ 15رياضيٌاتيٌ سكيسرمٌ، كلد في 

يرجع إليو الفضؿ في إدراج الرمز . أيعترؼ لو ببنٌو أغزر الرياضيٌاتيٌيف إنتاجا لكؿٌ الأكقات. لو تركة ضأمة في الرياضيٌات. (ركسيا)
f(x) ك (1734) لدالٌة e ك (1727)لأساس المكغاريتـ i ك (1777) التربيعيٌ 1-لجذر كغيرىا كثير (1755)ػي پ لمعدد. 
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0 0 ,c a 

0,k   ,k kc  
سنفترض )

0bمعدكما عمى مدار ىذه الدراسة ) 
0,k  ,k kc  

 :كمنو
( ) ;

n
ikx

n k

k n

P x e


  

 . عقديٌةkbك ka كىي صيغة مفضٌمة في حالة ككف المعاملبت
 

 تقريؼ  4.1.5
ٌـ سمسمة مثممّثيمّةنسمٌي   : مف الشكؿnu كؿٌ سمسمة يككف حدٌىا العا

cos sin , ;n n nu a nx b nx x   
 . أعداد حقيقيٌة أك عقديٌةnbك naحيث 

 :كبالطبع نحتفظ بالرمز المبلكؼ فنكتب سمسمتنا عمى ىذا المنكاؿ
cos sin .n n n

n n

u a nx b nx
 

  
 

 

 :فعمى سبيؿ المثاؿ، لدينا
 2 sin .

n

n nx





 
cos

,
2n

n

nx






    
*

1
2 cos sin ,n

n

nx x
n




 

 لمذم عقديٌة، كبحساب مماثؿ nbك na يمكف في حالة ككف المعاملبت
 :أعلبه، أف نكتب سيؽ

0 0

cos sin .
k

ikx

n n n k

n n k

u a nx b nx e
  

  

     

 المؤلٌؼ تبقٌى مف ىذا الفصؿ، لمفضاء الشعاعيٌ  ، في كؿٌ ماHيرمز 
 ىي محدكدة  كالتي  أك كالمستقرٌة  في المنطمقة مف  مف الدكاؿ

 . ػ دكريٌة كتقبؿ المكاممة عمى كؿٌ مجاؿ متراصٌ 2ك
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2  0  2 3 4 x 

y 24 

 :بعد ىذا نضع
 

 تقريؼ  5.1.5
 السمسمة المثمٌثيٌة fفكريي لًػ  نسمٌي سمسمة. H مف عنصرا  fليكف
 :المعرٌفة بػً 

( )cos ( )sin ,n n

n

a f nx b f nx





 

 :حيث
0    (اصطلبحا) ( ) 0b f    

2

0

0

1
( ) ( ) ,

2
a f f x dx




   

2

*

0

1
( ) ( )cos , ,na f f x nx dx n




    

2

*

0

1
( ) ( )sin , ,nb f f x nx dx n




   

 

 عمى المجاؿ المبأكذ f  لػمقاملات فورييىي  0,2. 

 

 مثاؿ  6.1.5
 : بػً ة معرٌؼة ػ دكرمٌ 2 كةدالٌة حقيقيٌ  f كفتؿ

 2( ) , 0,2 .f x x x   
 

 . Hنتمي إلى الفضاء ت fإفٌ الدالٌة 
: لدينا. الفكرييٌة ىالنحسب معاملبت

 
2

2 2

0

0

1 4
,

2 3
a x dx






   
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2

2 *

2

0

1 4
cos , ,na x nx dx n

n




     

2

2 *

0

1 4
sin , .nb x nx dx n

n





     

 :كعميو، تبتي السمسمة المطمكبة

* *

2

2

4 1 1
4 cos 4 sin .

3 n n

nx nx
n n

 
 

  
 

 
 

 تكحي إلى الإشكاؿ الذم يمكف أفالانتباه بمكاف أف نثير  مف الأىميٌة
 متقاربة المعنيٌة السمسمة أفٌ  ذلؾ مف فقد يفيـ ".فكريي سمسمة" عبارة إليو
 ألاٌ  يحدث فقد. الصحٌة عمكما عديـ ىذا إفٌ  .ليا نياية fبػً  تتمتٌع كأنٌيا

ف؛ كحتٌى البتٌة المذككرة السمسمة تتقارب  نيايتيا تككف فقد تقاربت كا 
 نحك سمسمتنا في تقارب سكؼ نبتي بشركط تتحكٌـ. f تطبيقا يأتمؼ عف

f بػً متعمٌقة نياية أكf. سمسمة بيف نأمط ألاٌ  الآف مف ينبغي كلكف 
 نكتب، المٌبس، ىذا بعد إزالة . الفكرييٌةا سمسمتوةمطابؽf  كككفfفكريي لًػ 

:  fيتعمٌؽ الأمر بكضع سمسمة فكريي لًػ عندما

0

( ) ( )cos ( )sin .n n

n

f x a f nx b f nx




 

 المكضكعة  لك أفٌ السمسمةبررآنفا أف تي  الكاردة لدساتير المعاملبت يمكف
 :ففي ىذه الحالة نكتب. fبانتظاـ نحك تقاربت

0

( ) ( )cos ( )sin .n n

n

f x a f nx b f nx




  

cos في الطرفيف ضرببك pxحيث ، pمف   ،حدٌا حدٌا مكاممتيا ث ٌـ 
عمى المجاؿ  0,2نجد  :

2 2 2

0 00 0 0

( )cos cos cos cos sin .n n

n n

f x px dx a px nx dx b px nx dx

   

 

     
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ذا ما لاحظنا أفٌ   :كا 
2

0

0 ; ,

cos cos ; 0,

2 ; 0,

p n

px nx dx p n

p n










  
  

  

2

0

cos sin 0, ,px nx dx n



   

 :نتج
2

0

0

2 ; 0,
( )cos

; 0.p

a p
f x px dx

a p

 




 


 

 :كمنو
2

0

0

2

*

0

1
( ) ,

2

1
( )cos , .p

a f x dx

a f x px dx p














  





 

 

 

cosلنعد العمميٌة ذاتيا مع استبداؿ  px ًبػ sin px .سيكصمنا الحساب  
 :نفسو إلى أفٌ 

2

*

0

( )sin ;pp f x px dx b



   

 :كىك ما يعطي في الأأير
2

0

1
( )sin .pb f x px dx




  

 

 

 خصائص وتطبيقات  2.5
 

 

 قفية  1.2.5
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  لممكاممة عمى كؿٌ مجاؿ متراصةكقابؿ ةػ دكرمٌ    دالٌةf تإذا كاف
 : يككف  عدد حقيقيٌ فإنٌو مف أجؿ كؿٌ  مف 

 

0

( ) ( ) .f x dx f x dx

  





  
 

 إثبات
 :، لدينا بكضكحكبالفعؿ

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) .f x dx f x dx f x dx f x dx

    

  

 

      

ذا قمنا بتغيير المتغيٌر  xكا  t  كتبنا : 

0 0

( ) ( ) ( ) .f x dx f t dt f t dt

   






     

 :كمنو
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

    

 



        
 

 دساتير كضع بتعميـ تسمح إنٌيا .كبيرة فعاليٌة ذات النتيجة ىذه إفٌ 
 المجاؿ عمى H مف f دالٌة لكؿٌ  فكريي معاملبت , 2  . نكتب 

 :بالفعؿ
2

0

1
( ) ( ) ,

2
a f f x dx

 






   

 

2

*1
( ) ( )cos , ,na f f x nx dx n

 






    

 

2

*1
( ) ( )sin , .nb f f x nx dx n

 






   
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2  0  2 3 x 

y 
2 

3 

. سكؼ تظير أىميٌة ىذه الصيغ عندما يتعمٌؽ الأمر بدكاؿ فرديٌة أك زكجيٌة
 :قبؿ ذلؾ، يبتي

 

 مثالاف  2.2.5
نبأذ  (1   ٌ2 ة كنعتبر الدالٌة الحقيقي بػً ة المعرٌؼةالدكرمٌ  ػ : 

 2( ) , , .f x x x     
 :لدينا

 
 
 
 

 

 

 

 

 
2

2

0

1
,

2 3
a x dx










   

2 *

2

1 4
cos ( 1) , ,n

na x nx dx n
n








      

2 *1
sin 0, .nb x nx dx n








     

 :السمسمة الفكرييٌة المطمكبة ىي (!قـ بتفصيؿ الحساب )

*

2

2

( 1)
( ) 4 cos .

3

n

n

f x nx
n






 



 

 كمف؛ الدالٌة لنفس (5.1.5)في المثاؿ  تأتمؼ عف تمؾ الكاردة السمسمة ىذه
 .تبرز أىميٌة المحافظة عمى مجاؿ المكاممة جمٌيٌة ىنا
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y 

x 
3 

2  0 

1 

1 
 2 3 

 : بػً ة كالمعرٌؼة ػ الدكرمٌ 2لنعيٌف سمسمة فكريي لمدالٌة  (2
 

1 ; 0,
( )

1 ; 0 .

x
g x

x





   
 

 
 

 
 

 
 
 
 

 
 :حساب المعاملبت يمدٌنا بػً 

0

0

0

1
0,

2
a dx dx








 
    

 
   

0

*

0

1
cos cos 0, ,na nx dx nx dx n








 
     

 
    

0

0

1 2
sin sin (1 ( 1) )

0 ; 2 ,

4
; 2 1.

(2 1)

n

nb nx dx nx dx
n

n p

n p
p




 





 
      

 




 
  

 

 

 

 :في الأأير، نحصؿ عمى
4 1

( ) sin(2 1) .
2 1p

g x p x
p 







 
 

 نتعرٌض نستغؿٌ حاليا القضية السابقة لتبسيط كاأتزاؿ الحسابات عندما
 تعطى أف المحبٌذ فمف .الفرديٌة أك الزكجيٌة لمدكاؿ الفكرييٌة السلبسؿ لمعالجة
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) المجاؿ عمى معرٌفة المذككرة الدكاؿ , )  
ببأذ أم ؛    في 

 :ىذا تعميؿ لذلؾ. الكاردة في القضيٌة المذككرة الدساتير

 قفية  3.2.5
 : كاف لدينا عندئذH  مفةزكجيٌ   دالٌةf تإذا كاف

0

0

1
( ) ( ) ,a f f x dx




   

*

0

2
( ) ( )cos , ,na f f x nx dx n




     

*( ) 0, .nb f n    

ذا كاف  : أتى عمى التكٌ ة دالٌة فردمٌ f تكا 
( ) 0, ,na f n    

*

0

2
( ) ( )sin , .nb f f x nx dx n




    

 

 إثبات
 f الدالٌة أفٌ  لنفترض. الحالتيف إحدل بمعالجة الحاؿ بطبيعة نكتفي

 :نكتب حينئذ .ةفردمٌ 
0

0

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2 2
a f f x dx f x dx f x dx

 

 
 

 

 
   

 
   

xبكضع  t يبتي : 
0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) .f x dx f t dt f t dt f t dt



  

         

0 كبالتعكيض في عبارة ( )a fلنحسب بالمثؿ.  نجد أفٌ ىذا الأأير معدكـ :

                                           
 أدرجت ىذه الترميزة لمدلالة عمى أفٌ المجاؿ المذككر قد يؤتى بو مغمقا أك مفتكحا   أك غير ذلؾ  .   
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0

0

1
( ) ( )cos

1
( )cos ( )cos .

na f f x nx dx

f x nx dx f x nx dx



















 
  

 



 

 

xبكضع  t نكتب : 
0 0 0

( )cos ( )cos( ) ( )cos ,f x nx dx f t nt dt f t nt dt
  

       

 :كعميو، ينتج
*( ) 0, .na f n   

 

 : أفٌ العمميٌة السابقة نفسيا، باستحضار في الأأير، يبتي

0

0

0 0 0

1
( ) ( )sin

1
( )sin ( )sin

1 2
( )sin ( )sin ( )sin .

nb f f x nx dx

f x nx dx f x nx dx

f x nx dx f x nx dx f x nx dx









  





 







 
  

 

 
   

 



 

  

 

 

 دالٌة فالأكٌؿ قدٌـ .السابقيف يكضٌحاف ىذه الكضعيٌة (2.2.5) إفٌ المثاليف
  أعطتة الفكرييٌة معدكمة، كالآأر استعرض دالٌة فردمٌ ا، معاملبتوةزكجيٌ 

 . الفكريٌةnaا الحسابات انعداـ معاملبتو
 

 ممحونتاف   4.2.5
 لمسلبسؿ الكاممة غير فكرييٌة اؿسلبسؿ اؿتسميٌة إطلبؽ عمى أيصطمح (1
 أك الفرديٌة الدكاؿ حاؿ إنٌو .التجيبيٌة أك الجيبيٌة المقادير مف مبتكرة تبتي التي

 فياة معط H مف لدالٌة يمكف المضمار، ىذا كفي .Hمف  الزكجيٌة
,0) المجاؿ ) المجاؿ إلى مدٌد تأف ( , )  أك فرديٌة زكجيٌة بكيفيٌة. 
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2  0  2 3 x 

y 
 

3 

,0)المجاؿ  عمىا نشره ممكنا يككف كعميو، ) غير فكرييٌة سمسمة كفؽ 
 كتكضيحا .ةزكجيٌ  أكة فردمٌ ا لككنو دكاؿ جيبيٌة أك تجيبيٌة تبعا كاممة حسب

 :لذلؾ نسكؽ ىذيف المثاليف

) ة الدكرمٌ ػ2ىب أنٌو طيمب نشر الدالٌة . أ        )
4

f x


المجاؿ  في 
(0, ) تمديد ينبغي أنٌو السؤاؿ ىذا مف نفيـ .جيبيٌة دكاؿ كفؽ f إلى 
) المجاؿ , )  ، ة فردمٌ بدالٌةf .نضع إذف: 


; 0,

4
( )

; 0 .
4

x

f x

x








   

 
  


 

:نكتب (3.2.5)إلى القضية بالاستناد   
0, ,na n    

 

 1

0

0 ; 2 ,
2 1

sin ( 1) 1 1
4 2 ; 2 1.

2 1

n

n

n p

b nx dx
n n p

n











    
  

  

 : كعميو

1
( ) sin(2 1) .

2 1p

f x p x
p







 

 

  :ةالدكرمٌ  ػ 2 نريد، الآف، الحصكؿ عمى نشر لمدالٌة . ب

( ) ,g x x 
,0)في المجاؿ  )كفؽ دكاؿ تجيبيٌة . 
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 : تسمح بالحصكؿ عمىاإفٌ زكجيٌة الدالٌة المطمكب نشره
 

0,nb n   
0

1
;a


 

 

2

20

0 ; 2 ,
2 2

cos (( 1) 1) 4
; 2 1.

(2 1)

n

n

n p

a x nx dx
n pn

p



 





     
  

 

 :كعميو

2

4 1
( ) cos(2 1) .

2 (2 1)p

x g x p x
p



 

  





 

 

 كالمجاؿ 2 بدكر كيفيٌ  H في الفضاء 2 يمكف استبداؿ الدكر (2
( , )  بالمجاؿ ( , ) . الفكرييٌة المعاملبت حساب يمكف عندئذ 
: الصيغ التالية بكاسطة

0

1
( ) ( ) ,

2
a f f x dx








   

*1
( ) ( )cos , ,n

n x
a f f x dx n







 


 
  

 
   

*1
( ) ( )sin , .n

n x
b f f x dx n







 


 
  

 
  

 :كبذلؾ نضع

*

0( ) cos sin .n n

n

n n
f x a a x b x

 

 

 


 
 

 .لنجسٌد ىذه الممحكظة في ىذيف المثاليف التاليٌيف
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 : بػ ة المعرٌؼةالدكرمٌ  ػ 2 لننشر كفؽ سمسمة فكريٌية الدالٌة (1

1 ; 1 0,
( )

1 ; 0 1.

x
f x

x

   
 

 
 

 

 :لدينا. ة المنشكدة تككف سمسمة جيبيٌةؿ فإفٌ السمسيٌة فردfبما أفٌ الدالٌة 
0, ,na n    

 

 
1

1

0

0 ; 2 ,
2

2 sin ( 1) 1 4
; 2 1.

(2 1)

n

n

n p

b n x dx
n pn

n











    
  

  

 :كعميو
4 1

( ) sin(2 1) .
2 1p

f x p x
p


 







 
 

ة الدكرمٌ  2h الدالٌة جيبيٌة ث ٌـ ةمٌ تجيب فكريٌية سمسمة كفؽ لننشر  (2
 : بػ ةالمعرٌؼ

*( ) , 0 ; .f x x x h h     
 :لدينا في الحالة الأكلى . أ

 

0, ,nb n    

0

0

1
,

2

h
h

a x dx
h

   

 

2 20

0 ; 2 ,
2

cos 4 1
; 2 1.

(2 1)

h

n

n p
n

a x x dx h
n ph h

n








 
   

  

 :كعميو

2 2

4 1 (2 1)
( ) cos .

2 (2 1)p

h h p
f x x

p h



 

 
  

  



 
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 :في الحالة الثانية، لدينا  . ب
0, ,na n   

 

1

0

2 2 ( 1)
sin .

h n

n

n h
b x x dx

h h n






  

 :كبالتالي

*

12 ( 1)
( ) sin .

n

n

h n
f x x

n h













 
 

 كيفيٌ  في مجاؿ فكرييٌة كفؽ سمسمة f نشر دالٌة طمب إذا كبالطبع،
( , 2 )    2طكلو، في الكاردة المكاممة حدكد استبداؿ فينبغي 

2 كالسابقة بػً  الدساتير  عمى الترتيب. 
 

 فكرييٌة سمسمة تقارب تضمف قيكدا تشمؿ قاعدة كضع في حاليٌا، نشرع
 .1قكميمدير قاعدة إنٌيا .السٌمسمة ىذه إلييا تؤكؿ التي النياية كتكضيح ما

  السلبسؿف ىذا النمط ـ لتناكؿ القارئ (حاثيٌف)كبالطبع، نترؾ 

  يعرفيا الدراسة العامٌة لمسلبسؿ كاستأداـ المقاييس كالقكاعد التي في إطار
 .في ىذا السياؽ

 

 (قكميمقاعدة دير)مبرىنة   5.2.5
 :النيايتيف أفٌ  كلنفترض .ددا حقيقيٌا ع0x كHمف  دالٌة f كفتؿ

 

0 0

1 2lim ( ); lim ( ),
x x x x

f x f x
  

   

1 نحك 0x عند الفكرييٌة fسمسمة  تتقارب فمكي .مكجكدتاف 2

1
( )

2
  يكفي 

 : أف يككف المقدار
                                           

38.  Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet  : ٌبدكراف 1805 فيفرم 13كلد في . رياضيٌاتيٌ ألمانيٌ مف أصؿ بمجيكي 
. ترؾ أعمالا في التحميؿ كالجبر كالميكانيكا. فڤكتنػڤ ب1859 مام 5كمات في 
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 0 0 1 2

1
( ) ( ) ) ,f x t f x t

t
      

0t محدكدا في جكار . 
 

 إثبات
 . برىانيما قميلبنرجئنستعيف مف أجؿ ذلؾ بتكطئتيف 

 

 :التوطئة الأولى
\مف  x مف أجؿ كؿٌ  2 يككف لدينا : 

 

1

1
sin

1 2
cos .

2
2sin

2

n

k

n x

kx
x



 
 

   

 :التوطئة الثانية
 لممكاممة عمى المجاؿ ة قابؿf إذا كاف ,a b ٌفإف : 

lim ( ) 0.

b

i x

a

f x e dx


 

 .لنعد إلى المبرىنة

 لتكف 
0

1

cos sink k

k

a a kx b kx




 سمسمة فكريي لًػ f .نرمز لممجمكع 

)  مف ىذه السمسمة بػnًالجزئيٌ الذم رتبتو  )nS x . 0كمف أجؿxنكتب : 

0 0 0 0

1

( ) cos sin .
n

n k k

k

S x a a kx b kx


   

 :بتعكيض المعاملبت بقيميا نجد
 

0 0 0

1

1 1
( ) cos cos sin sin ( )

2

n

n

k

S x kx kx kx kx f x dx




 

 
   

 
  
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             0

1

1 1
cos( ) ( ) .

2

n

k

x x f x dx




 

 
   

 
 

:  بالتكطئة الأكلى يبتيكبالاستعانة

0

0

0

1
sin ( )

1 2
( ) ( ) .

2sin
2

n

n x x

S x f x dx
x x








 
  

 
 

 
 

 

ذا ما كضعنا 0x كا  x u  نتج: 
 

0

0

0 0

1
sin

1 2
( ) ( ) .

2sin
2

x

n

x

n u

S x f u x du
u








 

 
 

  
 
 
 

 

sin كf افت الداؿٌ تكلمٌا كاف x 2  يف استأمصنايٌتدكرػ: 
 

0 0

1
sin

1 2
( ) ( ) .

2sin
2

n

n u

S x f u x du
u








 
 

  
 
 
 

 

 

 :نلبحظ مف جية أأرل، أنٌو يمكف أف نكتب
 

0

0 0

0

0

1
sin

1 2
( ) ( )

2
sin

2

1
sin

2
( )

sin
2

n

n u

S x f u x du
u

n u

f u x du
u








  
 

   
 
 
 

 
  

   
  
  
  




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0

0

0

0

1
sin

1 2
( )

2
sin

2

1
sin

2
( ) .

sin
2

n u

f u x du
u

n u

f u x du
u







  
 

   
 
 
 

 
  

    
  
  
  





 

1f   نلبحظ أنٌو لك كاف.نتكقٌؼ قميلب عند ىذا الحدٌ  لنتج :
0 1,a  

*0, ;n na b n    
)0 كمنو ) 1nS x  . ٌنستأمص مف ذلؾ أف: 

0

1
sin

2
.

sin
2

n u

du
u





 
 

  
 
 
 

 

 

الصيغة ، عمى   مفy نستغؿٌ ىذه العلبقة لنحصؿ، مف أجؿ كؿٌ عنصر
 :التالية

0

1
sin

1 2
2 .

2
sin

2

n u

y y du
u





 
 

 
 
 
 

 

 : يبتي،كعميو

 0 0 0

0

1
sin

1 2
( ) ( ) ( ) 2 .

2
sin

2

n

n u

S x y f x u f x u y du
u





 
 

      
 
 
 

 

1كباأتيار  2

1
( )

2
y    نصؿ إلى: 
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



0 1 2 0

0

0 1 2

1
sin

1 1 2
( ) ( ) ( )

2 2
sin

2

( ) .

n

n u

S x f x u
u

f x u du





 
 

     
 
 
 

   

 

 

 

 

: يتٌضح، طبقا لمعطيات المبرىنة، أفٌ الدالٌة
0 0 1 2( ) ( )

sin
2

f x u f x u
u

u

     
 

0uجكار  فية محدكد ، 0) عمى المكاممة قبؿم تفو, ). كبمكجب 
: الثانية نحصؿ عمى التكطئة

0 1 2

1
lim ( ) ( ) 0.

2
n

n
S x


    

 :كمنو
0 1 2

1
lim ( ) ( ).

2
n

n
S x


   

. إنٌو المبتغى
 

 الأكلى، بأصكص .السابقتيف المساعدتيف بالتكطئتيف الآف لنيت ٌـ
 كتتحقٌؽ، 1مأتمفا عف  ixe كاف 2 غير منتـ إلى xنلبحظ أنٌو إذا كاف

 :المساكاة المكالية بو
 

1

22 2cos
2 .

4 sin
2

i n x x
e

x
i

 
 

  

 
( 1) ( 1)

1

1 1 2 1

2 2 1 2( 1)

i n x ix i n x ixn
ikx

ix ix
k

e e e e
e

e e

 



  
   

 
 

 

 :كببأذ الجزء الحقيقيٌ مف ىذه العبارة نجد
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1

1
sin

1 2
cos ;

2
2sin

2

n

k

n x

kx
x



 
 

   

 .كىك ما يأتـ تبرير التكطئة الأكلى
limأمٌا بالنسبة لمثانية، التي تجزـ ببفٌ  ( ) 0

b

i x

a

f x e dx


مع ككف ،f 

 لممكاممة عمى ةقابؿ ,a b صحٌة العلبقتيف، فإنٌو يكفي أف نبيٌف :
lim ( )sin 0;

b

a

f x x dx





  

 lim ( )cos 0.

b

a

f x x dx





 

 الأكلى، لاحظنا اأترنا إذا. يغني فإفٌ التحقٌؽ مف صدؽ إحداىما كبالطبع،
 المطمكبة النتيجة أفٌ  كجدنا C ةمساكمة  ثابتf تكاف إذا أنٌو أجميا مف

 : الشكؿ المكاليذكاضحة كتبخ
cos cos

lim sin lim 0.

b

a

a b
C x dx C

 

 


 

 
  

 
 

 عمى لممكاممةة كالقابؿة  المحدكدمكه ،ة ثابتf كف تلـ ا إذاأ ٌـ ,a b، 
0 كؿٌ  أجؿ مف فإنٌو  لممجاؿ منتيية تجزئة تكجد  ,a b مجالات كفؽ   

 1,i ix x ة درجيٌ دالٌةكجد ت ك gحقٌؽت ليذه التجزئة كة ملبزـ :
 , ( ) ( ) .

2( )
x a b f x g x

b a


   


 

 :كعميو
( )sin ( )sin ( ( ) ( ))sin

( ) ( ) sin ( ) ( ) . (*)
2

b b b

a a a

b b

a a

f x x dx g x x dx f x g x x dx

f x g x x dx f x g x dx

  




  

    

  

 
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  عمى كؿٌ مجاؿ جزئيٌ تةثاب gتكلمٌا كاف 1,i ix x تحصٌمنا حسبما سبؽ ، 
 :عمى أفٌ 

1

lim ( )sin 0.
i

i

x

x

g x x dx






 

 :كبمقتضى ككف التجزئة المذككرة منتيية يبتي
lim ( )sin 0.

b

a

g x x dx





 

ذا أقرنٌا ىذه النتيجة بػً   :استأمصنا أفٌ  (*)كا 
lim ( )sin 0.

b

a

f x x dx





 

 

 ممحونات  6.2.5
، الفصؿ ىذا مستيؿٌ   الذم لازمنا منذHيككف الفضاء  كثيرا ما (1

 طكلو مجاؿ كؿٌ  عمى بتقطٌع كمستمرٌة دكريٌة ػ 2 عدديٌة دكاؿ مف ككٌناـ
2 ؿ، حيث تككف نقاط التقطٌع ىذه مف  .النوع الأومّ

 

 نحك  f لدالٌة الفكرييٌة السمسمة بتقارب بالجزـ قكميمدير مبرىنة تسمح (2

( )f x تكمٌما كافf  ٌعندة مستمرx. الحسابيٌ  المتكسٌط نحك كتتقارب 
  .الأكٌؿ النكع مف تقطٌع  نقطةx ت كاف إذا كاليسرل اليمنىا لنيايتيو

 

)الدراسة  مجاؿ طرفي بأصكص أمٌا (3 , 2 )    ٌالسمسمة فإف 
'الفكرييٌة، في حالة تقاربيا، تتمتٌع بالعدد  '

1 2

1
( )

2
   نياية ليا حيث  :

' '

1 2
( 2 )
lim ( ); lim ( ).

x x
f x f x

     
   

                                           
  نقكؿ عف   f 0x إنٌيا تقبؿ تقطٌعا مف النكع الأكٌؿ عند نقطة    إذا تمتٌعت عند ىذه
.مف اليميف كببأرل مف اليسار مأالفة للؤكلى (منتيية)بنياية   الأأيرة    
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 

 

0 2 3 3   2 

y 

x 

 

فٌ  فإa مف اليسار عند نقطة مف اليميف كبآأر  بمشتؽٌ fتإذا تمتٌع (4
 ! تككف قابمة لمتطبيؽ، كمف باب أكلى قكميممبرىنة دير

 

 أمثمة  7.2.5
 عمى ةالمعرٌؼ ةػ الدكرمٌ  2 لمدالٌة الفكرييٌة السمسمة تقارب لندرس (1

 المجاؿ ,  ًبػ ( )f x xأدناه في الرسـة، كالممثٌؿ . 
 
 

 
 
 
 
 

 

 :تؤدٌم إلى أفٌ  f إفٌ فرديٌة
n   0,na  *n  1

0

2 2
sin ( 1) .n

nb x nx dx
n





    

:السمسمة المطمكبة ىي  

1

1

( 1)
2 sin .

n

n

x nx
n






  

 مف xنقطة كؿٌ  عندة مستمرٌ  fالدالٌة  أفٌ  نلبحظ , . ،كعميو 
) السمسمة المذككرة متقاربة نحك تككف )f x في  , كنكتب : 

 

 
1

1

( 1)
( ) 2 sin , , .

n

n

f x x nx x
n

 





    

x كمف أجؿ  لدينا : 
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1

1

1 ( 1)
( ) 2 sin 0.

2

n

n

n
n

  





   

 :نشرنا، كفؽ سمسمة فكرييٌة، الدالٌة (6.1.5)في المثاؿ   .أ (2

2( ) , (0,2 );f x x x   
 :ككجدنا

2 2

2
1 1

4 1 1
4 cos 4 sin .

3 n n

x nx nx
n n

 
 

 

    

 مف x عند كؿٌ نقطةة مستمرٌ fبديييٌ أفٌ  0,2 .نكتب إذف: 
 

2 2

2
1 1

4 1 1
4 cos 4 sin .

3 n n

x nx nx
n n

 
 

 

    

 :كعند طرفي المجاؿ نحصؿ عمى
 

2 2 2

2
1

1 4 1
(0 4 ) 2 4 ,

2 3 n n
  





     
 

 :كىك ما يسمح بالحصكؿ عمى

2

2
1

1 1
.

6n n






 

 .كىي متطابقة شييرة
 المجاميع بعض حساب في مثيرا دكرا فكريي سلبسؿ تمعب الكاقع، في
 احتفظنا فإذا .الكثيرة التطبيقيٌة ميادينيا مف جزءا ذلؾ كيمثٌؿ .الشييرة

xبيذه السمسمة كأأذنا  نتج لدينا  :
2 2

2
1

4 1
4 ( 1) .

3

n

n n
 





   

: كمنو
1

2

2
1

( 1) 1
.

12

n

n n







 
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 :كفي الألبصة نككف قد حصمنا عمى
2

2

1 1 1
1 ... ;

4 9 6n


     

 

1 2

2

1 1 1 ( 1)
1 ... .

4 9 16 12

n

n


      

 :لإيجاد المجمكعيف التالييٌف (4.2.5)مف  (1)لنستعف بالمثاؿ .   ب
 

1

1 1 1 1
1 ...

5 7 11 13
S           

 

   2

1 1 1
1 ...

3 5 7
S      

 

:  استطعنا أف نكتبقكميمإذا استندنا إلى مبرىنة دير
 

0

1
0, sin(2 1) . (*)

2 1 4p

x p x
p








   


 

0مف أجؿ 
2

x


 مف كضع (*) تمكٌننا العلبقة :

0

1
sin(2 1) .

2 1 2 4p

p
p

 



 


 

 :كلكف

0

2

1 1 1 1
sin(2 1) sin sin 3 sin 5 ...

2 1 2 1 2 3 2 5 2

1
... sin(2 1) ...

2 1 2

1 1 1 ( 1)
1 ... ... .

3 5 7 2 1

p

n

p
p

p
p

S
n

   







    


  



       





 

 :إذف
2 .

4
S


 
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 كبالمثؿ، إذا أأذنا
3

x


 أفٌ  (*) استأمصنا مف: 
 

1 1 1 1
sin sin3 sin5 ... sin(2 1) ... ;

1 3 3 3 5 3 2 1 3 4
p

p

    
      


 

 :أم أفٌ 
3 1 3 1 3 1 3

0 0 ... .
2 5 2 7 2 11 2 4


       

2بضرب الطرفيف في 

3
 : نجد المطمكب

1

1 1 1 1
1 ... .

5 7 11 23
S


      

 :لإيجاد المجمكع (3

2 2 2 2

1 1 1 1
1 ... ...

3 5 7 (2 1)
S

n
      


 

) الدالٌة بنشر نستعيف )
4 2

x
f x


  المجاؿ في تجيبيٌة فكرييٌة سمسمة كفؽ 

(0, ) .الأمر في ىذه الحالة بتمديد يتعمٌؽ fإلى  ( , )  ا تجعمو بكيفيٌة
: لدينا عمى التكٌ . ةزكجيٌ 

0

0

0 0

2

2

0, ,

1
0,

4 2

2 1
cos cos cos

4 2

0 ; 2 ,
1 1

(( 1) 1) ; 0.2 1
; 2 1,

(2 1)

n

n

n

b n

x
a dx

x
a nx nx dx x nx dx

n p

p
n pn

p



 







 




  

 
   

 

 
    

 


 

           



 



 

 :السمسمة المطمكبة ىي

2
0

2 1
( ) cos(2 1) .

(2 1)p

f x p x
p








 
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e 

e  

y 

0 x   

 : نكتبقكميمكبمقتضي مبرىنة دير
 

2
0

2 1
cos(2 1) ;

4 2 (2 1)p

x
p x

p









  


   0,x    

0xكمف أجؿ  يبتي  : 

2
0

2 1
;

4 (2 1)p p












 

: كىك ما يؤدٌم إلى أفٌ 
2

2 2 2 2

1 1 1 1
1 ... ... .

3 5 7 (2 1) 8
S

n


       


 

 

. نبقى في ىذا المرتع كنسكؽ ىذا المثاؿ (4
 :ىب أنٌو طمب منا حساب المجمكعيف

1 2
1

2 2
1

1
;

1

( 1)
.

1

n

n

n

S
n

S
n





















   

 

المعطاة عمى المجاؿ  الدكريٌة ػ 2 الدالٌة نمجب بغية ذلؾ إلى استحضار
 , بػ  :

( ) ;xf x e 
ٌـ نقكـ بإيجاد سمسمتيا الفكرييٌة لدينا . ث

مستعمميف الترميزة )في ىذا الأضٌـ 
: (السابقة

 

0

1 1
.

2

xa e dx sh






 



  
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  2

2 2

1 1
cos cos sin

( 1) 2
( ) ( 1) .

x x x

n n

n
n

n n

a e nx dx e nx ne nx n a

e e n a sh n a







 

 


 






   


     


 

 :كعميو

2

2 ( 1)
.

1

n

na sh
n








 

 :كبالمثؿ، يبتي

 

1

2

1 1
sin sin cos

2
( 1) .

1

x x x

n

n

n

n
b e nx dx e nx e nx dx

n
n a sh

n

 



 

  





 



  

   


 
 

 

: تسمح قاعدة ديريكميو بالحصكؿ عمى النشر المنشكد
 

1

2 2
*

2 1 ( 1)
cos ( 1) sin .

2 1 1

n
x n

n

n
e sh nx nx

n n








 
       




 
 

xمف أجؿ  نجد بفضؿ القاعدة نفسيا  :
 

12
*

2 1 1 2 1
.

2 2 1 2
n

e e
ch sh sh S

n

 

  
 





   
           




 

: كمنو
1

1
.

2 2 2

th
S

th th

  

 


   

 

0xكبالمثؿ، نكتب مف أجؿ   :
0

22
*

2 1 ( 1) 2 1
1 .

2 1 2

n

n

e sh sh S
n

 
 



   
           




 

: كعميو
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2 .
2

sh
S

sh

 




 

 

 ممحونة  8.2.5
 2 المستمرٌة  العقديٌةالدكاؿ مف المؤلٌؼ الشعاعيٌ   لمفضاءEبػ  نرمز

0,2) الدكريٌة المنطمقة مف ػ ) ٌكنزكدٌه بالجداء السمٌمي ،: 
2

0

, ( ) ( ) ,f g f t g t dt



    

) العائمة Eنعتبر في . الذم يجعؿ منو فضاء شبو ىيمبرتيٌ  )n nu بحيث : 
( ) , (0,2 ).inx

nu x e x   
 إذا ((.13.3.4) مف الثاني المثاؿ راجع) متجانسة متعامدة كىي عائمة

 E في كجدنا أفٌ ىذه العائمة كمٌيٌة استندنا إلى مبرىنة ستكف ػ فيرشتراس

 ((:9.4.4)المثاؿ ) كلكف نلبحظ أفٌ . المزكٌد بنظيـ التقارب المنتظـ
 

2 2
2 2

0 2
0

1
( ) sup ( ) .

2 t

f f t dt f t



  

 
  

  

 

)العائمة  كعميو، يتبيٌف أفٌ  )n nu  ٌالتربيعيٌ  المتكسٌط نظيـ إزاء كمٌيٌة  تظؿ 
 المنتظـ كفؽ نظيـ التقارب التقارب ذلؾ أفٌ  ،( شبو الييمبرتيٌ E كىك نظيـ)

 المبرىنة كبمقتضى ىكذا،. E لًػ الييمبرتيٌ  النظيـ كفؽ التقارب يستمزـ
 .Eفإفٌ العائمة المذككرة تؤلٌؼ أساسا ىيمبرتيٌا لًػ  (6.4.4)

) لمعائمة بالنسبة الفكرييٌة سمسمتو كتبنا E مف عنصرا  f كاف إذا )n nu  
 (:1.4.4)التعريؼ )عمى ىذا النحك 

 

( ) , .n n n n

n n

f x f u u u
 

   
 

 

 :حيث
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2

int1
, ( )

2
n n

n

f u f t e dt






     

 .f لًػn يمثٌؿ معامؿ فكريي رتبتو
 :كبالمناسبة، نعيد صكغ مساكاة بارسفاؿ عمى ىذا النحك

 

2
2 2 2 21

( ) , .
2

n n

n nn

f t dt f f u




  

     
 

 
 

)العائمة  استبداؿ يستحسف المكاطف، بعض في )n nu  بالعائمة ( )n nv  

cos) العناصر مف المككٌنة )nnx  ك(sin ) .nnx  ،كضكح، بكؿٌ  كمٌيٌة، كىي 
 كبحساب الحالة، ىذه في .Eػ  ؿً أساس ىيمبرتيٌ  إنٌيا . بالمثؿEفي 

 فكريي سمسمة يمكف كضع (3.1.5) مف ذاؾ الكارد في التعريؼ مستكحى
 :القالب المبلكؼ  عمىE مف fلدالٌة 

*

0( ) cos sin ,n n

n

f x a a nx b nx


 


 

 :حيث
2

0 0

0

1
( ) ,

2
a f t dt






    

 

2

0*

2

0

1
( )cos ,

1
( )sin .

n n n

n n n

a f t nt dt

n

b i f t nt dt





 


 



  


  

   







  

 

: تبأذ مساكاة بارسفاؿ، كالحاؿ ىذه، الصيغة اليامٌة التالية

 
*

*

2
22 2 2 2

0

2 2 2

0

1
( )

2

1
( ).

2

n n

nn

n n

n

f f t dt

a a b



  
 



   

  









 

 :كمنو
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*

2
22 2 2

02 ( ) ( ) .n n

n n

a a b f t dt



 


   


 

 .سبؽ كما شييرة إفٌ ىذه العلبقة كثيرة الاستأداـ في حساب مجاميع
 :Sىب أنٌو طيمب حساب المجمكع . لنضرب لذلؾ مثلب

 

4 4 4 4 4
0

1 1 1 1 1
... ... .

1 3 5 (2 1) (2 1)p

S
n p





      
 

 
 

: لدينا. (4.2.5)مف  (ب)نستعيف عمى ذلؾ بالمثاؿ 
 

2
0

4 1
( ) cos(2 1) .

2 (2 1)p

f x x p x
p









  


 

 

 :كعميو، يبتي بمقتضى العلبقة أعلبه
 

2

2

2 4
0

16 1
2 .

2 (2 1)p

x dx
p






 







  
    

   
 

 :كمنو
3

32 16
.

3 2
S





  

: إذف
41
.

96
S  

 

 

   مسائؿ محمولة3.5.
 

 

 .ة كمستمرٌ ةدكرمٌ ػ  2 ة دالٌة عددمٌ fكف تؿ  (1

 : العلبقةfتبيٌف أنٌو إذا حقٌؽ   (1
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( , ) ( ) ( ), (*)x f x f x        
 

 . الفكرييٌة الزكجيٌة تككف عندئذ معدكمةافإفٌ معاملبتو

 : العلبقةfتأنٌو إذا حقٌؽبالمثؿ بيٌف    (2

( , ) ( ) ( ), (**)x f x f x       
 . الفكرييٌة الفرديٌة تككف عندئذ معدكمةافإفٌ معاملبتو

 فإفٌ  (* )ةكمحقٌؽة زكجيٌ   fتكاف إذا أنٌو استأمص   (3
) الفكرييٌةا معاملبتو )n na  ك*( )n n

b


 :تحقٌؽ 
2 0na n     

 *0 .nb n    

 فإفٌ  (** )ةكمحقٌؽة فردمٌ  fت كاف إذا أنٌو استأمص   (4
  امعاملبتو

 :تحقٌؽ الفكرييٌة
2 10 .n na b n    

  

,0) انشر كفؽ سمسمة فكرييٌة جيبيٌة في المجاؿ (1 (2 )الدالٌة : 

( ) ( ).f x x x  
 :استنتج المجمكع (2

3 3 3 3

1 1 1 ( 1)
1 ... ...

3 5 7 (2 1)

n

S
n


      


 

 

 بحيث يتمتٌع مقصكرىا  ػ الدكريٌة المعرٌفة عمى 2 لتكف الدالٌة  (3
عمى المجاؿ  , بالشكؿ : 

( ) .f x x  

 . كفؽ سمسمة فكرييٌةf انشر (1

ف نعـ، فإلى أيٌة نياية؟fىؿ سمسمة  (2   الفكرييٌة متقاربة، كا 
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 :استأمص المجمكعيف (3

2 4
0 0

1 1
; .

(2 1) (2 1)n nn n

 

  
  

 

 : ػ الدكريٌة2 انشر كفؽ سمسمة فكرييٌة الدالٌة (1 (4

 ( ) , 0,2 .
2

x
f x x





  

عيٌف المجمكع  (2
1

sinn

n

n

n

. 

 

f: لتكف  (5   2 الدالٌةػ الدكريٌة بحيث : 

 2( ) 2 , 0,2 .f x x x x     

 : كفؽ سمسمة فكرييٌة، المجاميع الثلبثةfاحسب، مستعينا بنشر
1

2 2 2
1 1 1

1 1 ( 1)
; ; .

(2 1)

n

n n nn n n

  

  




   

 

 ػ الدكريٌة المعطاة عمى المجاؿ 2 ىات نشر فكريي لمدالٌة (1  (6
 0,2 بػ ( ) axf x e حيث ،aعدد حقيقيٌ غير معدكـ . 

احسب المجمكع  (2
2 2

1n

a

n a



 
. 

استنتج المجمكع  (3
2

1

1

n n





. 

ماذا تساكم النياية  (4
2 2

1

lim
a

n

a

n a




 
؟ 

 :  ػ الدكريٌة المعرٌفة بػ2نعتبر الدالٌة الحقيقيٌة  (7

( ) sin , 0 2 .
2

x
f x x x    

 . الفكرييٌةfاحسب معاملبت  (1

  الفكرييٌة؟fما ىي طبيعة سمسمة  (2
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استنتج مجمكع السمسمة  (3
1

2
1

( 1)

4 1

n

n n








. 

 

,0) استعمؿ النشر كفؽ سمسمة تجيبيٌة عمى المجاؿ  (8 )لمدالٌتيف x 
:  لإثبات المساكاة التالية2xك

 
*

2 2

2

1 1
cos 3 6 2 , 0 .

12n

nx x x x
n

  


    


 
 

) انشر الدالٌة (1   (9 ) sinf x xكفؽ سمسمة فكرييٌة . 

احسب مجمكع السمسمة  (2
*

2

1

4 1n n 



. 

 :استأمص العلبقة (3
2

2
1

8 sin
sin .

4 1n

nx
x

n








 

 :اثبت أفٌ المعادلة التفاضميٌة (4

(4) " sin ,y y y x   
 . ػ دكريٌا كحيداتقبؿ حلٌب 

 

 . عددا حقيقيٌا غير صحيحaليكف  (10

 المعرّفة على f انشر وفق لألسلة فىرييةّ الدالةّ الحقيقيةّ (1 ,  بـ 

( ) cos .f x ax 

 المجمكعا سب  (2
2 2

1

2

n

a

a n



 
. 

 :نضع (3
2

2
1

( ) 1 .
n

x
g x Log

n





 
  

 
 

.  ثمّ ا سب مشتقهّاللبشتقاؽ g قابميٌةبرّر 

 :بررن  أّ  (4
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 .أ 
2 2 2

1

1 1
\ , cot 2 ;

n

t gt t
t t n





 
      

  
  

 .ب  
2

2 2
1

, , sin lim 1 .
N

N
n

x
x x x

n


 
      

 
 

 

 :ػ دكريٌة معرٌفة بػ2دالٌة زكجيٌة ك g لتكف (11

( ) 2 , 0 .g x x x     

 المجال  عمىgاعط  (1 ,0ثمّ ارلأم منحنارا . 

 .  تقبؿ نشرا فكرييٌا، يطمب تعيينوgاثبت أفٌ  (2

 .g نحك  الفكرييٌة تتقارب بانتظاـ عمى gاثبت أفٌ سمسمة  (3

ػ الدكريٌة 2استأمص بالمكاممة سمسمة فكريي لمدالٌة الفرديٌة  (4
 :المعرٌفة بػ

( ) ( ), 0 .f x x x x     

 ما ىي العلبقة المحصٌؿ عمييا بكاسطة دستكر بارسفاؿ؟ (5
 

 ليكف (12   0, 0,L    كفتكؿK ٌعمىة معرٌؼة دالٌة حقيقي  L ػ ب :
( ) ; ,

( , )
( ) ; .

x y x y
K x y

y x y x





 
 

 
 

عمى   ةمستمرٌ ة حقيقيٌ  دالٌة كؿٌ  نربط 0,بالدالٌة   عمىة المعرٌؼ 
 0, ًبػ : 

0

1
( ) ( , ) ( ) .y K x y x dx



 


  

 : بحيث"  مشتقٌا ثانيٌااثبت أفٌ لًػ  (1

"( ) ( ),y y   
 : تماما بالشرطيفة معرٌؼ كأفٌ 

(0) ( ),

"( ) ( ).y y

  

 




 
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 :لمٌا يككف  عيٌف عبارة (2

( ) sin , .x nx n   

 في مثبٌت y كؿٌ  أجؿ مف (3 0,ةالحقيقيٌ  الدالٌة ، نعتبر yf  ٌةالفردم، 
2  بػً ة المعرٌؼةالدكرمٌ ػ : 

 ( , ), 0, .yf K x y x   
 نحك متقاربة المكافقة كاثبت أفٌ السمسمة  الفكرييٌةyfمعاملبت  اعط

( )yf x ٌمف أجؿ كؿ ، x ٌالمجمكعيفىذيف استأمص قيمتي  . حقيقي :

*

*

1 2

2

2 2

sin sin
;

(sin )
.

n

n

nx ny
S

n

nx
S

n

















  

 

 : المعطاة تحت الشكؿf ػ الدكريٌة 2احسب مستعينا بالدالٌة  (13

 ,x     
1

( ) ,

cos
4

f x
x


 
 
 

 

: المجمكعيف
1)           1

1

1 1
( 1) ;

4 3 4 1

j

j j j






 
  

  
 

 

2)         

2

1

1 1

1 1
( 1) .

4 3 4 1

j

n j n j j

 


  

  
   

   
  

 

 :اثبت أفٌ السمسمة المثمٌثيٌة (14

*

1 1
sin sin , 0 ,

2n

ny nx
n




 


 

 . لممكاممةة دالٌة قابؿةليست سمسمة فكرييٌة لأمٌ 
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  حموؿ 4.5
 

 

 :إذا تبنٌينا الترميزة المعيكدة لممعاملبت الفكرييٌة كتبنا تبعا لذلؾ (1 (1

 

0

0

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
a f f x dx f x dx f x dx

 

 
 

 

 
   

 
   

0 0

0 0

1
( ) ( )

2

1
( ) ( ) 0.

2

f x dx f t dt

f x dx f t dt

 

 






 

 

 
   

 

 
   

 

 

 

 

 : لديناكبالمثؿ
  2

1
( ) ( )cos 2na f f x nx dx








   

  

0

0

1
( )cos 2 , ( )cos 2f x nx dx f x nx dx








 
  

 
  

 

0 0
1

( )cos 2 , ( )cos 2 ( )f x nx dx f t n t dt
 

 


 

 
    

 
  

          

0 0
1

( )cos 2 ( )cos 2 0.f x nx dx f t nt dt
 


 

 
   

 
  

 :كأأيرا يبتي بالحساب نفسو أفٌ 
*

2

1
( ) ( )sin 2 0, .nb f f x nx dx n








    

x، التحكيؿ (*)لاحظ أنٌنا استأدمنا، إلى جانب الشرط ) t   .)
 :إذا انتيجنا الطريقة نفسيا بيٌنٌا دكنما عناء أفٌ  (2

 

2 1 2 1( ) ( ) 0.n nn a f b f     

 :يثبت أفٌ  (3.2.5) بالقضيٌة (1)إفٌ إقراف النتيجة  (3
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*

2 ( ) 0; ( ) 0.n nn a f n b f       
 : يضمناف(2)ك (3.2.5)كبالمثؿ، فإفٌ القضيٌة  (4

2 1( ) 0 .n nn b f a    
 

 : لدينا عمى التكٌ (1 (2

0,nn a   

* 2

0 0 0

2 2
( )sin 2 sin sinnn b x x nx dx x nx dx x nx dx

  


 

        

 

       

1

3

3

0 ; 2 ,
4 ( 1) 1

8 1
; 2 1.

(2 1)

n
n p

n pn
p







   
   

    

 

: السمسمة المطمكبة ىي

3

8 1
sin(2 1) .

(2 1)n

n x
n 







 

 مستمرٌة عند f أفٌ الدالٌة Sنلبحظ بغية حساب المجمكع  (2
2

 .
 :يبتي بمكجب قاعدة ديريكميو

3

8 1
sin(2 1)

2 2 2(2 1)n

n
n

  


 

 
   

 



 

   3 3 3 3

8 1 1 1 ( 1) 8
1 ... ... .

3 5 7 (2 1)

n

S
n 

 
        

 
 

كمنو، 
3

.
32

S


 
 

 : لدينا بسيكلة(1 (3
* 0,nn b   

0

0

1
( ) .

2
a x dx







   
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0 0 0

2

00

2

2

2 2
( )cos 2 cos cos

2 2 sin cos
cos

0 ; 2 ,
2 ( 1) 1

4 1
; 2 1;

(2 1)

n

n

a x nx dx nx dx x nx dx

x nx nx
x nx dx

n n

n p

n pn
p

  




 

 




   

 
     

 


  

   
  

  

 

: كىك ما يعطي

2

4 1
cos(2 1) .

2 (2 1)n

x n x
n




 

  





 

 

 تتطابؽ مع fتسمح قاعدة ديريكميو بالجزـ ببفٌ .  مستمرٌةfالدالٌة  (2
 .سمسمتيا الفكرييٌة عند كؿٌ نقطة مف ميداف تعريفيا

في المجاؿ  (3 0,يمكف أف نكتب : 

2

4 1
cos(2 1) . (*)

2 (2 1)n

x n x
n




 

   





 

0xكمف أجؿ  نحصؿ عمى  :

2

4 1
.

2 (2 1)n n




 

 





 

: كمنو
2

2

1
.

(2 1) 8n n











 
 

xمع أأذ  (*)مف جية أأرل، تمكٌننا مكاممة مضاعفة لطرفي   ،
: مف الحصكؿ عمى

4

4

1
.

(2 1) 48n n











 
 

 : لدينا(1 (4
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2

0

0

1
0,

2 2

x
a dx







  

 

2 2

0 0

1 1
cos cos 0.

2 2
n

x
a nx dx x nx dx

 


 


     

 

2 2

0 0

1 1 1
sin sin .

2 2
n

x
b nx dx x nx dx

n

 


 


     

: كمنو

1

sin
( ) .

n

nx
f x

n





 

1المجمكع المعني يساكم  (2
. (1)

2
f

 
 

 

كفؽ ) تسمح دكريٌتيا.  زكجيٌةf لنبيٌف بادئ ذم بدء أفٌ الدالٌة  (5
2)  بقصر البحث عمى المجاؿ 2 ,2   . ليكفx مف  2 ,0  .
 يبتي

: عندئذ
 
 
 
 
 
 

2 2

( 2 ) ( ),

( 2 ) ( 2 ) 2 ( 2 ) 2 ( ).

f x f x

f x x x x x f x

  


             
 

: كعميو
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 2 ,0x    , ( ) ( )f x f x  , 

 نتيجة تمدٌد ببداىة إلى المجاؿ كىذه 2 ,2   .ىكذا أفٌ  نرل f  زكجيٌة .
: نأمص مف ىنا إلى أفٌ 

1, 0,nn b     

2

0

2
0, ( 2 )cos( ) .nn a x x nx dx



    
 

 

  إذا كافnغير معدكـ جاءنا : 

    2

0 0

2 sin 2
( 2 ) (2 2 )sinn

nx
a x x x nx dx

n n

 
 

        
 

2

0 0

2 cos 2 4
(2 2 ) cos

nx
x nx dx

n n n n

   
            

 

  إذا كافnمعدكما جاءنا : 
2

2

0

0

2 4
( 2 ) .

3
a x x dx




    
 

 

1 كمف الصنؼ ػ دكريٌة كمستمرٌة عمى 2 دالٌة fنلبحظ أفٌ 
C بالقطع   

تسمح مبرىنة التقارب الناظميٌ بضماف تقارب السمسمة الفكرييٌة . عمى 
 :نكتب إذف.  مجمكعا لياf كقبكليا الناظميٌ عمى 

 

2
2

2
1

2 cos
, 2 4 . (1)

3 n

nx
x x x

n






        

0xنا ذإذا أخ  حصمنا مف جديد عمى المطابقة  (1) في العلبقة
: التقميديٌة

2

2
1

1
.

6n n






 

: كلكف لدينا
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2 2 2
1 1 0

1 1 1
;

(2 ) (2 1)n n nn n n

  

  

 


   

: إذف
2 2

2
0

1 1
. ,

(2 1) 6 4 6n n





 
 


 

: أم
2

2
0

1
.

(2 1) 8n n









 

xلنبأذ في الأأير    نحصؿ عمى. (1) في العلبقة :
 

2
2

2
1

2 ( 1)
4 ;

3

n

n n





 
     

: كعميو
1 2

2
1

( 1)
.

12

n

n n





 
 

 

 :  لدينا(1 (6
2

2

0

0

1 1
( 1).

2 2

ax aa e dx e
a





 
   

2 2 2

2

0

1 1
cos .

a
ax

n n

e n
a e nx dx a

a a

 

 


   

: كمنو
2

2 2

1
.

a

n

a e
a

a n









 

: كبالمثؿ، لدينا
2 2 2

2 2

0

1 1
sin .

a
ax

n n

e n
b e nx dx n b

a a

 

 


    

: إذف
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2

2 2

1
.

a

n

n e
b

a n





 



 

: النشر المطمكب ىك

*

2 2

2 2 2 2

1 1
cos sin .

2

a a
ax

n

e e a n
e nx nx

a a n a n

 

  

  
   

  



 

 

 :يمكف بمكجب قاعدة ديريكميو أف نكتب عند الصفر (2
 

*

2 2 2

2 2

1 1 1
.

2 2

a a a

n

e e e a

a a n

  

  

  
 





 

: كمنو

*

2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
.

1 2 2 2 1 2

a a a

a a

n

a e e e

a n e a e a

  

 

 



   
    

   



 
 

 :لدينا (3

*

2

2 2 2 2

1 1 1
.

2 1 2

a

a

n

e

aa n e a










 

 



 

: كبالتالي

*

2

2 2 2 2 20 0 0

1 1 1 1 1
lim lim lim .

2 21 2 2

a

aa a a
n

e

a a th aa n e a a





 

  


   
     

    



 
 

: نذكٌر ببفٌ 

0

1 1
( ); lim ( ) 0.

3 a

a
a a a

th a a


 

  
    

: كعميو
 

*

2 2

2 2 20 0 0

1 1 1
lim lim ( ) lim ( ) .

2 3 6 62a a a
n

a
a a a

a aa n a

   
 

  


   
         

     



 

 

 :لدينا (4
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*

2 2

2 2 2

2

1
1

1 1 1
lim lim lim .

12 2 2 2 21
1

a a

aa a a
n

a

a e e

a aa n e

e

 





  

  


 
  

      
     

 




 

 

 :لدينا  (1 (7
2

0

0

1
sin 2.

2 2

x
a x dx




  

2

0

2 2

2

0 0

1
sin cos

2

1 1 1 1 4
sin sin .

2 2 4 1

n

x
a x nx dx

x n x dx x n x dx
n



 



 



   
        

   



 

 

: كبالمثؿ لدينا
2

0

2 2

2 2

0 0

1
sin sin

2

1 1 1 1 32
cos cos .

2 2 (4 1)

n

x
b x nx dx

n
x n x dx x n x dx

n



 



  



   
        

   



 

 

 : الفكرييٌة ىيfسمسمة 

*
2 2 2

1 8
2 4 cos sin .

4 1 (4 1)n

n
nx nx

n n

 
 




 

 عمى fىذه السمسمة متقاربة نحك  (2 0,2. 

xمف أجؿ  (3 نكتب : 

*

1

2

( 1)
2 4 .

4 1

n

n n







 





 

: كمنو

*

1

2

( 1) 2
.

4 1 4

n

n n





 





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 :الدينا بشبنو. fلنبدأ بالدالٌة  (8

0,nn b   

0

0

1
,

2
a x dx





  

*

2

0

2

2 2
cos (( 1) 1)

0 ; 2 ,

4 1
; 2 1.

(2 1)

n

nn a x nx dx
n

n p

n p
p



 



     




 
   



 

 :كمنو

*
2

4 1
cos(2 1) .

2 (2 1)n

x n x
n



 

  





 

: لدينا. gلنعتف بالمثؿ بالدالٌة 
0,nn b    

 

2
2

0

0

1
,

3
a x dx





   

* 2

2

0

2 4
cos ( 1) .n

nn a x nx dx
n




      

: كمنو

*

2
2

2

( 1)
4 cos .

3

n

n

x nx
n






  



 
 

 مستمرٌتاف عمى g كfلتبياف المساكاة المطركحة نلبحظ أفٌ الدالٌتيف 
,0) المجاؿ ) .  يترتٌب عف ذلؾ بفضؿ قاعدة ديريكميو أفٌ الدالٌتيف تتطابقاف

: ىكذا يبتي. مع نيايتي سمسمتييما الفكرييٌتيف

*
2

4 1
cos(2 1) , (1)

2 (2 1)n

x n x
n



 

  




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*

2
2

2

( 1)
4 cos . (2)

3

n

n

x nx
n






  



 

نلبحظ مف جية أأرل أفٌ السمسمة 
*

2

1
cos

n

nx
n




.  متقاربة ناظميٌا

نكتبيا عمى سبيؿ المثاؿ تحت . يمكف تبعا لذلؾ أف نغيٌر في ترتيب حدكدىا
: الشكؿ

* * *
2 2 2

1 1 1
cos cos(2 1) cos 2 . (3)

(2 1) (2 )n n n

nx n x nx
n n n  

  


  
  

 

: نستأرج (1)مف العلبقة 

*
2

1
cos(2 1) . (4)

(2 1) 4 2n

n x x
n

 



 
    

  



 

: نستأرج (2)كمف العلبقة 

*

2
2

2

( 1) 1
cos . (5)

4 3

n

n

nx x
n





 
  

 



 

. الأأيرة متقاربة ناظميٌا العلبقة ىذه مف الأيسر الطرؼ في الكاردة السمسمة
 :يمكف كضعيا جراء ذلؾ تحت الشكؿ

* * *
2 2 2

2
2

( 1) 1 1
cos cos 2 cos(2 1)

(2 ) (2 1)

1
. (6)

4 3

n

n n n

nx nx n x
n n n

x


  


  



 
  

 

  
   

 

: يفضي إلى (6)ك (4)تكبكب العلبقتيف 

*

2
2

2

1 1
cos 2 . (7)

(2 ) 4 3 4 2n

nx x x
n

  



   
      

  



 
 

في  (3)طرفا لطرؼ كأأذنا العلبقة   (7)ك (4)إذا قمنا بجمع العلبقتيف 
: الحسباف تكصمنا في النياية إلى أفٌ 
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*

2
2 2 2

2

1 1 1
cos (3 6 2 ).

4 3 2 2 12n

nx x x x x
n

  
 



   
         

  



 

 

 : زكجيٌة، إذفf   الدالٌة(1 (9
* 0,nn b   
 

2 2

0

0 0

1 1 2
sin sin sin ,

2 2
a x dx x dx x dx

  


  

 
    

 
   

2 2

0 0

0

2

1 1
sin cos sin cos sin cos

1
(sin( 1) sin(1 ) )

2

1
(sin( 1) sin(1 ) )

2

na x nx dx x nxdx x nxdx

n x n x dx

n x n x dx

  









 





 
   

 

    

   

  





 

 

      
2

1 ( 1) 1 ( 1) 1 2 ( 1) 1

1 1 1

n n n

n n n 

      
    

   
 

 

  
2

4 1
; 2 ,

4 1

0 ; 2 1.

n p
p

n p




 

 
  

 

 

0,2) مستمرٌة عمى f كلمٌا كانت ) تطابقت عند كؿٌ نقطة مف ىذا المجاؿ 
: مع سمسمتيا الفكرييٌة

*
2

2 4 1
sin cos 2 .

4 1n

x nx
n  

 





 

 :يمكف أف نكتب عند الصفر (2

*
2

2 4 1
sin 0 0 .

4 1n n  

  





 

: كمنو
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*
2

1 1
.

4 1 2n n







 

 :إذا ما أأذنا ىذا المجمكع في الحسباف جاءنا (3
     

2

2 2
1 1

2 4 cos2 2 4 1 2sin
sin .

4 1 4 1n n

nx nx
x

n n   

 

 


   

 
  

2 2

2 2 2
1 1 1

2 4 1 8 sin 8 sin
.

4 1 4 1 4 1n n n

nx nx

n n n   

  

  

   
  

   

 

0لنضع  (4

1

cos 2n

n

y c c nx




  . يسمح التعكيض في المعادلة

 :المعطاة بالحصكؿ عمى

2 4

0 2
1 1

2 4 1
(1 4 16 ) cos2 cos2 .

4 1)
n

n n

c n n c nx nx
n 

 

 

    


  

: كبالمطابقة يبتي

0

*

2 4 2

2
,

4 1
, .

(4 1)( 16 4 1)
n

c

c n
n n n









   

   


 

: ىكذا نجد
2 4 2

1

2 4 cos 2
.

(4 1)( 16 4 1)n

nx
y

n n n 





 
   

 

4ىذه السمسمة تتقارب كتعرٌؼ دالٌة مف الصنؼ 
Cىي حؿٌ لمعادلتنا  .

نلبحظ مف جية أأرل، أفٌ حمكؿ المعادلة المتجانسة ىي عبارة عف 
jxe كjxeمزكج لمدكاؿ  2 كj xe2 كj xe  التي ليست ،إفٌ ىذا .  ػ دكريٌة

 .yضامف لكحدانيٌة 
 

 :  لدينا(1  (10
* 0;nn b   
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0

0

1 sin
cos ,

a
a axdx

a




 
  

0

2 2

0

2
cos cos

1 2 sin ( 1)
(cos( ) cos( ) ) .

n

n

a ax nx dx

a a
a n x a n x dx

a n









 




    







 

 

1 كمف الصنؼ  ػ دكريٌة كمستمرٌة عمى f 2الدالٌة 
C بالقطع عمى 

 . تضمف مبرىنة التقارب الناظميٌ تقارب سمسمةf ٌالفكرييٌة الناظمي 
: ىكذا، نكتب.  مجمكعا لياf كتجعميا تقبؿ عمى 

 

2 2
1

sin 2 sin ( 1) cos
cos . (*)

n

n

a a a nx
ax

a a n






 




 

 
 

xمف أجؿ  (2 نحصؿ عمى  :

2 2
1

sin sin 2
cos .

n

a a a
a

a a n

 


 





 


 

: كمنو

2 2
1

2 cos 1
.

sinn

a a

a n a a










 


 

 

 : الشكميٌ مف الحصكؿ عمىgيمكٌننا اشتقاؽ  (3

2 2
1

2
'( ) .

n

x
g x

x n








 

aكببأذ  xفي السؤاؿ الثاني نجد  :

2 2
1

2 cos 1
'( ) .

sinn

x x
g x

x n x x










  


 

.  قابمة للبشتقاؽgنستأمص أفٌ الدالٌة 
 : نقكـ بحؿٌ المسبلة الككشيٌةgلتعييف 
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cos 1
'( ) ,

sin

(0) 0;

x
g x

x x

g







 


 

 

: كىك ما يمدٌنا عمى التكٌ بػ
 

sin
( ) ,

(0) 0.

x
g x Log C

x

g

  
   

 
 

 

1كعميو، 
C Log


 .إذف :

sin
; 0,

( )

0 ; 0.

x
Log x

g x x

x





  
  

  
 

 

 

tلنضع . أ (4   عمى  (*) كلنقسـ طرفي العلبقةsin حيث   

\مف   .نحصؿ عمى: 

2 2
1

1 2
.

( )n

cotg
n






  

   
 

 

t حقيقيٌا غير صحيح كاف كلمٌا كاف    كذلؾ كىك ما يأكٌؿ لنا 
: الحصكؿ عمى المتطابقة المنشكدة

2 2 2
1

1 1
\ , 2 .

n

t cotg t t
t t n





    
 

  

 

 في xلنثبت.  ب 0, كلندأؿ الدالٌة hالمعرٌفة بػ  :
 

 
1

; 0,
( )

0 ; 0

cotg t t x
h t t

t


 

 
 

 

: أفٌ  (أ)يبتي عمى ضكء العلبقة السابقة في 
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 

y 

  2 2 2
1

1
0, , ( ) 2 .

n

t x h t t
t n





  
 

 

 كلنبادؿ بيف الرمزيفx ك0لنكامؿ ىذه المتطابقة بيف 
0

x

ك 
1n





 ( كىك

 كبالتالي منتظـ عمى أمر مشركع، لأفٌ التقارب ناظميٌ عمى  0, x .)
: نحصؿ عمى

2 2 2
10 0

1 2
lim ;

x xN

N
n

t dt
cotg t dt

t t n


 
  

  
  

: كبالتالي
2

2 2
1

sin
lim 1 .

N

N
n

x x
Log Log

x n


 
    

 

 

 عنصرا مف xكلمٌا كاف  0,جاءنا  :
2

2 2
1

sin
lim 1 .

N

N
n

x x

x n


 
  

 
 

 

0xتسمح الشفعيٌة كالتبكٌد البعدمٌ مف صحٌة العلبقة مف أجؿ   بالحصكؿ 
 :عمى

 
2

2 2
1

, , sin lim 1 .
N

N
n

x
x x x

n


 
      

 
 

 

 :  لدينا عمى الفكر(1  (11
 

2 ; 0 ,
( )

2 ; 0.

x x
g x

x x

 

 

  
 

   
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  2 

 

2 x 
 

 

 

 

2) g2  دالٌة حقيقيٌة دكريٌة كمستمرٌة عمى المجاؿ  ػ ,  . إنٌيا
 :تعيٌف سمسمتيا عمى النسؽ المعيكد. قابمة لمنشر كفؽ سمسمة فكرييٌة

0,nn b   

0

0

1
( 2 ) 0,a x dx






   

   *

0 0

2 4
( 2 )cos cosnn a x nx dx x nx dx

 


 

       

 

2

2

0 ; n 2 ,
4 (1 ( 1) )

8 1
; n 2 1.

(2 1)

n
p

pn
p





  

  
  

  

: كمنو

2

8 1
( ) cos(2 1) .

(2 1)n

g x n x
n 

 





 

 

 : لديناn ككؿٌ عدد طبيعيٌ xمف أجؿ كؿٌ عدد حقيقيٌ  (3
 

2 2

1 1
cos(2 1) .

(2 1) (2 1)
n x

n n
 

 
 

 

كلمٌا كانت السمسمة 
2

1

(2 1)n
 متقاربة كانت سمسمة g الفكرييٌة متقاربة 

يمكننا كالحاؿ ىذه أف . نستأمص أفٌ ىذه السمسمة متقاربة بانتظاـ. ناظميٌا
: نضع

2

8 1
( ) cos(2 1) .

(2 1)n

g x n x
n 

 




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 الفكرييٌة ضامف لمشركعية مكاممتيا حدٌا gالتقارب المنتظـ لسمسمة  (4
: نجد في ىذا الصدد. حدٌا

3

8 1
( ) ( ) sin(2 1) .

(2 1)n

f x x x n x
n


 

   





 

 

 : الفكرييٌة ىكfدستكر بارسفاؿ الذم تحقٌقو معاملبت  (5
 

2 2

1

( ( )) .n

n

f x dx b










  

: إذف
2 2 3 4

6
0

1
( 2 ) .

(2 )n

x x x dx
n n





  




  


 

 

: يعطي إجماليٌ الحسابات
4

6
0

1 16
.

(2 ) 15n n n









 
 

 :  لنكضٌح الدالٌة (1 (12

0

0

0 0

1
( ) ( , ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

y

y

y y y y

y K x y x dx

x xy x dx y xy x dx

y y
x x dx x x dx y x dx x x dx





 

 


   
 

   
 



   

   



 

   

 

 

 قابمة للبشتقاؽ ينجرٌ عف أصائص الدكاؿ المعرٌفة بكاسطة تكاملبت أفٌ 
عمى  0, .كفضلب عف ذلؾ لدينا :
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2

0

2

1 1
'( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

y

y y

y y y x x dx y y

x dx y y x x dx y y
 

   
 

   
 

   

   



 

 

          
0

0

1
( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) .

y y y

y

x x dx x x dx x dx

x x dx x dx

 





  


 


 
    

 

  

  

 

 

 قابمة للبشتقاؽ عمى 'كبالمثؿ،  0, كيحقٌؽ مشتقٌيا " :
"( ) 0 ( ) ( ).y y y      

كعميو، .  قابمة للبشتقاؽ باستمرار مرٌتيفنستأمص عمى التكٌ أفٌ الدالٌة 
: فإفٌ مكاممة المسبلة

"( ) ( ), (*)

(0) ( ) 0, (**)

y y 

  

 

 
 

. تعيٌنو جيٌدا
 :لدينا (2

2

1
"( ) sin '( ) cos

1
( ) sin ,

x nx x nx A
n

x nx Ax B
n

 



    

   

 

: يعطي (**)الشرط .  ثابتاف حقيقيٌاف نعيٌنيما عمى ىذا النحكB كA حيث
(0) 0 ,B   

( ) 0 .A    
0Aكمنو  B  .ىكذا نجد :

2

1
( ) sin .x nx

n
  
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 : فرديٌة، إذفyfالدالٌة  (3

0,nn a   

*

0 0

2 2
( )sin ( , )sinn yn b f x nx dx K x y nx dx

 

 
     

2

0

2 2 2
( )sin ( )sin sin .

y

y

x y nx dx y x nx dx ny
n



 
 

      

: السمسمة المنشكدة ىي

*

*

2

1
( ) 2 sin sin .y

n

n f x ny nx
n

   


 
  

كلمٌا كانت . إلى جانب ىذا، نلبحظ أفٌ ىذه السمسمة متقاربة ناظميٌا عمى 
yf 2 دالٌة ػ دكريٌة كمستمرٌة عمى  ,  ٌاستنتجنا أف yf  تتطابؽ عند

.  مع سمسمتيا الفكرييٌة مف xكؿٌ 
 :لدينا تكٌا (4

1

( ) ; ,
1 2

( )
2

( ) ; .
2

y

x
y x y

S f x
y

x y x






 

  
  


 

 

xكفي الأأير، إذا ما أأذنا yحصمنا عمى  :
2

1
( ) ( ).

2 2
x

x
S f x x   

 

 يمكف عمى ضكء . f  لنحسب المعاملبت الفكرييٌة المثمٌثيٌة لمدالٌة (1  (13

 : ككف ىذه الأأيرة زكجيٌة أف نكتب
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0

1, 0;

2 cos
0, .

cos
4

n

n

n b

nt
n a dt

t



  

  




 

 

0لنثبٌت  n . يبتي بكضع
4

t
u  :

4

0

8 cos(4 )
.

cos
n

nu
a du

u




 

 
 

)لنبحث بعد ىذا عف علبقة تراجعيٌة عمى المتتالية  )n na  ( حساب ىذه
: (المعاملبت المباشر عسير

4

1

0

8 cos(4 ) cos(4( 1) )
1,

cos
n n

nu n u
n a a du

u





 
   

 
 

           
4

0

8 2sin((4 2) )sin 2

cos

n u u
du

u



 

 

 

              

4

0

32
sin((4 2) )sinn u udu



  
 

 

    
4

0

16
cos((4 3) ) cos((4 1)n u n u du



    
 

 

       
sin (4 3) sin (4 1)

16 4 4

4 3 4 1

n n

n n

     
     

      
   
 
 

 

    
8 2( 1) 1 1

.
4 3 4 1

n

n n

  
  

   
 

: إذف
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0

1

8 2 1 1
0, ( ) ( 1) .

4 3 4 1

n
j

n

j

n a a f
j j

 
      

   
 

 

: لدينا بشبنو. 0aبقي لنا أف نحسب 
4 4

0

0 0

8 8
tan

cos 2 4

8 3 8
tan (1 2)

8

du u
a Log

u

Log Log

 

  
    
    

 
   
  

 

: إذف

1

8 8 2 1 1
0, (1 2) ( 1) (1)

4 3 4 1

n
j

n

j

n a Log
j j

 
       

    
 

 

f 2 دالٌة ػ دكريٌة كمستمرٌة عمى  . نأمص مف ىذا إلى أفٌ فرضيات
2كعميو، فإفٌ السمسمة . علبقة بارسفاؿ متكفٌرة

0

n

n

a


 متقاربة، كىك ما يضمف 

lim 0n
n

a


 . الآف بالحصكؿ عمى (1)تسمح لنا العلبقة: 

 

1

1

1 1 (1 2)
( 1) . (2)

4 3 4 1 2

j

j

Log

j j






  
   

  
 

 

 :نمجب مف جديد إلى علبقة بارسفاؿ لنكتب (2

 
2

2

2
21

16 1 1
(1 2) . (3)

2 2
cos ( )

4

n

n

dt
Log a

t



 

  
 

  

: باستنتاج (2)ك (1)مف جية أأرل، تسمح العلبقتاف 

1

1

8
(1 2)

8 2 (1 2) 1 1
( 1)

4 3 4 12

n

j

j n

a Log

Log

j j




 

  


  
           


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: كعميو
2

2 1

2
1

128 1 1
0, ( 1) .

4 3 4 1

j

n

j n

n a
j j




 

  
           
 

: نستقي (3)مف العلبقة 

 

2

1

1 1

2 2

2
2

1 1
( 1)

4 3 4 1

1 32
(1 2) .

128
cos ( )

4

j

n j n j j

dt
Log

t

 


  





  
    

   

 
 

   
  
 

 



 

: كلكف

2

4 tan 8,
4

cos
4

dt t

t





 
  
 

 

: إذف
 

2
2

1

1 1

(1 2)1 1
( 1) .

4 3 4 1 16 4

j

n j n

Log

j j

 


  

   
     

   
  

 

    ميما يكف متقاربة المعتبرة السمسمة ، تككف1قاعدة آبؿ بمقتضى (14

 كمع ذلؾ، فيي ليست سمسمة فكرييٌة لأيٌة دالٌة قابمة . xالحقيقيٌ  العدد

كفعلب، فمك افترضنا جدلا أنٌيا سمسمة فكرييٌة لدالٌة قابمة لممكاممة . لممكاممة
fأمكننا، بفضؿ متراجحة بيساؿ، الحصكؿ عمى  :

2

2 2 2 2

1 1 1 1 1
... ... ( ( )) .

1 2 3
f x dx

n



   






       

                                           
39. Niels Henrik Abel : بفريندك كمات في1802 أكت 5رياضيٌاتيٌ نركيجيٌ، كلد في  

.بحث في المعادلات الدالٌبٌة كالتكامميٌة.  بفركلاند1829  أفريؿ 6  
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يترتٌب عف ذلؾ أفٌ طرؼ . كذلؾ 2f  قابمة لممكاممة أضحتfكلمٌا كانت 
ىذه المتراجحة الأيمف منتو بينما طرفيا الأيسر ليس كذلؾ مف أجؿ 

0 2 1  .إنٌو التناقض المرتقب .
 

 

   مسائؿ لمبحث5.5
 

 

 المجاؿ في أدناه، الدكريٌةػ  2لمدكاؿ  فكريي سلبسؿ ىات  (15
( , )  
: مجاميع السلبسؿ المكافقة عند نقاط التقطٌع ككذا طرفي المجاؿ ثٌـ عيٌف

1

; 0,
( )

; 0 ,

ax x
f x

bx x





  
 

 
 

) :اعتبر الحالتيف الأاصٌتيف) , ) (0,1)a b  ك( , ) (1,2)a b )؛ 

4( ) .f x chax 3( ) sin ;f x ax 2( ) ;axf x e 
 .مف  a حيث 

 

 عمى المعطاتيف g كf النشريف كفؽ سمسمة فكرييٌة لمدالٌتيف عيٌف (16
 : النحك

3

2

1
( ) sin ; ( ) .

1 cos
f x x g x

x
 


 

 

 يفتجيبيٌة لمداؿٌ  غير الكاممة كفؽ دكاؿ الفكرييٌة السلبسؿ ىات (17
 :يفتاليتاؿ

2

1( ) , 0 ;f x x x    
3

2( ) , .f x x x     
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ػ  2 دالٌة مف الصنؼ كfتاثبت أنٌو إذا كاف  (18
 ا فإفٌ معاملبتوةدكرمٌ 

 .الفكرييٌة تؤكؿ نحك الصفر في ما لا نياية
  

,0)  عمى المجاؿةالمعرٌؼ f انشر كفؽ سمسمة تجيبيٌة، الدالٌة  (19 ) 

 :بػً

2

; 0 ,
4 2

( )

; .
4 4 2

x x

f x

x x

 

  



 

 
   


 

 

) انشر كفؽ سلبسؿ تجيبيٌة، عمى المجاؿ (20 , ) الدكاؿ التالية ،: 

1

1 ; 0 ,
( ) ,

1 ; ,

x h
f x

h x 

 
 

  
 

2( ) sin ,f x x x  

3

cos ; 0 ,
2

( )

cos ; .
2

x x

f x

x x







 

 
  


 

 

 :نعتبر الدالٌة (21

2 2 2( ) ( ) , ( , ).f x x x      

 :تبكٌد مف أفٌ  (1

( ) ( )f f   )' ؛  ) '( )f f   )" ؛  ) "( ).f f    

)  عمىfىات نشر فكريي لمدالٌة  (2 , ) . 

 :احسب المجمكع (3

4 4 4 4

1 1 1 ( 1)
1 ... ...

2 3 4 ( 1)

n

S
n


      


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 :يفتيف الدكرمٌ ت ىات سلبسؿ فكريي عمى المجالات المكافقة لمداؿٌ (1 (22

 1( ) , 1,1 ,f x x x     
   *

2( ) , , , ( ).xf x e x h h h      

 :ىات سلبسؿ فكريي التجيبيٌة في الحالتيف المكاليتيف (2

3

1 2( ) 1, 0 1; ( ) , 0 1.f x x f x x x      
 

 عمى ىذا ةالمعرٌؼ f كفؽ سمسمة فكرييٌة تجيبيٌة لمدالٌة  ىات النشر(1 (23
 :المنكاؿ

; 0 ,
3 3

2
( ) 0 ; ,

3 3

2
; .

3 3

x

f x x

x

 

 

 



 




  


  


 

 .ادرس التقارب البسيط كالتقارب المنتظـ لمسمسمة المطمكبة (2

 

 :بحيث ةدكرمٌ ػ  2دالٌة  f كفتؿ (24

2( )
( ) , 0 2 .

4

x
f x x





   

 . البيانيٌ fارسـ منحنى  (1

 . الفكرييٌةfعيٌف سمسمة  (2

 :احسب مجاميع ىذه السلبسؿ (3

* * *
2 2 4

1 ( 1) 1
; ; .

n

n n nn n n  


  
  

 

 

f:كف تؿ  (25    2دالٌة  كزكجيٌة بحيث ةدكرمٌ ػ: 
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1 ; 0 ,
2

( ) 0 ; ,
2

1 ; .
2

x

f x x

x









 




 


  


 

 . الفكرييٌةfاحسب معاملبت  (1

 . الفكرييٌةfادرس تقارب سمسمة  (2

 :استنتج مجاميع السلبسؿ التالية (3

*
2 2

( 1) 1 1
; ; .

2 1 (2 1)

p

p p pp p p  



 
  
  

  
 

f:كف تؿ  (26    2دالٌة  كفرديٌة بحيث ةدكرمٌ ػ: 

; 0 ,
2

( )

; .
2

x x

f x

x x




 


 

 
   


 

 . الفكرييٌةfاحسب معاملبت  (1

 . الفكرييٌةfادرس تقارب سمسمة  (2

 :استنتج مجاميع السلبسؿ التالية (3

* *
2 2 4 4

1 1 1 1
; ; ; .

(2 1) (2 1)p pp pp p p p   
   
  

 

 

)في  للبشتقاؽة قابؿة دكرمٌ ػ  2دالٌة  fكف تؿ  (27 , )  كمحقٌقة 
( ) ( )f f   . ٌنفترض أفٌ المشتؽ 'f مستمرٌ عمى ( , ) . 

10اثبت كجكد ثابت  (1 C يحقٌؽ: 
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1

*

1

,

,

n

n

C
a

n
n

C
b

n




  
 


 

حيث 
naك 

nb تمثٌؿ معاملبت فكريي لًػ f. 

) المجاؿ عمىة كمستمرٌ ة مكجكد f" افترضنا أفٌ  إذا (2 , )  
20 حينئذ كجكد ثابت فاثبت C يحقٌؽ: 

2

2
*

2

2

,

.

n

n

C
a

n
n

C
b

n




  
 


 

 ثاف بمشتؽٌ  ةكمتمتٌع ةدكرمٌ ػ  2  دالٌةf تأنٌو إذا كاف استأمص (3
 . الفكرييٌة تككف عندئذ متقاربة ناظميٌاامستمرٌ، فإفٌ سمسمتو

 

 :الدكريٌة المعرٌفة بػ ػ 2 انشر كفؽ سمسمة فكرييٌة الدالٌة الفرديٌة ك(1 (28

 ( ) , 0, .f x x x   

 الدكريٌة  ػ 2استأمص بالمكاممة النشر الفكرييٌ لمدالٌة الزكجيٌة ك (2

 :المعطاة بػ

 2( ) , 0, .g x x x   
)برىف أنٌو إذا كانت النقطة  (3 , )x y داأؿ المربٌع المحاط 

x بالمستقيمات  y     ٌفإف : 

1

2 2

sin 2 sin 2 sin sin
sin sin ... ( 1) ...

2 2

nxy x y nx ny
x y

n

     
 

* عنصرا مف a ليكف  (29

ك f 2 دالٌة حقيقيٌة دكربٌة بحيث ػ: 

( ) ; ,
( )

0 ; .

sh ax x
f x

x

 



  
 


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 . الفكرييٌةfاحسب معاملبت  (1

 :استأمص أفٌ  (2

2 2
0

( 1) (2 1)
.

(2 1)
4

2

p

p

p

ap a
ch









 


   
 
 

 

 :برىف أفٌ  (3

0

cos
.

2
2

ax
dx

achx
ch





 
 
 

 

 

دكربٌة  ػ 2 دالٌة حقيقيٌة f عددا حقيقيٌا مكجبا تماما كa ليكف  (30
1 معطاة عمى النحك

. ( )
cos

f t
cha t




 
 . الفكرييٌةfاحسب معاملبت  (1

 :استنتج أفٌ  (2

0

cos
( 1) .

cos

na
nnt e

dt
cha t sha






 
 

 

 :حؿ المعادلة التفاضميٌة.  عددا حقيقيٌاk ليكف  (31

2

2
1

cos
" .

n

nx
y k y

n





  
 

حؿ، مستعملب حلٌب أاصٌا تحت شكؿ سمسمة فكرييٌة، المعادلتيف  (32
 :التفاضميٌتيف

 

(4) . أ 5 " 4 sin 2 ,y y y x   
" . ب max(sin ,0).y y x  
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6 
 

مدخؿ إلى ننرية المؤثمّرات 
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ة الأطٌيٌ  بالإشارة إلى أفٌ الأمر يتعمٌؽ بالتطبيقات  نستيؿٌ ىذا الفصؿ
 كىيمبرتيٌة عمكما نظيميٌة فضاءات كمستقرٌاتيا منطمقاتيا تككف سكؼ .أساسا

 نعني فإنٌنا ،K حقؿ عمى نظيميٌيف فضاءيف Fك E كاف فإذا .أصكصا
 نطمؽ أأرل، كبعبارة .F نحك Eمف  أطٌيٌ  تطبيؽ كؿٌ  "مؤثٌر" بالمصطمح

)لفظ مؤثٌر عمى كؿٌ عنصر مف  , )L E F. 
 

) عمى الدراسة ىذه سنحصر , )E FL. سبيؿ عمى ذلؾ، يسمح كسكؼ 
 ىذه مثؿ لدل كالمحدكديٌة تطابؽ مفيكمي الاستمرار باستغلبؿ المثاؿ،

 عنصرا ببفٌ  نذكٌر أف ببس لا . الثانيالفصؿ في ذلؾ فصٌمنا كما التطبيقات،
)مف  , )L E F مف  يككف محدكدا إذا نقؿ كؿٌ جزء محدكدEجزء  إلى 

ذا. F مف محدكد  فإفٌ  كرة في محتكل محدكد جزء كؿٌ  أفٌ  استحضرنا كا 
 محدكد جزء  إلىEمف  كرة كؿٌ  حكٌؿ إذا  يككف محدكداuما  أطٌيٌا تطبيقا
 :يترجـ ىذا المفيكـ عمميٌا بكاسطة الصيغة المكالية. Fفي 

 

uمحدكد عمى  E         0/ : ( )C x E u x C x      

 .uكىك بالضبط ما يفيد استمرار 

 

 

 
 مقموب مؤثمّر والقابميمّة لمقمب  1.6

 

 

 تقريؼ  1.1.6
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K ( حقؿ عمى بناأيٌيف  فضاءيفF كEليكف  K  أك) كu 
 عكسو ككاف تقابميٌا كاف إذا لمقمب قابؿ إنٌو u عف نقكؿ .أطٌيٌا تطبيقا
 .1u كالمعتاد بػً uنرمز لمقمكب  .مستمرٌا

 uتمتٌع  فٌ  لأذلؾ أاصٌا؛ إفٌ ىذا التعريؼ يستدعي أف نعيره اىتماما
 تفرض الأأيرة فيذه .لمقمب القابميٌة أاصيٌة امتلبؾ لو يأكٌؿ لا 1u بمقمكب
)إلى   منتميٌا1u أف يككف , )F EL .،أطٌيٌا فإفٌ تطبيقا كبتعبير أكضح u 

مٌا تقابميٌا ككنو لعدـ إمٌا لمقمب قابلب يككف لا  مقمكب ذا تقابميٌا لككنو كا 
 .غير مستمرٌ 

 

 مثالاف  2.1.6
 كاف التطبيؽ نظيميٌا  فضاءEكاف  إذا (1

 .لمقمب بكؿٌ بداىة قابلب  عندئذEidالمطابؽ 

2ليكف  (2 ( )E   ك uمف  تطبيقا معرٌفا E نحك 
E بػ : 

1 2 32 1

1 1 1
( ) , , ,..., ,... ,

2 2 2
nn

u x x x x x


 
  
 

 

1حيث  2( , ,..., ,...)nx x x x .أفٌ  مف الكاضحu  ٌنكاتو أطٌيٌ، فيك. تقابمي 
 مبسٌطة إلى 0كتتمتٌع المعادلة .، ممٌا يجعمو متباينا ( )u x y  ٌبالحؿ 

 2 1

1 2 3,2 ,2 ,...,2 ,...n

nx y y y y،  كىك ما يضمف غمرu.كلدينا مف  
 :أأرل جية

 1 2 1

1 2 3( ) ,2 ,2 ,...,2 ,... ;n

nu x x x x x  

 .إنٌو غير مستمرٌ إذف .E عمى ةدالٌة غير محدكد 1uما يظير أف  كىك 
 . غير قابؿ لمقمبuنستأمص أفٌ 
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 :اتٌضح لنا أفٌ  (3.4.2)إذا استندنا إلى مبرىنة التشاكؿ لبناخ 
 

 نتيمة  3.1.6
) تقابلب مف u فضاءيف بناأيٌيف كF كEإذا كاف  , )E FL ٌفإف ،u 

 .يضحى عندئذ قابلب لمقمب
 .المقمكب كاستمراره تضمف كجكد إلييا كبالفعؿ، فإفٌ المبرىنة المشار

 

 مبرىنة  4.1.6
)مف   مؤثٌراuك  بناأيٌاEإذا كاف  )EL  1بحيثu  فإفٌ المؤثٌر 

Eid u  ًيقبؿ القمب كيككف مقمكبو معطى بػ: 
1

0

( ) .k

E

k

id u u






  

) ىنا، لمتطبيؽ المطابؽ في الجبر البناأيٌ Eidيرمز  )EL. 
 

 إثبات
 : يككف لدينا مف nمف أجؿ كؿٌ 

0 0

.
kk

k k

u u
 

 

  

1uالقيد  كعميو، فإفٌ   تقارب السمسمة  يضمفk

k

uعنو ينجرٌ  ، ممٌا 

k السمسمة تقارب

k

u  أفٌ  كبما .كذلؾ E  ٌالسمسمة  تقارب فإفٌ   بناأي 

kالأأيرة يستمزـ أفٌ مجمكع السمسمة 

k

u ٌجية كمف .  مؤثٌر أطٌيٌ مستمر

:  نكتبnعدد طبيعيٌ ، مف أجؿ كؿٌ لأأر
1

0 0

( ) ( ) .
n n

k k n

E E E

k k

id u u u id u id u 

 

      
 

: ، كعمما ببفٌ  إلى nبالانتقاؿ إلى النياية لمٌا يؤكؿ 
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11 0,
nn

n
u u




  

 :نصؿ إلى أفٌ 

0 0

( ) ( ) .k k

E E E

k k

id u u u id u id
 

 

     

 : كمنو
1

0

( ) .k

E

k

id u u






  

 

 مبرىنة  5.1.6
)عنصرا قابلب لمقمب مف uفضاءيف بناأيٌيف ك Fك E ليكف , )E FL.  
)مف  مؤثٌرا vكاف  إذا , )E FL بحيث :

1
1 ,v u


 

u المؤثٌر فإفٌ  vيقبؿ القمب . 
 

 إثبات
: نلبحظ في البداية أفٌ 

1( ).Eu v u id u v   

1 أفٌ  نبيٌف أف يكفي كعميو،

Eid u v إذا .المطمكب لضماف لمقمب قابؿ 
 استندنا إلى المبرىنة السابقة، حصمنا عمى القابميٌة لمقمب لممؤثٌر

1

Eid u v 
1بمجرٌد أف يككف  1u v  .لديناكبالفعؿ. إفٌ ىذا الشرط متكفٌر ،: 

 

1 1 1.u v u v   

 

 نتيمة  6.1.6

) مف مفتكحا جزءا تؤلٌؼ لمقمب القابمة المؤثٌرات مجمكعة إفٌ  , )E FL. 
 

 إثبات
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) لنرمز ليذه المجمكعة بػً , )E FL
I .مفتكحة فمكي تككف ىذه الأأيرة 

 الاعتيادية لمطبكلكجيا بالنسبة عناصرىا لكؿٌ  جكار أنٌيا نبيٌف أف يكفي
بالنظيـ  الممحقة

( , )E F
.

L
. 

) مف مؤثٌرا uليكف  , ).E FL
I. المفتكحة الكرة تككف  1

1,B u u


 
 ىذه مف  عنصراvكاف  كفعلب، إذا. لمقمب مف عناصر قابمة مشكٌمة عندئذ

 :الكرة كتبنا مف أجمو
1

1 .u v u


  
u المؤثٌر أفٌ  يتبيٌف أعلبه لممبرىنة كطبقا  v  يككف، كعميو .لمقمب قابؿ 

v v u u   نستأمص أفٌ .قابلب لمقمب  :
 

 1
1,B u u


  ( , ).E FL

I ( , )E Fu 
L

I 

)إذف  , )E FL
Iجكار لكؿٌ نقاطو، كبالتالي فيك مفتكح . 

 

 

 المؤثمّر القريف  2.6
 

 

 تقريؼ  1.2.6
 .F نحك Eمف   تطبيقا أطٌيٌاuك ىيمبرتيٌيف  فضاءيفF كEليكف 

 : بػً E نحك F المعرٌؼ مف v التطبيؽ u قريفنسمٌي 
( , ) ( ), , ( ) .F Ex y E F u x y x v y        

, كبػ u*  بػvًنرمز لًػ  E ك , F عمى   لمجداءيف السمٌميٌيف المعرٌفيفE 
 كاحد برمز بأصكص الجداءيف السمٌميٌيف  نحتفظسكؼ .التكالي  عمىFك

, حالة كؿٌ  في منيما عمى القارئ التعرٌؼ عمى المعني كيككف  للئثنيف 
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   !كحيف
 

 قفية  2.2.6
 . تطبيؽ أطٌيٌ u* إفٌ القريف

 

 إثبات
 : نكتبE مف x كF مف z كyمف أجؿ كؿٌ 

*

* * * *

, ( ) ( ), ( ), ( ),

, ( ) , ( ) , ( ) ( ) .

x u y z u x y z u x y u x z

x u y x u z x u y u z

            

         
 

 :كمنو
* * *( ) ( ) ( ).u y z u y u z   

 :K مف كبالطريقة نفسيا، نكتب مف أجؿ كؿٌ 
* * *, ( ) ( ), ( ), , ( ) , ( ) .x u y u x y u x y x u y x u y                  

 :كعميو
* *( ) ( ).u y u y  

.  أطٌيٌ u* إذف 
 مف الأصائص الكثيرة كاليامٌة التي يتمتٌع بيا القريف نذكر جممة منيا

 :ىذه الػ  في
 

 قفية  3.2.6
)  مفv كuفمف أجؿ كؿٌ .  فضاء ىيمبرتيٌاEليكف  )EL  ٌككؿ  مف 

K يككف لدينا: 
1) * * *( ) ,u v u v   

2) * *( ) ,u u  

3) * * *( ) ,u v v u  

4) * .E Eid id 
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ذا كاف   : قابلب لمقمب فإفٌ قرينو يككف كذلؾ، كبالأصكص لديناuكا 

5) * 1 1 *( ) ( ) ,u u  

6) * *( ) ,u u 

7) * .u u 

 

 إثبات
 :يككف لدينا عندئذ. E مف y كxمف أجؿ كؿٌ  (1

*

* * * *

, ( ) ( ) ( )( ), ( ), ( ),

, ( ) , ( ) , ( ) ( ) .

x u v y u v x y u x y v x y

x u y x v y x u y v y

            

         
 

 :كمنو
* * *( ) ( ) ( ) ( ), ,u v y u y v y y E     

 .كىك ما يردٌ عمى التساؤؿ الأكٌؿ
 .القريف كجكد مسبلة عف الطرؼ غضضنا أنٌنا إلى ىنا بالإشارة لنعجٌؿ

 بيذا نيت ٌـ سكؼ. فييا الكارد القرائف كؿٌ  كجكد تفترض الحاضرة فالقضية
 .الجانب في المبرىنة الآتية

: لدينا بالمثؿ (2
* * *, ( ) ( ) ( )( ), ( ), , ( ) , ( ) .x u y u x y u x y x u y x u y                  

: كمنو
* *( ) ( ) ( ), ,u y u y y E    

(. 2)كىك ما يضمف 
 :لدينا (3

 * * * *

* *

, ( ) ( ) ( )( ), ( ), ( ) , ( )

, ( )( ) .

x u v y u v x y v x u y x v u y

x v u y

          

  

 


 

 :كمنو



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   347 

* * *( ) ( ) ( )( ), ,u v y v u y y E    
*أم أفٌ  * *( )u v v u . 
 :لدينا (4

*, ( ) ( ) ( ), , ( ) .E E Ex id y id x y x id y        
: كمنو

*( ) ( ) ( ), ,E Eid y id y y E   
 (.4)كىك ما ينيي 

 إذا كبالفعؿ، (.4)ك (3) باستأداـ النتيجة ىذه نستأمص (5
1v كضعنا u حصمنا عمى (4)كاستعنٌا بػ  (3) في: 

 
*

1 * 1 * *( ) ( ) .E Eu u u u id id     
: قمفك

* 1 1 *( ) ( ) .u u  
 :E مفy كxكما كاف الشبف سابقا نكتب مف أجؿ كؿ  (6

 
*

* *( ) ( ), ( ) , ( ) ( ), .u x y x u y u x y        
: كعميو

 
*

*( ) ( ) ( ), ,u x u x x E   
. (6)كىك ما يأتـ 
 . فإفٌ المبرىنة التالية تتضمٌنو (7)أمٌا البند 

 
 

 

 مبرىنة  4.2.6
 :يككف لدينا عندئذ.  فضاءيف ىيمبرتيٌيفF كEليكف 
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) مف uلكؿٌ عنصر  (1 , )E FL 

)قريف كحيد في  , )F EL. 

)التطبيؽ  (2 , ) ( , )E F F E :L L المعرٌؼ بػ  : 

*( ) ,u u  

 .تقايس نصؼ أطٌيٌ 
 

 إثبات
E كF عنصرا مف yليكف  (1 K: تطبيقا معرٌفا 

 :بػ 

( ) ( ), .x u x y                      

 كاضح فيك. E'الطبكلكجيٌ  الثنكم  عنصر مفببفٌ  الجزـ السيؿ مف
 :الأطٌيٌة، كما أنٌو مستمرٌ إذ أفٌ 

( , )
( ) ( ), ( ) .

F F E F
x u x y u x y u y x     

L
 

 E  فيa، عنصر كحيد (16.3.4) ريس مبرىنة كبمقتضى يكجد عندئذ،
 :بحيث

( ) ( ), , .x u x y x a       
)*لنضع  )a u y .نكتب حينئذ: 

*( ), , ( ) .u x y x u y     
 ،(2.2.6)القضية  في ذلؾ كما سبؽ أطٌيٌ  تطبيؽ u* يبتي عمى الفكر أفٌ 

 :كىك مستمرٌ كذلؾ إذ أفٌ 
*

'
1 1

( ) sup ( ), sup ( ) .
E E

FE E F FE
x x

u y a u x y u x y
 

      

 :كمنو
*

( , )
( ) .

E F FE
u y u y

L
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  الأكٌؿ كالثاني مف القضية أعلبهيفإفٌ البند (2
 ذاتيا كما أفٌ البند الثالث مف القضية. نصؼ أطٌيٌ   أفٌ  يفيداف بالضبط

) مؤثٌرا مف v إذا كاف كفعلب، .غامرا يجعمو , )F EL 

)* فإنٌو يكجد مؤثٌر )v uمف  ( , )E FL بحيث: 
* * *( ) ( ) .u u v v    

 

* نبيٌف أفٌ  أتاما ليذا البرىاف

( , )( , ) E FF E
u u

LL
 لنا ، كىك ما يضمف

 .السابقة القضية مف السابع متباينا كمتقايسا؛ كبذلؾ يتحقٌؽ الفرع  ككف
 :لدينا آنفا

*

( , )
( ) .

E F FE
y F u y u y  

L
 

 :كمنو
*

( , )( , )
. (*)

E FF E
u u

LL
 

 :لنضع مف جية أأرل
0

1
( ),

( )
F

y u x
u x

 

) مع Eلًػ  الكحدة  عنصر مف كرةxحيث  ) 0u x . عند نكتب أف يمكف 
 :ذلؾ

* * *

0( , )
1 1 1

sup ( ) sup sup ( ), ( ) .
F F E

FF E E E
y y x

u u y u x y u y
  

 
     

 
L

 

 :أم أفٌ 
*

( , )( , )
1 1

1
sup ( ), ( ) sup ( ) .(**)

( )
E E

F E FF E
x x

F

u u x u x u x u
u x 

    
LL

 

 

ذا أقرنٌا النتيجتيف   .حصمنا عمى المساكاة المنشكدة (**)ك (*)كا 
 

 أمثمة  5.2.6
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 مف Eidالتطبيؽ المطابؽ  (1
( )ELيتمتٌع بنفسو قرينا لو . 

 كلنبحث عف قريف المؤثٌ F مف b كE مف aليكف  (2
 : ر

: ( ) , .u x u x x a b   
)  عنصر مفu كاضح أفٌ  , )E FL .لنعيٌنو .كحيد بقريف إذف، فيك يتمتٌع .
 :لدينا تعريفا

*( , ) ( ), , ( ) .x y E F u x y x u y        
 :كعميو

*

( ), , , , ,

, , , ( ) .

E Eu x y x a b y x a b y

x b y a x u y

          

       
 

 :إذف
*( ) , .u y b y a   

ليكف  (3  0,1 ,E  C ٌمزكٌدا بالجداء السمٌمي : 

1

0

, ( ) ( )f g f t g t dt    

مف   دالٌةKكف تكؿ    0,1 0,1 , C المنتظـ التقارب بنظيـ المزكٌد. 
 : التطبيؽنعرٌؼ

   : :u E E 
1

0

( ) / ( )( ) ( , ) ( ) .f u f u f x K x t f t dt  

)عنصر مف  uمف السيؿ التبكٌد مف أفٌ  )EL. فيك يرث أطٌيٌتو عف 
 :التكامؿ كاستمراره نابع مف ىذا الحساب
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2
1 1 1

2

0 0 0

2
1 1

0 0

( ) ( )( ) ( , ) ( )

( , ) ( )

E
u f u f x dx K x t f t dt dx

K x t f t dt dx

 
  
 
 

  
   
   

  

 

 

                    
   

2
1 1

( , ) 0,1 0,1
0 0

sup ( , ) ( )
x t

K x t f t dt dx
 

  
   
   
  

       

1 1
2

( , ) 0,1 0,1 ( , ) 0,1 0,1
0 0

sup ( , ) ( ) sup ( , ) .
E

x t x t

K x t f t dt dx K x t f
   

 
  

 
  

 :نكتب E مف g كf مف أجؿ. لنعيٌف قرينو
1 1

* *

0 0

1 1

0 0

( ), ( ), ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( , ) ( ) ( ) .

u f g f u g f t u g t dt u f x g x dx

K x t f t dt g x dx

      

 
  

 

 

 

      

:  المتعمٌقة بالتكاملبت المضاعفة يبتي1كبمقتضى مبرىنة فكبيني

 
1 1

0 0

1 1 1

*

0 0 0

( ), ( , ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )( ) .

u f g K x t g x dx f t dt

f t K x t g x dx dt f t u g t dt

  

 
  
 
 

 

  

 

 : معرٌؼ بػً u* يتبيٌف مف ىذا الحساب أفٌ القريف
1

*

0

( ) / ( )( ) ( , ) ( ) .g u g u g t K x t g x dx  

 قفية  6.2.6
                                           

19) Guido Fubini  : شرع .  بنيكيكرؾ1943  جكاف 6 في بنيسيا كمات في 1879 جانفي 19رياضيٌاتيٌ إيطاليٌ، كلد في
ٌـ كسٌع حقؿ اىتمامو ليشمؿ اليندسة التفاضميٌة كالمعادلات التفاضميٌة كالدكاؿ  تحت تبثير مف قبؿ ديني في بحكث في اليندسة ث

. لتحميميٌة
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) عنصرا مف uفضاءيف ىيمبرتيٌيف ك F كE إذا كاف , )E FL،  ٌفإف: 
1) *(Im ) ,u Ker u  

2) *(Im ) .u Ker u  
 

 إثبات
 :لدينا

*

* *

(Im ) ( ), 0

, ( ) 0

( ) 0 .

y u u x y x E

x u y x E

u y y Ker u

      

     

   

 

 

 (.1)كمنو المساكاة 
 .تعالج المساكاة الثانية بالطريقة نفسيا

 

 نتيمة  7.2.6
) مؤثٌرا مف u فضاءيف ىيمبرتيٌيف كF كEليكف  , )E FL. 
 (التكالي  عمىEفي ) Fفي كثيفا ( عمى التكاليImu*) Imuيككف 

 .متباينا ( عمى التكاليu )u* كفقط إذا كاف إذا
 

 إثبات
مساكية  تضحى نكاتو فإفٌ  متباينا u* كاف كبالفعؿ، إذا 0. كبذلؾ 

 :أعلبه الأكلى المساكاة تصبح
 (Im ) 0 .u   

 :كعميو
 (Im ) Im 0 .u u F

    

 

:  كتبناF كثيفا في Imuكبالعكس، إذا كاف 
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 Im Im (Im ) 0 .u F u u F
       

 

. لمأتـ (6.2.6)يكفي استحضار العلبقة الأكلى في 
 

 

 تقريؼ  8.2.6
) مف مؤثٌرا uك ىيمبرتيٌا  فضاءEليكف  )EL. عف نقكؿ u إنٌو 
 فد ىيرميتيمّ  إنٌو u كنقكؿ عف إذا طابؽ قرينو؛ (أك قريف نفسو) ىيرميتيمّ 

 :حقٌؽ إذا
* .u u  

 ىيرميتيٌا كاف إذا مكجب ىيرميتيٌ  إنٌو u عف نقكؿ الأأير، كفي
 :كمحقٌقا

( ), 0.x E u x x     
 

 أمثمة  9.2.6

) في Eid المطابؽ المؤثٌر (1 )EL  ٌمكجب ىيرميتي 
id* فٌ  لأذلؾ id ك :

( ), , 0.x E id x x x x         
 

 كيككف .ىيرميتيٌ   حقيقيٌة نسبة ذم u تحاؾ كؿٌ  (2
0إذا كاف  مكجبا ىيرميتيٌا . كفعلب، لدينا *u u ك :

 

( ), , , 0.x E u x x x x x x            
 

 (6.2.6) الطائفة مف الثالث المثاؿ في الكارد المؤثٌر (3
 .ة حقيقيٌ K الدالٌة تكاف إذا ىيرميتيٌاف يكك

)مف  uكاف  إذا (4 )EL المؤثٌرات كانت: 

* * *; ( ); ,u u i u u u u   
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 :لدينا بداىة .حينئذ ىيرميتيٌة
* * * ** *( ) ,u u u u u u      

* * * ** *( ( )) ( ) ( ),i u u i u u i u u       
* * ** * *( ) .u u u u u u     

 

 ىيمبرتيٌ  فضاء مف مغمقا شعاعيٌا فضاء F كاف إذا (5

E  ٌالعمكدمٌ  الإسقاط فإفFP عمى Fتيٌام يككف مؤثٌرا ىيرـ. 
:  يككفE مف y كxكبالفعؿ، نعمـ أنٌو ميما يكف 

( ) ( );F F
x P x P x  ( ) ( ).F F

y P y P y   

 :كعميو
( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ,F F F F FF

P x y P x P y P y P x P y          

, ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .F F F F FF
x P y P x P x P y P x P y          

 :كمنو
*( ), , ( ) , ( ) .F F FP x y x P y x P y        

 :إذف
*( ) ( ).F Fy E P y P y   

.* أم F FP P 
 

 قفية  10.2.6
)  مؤثٌرا مفuك ىيمبرتيٌا E ليكف )EL .يككف uإذا  ىيرميتيٌا إذا كفقط 

)كاف العدد  ),u x x   ٌحقيقيٌا مف أجؿ كؿx مف E.  
 

 إثبات
 :كتبنا  ىيرميتيٌاuكاف  فإذا. (6.1.4)ىذه النتيجة مستكحاة مف القضية 
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( ), , ( ) ( ), .x E u x x x u x u x x          

 :كمنو
( ), .u x x  

 

)كبالعكس، إذا كاف  ),u x x  ٌحقيقيٌا مف أجؿ كؿ x مف E ٌق مف  فإف
 : نكتبE مف yأجؿ كؿٌ 

 

*

*

( ), ( ), ( ), ( ), ( ),

( ), , ( )

( ), ( ), .

u x y x y u x x u y y u x y u y x

u x y y u x

u x y u x y

               

     

     
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 : نحصؿ، بالمثؿ، عمىiy بػً yكباستبداؿ 
 

 *( ), ( ), .i u x y u x y      
 :لنضع

*( ), ( ), , (1)u x y u x y       
 

 *( ), ( ), . (2)i u x y u x y        

 

 : ينتجiفي  (2)بضرب العلبقة 

*( ), ( ), (3)i u x y u x y       
 

 :نستأمص مف ىذه العلبقات أفٌ 
 

1
( ), ( );

2
u x y i       * 1

( ), ( ) ( ), .
2

u x y i u x y         

 :كمنو

*( ), ( ), , .u x y u x y x y E       
 :إذف

*( ) ( ) ;u x u x x E   

: أم
*.u u 

 قفية  11.2.6
)  ىيرميتيٌا مكجبا مفuإذا كاف  )EL ٌفإف : 

 

, ( ), ( ), ( ), .x y E u x y u x x u y y         
 

 عمٌا برىانيا يأرج لا المعمٌمة، ككشي ػ شكارز ةبايفمت تمثٌؿ ىذه العلبقة
 (.10.1.4)كاف عميو برىاف القضيٌة 
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 تقريؼ  12.2.6
) مف u نقكؿ عف المؤثٌر )EL التالييف حدمٌ إذا حقٌؽ الشرطيفاإنٌو ك: 

 

1) , ( ), ( ) , ,x y E u x u y x y       

2) uغامر . 
 

 الجداءات عمى كمحافظا غامرا كاف إذا كاحديٌا uيككف  أأرل، كبقراءة
 :نستشؼٌ مف ىذا التعريؼ، أفٌ كؿٌ مؤثٌر كاحدمٌ تقايس إذ أفٌ . السمٌميٌة

 

2 2
( ), ( ) ( ) .x E u x u x u x x      

 

) كمنو )u x xيضمف، كذلؾ، ككف  ، كىك ماuفي  متباينا كيجعمو 
 .تقابميٌا الأأير

 

 قفية  13.2.6
) مف uيككف عنصر  )EL كاحديٌا إذا كفقط إذا تحقٌؽ: 

* 1.u u 
 

 إثبات
 : كاحديٌا كتبناuإذا كاف 

*, ( ), ( ) , ( ( )) , .x y E u x u y x u u y x y          
 

*كمنو 

Eu u id ؛ كلما كافu 1 تقابميٌا نتج

Eu u id  كمنو ،* 1u u. 
*كبالعكس، إذا كاف  1u u ٌفإف ،: 

 

*, , ( ), ( ), ( ) .x y E x y u u x y u x u y          
 

 . كاحدمٌ u إذف،.  غامرu مكجكدا تبيٌف أفٌ 1u كلمٌا كاف
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 نتيمة  14.2.6
)مقمكب مؤثٌر كاحدمٍّ في  )EL كاحدمٌّ مثمو. 

 

كبالفعؿ، لدينا    
1 *

* 1u u


كلكف ، * 1u uإذف ،: 
 

   
* 1

1 1 .u u u


   

 

 تقريؼ  15.2.6
) مف u مؤثٌر عف نقكؿ )EL التاليتيف بالأاصيٌتيف تمتٌع إذا إنٌو ميسقط: 

 

1) * ,u u 

2) 2 .u u 
 

 أمثمة  16.2.6
 جزئيٌا شعاعيٌا فضاء Fك ىيمبرتيٌا فضاء Eليكف  (1
 كبالفعؿ، عممنا .عندئذ ميسقطا FPمؤثٌر الإسقاط العمكدمٌ  يككف .منو مغمقا

 . طابؽ التطبيؽ المطابؽFىيرميتيٌ كأنٌو إذا اقتصر عمى  FPأفٌ  مف قبؿ

 فمشعاعيٌ  فضاءيف E الفضاء الييمبرتيٌ  عمى نعتبر (2
 . الممحقيف بيماGP كFP  ككذا الميسقطيفGك Fمغمقيف جزئيٌيف

Fيككف المؤثٌر  G F GP P P P ميسقطا إذا كفقط إذا تحقٌؽ : 
.F G G FP P P P 

 :كبالفعؿ، لدينا
* * *( ) .F G F G G F G FP P P P P P P P   

 :، لديناكبالعكس
( )( ) ( )( )

.

F G F G F G G F F G G F

F G F F F G F G

P P P P P P P P P P P P

P P P P P P P P

 

  
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* * *( ) .F G G F G F F GP P P P P P P P   
 

) مف ميسقطا uكاف  إذا (3 )ELأضحى  
Eidالتطبيؽ  u بيذا الشبفلدينا .كذلؾ مسقطا : 

* * *( ) ,E E Eid u id u id u      
 

2 2( ) 2 2 .E E E E Eid u id uid u id u u id u          
 

 تقريؼ  17.2.6
) مف uنقكؿ عف مؤثٌر  )EL  إذا تبادؿ مع قرينو، أمنانميمّ إنٌو : 

* *.u u uu 
 

  أنماط كالكاحديٌة مف الكاضح أفٌ المؤثٌرات الييرميتيٌة كضدٌ الييرميتيٌة
 .لمؤثٌرات ناظميٌة

 
 

 

 طيؼ مؤثمّر  3.6
 

 

 تقريؼ  1.3.6
) مؤثٌرا مف u فضاء نظيميٌا ذا بعد منتو كEليكف  )EL .نقكؿ عف 

) إذا كانت لممعادلة u لًػ قيمة ذاتمّية إنٌو  عقدمٌ  عدد )u x xحمكؿ   
 .غير معدكمة

 :تبيٌف لنا مف ىذا التعريؼ أفٌ  S إذا رمزنا لمجمكعة ىذه الحمكؿ بػً
 

   : ( ) : ( )( ) 0

( ).

E

E

S x E u x x x E u id x

Ker u id

  



      

 
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  يسمٌى بينما ،بػً  ممحقا ذاتيٌا شعاعا Sمف  عنصر كؿٌ  كيسمٌي
 .الشعاعيٌ الجزئيٌ الذاتيٌ الممحؽ بػً  الفضاء

 القيـ كتسمٌى .u طيؼ u بالمؤثٌر الممحقة الذاتيٌة القيـ مجمكعة تسمٌى
 غير حؿٌ  ببمٌ  السابقة المعادلة أجميا مف تتمتٌع لا التي تمؾ أم الأأرل،
،  .uالنظاميٌة لممؤثٌر  بالقيـ معدكـ

Euالمؤثٌر  كاف إذا نظاميٌة  قيمةتككف  أأرل، كبعبارة idقابلب  
)1 كىك ما يجعؿ المؤثٌر المقمكب لمقمب؛ )Eu id معرٌفا كمستمرٌا عمى  E 

 :في الألبصة لدينا .كمٌو
) مف uإذا كاف  (1 )EL حيث بعد ،Eمنتو، ككاف 
Eu فإفٌ المؤثٌر uلًػ   قيمة ذاتيت  idلا يقبؿ القمب . 

 

ذا (2 Eu كاف كا  id كمعرٌفا عمى مكجكدا E كمٌو 
 قيمة نظاميٌة؛ إذف، كؿٌ قيمة  أفٌ  إلى أمصنا

 مٌا نظاميٌة بالنسبة  .u لًػ تككف إمٌا ذاتيٌة كا 
 فإلى جانب.  غير منتوEإفٌ الأمر ألبؼ ما تقدٌـ في حالة ككف بعد 

 :ف المكصكفتيف يكجد ىناؾ احتماؿ ثالث كىكمالحالت
 

)1 المؤثٌر المقمكب (3 )Eu id  أفٌ  أم) مكجكد 
) المعادلة )u x x بحؿٌ غير معدكـ تتمتٌع لا )

 .(مستمرٌا يككف كقد لا ) كمٌوEبيد أنٌو غير معرٌؼ عمى 
 uلممؤثٌر   بالنسبةنناميمّ   إنٌونقكؿ عف  .المكالية لنعتمد الترميزة 

)1 المؤثٌر كاف إذا E بناأيٌ  فضاء عمى المعرٌؼ )ER u id   المسمٌى  
 القيـ جميع تسمٌي مجمكعة. كمٌو E معرٌفا كمستمرٌا عمى الفضاء ،u حالمّة

 .u بطيؼ الأأرل لًػ 
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) كاف إذا أنٌو ذلؾ الذاتية، كؿٌ القيـ يض ٌـ uطيؼ  إفٌ  ) 0u x x  
 لممؤثٌر كجكد ىناؾ يككف لف فإنٌو x معدكـ غير عنصر أجؿ مف

1( )Eu id . لًػ  الذاتيٌة القيـ مجمكعة تسمٌىu حيف في ،النقطيمّ  بالطيؼ 
 مف  التي المؤلٌؼ مف العناصر الجزء الباقي مف الطيؼ، أم الجزء يسمٌي
)1 المؤثٌر يككف أجميا )Eu id  كامؿ عمى معرٌؼ كغير مكجكدا E، 

 .بالطيؼ المستمرمّ 
ممّا نناميمّة قيمة إممّا مف  نقطة  كؿمّ  تكوف ىكذا،  ذاتية قيمة وا 

ممّا  .نقطة مف الطيؼ المستمرمّ  وا 
  نظرية تجعؿ التي ىي مؤثٌر قبؿ مف مستمرٌ  طيؼ امتلبؾ إفٌ 
 في مثيمتيا مجمميا عف في تأتمؼ فضاء ذم بعد غير منتو في المؤثٌرات
 مع الذاتية مجمكعة القيـ تتطابؽ الأأيرة ففي ىذه .منتو بعد ذم فضاء
مٌا قيمة ذاتيةالمستمرٌ؛ أم أفٌ نقطة  الطيؼ  . تككف إمٌا قيمة نظاميٌة كا 
 
 

 أمثمة  2.3.6
لممؤثٌر المطابؽ  (1

Eid مف ( )EL 
.قيمة ذاتيٌة كاحدة كىي  1  

  :كبالفعؿ، فالمعادلة

( ) ,Eid x x 

 .تقبؿ حمكلا غير معدكمة

)2لنعتبر في  (2 ( )) L مؤثٌر اؿu معرٌؼ عمى قاؿ
 :ذا النحك

1( ) (0, ,..., ,...);nu x x x 
1حيث  2( , ,..., ,...)nx x x x .
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0 كميما يكف  مف مف الكاضح أنٌو ميما يكف  xلدينا ، :
 

1 1 2( ) (0, ,..., ,...) ( , ..., ,...).n nu x x x x x x  
 

  كمع ذلؾ فإفٌ طيفو غير أاؿ.  فيذا المؤثٌر لا يتمتٌع ببيٌة قيمة ذاتيٌة،كعميو

Eu التي مف أجميا لا يككف المؤثٌر  إذ تكجد عناصر idلمقمب  قابلب. 
0فعمى سبيؿ المثاؿ، إذا اعتبرنا  1  كجدنا أفٌ المقمكبu مستمرٌ غير 

)2 أنٌو لا يككف معرٌفا عمى ( )) L إنٌو معرٌؼ عمى الفضاء الجزئيٌ . كمٌو 
1 0x  . ٌ0 نستأمص أف الطيؼ المستمرٌ لًػ   نقطة مفu. 
نزكٌد الفضاء  (3  , ,E a b Cبنظيـ التقارب  

u: المؤثٌر عميو  كنعرٌؼ المنتظـ E E: 
( ) / ( )( ) ( ).f u f u f x x f x 

 :نكتب عندئذ
( )( )( ) ( ) ( ) 0.Eu id f x x f x      

 

Euالمؤثٌر  إفٌ  id المساكاة فٌ  لأذلؾ، لمقمب قابؿ ( ) ( ) 0x f x   
  أجؿ مف أنٌو غير؛ الصفرة مطابؽ fة المستمرٌ دالٌة اؿ ككف تأف تستدعي

مف   كؿٌ  ,a b1  يككف المقمكب( )Eu id المعطى بكاسطة الصيغة : 
 

1 1
( ) ( )( ) ( ),Eu id f x f x

x




 


 
 

  متمتٌعا uيككف المؤثٌر  ىكذا.  كلا يككف مستمرٌاEغير معرٌؼ عمى كؿٌ 
بطيؼ مستمرٌ يطابؽ المجاؿ  ,a bكمٌو في حيف لا يتمتٌع ببيٌة قيمة ذاتية . 

 

 مبرىنة  3.3.6
)  مؤثٌرا مفu فضاء بناأيٌا كEإذا كاف  )ELفإفٌ مجمكعة قيـ  u 
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 .النظاميٌة تشكٌؿ عندئذ جزءا مفتكحا مف 
 

 إثبات
)1 المؤثٌر المقمكب فإفٌ  نظاميٌة قيمة  كانت إذا )Eu id يككف  
0 أجؿ فمف .كمٌو E عمى كمستمرٌا معرٌفا  (كاؼ بقدر صغرا نفترضو) 
)1 المؤثٌر يككف ( ) )Eu id    كمستمرٌا عمى  معرٌفاE،طبقا كىذا،  كمٌو 

 العدد يككف كعميو، (.5.1.6) لممبرىنة  نستأمص .كذلؾ نظاميٌة قيمة 
) أفٌ الكرة المفتكحة , )B   مف  لًػ نظاميٌة قيـ مف مككٌنةu. ،فإفٌ  كعميو 

 .إنٌيا مفتكحة إذف. المجمكعة المذككرة جكار لكؿٌ نقاطيا
 

 نتيمة  4.3.6
)مف   مؤثٌراuك بناأيٌا  فضاءEكاف  إذا )ELفإفٌ طيؼ  u يككف 

 .(بؿ متراصٌا )عندئذ جزءا مغمقا مف 
 

 .المفتكحة كبالفعؿ، فالطيؼ المذككر متمٌمة لمجمكعة القيـ النظاميٌة
. إنٌو مغمؽ إذف

 مبرىنة  5.3.6
) مؤثٌرا مف u فضاء بناأيٌا كEليكف  )EL . إذا كاف عددا مقيٌدا 
uبالشرط  فإنٌو يككف حينئذ قيمة نظاميٌة لًػ ،u. 

 

 إثبات
 :مف الكاضح أفٌ 

1
.E Eu id id u 



 
    

 
 

 :كعميو
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1

1

0

1 1 1 1
( ) .k

E E k
k

u id id u u
   

 




 
      

 
 

 

u بما أفٌ . (4.1.6)كذلؾ طبقا لممبرىنة   فإفٌ السمسمة 
1 1 k

k
k

u
 

 


 

) تككف متقاربة في )ELثٌرا مستمرٌا عمىؤ كتعرٌؼ ـ Eإذف،.  ببكممو 
Eu idلمقمب، أم أفٌ   قابؿقيمة نظاميٌة . 
 

 نتيمة  6.3.6
)مف  uمؤثٌر  طيؼ إفٌ  )EL في القرص  محتكل 0,B u ذم 
 . في u كنصؼ القطر 0 المركز
 

 التي النظاميٌة متمٌمة لمجمكعة القيـ كبالطبع، فالطيؼ المذككر يشكٌؿ
 .بيٌنت المبرىنة السابقة أنٌيا مفتكحة

 

 قفية  7.3.6
)  مفuفضاء ىيمبرتياٌ ك Eإذا كاف  )EL  ككانتلًػ  قيمة ذاتية  

u ٌفإف تضحى قيمة ذاتية لقرينو . 
 

 إثبات
 :لدينا

*, , ( ), , ( ) , .x x x x u x x x u x x x                
: كمنو

*( ) .u x x 
 

 نتيمة  8.3.6
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)  ىيرميتيٌا مفu فضاء ىيمبرتيٌا كEإذا كاف  )ELالذاتية  فإفٌ القيـ 
 .تككف حقيقيٌة u لًػ
 

 إثبات
 :نكتب عندئذ.  قيمة ذاتيٌة لو ىيرميتيٌا كuليكف 

 

, ( ), , ( ) , , .x x u x x x u x x x x x                
 

  غير معدكـ نتجت المساكاة المنتظرةxكلمٌا كاف  . 
 

 قفية  9.3.6
 مف u ىيرميتيٌ  لمؤثٌر متمايزة ذاتية بقيـ الممحقة الذاتية إفٌ الأشعٌة

( )EL متعامدة. 
 

 إثبات
 شعاعيف y كx كليكف u لًػ  مأتمفتيفقيمتيف ذاتيٌتيف  ك لتكف 

 :نكتب عندئذ. بيما عمى التكالي ممحقيف ذاتيٌيف
 

, ( ), , ( ) , , .x y u x y x u y x x x y                
 

 :كمنو
( ) , 0.x y     

 

كلمٌا كاف   ٌاتٌضح أف , 0x y    ٌأم أف xك y متعامداف. 

 

 

 المؤثمّرات المتراصمّة  4.6
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 تقريؼ  1.4.6
)مؤثٌر مف  u فضاءيف نظيميٌيف كF كEليكف  , )E FL. عف نقكؿ 

u إذا كاف بعدي صكرتو مرتبة منتييمّةذك  إنٌو Imuمنتييا . 
 

 مؤثٌر كؿٌ  فإفٌ   منتييٌاFبعد  كاف مف ىذا التعريؼ أنٌو إذا نستأمص
) مف , )E FL يضحى ذا مرتبة منتيية. 

 

 قفية  2.4.6
 إفٌ لمجمكعة المؤثٌرات ذات مرتبات منتيية بنية فضاء شعاعيٌ جزئيٌ 

)مف  , )E FL. 
 

 إثبات
  .التكالي عمى n كmمنتييتيف  مرتبتيف ذكم مؤثٌريف v كuليكف 

 :؛ لدينا بكؿٌ كضكحKسمٌميٌا مف  كليكف 
 

dim(( )( )) ,u v E n m    

dim(( )( )) .u E n   
 

 ".بيعد "  لمفظ dimنذكٌر ببنٌنا رمزنا بػً . كىك ما ينيي الردٌ 
 

 قفية  3.4.6
 مف منتيية مرتبة ذم مؤثٌر لقريف إفٌ . ىيمبرتيٌيف  فضاءيفF كEليكف 

 ( , )E FLنفس المرتبة المنتيية. 
 

 إثبات
)الجزء  إفٌ مقصكره عمى. n مؤثٌرا مرتبتو uليكف  )Ker u  يشكٌؿ 

 :نٌو غامر لأفٌ إك التبايف كبالفعؿ، فيك كاضح. Imuعمى  تقابلب
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( ) .E Ker u Ker u   
 

)*كلمٌا كاف  ) ImKer u u (  فإفٌ  (6.2.6)القضية*Imu بعد ذا يضحى 
n. كعميو، يككف: 

*dimIm dimIm .u n u  
 :يترتٌب عف ىذه النتيجة أفٌ 

** *dimIm dimIm dimIm .n u u u n    
 :إذف

*dimIm dimIm .u u n  
 

 تقريؼ  4.4.6
 . F نحك E تطبيقا أطٌيٌا مف u فضاءيف نظيميٌيف كF كEليكف 
 جزء إلى E مف محدكد  إذا حكٌؿ كؿٌ جزءمؤثمّر متراصمّ  إنٌو u نقكؿ عف

 .Fمتراصٌ نسبيٌا مف 
 

 فإفٌ   كرة في محتكل E مف A إذا استحضرنا أفٌ كؿٌ جزء محدكد
)التراصٌ النسبيٌ لمجزء  )u  يستمزـ التراصٌ النسبيٌ لمجزء ( )u A .كلمٌا كاف
 كتحاؾ، بانسحاب B(0,1) الكحدة مف كرة انطلبقا   ييحصؿ عمى كؿٌ كرة

 الصيغة يبأذ أعلبه التعريؼ فإفٌ  التراصٌ، يحفظاف مستمرٌاف تطبيقاف كىما
 :الأبيى التالية

 

 تقريؼ  5.4.6
)مف  uثٌر ؤـ يككف , )L E Fالكحدة كرة صكرة إذا كانت  متراصٌا 

 .F متراصٌة نسبيٌا في Eلًػ 
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 التعريؼ ىذا كضع أمكننا الأساسية التراص أصائص  كظفنا إحدلإذا
 :ئالمكاؼ

 

 تقريؼ  6.4.6
) مف uيككف  , )L E F  المكالية" خ " متراصٌا إذا حقٌؽ الأاصيٌة: 

) مف أجؿ كؿٌ متتالية : (خ) )n nx (0,1) مف كرة الكحدةB مف Eيمكف  
)استأراج متتالية  )

kn kx يحكٌليا u إلى متتالية متقاربة ( ( ))
kn ku x في F. 

 

 أمثمة  7.4.6
) مف Eidالمطابؽ  التطبيؽ فإفٌ   منتيياEبعد  كاف إذا (1 )EL 

 أك متراصٌة)نسبيٌا  متراصٌة الكحدة ذلؾ  لأفٌ كرة يشكٌؿ مؤثٌرا متراصٌا؛
 المطابؽ التطبيؽ نفس فإفٌ  منتو  غيرEبعد  كاف إذا أمٌا. (إف كانت مغمقة

Eid  ٌ(مبرىنة ريس)يضحى غير متراص. 
 مف آأر مستمرٌ  تطبيؽ كؿٌ  عمى ينطبؽ الأكٌؿ فالحكـ كبالطبع،

( , )E FL. 

) مف منتييٌة مرتبة ذا مؤثٌر u كاف إذا (2 , )E FL يككف فإنٌو 
 في محدكدة تككف u كفؽ B(0,1) الكحدة كرة صكرة أفٌ  ذلؾ متراصٌا؛

Imuإنٌيا متراصٌة نسبيٌا إذف في.  ذم البعد المنتيي Imu .،فيي كعميو  

 .الاستقرار، فضاء Fكذلؾ في  تظؿٌ 
 مف عنصر كؿٌ  كاف منتو بعد ذا فضاء Fكاف  إذا أنٌو نستأمص

( , )E FL متراصٌا. 

 مؤثٌر فإفٌ  مغمقا جزئيٌا شعاعيٌا  فضاءFك  ىيمبرتيٌاE كاف إذا (3
 كضح. )منتو بعد  ذاFكاف  إذا كفقط إذا متراصٌا  يككفFPالإسقاط 

.( ذلؾ
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 قفية  8.4.6
 .كؿٌ مؤثٌر متراصٌ مستمرٌ 

 

 إثبات
 كرة B(0,1) ككانت E نظيميٌ  فضاء عمى متراصٌا مؤثٌرا u كاف إذا

 كعميو، .متراصٌا تككف الملبصقة أف الأأير، كجب ليذا الكحدة المفتكحة
تككف الصكرة  (0,1)u B محدكدة؛ أم: 

0/ (0,1) ( ) .C x B u x C     
 . مستمرٌ uإذف 

 

 قفية  9.4.6
 المتراصٌة كؿٌ المؤثٌرات مجمكعة ك بناأيٌيف فضاءيف Fك E ليكف

) عندئذ فضاء شعاعيٌا جزئيٌا مغمقا مف  تككف. F نحك E مف , )E FL. 
 

 إثبات
)مف  جزئيٌ  شعاعيٌ  فضاء  أفٌ  لنبيٌف , )E FL.  ليكفu كv 
)يككف الجزءاف . E كرة الكحدة مف B كمف  عنصريف )u B ك( )v B 

)لتكف . Fعندئذ متراصٌيف نسبيٌا في  )n nx متتالية مف B .يمكف عند ذلؾ 

)'جزئيٌة  متتالية منيا نستأرج أف )n nx المتتالية أجميا مف تككف بحيث 
'( ( ))n nu x في  متقاربةF. متتالية استأراج بالمثؿ كيمكف "( )n nx مف '( )n nx 

)" بحيث تككف المتتالية ( ))n nv x المتتالية  أفٌ  عف ىذا يترتٌب. كذلؾ متقاربة 
" "( ( )) ( ( ))n n n nu x v x متقاربة في F. 
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) ىكذا، يككف مف أجؿ كؿٌ متتالية )n nx مف Bاستأراج متتالية ، ممكنا
"( )n nx بحيث تككف المتتالية "(( )( ))n nu v x متقاربة في F. ،إذف u v 

 .مؤثٌر متراصٌ 
 متراصٌا، u  يككف المؤثٌرK مف كبالمثؿ، يتبيٌف أنٌو مف أجؿ كؿٌ 

 .كىك ما يأتـ الجزء الأكٌؿ مف المطمكب
 . مغمقةلنبيٌف حاليٌا أفٌ 

) متقاربة متتالية ذلؾ أجؿ مف نعتبر )n nu مف متراصٌة مؤثٌرات مف  
) في نيايتيا u كلتكف , )E FL. النياكمٌ  المؤثٌر أفٌ  نبيٌف أف يكفي u 

) متتالية لتكف .متراصٌ  )n nx الكحدة كرة مف B  لػE. نستأرج أف نحاكؿ 
 .F إلى متتالية متقاربة في uيحكٌليا  متتالية جزئيٌة منيا

)1متتالية  استأراج يمكف فإنٌو متراصٌ  1u أفٌ  بما )n nx مف ( )n nx بحيث 
1تككف المتتالية 

1( ( ))n nu x متقاربة فيF. 
)2 متتالية استأراج 2u تراص لنا يأكٌؿ كبالمثؿ )n nx 1 مف( )n nx بحيث 

2المتتالية  تككف

2( ( ))n nu x في  متقاربةF. مف نأتار نفسيا، كبالطريقة 
2( )n nx 3 متتالية جزئيٌة( )n nx 3 يحكٌلياu متقاربة متتالية إلى المتراص 

3

2( ( ))n nu x  فيF. 
 لتصبح لدينا متتالية مف نكاصؿ العمميٌة  أف،فشيئا يمكف ىكذا، كشيئا

 :متتاليات مستأرجة
1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

, ,..., ,...

, ,..., ,...

, ,..., ,...

n

n

n n n

n

x x x

x x x

x x x

  

  
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1القطريٌة  لنعتبر في الأأير، المتتالية 2

1 2( ) ( , ,..., ,...)n n

n n nx x x x.  ٌكؿٌ  إف 
 .متقاربة متتالية إلى  يحكٌليا ...،1u، 2u، ... ،nuالمؤثٌرات  مف كاحد
 اكتفينا بناأيٌا F كاف كلمٌا .متقاربة متتالية إلى بدكره، يحكٌليا، u أفٌ  لنبيٌف

)بإثبات أفٌ  ( ))n

n nu xلدينا.  متتالية ككشيٌة: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) . (*)

n m n n n m

n m n k n k n k m

m m

k m m

u x u x u x u x u x u x

u x u x

     

 
 

:  بحيثkلنأتر 
,

3
ku u


  

 

ٌـ  لنأتر   ،0nيفكقاف  n كm بحيث تككف لدينا، مف أجؿ كؿٌ دليميف 0nث
 :ىذه المتباينة

( ) ( ) .
3

n m

k n k mu x u x


  
)إفٌ ىذا أمر مشركع لككف المتتالية  ( ))n

k n nu xالشركط  تحت ىذه .  متقاربة
 :أعلبه أفٌ  (*)  مف المتباينةصنستأؿ

( ) ( ) ,n m

n mu x u x   

 . المطمكب إنٌو. كبيرة بقدر كاؼn كmمف أجؿ عناصر 
 

 نتيمة  10.4.6
)  فضاءيف بناأيٌيف فإفٌ كؿٌ نياية فيFك E إذا كاف , )E FL  لمتتالية 

 . مف مؤثٌرات ذات مرتبات منتيية مؤثٌر متراصٌّ 
 

 إثبات
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 . كؿٌ مؤثٌر ذم مرتبة منتيية متراصٌ ! كاضح
 

 مبرىنة  11.4.6
  مفuفمكي يككف مؤثٌر  . فضاء ىيمبرتيٌاF فضاء بناأيٌا كEليكف 

( , )E FL مرتبات ذات لمؤثٌرات نياية يككف أف كيكفي يمزـ متراصٌا 
  .منتيية

 

 إثبات
 F في حالة ككف صحيح السابقة عكس النتيجة أفٌ  تفيد ىذه المبرىنة

 عف الغطاء بإماطة نكتفي .كاضحة الشرط كفاية فإفٌ  كبالطبع،. ىيمبرتيٌا
 .لزكـ الشرط
)مف  متراصٌا مؤثٌرا uليكف  , )E FL حيث Eك بناأيٌ   فضاءF 

)يبتي أفٌ  .Eالكحدة مف   كرةBفضاء ىيمبرتيٌ كلتكف  )u B كميٌا محدكد 
)فإفٌ  كعميو، .Fفي  )u Bمراكزىا  كرات مف مؤلٌفة منتيية تغطية  يقبؿ

1( )i i mu x    كذات نصؼ قطر
2

. 
M ليكف   ٌر العناص بكاسطة المكلٌد الجزئيٌ  الفضاء الشعاعي

1( ( )) .i i i my u x  . كليكف.إنٌو مغمؽ  MP


 العمكدمٌ عمى  مؤثٌر الإسقاط
M  .إف MP


:  لنضع.ذك مرتبة منتيية بكؿٌ تبكيد 

1
,

n
    ,

nM MP P

   .

nn Mu P u  

nuلنقيٌـ الفرؽ . مؤثٌر ذك مرتبة منتيية nu يتٌضح لنا أفٌ  u .لدينا: 
 

1

sup ( ) ( ) .n n
x

u u u x u x


   

)كاف  كلمٌا )u x مف  عنصرا( )u B يكجد عنصر  فإنٌوiy ( 1,2,..., )i m 
 :بحيث
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1
( ) .

2
iu x y

n
  

 :مف جية أأرل، نكتب
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).n i i n i n i nu x u x u x u x u x u x u x u x       

 :كلكف
( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) 0,

ni n i i M i i iu x u x u x P u x u x u x      
 :إذف

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
( ) ( ) .

2 2 2n

n i n i n

M i

u x u x u x u x u x u x

P u x u x
n n n n

    

     
 

 

 :يترتٌب عف ذلؾ أفٌ 

1

1
sup ( ) ( ) .n n

x

u x u x u u
n

    

limكعميو،  n
n

u u


؛ كىك ما يأتـ البرىاف. 
 

 نتيمة  12.4.6
 .قريف كؿٌ مؤثٌر متراصٌ متراصٌ 

 

 إثبات
 مؤثٌرات مف لمتتالية نياية متراصٌ  مؤثٌر كؿٌ  أفٌ  أعلبه المبرىنة بيٌنت

 إلي ذلؾ كيردٌ  ،u* لمقريف بالنسبة كذلؾ الأمر يظؿٌ  إفٌ . مرتبات منتيية ذات
 . يتمتٌعاف بنظيميف متساكيٌيفu* كuأفٌ 

 قفية  13.4.6
)  مؤثٌريف مفv كu إذا كاف )ELمتراصٌ، ، أحدىما محدكد كالآأر 

uكاف  vك v uعندئذ متراصٌيف . 
 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   374 

 إثبات
 u كفؽ B الكحدة كرة صكرة تككف . متراصٌاvك محدكدا uلنفترض 

) متراصا حكٌؿ vكلمٌا كاف  .محدكدة )u Bنأمص .نسبيٌا متراص جزء  إلى 
vمف ذلؾ إلى أفٌ  uمؤثٌر متراص . 

uكبالطبع، فإفٌ  vيعالج بالمثؿ . 
 

 نتيمة  14.4.6
) مف uمؤثٌر متراصٌ  مقمكب إفٌ  )ELفي مستمرٌا يككف يمكف أف  لا 

 .فضاء ذم بعد غير منتو
 

 إثبات
1 لك كاف العكس ممكنا لكاف

Eu u id  ،تبعا لمقضية مؤثٌرا متراصٌا 
 . مبرىنة ريسبمقتضىغير أفٌ ىذا مستبعد الكقكع ؛ السابقة

 

 مبرىنة  15.4.6

)مف  متراصٌا  مؤثٌرا ىيرميتيٌاuك ىيمبرتيٌا فضاء E      ليكف  )EL.  ٌإف 
 .u يككف عندئذ قيمة ذاتية لػ u أك u العدديف أحد

 

 ثباتإ
 :نذكٌر ببفٌ 

1 1

sup ( ) sup ( ) .
x x

u x u u x
 

  
 

) متتالية بكجكد بالجزـ الأعمى الحدٌ  تعريؼ لنا يسمح )n nx مف E، مع 
1nx  بحيث: 

lim ( ) .n
n

u u x


 
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 :كمف جية أأرل لدينا
( ) , .u x u x x E   

 :كعميو
2 2 2

( ) 0, ;u x u x x E    
 :أك بكتابة أأرل

 

2 2 2 2

22

22

( ) ( ), ( ) ,

, ( ) ,

, ( ) 0, ;

u x u x u x u x u x x

x u x u x x

x u u x x E

      

     

      

 

 

ذا اعتبرنا التطبيؽ : كا  E E  K:  
 22( , ) ( , ) , ( ) 0,x y x y x u u y      

 لمحصكؿ ككشي ػ شكارز بمتباينة نستعيف. مكجبا شكلب ىيرميتيٌا كجدناه
 :عمى

    
2

2 2 22 2 2, ( ) , ( )( ) , ( )( ) .n n nx u u x x u u x x u u x          
,22إذا تكقٌفنا ىنا قميلب كتمعنٌا في المقدار  ( )( )n nx u u x   كجدناه ينتيي 

: كبالفعؿ.  إلى nلمٌا يؤكؿ  إلى الصفر
 

 

 

2 22 2

2 2

2 2 2

lim ,( )( ) lim , ( ) ,

lim ( ), ( )

lim ( ) 0.

n n n n n n
n n

n n n
n

n n
n

x u u x x u x x x u

u x u x u x

u x u x

 





        

   

  

 

 :يبتي إذف
22lim ,( )( ) 0, .n

n
x u u x x E


      

 

) بػ xكبالطبع، فيذه النتيجة تظؿٌ صحيحة إذا ما استبدلنا  )u xأم ،: 
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2 22 2lim ( ),( )( ) lim ,( ) ( ) 0. (*)n n
n n

u x u u x x u u u x
 
        

) متراصٌا كالمتتالية uإفٌ ككف  )n nxمف غلبؼ الكحدة الكركمٌ يضمناف  
)'كجكد متتالية مستأرجة  )n nx مف ( )n nxبحيث  : 

'lim ( ) 0.n
n

u x y


  
ذا عدنا بيذا إلى المتباينة   :كتبنا أيضا  (*)كا 

22, ( )( ) 0, .x u u y x E      

 : كعميو
22( )( ) 0,u u y  

 :أم أفٌ 
  ( ) 0.u u u u y   

 : غير معدكـ تبيٌف أفٌ yكلمٌا كاف 
( ) 0,

و  

( ) 0;

u y u y

u y u y

  


  


 

 

 .u قيمة ذاتية لػ u أك uكىك ما يعني أفٌ 
 

 .الطيفيٌة المبرىنة تسمية تحمؿ عادة ىامٌة الفصؿ بمبرىنة نأتـ ىذا
 بمؤثٌر الممحقة الذاتية الجزئيٌة الفضاءات عائمة أفٌ  المبرىنة ىذه تفيد

 أف قبؿ. Eالييمبرتيٌ  في الفضاء ىيرميتيٌ متراصٌ يمكف أف تككف كمٌيٌة
 نبأذ في تفصيؿ ىذا الأمر، لاببس أف نستحضر بعضا مف المزايا السابقة

 الذاتية القيـ فمجمكعة .المتراصٌة الييرميتيٌة المؤثٌرات بيا تتمتٌع التي
 .الممحقة بيذا الصنؼ مف المؤثٌرات غير أالية، ككؿٌ عنصر منيا حقيقيٌ 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   377 

 .كعلبكة عمى ذلؾ، فإفٌ عائمة الأشعٌة الذاتية متعامدة مثنى مثنى
 

 مبرىنة  16.4.6
) مف متراصٌا ىيرميتيٌا مؤثٌرا uك ىيمبرتيٌا  فضاءEليكف  )EL كلتكف 

 لػ الذاتية القيـ مجمكعة uك ( )E الذاتية الفضاءات الجزئيٌة  عائمة 
 : يككف لدينا عندئذ.الممحقة بيا

1) ( ) ,u E E    

2)  ( ) .E E      

 

 إثبات
 :، فإفٌ E عنصرا مف xكبالفعؿ، إذا كاف . إفٌ البند الأكٌؿ كاضح

( ( )) ( ) ( ).u u x u x u x   
)كعميو، فالعنصر  )u x  ينتمي إلىE. 

 لنشر لمفضاء الشعاعيٌ المكلٌد بكاسطة العائمة. لنتكقٌؼ عند البند الثاني
( )E  بػ  ( )E M   . ٌيتٌضح ممٌا سبؽ أف :

( ) .u M M 
 :كمنو

( ) .u M M 
 :مف جية أأرل لدينا

.E M M   
يكفي إذف أف نبيٌف أفٌ  0M   . ٌنلبحظ في البداية أف: 

( ) .u M M  
M مف xكبالفعؿ، إذا كاف   كy مف M ٌفإف : 

, ( ) ( ), 0.x u y u x y      
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)كمنو، )u x  عنصر مفM . 
 أفٌ  الآف، افترضنا إذا 0M   مقصكر  أفٌ  كجدناuعمى  M  
 يككف ىذا المقصكر لمقضية السابقة كطبقا. كذلؾ متراصٌ  ىيرميتيٌ  مؤثٌر
  xفيك يمتمؾ إذف، شعاعا ذاتيٌا  كعميو،. بقيمة ذاتيٌة غير معدكمة متمتٌعا

M مف . لػ   أشعٌة،تبكيد بكؿٌ ، ىي لممقصكر الذاتية الأشعٌة كلكفu 
 عنصر مف التقاطع x مف ىذا إلى أفٌ  نأمص. كذلؾ 0M M  ، أم 
،xأفٌ   .غير معدكـ تعريفا xكىذا يتنافى مع ككف   معدكـ

 

سكؼ يككف مشركعا انتقاء . يمكف في الكاقع الذىاب إلى أبعد مف ىذا
) ذاتية أشعٌة مف متجانسة متعامدة عائمة ) Le   كؿٌ  بكتابة تسمح 

 الشكؿ عمى E الفضاء  مفxعنصر
L

x a e y 


 ، حيث y عنصر 

 : الفضاء الجزئيٌ مف
 ( ) .LS e Ker u 



  

 

 : الييرميتيٌ المتراصٌ نجدu كفؽ xكببأذ صكرة 
 

( ) .
L

u x a e  





 

 

 متراصٌ  ىيرميتيٌ  مؤثٌر كؿٌ  أجؿ مف أنٌو الألبصة، في النتيجة، ىذه تفيد
 مف يككف مؤلٌفا E يكجد أساس متعامد متجانس لػ Eعمى فضاء ىيمبرتيٌ 

ٌـ الحصكؿ عمى. الذاتيٌة لممؤثٌر المذككر الأشعٌة  ىذا مثؿ كبالفعؿ، فمكي يت
) الذاتية الأشعٌة إتماـ جممة يكفي الأساس ) Le  متجانس متعامد ببساس 

لمفضاء الجزئيٌ  ( ) Le S 



 الذم يحكٌلو ، uل  إؿ . 0 
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 مؤثٌر مصفكفة بتبسيط المتعمٌقة بالمبرىنة شبيية النتيجة ىذه إفٌ 
 أساس في القطرمٌ  الشكؿ إلى منتو بعد ذم نظيميٌ  فضاء في ىيرميتيٌ 

 .متعامد متجانس كما ىك متداكؿ كمدكٌف في مراجع الجبر القاعديٌة
 

 أكت 22، ىذا المساء مف يكـ انتيى بفضؿ كحمد الله ربٌ العالميف
2010 . 

 

 

مسائؿ محمولة   5.6
 

 

)  مؤثٌرا مفu فضاء ىيمبرتيٌا كEليكف   (1 )EL يحقٌؽ: 

1)  Eu iid؛ قابؿ لمقمب 

2)   1( )( )E Eu i id u i id    ٌكاحدم. 

 . ىيرميتيٌ uاثبت عندئذ أفٌ 
 

)مف ىيرميتيٌا مكجبا  مؤثٌرا u فضاء ىيمبرتيٌا كEليكف   (2 )EL. 

 :  برىف أفٌ  (1

4 2( ) ( ), ( ), ( ) .x E u x u x x u x u x       

 :  استأمص أفٌ  (2

( )
1

sup ( ), .
E

x

u u x x


  
L
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 مف مؤثٌرا uك ىيمبرتيٌا  فضاءE ليكف( 1مبرىنة فكف نكماف)  (3
( )EL  بحيث. 1u  نعتبر المجمكعة :

 1 / ( ) .E x E u x x   

 .E فضاء شعاعيٌ جزئيٌ مغمؽ مف 1Eاثبت أفٌ    (1

 عنصرا مف x  ليكف  (2
1E . ٌتبكٌد مف أف: 

2 *, ( ) .x x u x   

 :استنتج أفٌ    (3

* .أ

1 ( ) ,x E u x x   
* .ب

1 ( ) ,x E u x x   
*. ج

1 ( ).E Ker id u  
 :بيٌف أفٌ    (4

1 .  أ (( )( )) ,E id u E      
1. ب ( )( ).E E id u E   

 : نضعE مف xمف أجؿ كؿٌ    (5

21
( ) ( ( ) ( ) ... ( )), .

1

n

nv x x u x u x u x n
n

     


 

:  فإفٌ nاثبت أنٌو أيٌا كاف الدليؿ الطبيعيٌ  .أ
1 1

( ( )) ( ), .n E Ev P x P x n   
 حيث يرمز

1EP 1 لمؤثٌر الإسقاط العمكدمٌ عمىE. 
 

)عنصرا مف  yليكف . ب )( )Eid u E . ٌاثبت عندئذ أف :

                                           
41. John Von Neumann  : ٌ8 في بكدابيست كمات في 1903 ديسمبر 28كلد في . رياضيٌاتيٌ أمريكيٌ مف أصؿ مجرم  

شارؾ بفعٌالية كبيرة في . كرٌس بداية مسيرتو للؤسس المنطقيٌة لمرياضيٌات كالقكاعد الرياضيٌاتيٌة لمميكانيكا.  بكاشنطف1957فيفرم 
  .الحكاسيب صنع القنبمة الذريٌة الأكلى بمكس ألامكس؛ كساىـ بصكرة قطعيٌة في انطلبؽ أكلى
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lim ( ) 0.n
n

v y


 

limبيٌف أفٌ  .ج ( ) 0n
n

v y


كؿٌ  مف أجؿ  yمف  ( )( )id u E. 

 :استأمص أفٌ  .د
1

lim ( ) ( ), .n E
n

v x P x x E


   
 

  شكلب ثنائي الأطٌيٌة مستمرٌا عمىu فضاء ىيمبرتيٌا حقيقيٌا كE ليكف (1 (4
E E . برىف أنٌو يكجد عنصر كحيدv في ( )ELبحيث : 

( , ) ( ), , ( , ) .u x y v x y x y E E      
) مؤثٌر ىيرميتيٌ مف uنفترض في ما يمي أفٌ  (2 )ELكنضع : 

1, 1 1

sup ( ), , ' sup ( ), .
x y x

M u x y M u x x
  

      

: برىف أفٌ 
' .M M u  

 :بػ  الذاتيةuلمجمكعة قيـ   كنرمزnمنتو  بعد ذك Eأفٌ  نفترض (3

 1 2, ,..., .n    

:  برىف عندئذ أفٌ 
max .i

i i n

u 
 

 

ٌـ إثبات أنٌو Eيمكف اعتبار أساس لػ )  يككف مشكٌلب مف أشعٌة ذاتيٌة ث
:  مف غلبؼ الكحدة الكركمٌ لديناxمف أجؿ كؿٌ عنصر 

(( ), max ).i

i i n

u x x 
 

   

 

 دالٌة حقيقيٌة مستمرٌة عمى K  لتكف (5   0,1 0,1ك   0,1 ,E  C  

: مزكٌدا بالجداء السمٌميٌ الاعتيادمٌ 
1

0

, ( ) ( ) .f g f t g t dt    
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 :اثبت أفٌ المؤثٌر (1

: :u E E 
1

0

( ) / ( )( ) ( , ) ( )f u f u f x K x t f t dt   

 .ىيرميتيٌ 

 u مزكٌدا بنظيـ التقارب المنتظـ فاثبت عندئذ أفٌ Eإذا كاف  (2
 .متراص

 

2 ليكف  (6 ( )E   ك  1 عددا حقيقيٌا يفكؽ

2
كليكف .  تماما

u:التطبيؽ  E Eالمعرٌؼ عمى النحك  :

*

( ) .n

n

x
u x

n



 
  
  

 

) عنصر مف uاثبت أفٌ  (1 )EL. 

 : التطبيؽEنعرٌؼ عمى  (2
 

1 2( ) , ,..., ,0,0,... .
1 2

n
n

xx x
x u x

n  

 
  
 

 
 

 . ذك مرتبة منتييةnuبرىف أفٌ 

limقدٌر النياية  (3 n
n

u u


 ٌٌـ استأمص أف  . متراصu ث

 
 
 

 

 حموؿ  6.6
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u* لنبرىف أفٌ  (1 u. 

:  يككف لديناE مف y كxأنٌو مف أجؿ كؿٌ  (2)تفيد الفرضية 
 

1 1( )( ) ( ),( )( ) ( ) , . (*)E E E Eu i id u i id x u i id u i id y x y          

)1المؤثٌر  )( )E Eu i id u i id   ينتمي إلى ( )EL .كعميو، فيك يقبؿ قرينا .
(: *)تصبح العلبقة 

 
*

1 1, ( )( ) ( )( ) ( ) , .E E E Ex u i id u i id u i id u i id y x y          
: كمنو

 
*

1 1( )( ) ( )( ) . (**)E E E E Eu i id u i id u i id u i id id      
: عمى (**)الحصكؿ انطلبقا مف ( 3.2.6)قضية يمكف بفضؿ اؿ

* 1 * 1( ) ( )( )( ) .E E E E Eu i id u i id u i id u i id id      
: كبالتالي

* *( )( ) ( )( ),E E E Eu i id u i id u i id u i id     
: كىك ما يفضي إلى

* * * *( ) ( ) .E Eu u i u u id u u i u u id       
u.*أم  u 

 

 :: عمى ىذه الصكرةTنقكـ بتعريؼ تطبيؽ  (1 (2

      : :T E E K 

( , ) ( . ) ( ), .x y T x y u x y   

 استعنٌا إذا .مكجب الأطٌيٌة ثنائي شبو شكؿ T أفٌ  مف مف السيؿ التبكٌد
 :بمتباينة ككشي ػ شكارز حصمنا عمى

2 2
( . ) ( ), ( ), ( ), .T x y u x y u x x u y y        

)كببأذ  )y u xنجد : 
42 2( ( ), ( ) ) ( ) ( ), ( ), ( ) ;u x u x u x u x x u x u x        
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 .السؤاؿينيي  كىك ما
 لنضع (2

1

sup ( ),
x

u x x


   .لدينا مف جية: 

 

2
( ), ( ) .x E u x x u x x u x      

: كعميو
. (1)u  

 :كمف جية أأرل، جاء أعلبه أفٌ 
4 2( ) ( ), ( ), ( ) .x E u x u x x u x u x       

 :كمنو
4 32( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) .x E u x u x x u x u x u x x u x        

 :كبالتالي
( ) ( ), .x E u x u x x     

 :نستأمص ىكذا أفٌ 

1 1

sup ( ) sup ( ), ;
x x

u x u x x
 

   

: أم
. (2)u  

. نككف بذلؾ قد تكصٌمنا إلى المساكاة المنشكدة( 2)ك (1)بتكبكإ النتيجتيف ك
 

 :نلبحظ أفٌ  مف أجؿ ذلؾ. E فضاء جزئيٌ مغمؽ مف 1Eلنبيٌف أفٌ   1) (3

 

   1 / ( ) / ( ) 0 ( ).EE x E u x x x E u x x Ker u id         

 

Euكاف  كلمٌا id  مف( )EL 1 أفٌ  تبيٌفE مغمؽ جزئيٌ  شعاعيٌ  فضاء 
 .Eمف 

 : بكضكحلدينا (2



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   385 

2 *

1 , ( ), , ( ) .x E x x x u x x x u x           
 :نلبحظ مف جية أفٌ  . أ (3

2 * *, ( ) ( ) .x x u x x u x    
 :كمنو

*( ) .x u x 

 : بكضعu* كمف جية أأرل، يسمح استمرار القريف
* *

1 ( ) .x E u x u x    

: كلكف
* 1,u u  

:  إذف
*

1 ( ) .x E u x x   
 :يبتي في الأأير أفٌ 

*

1 ( ) .x E u x x   
 : يككف لدينا1E مف xمف أجؿ كؿٌ  .ب 

2 2 2* * * *

2 2 2 2

( ) ( ) ( ), , ( )

0.

u x x u x x u x x x u x

x x x x

        

    

 

 :كمنو
*

1 ( ) .x E u x x   

 :نستقي (ب)مف البند  .ج 

*

1 ( ).E Ker id u  
*ىذا، نلبحظ أفٌ الأاصٌة  جانب إلى 1u u عمى بالحصكؿ  تسمح 

)* بػ 1Eك u*بػ uاستبدلنا  ما السابقة إذا النتائج جميع )EKer id u. 
: تعطي(  ب.3)كبالأصكص فإفٌ مثيمة 
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* **( ) ( ) ,x Ker id u u x x    
. أم ( )u x x  كعميو: 

*

1( ) .EKer id u E  

 .كىك ما يضمف المساكاة المطمكبة
 

 :يككف لدينا (6.2.6)بمقتضى البند الأكٌؿ مف القضية . أ (4
 

*

1

(( )( )) (Im( )) ( )

( ) .

E E E

E

id u E id u Ker id u

Ker id u E

     

  
 

 

 :، بفضؿ فرعيا الرابع، بكضع(11.3.4)تسمح المبرىنة .  ب
1 1 .E E E    

1مع التذكير ببفٌ  (أ )كبتكظيؼ النتيجة ( )( )E id u E  ، نكتب: 
 

1 ( )( ).EE E id u E   
 

 : أفٌ مف الكاضح. أ (5

1 ( ) .nx E n u x x     
 :كعميو

1 1 1 1 1

1

1

1 1
( ( )) ( ) ( ) ... ( ) ( )

1 1

( ).

n E E E E E

n fois

E

n
v P x P x P x P x P x

n n

P x



 
     

  
 



 

 : أطيٌ كمستمرٌ كnvمف السيؿ أف نرل أفٌ .   ب
1.nn v   

ذا كاف )Im مف عنصرا y كا  )Eid u عنصر  كجدx مف E بحيث :
( ).y x u x  

: كعميو 
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   

 

2 1

1

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

1 1
( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )

1 1

1
( ) .

1

n n n n

n n

n

v y v x u x v x v u x

x u x u x u x u x u x
n n

x u x
n





   

       
 

 


 

 

ذا : السؤاؿ حؽٌ لنا أف نكتب عندئذ ىذا بيا استيممنا التي الملبحظة كظٌفنا كا 
 

 

1 1

1

1 1
( ) ( ) ( )

1 1

1 2
.

1 1

n n

n

n

v y x u x x u x
n n

x u x x
n n

 



   
 

  
 

 

 

limيترتٌب عف ىذه المتراجحة أفٌ  ( ) 0n
n

v y


 ؛ كمنو. lim ( ) 0n
n

v y




) عنصرا مف yإذا كاف .  ج )( )Eid u E 0 فإنٌو مف أجؿ  
1  بحيثE مف 2y ك1yيكجد عنصراف  2y y y  ك: 

 1 Im( ),y id u    2y    

)Im عنصر مف 1yكبما أفٌ  )Eid u1  فإنٌو يكجد عنصرx مف Eبحيث  

1 1 1( )y x u x  .كعميو: 
1 1 2( ) ( ( )) ( ).n n nv y v x u x v y   

 :كمنو
1 1 2 1 2

2
( ) ( ( )) ( ) .

1
n n nv y v x u x v y x y

n
    


 

:  كبير بقدر كاؼ نحصؿ عمىnكمف أجؿ 
1 1 2( ) ( ( )) ( ) 2 ,n n nv y v x u x v y     

. أم lim ( ) 0n
n

v y


 
  فإنٌو بإمكاننا كتابتو، تبعا لمجزءEعنصرا مف  xإذا كاف .  د
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 عمى النحك (3) مف (ب)
1
( )Ex P x y  حيث ،y عنصر مف 

Im( )Eid u .كعميو: 
1 1

( ) ( ( ) ) ( ( )) ( ).n n E n E nv x v P x y v P x v y    
ذا استعنٌا ب  : كجدنا(ج) ك(أ) البنديفكا 

 
1 1

lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) 0,n n E n E
n n n

v x v P x v y P x
  

    
 :أم

1
lim ( ) ( ).n E
n

v x P x


 

 

4) 1  )

y: نعرٌؼ تطبيقا E مف yمف أجؿ كؿٌ عنصر  E   بػ : 
( ) ( , ).yx x u x y  

 بمقتضى عندئذ يكجد .Eعمى  أطٌيٌ   شكؿyمف أفٌ  التبكد السيؿ مف
 : بحيثE مف yaعنصر كحيد  (16.3.4 ) ريسمبرىنة

( ) , ( , ).y yx E x x a u x y      
)كبكضع  )ya v y ٌنككف قد حصمنا عمى تطبيؽ أطٌيٌ كمستمر vعمى 

E . ٌكبالفعؿ، مف أجؿ كؿx1 كy2 كy مف Eلدينا : 
 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

, ( ) ( , ) ( , ) ( , )

, ( ) , ( ) , ( ) ( ) .

x v y y u x y y u x y u x y

x v y x v y x v y v y

      

         
 

 :كمنو
1 2 1 2( ) ( ) ( ).v y y v y v y   

 :كبالطريقة نفسيا نجد
( ) ( ).y E v y v y       

 : فمديناvأمٌا بأصكص استمرار 

1

( ) sup ( , ) .y y
x

a v y u x y u y


    



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   389 

 

 :مف ألبؿ فرعيا الثاني مف كضع (4.2.6)تمكٌف المبرىنة  (2

*

1, 1

sup ( ), .
x y

u u u x y M
 

     

M' لدينا بطبيعة الحاؿ M . ٌبقي التبكٌد مف أف'M M .نضعليذا : 
( ) ( ), .x E q x u x x     

 :ينجـ عف ىذا أفٌ 
( ) ( ), ',q x u x x M    

 : ك، مف كرة الكحدة المغمقةxكمٌما كاف 
2

( ) ' ,q x M x 
 . أارج كرة الكحدة المغمقةxكمٌما كاف 

 :نلبحظ مف جية أأرل أفٌ 
 

1
, ( ), ( ) ( ) .

4
x y E u x y q x y q x y        

 :كمنو
   

 

2 2

2 2

1 1
( ), ( ) ( ) '

4 4

1
' 2 2 .

4

u x y q x y q x y M x y x y

M x y

         

 

 

 :إذف
 

1, 1

1
sup ( ), ' 2 2 ',

4x y

M u x y M M
 

      

 .(2)كىك ما يأتـ الردٌ عمى 

)  مف عنصر كؿٌ  فإفٌ  n منتو بعد ذك فضاء E أفٌ  بما (3 )EL 

 المبرىنة إلى استندنا إذا .متراصٌ  مؤثٌر uأفٌ  ىكذا يتٌضح .متراصٌا يضحى
 ذاتيٌة أشعٌة مف مؤلٌفا متجانسا متعامدا أساسا نعتبر أف لنا حؽٌ  (16.4.6)

1( )i i ne   لػ u . فإذا كافx عنصرا مف Eكضعنا عندئذ : 
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1

, , 1,2,..., .
n

i i i

i

x x e x i n


    

 :كعميو

1 1 1 1

1 1

( ), , ( ),

, .

n n n n

i i j j i j i j

i j i j

n n

i j i i j

i j

u x x u x e x e x x u e e

x x e e

   

 

 
        

 

  

  



 

ذا لاحظنا أفٌ العائمة. ie قيمة ذاتيٌة ممحقة بػ iحيث  )1كا  )i i ne  متعامدة  
متجانسة ككضعنا 

0
maxi i
i x n

 
 

حصمنا عمى : 

0

22

1

( ), .
n

i i i

i

u x x x x 


    

 :كمنو
0

1

' sup ( ), .i
x

u M u x x 


     

 : كلكف لدينا
0 0 0 0 0 0

( ) ,i i i i i iu u e e e      
 :إذف

0 1
max .i i

i n
u  

 
  

 

 (3) في المثاؿ  (1 (5
 : بػ uعرٌفنا قريف  (5.2.6)الكارد في الطائفة 

1

*

0

( ) / ( )( ) ( , ) ( ) .g u g u g t K x t g x dx  

ٌّ ة حقيقيٌ K تكلمٌا كاف ٌّ u* تبيٌف أفٌ u. 

) لكرة الكحدة كلنضع Bلنرمز بػ  (2 )H u B. إلى استندنا إذا 

 :بإثبات أفٌ  اكتفينا أسككلي مبرىنة
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الاستمرار  متساكم H .أ
 المجمكعة .ب ( ), ( )xH f x f u B  أيٌا كاف  ،متراصٌة نسبيٌاx 

مف المجاؿ  0,1 . 
 بانتظاـ عمى ة مستمرٌ Kنلبحظ في البداية أفٌ    0,1 0,1 .فإذا كاف

f عنصرا مف Bك xك 'x مف  0,1كتبنا : 
1

0

1

0

( )( ) ( )( ') ( ( , ) ( ', )) ( )

( , ) ( ', ) ( )

u f x u f x K x t K x t f t dt

K x t K x t f t dt

  

 





 

1 1

0 0

( , ) ( ', ) ( , ) ( ', ) .f K x t K x t dt K x t K x t dt     

 بانتظاـ عمى البلبطة ة مستمرٌ Kكبما أفٌ    0,1 0,1 ٌفإنٌو مف أجؿ كؿ ، 
0  0 يكجد عدد بحيث : 

' ( , ) ( ', ) .x x K x t K x t      
 :كعميو

 0 0 / , ' 0,1 :

' ( )( ) ( )( ) , .

x x

x x u f x u f x f B





 

 

     

      
 

. الاستمرار متساكم Hكىك ما يبيٌف أفٌ 
 .لننتقؿ إلى الشرط الثاني

: الجزء يككف لكي
 ( ) ( )( ), ,xH g x u f x f B   

 :كبغية ذلؾ نحسب. يككف الجزء ذاتو محدكدا أف يكفي نسبيٌا متراصٌا
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1 1

0 1,0 1
0 0

0 1,0 1

( )( ) ( ) ( ( , ) ( ) sup ( , )

sup ( , ) .

t x

t x

u f x g x K x t f t dt f K x t dt

K x t

   

   

  



  

يتبيٌف ىكذا أفٌ 
xHمحدكد، كبو يأتتـ البرىاف . 

 

 u إفٌ التطبيؽ (1 (6
 :كاضح الأطيٌة؛ كىك مستمرٌ كذلؾ، إذ لدينا

* *

2

2 2 2

2
( ) .

n

n

n n

x
x E u x x x

n 
 

     
 

 

 :كمنو
( ) .x E u x x   

2 لاحظ أفٌ ) 1 ). 
) إفٌ الجزء (2 )nu E1  يتمتٌع بالعائمة المنتيية( )i i ne  حيث ،: 

1
0,0,..., ,0,... ,ie

i
 

  
 

 

 مرتبة ذا nuيجعؿ  الأمر الذم كعميو، فيك ذك بعد منتو،. أساسا جبريٌا لو
) عنصر مف  nu أفٌ  لاشؾ أنٌؾ لاحظت ).منتيية )EL). 
 : مف كرة الكحدة يككف لديناxمف أجؿ كؿٌ عنصر  (3

2
2

2 2
1 1

1
( ) ( ) .i

n

i n i n

x
u x u x

i i 
   

    

 كلكف العبارة
2

1

1
n

i n

R
i 

 

  ريماف سمسمة باقي تمثٌؿ 
2

1
nR

i 
 المتقاربة 

2 مف أجؿ 1  . ٌكعميو، فإف lim 0n
n

R


 . ٌنستأمص أف: 

1

lim sup ( ) ( ) 0;n
n x

u x u x
 

  

 :أم
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lim 0.n
n

u u


  
 مؤثٌر u أفٌ  تبيٌف (11.4.6) برىنةـاؿ إلى استندنا فإذا .ىيمبرتيٌ  فضاء E إفٌ 

 .متراصٌ لككنو نياية لمتتالية مف مؤثٌرات ذات مرتبات منتيية
 

 

  مسائؿ لمبحث 7.6
 

 

) مؤثٌرا مف u فضاء ىيمبرتيٌا كEليكف  (1 )EL يحقٌؽ: 

1) u ٌكاحدم ،    

2) Eu idقابؿ لمقمب . 

)1اثبت عندئذ أفٌ المؤثٌر  )( )E Ev i u id u id    ٌىيرميتي . 
 

)  مؤثٌرا ىيرميتيٌا مفuليكف  (2 )EL حيث ،E ٌفضاء ىيمبرتي . 

)1 اثبت أفٌ المؤثٌر (1 )( )E Ev u i id u i id     ٌكاحدم. 

اثبت أفٌ  (2 ( ) 0Ker v id  . 

 

) مؤثٌرا مف uاثبت أنٌو إذا كاف  (3 )EL ٌفإف *Ker u Ker u u. 
 

)مف كاحديٌا  مؤثٌرا ىيرميتيٌا u فضاء ىيمبرتيٌا كEليكف  (4 )EL .
: تبكٌد مف أفٌ 

2. أ

Eu id  
1المؤثٌر . ب

( )
2

Ev u id مسقط . 

 

)مف ناظميٌا  عنصرا u فضاء ىيمبرتيٌا كEليكف  (5 )EL. 
 :اثبت أفٌ  (1
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*( ) ( ) .x E u x u x   

) مؤثٌرات مف  المؤلٌؼFالجزء  أفٌ  اثبت (2 )ELفضاء  الناظميٌة 
)جزئيٌ مغمؽ مف  شعاعيٌ  )EL. 

 :اثبت أفٌ  (3

2 2 * .u u u u  

 

) مؤثٌرا مف u فضاء ىيمبرتيٌا كEليكف  (6 )EL. أفٌ برىف : 

* .Keru Keru u 

 

)ك ىيمبرتيٌا فضاء E ليكف (7 )n nu ىيرميتيٌة مؤثٌرات مف متناقصة متتالية 
 : بحيثuبرىف أنٌو يكجد مؤثٌر مكجب . Eمكجبة عمى 

lim ( ) ( ).n
n

x E u x u x


   

 

 .( مف)برىف أفٌ طيؼ مؤثٌر كاحدمٌ مكجكد في قرص الكحدة  (8
 

  متراص؟E عمى Eidىؿ المؤثٌر المطابؽ  . فضاء بناأيٌاEليكف  (9
 

2 ليكف  (10 ( )E   ك u  عنصرا مف( )ELبحيث : 

32
1 2 1

( ) , , ,..., ,... .
2 2 2

n

n

x xx
u x x



 
  
 

   1 2, ,..., ,...nx x x x  

 . مؤثٌر متراصuبرىف أفٌ 
 

 :ليكف الفضاء  (11

 ( ) / lim 0n n n n
n

E x x x x


      
sup بالنظيـ نزكٌده  n

n

x x





) محدكدة حقيقيٌة متتالية  كنعتبر )n n  
u: كتطبيقا E E ًمعرٌفا بػ : 

( ) / ( ( )) .n n nx u x u x x  
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 :اثبت عند ذلؾ أفٌ 
 u  مؤثٌر متراص lim 0n

n



  

  

2ليكف    (12 ( )E   ك , :u v E E ًتطبيقيف معرٌفيف بػ : 
 

1 ; 1,
( ) /( ( ))

0 ; 0,

n

n

x n
x u x u x

n

 
 


  

 

( ) /( ( )) , 1.
1

n
n

x
x v x v x n

n
 


  

wنضع  v u . 
 :اثبت أفٌ  (1

  متراصٌ؛  w .أ
 لا يتمتٌع ببيٌة قيمة ذاتيٌة؛  w .ب
 مبسٌط إلى wطيؼ . ج 0. 

 :احسب (2

 nw, .أ 

 

 .ب 
1

lim .n n

n
w


  

  

) لتكف   (13 )n na متتالية حقيقيٌة محدكدة كTالمؤثٌر المعرٌؼ عمى الفضاء  

( )p

  (1 )p  بيذه الكيفيٌة  :
 

( ) , , ( ) ( ).p

n n n n nTx a x n x x        

 
 

 . مؤثٌر مستمرٌ Tاثبت أفٌ  (1

 .عيٌف نظيمو (2
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 .عيٌف قيمو الذاتيٌة كطيفو (3

 .T*صؼ قرينو  (4

) يككف متراصٌا إذا كفقط إذا تقاربت المتتالية Tبرىف أفٌ  (5 )n na 
. الصفر نحك

 

 مؤثٌرا مف A ليكف  (14   2 0,1LLمعرٌفا بػ : 

0

( )( ) ( ) .

x

A u x u t dt  

 . متراصAبرىف أفٌ  (1

 .Aعيٌف قريف  (2

A*برىف أفٌ  (3 Aمؤثر ذاتي القريف كمتراصٌ ثٌـ عيٌف طيفو . 

A*استأمص نظيـ  (4 A ٌـ نظيـ  .A ث
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 دليؿ المصطمحات
 

 

 

 فيو يظير مذاؿمقطع اؿ الصدد إلى ىذا فيئ القار إرجاع  انتيجنا
 .المصطمح المذككر لممرٌة الأكلى في كؿٌ فصؿ

 

 

 أ  

 Base أساس 

   ...canonique ] 4.1قانكنيٌ . ..] 

    ...hilbertienne ] 4.4ىيمبرتيٌ . ..] 

 inductive  4.2استقرائيٌة 

 Projection 3.4 إسقاط

 Translation 4.1   سحابفا

 ب  

 Dimension بعد    

   ...finie ] 5.1منتو . ..] 

  co  ... ] 9.1مرافؽ . ..] 

 ت  

  homothétie 4.1 تحاؾ

    Orthogonalité 2.4 تعامد

  Isomorphisme  شاكؿ ت

 ]algébrique …  2.1جبرمٌ  ...]  
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 ]hilbertien …  4.4 [ىيمبرتي. ..]  
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 ذ 
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 غمر قانكنيٌ 
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 Adjoint 2.6قريف 

 9.1 قمبقابؿ لؿ

 

Inversible 

 Inversibilité 1.6 قمب لؿيةقابؿ

 Mesure 4.1 قياس

  

 ؾ
 

 

 Polynôme trigonométrique 1.5 حدكد مثمثيٌ  كثير

  Total 3.1 كمٌيٌ 

 ـ 
 

 

    Opérateur 1.6 مؤثٌر 

 ... compact] 4.6تراص ـ... ]  

  ...normal] 2.6 ناظميٌ ... ]  
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 Norme 1.1نظيـ    
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 ]euclidienne …  1.1إقميدمٌ  ...]  

 ]de la convergence uniforme …   1.1 المنتظـ التقارب ...]  

 Théorie 6نظرية 
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 1.2نكاة 
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  ىػ 

 Hermitien ىيرميتيٌ  

 opérateur  ]...   2.5...  مؤثٌر ]  

 forme ... (ne)  ] 1.4... شكؿ ]  

  ]forme anti ...( ne)   2.6... شكؿ ضد ]  
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        Unitaire  6.1كاحدمٌ  

 8.1... شعاع ]  
 

  Vecteur ...[ 

  … Opérateur   ] 2.6... مؤثٌر]  
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 دليؿ القمماا المذكوريف
 

 

 

 
في كضع ىذا الدليؿ إلى الإتياف بصكر الرياضيٌاتيٌيف لمحض عمدنا 

ٌـ إرجاع القارئ إلى أكٌؿ صفحة ذكر فييا العالـ  .الاستئناس، كت
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    التعدد المساني كالمغة الجامعة   407 

 

 

 

 
    

    
  (207)  بطكليمي            (203) أبكلكنيكس            (201) ىيمبرت    
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 2012 أبريؿ 12-11-10أياـ " التقدد المساني والمغة المامقة"خلاؿ ندوة 
 
أصحاب المعالي كالسعادة كالفضيمة 

السيدات كالسادة العمماء الكراـ 
أييا الجمع المكقر 

أرحب بكـ جميعا كأشكركـ عمى قىبكؿ الدعكة لممشاركة في ىذه الندكة 
التي حظيت برعاية فأامة رئيس الجميكرية السيد عبد العزيز بكتفميقة، 

كتجمع نأبةن مف أىؿ الاأتصاص في شؤكف المساف كشجكنو كدراية بسبؿ 
تدبيره حكؿ قطب جامع ىك العربية الفصحى أك الكسيطة الحديثة كالحرٍص 

عمى تأطيط كظائؼ المغات الأأرل التي تدكر حكؿ ذلؾ القطب كلا تزاحمو 
أك تطغى عميو سكاء أكانت لغات الأـ بتراثيا التاريأي المشترؾ أـ كانت 
أجنبية تستفيد منيا المغة الجامعة في كثير مف مجالات البحث العممي 

كالاتصاؿ كالتكاصؿ مع المككب الذم يقكد التقدىـ كحداثة العصر، كىناؾ 
مؤشرات تدعك لمتفاؤؿ بمستقبؿ العربية، فقد تضاعؼ عددي مستعممييا في 

الشابكة أك الأنترنيت عشرات المرات ألبؿ العقد الأكؿ مف ىذا القرف، كىي 
في الجزائر المغة الأكلى الأكثر تداكلا في كسائؿ الاتصاؿ الاجتماعي بيف 

الشباب، كيرجع ذلؾ إلى المدرسة الجزائرية كجيكد الدكلة لمنشر الأفقي 
. لمتعميـ بسأاء كبير كالإصلبح المتكاصؿ لأدائو

 
 

السيدات كالسادة الأساتذة الأفاضؿ 
أييا الجمع المكقر  
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تحتؿ العربيةي المرتبةى السادسة بيف المغات الأكثر تداكلا في العالـ، 
 مميكف نسمة، كنعرؼ أنيا 300كيزيد عدد الناطقيف بيا داأؿ أكطانيا عمى 

مف المغات الرسمية في بعض المحافؿ الدكلية مثؿ منظمة الأمـ المتحدة 
كاليكنسكك، كيزيد تراثيا العممي كالأدبي حتى القرف الرابع عشر عمى مجمكع 

ما أنتجتو الحضارتاف اليمينية باليكنانية القديمة كالركمانية باللبتينية الذم 
يحتاج إلى ترجمة إلى المغات المتفرٌعة عف المغة اللبتينية، بينما يمكف 
الاهطلبع عمى تراث العربية مف العصر الجاىمي، كعمى كؿ ما أنتجتو 

الحضارةي العربية كالإسلبمية لأكثر مف ألؼ عاـ، ضاع الكثيري منو، أك اهنتقؿ 
. إلى أزائف أارج المنطقة

لقد اهرتبطت العربية بالقرآف كعمكمو كىي المغة الكحيدة التي ليا نصُّ 
ٌـ بفضمو تكحيد  مقدس كاحد كمحؿ إجماع المنتميف إلى الديف الحنيؼ، ت
ليجاتيا في فصحى كاحدة كمكحٌدة لمناطقيف بيا لغة أكلى في أكطانيا أك 

لغة ثانية بيف الشعكب الإسلبمية، كلا بد أف نشير إلى أف المسيحييفى العرب 
ساىمكا بجيد كبير في أدمة العربية كأاصة بالسبؽ في كضع المعاجـ 
كالقكاميس، كبالترجمة كتحٍديث لغة الصحافة، كما قدـ عمماء الاستشراؽ 

 بعضيا لأىداؼ عممية، كبعضيا الآأر ،أدمات ىامة لمعربية كتراثيا
. لأغراض أأرل

 
 
 
 

أييا السادة الأفاضؿ 



    التعدد المساني كالمغة الجامعة   420 

لقد تحالفت ضد العربية في عصرىا الكسيط كالراىف ثلبثةي عكامؿ 
عطٌمت تقدمىيا كأضعفت إشعاعىيا كأفقرت رصيدىىا الإبداعي في العمكـ 

والقامؿ  ما حاؽ ببىميا مف تأمؼ كجمكد كفتف، أولياكالفنكف كالآداب، 
يرجع إلى الغزك كالاحتلبؿ الككلكنيالي الذم اهستفاد مف حالة الضعؼ الثاني 

كزاد مف استفحاليا كغرس عقد النقص كالدٌكنية كالتقبؿ الطكعي لمتبعية، أما 
 فيك تأاذؿ كغفمة الكثير مف نأبيا كأكلي الأمر في أكطانيا ثالث القوامؿ

طلبؽ النيضة التي تحرر العقؿى كتطكر مجتمعاتًنا  عف تحريؾ الإرادات كا 
. بقيادة نأب عالمة تبنى مجتمعى المعرفة كالحرية كالتنمية الحقيقية

لقد أثبتت تجارب الأمـ القديمة كالمعاصرة أف تحقيؽ التنمية كالتقدـ 
العممي كالتكنكلكجي كالحد مف التبعية يتطمب اهستيعابى المعرفة كتكطينيا 

كالإبداع فييا بالمغة الكطنية الجامعة، حتى كلك كاف عددي مستعممييا قميلب، 
سرائيؿ عمى سبيؿ المثاؿ يؤكد المقكلة  كما حققتو ككريا الجنكبية كفيمندة كا 

. السابقة
نصًؼ العربية بالمغة الجامعة بحكـ حضكرىا التاريأي كتقبميا 

الطكٍعي بيف الأغمبية مف ساكنة المنطقة العربية، إف اهعتبارىىا في مجاليا 
الطبيعي لغة كطنية كرسمية، ليس أكثر مف ممارسة لمديمكقراطية المسانية 
كما ىك الحاؿ في كثير مف بمداف العالـ التي لا يصؿ فييا الجدؿي حكؿ 

قضايا المغة الرسمية إلى إنٍكار دكرىا كأىميتيا في إسناد التجانس المجتمعي 
كالثقافي، يسمي البعض ذلؾ الحرص بالاهستثناء الثقافي لمتغطية عمى 

ضعاؼ التنكع المساني كفرٍض أحادية لغكية مستبدة، كىك ما  اليعقكبية كا 
. تتحاشاه لغتينا الجامعة

السادة الأفاضؿ 
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المغة ظاىرة اجتماعية لا تنفصؿ عف كاقع الأمة التي تستعمميا 
كمنزلتيا مف حيث ثكابت القكٌة في عصرىا، كما حققتو مف تراكـ معرفي 
ذا كاف لمعربية  يدافع عف أمجادىا كيعمي مف مكانتًيا في مككب الأمـ، كا 

مساىمات حضارية لا ينكرىا إلا جاحد، فإف ما قدمتو في السابؽ ليس ىك 
. المعرفة كما ىي عميو اليكـ

ذا تعمؽ الأمر بالجزائر كىي البمد العربي المغاربي الأكؿ الذم  كا 
تعرض لمحنة الاحتلبؿ الاستيطاني الذم أقصى العربيةى كاهعتبرىا لغة أجنبية 

كىي لغة أقميةو مف الغزاة الأركبييف القادميف - كفرض الفرنسية لغة رسمية 
فرضيا في الإدارة كالتجارة كالتعميـ كالإعلبـ، كبيدؼ - مف كراء البحر

اهستبٍعاد الفصحى سعى إلى تعكيضيا بالعاميات في المدارس القميمة التي لـ 
 مف الجزائرييف، الكثير منيـ لـ %12.4 سكل 1954يتأرج منيا سنة 

يتجاكز مرحمة التعميـ الابتدائي، كالقمة منيـ درسكا بالفرنسية إلى جانب 
العربية، كالجدير بالذكر أف الفرنسية كانت سلبحا في يد قسـ مف النأب 
الكطنية لمدفاع عف حؽ الشعب الجزائرم في الحرية كالكرامة عمى العكس 

مما أططت لو سمطاتي الاحتلبؿ كأبراؤه، كلا زاؿ بعض النكستالجييف 
. يراىنكف عمى تفعيمو

كالحقيقة أنو لكلا جيكد الزكايا كالكتاتيب التي كانت أشبو بمأابئ 
كحصكف للئسلبـ كالعربية، ثـ نضالات الحركة الكطنية، كأاصة حزب 
الشعب كجمعية العمماء المسمميف الجزائرييف، لما بقي في الجزائر سكل 

عاميات مشكٌىة كىجينة تذكر ببسطكرة برج بابؿ، كمف المؤسؼ أف تعكد 
الدعكة إلى العاميات المحمية عندنا كفي كثير مف بمداننا كبديؿ عف 

الفصحى في أصكمة كأحيانا عداء لمغة الجامعة المكتكبة، كمف المفارقة أف 
كسائؿ الاتصاؿ المرئية كالمسمكعة في البمداف الأجنبية تستعمؿ الفصحى 
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لتبميغ رسائميا إلى المنطقة العربية منذ أمد بعيد، بينما يصفيا البعضي في 
بمداننا بالمغة المحنٌطة أك الميتة، ككبف المغات الأأرل بما فييا أكثرىا 

اهنتشارا ليس ليا عاميات، ككبف شعكبا ببكمميا مف العمماء كالأدباء كفقياء 
. المغة

لقد لحؽ بالعربية الكثيري مف التمكٌث كالتيجيف يزيد كثيرا عما كاف 
عميو الحاؿ قبؿ التحرير مف الحماية كالاحتلبؿ، كقد أساء ذلؾ إلى متٍنيا 
كجمالياتيا التعبيرية في الأطاب اليكمي كفي بعض كسائط الإعلبـ، كىك 
أمر يأتمؼ عف الاقتراض الطبيعي بيف المغات، فلب كجكد لنقاء لساني 
محض، كأاصة في حكض المتكسط الذم كاف كلا يزاؿ مف الساحات 

لى اليكـ . الكبرل لمتبادؿ كالتعارؼ كالصراع منذ أقدـ العصكر كا 
السادة الحضكر الكراـ 

بالنظر إلى كاقع الأمس في الجزائر، يمكف القكؿ بمكضكعية أف العربية 
اهستعادت الكثير مف مكاقعيا الطبيعية، فيي لغة التدريس في كؿ مراحؿ النظاـ 

التربكم كفي عدد مف مرافؽ الإدارة، كىي المغة الكحيدة المعتمدة في الكثائؽ 
كلا يزاؿ أماميا أشكاط لتشمؿ كؿَّ مرافؽ ...الرسمية التي تكقٌعي باهسـ الدكلة إلخ

الإدارة العمكمية، كبكجو أاص بعض المعاىد ككميات العمكـ كالتكنكلكجيا 
كالعمكـ الطبية، كعمى الأأص النشر بيا في المجلبت العممية المحكٌمة عمى 

المستكل الدكلي، كظيكر مجمكعة عممية مف أعمى طراز في مأتمؼ مجالات 
البحث كالاهأتراع، تعيد الثقة في العربية لغة لمعمـ كالإبداع، كما كاف حالييا في 

.  في بغداد كقرطبة الأندلس كمنارات الحضارة الإسلبمية الأأرل" دار الحكمة"
لقد تمت دسترة الأمازيغية لغة كطنية بمبادرة مف السيد رئيس 

 إلى جانب العربية المغة الرسمية المشتركة كالجامعة 2002الجميكرية سنة 
لكؿ المكاطنيف، كعمى أم حاؿ فإف كلب مف العربية كالأمازيغية ىما لساف 
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كتراث كليسا عرقا أك سلبلة، فكؿ الجزائرييف بؿ كؿ الفضاء المغاربي تعرٌب 
بفضؿ الإسلبـ كأصبحت العربية لسانىيـ الجامع ميما كانت لغة الأـ، كلا 

يكجد في بلبدنا سكل عدد قميؿ ممف لا يستعممكف العربية في حياتيـ 
يديكلكجية،  اليكمية، كالبعض منيـ لا يرغبكف في اهستعماليا لأسباب ذاتية كا 
كأحيانا بتحريض مف مركز الفرانككفكنية الذم يعاني مف اهكتساح الانكميزية 

. في عقر داره
السيدات كالسادة 

إف التعددية المغكية ثركة ينبغي الحرٍص عمييا، إذا كانت تدكر حكؿ 
المغة القطب، كلا تزاحميا أك تنزع عنيا كظيفتيا الجامعة، كقد كاف ىذا شبفي 

العرب كالمسمميف في عصرىـ الزاىر، فقد كانت مجامع العمـ مف ثنائي 
تقاف لغات الحضارات الأأرل مثؿ فارس كاليكناف كاليند ىك  كثلبثي المغة كا 
الذم مكٌنيـ مف نقؿ تراثيا كتكطينو بالعربية الفصحى المشتركة كأكصمكه إلى 
، كصنعكا بذلؾ حداثة عصرىـ بالتفكٌؽ في  أركبا بعد أف أضافكا إليو الكثيرى

كثير مف العمكـ، كمنيا عمكـ المٌساف، كاهبتكار المناىج، كليست بالتفاأر 
ثاء . المفظي كالرِّ

إف المغة الجامعة لا تقصي المغاتً الأأرل، كنحف نعمؿ في ىذه 
الييئة لتككف العربية لغة جاذبة كليست طاردة، فيي مف أيسس اليكية الفردية 
كالجماعية، كلعميا مف أىـ، إف لـ يكف مف آأر ما يجمع شعكب المنطقة، 

كمف ىذا المنظكر يعمؿ المجمسي كفٍؽ منيجية عممية بمنبنل عف أدٍلجة المغة 
كيسعى في كؿ منابره كندكاتو بتشجيع مف فأامة رئيس الجميكرية لفتح 

حكار ديمكقراطي حكؿ كؿ القضايا التي تشغؿ الرأمى العاـ الثقافي كالعممي 
. كما تشيد عمى ذلؾ مدكٌناتو كدليؿ كثائقو المسجمة كالمنشكرة
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نحف بلب شؾ في حاجة إلى إتقاف لغاتً البمداف المتقدمة كالاستفادة 
مف ذأائرىا في العمكـ كالفنكف كالتكنكلكجيات لتدارؾ الفجٍكة  التي تفصمنا 
عنيا ككضع تأطيط كسياسة لمغات الأجنبية تضمف قطبية العربية بلب 
ضرائر مف الداأؿ، كتساعد عمى نقؿ المفيد كالجيد مف تراثيا العممي 

كالأدبي الذم يتزايد بسرعة ىائمة، كلا شؾ أف نقؿى ما تراكـ منو إلى العربية 
أمر حيكم لاهنعاش الفكر العممي كالإبداعي، فالترجمة ىي الأكسجيف الذم 
يثرم ثقافىتنا كينمٌي رصيدىا، كأاصة في مجالات البحث العممي كالتعميـ 

العالي، فنقص المراجع بالعربية يمثؿ عائقا أماـ الطلبب في المرحمة 
. الجامعية كما بعدىا، كأحيانا ييستعمؿ ذريعة لبقاء الكضع عمى ما ىك عميو

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

السادة الأساتذة الأفاضؿ 
الحضكر الكراـ 

تطرح الكرقةي مكضكع ندكتنا، مجمكعةن مف القضايا في صيغة 
تساؤلات كمحاكر تتعمؽ بمستجدٌات الأدبيات العممية الحديثة في مسبلة 
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التدبير المساني كتجارب الأمـ الأأرل كمقاربة عممية لعدد مف المفاىيـ 
لة في الأدبيات المسانية، مثؿ الأحادية المغكية كالثنائية كالازدكاجية  المتداكى
كمكاصفات كمؤىلبت المغة الجامعة عمى مستكل البمد الكاحد كالعبٍر قطرية 

. كما ىك الحاؿ بالنسبة لمعربية
نحف سعداء بمشاركة ىذه النأبة مف الأساتذة مف أىؿ الدِّراية 

كالاأتصاص الذيف ليـ سجؿ عممي مشيكد في مأتمؼ المنابر الأكاديمية 
 جامعة جزائرية كعدد 24العالمية، فيناؾ في ىذا المحفؿ العممي أساتذة مف 

مف مأابرىا العاممة في البحث الأساسي كالتطبيقي  كضيكؼ كراـ مف 
البمداف المغاربية كالعربية الشقيقة مف المغرب كتكنس كالسعكدية كقطر 

كالإمارات كالسكداف كمدير مكتب تنسيؽ التعريب في الرباط كمف النيجر 
كاليند كمف ألمانيا، تجشٌمكا مشككريف مشاؽ السفر إلى الجزائر كىي تكاصؿ 

. تشييد كترسيخ بنائيا الديمقراطي الذم يصنعو شعبييا في ثقة كاهطمئناف
أجدد الترحاب بكـ كأتمنى لكـ طيب المقاـ 

أشكركـ عمى حسف إصغائكـ 
كالسلبـ عميكـ 




