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Introduction

La méthode des inégalités énergétiques, appelée aussi méthode de I’analyse fonction-
nelle, a pour origine les travaux de I. G. Petrovsky [22]. Elle a été appliquée et dévelop-
pée par la suite dans beaucoup de ces travaux. Pour la résolution du probléme de
Cauchy lié aux équations de type hyperbolique, O.A.Ladysenskaja [14], K. Fredricks
[7], N. I. Yurchuk [28;29; 31].

La méthode a connu par la suite des développements importants dus a J. Leray
[11], et L. Garding [8]. Elle a été également utilisée pour la résolution de différents
problémes dans les domaines de la théorie de la conduction thermique [3,10,13], la
physique des plasmas [25], I'électrochimie [28], et autres. Le présent travail est objet
d’une extension de la méthode des inégalités énergétiques a de nouveaux problémes
mixtes avec conditions aux bords non locales de type intégrales. Il est aussi consid-
éré comme prolongement des résultats obtenus dans [29]. les problémes mixtes avec
conditions intégrales prennent un intérét de plus en plus important dont la raison
fondamentale est la signification physique de base de la condition intégrale & savoir
une moyenne, un flux, une énergie totale, un moment, etc. Ce sont des modeéles
mathématiques rencontrés en théorie de la conduction thermique [3,12], en thermo
-élasticité [24], et dans les semi-conducteurs [1]. De tels problémes ont été étudiés dans
2,3,4,5,6,12,13], et [17,19,20, 21,29, 30, 31], pour les équations paraboliques, dans
[30], pour les équations pseudo- paraboliques dans [3,5,6,12,13] et [10, 16, 21, 28, 31],
pour les équations paraboliques, dans [7, 8,11, 14, 21], pour les équations hyperboliques

et dans [3,4,14, 16,17, 20, 31], pour les équations du type mixte.



Description de la méthode

La méthode des inégalités énergétiques est basée sur la recherche d’un opérateur
Mu dit multiplicateur qui dépend de la fonction u, ses dérivées et certaines fonctions
poids. On est ramené par la suite a effectuer des intégrations sur le domaine considéré
en vue de doter E et F' de normes adéquates afin de pouvoir montrer I'existence et

I'unicité de la solution, dite forte, du probléme considéré aprés d’avoir mis sous la forme
Lu= F, (1)

ou L : F — F est I'opérateur engendré par le probléme considéré, F est un espace
de Banach, F est un espace de Hilbert, u € E et F € F.

la méthode se présente sous deux schéma.
Schéma 1

On démontre deux inégalités a priori
[Lullp <C ullp  Vu € D(L) (2)

lullg < ¢ [[Lullp Yu € D(L), (3)

ou C' et ¢ sont des constantes.

L’unicité de solution du probléme considéré résulte de ces deux inégalités.

De P'inégalité (2) résulte que 'opérateur L est continu et de l'inégalité (3) résulte
qu’il admet un inverse continu et que I'image R(L) de L est fermée. L est donc un
homéomorphisme linéaire de E dans le fermé R(L), ce qui prouve 1'unicité de solution.
L’ existence de la solution est assurée par le fait que R(L) est dense dans F, chose
faisable moyennant les opérateurs de régularisation que ’on choisira suivant la nature

du probléme considéré.



Schéma 2
On démontre I'inégalité énergétique du type
lullg < e l[Lull,  Yu € D(L), (4)

ol c est une constante.

Par passage a la limite, on prolonge I'inégalité (4) & D(L). Etant donné que I'image

R(L) de l'operateur L, qui joue un role important, est fermée dans F et que

11 suffit de montrer que R(L) est dense dans F'.
Dans ce travail, nous utilisons le 1¢"shéma.

La méthode des inégalités énergétiques présente des avantages et des inconvénients.
Avantages

- Elle est efficace pour beaucoup de problémes dont on a cité un certain nombre
plus haut.

- Son aspect théorique est solide et son développement est fait dans un cadre
abstrait et élégant.

- L’actualité des problémes traités par cette méthode.
Inconvénients

Beaucoup de difficultés sont rencontrées lors de la recherche

- Des espaces de solutions.

- Du multiplicateur.

- Des opérateurs de régularisation.

L’élaboration d’une technique remédiant & ces difficultés est encore prématurée,
ceci est dii a la variété a I'actualité des problémes traités par la méthode.

Actuellement, I'application de la méthode nécessite une étude spéciale pour chaque

probléme considéré.



Chapitre 1

Rappels

Le but de ce chapitre est de rappeler certaines notions et certains résultats de I’analyse
fonctionnelle utilisés dans les chapitres ultérieurs. Pour cela on a commencé par
donner les définitions de quelques espaces fonctionnels, puis un ensemble de notions

fondamentales d’analyse fonctionnelle et quelques résultats auxiliaires.

1.1 Espaces vectoriels normés

Definition 1 Soit E un espace vectoriel sur K(K = Rou C). Une norme sur E est

une application noté ||.||defnie par

I.ll: E— R

v = ||z

vérifiant les axiomes suivants : x , y
1) |z]| = 0 ©2=0
2) Az = |\ ||z]| , VAER et x € E
3z +yl < =zl + llyll , Ve, yekE.
Definition 2 On appelle espace vectoriel normé le couple (E ,|.||) formé d’un

espace vectoriel et d’ une norme ||.|définie sur E.



Espace de Banach.

Definition 3 L’espace normé (E,||.||) est appelé un espace de Banach si toute
suite de Cauchy dans E converge vers un élément de E (pour la norme ||.|). En
d’autre mots, un espace de Banach est un espace normé complet.

Espace de Hilbert

Definition 4 Soit H un espace vectoriel sur K(K = Rou C). On appelle produit
scalaire noté (.,.) sur H toute application de H xH — R, vérifiant les

propriétés :

1) (r,z)>0 V ze H

2) (x,z)=0 = x=0 dans H

3) (vy) = (y,x) Vo,yeH

4) (ax+ Py, 2)=a(x,2)+ 6(y,z) Ve, y, z€ H Va, BER

Remarque 1 Tout produit scalaire introduit une norme sur l'espace H, notée ||.||
et définie par

|z|| =/ (z,2)g ,V z€ H

H muni de cette norme est appelée espace préhilbertien.

Definition 5 Un espace préhilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

Supplémentaire orthogonal.

Definition 6 Soit E un espace muni d’un produit scalaire. Chaque fois que
(z,y) = 0, nous diront que les éléments = et y sont orthogonauz et nous le noterons
x L y. De toute évidence, l’élément nul de E est orthogonal a tout élément de E.

Definition 7 Soit L une variété linéaire dans H. L’ensemble des éléments de H
orthogonaux & L est appelé supplémentaire orthogonal de L et noté L*.

Théoréme 1 Ltest un sous-espace dans H. (Démenstration : On peut consulter
[26] page 65 ).

Théoréme 2 Soit L une variété linéaire dans un espace de Hilbert H. Alors,

pour que L soit dense dans H, il faut et il suffit que L+ = {0}. (Démenstration :
On peut consulter [26] page 66 ).



L’espace L?(0)
Definition 8 Soit Q un ouvert borné de R™ de frontiére lipchitzienne I'. On

o ﬁ«nz{ﬁn-»R;AuuW¢v<w}.

L%(Q)est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

%wzlﬁ@mww.

On munit L*(Q) de la norme

Il = (. )2 = M'Jf(””)mwr

Espace de Sobolev
Definition 9  Soit Q C R™ un ouvert. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1
sur €2 I’ensemble

ou

HY(Q) = {u € L*(9) ; o

cL*(2), 1<i §n}.

On munit H'(Q)du produit scalaire

et on note ||ull, o = (u,u)}/g2 la norme correspondante.

Théoréme 3 L’espace H'() est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

Théoréme 4  L’espace H'(Q) est séparable, i. e, il existe une partie dénombrable

dense dans H'(Q).

1.2 Quelques Inégalités

Inégalité de Young

Soit 1< p,g<+4oo ol +>=1,0na

Q=

1
p



P b4 *
abg a?—i—; Va,b €R+
Cette inégalité est appelée inégalité de Young. Elle est largement utiliseé dans ce
travail.

Théoréme 5 (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soit f et g deux éléments

de L?*(Q2), alors

fgeni@) et [jfmgnmpmwmmm,

1.3 les opérateurs

Soient E et F' deux espaces normeés (E, ||.||z), (F,||.]|z) et solent E et F' deux espaces
vectoriels sur le corps K(K =R ou K = C)
Definition 10 i) Une application A definie par

A E—F
x+— A(z) = Az

est dite opérateur.
ii) DA)={xe€FE; A€ F } CFE estdit domaine de définition de l'operateur
A.

iii) L’opérateur A est linéaire ssi
Va; p€ K, Vo, x” € D(A) : A(ax + x7) = aAz + fAx’
Definition 11 i) L’opérateur A est dit continu au point xo € E ssi
Ve>0 ; In>0, ||[v—xllp<n=||Az — Azl < ¢

it) A est dit continu dans E s’il est continu en tout point de E.
Proposition 1 Un opérateur linéaire est continu dans E s’il est continue a l’origine
(. 1. e. continue en 0).
Definition 12 On dit que lopérateur A est borné s’il existe une constante ¢ >
0 telle que
|Acl, <clzl,  Voe D)



Definition 13 (Graphe,Image, Noyau de A)

i)  Graphe deA = G(A) = Uz, Az] = {(z, Ax)/zr € D(A)} CE X F
it)  Image de A= R(A)=U{Az} C F

iii) Noyau de A=ker A= N(A)={xr € D(A);Az =0} CE

Definition 14 On dit que l'opérateur A est fermé ssi
G(A) ={(z,Ax) e Ex F :x € D(A)}
est fermé dans E x F . Ceci équivaut & dire si une suite (x,,) dans D(A) telle que
x, — = dans D(A) et Az, — f dans F.

Alors
f=Ax, v € D(A).

Remarque 2 Si A est fermé, alors N(A) est fermé.

Théoréme 6 L’opérateur A~1 existe et en méme temps est borné sur R (A) si et
seulement si ||Ax || > m ||z ||, pour un m constant, m >0, et pour tout x € D (A).

Théoréme 7 Soient deux espaces de Banach X et'Y et un operateur

A e L(X,Y) tel que R(A) =Y. Si A est inversible, il est aussi continiment
wnversible.

L’opérateur adjoint

Soit

A:DA) CE—F,

un opérateur non borné a domaine dense, on définit un opérateur non borné
A*:D(A") C F* - E*

comme suite,

on pose

D(A*) ={y € F*; 3¢ > 0 tel que |(y, Ax)| < c||z||Vx € D(A)}



Il est claire que D(A*) est un sous espace vectoriel de F'™*.
On définit également A*y pour y € D(A*), étant donné y € D(A*).

On considére 'application
g : D(A) — R défini par : g(z) = (y, Ax), © € D(A).
On a par conséquent la relation fondamantale suivante qui lie A et A*

<y7Am>F’><F = <A*a$>E'xE

l9(z)| < cllz]|, Vo € D(A); Vy € D(A").

Grace au théoréme (Hanh-banach forme analytique) on sait que g peut étre prolongé

en un application linéaire
f:E—R telque |f(z)|<c|z|,Vze D(A)

par suite f € F .

On remarque que le prolongement de g est unique puisque f est continue sur £ est
que D(A) est dense dans E .

On pose A*y = f.

Il est clair que I'opérateur A* est linéaire.

lopérateur A* : D(A*) C F'—E" est appelé 'adjoint de A.

Proposition 2 Soit

A:D(A)CE—F,

un opérateur non borné a domaine dense, alors A*est fermé (i.e.G(A*) est fermé dans
F'x E’)
Théoréme 8 Soit

A:DA)CE—F

un opérateur non borné fermé avec D(A) = E, alors les propriétés suivantes sont
équivalantes

i) D(A) =E,



it) A est borné,
iii) D(A*) =F’,
iv) A* est borne.

Definition 15 Soit H wun espace de Hilbert. L’opérateur
A:D(A)CH — H
est dit auto-adjoint ssi
A=A"jie. D(A)=D(A") et (Au,v) = (u, Av),Vu, v € D (A).

Théoréme 9 A est symetrique ssi (y, Ax) = (Ay,z), Vo, y € D(A)

Théoréme 10 Si A est auto-adjoint, le mombre (Au,u) reste réel pour tout u € H.

1.4 Les opérateurs de trace

Un théoréme de trace

Soit I' = 0N la frontiere de Q2. Etant donné une fonction v de H™(2), on cherche a
définir sa<<valeur au bord>> v|.. Ceci n’est pas évident car pour n > 2 les fonctions de
de H™(2) ne sont pas en général continues. Cependant dans le cas particulier n = 1,
on peut montrer qu'une fonction v de H'(Q), avec 2 = ]a, b] intervalle ouvert borné
de R, est égale (presque partout ) & une fonction continue sur [a, b].

Dans ce cas, il n’y a donc aucune difficulté a définir v(a) et v(b), pour tout

v € H'(Q). Par contre, dans le cas général n > 2, il va falloir utiliser des arguments
plus sophistiqués pour définir la valeur au bord v | d’une fonction v € H*(Q) .

On introduit d’abord quelques notations.

On désigne par C™(€2), m entier > 0, I'espace des fonctions m fois continument
différentiables dans Q et par D(Q) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables
et & support compact dans Q.

Ceci signifie qu'une fonction appartient & C™(Q) (resp. a D(Q)) si elle est la
restriction & © d’une fonction de C™(f)(resp. a D(f)), ot € est un ouvert de R™

contenant Q.
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Considérons, pour commencer, le cas tres simple ot 2 = R} avec
R =z ={r=(x"2,) €R"; 2, >0 }.
Dans ce cas, la frontiére de {2 est 'hyperplan
I'={z=(x,0); 2 eR""}

Lemme 1 L’espace D(R7Y) est dense dans H(R?).
Lemme 2 Pour toute fonction v de D(R), on a [[u(.,0)[lg g1 < HU”LRT
Il résulte des lemmes précédents que 'application linéaire

v+—v(.,0) de D (R?) dans D(R"),

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(R'}) dans L*(R™1)
encore notée v — v(.,0). De plus I'inégalité a lieu pour toute fonction v de H*(R™).

Ainsi, lorsque Q = R}, on peut définir la valeur au bord v|. d'une fonction v de
H'(Q2) en tant que fonction de L?(T).

Les résultats précédents vont pouvoir se généraliser en cas d’un ouvert borné €2 de
R™ & condition de faire des hypothéses convenables, sur la régularité de frontiére I' de
Q.

Enoncons d’abord le résultat que nous avons en vue sous la forme .

Théoréme 11 On supopose que §2 est un ouvert borné de R™ de frontiére T’

<< assez réquliere >>, alors D (ﬁ) est dense dans H'(Q) et I'application
YoV YU = v|p

de D (ﬁ) dans C°(T) se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de H'(Q)dans L*(T") encore notée ~,.

L’application 7, ainsi définie appelée application trace et sa valeur y,v pour une
fonction v de H'(Q) est appelée trace de v sur T.

Signalons que I'image 7, (H(2)) est un sous-espace propre de L?(T"), i.e., application

7o M'est pas une surjection de H'(Q) dans L*(T).

11



Definition 16 Un ouvert de R™ est dit 1-régulier si €2 est borné et si sa frontiére
' est une variété de classe C! de dimension n — 1,  étant localement dun seul coté
de I"

Lemme 3 Si § est 1-régulier, il existe un opérateur p linéaire continu de H'(Q)
dans H'(R") tel que Yv € H*(Q2), Pv = v presque partout dans Q. Un tel opérateur
p est dit de 1-prolongement.

Lemme 4 Si Q est 1-régulier, D () est dense dans H'(Q)

Lemme 5 Si Q est 1-réqulier, il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vo e D), vl < ¢ llvllig-
Théoréme 12  On suppose que l'ouvert §) est 1-régqulier, alors D(ﬁ) est dense dans
HY(Q), et l'application
Yo : U — Yov = vlp de D(Q) dans L*(T)

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H(Q)) dans L?*(T)

encore notée ,.

1.5 Les opérateurs abstraits de regularisation

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur défini de D(A) € H — H avec
D(A) = H.
Definition 17 On dit que A est un opérateur dissipatif ssi

Re (A(u),u),, <0,¥ue D(A).

Definition 18 On dit que A est un opérateur accrétif si (—A) est un opérateur
dissipatif, i.e.
Re (A(u),u); >0,V ue D(A)
Definition 19 Un opérateur dissipatif A est dit maximal si son extention est lui

meéme.

Proposition 3 Soit A un opérateur

D(A)C H— H avec D(A) = H,

12



alors les les proprietés suivantes sont équivalentes
i) A est un opérateur dissipatif,
i) (A= Aul|| > A ReAlull, Vue D(A) et pour tout A € C tel que Re\ > 0,
i) |[(A—=AXu|| > X ReAlul|, YV u e D(A) et pour tout X € C tel que X > 0.
Démonstration . Supposons que (i) est vérifiée .

Soit u € D(A) et ReA >0, alors
Re (Au— Mu ,u) = Re(Au ,u) — Re |ul]® < —Re|[ul?,

done

|Au — M || |[u] > —Re (Au — Au ,u) > Re A |Jul|®.

Ce qui implique (ii).
1l est clair que (i1) implique (i)
Supposons que (iii)est vraie. Pour tout uw € D(A) et A >0, on a :

| Aul|* = 2X Re (Au ,u) = ||Au—u ||> = X |jul® >0,

donc

2\ Re (Au ,u) < ||Aul]®.

Comme X\ > 0 est arbitraire, il résulte que Re (Au ,u) < 0.

Théoréme 13 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermé, ce pro-
longement est aussi un opérateur dissipatif.

Corollaire 1 Un opérateur dissipatif maximal est toujours fermé.

Théoréme 14 Tout opérateur dissipatif admet un prolongement mazimal dissi-
patif .

Proposition 4 Soit A: D(A) C H — H avec D(A) = H ,

alors les les proprietés suivantes sont équivalentes :

i) A est un opérateur maximal dissipatif.

it) Im(A—X)=H pour certains A € C tel que Re X\ > 0.

iii) Im(A—X) = H pour certains A € C tel que Re A > 0.

Théoréme 15 Soit

A:D(A) C H— H avec D(A) = H,

13



un opérateur dissipatif, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) A est un opérateur dissipatif mazimal.

ii) A est fermé {\:Rel >0} C p(A) et de plus on a :

- < 2

Théoréme 16 Soit

A:D(A) C H— H avec D(A)=H,

un opérateur dissipatif maximal, alors

i) Acte L(H),

W AN <1,

i11) liir(l)Aglu =u pour tout u € H, ou AZ'u= (I —cA)™! ; &> 0.

Preuve. Soit € > 0, alors

{e : e >0} C p(A),

donc (I — MA) est continument inversible. D’out (I — AA)'existe et borné.

Il est défini sur H tout entier puisque
1
—e{e 1 e>0}.
€

Et on dédui que

(A-1nre L,
€
mals
A—=I)=—=(] —€A
(A= 21)= (1 ),
d’ou
(A— 1I)_l = —e(I —eA)™..
€
On pose
Al =(I—eA),
en déduit

14



En utilisant le théoréeme 14, on déduit que
()
<| - =¢€.
€

lA < 1.

ot

Donc

Supposons que u € D(A) , on a
A w —ul| = ||( —eA)u—u|| = ||e(I — cA) " Aul| < || Au]|.
Ainsi, par passage a la limite, lorsque ¢ tend vers 0, on obtient
liir(l)Ag_lu =u pour tout u € D(A),

et on a

D(A) = H,

alors

lir%Aa_lu =u pour tout v € H
Exemple 1 Soit A = % ol
D(A) = {u € L*Q) /u(0,1) = 0}

et
Q=(0,1)x(0,7),

alors A est un opérateur accrétif.

Démonstration. Nous avons

1 _
(Au,u)y = / %udaﬁdt = / u T de — /ualdxdt,
o Ot 0 ot

1 1
(Au,u) + (Au,u) = / |u|2’de - / |u|2‘ dr,
0 0

donc

alors

1
2Re<Au,u>:/ lu(z, T)|* dz,
0

15



car

u(0,x) =0,
d’otl
Re (Au,u) >0
Exemple 2 On prend A = g—;, de domaine de définition
() = {ue 220.a) /24 T T ¢ 12(0,0), () =0, 2%0), Ta) =0
- W00 o o @) W= W W T

alors A est un opérateur dissipatif.

Démonstration. Nous avons

2

@ Py * Ou 0%u 1 |0u
A = —uledt — ———dt = —= | — <0.
Re (Au,u) = Re e Ty Re N 5 | 5 ey <0
On pose
83
A;l =(I— 5A)_1 = - 5%)_1, pour € >0

Les opérateurs A-! ne sont que ceux qui donnent la solution du probléme

8395 age 8296
gs_gw_gv gs(o)_(): ot (O)_07 Ot2 (UJ)_

Donc le probleme adjoint est

dg:

*g:
5 (@)

ot?

., g \
g: +¢ =g, g:(0)=0,

ot =0,

(@) =0

Proposition 5 Soit u € L?(0,a), alors
: —1 =
N ll_r% |AZ u — UHLz(O,a) =0
: —1y* =
a lli% ||(A€ ) u— uHL2(0»a) =0

On note par Q2 = [0, 1] x [0,T]. Pour u € L*(2) on note par

Propriétés
On a

- P < LQ(Q>7 k= )

otk

w

D’autre part

16



- u5<x 0) = 07 6;; (.%',T), 3t2

Ol e [2(), k=10,3

=(x,T), Vo € [0,1]

De plus on a
21}*
- U:(fL‘,O) ) 8t ( aT)7 %(CE,T), Vr € [Oa 1]

- HAE_IuHL2(Q) < H“HLZ(Q) , Ve >0

= A 0| oy <Hv||L2 Ve >0

_ <A u ULz(Q) <u > L2(Q)
Si
ou
2 - 2
u€ L(Q), - € 1*(Q),
alors
1. aal;e € L*(Q), de plus 2= = <a_Z) ot ue(z, T) = A" (u(0, 7))

ou*

3. Siu € L*9),

alors
a- lilré||A;1u—u||L2(Q):O
b- ;iggHM;l)*u—uHLz(m:O

Exemple 3 On prend A = de domaine de définition

6t2 )

D(A):{UGH 12(0,a)/ 2 Pu Ou }

e L*(0, 0)=0 =0
ot ot (0,4), u(0) =0, ot W
alors A est un opérateur dissipatif .

Démonstration. Nous avons

2

2 a a
Re (Au,u) = Re 6’—u wdt = Re @u —/ Ju dt < 0.
o Ot? ot |, o |0t
L’opérateur
1 0*u
e — A = — 55
U ( a )u (u 60t2)
dont I'adjoint est
2
ur = (A;l)*u =—(u— 6%),



83
at3

a les mémes propriétés que I'opérateur A =
L’c—inégalité
On applique tout au long de ce travail I’e—inégalité suivante :

1
Re(a,b) < gaQ + 2—€b2, Ve >0

18



Chapitre 2

Position du probléme et unicité de la

solution

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probléme mixte pour équation aux dérivées partielles

d’ordre quatre avec condition non classique. On montre 'unicité de la solution forte

du probléme dans un espace de Sobolev avec poids. La démonstration est basée sur

deux estimations & priori.

2.2 Position du probléme

Soit le rectangle
Q=(0,T) x (0,1).

On considére ’équation

ou 0*u  20%u

= T out T ras = 00

A Téquation (2.1) on associe la condition initiale

Lu

lu = u(0,2) = ¢p(z) VYze(01),
les conditions aux bords

u(t,1)=0  Vte (0,T)

19

(2.1)

(2.2)

(2.3)



Ou(t, 1)

=0 vt e (0,T 2.4
= € (0,7) (24)
u(t,0) =0 vt e (0,7), (2.5)
et la condition intégrale
1
/ u(t,&)dé = 0 pour t € (0,7). (2.6)
0

2.3 préliminaire

Dans ce travail, on montre I'unicité de la solution du probléme (2.1) — (2.6). Pour

cela on rameéne le probléme (2.1) — (2.6) a la forme opérationnelle suivante :
Lu = F,

ou L = (L,/). L’opérateur L est considéré de F dansF’, o E un espace de Banach

constitué des fonctions u € L?(Q2) vérifiant (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6) et dont la norme

2
+ |u|2} dx.

(2.7)

est

2
|wm=/ﬁ
Q

0%u

Ox?

ou

ot

2 1
dzdt + sup / z?
0<t<T Jo

2
dxdt + /
Q

0x? x@xQ

F' est un espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles F = (f, ¢) obtenues

comme complétées de l'espace L?(Q) x WZ(0,1) par rapport & la norme suivante

P
0x?

1 a 2
1717 = ||(f790)||fr=/9902|f(t,93)|2dxdt+/0 952{ +|90|2}d90- (2.8)

En utilisant la méthode des inégalités énergétiques proposées dans [31], on établit
deux estimations & priori. On montre ensuite que I'opérateur L est un homéomorphisme

linéaire entre I’espace F et l’espace F.

20



Lemme 6 Pour toute fonction v € E, on a
1 1 1 pr
e(_“)/ 2% |u(r, )| do §/ z? |g0|2d1'—|-/ / 7’
0 0 o Jo

ol la constante c vérifie ¢ > 1.

2
dxdt, (2.9)

Démonstration
En intégrant par partie I’expression

// (=et) 42y, da:dt

on obtient
1
/ x? [ e= Ct)uu d:v + c/ / ~t) yudz dt

1 T -
//e(_d)xzua—ud:ﬁdt =
/ / =y dxdt
= / 2[ e Jul?] d:c+c/ / =) |u|? dadt
/ / (=etly, d:pdt

/0 z? [e =N u(r, z))* - |u(07a:)|2] dx

1 pr ) 1 T _Ou
—i—c/ / e d:vdt—/ x2/ e NDu—dxdt.
0 Jo 0 0 ot

on a donc

1 1 1 pr
/ 22l |u(7‘,x)|2dx—/ 3:2|<,0|2dx+c/ / e=D? |ul® dedt
dxdt

1
// (=et) 32y, dxdt+// —y
0 JO

Alors
1
/ e a2 |ul® da — / 22| p)? d:z:—i—c/ / —0) g2 uf® dadt
/ / (ct) 42 u— dmdt+/ / ety dxdt .
Mais
ot | | ot |

21



Ainsi, on obtient

1 1 1 pr
/ e |ul? da — / 22 o) dx + c/ / e D22 Ju|? dadt
0 0 o Jo

1
T 0
< 2/ / e(=ct) g2 ﬂ—u dxdt
1 T 1 T 2
0
< //e(Ct)x2]u|2da:dt+/ / N2 | 22| dudt.
o Jo o Jo ot

D’ou

1 1
/ e g? |ul? da — / 22 || dx
0 0
1 T 1 T
< (1—0)/ / el 2 d:z:dt+/ / el g?
o Jo 0 Jo

Ce qui donne

1 1 1 pr
/ e g? ul? da < / 22 || dx + / / el g?
0 0 o Jo

Ce qui résulte

1 1 1 pr
/ e g? lul? da < / 2 || da + / / (=t g2
0 0 o Jo

Théoréme 17 Pour toute fonction v € FE, on a l’estimation & priori

12
81; dzdt.

ot

o
Yot

o
U et
at |

ou
— | dxdt.
ot | "

|Lul| < cllullp ouc est une constante. (2.10)

Démonstration

En utilisant (2.1) et la condition initiale (2.2), on obtient :

_Ou 9 2@

bu=3 * o T pam =/ B0
On a
ou O _dPu ou 02 0%
xLu = xa +$@ + 2$ =uzf (t,x) = xa + @(x@),
donc
ou 0% 0%
< — — (r_Z
[z Gl B el e

22



D’ou

2 2

ou 0%  0%u oul | 0%, 9%u
2 2 o |,9Y armeal ol 2| |9 O
vl < egy| 4 ‘(‘h?(x@x?) 25| a2
et d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
oul> |0, Pult | oul® |, du |
IS g Tl eR)| T1Te| e Wa)|
d’ou ) )
ou 0%  0%u
2 2
On obtient
oul” 0% 0%u. |’
2 2 2
/x |Lu|” dx dt <2 / [x e @(m@) ] dx dt. (2.11)
Q Q
En utilisant la condition (2.2), on obtient
9*(lu)  0*u(0.x)
ox2  0x2
ce qui donne
2
.2 0?(lu) _ 0*u(0, x)
Ox? a2 ’
donc
F 102 | [ 0%u(0.) [0t
2 2 : 2 .
/x 507 da:z/x oz dm§0<SFET/x o dx,
0 0 0
d’ou
/ 9 (lu) |? / 9u’
2 dr < 2 / * || d. 2.12
/x 52 x Ogsyz . 27| 5| d (2.12)
0 0
De la méme condition (2.2), on a
1 1 1
/x2 > dz = /x2| w (0,z)dz < sup /a:2| u (t, )] de.
0<t<T
0 0 0
Ce qui résulte
1 1
/x2 llul>dz < 2sup /xQ | u (t,z)| da. (2.13)
0<t<T

23



De (2.11), (2.12), (2.13), on obtient

1 1
2 2
2| Lul® dx dt + | 2° 9 (lu) de + [ 22 |lu]® dx
Q 8I2
0 0
oul? o2 0% |?
2

9?u? 1
+2  sup /x2—2 dxr + 2sup /x2|u(t,:1:)|2dx.
0<t<T oz 0<t<T

0 0

Donc on a

1
/x2|f|2d:rdt+/x2
Q 0
2
< 2/[x2
Q

Par conséquent, on obtient

of

Ox?

1
dx+/:v2|f|2dx
0
2 2, |2 1 2
0 Ou ]d:cdt—i—Z sup/xQ{@
0<t<T Jo

ou
72T g)

at

2
2
927 + |ul }
[Lullf < 2]lull,
d’ou
ILullp < V2 Jlullp -

Ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 18  Pour toute fonction v € E, on a I'estimation & priori

ullz < C | Lull (2.14)
ou la constante
14
C=———
inf(3 ,e=<T)
Démonstration
Soit

1

ou ou
. 2
Jy = / g(t,&) d§ et Mu =z e + 2z J—at.

T

On considére la forme quadratique

1 T
Re/ / Lu Mu dz dt (2.15)
o Jo

24



En multipliant (2.1) par

Mu (onam:Mﬂ),

ou

:@+f_§@ on ;0
Mo T a2 \Taa2 )| \Tar T o )

En intégrant par rapport a z, on obtient

1 1 — 1
/ Lu Mu dx = / x2@@da§+/ Qx@Jaudx (2.16)
0 0 ot 825

L 92 *u\ ou 0? *u\ Ou

2
—| dx (2.17)

on trouve

'8u o*u 2 PPu

Lu Mu = _825 (91:4 m83

I—l

d’ou

En intégrant par parties le deuxiéme terme de (2.16) et on prenant en considération

les conditions aux limites, on obtient

0 ou o [Tou(t,§) .  Oult,z)
%(Ja)—a—x/x a LT a

On a aussi
ou_ 0 (o
ot ox ot
ou _o0u ! 0 ou ou
2xEJad:c = —/0 Qxa—x <J8t) Jatd:c

O] ] () [ 5 ()
[ () () ()
@ [0

L ou ou

25



Donc

! ou\ 0u L du ou L loul?
AxJ(at)adac—i- /xatjatd Z/OJE dx,
alors . ) )
ou ou ou
Re( xajatd ) —/0 J yn dx. (2.18)

Pour le troisiéme terme de (2.16), on a
/1 xa—2 (x@) @dx = /1 3_2 (x@) (x@> dx
o 02\ 022/ Ot o 02\ Ox? ot
En intégrant par parties on obtient
L2 [ 9%\ [ Ou o ( 0%\ ( om\]' ('O [ 0%\ ou
o (o) () = Lo (v3) ()], [ e (o) i
1o 0%u 0 (0u
B / o (f”’a?) "o <a_) d
o, 9*u\ Ju Lo 0*u J (ou
A ACHE LR ACOEAGE
] [ (2 [l ()]
ox2ot|, Jo Ox?20x \ Ot dx? \ 0 0
+/1 (x@) 0 (xﬁ@) dx
0 dx2 ) 0z \" 0z ot

_ 1x@ 0*u o+ ! 82u a x82ﬂ
Jo T 0x20z0t 0 Y912 9r \" 9zt
[ [ e
Jo T 0x20z0t Y912 dzot o 0z 020t
o[, b
- Yorzozot " T J, " 912 9zt

On a donc

L9 [ 0%\ Ou L 0% 0%u V0% 0%u
/0 T <a_> =2 / 5w ot T / o gt (219
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En intégrant par parties le quatrieme terme de (2.16), on obtient
0? 0?u\ Ou 0 L9 [ 9%\ 0 ou
07 (+28) 1% dr = |22 2 (228 L () a
/0 922 <x0x2) Tor { Oz (”“"a:ﬁ) ] /0 Oz (%:ﬁ) Oz (‘]at) ’
LG, Ju
= 2—
/0 Oz ax2> al

_ [y (P ou] _/12 Pu) Pu
— T\Toe2) o), Sy T\ T0a2) azat™

L 9%y 0%
= - / 20 00 Dwon ™
On a donc
Lop? 9%u ou L9%u 0%
D’ou

ou

1 1 2 1 2 1 2
ou 0*u 0%u
— _ 2 el el
Re(/o Lu Mu dx) = /Om 5 d:zc—l—/o J’@t dx+2Re</ 2I8x28x8td)

V9% 0% L 0% 0%u
—2he ( / 2055 Geor ) - fe ( / 57 3" )
On a alors

1 B 1 ) 2 1 2 1 ,0%u 9%
Re</0 Lu Mu dx):/o T dm—{—/o J d$+Re(/ 8$2(9:L'20td)

(2.21)
En intégrant le troisiéme terme de (2.21), on obtient

// u 8% ——dxdt = // —_— —ﬂ dxdt
03:2 0x20t N 3332 at 0x?

9% 0% LT 9 [ 0%
- U 83:28352(1] _/0 ; 8x28t( W)dxdt

ou
ot

ou

ot

d’ou

Tt 0% 0%u Yo% o [ 0%
2_
/0 /0 Sy axzatdm“/o . 022 8t< oz Z)d dt
b, 0%u(r, x) 0%u(T, ) b, 0%u(0,7) 0%u(0, 1)
_ 2 ) ) . 2 ) )
B /0 T o 0?2 de /0 T o O 4,
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qui donne

a2u P Lo 9 0%
B u(T a:) (‘92 (T,x) v L,0% 0%
= / 0z oz W / T a7 g2

ce qui résulte

,0%u 0 1 [ ,0%u(r, ) 0%u(T, x) 1 [ ,0% 0%
fe (/ / 022 01 <8x2)dxdt) ) / T o Ty / R

T 1
Re </ / Lu M7 dxdt) // % dzdt +
o Jo
1 1
—|—§/Ox dx—§/0x

En utilisant les propriétés des modules et 1’e- inégalité, on obtient
T 1 T 1
Re (/ / Lu M d:cdt) < / Lu Mﬂdxdt‘
o Jo
T 1
/ / |Lu| |Mu|dxdt

< //|£u|
< //|£u|
+2/ / ICu| |z dxdt
5/0 /0 z? (|£u| + ZZL )dxdt

+/T/1a:2\£u\2da:dt+/7/l Ja“
// 2| Luf? dod + 2 //

d:cdt

dmdt

82
Ox?

02()

92 dx.

IN

T —+2xJa—

dadt
ot |

dmdt

J_

IN

2
dzdt

2

3 dxdt

IN
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donc on a

T 1 1 1 62 ( ) 2 1 1 82@ 2
2—alah& ddt / —d——/Q—d.
//x + Jr2 0x? $20x8x2x
< / / 2| Lu)? dedt + = / / 8 dxdt—i— dxdt
d’ou
8u L 10%u PPu(r, x) z)|?
/ / | dwdt + = / | de (2.22)
, |0? Py 2
/ / 2| Lu) dedt + = / 922 dz.
Pourc > 1, en utilisant le lemme 6, on obtient
e(_CT) _
/ 22 u(r, z)|P de < = / 22 o dx + = / / e da:dt (2.23)
8 Jo 825
De I’équation (2.1), on a
0 ([ u\| ou |’
- - < g2 _ =
0x? (I8x2> s @ bu ot
ul?
< L
< Ll a5
< 22%|Lul? 4 227 88? :
d’ou
2 1 1 2
U 1 [ 1 [ ou
—— <= 2| Lul® - 2= 2.24
// Eye ($8x2) dxdt < //a: |Lu|” dxdt + //x dxdt (2.24)
En additionnant membre & membre(2.22),(2.23)et(2.24), on obtient
12
// —ddt——/ @ddt——//xe 0 dz dt
| e :
+—/xwd—|— /:Ce lu(t, z)|* dz + = //8#(@) dxdt
2 1[0 Py 2
< 2% | Lul® dxdt+ 22 | Lu)? da:dt+ | ©*|dx + = dx
2 ox?
1 1 2 2 —cr 1
< ( ————— )// Ou dxdt+§/0 7’ % dx—i—%/o $2€_CT|U(T7$)|2dl’
1 0? D?u
- —. | z== || dxdt
+8/0 /0 Ox? ($8x2) g
3 1 Tt 5 1 1 [, 10%)
< (§+Z)/O/Ox2\£u\ d:z:dt+§/ 2\<p|dx+2/ az|
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IN

Donc on a

L

1 1 1
- x2|£u|2d:13dt—|——/ 7% | p? d:p—|——/ 72
L ), 7y |

—CT

2u(r, z) |
Ox?

8

2 1
drdt + = / 22
2 Jo

2
dxdt

ST

a2’ (x@)

Pl

0x?

Il résulte que

T 1
e—CT / / 1,2

IN

1 1 82
14 //x2|£u|2dxdt+/ x2‘<p2|dx+/ 7
o Jo 0 0

2u(r,z)|?
Ox?

2 1
dxdt + e_”/ 22
0

2
da? (x@)

dxdt

[ LG

'

0x?

ce qui donne

3

€C’T

2

1
dxdt + / 22
0

2

/la:2 Ou dxdt—l—// 922 (xm>
(// ]ftx|d:cdt+/ 2‘g02}dx+/01x28—

D’ou

[

ox?
da:dt+/ / ) (x—)

ou
ot

QO
(t dxdt

2o ([ [mwemraa [0+ |32 har).
On a donc

14

lullz < —If II7,

e

d’ou

lullp <4/ = If I

Ce qui achéve la démonstration
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2
dx

1
dxdt 4+ sup / x {
0<t<T Jo

dz.

)

0x?

2
dx) .

2u(r,z) |

1
dw+e—/ 22~ |u(r, 2)[? da
0

1
da:—i—e_”/ 2 |u(r, )| do
0

1
) dx—l—/ 22 Ju(r, z)| do
0

Pu(r,x)|”

81’2 + \u(7,x)|2} dx

\
/



2.4 Unicité de la solution

Théoréme 19 La solution du probléme (2.1)-(2.6) est unique.

Démonstration

De l'inégalité (2.10) on déduit que 'opérateur L est continu, et de I'inégalité (2.14)
résulte qu’il admet un inverse L~ !continu et que I'ensemble des valeurs R(L) est fermé,
i.e : L est un homéomorphisme linéaire de l’espace E sur ’ensemble fermé R(L), ce

qui prouve 'unicité de la solution.
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Chapitre 3

Résolvabilité du probléme

Pour montrer que le probléme posséde une solution unique, il suffit de montrer la
densité de I'ensemble fermé R(L) dans F'. Pour cela, on montre le lemme suivant.

Lemme 7 Soit
Do(L)y={u/ uw € D(L):lu=0}
Si pour tout u € Do(L) et pour tout w € L*(Q), on a

/ 22 Lu wdx dt =0,
Q

alors
w=20
Démonstration
On a
ou *u  20%
2p 2 _
/Qx Lu wdy dt = O@/ﬂx <a+@+5%) wdx dt =0
ou ou 203
_ 20U _ 2 (U 207U
& /w 5 wdx dt /x <8x4+x8x3) wdzx dt,
Q Q
D’ou
9 B 0? 0? B
—/Qxa—wdxdt— /Qx@ (:17?> wdx dt (3.1)
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Pour w(x,t) donnée, on introduit la fonction suivante :
()

o(@, ) = a:/j?dva x/l ""(ggt)dg.

/1 v(x,t)dx = 0. (3.2)

En intégrant par parties et en tenant compte des conditions initiales, on obtient

1 1 T 6w(£at)
_ e, W& 1)
/Ov(m,t)dac = /Ozv/ < + &2 )d&dw
Bw(ft

1
1 w(€, 1) 1t (2 ()
[5332/1( ¢ + 2 >d£]0_§/0x2(36 + 2 dx
L9
- [ ()

— —% [x w(x,t)][l) = —%w(l,t) =0.

On a aussi
2?w = 2%+ 2xJv = No. (3.3)
En effet
; w(E,t
Jg:/g(t,é“) dg et v(y,t) = <y/ e )d§+ /yw(i,t)d€>
i TS . €
Donc on a
' 1 )t
J, = / oy, t) dy = / <y / o /yw<52,t> dg) N
: g ¢ NS

En intégrant par parties en tenant compte des conditions initiales, on obtient

3w5t
v +22Jv = xv—|—2x/ /( (gt)>d§d

dw(E)

1 1 Ow( yt)
1 1 it
53/2/1 ( ‘? +w(§2 ) ] / ( +w<j2 )> dy
o I/x awég,t) N w(&,t) dg_ . / (y@w(y,t)d§+w(y t)) dy
1 § 52 i dy ’

= tPv—av—z [ywy b))l = —zwl,t) -z wt) = r*w.

= 220+ 2
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De l'égalité (3.3), on a

4 3
- %NU dedt = / <@+ 2@> (427 + 22J7) dadt
Q
*u u _ _
= /Q <xw + 2$) (20 + 2Jv) dxdt

2 2
= / 0 <x%> (20 + 2J0) dxdt
Q X

0*u _ 0% [ J*u _
Donc

ou 0* [ 0%u 0% [ 0%u _
—/QEN’U dmdt—/ﬂﬁ (m@) x vdmdt—f—Q/ e (x@) J vdxdt. (3.4)

En intégrant par partie le deuxiéme terme de membre gauche de (3.4), on obtient

92 92w 92 9%u
/Q@ <x@> T vdx dt—|—2/ 52 ( 8I2) J vdx dt
1
0? 9%u 0 9%u 0 0%*u 0
I = 222 ol _9 Y Zrs
/Q(?xQ <x8x2> x vdxdt + 2 |:/ax <x8$2) J dt] / e (xé)mQ) e (J 0) dxdt
0 0
0? 9%u 0 0w\ _
/Q@ < o 2) x vd:z;dt+2/Q g (x@) vdxdt
/ P 0 (o
0x? xaxZ o Oz x8x2
0? 0%u _
<O+2 < 8:62> + 92 <x8:c2) T ) vdxdt

2 2
/aa— [ ( g Z)] vdxdt = /8—2 a:Qa—?;) vdxdt
iy T
Q
/Au vdxdt .
Q
Donc
au — =
— [ —NU dadt = | Au vdx dt, (3.5)
o Ot Q
ou

o? , 0%u
A“Z@( a>

En utilisant les propriétés des opérateurs de régularisation

a 1 —1\x*
J1 (IJ”;E) et (J-)%,
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qui sont les solutions du probléme

e =l 4 g.(t) = g(t)
ga(t)|t:0 =0
20 4 g2 (1) = g(t)

9z ()];=r = 0,
la solution a les propriétés suivantes :

Pour g € L*(0,T), on a
g: = (J)g € Wy(0,T) et g2 = (J7')'g € W,(0,T).

On a aussi
ge(tﬂt:() =0 et g:(t>’t:T = 0.

Comme (J:') commutative avec 2,

on a

T T
g —glPdt -0 et g —gl*dt -0 pour e — 0.
0 o

En remplagant dans 1’équation(3.5) u par la fonction régulatrice (J-')u et en util-
isant la relation
ATt = J7MA,
on obtient
ou _
— | =Nl dxdt = | Au vidx dt.
Ot Q
Donc
— / UNQU; dxdt = / Au vidx dt. (3.8)
o Ot Q

En passant a la limite, (3.8) est vérifiée pour toute fonction vérifiant les conditions

(2.2) — (2.6) telle que :
Pu\ 9 [P\ O [(Pu\ o, .. 0 &P
<8_) oz <a) o (a) €L, 5 g € L)
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Le membre gauche de 1’égalité (3.8), est une fonction linéaire continue en u, alors la fonc-

tion v} a pour dérivées
oy Pvr o, a (o*u: 0* [9%vr 5
oz’ (9x2EL(Q)’%(@%)’8x2(8x2)6L<Q)’

et les conditions suivantes sont verifiées

*
v

Velpmo = ox

ov*

€

Oz

~0. (3.9)

r=1

x=0

De plus v} vérifie la condition intégrale (2.6). En remplacant

t
u = /U:(.%‘,T)dT,
0

dans (3.5) et en utilisant (3.7), on obtient

t
—/2</ U:(I,T)d’r) N©u dxdt:/Auﬁdx dt ,
o 9t \Jo Q

Ce qui donne

—/v;‘N% dxdt = /Au(v;f—eava) vdx dt

= /Auv_;‘dx dt —s/AuavE dx dt
Q Q

ot
= /Au@dx dt —e/AuaUEdJc dt ,
d’ou
— ou ovr
—/v:Nu dxdt:/Au—dx dt —e/Au “dx dt . (3.10)
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A

/

Aua—dx dt =

ot

On a aussi

82

O?u(

0x?

[+

ox

72, x))

! ou
//8( —)dedt

82
/0 {@

1 82
/o 8:(:2
[

82
/0 Ox?

u

(-

82
0x?
0?u(

) g (e

2

-

Tl

(x?

ou\\ _
922 ( 9.2 (8_) udx dt

O*u(r,

(1,2)dx

[+

ax5 )) u(r, )

82

8;£x))u(r,x)dx - /0 1
it ))u(T,a:)dx - /0 1

(92 ou
0z2 \ ot

G ) )

(+2222)

0x? ox
O*u(r, )
907 dx
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et

-
- [ o G a o [ f o (5) e
_ _/OT 01 <x2%)§—;<%)dxdt
= 5w )] [ () g (e
o .
- [ 5 (5 (G oo
= [ 5 (5 )] o [ e (255) G
T 1 2 2—
_ _/0/0_< %)%dmﬁ

0x?
T 1
= —/ / Aﬂ@dx dt.

Donc
1
/ / Au—da: dt = /
0

Ce qui donne

aurx
o2

d —/ / Au—dmdt

1 82 ( )
Au—dx dt + Au—da: dt = oz dz,
ou 1t ,|0%u(r,2) 2
On déduit que
Re {/ Au@da: dt} > 0. (3.11)
q Ot
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En intégrant par partie le deuxiéme terme de membre gauche de (3.10), on obtient

—a/AuaU:d:z: dt =
Q ot

T 1 T
—6/ / Auavadx dt
1 T 1
—6/ [Auv_;‘]g dac+€/ / A@v_gdx dt
0 o Jo Ot
T 1
8/ / A%v_;‘dm dt
//8x2< > *dxdt
, 027
/0[856(3: 8952) } dt_e//ax(
//8:6( 8x2> By

dz dt

2 OP0F Juf
0xr? ) Ox

8211* 81}* T ! 0?v*\ 0%vF
= - d dt ¢ S dx dt
T 1 82
= ¢ 22| 2% dx dt .
/0 /0 ox?
D’ou
ov*
Req—¢ [ Au—=dz dt » > 0. (3.12)
Q ot
En remplagant (3.11) et (3.12) dans (3.10), on déduit que
/ v*Nv dzdt < 0.
Q
Pour £ — 0, on déduit que
/ vNT dzdt < 0. (3.13)
Q
D’autre part, on a
/ vNU dxdt = / v (x% + Q:BJE) dxdt,
Q Q
donc
/UNE dxdt = / 22 v dxdt+/2:chﬂdxdt. (3.14)
Q Q Q
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On a aussi

2/sz7vJ®dxdt = / / (xJv) dxdt
= 2/ [—2xJvJT), dt+2/0 OlJvJvdxdt—Z/ / xvJudzrdt
= / / JvJvda:dt—Q/OT levJvdwdt
= 2/ |JU|2de‘dt—2/ /leJvdxdt.
Q o Jo

Ce qui donne

T 1
2 / zvJodrdt + 2 / / oo Jvdrdt = 2 / | Jv|? dadt,
Q 0 0 Q
Re{ / 2mﬁdxdt} = / | Jv|® dadt. (3.15)
Q Q

En remplagant (3.15) dans (3.14), on obtient

Re{/ vNT dxdt} :/x2|v|2dxdt+/ | Jo|? dxdt,
Q Q Q
Re{/ vNv dxdt} > 0.
Q

/x2 |v]2dmdt:()et/ |Jo|? dzdt = 0,
Q Q

d’ou

Ce qui donne

d’ou

v =0.
Ce qui implique que

z?v+2zJv =0
et par conséquent
2?w =0,

d’ou

w=20

Théoréme 20 L’image R(L)de L coincide avec F.
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Démonstration. Comme F' est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seule-

ment si I'implication suivante est vraie.

1 2 2—
/Qa:2£uf_dxdt —|—/ z° <%£g% + lu@) dr =0, (3.16)
0

pour u € E arbitraire et F = (f, ) € E, implique que [ et ¢ sont nulles.
En effet, en prenant u € Dy(L) dans (3.16), on obtient

/ w2 Luf dedt =0,
Q

en utilisant le lemme 7, on a f = 0 et par conéquent on a

! 0?lu 0*p
2 — +lup | dz = 0.
/0 v (83:2 0x? + ugp) v

L’image de l'opérateur de trace [ est partout dense dans l’espace de Hilbert muni

1 2 12 3
[ (5 vt
0

de la norme

0a?

et par conséquent ¢ = 0.

Donc ¢ =0 et f =0, et la présente démonstration est achevée.
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Résumé

Dans ce travail on étudie un probleme mixte avec condition intégrale pour une
équation aux dérivées partielles. On démontre ’éxistence et 'unicité de la solution
dans un espace de Sobolev avec poids. La démonstration est basée sur deux estimations
a priori et sur la densité de 'image de l'opérateur engendré par le probleme considéré.

Mots Clés. Equation parabolique, inégalité énergétique, espace de Sobolev avec

poids, condition intégrale.
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Abstract

In this work, we study a mixed problem with an integral condition for a differential
equation. The existence and uniqueness of the solution in Sobolev space are proved.
The proof is based on two sides a priori estimates and the density of the range of the
operator generated by the considered problem.

Key words : Parabolic equation, Three-point boundary condition, Integral space

variable condition, Energy inequalities, weighted Sobolev Space.
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Résumé

Dans ce travail on étudie un probleme mixte avec condition intégrale pour une
équation aux dérivées partielles. On démontre I'existence et l'unicité de la solution
dans un espace de Sobolev avec poids. La démonstration est baseée sur deux
estimations a priori et sur la densité de l'image de l'opérateur engendré par le
probleme consideré.

Mots Clés. Equation parabolique, inégalité energetique, espace de Sobolev avec
poids, condition intégrale.

Abstract

In this work, we study a mixed problem with an integral condition for a differential
equation. The existence and uniqueness of the solution in Sobolev space are proved.
The proof is based on two sides a priori estimates and the density of the range of the
operator generated by the considered problem.

Key words : Parabolic equation, Three-point boundary condition, Integral space
variable condition, Energy inequalities, weighted Sobolev Space.



