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Notations

IN : Ensemble de nombres naturels.

IR : Ensemble de nombres réels.

H : Espace de Hilbert.

L : Opérateur non borné.

D(L) : le domaine de définition de 'opérateur L.

R(£) : I'image de l'opérateur L.

u; : La dérivée partielle premiere de u par rapport a t.

u, : La dérivée partielle premiere de u par rapport a x.

Jpu(x) = J u(&)de.
0p

TZu(x) = J u(&)dédp.
0o Jo

€0% : Dérivée fractionnaire au sens Caputo.

RLa . Dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville

€92 . Dérivée fractionnaire au sens Caputo-Fabrizio.
I{" : Intégrales fractionnaire au sens Riemann-Liouville.

CFI% . Intégrales fractionnaire au sens Caputo-Fabrizio.



ABSTRACT

n this work, we study some classes of fractional differential problems by

functional analysis methods.

First, based on the method of energy inequalities, we show the existence and
uniqueness of a strong solution for a linear fractional differential problem with inte-
gral conditions in a space of dimension N.

The second type is a nonlinear fractional differential problem with integral conditions
in a two-dimensional space. First, we establish the existence and uniqueness of a strong
solution for the associated linear problem. The next step, using an iterative process ba-
sed on the results previous, we prove the existence and uniqueness of the solution of
the nonlinear problem.

Finally, the fractional version of the logistic differential model is studied with Allee
effect. It is also studied with initial conditions. The definition of the fractional deriva-
tive used in this research is Caputo-Fabrizio. Our objective here is to give an implicit
solution to the problem posed, a method based on the properties of the fractional de-

rivative is used.

Mots clés : Fractional problems, energy inequality, integral condition, Laplace trans-

form.



I'existence et 'unicité d’une solution forte pour un probleme différentiel fractionnaires

linéaire avec des conditions intégrales dans un espace de dimension N.

Le second type est un probleme différentiel fractionnaires non-linéaire avec des condi-
tions intégrales dans un espace de dimension deux. Tout d’abord, on établit l’existence
et 'unicité d’une solution forte pour le probléeme linéaire associé. L’étape suivante, en
utilisant un processus itératif basé sur les résultats précédents, on prouve l’existence
et 'unicité de la solution du probleme non-linéaire.

Finalement, la version fractionnaire du modele différentiel logistique est étudiée avec
Allee effet. Elle est également étudiée avec des conditions initiales. La définition du
la dérivée fractionnaire utilisé dans cette recherche est Caputo-Fabrizio. Notre objec-
tif ici de donner une solution implicite du probléme posé, une méthode basée sur les

propriétés du dérivée fractionnaire est utilisée.

Mots clés : Problemes fractionnaires, inégalité énergétique, condition intégrale, trans-

formée de Laplace.
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INTRODUCTION

>’ vation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique
que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du 17eme siecle,
I’époque ou Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développé les fondements
du calcul différentiel et intégral.

Le calcul fractionnaire apparait de plus en plus fré¢quemment dans les champs de re-
cherche non seulement mathématique mais aussi physique. Cette théorie devient le
sujet de plusieurs ouvrages regroupés dans [45].

Toutefois, le calcul fractionnaire peut étre considéré comme un nouveau sujet, car
seulement d’un peu plus de quarante ans ([26], [25]], [62], [68]), il a fait I’objet de confé-

rences spécialisées son traitement.

L’historique de calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire confiné historiquement a quelques correspondances datant en
1695 entre les précurseurs de 1’époque, le marquis de I'Hospital (1661 —1704) et Cott-
fried Wilhelm Leibnitz (1646 —1716).

n
. . e dxn \ A .
d’ordre n d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a ’'Hospital. Ce fut peut

En particulier, Leibnitz a présenté le symbole ,n € N pour désigne la dérivées

étre un jeu des symboles qui poussa I’"Hospital s’interroger sur la possibilité d’avoir
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n € Q. Il posa la question dans une lettre a Leibnitz en 1695 : Et si n = %?.

Leibniz écrivit a ’'Hospital : Ainsi il s’ensuit que d2x sera égal a xVdx: x, un paradoxe
apparent dont lion tirera un jour d’utiles conséquences.

Cependant, I’étude de calcul fractionnaire n’est pas apparu dans la littérature que jus-
qu’a 1819, ou Lacroix a présenté une définition de la dérivée fractionnaire.

Apres, Le calcul fractionnaire a été construit sur des bases formelles par de nom-
breux mathématiciens célebres, par exemple : Liouville, Grunwald, Riemann, Euler,
Lagrange, Heaviside, Fourier, Abel ...etc. Beaucoup d’entre eux ont proposé des ap-
proches différentes pour la dérivée fractionnaire, que l'on peut retrouver dans [?].
L'absence d’interprétation physique de la dérivation fractionnaire a été abordée lors
de la premiere conférence internationale en 1974 a New Haven ainsi lors des autres
conférences qui ont suivi en 1984 en Angleterre et en 1989 a Tokyo.

Récemment, Ils ont trouvé que certains systémes sont régis par des équations dif-
férentielles fractionnaires, on cite par exemple : systemes thermiques [17], électro-
chimiques [24], viscoélastique [73]].

Ces dernieres années le calcul fractionnaire a été largement utilisé dans diverses ap-

plications scientifiques et techniques.

Application de calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire apparaissent de plus en plus dans les différents domaines de la
recherche. Il a été trouvé dans le champs des interdisciplinaires, beaucoup de systemes
pouvant étre décrits par des équations différentielles fractionnaires.

Les probleme fractionnaires sont caractérisés par la propriété de mémoire longue et de
dimension infinie, contrairement a dérivée entiere qui ne fait intervenir qu'un nombre
limité des valeurs de passées de la fonction a dériver.

On cite quelques domaines qui sont décrits par la dérivation fractionnaire :

» Mécanique :

Pour modéliser la diffusion anormale dans les milieux, I’approche de dérivation frac-
tionnaire est adaptée, voir [53] et [74].

» Rhéologie :

La dérivée fractionnaire est un bien modélisation de mécanique des gommes et ca-

outchoucs, aussi elle peut sera modéliser les matériaux a mémoire de forme et aussi
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I'amortissement dans les équations de mouvement, voir [13]], [14].

» Automatique :

Podlubny a montré que la meilleure méthode pour assurer un controdle efficace des
systemes fractionnaires, est 'utilisation de controleurs fractionnaires. Il propose une
généralisation des controleurs traditionnels PID, voir [64].

» systemes dynamiques :

En traitement du signal [42], clarifient parfaitement I'importance de considération et
I’analyse de systemes dynamiques avec les modeles d’ordre fractionnaire.

» Economie :

Quelques systemes de la Finance peuvent afficher une dynamique d’ordre fraction-
naire, voir [32].

De plus, on peut voir les monographies suivantes pour trouver une présentation systé-
matique des applications des équations différentielles fractionnaires : [54]], [60], [65],
(671, [Z0].

Conditions aux limites intégrales

Dans les derniéres années, plusieurs phénomeénes physiques ont été formulés dans
des modeles mathématiques avec des conditions aux limites intégrales ([46],[61]],[25]),
I'importance de ce type de problemes a également été soulignée par Samarskii ([69]).
Ce type de problemes été étudié pour les équations paraboliques, pour les équations
hyperboliques et pour les équations de type mixte.

S’il est difficile de déterminer la valeur du fonction inconnue ou ses dérivées sur la
frontiére, on utilisons les conditions aux limites intégrales. Dans ([28]]), A.Dezin a
prouvé que certains problémes ne peuvent pas étre bien posés au sens d’Hadamard
( la solution existe, elle est unique et elle est stable) sauf conditions aux limites non
locales associées.

Ce type de conditions obtenue dans la modélisation mathématique de certains pro-
blemes naturels comme la biotechnologie, la biologie , la théorie de la conduction ther-

mique, dans les semi-conducteurs, en physique des plasmas...

Présentation de la these
Dans cette thése nous intéressons a 1’étude de l’existence et 1'unicité des solutions

du deux classes différentes de problemes de réaction-diffusion fractionnaires. D’autre
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part, nous prouverons l’existence d’une solution implicite a une équation différentielle
fractionnaire logistique.

Cette these est scindée en quatre chapitres comme suit :

Chapitre 01

Dans le premier chapitre nous présentons des notions préliminaires nécessaires pour
le développement des chapitres qui suivent, plus précisément, les outilles d’analyse
fonctionnelle, la théorie des opérateurs et une base théorique du calcul fractionnaire.
Chapitre 02

L'objet du deuxiéme chapitre est ’étude une généralisation d’une probléeme de réaction-
diffusion fractionnaire dans un espaces de dimension N ou la formule de la dérivée
fractionnaire utilisée ici est Caputo. On va montrer que cette généralisation admet une
solution forte unique en utilisant la méthode des inégalités énergétique. La preuve par
récurrence joue un role important dans la preuve.

Chapitre 03

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude du probleme du réaction-diffusion non
linéaire fractionnaire dans un espace de dimension deux. On va montrer que si le se-
cond membre de 1’équation différentielle fractionnaire vérifie certaine condition, le
probleme admet une solution unique. La preuve se déroule en deux parties :

La premiere étape consiste a étudier le probleme linéaire ci-joint en utilisant la mé-
thode des inégalités énrgétique, ou nous prouverons l'existence d’une solution forte et
unique.

La deuxiéme étape consiste a suivre un processus itératif basé sur les résultats obtenus
dans la premiere étape et a établir qu’il existe une solution unique au probleme non
linéaire.

Chapitre 04

Dans le dernier chapitre, nous étudierons la version fractionnaire d’une équation dif-
férentielle ordinaire non linéaire appelée équation logistique. Nous visons a prouver
I’existence d’une solution a I’équation proposée selon certaines conditions aux limites
initiales, et au final nous obtenons une formule implicite pour la solution. La méthode
fonctionnelle utilisée dans ce chapitre est basée sur les propriétés de la dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo-Fabrizio.

Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats réalisés et suggere les

perspectives futures pour la suite de ce travail de recherche.



CHAPITRE 1

RESULTATS PRELIMINAIRES ET
NOTATIONS

‘objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront
utilisés tout au long de ce travail.
=" Pour plus de détails, des références a la littérature seront systématiquement

données.

1.1 Espaces fonctionnelles

Dans cette partie, nous présentons un préliminaire dans lequel on rappelle des notions
et des résultats fondamentaux de la théorie de I’analyse fonctionnelle qui représentent

un outil indispensable dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Espace de Lebesgue

Définition 1.1.1. Soit O C R” un ouvert et soit p € R avec 1 < p < +oo, on appelle

espace de Lebesgue I'ensemble des fonctions :

LP(Q) = {f mesurable sur (), etf [fIPdx < +oo}, pour 1 < p < +oo,
Q

L*(Q)) = {f mesurable sur ), et il existe c tel que:|f(x)| <c p.p, sur Q}, p = +oo.
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e L[P(Q) est un espace de Banach pour la norme

Il = ( | 17Pax)’

e Pour p =2, LP(Q) est un espace de Hilbert ayant le produit scalaire

(f,&r2q) = JQf(x)g(x)dx.
Lemme 1.1.1. [29]]. Pour tout m € IN*, on a

1
||jxmu||iz(0’1) < 2_777”““%2(0,1)'

x=&)m—
o g = J T

1.1.2 Espace des fonctions continues

Définition 1.1.2. [40] Soit QO =[0,T], 0 < T < 4+co0 un intervalle fini de R et n € N.
On désigne par C"(Q) 'espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur

ou égale a n continues sur (), muni de la norme
n
Ifllemay = ) maxieqlf(¢)]
k=0

En particulier si n = 0,C%(Q) = C(Q) est appelé 'espace des fonctions f continues sur

Q) muni de la norme :

Ifllci@) = maxiealf (£)]-

1.1.3 Espace des fonctions absolument continues
Définition 1.1.3. [40] Soit Q) =[0,T], 0 < T < 4+co0 un intervalle fini de R et n € N.
On désigne par AC(Q2) l'espace des fonctions primitives f, c’est-a-dire :
t
AC(Q) = {f/3<p eL(Q): f(t)=c+ J (p(s)ds}
0

et on appelle AC(Q) l'espace des fonctions absolument continues sur ).
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Définition 1.1.4. [40] Pour n € N*, on note par AC"(Q) I'espace des fonctions f qui
ont des dérivées continues sur Q jusqu’a l'ordre (1 — 1) et telles que £~V € AC(Q)

c’est-a-dire :

ACQ) = {f :Q>C ffeCcQ)k=(0,1,2,..,n-1), f" e AC(Q)}.

En particuliersin=1,ona
ACHQ)=AC(Q).

Lemme 1.1.2. [40] Une fonction f € AC"(Q),n € N*, si et seulement s’elle est représentée

sous la forme :

£ = oy | e s

1.2 Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire est une application A : D(A) € X — Y linéaire,
ou D(A) est le domaine de définition de A, qui est un sous-espace vectoriel de X. L'opé-

rateur A est dit borné si la quantité
1Al = sup{llAully, u€D(A), lully =1}
est finie.

e Tout opérateur A est completement défini par son graphe G(A) défini par G(A) =
{(v, Av), vE D(A)}.

e Pour tout opérateur linéaire A: D(A) C X — Y, on note par:
N(A) = {l € D(A), Ah=0}(noyau de A),

R(A) = {h2 = Ahy, hy € D(A)} (image de A).

e On note £(X,Y) (resp. £L(X)) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus
de X dans Y (resp. des endomorphismes continus de X) muni de la topologie de la

convergence uniforme :

| Aul|
AeL(X,Y), lAlsxy) = sup ”—Y-
uex\{0} ullx
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Définition 1.2.2. On dit qu'une application linéaire continue A € £(X,Y) est inversible

ssi il existe une application unique A’ € L(Y, X) telle que
A/OA:I)(, AOA,:Iy.
On notera A’ =A™,

Théoréeme 1.2.1. [Théoreme des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continue S € L(X,Y) est inversible.
Définition 1.2.3. Soit A € L(H). On appelle ensemble résolvant de A, ’ensemble
p(A) = {/\ € C; Ay = (A —A) est inversible (& bijectif )}.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté

o(A):=C\p(A).

Ona:N(A)) = {0} = A € 0,(A), ou 0,(A) est appelée le spectre ponctuel de A.
Un élément A € 0,,(A) est dit valeur propre de A.
1.2.1 Opérateurs fermeé

Définition 1.2.4. On dit qu'un opérateur A est fermée si son graphe G(A) est fermé
dans X x Y, i.e., pour toute suite (u,) C D(A) telle que u,, — u dans X et Au,, — v
dans Y, alors u e D(A) et v = Au.

» Lopérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine

de définition D(A) muni de la norme du graphe (|u|g := [u|y, +|Aulp,) dans H;.

Théoréeme 1.2.2. [Théoréeme du graphe fermé] Sil'opérateur fermé A est définit sur tout

Uespace X, alors A est borné
(A fermé et D(A)=X = A borné).

Définition 1.2.5. On dit qu'un opérateur linéaire A est formable dans X s’il admet un

prolongement fermé.
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1.3 Relation entre 'orthogonalité et la densité dans les
espaces de Hilbert

Définition 1.3.1. Soit M un sous-espace vectoriel de I’espace de Hilbert F, on définit

M+ l'orthogonal de M, par

M*={f eF:<f,g>p=0,Yge M.

Proposition 1.3.1. Soit M un sous-espace vectoriel de 'espace de Hilbert F. Alors M est

dense dans F si et seulement si M+ = {0}.

Démonstration. Si M+ = {0}, ona (M*+)*+ ={0}+ =F.

D’autre part, on a
McM= M)* cM*= (MYt c(M)*1)*

Comme M est fermé¢, il s’en suit que

(M=M= M) ) cM=FcM,
d’ou F = M.
Réciproquement, si M est dense dans F, et {f,,} une suite d’élément de M qui converge
vers f € M* c F, alors
<f,fu>r=0, VnelIN.

En passant a la limite, il s’ensuite que

IfllF=0= f =0= M*={0}.

1.4 la méthode des estimations a priori

la méthode des estimations a priori est appelée aussi méthode des inégalités énergé-
tiques. Cette méthode est efficace pour montrer l'existence et 'unicité des solutions du
beaucoup de problemes de la physique mathématique. Cette méthode résulte des idées

introduites par J.Leray [43], L. Garding [34], I.G. Petrovsky [63] dans leurs travaux.
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Le schéma de la méthode peut étre résumé dans des quatre étapes comme suit :
» Etape 1:

le probleme posé est réécrit sous la forme opérationnelle
Lu=f,

tel que 'opérateur L est engendré par le probleme posé et est considéré d’un espace de
Banach B dans un espace de Hilbert H convenablement choisi.
» Etape 2:

On établit une estimation a priori de la forme :
llullp < cllLullp, Yu € D(L).

Cette inégalité est obtenue en multipliant scalairement 1’équation par u ou ses déri-
vées et un opérateur intégro-différentielle (contenant la fonction, ses dérivées et une
certaine fonction poids), et en faisant des intégrations par parties.

» Etape 3:

On montre que l'opérateur L admet une fermeture L. La solution de I’équation :
Lu=F,

est appelée solution forte du probleme considéré. Donc, I'estimation obtenue dans

I’étape 1 sera prolongée a L, c’est-a-dire :
llullg < cllLullz, Yu € D(L).

Alors, L'unicité de la solution forte et sa dépendance continue sont des conséquences
immeédiates.
» Btape 4:
On montre la densité de ’ensemble R(L) dans H, ce qui garantie ’existence de la solu-

tion forte du probleme posé car 'opérateur L est fermé dans H et R(L) = R(L).

Remarque 1.4.1. La méthode des estimations a priori est fondée sur un support théo-
rique solide. Mais dans l'application de cette méthode, on est confronté a difficultés,

parmi lesquelles : Le choix de I’'espace des solutions, le choix du multiplicateur.
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1.5 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Béta et Mittag-Leffler qui

jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

1.5.1 Fonction Béta

Définition 1.5.1. La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout

complexes z et w par

1
B(z,w) = f 7711 —1)¥"Ldt, Re(z) >0, Re(w) > 0.
0

Proposition 1.5.1. Pour tout nombres complexes z et w, nous avons les propriétés sui-

vantes :

1. B(z,w) = B(w, z), (symétrique).
1

2. B(z,1)=—.
z

1.5.2 Fonction Gamma

Définition 1.5.2. On appelle fonction Gamma, la fonction définie par
+00
I'(z) = J t*Le7tdt, ze C et Re(z) > 0.
0

Proposition 1.5.2. Nous avons les propriétés suivantes
1.T(z+1) =zI(2).

2.IT(1)=1.

3.SineN,ona:T(n+1)=nl

Proposition 1.5.3. La relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par

T(z).T(w)

Blzw) =T

, avec (z,w) € C, Re(z) >0, Re(w) > 0.

1.5.3 Lafonction de Mittag-Leffler

Définition 1.5.3. Pour z € C La fonction de Mittag-Leffler E(z) est définie comme suit :

+00 k
4
Eqp(2) = ;m a>0,p>0.
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Proposition 1.5.4. La fonction de Mittag-Leffler posséde les propriétés suivantes :

1. La dérivée d’ordre n € N de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par

dn
dz"

= (zﬁ_lEa,ﬁ(Az“)) = zﬁ_”_lEa’lg_n(z“).

2. Intégration de la fonction de Mittag-Leffler :

zZ
J Eqp(At) Pl dt = 2PE, 5,1 (A2).
0

1.6 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre
I'approche de Riemann-Liouville pour proposer une premiere définition d’intégrale
fractionnaire. D’autres versions seront ensuite abordées.

L’intégrale fractionnaire est une conséquence naturelle de la formule bien connue de

Cauchy suivante :

J<”>f<x>:f f<x1>dx1j oo [ Fla)dn,

a

1 X
= WJ; (x—t)"" f(1)dt,
ou f est une fonction continue sur l'intervalle [a, b].
Grace a la fonction Gamma I'(n) = (n—1)!, la formule de Cauchy peut s’étendre natu-

rellement au réel @ comme suit :

Définition 1.6.1. Soit [a,b] un intervalle fini sur R avec (—oo < a < b < +00) et soit

f € LY([a, b])une fonction intégrable sur [a,b]. Les intégrales

o LT f
Iﬁf(x)_l’(a)da (x_tl_adt,x>a,
e L (")
Ib_f(x)_r(a)dx (t—x)l—“dt’ x <b.

Sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Liouville

d’ordre a € C (Re(ar) > 0) respectivement.



1.7 La dérivation fractionnaire 21

Proposition 1.6.1. Soient f € C([a,b]) et « > 0 et p > 0. Alors, les intégrales fractionnaires

de Riemann-Liouville a gauche et a droite posséde les propriétés suivantes
LIS(ILf) =127 F.
2. 11y f) =1, £
d a _qa-1
3. dt([ f) =127
4. lim (12 F) @) = f(2).

Exemple 1.6.1. Posons que f(x) = (x —a)P™!, tel que p > 0. Calculons I'intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville a gauche dordrea >0de f,ona:

a 1 (t—a)P1
Ia+f(x)—r(a)L (x_ 1)@ dt, x> a.

On effectue le changement de variable t = a + s(x — a), on obtient

a+p— 1
I% f(x) = MJ P11 —5)7 1 ds
0

[(a)
a+p-1
B(a, ﬁ)%:
d’aprés la proposition (1.5.3), on a
a _ F(ﬁ) a+p-1
IS0 = o gy -

1.7 La dérivation fractionnaire

Dans la l'itération, il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous
allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications (la dé-

rivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et de Caputo).

1.7.1 Deérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.7.1. Soient f € L!([a,b]), @ > 0, et n = [a] + 1, ou [a] est la partie entiére
de a. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a, est

définie par

R3S flx)= - (nl_a)( dd:n)J (x— 1y f(1)dt
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et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a droite d’ordre «a, est définie

par b
) = por () | (e ar

Remarque 1.7.1. La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante
en général n'est pas nulle :

C(x—a)™@

RLaa+C —
a T(1-a)

, CeR.

Remarque 1.7.2. Pour a = n, n € N, I'opérateur *£9% donne le méme résultat que la

dérivée usuelle pour les ordres entiers, tel que
RL
Iy f(x) = f"(x)

RLOL f(x) = (=1)" f")(x).

Proposition 1.7.1. Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de quelque fonc-
tions usuelles. Soit >0, on a

1R (x —a)f! = Lﬁ)(x—a)ﬁ_“_l.

F(ﬁ —a)
2. R (b—x)P! = %(l) — x)Pat,

Remarque 1.7.3. Dans le développement de la théorie des intégrations et des dériva-
tions fractionnaires ainsi que ses applications en mathématiques pures, la définition
de Riemann-Liouville a joué un role tres important.

Physiquement. Malheureusement, la définition de la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville conduit a des conditions initiales de types fractionnaires qui sont
difficiles a interpréter physiquement.

Malgré le fait que des problemes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales
peuvent étre résolus mathématiquement, leurs solutions sont pratiquement inutiles,
car il n’y a aucune interprétation physique pour de telle type de conditions initiales.
Ici, on observe le conduit entre la théorie mathématique bien établie et les besoins pra-
tiques.

Une certaine solution pour ce conduit a été proposée par M. Caputo dans son papier

et deux ans apres dans son livre .
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1.7.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.7.2. Soient f € Ac"([a,b]), ouneN"et a >0, tel que n=[a]+1, ou [a]est
la partie entiére de a. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo a gauche d’ordre «,
est définie par
1 X
Caoz+ - - —t n—a-1 g(n) £\dt
0=y | e

et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo a droite d’ordre «a, est définie par

(-1)"

Cai‘,f(x) - I'(n-a)

b
j (t—x)"" L F(1)dt.

Remarque 1.7.4. La dérivée au sens Caputo d’une fonction constante est nulle, autre-
ment dit :

€9%.C=0, CeR,

Exemple 1.7.1. Soit f(x) = (x—a)", alors on

n — r(ﬁ+1) —-n
f0 = s g

D’ou
r(p+1)

O lx-a)t= T(n-a)L(B+1—n)

fx(x — )" (¢t —a)Pdt,

en effectuant le changement de variable t = a+ s(x —a), on obtient

Coa no_ r(ﬁ+1) _ \p—a ! _\n—a-1_p-n
2% (x—a) _F(n—a)F(/S+1—n)(x a) J;(l s) sP~"dt
_+1)B(n—a,p—n+1) 5,
T T Tm—al@riom O
Enfin, d’apres la proposition (1.5.3), on a
Co%(x—a)' = —r(l;;fi_i)n)(x—a)ﬁ_“.

Lemme 1.7.1. [6]] Soient T € R* et P(t) une fonction positive et absolument continue dans

Uintervalle [0, T, tel que

COIP(t) < ky P(t) + ko(t), t>0,a € (0,1).
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ou ki est un constante positif et k,(t) est une fonction positive et intégrable dans [0, T].
Alors,

P(t) < P(0)Eq (ki t%) + I(a)Eq,q (ki t%)I7 “ko (1),

avec

(o]

n n=

_OF/\n+1 AH ZT/\n+;4
est une fonction de Mittag-Leffler.

Lemme 1.7.2. [51l] Pour chaque fonction absolument continue y(t) dans l'intervalle [0, T],

avecT >0ona

2y(1)(Cofy (D) = (COFy*(t),a € (0,1).
Lemme 1.7.3. [39] Soit Q) un ouvert de IR. Pour chaque fonction absolument continue
y(t) dans Uintervalle [0, T], avec T >0 on a

-«

T
T
C _7a-1 2
| ottt at = 15yl o) - g e 0 9 o V€ .

Proposition 1.7.2. Les relations entre la dérivée au sens de Caputo a gauche et la dérivée

au sens de Riemann-Liouville a gauche est donnée par

-1

Co, £(x) =KL 57, [f Zf(lzl(a)(x—a)k],

n
k=0

et pour les dérivées a droite, la relation comme suit

nzl o c(k)
Caa Flx _RL aoc [f Zf k'(b)(b—X)k]
=0

=

1.7.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Fabrizio

Deéfinition 1.7.3. [23] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Fabrizio d’une fonc-
tion ¢ € L([0, T]) est donnée par :
t —a(t—s)

1
CEgetlo(t)= —— | eTa @'(s)ds,a € [0,1]
1-a
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Définition 1.7.4. [23] L'intégrale fractionnaire de Caputo-Fabrizio d’ordre @, d’une
fonction ¢ : [a,+00) > R, est :

t

FLrg(n = (1 -afet)-g0)] +a [ gtds

avec

P(0) = foel"é%p%s)ds.
a
Lemme 1.7.4. [23]] Soit ¢ € L*([0, T]). La solution de I'équation différentielle
Tt =0,
est seulement la fonction constante.

Lemme 1.7.5. [23|] La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo-Fabrizio et I'inté-

grale de Caputo-Fabrizio est donnée par :
CFia(F o () = (1) @(0), > 0, € (0,1)
Lemme 1.7.6. [16]] On suppose que :
CEI%p(t)=&(t), t>0,a €(0,1).
Alors,on a : t
p(t)=(1-a)|&(t)-£(0)]+ acJ; &(s)ds + ¢(0).
1.8 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous intéressons aux propriétés de dérivation et d’intégration frac-

tionnaire, qui sont utilisées a la suite de cette these.

1.8.1 Linéarité
La dérivation et l'intégration fractionnaires sont des opérations linéaires :
9*(yf(x)+6g(x)) = ¥ 97 f (x) + 597 g(x)

ou 0 désigne n'importe quelle approche de dérivation fractionnaire considérée dans

cette these.
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1.8.2 Régle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires

Soient f(t) est continue dans [a;x] et g(t) posséde (n + 1) dérivées continues sur [a;x],
alors la regle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires est comme suit :

n

*(fg) =) (% )P Pglx) - R ()

k=0
oun>a+1et

R = s [ et [ ot e

1.8.3 Intégration par parties

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs

fractionnaires mais la encore sous certaines restrictions.

Proposition 1.8.1. Soient n € N, a > 0, tel que n = [a] + 1, out ] est la partie entiére de
a, f €C"[(a,b)] et g€ C"[(a,b)]. Alors

b rb
fa%gxdx= | 5 fxgxdx,
et
b rb
fx)dy-g(x)dx = | d7. f(x)g(x)dx.

1.9 Equation différentielle fractionnaire

Dans cette section, on va donner la définition d’une équation différentielle fraction-

naire de type Riemann-Liouville et de type Caputo.

Définition 1.9.1. Soient f une fonction de R* dans R, n € Net a > 0, tel que n = [a]+1,

ou [«a] est la partie entiére de a. L'équation

RLoay(t) = f(t,y(1))

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville, dans ce

cas les conditions initiales est de la forme :

RLaO(—ky(O) — Ck’ k = O, 1,2,...,” - 1;
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et

lim(*t9* "
t—0

})(t)) =Cn

oucg, k=0,1,2,...,n, sont des constantes.

Définition 1.9.2. Soient f une fonction de R> dans R, n € Net a > 0, tel que n = [a]+1,

ou [«a] est la partie entiére de a. L’équation

Co%y(t) = f(t,y(t))

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo, dans ce cas les condi-

tions initiales est de la forme :
y®(0)=c, k=0,1,2,...,1,

oucg, k=0,1,2,...,n sont des constantes.

1.10 Equation de réaction-diffusion

Rappelant q'une équation de réaction-diffusion standard est représentée par des équa-

tions aux dérivées partielles de la forme :
uy—alu = f(u),t >0,

ou x € IR", n € N*, u € IR, Au est le laplacien de u et a désigne la concentration des
substances ou bien les individus selon le phénomene modélisé. Ces équations inter-
viennent dans la description de phénomeénes non linéaires dans lesquels la dépendance
en espace introduit une évolution de type mouvement brownien. On les rencontre
dans la modélisation des réactions chimiques, et, en particulier, dans les phénomenes
de combustion. On les rencontre aussi dans 1’analyse des facteurs intervenant dans la
propagation de l'influx nerveux et dans la dynamique des populations, voir [55] pour
plus de détails.

L’équation de diffusion fractionnaire a été introduite en physique par Nigmatullin
pour décrire la diffusion dans un cas particulier de milieux poreux, [58] et [59].
L’équation de réaction-diffusion est un exemple de base de calcul fractionnaire, voir
[4], {661, [72], [51].
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1.11 Inegalités importantes

Pour cette section, voir ([21],[22]).

1.11.1 Inégalité de e-Cauchy

Pour a et b arbitraires, et tout € > 0, 0on a :

€ 1
bl < —a® + —b2
labl < 5%+ 5

1.11.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soit w un ouvert de IR, on a :

Vf,g €Ll (w): I &llet () < 1Nz (o) 118112 () -

1.11.3 Inégalité de Poincaré

Soit f € W, (Q), tel que Q est un ouvert de IR, et f(x) =0,Yf € dQ. Donc, on a:

[ i< [ g,
Q Q

ou ¢ est une constante dépendante de Q.

1.11.4 Inégalité de Holder

Soit w un ouvert de IR, on a :

Vf € LP(w), Vg € LN (@) : If gll1 w) < 1 lie(e) 181lLa(w) -
1 1
pour tout p,q >0, tel que }—7+ p =1.

1.11.5 Lemme de Gronwall

Si f; g sont deux fonctions non négatives et intégrables sur (0;T), la fonction b soit

non-décroissante sur (0;T), et h € L'(0; T); > 0, tel que :
t

f(t) Sg<t>+j h(s)a(s)ds,

0
alors :

(1) < g(t)elohs)s,



CHAPITRE 2

ETUDE D’UN PROBLEME
DIFFERENTIEL FRACTIONNAIRE
LINEAIRE DANS N-DIMENSION

Cet chapitre est consacré a étudier un classe de probleme différentiel fractionnaire li-
néaire dans un espace de N—dimension. En va utiliser la méthode des inégalités éner-
gétiques pour montrer l'existence et 'unicité de la solution. La démonstration par ré-

currence j'ou un role important dans la suite.

2.1 Formulation du probleme

Soit Q" =(0,1)" x (0, T) et X = (x1,%3,....,X,) € (0,1)", n € IN. On pose 1’équation diffé-

rentielle fractionnaire linéaire suivante :

(2.1.1) Lu =€ B’f”u(t,X)—Z

avec les conditions initiales

(2.1.2) {u(0,X)=@(X),u:(0,X)=0
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les conditions aux bords
du(t,1,xy,...,x,)  Ou(t,x1,1,x3,...,%,)  ou(t,x;,Xp,....%,_1,1) _ 0
0x, B 0x, S ox,, -

et les conditions intégrales

(2.1.3)

1
(2.1.4) J u(t,xp)dx, =0,¥t(0,T) et Vk € [0,n],
0

ot €991 la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € (0,1], f et ¢ sont des fonctions

continues connues.

Notations
Soient T un nombre positif fixé, (Q un ouvert de IR" et H est un espace de Hilbert.

On note par L?(0, T; H) I’espace de Hilbert muni par la norme

T
L R e
0
Soit C(0, T; H) l'espace de toutes fonctions continues u de (0, T) dans H tel que
lullco,7;m) = maxo<i<rllu(t)|lg <O.

L'espace H!(Q) est un espace de Sobolev muni par la norme

n
2 2 2
el o) = lelliz o) + ) Nusllizq)
HY(Q) L2(Q) L3(Q)
i=1

2.2 T’unicité de la solution

Dans cette section, on va établir des estimations a priori, l'unicité de la solution et sa
stabilité sont des conséquences immédiates .

Soit Q" =(0,1)".

On écrivant le probléeme —(2.1.4) sous la forme suivante

£u=(f, )

ou £u = (L,€) est un opérateur non borné de E dans F tel que E est un espace de Banach

des fonctions u € L?(Q") muni de la norme

n
-1 2 2
lully = supocrer (18 1Ty wg el + ) L (Trtg g t) Py dx,),
n
i=1
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F est un espace de Hilbert muni de la norme

n
My = 1Ty fI2iom *+ D 1T sy Pl ony
i=1

et
0’°h oh oh
21 CHa+l s 21
heL*(Q") such that: “9%"'h,— 952 T € L7(Q"),
h(0,X)=0, h;(0,X) =0,
D(£) - ah(t, 1,X2,...,xn) — ah(tlxll 1,X3,...,Xn) — — ah(t’xl’xz’m’xn_lll) =0
dx; dx, ox,, ’
1
j h(t, x;)dx; = 0.
0

Définition 2.2.1. La solution de ’équation £u = (f,¢) est appelée solution forte du
probleme (2.1.1)—(2.1.4).

Théoreme 2.2.1. Pour tout fonction u € D(£), il existe C > 0 tel que

(2.2.1) lulle < CllEullE,
ot
TO[
C=[(a)Ey o(TY)——.
(a) a,a( )ar(a)
Démonstration. Soient QY =(0,1)" x(0,7),0 <t < T et 'opérateur intégro-différentiel

jrz[;(’:l J J J J- ui(t, 1y, ...10,)dny,...dmnde,..dey.

Nous expliquons ici, pour n =1 :

X &
szut :Jo J; ui(t,n)dnde,

5 X1 Xp €1 e2
Tu=| [t mamdndede,
o Jo Jo Jo
pour n=3:

x1x2x3t f j j J f j u(t, 1,2, n3)dnsdnydn desderdey,

pour n=2:
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et ainsi de suite jusqu’a ce que nous puissions déterminer la valeur de jl-zln U qui
k=1

joue un role important dans la preuve.

Calculons le produit scalaire dans L?(Q) de I’équation (2 et le multiplicateur

2 . .
JHZZkaut, si n est pair,
Mu =
2 . . .
- u;, St nest impair.
‘7Hl’z:1xk tr p

Le premier cas : si n est pair,

J (CaOH'l )jl—ln LXK utdth1 dxn ZJH jl—[n utdth1...dxn

(2.2.2) = f(t,X)jl_ZIZ c Mrdtdxy..dx,.
n =1

Intégrons par partie chaque terme de le coté gauche de I’équation(2.2.2), et utilisons

les conditions (2.1.2) — (2.1.4), on obtient

J (Cafﬂ”)(jlglgzlxk”t)dtdxl"'dx”

T

(223) = J\ n(CQ?]HZ:Ixkut)(jnzzlxkut)dtdxl...dxn.
On va montrer 1’équation (2.2.3) par récurrence. Pour n =1, on a

f (Corr u) T2 up)dtdzy = (CO T, u)( T2 )l

T

—j (CO8 T, )T )t 1.

T

On pose que I’équation est vraie pour n et on montre qu’elle est vrais pour n+1 :

\I\Qn*'l (Ca?-'_l )(\72”+1 ut)dth1...dxn+l

1
:J J CORu)Ty (T2, w)dtdx,...dx,dx,.,
0 n =
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1
~ [ (ConT ) T2 T e,
1
= j nJ; (Ca?jxnﬂjl_l’;:lxkut)jxnﬂ(jl_[zzlxkut)dtdxl-"dxndxnﬂl

- J;M(Caf‘jnz:ixkut)(jnzﬂxkut)dtdxl...dx,m.

Pour le second terme de (2 on a

ZJ jnn tdtdx,...dx, =

n
2
J (jHZ=1Xk/xi”) dx;..dx,
Qn

i=1

N =

1 n
(2.2.4) ) lejﬂzzlxk/xi(P”iz(Q")'
i=1

En effet pourn =1,

—J O u ( TXu )dtdx lJluzalx
QT axl xl t 1— 2 0 1
Forn=2,
9 2 9 2
axl (jxlx2 )dtdxldxz—J; axg (jxlx2 )dtdxlde
1 2 1 2
=3 Q2(szu) dx,dx, + 5 Q2(jX1“) dxidx,,
1 2 1 2
) Qz(ijP) dxydx; — > Qz(szfp) dxydx;

Par récurrence :

n+1

ZJ/\”H ax «72”+1 utdtdxl dxn+1 Z’fﬂ+l ax n+%xkutdtdx1...dxn+1

Pu \_,
B QnH(axZ )*—7 n+1 Mtdtdxl...dxnﬂ
n+1

"¢ azjxnﬂu 2 1 2
=, Z g(a—x?)jnzzlxk(jxmut)dtdxl...dan+§ Qnﬂ(jnzzlxku) dxy...dx,.

1

_E J;)nﬂ (jn;clﬂxk(P)zdxl ...dxn+1
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1 1
j E J ij 1xk/X1an+1 )2dxl...dxn+1+§JQ 1(jnn+lxk/x " )zdxl-'-dxn+]

IR 1
\J- 5 \J\ jnk 1xk/xljxﬂ+1 q)) dxl an+1 2 L » (jnn+1xk/xn+1(p)zdxl...dxn+1

n+1 n+1

ZZ jn]'é:}xk/x ) dX1 dxn+1 2 Z jnz:%xk/xi([))zdxl...dxn_ﬂ

Qn+l
D’autre part, en appliquant 'inégalité de e—Cauchy avec ¢ = 1, au le coté droit de

(2.2.2), il s’ensuite que

f(tJX)jl%zzlxkutdtdxl"dxn = J;gn(jHZ_lxkf)<t7HZ_lxkut)dtdxl--dxn

Qn+l

Qr

1 (° 1 (°
(2.2.5) < 5_[0 IIJHZ_lxkflliz(Qn)dtdxl..dxn+EJ; ||‘71—[Z:1xkutlliz(m)dtdxl..dxn.

En utilisant les lemmes (1.7.2) et (1.7.3), on obtient

T

1
| (€0 ety > 5 [ RN sl il

l1-a

1 1 7

2
ZF( )”jl_[” (0,X)||L2(Q )

1 2
Ia ”\71_[” XkuTllLZ(Qn)_
1 a-1 2
= EIT ”jl_[;(':lxku’r”LZ(Qn)'
En substituant (2.2.3) — (2.2.6)) dans (2.2.2), on trouve que

(2.2.6)

-1
F Nty el Zj (Frtg g 01,

< annJ M dtdxiedsn s ) Wi sl qodtdi-d,

n
(2.2.7) + lejn,’zzlxk/xi@”iz(ﬂ”)'

i=1

En éliminant le dernier terme dans le coté gauche de (2.2.7)), on a

I’?_ll|~7ﬂz:1xkur”iz(0n) < JQn||JHZ_1xkf||I%2(Qn)dtdxl--dxn
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n
(2.2.8) A e Y Tty s @l oy
T i=1

En appliquant le Lemme (2) avec
g(t) = J ||\7H271xkut”i2(Qn)dtdxl--dxnr
Q7 )

C -1 2
a?g(t) = I? ||‘7HZ:1XkuT||L2(Qn)I
on a

NGRS

2
k=1xkut”L2(Qn)dtdx1 dxl’l S

n
(2.2.9)  T(a)Eqal T an||Jn;_1xkf||§2@,,)dtdx1..dxn ) T sl o)
T i=1

ensuite

an ||jHZ=]xk ut”iZ(Qn)dtdx1 dxl’l S

Ta 5 n ,
ar(a) ( J;g"”jnz_lxkf”LZ(Qn)dtdxl--dxn + lejnzzlxk/xi(PHLZ(Qn))-
* i=1

(2.2.10) T(a)Eqo(T®)

Donc (2.2.7)) sera

n

-1 2 2
I ||‘7HZ:1xkuT||L2(Q”)+ E J (jHZ:1Xk/Xi”) dx;..dx, <
- Q
i=1

n
(2211) C( Qn”jl_lz_lxkflllzj(gn)dtdxl"dxn + Z”jngzlxk/xi@”iz(m)),
T i=1

ou
TO(
al(a)
Finalement, passant a le sup dans ([2.2.11)) par rapport 7 entre [0, T].

Le deuxieme cas : si n est impair. On obtient les mémes résultats car le signal néga-

C= r(a)Ea,cx(Ta)

tif dans l'opérateur Mu évite de tomber dans un signal négatif dans la norme précé-
demment choisie. Ceci est lié a la corrélation des intégrales utilisées pour prouver les

relations précédentes avec la dimension de l’espace. O]
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Corollaire 2.2.1. S’il existe la solution de probléme - , elle est unique.

Démonstration. Soit u; et u, deux solutions du probléme (2.1.1)—(2.1.4), alors £u; =
£uy = f
Ity = uollg < ClIE(uy — 1)l

ensuite

||M1 - uZ”E < 0;

donc

up = uj.

]

Corollaire 2.2.2. Posons que les conditions du théoréme sont satisfaites . Alors,£
admet les propriétés suivantes

(1) £ admet une fermeture £ tel que R(£) = R(£).

(2) £ admet un inverse £ : F — R(£) avec £ ' = £-1.

Démonstration. 1) Posons que (u,,) € D(£) une suite convergente dans E tel que limu,, =

0 et (£u,) converge vers (f, ) dans F. Il faut montrer que :
f(£,X)=0, et p(X)=0,Vt,X € Q".

Comme (u,) converge vers 0 dans D(£), donc u,, converge vers 0 dans D’(£). D’aprés la
continuité de I'application dérivée de D’(£) dans D’(£), on conclut que (Lu,,) converge
vers 0, dans D’(£). D’autre part d’aprés ’hypothése on a (Lu,) converge vers f dans
F, donc (Lu,,) converge vers f, dans D’(£). Comme la limite et unique dans D(£), on a
f=0.

Montrons que ¢(X) = 0. On a (u,,) converge vers 0 dans E, et ({u,,) converge vers ¢ dans

F, d’autre part, remarquons que :

€uanllr2(gny < llutulles

alors, (¢u,) converge vers 0 dans L*(Q"), ce qui montre que @(X)=0,YX € Q". Enfin, £

admet une fermeture.

Montrons que : R(£) = R(£). Premiérement d’” aprés la définition de R(£) C R(£).
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D’autre part, soient v € R(£) et (v,,) € R(£) une suite converge vers v. Dong, il existe une
suite u, € D(£) tel que

£fu, =v,.

En utilisant I’estimation (2.2.1)), on a
”un - um”E < C||£un - £um”l—": VTL, meIN.

Si n,m tend vers +oco, on peut déduire que (u,,) est une suite de Cauchy dans E, qui est
un espace de Banach donc elle est convergente tel que limu, = u € E, ce qui montre
que £u = v.

2) D’apres l'estimation (2.2.1), on a 'opérateur £ est injectif donc il admet un inverse
borné £ dans R(£). D’autre part, par définition, on a £ et aussi admet un inverse

£ 0

Corollaire 2.2.3. Par passage a la limite, I'estimations est prolongée aux solutions

fortes, i.e., on a

(2.2.12) lullg < ClEullp, Yu € D(£).
Alors, la solution forte de - est unique si elle existe.

2.2.1 Existence de la solution forte

Cette section est consacrée pour montrer ’existence d’une solution forte de probleme
(2.1.1)—(2.1.4), ce qui ramenée a montrer la densité de R(£) dans F. La preuve décom-
pose en trois étapes.

Etape 1. On va montrer que R(£) est dense dans F pour D(£) est réduite a Dy(£) ou
Do(£) ={u,u € D(£): €u = 0}.

Théoreme 2.2.2. On pose que les conditions du théoréme sont satisfaites et il existe
W e L*(Q"), YD e Dy(£) vérifie la condition tel que

(2213) <£¢), W)LZ(Qn) = O,

alors W = 0 dans Q".
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Démonstration. En substituant @ et ¥ dans ’équation (2.1.1)), on écrit (2.2.13) comme

suit

= 92d(t, X)
2.2.14 COrtlop(t,X)- Y ——2—, W)2on =0
(2.2.14) (ot >; 5 Do

Soit N(x, ) une fonction vérifie (2.1.2)-(2.1.4) tel que pour tout k € [0,1], on a

K’ ka’ kaxkr (ka)t’c agH—lN € LZ(Qn)

Posons que
X) =T 5 N(t X)
J j J (t 111,12, M)A 11 A 1. d ],
et
W(,X) = Ty Nelt,X)
alors sera

Z az(jHl’zzlka(th))

2
— axi

Intégrons par partie chaque terme de (2.2.14) avec N vérifie les conditions (2.1.2) —
(2.1.4)

(2.215)  (“OF T o N(5,X) - T o N6 X)) 2(gny = 0.

f n(Caf‘“jnzzlxkx)(jnzzlxk&)dtdxl...dxn

C
(2.2.16) = f n( 9% (Tt N0))(Trny_ 5 Re)dtdxy...dx,

Le deuxiéme terme

2Ty N5 X
ZJ i ( ))jnzzlxk?*(t(t,X)dtdxldxz....dxn

(2.2.17) 2ZJ Tt s R(T, X)dxy dxy....dx,,.

Montrons par récurrence que I’équation (2.2.17) est vraie. Pour n =1

92
_JQ — (T N)( T, Np )dtdxy = — Ll axl(Jx1 ) dtdx,

1 8x1
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1 1
= EJ dexl.
0
Pourn=2
82 82
_J\QZ ax (jHZ )(jnlzzlxkxt)dtdxldxz - Lz a (‘71_[2 )(JI—I%:leNt)dtdxldXz
J 9
= — Qz axl (sz )(jxlxzxt)dtdxldxz_ Q2 8x2(‘7x1 )(jxlxzxt)dtdxldxz

1
= lJ- J- (ijN(T,X))deldxz + lf J (ijN(Tlx))deldxz.
2 0 Jo 2 0 Jo

L'étape de récurrence

n+1 jnn+l (t X))
Z’J,;ﬂ jHZ:ikat(t;X)dth1dX2....dxn+l

L T (Tx, y N)
— J(\) ( _ ZJ ) k=1%k Xn+1 j Z X at (jxn+l )dtdxl dxz...-dxn)dxn+1
i=1

07xl-2

1 Jd T X N tIX))
+f (f Mt Tripe e, St X)dtdxydx;....dx, ) dx,.
0 n =

0% 41

1 n
1
:J- (EZ JQ jnzzlxk\xi(jxwN)dtdxldxz....dxn)dxn+1
0 Py n

J le‘[” N(T,X)dx;dx,....dx,dx,.1
Qn

ZZ

jnrHlx \x; (T,X)dtdx1dxz....dxndan

Qn+l
1
+—= jl—[nﬂxk\x 1N(T,X)dxldxz....dxndan
2 Qn+l
n+1

2Z o Tt N X0y 8

En substituant les équation (2.2.16)) et (2.2.17)) dans (2.2.15), on obtient

C
2 [ (3 N0) iy Nodrdx, .,
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(2218) ZJ jl—[n+lx \x; T X)dtdxldxz....dxn =0.

En utilisant 1’inégalité (2.2.6), on a

T c
J; (T INTr_ x Niellzo) )t

(2.2.19) ZJ Tript o (T, X)dtdx, doxy....dx, <0,
ensuite
I%_l“jn;zz]xkxt”iz( f jnn+l \x; T X)dtdxldX2 dxn < 0,

ce qui implique
IN[lg=0=W¥ =0.

Etape 2. On va montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.3. Pour tout (f, ) € F; le probleme (2.1.1 admet une solution forte
unique u tel que u = £T1(f,(p).

Démonstration. 11 suffit de montrer R_(£) = F. Posons W = (w,wp) € R(£)* et pour tout
ueD(£)ona

(2.2.20) (Eu, W)p = (Lu, w)r2(g) + (Cu, wo)12(0)
I1 faut montrer que W = 0. Si u € Dy, on a
(2.2.21) (Lu,w)r2(g) = 0.
Ici le théoréme (8) implique w = 0. Alors sera
(Cu,wo)r2(qq) = 0.
Comme 'image de 'opérateur ¢ partout dense dans l’espace de Hilbert F, on conclut

que wy =0, donc W =0 et

R(£) = F,Vu € Dy(£).
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Etape 3. Considérons le cas général. Soit L la partie principale de L i.e.

n

Lou =¢ 9% u(t, X) - Z
k=1

%u(t,X)
Bx,%

’

avec le domaine Dy(£g) = Dy(£), ou £y = (Lo, €). On note que l'opérateur £-£y = (L—L,?)

de E dans F, est continu, donc on peut montrer R(£) = F,Yu € D(£) par une méthode
de continuation dépend du parametre, il est analogue a la méthode utilisée dans [19].

On introduit 'opérateur £, tel que

£,=£ pour p=1.
D’apres la définition de £, on peut dire que :
£y=£u+(p—po)£-£0), Y po € IR

Premierement, on va montrer que fu = (f,€) admet une solution dans E. Pour se but,

on considere I’équation :

£ =(f0),
donc, on a
ot + (= o) E—Eo)u = (£,0),
ensuite
1 1
(2.2.22) u+(p—po)ky, (E-£o)u==£, (f,0).
Soit

-1 —
B=(u—po),, (£-£0).
On a:||B|| <1, voir [19]], alors I’équation (2.2.22)) admet une solution donnée par

u=Y (-B)E, (f,0),

k=0

On déduit que : R(EHO) =F, ce qui donne : R(£) = F. O]






CHAPITRE 3

ETUDE D’UN PROBLEME
DIFFERENTIEL FRACTIONNAIRE
NON-LINEAIRE EN
DEUX-DIMENSIONS AVEC
CONDITION INTEGRALE

L'objectif de ce chapitre est d’étudier 'existence et 1'unicité d’une solution forte du
probleme différentiel fractionnaire non-linéaire dans un espace de dimension deux
pour une réaction-diffusion équation avec une condition intégrale.

Le chapitre se décompose de la fagon suivante :

Dans la premiere partie, on utilisera la méthode d’estimations a priori pour montrer
que le probléme linéaire associé admet une unique solution forte.

Finalement, la résolution de le probleme non-linéaire se fait par un processus itératif.

3.1 Position du probleme

Soit Q =(0,1)x(0,1) x (0, T), nous considérons I’équation différentielle fractionnaire

non-linéaire suivante :

%u(t, x, ?u(t, x, ou du
(3.1.1) Lu=°¢ Q?Hu(t,x,y)— ;x2 y) - ;Zﬂ y) =f(t,x,p,u,
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avec les conditions initiales

(3.1.2) flu = u((),x,y) = go(x,y), €2u = ut(O,x,y) =0,
les conditions aux bords
(3.1.3) uy(t,1,) =0, uy(t,x, 1)=0,

avec u vérifiant les conditions intégrales

1 1
(3.1.4) j u(t,x,y)dx =0, J u(t,x,y)dy =0,¥t(0,T),
0

0
ot ©9%*! est la dérivée fractionnaire de Caputo tel que l'ordre o € (0,1], f et ¢ sont
des fonctions continues et connues.
Nous rappelons que I’équation de réaction-diffusion classique est

9u(t,
atu(t,x)—d% — f(t,%),

ou d est la coefficient de diffusion qui est utilisée dans les modeles des population du
biologie.

En raison de son interét pratique, le probleme différentiel fractionnaire a été intensi-
vement étudié ses dernieres années, parmi les travaux établis, on cite les problémes
suivants :

Haili Qiao et Aijie Cheng [66] ont étudié le cas linéaire de 1'équation de réaction et
diffusion de dimension deux par la méthode de différence fini.

Sakhri Aicha et Ahcene Merad [68] | ont montré que le probleme différentiel fraction-
naire non-linéaire de dimension un admet une solution forte unique.

Said Mesloub et Faten Aldosari [51] ont étudié un classe de probleme différentiel frac-
tionnaire non linéaire de dimension deux.

Notant ici que dans la littérature mathématique et contrairement au cas linéaire, on ne
trouve pas beaucoup de travaux concernant le cas non-linéaire. Ceci est di1 a la com-
plexité que souléve cette classe de problemes, ce qui souligne 'importance de cette

étude.
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3.2 Probleme linéaire associeé

Soit Q =(0,1)x (0,1) x (0, T), nous considérons I’équation différentielle fractionnaire

linéaire suivante :

Pu(t,x,y) u(t,x,y)
Ix? dy?
avec les conditions initiales (3.1.2)), les conditions aux bords (3.1.3) et les conditions
intégrales(3.1.4).

Le but de cette section est de montrer ’existence et ['unicité de la solution forte du pro-

(3.2.1) Lu = 3% u(t,x,v) = f(t,x,v),

bléme linéaire associé par la méthode d’estimation a priori. Notons que cet probleme

est un exemple illustra-tif de chapitre précédent avec N = 2.

Notations
Soient T un nombre positif fixé, Q un ouvert de IR* et H un Hilbert.

Notons LZ(O, T;H) 'espace de Hilbert muni de la norme

T
a5 = | e M.

Soit C(0, T; H) I'espace des fonctions continues u de (0, T) a valeur dans H tel que

llullcqo,1;1) = maxo<i<rllu(f)llH-

L'espace H!(Q) est un espace de Sobolev muni par la norme
121 gy = 1l g + il + iy P

3.2.1 L’unicité de la solution

Premierement, on établit un théoreme d’unicité de la solution forte, sa dépendance
continue par rapport aux données (f, ). Ces résultats sont obtenus grace a la méthode
des estimations a priori.

Soit Q =(0,1)x(0,1).

D’abord, on écrit le probleme linéaire associé posé sous la forme opérationnelle sui-

vante :

£u=(f, ),



Etude d’un probleme différentiel fractionnaire non-linéaire en deux-dimensions avec
46 condition intégrale

tel que £u = (L,{1,{,) est un opérateur non borné de E dans F, ou E est un espace de

Banach des fonctions u € L?(Q) avec la norme finie :
lulle = suposrr (I 1Ty ullPa gy + 1700l 0, + 1T )
F est espace de Hilbert muni par la norme :
lEulle = 17 12,0 + 17002 0, + 1T 011

et

0*h 9*h Jh oh Jh
2 C Ha+l bbbl 2
heL*(Q) such that: 9% h,— o2 37 o’ 3y €L (Q)

h(O,x,y) = (P(x;}’); ht(o’x’y) = 0’

h(t,1,9) =0, hy(t,x,1) =0,

1 1
J h(t,x,y)dx =0, J h(t,x,y)dy = 0.
0 0

Définition 3.2.1. La solution de l’équation opérateur Lu = F est appelée solution forte
du probléme (3 avec les conditions (3.1.2)—(3.1.4).

Théoreme 3.2.1. Pour tout fonctions u € D(£), il existe C > 0 tel que

(3.2.2) llulle < Cli£ullF,
avec
TO(
C=T(a)E, o(T" .
(a) O(,O(( )ar(a)
Démonstration. Soient Q% =(0,1)x(0,1)x(0,7),0 <t < T et l'opérateur intégrale

Tty = ut (t, 11, m2)dnpdnderde;
y

Calculant le produit scalaire dans LZ(QT) de I’équation (1) et szyu

2
j Luszyutdtdxdy = f (Cagzﬂu)szyutdtdxdy —J (aax2 )jxyutdtdxdy

2
(3.2.3) J ( 89 w)Towdtdxdy = | f(t,x,9)J,udtdxdy,
Qr y Qr
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Intégrons par partie chaque terme de coté gauche de (3.2.3), et en utilisant les condi-
tions (3.1.2) et (3.1.4), on obtient

(3.2.4) j (COFtu) (T, u)dtdxdy :J (COF Teyue)(Tryur)dtdxdy,
T QT

2

J 2 1 2
o wu(t,x,y)(jxyut)dtdxdy = Efg(jy(P) dxdy

1 2
(3.2.5) —EJ;)(jyu) dxdy,

82 2 _ 1 2
|| eut s Tupdiazay =3 | (Tpraxay

1

(3.2.6) -3 J-Q(jxu)zdxdy.

En utilisant I'inégalité de Cauchy—¢ avec ¢ = 1, sur le coté droit de (3.2.3)), on obtient

ST iy = f@(ﬂxyf)uxyut)dtdxdy

(3.2.7) < JQTlljxyflliz(Q)dtdxdy + Jerleyutlliz(Q)dtdxdy

D’apres le lemme (1.7.3), on a

1 T
J I(Caftjxyut)(jxyut)dtdxdy > Ejo (Caﬂljxy”f”%?(ﬂ))dt

-«
_ ra-1 2 T 2
- I”? ”jxyuTHLZ(Q) - F(l _ a)lljxyur(ofx’y)||L2(Q)
_qa-1 2
(328) - Ir ”jxyu'[”LZ(Q)

En substituant (3.2.4) — (3.2.8)) dans (3.2.3), on obtient

1o IInyuTlliz(Q) + fQ(Jyu)zdtdxdy + fQ(un)zdtdxdy
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< | WSty s | 1l drdxdy

(3.2.9) +L(Jy(p)zdxdwjQ(wa)zdxdy

Maintenant, en éliminant les deux dernier termes de le coté gauche de (3.2.9), on

trouve

Tl < [ Wi Bdrdxdys | Wyl o dedrdy
Qr Qr

(3.2.10) + J (Ty ) dxdy + f (Tep)*dxdy.
Q Q

En appliquant le lemme (1.7.1) avec

:JQ 1Ty uillF2 ) At dxdy,

o7 () = I Ty uellf

il s’ensuite que

f eyt g dtdxdy < T(@)Eq (T f e I dtdxdy

(3.2.11) + f (T, ) dtdxdy + f (Txp)*dtdxdy)
Q Q

alors

TO(
2 2
JQT||jxyut||L2(Q)dtdxdy < r(a)Ea,a(Ta)m( JQTIInyf 172 Atdxdy

(3.2.12) +j (Jy(p)zdxdy+f (Txp) dxdy)
Q Q
donc (3.2.9) devient

I”?_l ||jxyur||i2(g) + J;)(jyu)zdxdy + fg(jxu)zdxdy
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(3.2.13) < C( Llljxyflliz(mdtdxdy - J;)(jx(p)2dxdy + jQ(jy(p)zdxdy)
tel que
T
C= F(a)Ea,a(T“)aI,(a).
Comme le coté droit de I'inégalité (3.2.13) est indépendant le 7, on peut passer aux le
sup de 7 entre [0, T]. O

3.2.2 L’existence de la solution

Dans la suite on va montrer 1’existence d’une solution forte du probléme linéaire asso-

cié. Il reste a montrer la densité de R(L) dans F.

Corollaire 3.2.1. Soit les conditions du théoréme satisfaite. Alors, £ admet les pro-
priétés suivantes :

(1) £ admet un fermé £ tel que R(£) = R(£).

(2) £ admet un inverse £7' : F — R(£) avec E_l =£L

Démonstration. la preuve est analogue a la preuve de corollaire 2.2.2. N
Corollaire 3.2.2. L'inégalité peut étre étendu comme suit :

(3.2.14) llullg < CllEullp, Yu € D(£).

Alors, s’elle existe la solution forte de probleme (3.2.1) et (3.1.2)—(3.1.4) est une unique.

Théoreme 3.2.2. On pose que les condition du théoréme sont satisfaites et h €
L*(Q),Yg € D(£) vérifie les conditions tel que

(3215) <£g, h)LZ(Q) = 0,
alors h =0 dans Q.
Démonstration. En substituant g et h dans (3.2.1), on écrit (3.2.15) comme suit

azg(trxr}}) _ azg(tlx’y) h> _ O
ox? dy? =

(3.2.16) (Coftle(t,x,p) -

Soit K(t,x,) une fonction satisfait les conditions (3.1.2) et (3.1.4) tel que K, K, K,

Kxx: Kyy: (Kx)tl (Ky

);,¢ 9%T1K. Posons que

Xy
g(t,x,y):jxyK(t,x,y):f J K(t,n,&)dEdn
0o Jo
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et
h(t, X,Z/) = jxth(t; X, ZJ),

alors (3.2.16|) sera

9? 9?

(3.2.17) (€O T K - 52 (T K) - 8_;)2(‘7"3’1()' TeyKi)12(g) = 0

Intégrons par partie chaque membre de (3.2.17)), on obtient

C
(3.2.18) IQ(C af‘“jxyK)(jxyK)tdtdxdy = L( 8?(jxth))(jxth)dtdxdy

82
e

T 1 1 1
:_JO JO [ij(t,l,y)(J; ij(t'”’y)d”)t‘fo T, K (T K)dx]dtdy

(TxyK)(TryK: )dtdxdy = —f %(ij)(ImxyK)tdtdxdy
Q

1 1 1 )
(3.2.19) = EL L (T,K(T,x,9)) dxdy

02
0 9?

P)
(T K)( Ty Ky )dtdxdy = —JQ a—y(ij)(nyK)tdtdxdy

T 1 1 1
:_L jo [ij(t,x,l)(J; ij(t,x,E)dé)t—J; TK(JK)sdx]dtdx

1 1
(3.2.20) = %fo JO (J,K(T,x,9))*dxdy

Substituons les équations (3.2.18)—(3.2.20) dans (3.2.17), on trouve

C 1 1 1
JQ( a?(jxth))(jxth)dthdy'*_EJ; J;) (ij(T;x:?))zdxd}f

1 1
(3.2.21) + %J J (TK(T,x,v))*dxdy =0
0 JO

Then Lo
ZJ (Ca?(jxth))(jxth)dthdy+J J (ij(Tlx'y))dedy
Q 0 Jo
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1 1
(3.2.22) +L L (JK(T,x,v))*dxdy = 0.

En utilisant I’inégalité (3.2.8) ,on a

T c 1 1
[ ot [ [ Gxs gy

1 1
(3.2.23) +J j (TK(T,x,v))*dxdy <0,
0 0

ensuite

1 1
I%‘llljxthlliz(Q) +J f (J,K(T,x,p))*dxdy
0 Jo

1,1
+J J (ij(T,x,y))zdxdy <0,
0o Jo

qui implique

IK[|g=0=h=0.

]

Théoreme 3.2.3. Pour tout (f, ) € F; le probléme (3.2.1}|3.1.243.1.4) admet une solution
forte unique u tel que u = £71( , Q)

Démonstration. On suppose que U = (f, @) € R(£)* tel que

(3224) <LUff>L2(Q)+<€1 U,(p)LZ(Q) = O,

il faut montrer que U =0.Si U € D(£), on a

Par application du théoréeme (3.2.2) a (3.2.25), on a f =0 et (3.2.24) sera
(OU, )12 = 0.

Comme ¢, est dense dans L>(Q2), on conclut que ¢ = 0, donc U = 0 ]
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3.3 Probleme différentiel fractionnaire non-linéaire

Dans cette section, en utilisant un processus itératif pour montrer l’existence et I’uni-

cité de la solution du probleme (3.1.1)-(3.1.4).

Tout d’abord, on introduit le probleme auxiliaire homogene suivant :

2*0(t,x,y) 9*0(t,x,v)
3.3.1 LO =€ 9%*10(t, x,v) — A 70—,
( ) t ( X y) axz ayz

avec O vérifie les conditions suivantes :
€10 =0(0,x,9) = p(x,y),Y(x,9) € (0,1) x (0,1)

€,0 =0,(0,x,9) =0,Y(x,y) €(0,1)x(0,1)

(3.3.2) 0,(t,1,9) = 0,0,(t,x,1)=0,¥t € (0, T),

1 1
J O(t,x,y)dx = O,f O(t,x,y)dy =0,Yt€(0,T).
0 0

En vertu du théoreme (3.2.3), on déduit que le probleme (3.3.1)-(3.3.2) admet une
solution forte unique.

On pose que v = u — 0, donc v vérifie

2 2
(3.3.3) Caf‘“v—%—g—yz =M(t,x,9,v,vy,vy),

avec les conditions

tiv=v(0,x,9)=0,Y(x,v) €(0,1)x(0,1)

(v =v4(0,x,9)=0,Y(x,v) € (0,1)x(0,1)

(3.3.4) vx(t,l,y):(),vy(t,xll):ol
1 1
j v(t,x,p)dx = O,J v(t,x,v)dy =0,
0 0
tel que

M(t,x,9,v,v5,vy) = f(£,X,9,0v+0,(v+0),,(v+0),)



3.3 Probleme différentiel fractionnaire non-linéaire 53

Pour la fonction M, on introduit la condition suivante :
Condition A

Pour tout (¢,x,9) € Q,on a
M(t;X;yyvlyvz;U3) _M(t;X;y;(Ulya)z;Cl)3) < 'I/l(lvl — a)1| + |U2 —a)2| + |7/3 - cu3|)

Dans la suite, on va montrer que le probleme (3.3.3))-(3.3.4) admet une solution faible
unique. Soit v et w € C1(Q) tel que

v(0,x,9) = 0,v:(0,x,9) = 0,v,(t,1,9) = 0,v,(t,x,1) = 0,

1 1
J w(t,x,p)dx = O,J w(t, x,p)dy = 0.
0

0
Multipliant (3.3.3) par J,w, on a

_dPu(txy) Pu(txy)

CHa
< at +1v(t,x,y) axz ay2 ,jxqu)Lz(Q)

(3.3.5) = (M(t,x,9,v,05,vy), TyW)r2(Q)r

Intégrons par partie chaque membre de (3.3.5), utilisant les propriétés de v et w, on

obtient
(3.3.6) <Ca;x+1v’ jxyw>L2(Q) = <Ca?jxyvt’w>L2(Q)
d%v(t,x,
(337) <—%, jxyw>L2(Q) = —<‘7yvx(t,x,y),w>Lz(Q).
d%v(t,x,
(338) <—%, jxyw>L2(Q) = _<jxvy(t;X;y); w)LZ(Q)
(3.3.9) (M(t,%,9,0,05,0y), Tyw)i2(Q) = {TeyM(t, %, 9,0, v, vy), W)i2()-

En substituant (3.3.6)—(3.3.9) dans (3.3.5), on trouve

R(v,w) = <Ca?jxyvt’w>L2(Q) —(Jxvy(t,x,9), w)r2(0)

(3.3.10) —(Tyvx(t, %, 9), wirz () = (Jxy M(1, %, 9, v, v, vy), w)2()
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Définition 3.3.1. On appelle solution faible du probleme (3.3.3)-(3.3.4), tout fonctions

v € L*(Q) vérifies (3.3.10) et

1 1
J v(t,x,y)dx:o,f v(t,x,y)dy = 0.
0

0

Dans I’étape suivant, on définit une méthode itérative pour étudier le probléme (3.3.3)-

(3-3.4).

On définit la suite v par : v(¥ = 0 tel que pour Yn € N, v est une solution du

probleme

) 02y ~ 92y
dx? dy?

(n=1) _(n-1)

(3.3.11) C&f‘“v(” :M(t,x,y,v(”_l),vx Uy )

avec les conditions suivantes

v =v"(0,x,9) = 0,Y(x,9) € (0,1) x(0,1)

0" = 0"(0,%,9) = 0,¥(x,p) € (0,1) x (0,1)

3.3.12)
( v 1,9) =0, v (£ x,1) = 0,

. 1
Jo vt x,y)dx = O;J; v"(t,x,9)dy =0,

Soit V = »"*1 " donc on obtient le probléme linéarisé

o2vin g2y
(3.3.13) Cogrlytn _ o = Z=N(t,x,p),

avec les conditions

v =vi(o,xy) =0,Y(x,y) €(0,1)x(0,1)

6V = v{"(0,%,9) = 0,¥(x,p) € (0,1)x (0,1)
(3.3.14)

v, 1,9) =0, v\ (t,x,1) =0,

1 1
f V(”)(t,x,y)dx = O,f V(”)(t,x,y)dy =0,
0 0
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tel que
Z D (t,x,v) = M(t, %, y,v(”),v,(cn),vz(,n)) — M(t, x,y,v(”_l),v,(cn_l),v}(,n_l))
Théoreme 3.3.1. Soit la condition (A) satisfaite et

vi(t,0,9) = 0,

alors
T T

(3.3.15) J ||V(”)||H1(Q)dtskj IV Dl dt
0 0

Démonstration. Calculons le produit scalaire dans L*(Q%),0<t<Tde I’équation (3.3.13)
et 'opérateur
PV (t,x,p) = V" (t,x,9) - T2V,

on obtient 2 o 2o
eV geyn
CaCH-l V(Tl) t _ _ V(n) _ Zv(n) .
< t (’x’y) axz ayZ [ ‘-7}1 t >L2(Q)
(3.3.16) =20V (t,2,9), V" (t,2,9) - TV i2on

Intégrons par partie chaque membre de (3.3.16) on a

(3.3.17) (CoE v vy o e = LT<C ¢V vyt

(3.3.18) - <%§”, V0 = I By

(3.3.19) - (%in); Vt(n)>L2(QT) = %HVy(n)H%z(Q)

(3.3.20) —(Corrtv ), 72V or = LT<Ca?jy V", 7,V

2*vm 1
(3.3.21) <7, j;Vt(”))Lz(Qr) = EIIJyVJS")IIfz(Q)
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% 1
(3.3.22) < 83;2 ;j V >L2 (Q7) :E”V(H)HIZ}(Q)

D’apres I'inégalité de e-Cauchy, on conclut que

_ 1 (" e 1 ("
(3.3.23) <ﬂ”%wmnmmﬁzﬁ”ﬂ"WQmW+EL”W”@@ﬂt

1 (" . 1 ("
(3.3.24)  —(z"D j2 207 ‘EL 17,2 1)||%2(Q)dt+§£) ||jyvt(”)||§2@)dt

En substituant les équations (3.3.17)—(3.3.24) dans (3.3.16) et en utilisant le lemme

(3.7.1), on trouve que

1V 1 )+ 1TV s ) IV I 0+ IV W2 ) # 0T VA T ) + IV I

3% ‘ ‘
(3.3.25) < EL (4% ”II?JZ(Q)dHJ0 II@Vt(")llfz(Q)d”L IV Ryt

En vertu de la condition (A), on conclut que

T
- 3 -1 -1
(3.3.26) fnﬂnwam < (VO o IV g 1V V)
0

alors, I’équation (3.3.25) devient

12NV )+ 1TV )+ IV 1 0+ IV I ) # 0T VA 22 ) + IV I
_ -1 -1
<t (VD12 )+ IV 22 )+ 1V g

T T
(3.3.27) - [ IR gt | NIV ),

9
tel que ky = max(1, 1”2)'
En éliminant les deux derniers termes de le coté gauche de (3.3.27), on a

_ - — -1
1MV 1 ) + I VE M gy < (VDI ) + IV

T T
-1
3328 I gy [ Vgt | IV dt)
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En appliquant le lemme (3.7.1) a (3.3.28) avec

N I O R AT .
Qr Qr

CorG(t) = 1NV N ) + IE NV I oy

on a
Qtnvt‘”’niz(mdt - LTH@VJ”)niz(Q)dt < T(@)Eq o (k™)1 (VD2 o
-1 -1
IV IR 0+ 1V )
T ‘ -1)112
e et AL
0
1) 1)
(3.3.29) | IV gl | IV ||L2(Q)dt).
0 0

En substituant I’équation (3.3.29) dans (3.3.27), on trouve que

18 IV 0+ 18T, Vi N2 )+ 1T VA™ 12 ) IV 2 ) VA I )+ IV 2

_ -1 -1
(3.3.30) <K(IVID2, o)+ IV ) + 1V s )

[24

tel que k =k (1 + r(a)E“’a(lea)al“(a))'
En éliminant les trois terme de le coté gauche de (3.3.30), il s’ensuite que

2 (n-1)112
(3.3.31) IV 20y < KallVE VI o,

D’apres les résultat précédent, on a conclut le théoreme suivant :

Théoréeme 3.3.2. Soient la condition (A) satisfait et k <1 alors le probleme -

admet une solution faible unique dans H'(Q).
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Démonstration. D’apres le critere de convergence d’Alembert et comme k < 1, on conclut
(¢]

que la série ZV(") est convergente.

n=0
D’autre part
n—1 n—1
(3.3.32) ZV + 20 () _ ) 190 = (1 x,p),
i=0 1:0

alors la suite (v\"),cn converge vers v € H'(Q).
L’étape suivant, est de montrer que v est une solution de probléeme (3.3.3)-(3.3.4), donc
il faut montrer que v vérifie la définition (3.3.1]).
D’apres (3.3.3) on a
R@"™ —v,h)+ R(v,h) =

- -1 -1
(ImxyM(t,x,y,v(” 1)’%(614 ),v}()n ))_M(t’x’y’v’vvay))’h>L2(Q)

(3.3.33) +(ImxyM(t,x,y,v,vx,vy),h)Lz(Q)
avec
R@™ —v,h) = (€9t T, (01" —v) - 7, y(a—sz -v) -, (a—zz»(") —v),h)2
x w553 W\ 57 Q)
d

= (o 0" —v), Ty b — (=T (0" = v), Bz

d
(3.3.34) (5, 5" ) )
En integrant par partie chaque membre de la coté gauche, on a
d d
C
R —v,h) = (Cof*1 (" -v), nyhm(Q)+<£(V(”)—v),%h>L2(Q)+<a—y(v(”)—v), Tch)r2(g)
= (o7 (" —v), Ty Mg+ = v), i)

(3.3.35) +{((W" =), Tehyr2(g)
D’apres 'inégalité de Cauchy I’équation (3.3.35)) sera

R@™ —v,h) < (0" = v)llp2( )| Ty (COFH B)lI12()
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(3.3.36) +lpt™ ~ Vllr2 ol Tphllr2g) + [ = vllp2)lTxhyllr2(g)-
On a (3.3.36) devient
(3.3.37) R@™ —v,h) < [0 = v)ll2(q) (1195 ll2 ) + 2l ()

D’apres la condition (A) on a

- -1 -1
(Fup(Mt,2,9,007 0,0 o) = M5, 9,0,00,,)) B

(3.3.38) < pll@™ =)l )llhll2 )

En passant a la limite quand n — oo dans (3.3.33)) et en utilisant (3.3.37) et (3.3.38)), on

trouve que

(3.3.39) R(v, h) = (TeyM(£,%,9,v, v, v, ), B2 ).

Comme v € C(Q) on déduit que la définition (3.3.1) est satisfaite.

Dans un dernier étape, on va montrer 'unicité de la solution. Si v; et v, sont deux

solution du probléeme alors w = v; — v, satisfie

2 2
(3.3.40) Cootlw(t,x,p) - ? wa(;x,y) 9 wa(}t},Zx,y) = At x,9,w,wy,wy),

avec les conditions

Giw=w(0,x,9)=0,Y(x,v) €(0,1)x(0,1)
Crw =wi(0,x,9)=0,Y(x,9) €(0,1)x(0,1)

(3341) wx(t, 1,y):0,wy(t,x,1):0,

1 1
f w(t,x,y)dx = O,J w(t,x,p)dy =0,
0 0
ou
A(tz xlyl wl wx) w})) = M(t, x:% vll (vl )X’ ('Ul )y - M(t' x’y’ v21 (vZ)X’ (V2)y)
D’apres le théoreme (3.3.1), on a
lwlle(g) < kllwlle (g)-

Comme 1 -k >0, alors [[w||g1(g) = 0 donc vy = v,. ]






CHAPITRE 4

SOLUTION IMPLICITE POUR
L’EQUATION LOGISTIQUE
FRACTIONNAIRE DE
CAPUTO-FABRIZIO AVEC EFFET
ALLEE

4.1 Introduction

L'effet Allee est un principe nommé d’apres Walter Clyde Allee en 1931. Ce principe
repose sur l'idée suivante : les individus d’un population sont corrélés sous leur so-
ciété pour survivre et se reproduire [8]]. Par conséquent, il ne peut y avoir de taux de
croissance positif d’'une population si sa taille est trop petite, certains exemples sont
présentés par des animaux qui chassent ou se défendent en groupe [15]-[71].

Les équations classiques du modele de croissance de la population générale étudiées
avec l'effet Allee sont formalisées par la généralisation de 1’équation différentielle or-

dinaire logistique de Verhultst connue [8]].

x'(t) = —rx(t)[l - ?][1 - %],

avec x(t) est la taille de la population au temps t > 0, 7 est le seuil critique, K est la

capacité de charge et r est appelé le taux de croissance intrinséque.
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La version fractionnaire d’équation logistique est étudié par J. Nioto sous la forme
suivante [57] :
Forx(t) = x(t)[1-x(1)],

ot “F 9% est la dérivée fractionnaire de Caputo-Fabrizio avec a € (0,1).
Cet chapitre étudie I’équation différentielle logistique fractionnaire de Verhults avec
effet Allet :

(4.1.1) CPa?X(t):—rX(t)[1—%t)][1—¥],

et la condition initiale

(4.1.2) X(0) = X,,

ou r,7,K and X, sont des constantes positifs avec 7 < K et CF&? est la dérivée frac-

tionnaire de Caputo-Fabrizio avec a € (0, 1).

4.2 Solution de I’équation differentielle logistique frac-
tionnaire

Dans cette section, nous commencerons par prouver ce résultat concernant la décom-
position d’une fraction algébrique en éléments simples.
Lemma 4.2.1 Soit X(t): Dy CR — R. Pour tout 7 et K, on a :

1 ! TB KC
X1 - SO -X0] T X T X0 K-X()

avec

K
B=——,
KT -T2

et
1 1 K

Cz=st=——.
K T KT-T?
Démonstration. Soit A,B et C des constantes, alors I’équation suivante

1 _ A, B C
x-S X0

K
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est équivalent au systeme :

La résolution du systeme précédent par méthode de substitution donne les valeurs

requises. O]
Nous avons donc conclu ce théoréme :

Théoreme 4.2.1. Pour tout r,T,K et X, constantes positives avec T < IC, I'équation diffé-
rentielle logistique de Verhults avec effet Allee (4.1.1) — (4.1.2) admet une solution donnée

par une forme implicite :

L _ 2 3) 5
o) (X(t)a )(TKX(t) (TI:+T)X (t):CX (t)) et
(T-X()" (K-x(1)"
avec

. (X(%)(T/cxo —(K+T)X2+ Xg)%a

7B KC

(%) e-x)

CF
Démonstration. Nous appliquons d’abord l'intégrale de Caputo-Fabrizio ( Ia) a(4.1.1),

ona:
(4.2.2) crre(“Farx ) = (" 1rE(r),

avec

_ X(t)r, _ X(t)
E(t)=-rX(1)[1- - [1- = ]
En utilisant les lemmes (1.7.4) et (1.7.5), nous avons
t
(4.2.3) X(£) = X(0) = (1 - )| £(t) - £(0)] + aj &E(s)ds.
0
En prenant la dérivée premiere de I’équation (4.2.3), on obtient :

(4.2.4) X'(t)=(1—a)&’(t)+ al&(t).
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Remplacer &(t) par (4.2.4), puis :

2X ()X () 2X’(t)X(t) 3X’(t)X2(t)]

X'(t) = ~(1 - a)r[X'(t) - = et

2 2 3

—ar[X(t) - Xjft) - XIC(t) + );_’(Ct)],
donc : ) ) ) 5

X'(6)+(1 —a)r[X’(t)— 2X (;)X(t) o 2X (ZX(t) N 3X (;—),)C( (t)]
X2(t) X*(t) X3(t)

:—ar[X(t)— R R ],

alors
X'(t)
ar[X(t) - X;t) - Xlzc(t) + X;,(Ct)]

(4.2.5) N 1 ;a(TICX’(t) —2KX/ ()X (t) - 2T X'(t) X (t) + 3X’(t)X2(t)) _ L

TKX(t)— KX2(t) - T X2(t) + X3(t)

On utilise le lemme (4.2.1),on a:

+

1 X'(t) TBX'(t) KCX'()
Z[X(t)JrT—X(t) IC—X(t)]

(4.2.6)

N 1- a(TlCX’(t) = 2KX/ ()X (t) =27 X'(t) X (t) + 3X’(t)X2(t)) _ 1

a TEX() — (K +T)X2(t) + X3(¢)

En intégrant les deux cotés de I’équation (4.2.6), nous avons :

i[lan(t)l —TBIn|T - X(t)| - KCIn|K —X(t)l]

1-
(4.2.7) i

(T KX (5) - KX2(0) - TX?(8) + X3 (1)) = ~t +,

alors :
1 7B

ln(|X(t)|W) - ln(|T —X(t)|(T) _ ln(lK_X(t)l%)
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Hn(ITEX(8) = (KK +T)X2(1) + X3 (1)) =t + ¢,

donc

l1-a

In[(IX (01 J(1TKX (1) - (K +T)X2(8) + X3()] = )]

~in(1T ~X()@ (1K -X(1)5 )| =t +c,
on obtient :

wrs) (X )TEX () - (C+ DX + X0 )
; (17 =X (O ) (I =X (1)) |

Nous avons donc obtenu la solution (4.2.1). O

Exemple. Nous avons fixé les parametres suivants :
1
r=1,7T=2,K=3, a=—-.
2
Alors, le probléme (4.1.1)-(4.1.2) devient le suivant :
3 X(t)yr, _ X(t)
CF 2 —_ _a2\y _a2\y
(4.2.9) 97 X(t)=-X(1)[1 > [ 3 !
avec la condition initiale :

(4.2.10) X(0) = 1.

Ici, les valeurs de B et C, qui sont calculées dans le lemme (4.2.1), sont :

-2
S o2

B=2,
2 3

Finalement, la solution implicite de cet exemple est la suivante :

X(£)%(6X(t) - 5X2(t) + X3(1))

B XOFG-X@mT o




Conclusion et Perspectives

Dans ce travail, nous avons généralisé certains types d’équations différentielles par-
tielles et ordinaires avec des ordres entiers aux équations différentielles avec des ordres
non entiers, et cette généralisation est appelée équation différentielle fractionnaire.
Prouver l'existence et I'unicité de la solution pour chaque probleme différentiel frac-
tionnaire proposé est 1'objectif principal de ce travail.

Dans notre étude, nous avons utilisé des méthodes fonctionnelles bien connues, dont
les plus importantes sont les estimations a priori, la preuve par récurrence et la densité
de 'opérateur qui génere le probléeme proposé. Nous nous sommes également appuyés
sur l'utilisation des propriétés des dérivées fractionnaires.

Le calcul fractionnaire est un domaine de recherche riche. Par conséquent, nous pro-
posons, comme travaux futurs, de rechercher des solutions numériques aux problemes
étudiés, ainsi que d’appliquer d’autres définitions des dérivées fractionnaires pour gé-

néraliser les problemes différentiels d’ordres entiers.
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