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Notations

IN : Ensemble de nombres naturels.

IR : Ensemble de nombres réels.

H : Espace de Hilbert.

L : Opérateur non borné.

D(L) : le domaine de définition de l’opérateur L.

R(L) : l’image de l’opérateur L.

ut : La dérivée partielle première de u par rapport à t.

ux : La dérivée partielle première de u par rapport à x.

Jxu(x) =
∫ x

0
u(ξ)dξ.

J 2
x u(x) =

∫ x

0

∫ µ

0
u(ξ)dξdµ.

C∂αt : Dérivée fractionnaire au sens Caputo.
RL∂αt : Dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville
CF∂αt : Dérivée fractionnaire au sens Caputo-Fabrizio.

Iαt : Intégrales fractionnaire au sens Riemann-Liouville.
CFIαt : Intégrales fractionnaire au sens Caputo-Fabrizio.



ABSTRACT

I
n this work, we study some classes of fractional differential problems by

functional analysis methods.

First, based on the method of energy inequalities, we show the existence and

uniqueness of a strong solution for a linear fractional differential problem with inte-

gral conditions in a space of dimension N .

The second type is a nonlinear fractional differential problem with integral conditions

in a two-dimensional space. First, we establish the existence and uniqueness of a strong

solution for the associated linear problem. The next step, using an iterative process ba-

sed on the results previous, we prove the existence and uniqueness of the solution of

the nonlinear problem.

Finally, the fractional version of the logistic differential model is studied with Allee

effect. It is also studied with initial conditions. The definition of the fractional deriva-

tive used in this research is Caputo-Fabrizio. Our objective here is to give an implicit

solution to the problem posed, a method based on the properties of the fractional de-

rivative is used.

Mots clés : Fractional problems, energy inequality, integral condition, Laplace trans-

form.



RÉSUMÉ

D
ans ce travail, on étudie quelques classes de problèmes différentiels fraction-

naires par des méthodes d’analyse fonctionnelle.

Première, en se basant sur la méthode des inégalités énergétiques, on montre

l’existence et l’unicité d’une solution forte pour un problème différentiel fractionnaires

linéaire avec des conditions intégrales dans un espace de dimension N .

Le second type est un problème différentiel fractionnaires non-linéaire avec des condi-

tions intégrales dans un espace de dimension deux. Tout d’abord, on établit l’existence

et l’unicité d’une solution forte pour le problème linéaire associé. L’étape suivante, en

utilisant un processus itératif basé sur les résultats précédents, on prouve l’existence

et l’unicité de la solution du problème non-linéaire.

Finalement, la version fractionnaire du modèle différentiel logistique est étudiée avec

Allee effet. Elle est également étudiée avec des conditions initiales. La définition du

la dérivée fractionnaire utilisé dans cette recherche est Caputo-Fabrizio. Notre objec-

tif ici de donner une solution implicite du problème posé, une méthode basée sur les

propriétés du dérivée fractionnaire est utilisée.

Mots clés : Problèmes fractionnaires, inégalité énergétique, condition intégrale, trans-

formée de Laplace.





INTRODUCTION

L
e calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de primitive

et de dérivée d’ordre entier non nul à tout ordre réel. La théorie de la déri-

vation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique

que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin du 17ème siècle,

l’époque où Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développé les fondements

du calcul différentiel et intégral.

Le calcul fractionnaire apparait de plus en plus fréquemment dans les champs de re-

cherche non seulement mathématique mais aussi physique. Cette théorie devient le

sujet de plusieurs ouvrages regroupés dans [45].

Toutefois, le calcul fractionnaire peut être considéré comme un nouveau sujet, car

seulement d’un peu plus de quarante ans ([26], [25], [62], [68]), il a fait l’objet de confé-

rences spécialisées son traitement.

L’historique de calcul fractionnaire
Le calcul fractionnaire confiné historiquement à quelques correspondances datant en

1695 entre les précurseurs de l’époque, le marquis de l’Hôspital (1661−1704) et Cott-

fried Wilhelm Leibnitz (1646− 1716).

En particulier, Leibnitz à présenté le symbole
dnf

dxn
,n ∈ N pour désigne la dérivées

d’ordre n d’une fonction f .Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôspital. Ce fut peut

être un jeu des symboles qui poussa l’Hôspital s’interroger sur la possibilité d’avoir
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n ∈Q. Il posa la question dans une lettre à Leibnitz en 1695 : Et si n =
1
2

?.

Leibniz écrivit à l’Hôspital : Ainsi il s’ensuit que d
1
2x sera égal à x

√
dx : x, un paradoxe

apparent dont lion tirera un jour d’utiles conséquences.

Cependant, l’étude de calcul fractionnaire n’est pas apparu dans la littérature que jus-

qu’à 1819, où Lacroix a présenté une définition de la dérivée fractionnaire.

Après, Le calcul fractionnaire a été construit sur des bases formelles par de nom-

breux mathématiciens célèbres, par exemple : Liouville, Grunwald, Riemann, Euler,

Lagrange, Heaviside, Fourier, Abel ...etc. Beaucoup d’entre eux ont proposé des ap-

proches différentes pour la dérivée fractionnaire, que l’on peut retrouver dans [?].

L’absence d’interprétation physique de la dérivation fractionnaire a été abordée lors

de la première conférence internationale en 1974 à New Haven ainsi lors des autres

conférences qui ont suivi en 1984 en Angleterre et en 1989 à Tokyo.

Récemment, Ils ont trouvé que certains systèmes sont régis par des équations dif-

férentielles fractionnaires, on cite par exemple : systèmes thermiques [17], électro-

chimiques [24], viscoélastique [73].

Ces dernières années le calcul fractionnaire a été largement utilisé dans diverses ap-

plications scientifiques et techniques.

Application de calcul fractionnaire
Le calcul fractionnaire apparaissent de plus en plus dans les différents domaines de la

recherche. Il a été trouvé dans le champs des interdisciplinaires, beaucoup de systèmes

pouvant être décrits par des équations différentielles fractionnaires.

Les problème fractionnaires sont caractérisés par la propriété de mémoire longue et de

dimension infinie, contrairement à dérivée entière qui ne fait intervenir qu’un nombre

limité des valeurs de passées de la fonction à dériver.

On cite quelques domaines qui sont décrits par la dérivation fractionnaire :

I Mécanique :

Pour modéliser la diffusion anormale dans les milieux, l’approche de dérivation frac-

tionnaire est adaptée, voir [53] et [74].

I Rhéologie :

La dérivée fractionnaire est un bien modélisation de mécanique des gommes et ca-

outchoucs, aussi elle peut sera modéliser les matériaux à mémoire de forme et aussi
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l’amortissement dans les équations de mouvement, voir [13], [14].

I Automatique :

Podlubny a montré que la meilleure méthode pour assurer un contrôle efficace des

systèmes fractionnaires, est l’utilisation de contrôleurs fractionnaires. Il propose une

généralisation des contrôleurs traditionnels PID, voir [64].

I systèmes dynamiques :

En traitement du signal [42], clarifient parfaitement l’importance de considération et

l’analyse de systèmes dynamiques avec les modèles d’ordre fractionnaire.

I Économie :

Quelques systèmes de la Finance peuvent afficher une dynamique d’ordre fraction-

naire, voir [32].

De plus, on peut voir les monographies suivantes pour trouver une présentation systé-

matique des applications des équations différentielles fractionnaires : [54], [60], [65],

[67], [70].

Conditions aux limites intégrales
Dans les dernières années, plusieurs phénomènes physiques ont été formulés dans

des modèles mathématiques avec des conditions aux limites intégrales ([46],[61],[25]),

l’importance de ce type de problèmes a également été soulignée par Samarskii ([69]).

Ce type de problèmes été étudié pour les équations paraboliques, pour les équations

hyperboliques et pour les équations de type mixte.

S’il est difficile de déterminer la valeur du fonction inconnue ou ses dérivées sur la

frontière, on utilisons les conditions aux limites intégrales. Dans ([28]), A.Dezin a

prouvé que certains problèmes ne peuvent pas être bien posés au sens d’Hadamard

( la solution existe, elle est unique et elle est stable) sauf conditions aux limites non

locales associées.

Ce type de conditions obtenue dans la modélisation mathématique de certains pro-

blèmes naturels comme la biotechnologie, la biologie , la théorie de la conduction ther-

mique, dans les semi-conducteurs, en physique des plasmas...

Présentation de la thèse
Dans cette thèse nous intéressons à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions

du deux classes différentes de problèmes de réaction-diffusion fractionnaires. D’autre
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part, nous prouverons l’existence d’une solution implicite à une équation différentielle

fractionnaire logistique.

Cette thèse est scindée en quatre chapitres comme suit :

Chapitre 01
Dans le premier chapitre nous présentons des notions préliminaires nécessaires pour

le développement des chapitres qui suivent, plus précisément, les outilles d’analyse

fonctionnelle, la théorie des opérateurs et une base théorique du calcul fractionnaire.

Chapitre 02
L’objet du deuxième chapitre est l’étude une généralisation d’une problème de réaction-

diffusion fractionnaire dans un espaces de dimension N ou la formule de la dérivée

fractionnaire utilisée ici est Caputo. On va montrer que cette généralisation admet une

solution forte unique en utilisant la méthode des inégalités énergétique. La preuve par

récurrence joue un rôle important dans la preuve.

Chapitre 03
Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du problème du réaction-diffusion non

linéaire fractionnaire dans un espace de dimension deux. On va montrer que si le se-

cond membre de l’équation différentielle fractionnaire vérifie certaine condition, le

problème admet une solution unique. La preuve se déroule en deux parties :

La première étape consiste à étudier le problème linéaire ci-joint en utilisant la mé-

thode des inégalités énrgétique, où nous prouverons l’existence d’une solution forte et

unique.

La deuxième étape consiste à suivre un processus itératif basé sur les résultats obtenus

dans la première étape et à établir qu’il existe une solution unique au problème non

linéaire.

Chapitre 04
Dans le dernier chapitre, nous étudierons la version fractionnaire d’une équation dif-

férentielle ordinaire non linéaire appelée équation logistique. Nous visons à prouver

l’existence d’une solution à l’équation proposée selon certaines conditions aux limites

initiales, et au final nous obtenons une formule implicite pour la solution. La méthode

fonctionnelle utilisée dans ce chapitre est basée sur les propriétés de la dérivée frac-

tionnaire au sens de Caputo-Fabrizio.

Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats réalisés et suggère les

perspectives futures pour la suite de ce travail de recherche.



CHAPITRE 1

RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES ET
NOTATIONS

L
’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront

utilisés tout au long de ce travail.

Pour plus de détails, des références à la littérature seront systématiquement

données.

1.1 Espaces fonctionnelles

Dans cette partie, nous présentons un préliminaire dans lequel on rappelle des notions

et des résultats fondamentaux de la théorie de l’analyse fonctionnelle qui représentent

un outil indispensable dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Espace de Lebesgue

Définition 1.1.1. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ +∞, on appelle

espace de Lebesgue l’ensemble des fonctions :

Lp(Ω) =
{
f mesurable sur Ω, et

∫
Ω

|f |pdx < +∞
}
, pour 1 ≤ p < +∞,

L∞(Ω) =
{
f mesurable sur Ω, et il existe c tel que : |f (x)| < c p.p, sur Ω

}
, p = +∞.
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• Lp(Ω) est un espace de Banach pour la norme

‖f ‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|f |pdx
)p
.

• Pour p = 2, Lp(Ω) est un espace de Hilbert ayant le produit scalaire

〈f ,g〉L2(Ω) =
∫
Ω

f (x)g(x)dx.

Lemme 1.1.1. [29]. Pour tout m ∈ IN ∗, on a

‖J mx u‖2L2(0,1) ≤
1

2m
‖u‖2L2(0,1),

où J mx u =
∫ x

0

(x − ξ)(m− 1)
(m− 1)!

u(t,ξ)dξ.

1.1.2 Espace des fonctions continues

Définition 1.1.2. [40] Soit Ω = [0,T ], 0 < T < +∞ un intervalle fini de R et n ∈ N.
On désigne par Cm(Ω) l’espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur

où égale à n continues sur Ω, muni de la norme

‖f ‖Cm(Ω) =
n∑
k=0

maxt∈Ω|f (t)|.

En particulier si n = 0,C0(Ω) = C(Ω) est appelé l’espace des fonctions f continues sur

Ω muni de la norme :

‖f ‖C(Ω) =maxt∈Ω|f (t)|.

1.1.3 Espace des fonctions absolument continues

Définition 1.1.3. [40] Soit Ω = [0,T ], 0 < T < +∞ un intervalle fini de R et n ∈ N.
On désigne par AC(Ω) l’espace des fonctions primitives f , c’est-à-dire :

AC(Ω) =
{
f /∃ϕ ∈ L1(Ω) : f (t) = c+

∫ t

0
ϕ(s)ds

}
et on appelle AC(Ω) l’espace des fonctions absolument continues sur Ω.
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Définition 1.1.4. [40] Pour n ∈ N∗, on note par ACn(Ω) l’espace des fonctions f qui

ont des dérivées continues sur Ω jusqu’à l’ordre (n − 1) et telles que f (n−1) ∈ AC(Ω)

c’est-à-dire :

ACn(Ω) =
{
f : Ω→ C, f k ∈ C(Ω), k = (0,1,2, ...,n− 1), f (n−1) ∈ AC(Ω)

}
.

En particulier si n = 1, on a

AC1(Ω) = AC(Ω).

Lemme 1.1.2. [40] Une fonction f ∈ ACn(Ω),n ∈ N∗, si et seulement s’elle est représentée

sous la forme :

f (x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0
(x − t)n−1f (n)(t)dt +

n−1∑
k=0

f (k)(0)
k!

xk .

1.2 Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1. Un opérateur linéaire est une applicationA :D(A) ⊆ X −→ Y linéaire,

oùD(A) est le domaine de définition de A, qui est un sous-espace vectoriel de X. L’opé-

rateur A est dit borné si la quantité

‖A‖ = sup
{
‖Au‖Y , u ∈ D(A), ‖u‖X = 1

}
est finie.

• Tout opérateur A est complètement défini par son graphe G(A) défini par G(A) ={
(v, Av), v ∈ D(A)

}
.

• Pour tout opérateur linéaire A :D(A) ⊆ X −→ Y , on note par :

N(A) =
{
h ∈ D(A), Ah = 0

}
(noyau de A),

R(A) =
{
h2 = Ah1, h1 ∈ D(A)

}
(image de A).

• On note L(X,Y ) (resp. L(X)) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus

de X dans Y (resp. des endomorphismes continus de X) muni de la topologie de la

convergence uniforme :

A ∈ L(X,Y ), ‖A‖L(X,Y ) = sup
u∈X\{0}

‖Au‖Y
‖u‖X

.
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Définition 1.2.2. On dit qu’une application linéaire continueA ∈ L(X,Y ) est inversible

ssi il existe une application unique A′ ∈ L(Y ,X) telle que

A′ ◦A = IX , A ◦A′ = IY .

On notera A′ = A−1.

Théorème 1.2.1. [Théorème des isomorphismes de Banach]

Toute bijection linéaire continue S ∈ L(X,Y ) est inversible.

Définition 1.2.3. Soit A ∈ L(H). On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble

ρ(A) :=
{
λ ∈ C; Aλ = (λI −A) est inversible (⇐⇒ bijectif )

}
.

Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté

σ (A) := C \ ρ(A).

On a : N(Aλ) , {0} ⇐⇒ λ ∈ σp(A), où σp(A) est appelée le spectre ponctuel de A.

Un élément λ ∈ σp(A) est dit valeur propre de A.

1.2.1 Opérateurs fermé

Définition 1.2.4. On dit qu’un opérateur A est fermée si son graphe G(A) est fermé

dans X × Y , i.e., pour toute suite (un) ⊂ D(A) telle que un −→ u dans X et Aun −→ v

dans Y , alors u ∈ D(A) et v = Au.

I L’opérateur fermé A peut être considéré comme un opérateur borné de son domaine

de définition D(A) muni de la norme du graphe (|u|G := |u|H1
+ |Au|H2

) dans H1.

Théorème 1.2.2. [Théorème du graphe fermé] Si l’opérateur fermé A est définit sur tout

l’espace X, alors A est borné

(A fermé et D(A) = X =⇒ A borné).

Définition 1.2.5. On dit qu’un opérateur linéaire A est formable dans X s’il admet un

prolongement fermé.
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1.3 Relation entre l’orthogonalité et la densité dans les
espaces de Hilbert

Définition 1.3.1. Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert F, on définit

M⊥ l’orthogonal de M, par

M⊥ =
{
f ∈ F : <f ,g>F = 0,∀g ∈M

}
.

Proposition 1.3.1. Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert F. Alors M est

dense dans F si et seulement si M⊥ = {0}.

Démonstration. Si M⊥ = {0}, on a (M⊥)⊥ = {0}⊥ = F.

D’autre part, on a

M ⊂M⇒ (M)⊥ ⊂M⊥⇒ (M⊥)⊥ ⊂ ((M)⊥)⊥.

Comme M est fermé, il s’en suit que

((M)⊥)⊥ =M⇒ (M)⊥)⊥ ⊂M⇒ F ⊂M,

d’où F =M.

Réciproquement, si M est dense dans F, et {fn} une suite d’élément de M qui converge

vers f ∈M⊥ ⊂ F, alors

<f ,fn>F = 0, ∀n ∈ IN .

En passant à la limite, il s’ensuite que

‖f ‖F = 0⇒ f = 0⇒M⊥ = {0}.

1.4 la méthode des estimations a priori

la méthode des estimations a priori est appelée aussi méthode des inégalités énergé-

tiques. Cette méthode est efficace pour montrer l’existence et l’unicité des solutions du

beaucoup de problèmes de la physique mathématique. Cette méthode résulte des idées

introduites par J.Leray [43], L. Garding [34], I.G. Petrovsky [63] dans leurs travaux.
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Le schéma de la méthode peut être résumé dans des quatre étapes comme suit :

I Étape 1 :

le problème posé est réécrit sous la forme opérationnelle

Lu = f ,

tel que l’opérateur L est engendré par le problème posé et est considéré d’un espace de

Banach B dans un espace de Hilbert H convenablement choisi.

I Étape 2 :

On établit une estimation a priori de la forme :

‖u‖B ≤ c‖Lu‖H ,∀u ∈D(L).

Cette inégalité est obtenue en multipliant scalairement l’équation par u ou ses déri-

vées et un opérateur intégro-différentielle (contenant la fonction, ses dérivées et une

certaine fonction poids), et en faisant des intégrations par parties.

I Étape 3 :

On montre que l’opérateur L admet une fermeture L. La solution de l’équation :

Lu = F,

est appelée solution forte du problème considéré. Donc, l’estimation obtenue dans

l’étape 1 sera prolongée à L, c’est-à-dire :

‖u‖B ≤ c‖Lu‖H ,∀u ∈D(L).

Alors, L’unicité de la solution forte et sa dépendance continue sont des conséquences

immédiates.

I Étape 4 :

On montre la densité de l’ensemble R(L) dans H, ce qui garantie l’existence de la solu-

tion forte du problème posé car l’opérateur L est fermé dans H et R(L) = R(L).

Remarque 1.4.1. La méthode des estimations a priori est fondée sur un support théo-

rique solide. Mais dans l’application de cette méthode, on est confronté à difficultés,

parmi lesquelles : Le choix de l’espace des solutions, le choix du multiplicateur.
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1.5 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Bêta et Mittag-Leffler qui

jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

1.5.1 Fonction Bêta

Définition 1.5.1. La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout

complexes z et w par

B(z,w) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt, <(z) > 0, <(w) > 0.

Proposition 1.5.1. Pour tout nombres complexes z et w, nous avons les propriétés sui-

vantes :

1. B(z,w) = B(w,z), (symétrique).

2. B(z,1) =
1
z
.

1.5.2 Fonction Gamma

Définition 1.5.2. On appelle fonction Gamma, la fonction définie par

Γ (z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt, z ∈ C et<(z) > 0.

Proposition 1.5.2. Nous avons les propriétés suivantes

1. Γ (z+ 1) = zΓ (z).

2. Γ (1) = 1.

3. Si n ∈ N, on a : Γ (n+ 1) = n!.

Proposition 1.5.3. La relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par

B(z,w) =
Γ (z).Γ (w)
Γ (z+w)

, avec (z,w) ∈ C, <(z) > 0, <(w) > 0.

1.5.3 La fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.5.3. Pour z ∈ C La fonction de Mittag-Leffler E(z) est définie comme suit :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
, α > 0, β > 0.
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Proposition 1.5.4. La fonction de Mittag-Leffler possède les propriétés suivantes :

1. La dérivée d’ordre n ∈ N de la fonction de Mittag-Leffler est donnée par

dn

dzn
=

(
zβ−1Eα,β(λzα)

)
= zβ−n−1Eα,β−n(zα).

2. Intégration de la fonction de Mittag-Leffler :∫ z

0
Eα,β(λtα)tβ−1dt = zβEα,β+1(λzα).

1.6 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons suivre

l’approche de Riemann-Liouville pour proposer une première définition d’intégrale

fractionnaire. D’autres versions seront ensuite abordées.

L’intégrale fractionnaire est une conséquence naturelle de la formule bien connue de

Cauchy suivante :

J (n)f (x) =
∫ x

a
f (x1)dx1

∫ x1

a
f (x2)dx2...

∫ xn−1

a
f (xn)dxn

=
1

(n− 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1f (t)dt,

où f est une fonction continue sur l’intervalle [a,b].

Grâce à la fonction Gamma Γ (n) = (n − 1)!, la formule de Cauchy peut s’étendre natu-

rellement au réel α comme suit :

Définition 1.6.1. Soit [a,b] un intervalle fini sur R avec (−∞ < a < b < +∞) et soit

f ∈ L1([a,b])une fonction intégrable sur [a,b]. Les intégrales

Iαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t)
(x − t)1−α dt, x > a,

Iαb−f (x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

f (t)
(t − x)1−α dt, x < b.

Sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Liouville

d’ordre α ∈ C (<(α) > 0) respectivement.
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Proposition 1.6.1. Soient f ∈ C([a,b]) et α > 0 et β > 0. Alors, les intégrales fractionnaires

de Riemann-Liouville à gauche et à droite possède les propriétés suivantes

1. Iαa+

(
I
β
a+f

)
= Iα+β

a+ f .

2. Iαb−
(
I
β
b−f

)
= Iα+β

b− f .

3.
d
dt

(
Iαa+f

)
= Iα−1

a+ f .

4. lim
α→0+

(
Iαa+f

)
(t) = f (t).

Exemple 1.6.1. Posons que f (x) = (x − a)β−1, tel que β > 0. Calculons l’intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α > 0 de f , on a :

Iαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(t − a)β−1

(x − t)1−α dt, x > a.

On effectue le changement de variable t = a+ s(x − a), on obtient

Iαa+f (x) =
(x − a)α+β−1

Γ (α)

∫ 1

0
sβ−1(1− s)α−1ds

= B(α,β)
(x − a)α+β−1

Γ (α)
,

d’après la proposition (1.5.3), on a

Iαa+f (x) =
Γ (β)

Γ (α + β)
(x − a)α+β−1.

1.7 La dérivation fractionnaire

Dans là l’itération, il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous

allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications (la dé-

rivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et de Caputo).

1.7.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.7.1. Soient f ∈ L1([a,b]), α > 0, et n = [α] + 1, où [α] est la partie entière

de α. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α, est

définie par
RL∂αa+f (x) =

1
Γ (n−α)

( dn
dxn

)∫ x

a
(x − t)n−α−1f (t)dt,
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et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville à droite d’ordre α, est définie

par

RL∂αb−f (x) =
(−1)n

Γ (n−α)

( dn
dxn

)∫ b

x
(t − x)n−α−1f (t)dt.

Remarque 1.7.1. La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante

en général n’est pas nulle :

RL∂αa+C =
C(x − a)−α

Γ (1−α)
, C ∈ R.

Remarque 1.7.2. Pour α = n, n ∈ N, l’opérateur RL∂α donne le même résultat que la

dérivée usuelle pour les ordres entiers, tel que
RL∂na+f (x) = f (n)(x)

RL∂nb−f (x) = (−1)nf (n)(x).

Proposition 1.7.1. Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de quelque fonc-

tions usuelles. Soit β > 0, on a

1. RL∂na+(x − a)β−1 =
Γ (β)

Γ (β −α)
(x − a)β−α−1.

2. RL∂nb−(b − x)β−1 =
Γ (β)

Γ (β −α)
(b − x)β−α−1.

Remarque 1.7.3. Dans le développement de la théorie des intégrations et des dériva-

tions fractionnaires ainsi que ses applications en mathématiques pures, la définition

de Riemann-Liouville a joué un rôle très important.

Physiquement. Malheureusement, la définition de la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville conduit à des conditions initiales de types fractionnaires qui sont

difficiles à interpréter physiquement.

Malgré le fait que des problèmes aux valeurs initiales avec de telles conditions initiales

peuvent être résolus mathématiquement, leurs solutions sont pratiquement inutiles,

car il n’y a aucune interprétation physique pour de telle type de conditions initiales.

Ici, on observe le conduit entre la théorie mathématique bien établie et les besoins pra-

tiques.

Une certaine solution pour ce conduit a été proposée par M. Caputo dans son papier

et deux ans après dans son livre .
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1.7.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.7.2. Soient f ∈ Acn([a,b]), où n ∈ N∗ et α > 0, tel que n = [α] + 1, où [α] est

la partie entière de α. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo à gauche d’ordre α,

est définie par

C∂αa+f (x) =
1

Γ (n−α)

∫ x

a
(x − t)n−α−1f (n)(t)dt,

et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo à droite d’ordre α, est définie par

C∂αb−f (x) =
(−1)n

Γ (n−α)

∫ b

x
(t − x)n−α−1f (n)(t)dt.

Remarque 1.7.4. La dérivée au sens Caputo d’une fonction constante est nulle, autre-

ment dit :
C∂αa+C = 0, C ∈ R.

Exemple 1.7.1. Soit f (x) = (x − a)n, alors on

f (n)(x) =
Γ (β + 1)

Γ (β + 1−n)
(x − a)β−n.

D’où
C∂αa+(x − a)n =

Γ (β + 1)
Γ (n−α)Γ (β + 1−n)

∫ x

a
(x − t)n−α−1(t − a)β−ndt,

en effectuant le changement de variable t = a+ s(x − a), on obtient

C∂αa+(x − a)n =
Γ (β + 1)

Γ (n−α)Γ (β + 1−n)
(x − a)β−α

∫ 1

0
(1− s)n−α−1sβ−ndt

=
Γ (β + 1)B(n−α,β −n+ 1)

Γ (n−α)Γ (β + 1−n)
(x − a)β−α.

Enfin, d’après la proposition (1.5.3), on a

C∂αa+(x − a)n =
Γ (β + 1)

Γ (β + 1−n)
(x − a)β−α.

Lemme 1.7.1. [6] Soient T ∈ R+ et P (t) une fonction positive et absolument continue dans

l’intervalle [0,T ], tel que

C∂α+1
t P (t) ≤ k1P (t) + k2(t), t > 0,α ∈ (0,1).
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où k1 est un constante positif et k2(t) est une fonction positive et intégrable dans [0,T ].

Alors,

P (t) ≤ P (0)Eα(k1t
α) + Γ (α)Eα,α(k1t

α)I−αt k2(t),

avec

Eλ(x) =
∞∑
n=0

xn

Γ (λn+ 1)
, Eλ,µ(x) =

∞∑
n=0

xn

Γ (λn+µ)
,

est une fonction de Mittag-Leffler.

Lemme 1.7.2. [51] Pour chaque fonction absolument continue γ(t) dans l’intervalle [0,T ],

avec T > 0 on a

2γ(t)(C∂αt γ(t)) ≥ (C∂αt γ
2(t)),α ∈ (0,1).

Lemme 1.7.3. [39] Soit Ω un ouvert de IR. Pour chaque fonction absolument continue

γ(t) dans l’intervalle [0,T ], avec T > 0 on a∫ T

0
(C∂αt ‖γt‖2L2(Ω))dt = Iα−1

T ‖γT ‖2L2(Ω) −
T 1−α

Γ (1−α)
‖γT (0,x)‖2L2(Ω),∀x ∈Ω.

Proposition 1.7.2. Les relations entre la dérivée au sens de Caputo à gauche et la dérivée

au sens de Riemann-Liouville à gauche est donnée par

C∂αa+f (x) =RL ∂αa+

[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k!

(x − a)k
]
,

et pour les dérivées à droite, la relation comme suit

C∂αa+f (x) =RL ∂αb−
[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k)(b)
k!

(b − x)k
]
.

1.7.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Fabrizio

Définition 1.7.3. [23] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Fabrizio d’une fonc-

tion ϕ ∈ L2([0,T ]) est donnée par :

CF∂α+1
t ϕ(t) =

1
1−α

∫ t

0
e
−α(t−s)

1−α ϕ′(s)ds,α ∈ [0,1].
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Définition 1.7.4. [23] L’intégrale fractionnaire de Caputo-Fabrizio d’ordre α, d’une

fonction ϕ : [a,+∞)→R, est :

CFIαt ϕ(t) = (1−α)
[
ϕ(t)−ϕ(0)

]
+α

∫ t

0
ϕ(s)ds,

avec

ϕ(0) =
∫ 0

a
e
−α

1−α sϕ′(s)ds.

Lemme 1.7.4. [23] Soit ϕ ∈ L2([0,T ]). La solution de l’équation différentielle

CFIαt ϕ(t) = 0,

est seulement la fonction constante.

Lemme 1.7.5. [23] La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo-Fabrizio et l’inté-

grale de Caputo-Fabrizio est donnée par :

CFIαt
(CF

∂α+1
t ϕ(t)

)
= ϕ(t)−ϕ(0), t > 0,α ∈ (0,1).

Lemme 1.7.6. [16] On suppose que :

CFIαt ϕ(t) = ξ(t), t > 0,α ∈ (0,1).

Alors, on a :

ϕ(t) = (1−α)
[
ξ(t)− ξ(0)

]
+α

∫ t

0
ξ(s)ds+ϕ(0).

1.8 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Dans cette section, nous intéressons aux propriétés de dérivation et d’intégration frac-

tionnaire, qui sont utilisées à la suite de cette thèse.

1.8.1 Linéarité

La dérivation et l’intégration fractionnaires sont des opérations linéaires :

∂α
(
γf (x) + δg(x)

)
= γ∂αf (x) + δ∂αg(x)

où ∂α désigne n’importe quelle approche de dérivation fractionnaire considérée dans

cette thèse.
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1.8.2 Régle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires

Soient f (t) est continue dans [a;x] et g(t) possêde (n + 1) dérivées continues sur [a;x],

alors la règle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires est comme suit :

∂α
(
f (x)g(x)

)
=

n∑
k=0

( α
k

)
f (k)(x)∂(α−k)g(x)−Rαn (x),

où n ≥ α + 1 et

Rαn (x) =
1

n!Γ (−α)

∫ x

a
(x − t)−α−1f (t)dt

∫ x

t
(t − τ)ng(n+1)(τ)dτ.

1.8.3 Intégration par parties

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs

fractionnaires mais là encore sous certaines restrictions.

Proposition 1.8.1. Soient n ∈ N, α > 0, tel que n = [α] + 1, où [α] est la partie entière de

α, f ∈ Cn[(a,b)] et g ∈ Cn[(a,b)]. Alors∫ b

a
f (x)∂αa+g(x)dx =

∫ b

a
∂αb−f (x)g(x)dx,

et ∫ b

a
f (x)∂αb−g(x)dx =

∫ b

a
∂αa+f (x)g(x)dx.

1.9 Équation différentielle fractionnaire

Dans cette section, on va donner la définition d’une équation différentielle fraction-

naire de type Riemann-Liouville et de type Caputo.

Définition 1.9.1. Soient f une fonction de R2 dans R, n ∈ N et α > 0, tel que n = [α]+1,

où [α] est la partie entière de α. L’équation

RL∂αy(t) = f (t,y(t))

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville, dans ce

cas les conditions initiales est de la forme :

RL∂α−ky(0) = ck , k = 0,1,2, ...,n− 1,
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et

lim
t→0

(RL∂α−ny(t)) = cn,

où ck , k = 0,1,2, ...,n, sont des constantes.

Définition 1.9.2. Soient f une fonction de R2 dans R, n ∈ N et α > 0, tel que n = [α]+1,

où [α] est la partie entière de α. L’équation

C∂αy(t) = f (t,y(t))

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo, dans ce cas les condi-

tions initiales est de la forme :

y(k)(0) = ck , k = 0,1,2, ...,n,

où ck , k = 0,1,2, ...,n, sont des constantes.

1.10 Équation de réaction-diffusion

Rappelant q’une équation de réaction-diffusion standard est représentée par des équa-

tions aux dérivées partielles de la forme :

ut − a∆u = f (u), t ≥ 0,

où x ∈ IRn, n ∈ N ∗, u ∈ IR, ∆u est le laplacien de u et a désigne la concentration des

substances ou bien les individus selon le phénomène modélisé. Ces équations inter-

viennent dans la description de phénomènes non linéaires dans lesquels la dépendance

en espace introduit une évolution de type mouvement brownien. On les rencontre

dans la modélisation des réactions chimiques, et, en particulier, dans les phénomènes

de combustion. On les rencontre aussi dans l’analyse des facteurs intervenant dans la

propagation de l’influx nerveux et dans la dynamique des populations, voir [55] pour

plus de détails.

L’équation de diffusion fractionnaire a été introduite en physique par Nigmatullin

pour décrire la diffusion dans un cas particulier de milieux poreux, [58] et [59].

L’équation de réaction-diffusion est un exemple de base de calcul fractionnaire, voir

[4], [66], [72], [51].
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1.11 Inégalités importantes

Pour cette section, voir ([21],[22]).

1.11.1 Inégalité de ε-Cauchy

Pour a et b arbitraires, et tout ε > 0, on a :

|ab| ≤ ε
2
a2 +

1
2ε
b2.

1.11.2 Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soit ω un ouvert de IR, on a :

∀f ,g ∈ L2(ω) : ‖f g‖L1(ω) ≤ ‖f ‖L2(ω) ‖g‖L2(ω) .

1.11.3 Inégalité de Poincaré

Soit f ∈W 1
2 (Ω), tel que Ω est un ouvert de IR, et f (x) = 0,∀f ∈ ∂Ω. Donc, on a :∫

Ω

f 2(x)dx ≤ c2
Ω

∫
Ω

f 2
x (x)dx,

où cΩ est une constante dépendante de Ω.

1.11.4 Inégalité de Hölder

Soit ω un ouvert de IR, on a :

∀f ∈ Lp(ω),∀g ∈ Lq(ω) : ‖f g‖L1(ω) ≤ ‖f ‖Lp(ω) ‖g‖Lq(ω) ,

pour tout p,q > 0, tel que
1
p

+
1
q

= 1.

1.11.5 Lemme de Gronwall

Si f ; g sont deux fonctions non négatives et intégrables sur (0;T ), la fonction b soit

non-décroissante sur (0;T ), et h ∈ L1(0;T );h > 0, tel que :

f (t) ≤ g(t) +
∫ t

0
h(s)a(s)ds,

alors :

f (t) ≤ g(t)e
∫ t
0 h(s)ds.



CHAPITRE 2

ÉTUDE D’UN PROBLÈME
DIFFÉRENTIEL FRACTIONNAIRE
LINÉAIRE DANS N−DIMENSION

Cet chapitre est consacré à étudier un classe de problème différentiel fractionnaire li-

néaire dans un espace de N−dimension. En va utiliser la méthode des inégalités éner-

gétiques pour montrer l’existence et l’unicité de la solution. La démonstration par ré-

currence j’ou un rôle important dans la suite.

2.1 Formulation du problème

Soit Qn = (0,1)n × (0,T ) et X = (x1,x2, ....,xn) ∈ (0,1)n, n ∈ IN . On pose l’équation diffé-

rentielle fractionnaire linéaire suivante :

(2.1.1) Lu =C ∂α+1
t u(t,X)−

n∑
k=1

∂2u(t,X)

∂x2
k

= f (t,X),

avec les conditions initiales

(2.1.2) `u(0,X) = ϕ(X),ut(0,X) = 0
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les conditions aux bords

(2.1.3)
∂u(t,1,x2, ...,xn)

∂x1
=
∂u(t,x1,1,x3, ...,xn)

∂x2
= ... =

∂u(t,x1,x2, ...,xn−1,1)
∂xn

= 0,

et les conditions intégrales

(2.1.4)
∫ 1

0
u(t,xk)dxk = 0,∀t(0,T ) et ∀k ∈ [0,n],

où C∂α+1
t la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α ∈ (0,1], f et ϕ sont des fonctions

continues connues.

Notations

Soient T un nombre positif fixé, Ω un ouvert de IRn et H est un espace de Hilbert.

On note par L2(0,T ;H) l’espace de Hilbert muni par la norme

‖u‖2L2(0,T ;H) =
∫ T

0
‖u(t, ., ., ..., .)‖Hdt.

Soit C(0,T ;H) l’espace de toutes fonctions continues u de (0,T ) dans H tel que

‖u‖C(0,T ;H) =max0≤t≤T ‖u(t)‖H < 0.

L’espace H1(Ω) est un espace de Sobolev muni par la norme

‖u‖2H1(Ω) = ‖u‖2L2(Ω) +
n∑
i=1

‖uxi‖
2
L2(Ω).

2.2 L’unicité de la solution

Dans cette section, on va établir des estimations a priori, l’unicité de la solution et sa

stabilité sont des conséquences immédiates .

Soit Ωn = (0,1)n.

On écrivant le problème (2.1.1) –(2.1.4) sous la forme suivante

£u = (f ,ϕ),

où £u = (L,`) est un opérateur non borné de E dans F tel que E est un espace de Banach

des fonctions u ∈ L2(Qn) muni de la norme

‖u‖E = sup0≤t≤T (Iα−1
τ ‖JΠn

k=1xk
uτ‖2L2(Ωn) +

n∑
i=1

∫
Ωn

(JΠn
k=1xk/xi

u)2dx1..dxn),
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F est un espace de Hilbert muni de la norme

‖£u‖F = ‖JΠn
k=1xk

f ‖2L2(Qn) +
n∑
i=1

‖JΠn
k=1xk/xi

ϕ‖2L2(Qn),

et

D(£) =



h ∈ L2(Qn) such that : C∂α+1
t h,

∂2h

∂x2
k

,
∂h
∂xk

,
∂h
∂t
∈ L2(Qn),

h(0,X) = 0, ht(0,X) = 0,

∂h(t,1,x2, ...,xn)
∂x1

=
∂h(t,x1,1,x3, ...,xn)

∂x2
= ... =

∂h(t,x1,x2, ...,xn−1,1)
∂xn

= 0,

∫ 1

0
h(t,xk)dxk = 0.

Définition 2.2.1. La solution de l’équation £u = (f ,ϕ) est appelée solution forte du

problème (2.1.1)–(2.1.4).

Théorème 2.2.1. Pour tout fonction u ∈D(£), il existe C > 0 tel que

(2.2.1) ‖u‖E ≤ C‖£u‖F ,

où

C = Γ (α)Eα,α(T α)
T α

αΓ (α)
.

Démonstration. Soient Qnτ = (0,1)n × (0, τ),0 ≤ τ ≤ T et l’opérateur intégro-différentiel

J 2
Πn
k=1xk

ut =
∫ x1

0
...

∫ xn

0

∫ ε1

0
...

∫ εn

0
ut(t,η1, ...ηn)dηn...dη1dεn...dε1.

Nous expliquons ici, pour n = 1 :

J 2
x ut =

∫ x

0

∫ ε

0
ut(t,η)dηdε,

pour n = 2 :

J 2
x1x2

ut =
∫ x1

0

∫ x2

0

∫ ε1

0

∫ ε2

0
ut(t,η1,η2)dη2dη1dε2dε1,

pour n = 3 :

J 2
x1x2x3

ut =
∫ x1

0

∫ x2

0

∫ x3

0

∫ ε1

0

∫ ε2

0

∫ ε3

0
ut(t,η1,η2,η3)dη3dη2dη1dε3dε2dε1,
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et ainsi de suite jusqu’à ce que nous puissions déterminer la valeur de J 2
Πn
k=1xk

ut, qui

joue un rôle important dans la preuve.

Calculons le produit scalaire dans L2(Qnτ ) de l’équation (2.1.1) et le multiplicateur

Mu =


J 2
Πn
k=1xk

ut, si n est pair,

−J 2
Πn
k=1xk

ut, si n est impair.

Le premier cas : si n est pair,∫
Qnτ

(C∂α+1
t u)J 2

Πn
k=1xk

utdtdx1...dxn −
n∑
k=1

∫
Qnτ

(∂2u

∂x2
k

)
J 2
Πn
k=1xk

utdtdx1...dxn

(2.2.2) =
∫
Qnτ

f (t,X)J 2
Πn
k=1xk

utdtdx1...dxn.

Intégrons par partie chaque terme de le coté gauche de l’équation(2.2.2), et utilisons

les conditions (2.1.2)− (2.1.4), on obtient∫
Qnτ

(C∂α+1
t u)(J 2

Πn
k=1xk

ut)dtdx1...dxn

(2.2.3) =
∫
Qnτ

(C∂αt JΠn
k=1xk

ut)(JΠn
k=1xk

ut)dtdx1...dxn.

On va montrer l’équation (2.2.3) par récurrence. Pour n = 1, on a∫
Qτ

(C∂α+1
t u)(J 2

x1
ut)dtdx1 = (C∂αt Jx1

ut)(J 2
x1
ut)|10

−
∫
Qτ

(C∂αt Jx1
ut)(Jx1

ut)dtdx1.

On pose que l’équation est vraie pour n et on montre qu’elle est vrais pour n+ 1 :∫
Qn+1
τ

(C∂α+1
t u)(J 2

Πn+1
k=1xk

ut)dtdx1...dxn+1

=
∫ 1

0

∫
Qnτ

(C∂αt ut)J 2
Πn
k=1xk

(J 2
xn+1

ut)dtdx1...dxndxn+1,
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=
∫ 1

0

∫
Qnτ

(C∂αt JΠn
k=1xk

ut)J 2
xn+1

(JΠn
k=1xk

ut)dtdx1...dxndxn+1,

=
∫
Qnτ

∫ 1

0
(C∂αt Jxn+1

JΠn
k=1xk

ut)Jxn+1
(JΠn

k=1xk
ut)dtdx1...dxndxn+1,

=
∫
Qn+1
τ

(C∂αt JΠn+1
k=1xk

ut)(JΠn+1
k=1xk

ut)dtdx1...dxn+1.

Pour le second terme de (2.2.2) on a

−
n∑
i=1

∫
Qnτ

(
∂2u

∂x2
i

)
J 2
Πn
k=1xk

utdtdx1...dxn =
1
2

n∑
i=1

∫
Ωn

(JΠn
k=1xk/xi

u)2dx1..dxn

(2.2.4) − 1
2

n∑
i=1

‖JΠn
k=1xk/xi

ϕ‖2L2(Ωn).

En effet pour n = 1,

−
∫
Qτ

∂2u

∂x2
1

(
−J 2

x1
ut

)
dtdx1 =

1
2

∫ 1

0
u2dx1.

For n = 2,

−
∫
Q2
τ

∂2

∂x2
1

u(J 2
x1x2

ut)dtdx1dx2 −
∫
Q2
τ

∂2

∂x2
2

u(J 2
x1x2

ut)dtdx1dx2

=
1
2

∫
Ω2

(Jx2
u)2dx1dx2 +

1
2

∫
Ω2

(Jx1
u)2dx1dx2,

−1
2

∫
Ω2

(Jx2
ϕ)2dx1dx2 −

1
2

∫
Ω2

(Jx2
ϕ)2dx1dx2

Par récurrence :

−
n+1∑
i=1

∫
Qn+1
τ

(
∂2u

∂x2
i

)
J 2
Πn+1
k=1xk

utdtdx1...dxn+1 = −
n∑
i=1

∫
Qn+1
τ

(
∂2u

∂x2
i

)
J 2
Πn+1
k=1xk

utdtdx1...dxn+1

−
∫
Qn+1
τ

( ∂2u

∂x2
n+1

)
J 2
Πn+1
k=1xk

utdtdx1...dxn+1

= −
∫ 1

0

n∑
i=1

∫
Qnτ

(
∂2Jxn+1

u

∂x2
i

)
J 2
Πn
k=1xk

(Jxn+1
ut)dtdx1...dxn+1 +

1
2

∫
Ωn+1

(JΠn
k=1xk

u)2dx1...dxn+1

−1
2

∫
Ωn+1

(JΠn
k=1xk

ϕ)2dx1...dxn+1
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=
∫ 1

0

1
2

n∑
i=1

∫
Ωn

(JΠn
k=1xk/xi

Jxn+1
u)2dx1...dxn+1 +

1
2

∫
Ωn+1

(JΠn+1
k=1xk/xn+1

u)2dx1...dxn+1

−
∫ 1

0

1
2

n∑
i=1

∫
Ωn

(JΠn
k=1xk/xi

Jxn+1
ϕ)2dx1...dxn+1 −

1
2

∫
Ωn+1

(JΠn+1
k=1xk/xn+1

ϕ)2dx1...dxn+1

=
1
2

n+1∑
i=1

∫
Ωn+1

(JΠn+1
k=1xk/xi

u)2dx1...dxn+1 −
1
2

n+1∑
i=1

∫
Ωn+1

(JΠn+1
k=1xk/xi

ϕ)2dx1...dxn+1

D’autre part, en appliquant l’inégalité de ε−Cauchy avec ε = 1, au le coté droit de

(2.2.2), il s’ensuite que∫
Qnτ

f (t,X)J 2
Πn
k=1xk

utdtdx1..dxn =
∫
Qnτ

(JΠn
k=1xk

f )(JΠn
k=1xk

ut)dtdx1..dxn

(2.2.5) ≤ 1
2

∫ τ

0
‖JΠn

k=1xk
f ‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn +

1
2

∫ τ

0
‖JΠn

k=1xk
ut‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn.

En utilisant les lemmes (1.7.2) et (1.7.3), on obtient∫
Qnτ

(C∂αt JΠn
k=1xk

ut)(JΠn
k=1xk

ut)dtdx1..dxn ≥
1
2

∫ τ

0
(C∂αt ‖JΠn

k=1xk
ut‖2L2(Ωn))dt

=
1
2
Iα−1
τ ‖JΠn

k=1xk
uτ‖2L2(Ωn) −

1
2

τ1−α

Γ (1−α)
‖JΠn

k=1xk
uτ(0,X)‖2L2(Ωn)

(2.2.6) =
1
2
Iα−1
τ ‖JΠn

k=1xk
uτ‖2L2(Ωn).

En substituant (2.2.3)− (2.2.6) dans (2.2.2), on trouve que

Iα−1
τ ‖JΠn

k=1xk
uτ‖2L2(Ωn) +

n∑
i=1

∫
Ωn

(JΠn
k=1xk/xi

u)2dx1..dxn

≤
∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

f ‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn +
∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

ut‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn

(2.2.7) +
n∑
i=1

‖JΠn
k=1xk/xi

ϕ‖2L2(Ωn).

En éliminant le dernier terme dans le coté gauche de (2.2.7), on a

Iα−1
τ ‖JΠn

k=1xk
uτ‖2L2(Ωn) ≤

∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

f ‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn
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(2.2.8) +
∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

ut‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn +
n∑
i=1

‖JΠn
k=1xk/xi

ϕ‖2L2(Ωn).

En appliquant le Lemme (2) avec

g(t) =
∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

ut‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn,

C∂αt g(t) = Iα−1
τ ‖JΠn

k=1xk
uτ‖2L2(Ωn),

on a ∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

ut‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn ≤

(2.2.9) Γ (α)Eα,α(T α)I−ατ
(∫

Qnτ

‖JΠn
k=1xk

f ‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn +
n∑
i=1

‖JΠn
k=1xk/xi

ϕ‖2L2(Ωn)

)
,

ensuite ∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

ut‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn ≤

(2.2.10) Γ (α)Eα,α(T α)
T α

αΓ (α)

(∫
Qnτ

‖JΠn
k=1xk

f ‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn +
n∑
i=1

‖JΠn
k=1xk/xi

ϕ‖2L2(Ωn)

)
.

Donc (2.2.7) sera

Iα−1
τ ‖JΠn

k=1xk
uτ‖2L2(Ωn) +

n∑
i=1

∫
Ω

(JΠn
k=1xk/xi

u)2dx1..dxn ≤

(2.2.11) C
(∫

Qnτ

‖JΠn
k=1xk

f ‖2L2(Ωn)dtdx1..dxn +
n∑
i=1

‖JΠn
k=1xk/xi

ϕ‖2L2(Ωn)

)
,

où

C = Γ (α)Eα,α(T α)
T α

αΓ (α)
.

Finalement, passant à le sup dans (2.2.11) par rapport τ entre [0,T ].

Le deuxième cas : si n est impair. On obtient les mêmes résultats car le signal néga-

tif dans l’opérateurMu évite de tomber dans un signal négatif dans la norme précé-

demment choisie. Ceci est lié à la corrélation des intégrales utilisées pour prouver les

relations précédentes avec la dimension de l’espace.
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Corollaire 2.2.1. S’il existe la solution de problème (2.1.1)–(2.1.4), elle est unique.

Démonstration. Soit u1 et u2 deux solutions du problème (2.1.1)–(2.1.4), alors £u1 =

£u2 = f

‖u1 −u2‖E ≤ C‖£(u1 −u2)‖F ,

ensuite

‖u1 −u2‖E ≤ 0,

donc

u1 = u2.

Corollaire 2.2.2. Posons que les conditions du théorème (2.2.1) sont satisfaites . Alors,£

admet les propriétés suivantes

(1) £ admet une fermeture £ tel que R(£) = R(£) .

(2) £ admet un inverse £−1 : F→ R(£) avec £
−1

= £−1.

Démonstration. 1) Posons que (un) ∈D(£) une suite convergente dans E tel que limun =

0 et (£un) converge vers (f ,ϕ) dans F. Il faut montrer que :

f (t,X) = 0, et ϕ(X) = 0,∀t,X ∈Qn.

Comme (un) converge vers 0 dans D(£), donc un converge vers 0 dans D ′(£). D’après la

continuité de l’application dérivée de D ′(£) dans D ′(£), on conclut que (Lun) converge

vers 0, dans D ′(£). D’autre part d’après l’hypothèse on a (Lun) converge vers f dans

F, donc (Lun) converge vers f , dans D ′(£). Comme la limite et unique dans D(£), on a

f = 0.

Montrons que ϕ(X) = 0.On a (un) converge vers 0 dans E, et (`un) converge vers ϕ dans

F, d’autre part, remarquons que :

‖`un‖L2(Qn) ≤ ‖un‖F ,

alors, (`un) converge vers 0 dans L2(Qn), ce qui montre que ϕ(X) = 0,∀X ∈Ωn. Enfin, £

admet une fermeture.

Montrons que : R(£) = R(£). Premièrement d’ après la définition de R(£) ⊂ R(£).
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D’autre part, soient v ∈ R(£) et (vn) ∈ R(£) une suite converge vers v. Donc, il existe une

suite un ∈D(£) tel que

£un = vn.

En utilisant l’estimation (2.2.1), on a

‖un −um‖E ≤ C‖£un − £um‖F ,∀n,m ∈ IN .

Si n,m tend vers +∞, on peut déduire que (un) est une suite de Cauchy dans E, qui est

un espace de Banach donc elle est convergente tel que limun = u ∈ E, ce qui montre

que £u = v.

2) D’après l’estimation (2.2.1), on a l’opérateur £ est injectif donc il admet un inverse

borné £−1 dans R(£). D’autre part, par définition, on a £ et aussi admet un inverse

£
−1

.

Corollaire 2.2.3. Par passage à la limite, l’estimations (2.2.1) est prolongée aux solutions

fortes, i.e., on a

(2.2.12) ‖u‖E ≤ C‖£u‖F ,∀u ∈D(£).

Alors, la solution forte de (2.1.1)–(2.1.4) est unique si elle existe.

2.2.1 Existence de la solution forte

Cette section est consacrée pour montrer l’existence d’une solution forte de problème

(2.1.1)–(2.1.4), ce qui ramenée à montrer la densité de R(£) dans F. La preuve décom-

pose en trois étapes.

Étape 1. On va montrer que R(£) est dense dans F pour D(£) est réduite à D0(£) où

D0(£) = {u,u ∈D(£) : `u = 0}.

Théorème 2.2.2. On pose que les conditions du théorème (2.2.1) sont satisfaites et il existe

Ψ ∈ L2(Qn),∀Φ ∈D0(£) vérifie la condition (2.1.2) tel que

(2.2.13) 〈£Φ,Ψ 〉L2(Qn) = 0,

alors Ψ ≡ 0 dans Qn.
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Démonstration. En substituant Φ et Ψ dans l’équation (2.1.1), on écrit (2.2.13) comme

suit

(2.2.14) 〈C∂α+1
t Φ(t,X)−

n∑
k=1

∂2Φ(t,X)

∂x2
k

,Ψ 〉L2(Qn) = 0

Soit ℵ(x, t) une fonction vérifie (2.1.2)-(2.1.4) tel que pour tout k ∈ [0,n], on a

K,ℵxk ,ℵxkxk , (ℵxk )t,
C ∂α+1

t ℵ ∈ L2(Qn).

Posons que

Φ(t,X) = JΠn
k=1xk
ℵ(t,X)

=
∫ x1

0

∫ x2

0
...

∫ xn

0
ℵ(t,η1,η2, ...ηn)dη1dη2...dηn,

et

Ψ (t,X) = JΠn
k=1xk
ℵt(t,X)

alors (2.2.14) sera

(2.2.15) 〈C∂α+1
t JΠn

k=1xk
ℵ(t,X)−

n∑
k=i

∂2(JΠn
k=1xk
ℵ(t,X))

∂x2
i

,JΠn
k=1xk
ℵt(t,X)〉L2(Qn) = 0.

Intégrons par partie chaque terme de (2.2.14) avec ℵ vérifie les conditions (2.1.2) −
(2.1.4) ∫

Qn
(C∂α+1

t JΠn
k=1xk
ℵ)

(
JΠn

k=1xk
ℵt

)
dtdx1...dxn

(2.2.16) =
∫
Qn

(C
∂αt (JΠn

k=1xk
ℵt)

)
(JΠn

k=1xk
ℵt)dtdx1...dxn.

Le deuxième terme

−
n∑
i=1

∫
Qn

∂2(JΠn
k=1xk
ℵ(t,X))

∂x2
i

JΠn
k=1xk
ℵt(t,X)dtdx1dx2....dxn

(2.2.17) =
1
2

n∑
i=1

∫
Ωn
JΠn

k=1xk\xiℵ(T ,X)dx1dx2....dxn.

Montrons par récurrence que l’équation (2.2.17) est vraie. Pour n = 1

−
∫
Q1

∂2

∂x2
1

(Jx1
ℵ)

(
Jx1
ℵt

)
dtdx1 = −

∫
Q1

∂ℵ
∂x1

(
Jx1
ℵ
)
t
dtdx1
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=
1
2

∫ 1

0
ℵ2dx1.

Pour n = 2

−
∫
Q2

∂2

∂x2
1

(JΠ2
k=1xk
ℵ)

(
JΠ2

k=1xk
ℵt

)
dtdx1dx2 −

∫
Q2

∂2

∂x2
2

(JΠ2
k=1xk
ℵ)

(
JΠ2

k=1xk
ℵt

)
dtdx1dx2

= −
∫
Q2

∂
∂x1

(Jx2
ℵ)

(
Jx1x2

ℵt
)
dtdx1dx2 −

∫
Q2

∂
∂x2

(Jx1
ℵ)

(
Jx1x2

ℵt
)
dtdx1dx2

=
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
(Jx2
ℵ(T ,X))2dx1dx2 +

1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
(Jx1
ℵ(T ,X))2dx1dx2.

L’étape de récurrence

= −
n+1∑
i=1

∫
Qn+1

∂2(JΠn+1
k=1xk
ℵ(t,X))

∂x2
i

JΠn+1
k=1xk
ℵt(t,X)dtdx1dx2....dxn+1

=
∫ 1

0

(
−

n∑
i=1

∫
Qn

∂2JΠn
k=1xk

(Jxn+1
ℵ)

∂x2
i

JΠn
k=1xk

∂
∂t

(Jxn+1
ℵ)dtdx1dx2....dxn

)
dxn+1

+
∫ 1

0
(
∫
Qn

∂(JΠn
k=1xk
ℵ(t,X))

∂xn+1
JΠn+1

k=1xn+1
ℵt(t,X)dtdx1dx2....dxn)dxn+1

=
∫ 1

0

(1
2

n∑
i=1

∫
Ωn
JΠn

k=1xk\xi (Jxn+1
ℵ)dtdx1dx2....dxn

)
dxn+1

+
1
2

∫
Ωn

∫ 1

0
JΠn

k=1xk
ℵ(T ,X)dx1dx2....dxndxn+1

=
1
2

n∑
i=1

∫
Ωn+1
JΠn+1

k=1xk\xi
ℵ(T ,X)dtdx1dx2....dxndxn+1

+
1
2

∫
Ωn+1
JΠn+1

k=1xk\xn+1
ℵ(T ,X)dx1dx2....dxndxn+1

=
1
2

n+1∑
i=1

∫
Ωn+1
JΠn+1

k=1xk\xi
ℵ(T ,X)dtdx1dx2....dxndxn+1.

En substituant les équation (2.2.16) et (2.2.17) dans (2.2.15), on obtient

2
∫
Qn

(C
∂αt (JΠn

k=1xk
ℵt)

)
(JΠn

k=1xk
ℵt)dtdx1...dxn
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(2.2.18) +
n∑
i=1

∫
Ωn
JΠn+1

k=1xk\xi
ℵ(T ,X)dtdx1dx2....dxn = 0.

En utilisant l’inégalité (2.2.6), on a∫ T

0

(C
∂αt ‖JΠn

k=1xk
ℵt‖L2(Ω)

)
dt

(2.2.19) +
n∑
i=1

∫
Ωn
JΠn+1

k=1xk\xi
ℵ(T ,X)dtdx1dx2....dxn ≤ 0,

ensuite

Iα−1
T ‖JΠn

k=1xk
ℵt‖2L2(Ω) +

n∑
i=1

∫
Ωn
JΠn+1

k=1xk\xi
ℵ(T ,X)dtdx1dx2....dxn ≤ 0,

ce qui implique

‖ℵ‖E = 0⇒Ψ = 0.

Étape 2. On va montrer le théorème suivant.

Théorème 2.2.3. Pour tout (f ,ϕ) ∈ F ; le problème (2.1.1–2.1.4) admet une solution forte

unique u tel que u = £−1(f ,ϕ).

Démonstration. Il suffit de montrer R(£) = F. Posons W = (w,w0) ∈ R(£)⊥ et pour tout

u ∈D(£) on a

(2.2.20) 〈£u,W 〉F = 〈Lu,w〉L2(Q) + 〈`u,w0〉L2(Ω).

Il faut montrer que W = 0. Si u ∈D0, on a

(2.2.21) 〈Lu,w〉L2(Q) = 0.

Ici le théorème (8) implique w = 0. Alors (2.2.20) sera

〈`u,w0〉L2(Ω) = 0.

Comme l’image de l’opérateur ` partout dense dans l’espace de Hilbert F, on conclut

que w0 = 0, donc W = 0 et

R(£) = F,∀u ∈D0(£).
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Étape 3. Considérons le cas général. Soit L0 la partie principale de L i.e.

L0u =C ∂α+1
t u(t,X)−

n∑
k=1

∂2u(t,X)

∂x2
k

,

avec le domaineD0(£0) =D0(£), où £0 = (L0, `).On note que l’opérateur £−£0 = (L−L0, `)

de E dans F, est continu, donc on peut montrer R(£) = F,∀u ∈ D(£) par une méthode

de continuation dépend du paramètre, il est analogue à la méthode utilisée dans [19].

On introduit l’opérateur £µ tel que

D(£µ) =D(£µ),

£µ = £, pour µ = 1.

D’après la définition de £µ, on peut dire que :

£µ = £µ0
+ (µ−µ0)(£− £0),∀µ,µ0 ∈ IR.

Premièrement, on va montrer que £u = (f ,`) admet une solution dans E. Pour se but,

on considère l’équation :

£µu = (f ,`),

donc, on a

£µ0
u + (µ−µ0)(£− £0)u = (f ,`),

ensuite

(2.2.22) u + (µ−µ0)£µ0

−1
(£− £0)u = £µ0

−1
(f ,`).

Soit

B = (µ−µ0)£µ0

−1
(£− £0).

On a : ‖B‖ < 1, voir [19], alors l’équation (2.2.22) admet une solution donnée par

u =
+∞∑
k=0

(−B)k£µ0

−1
(f ,`),

On déduit que : R(£µ0
) = F, ce qui donne : R(£) = F.





CHAPITRE 3

ÉTUDE D’UN PROBLÈME
DIFFÉRENTIEL FRACTIONNAIRE

NON-LINÉAIRE EN
DEUX-DIMENSIONS AVEC
CONDITION INTÉGRALE

L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’existence et l’unicité d’une solution forte du

problème différentiel fractionnaire non-linéaire dans un espace de dimension deux

pour une réaction-diffusion équation avec une condition intégrale.

Le chapitre se décompose de la façon suivante :

Dans la première partie, on utilisera la méthode d’estimations a priori pour montrer

que le problème linéaire associé admet une unique solution forte.

Finalement, la résolution de le problème non-linéaire se fait par un processus itératif.

3.1 Position du problème

Soit Q = (0,1) × (0,1) × (0,T ), nous considérons l’équation différentielle fractionnaire

non-linéaire suivante :

(3.1.1) Lu =C ∂α+1
t u(t,x,y)−

∂2u(t,x,y)
∂x2 −

∂2u(t,x,y)
∂y2 = f (t,x,y,u,

∂u
∂x
,
∂u
∂y

),
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avec les conditions initiales

(3.1.2) `1u = u(0,x,y) = ϕ(x,y), `2u = ut(0,x,y) = 0,

les conditions aux bords

(3.1.3) ux(t,1, y) = 0, uy(t,x,1) = 0,

avec u vérifiant les conditions intégrales

(3.1.4)
∫ 1

0
u(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
u(t,x,y)dy = 0,∀t(0,T ),

où C∂α+1
t est la dérivée fractionnaire de Caputo tel que l’ordre α ∈ (0,1], f et ϕ sont

des fonctions continues et connues.

Nous rappelons que l’équation de réaction-diffusion classique est

∂tu(t,x)− d∂
2u(t,x)
∂x2 = f (t,x),

où d est la coefficient de diffusion qui est utilisée dans les modèles des population du

biologie.

En raison de son interêt pratique, le problème différentiel fractionnaire a été intensi-

vement étudié ses dernières années, parmi les travaux établis, on cite les problèmes

suivants :

Haili Qiao et Aijie Cheng [66] ont étudié le cas linéaire de l’équation de réaction et

diffusion de dimension deux par la méthode de différence fini.

Sakhri Aicha et Ahcene Merad [68] ] ont montré que le problème différentiel fraction-

naire non-linéaire de dimension un admet une solution forte unique.

Said Mesloub et Faten Aldosari [51] ont étudié un classe de problème différentiel frac-

tionnaire non linéaire de dimension deux.

Notant ici que dans la littérature mathématique et contrairement au cas linéaire, on ne

trouve pas beaucoup de travaux concernant le cas non-linéaire. Ceci est dû à la com-

plexité que soulève cette classe de problèmes, ce qui souligne l’importance de cette

étude.
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3.2 Problème linéaire associé

Soit Q = (0,1) × (0,1) × (0,T ), nous considérons l’équation différentielle fractionnaire

linéaire suivante :

(3.2.1) Lu =C ∂α+1
t u(t,x,y)−

∂2u(t,x,y)
∂x2 −

∂2u(t,x,y)
∂y2 = f (t,x,y),

avec les conditions initiales (3.1.2), les conditions aux bords (3.1.3) et les conditions

intégrales(3.1.4).

Le but de cette section est de montrer l’existence et l’unicité de la solution forte du pro-

blème linéaire associé par la méthode d’estimation a priori. Notons que cet problème

est un exemple illustra-tif de chapitre précédent avec N = 2.

Notations

Soient T un nombre positif fixé, Ω un ouvert de IR2 et H un Hilbert.

Notons L2(0,T ;H) l’espace de Hilbert muni de la norme

‖u‖2L2(0,T ;H) =
∫ T

0
‖u(t, ., .)‖Hdt.

Soit C(0,T ;H) l’espace des fonctions continues u de (0,T ) à valeur dans H tel que

‖u‖C(0,T ;H) =max0≤t≤T ‖u(t)‖H .

L’espace H1(Ω) est un espace de Sobolev muni par la norme

‖u‖2H1(Ω) = ‖u‖2L2(Ω) + ‖ux‖2L2(Ω) + ‖uy‖2L2(Ω).

3.2.1 L’unicité de la solution

Premièrement, on établit un théorème d’unicité de la solution forte, sa dépendance

continue par rapport aux données (f ,ϕ). Ces résultats sont obtenus grâce à la méthode

des estimations a priori.

Soit Ω = (0,1)× (0,1).

D’abord, on écrit le problème linéaire associé posé sous la forme opérationnelle sui-

vante :

£u = (f ,ϕ),
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tel que £u = (L,`1, `2) est un opérateur non borné de E dans F, où E est un espace de

Banach des fonctions u ∈ L2(Q) avec la norme finie :

‖u‖E = sup0≤t≤T (Iα−1
t ‖Jxyut‖2L2(Q) + ‖Jxu‖2L2(Ω) + ‖Jyu‖2L2(Ω)),

F est espace de Hilbert muni par la norme :

‖£u‖F = ‖Jxyf ‖2L2(Q) + ‖Jxϕ‖2L2(Ω) + ‖Jyϕ‖2L2(Ω),

et

D(£) =



h ∈ L2(Q) such that : C∂α+1
t h,

∂2h

∂x2 ,
∂2h

∂y2 ,
∂h
∂x
,
∂h
∂y
,
∂h
∂t
∈ L2(Q)

h(0,x,y) = ϕ(x,y), ht(0,x,y) = 0,

hx(t,1, y) = 0, hy(t,x,1) = 0,∫ 1

0
h(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
h(t,x,y)dy = 0.

Définition 3.2.1. La solution de l’équation opérateur Lu = F est appelée solution forte

du problème (3.2.1) avec les conditions (3.1.2)–(3.1.4).

Théorème 3.2.1. Pour tout fonctions u ∈D(£), il existe C > 0 tel que

(3.2.2) ‖u‖E ≤ C‖£u‖F ,

avec

C = Γ (α)Eα,α(T α)
T α

αΓ (α)
.

Démonstration. Soient Qτ = (0,1)× (0,1)× (0, τ),0 ≤ τ ≤ T et l’opérateur intégrale

J 2
xyut =

∫ x

0

∫ y

0

∫ ε1

0

∫ ε2

0
ut(t,η1,η2)dη2dη1dε1dε2

Calculant le produit scalaire dans L2(Qτ ) de l’équation (1) et J 2
xyu,∫

Qτ
LuJ 2

xyutdtdxdy =
∫
Qτ

(C∂α+1
t u)J 2

xyutdtdxdy −
∫
Qτ

(
∂2

∂x2u)J 2
xyutdtdxdy

(3.2.3) −
∫
Qτ

(
∂2

∂y2u)J 2
xyutdtdxdy =

∫
Qτ
f (t,x,y)J 2

xyutdtdxdy,
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Intégrons par partie chaque terme de coté gauche de (3.2.3), et en utilisant les condi-

tions (3.1.2) et (3.1.4), on obtient

(3.2.4)
∫
Qτ

(C∂α+1
t u)(J 2

xyut)dtdxdy =
∫
Qτ

(C∂αt Jxyut)(Jxyut)dtdxdy,

∫
Qτ

∂2

∂x2u(t,x,y)(J 2
xyut)dtdxdy =

1
2

∫
Ω

(Jyϕ)2dxdy

(3.2.5) − 1
2

∫
Ω

(Jyu)2dxdy,

∫
Qτ

∂2

∂y2u(t,x,y)(J 2
xyut)dtdxdy =

1
2

∫
Ω

(Jxϕ)2dxdy

(3.2.6) − 1
2

∫
Ω

(Jxu)2dxdy.

En utilisant l’inégalité de Cauchy−ε avec ε = 1, sur le coté droit de (3.2.3), on obtient∫
Qτ
f (t,x,y)J 2

xyutdtdxdy =
∫
Qτ

(Jxyf )(Jxyut)dtdxdy

(3.2.7) ≤
∫
Qτ
‖Jxyf ‖2L2(Ω)dtdxdy +

∫
Qτ
‖Jxyut‖2L2(Ω)dtdxdy

D’après le lemme (1.7.3), on a∫
Qτ

(C∂αt Jxyut)(Jxyut)dtdxdy ≥
1
2

∫ τ

0
(C∂αt ‖Jxyut‖2L2(Ω))dt

= Iα−1
τ ‖Jxyuτ‖2L2(Ω) −

τ1−α

Γ (1−α)
‖Jxyuτ(0,x,y)‖2L2(Ω)

(3.2.8) = Iα−1
τ ‖Jxyuτ‖2L2(Ω)

En substituant (3.2.4)− (3.2.8) dans (3.2.3), on obtient

Iα−1
τ ‖Jxyuτ‖2L2(Ω) +

∫
Ω

(Jyu)2dtdxdy +
∫
Ω

(Jxu)2dtdxdy
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≤
∫
Qτ
‖Jxyf ‖2L2(Ω)dtdxdy +

∫
Qτ
‖Jxyut‖2L2(Ω)dtdxdy

(3.2.9) +
∫
Ω

(Jyϕ)2dxdy +
∫
Ω

(Jxϕ)2dxdy

Maintenant, en éliminant les deux dernier termes de le coté gauche de (3.2.9), on

trouve

Iα−1
τ ‖Jxyuτ‖2L2(Ω) ≤

∫
Qτ
‖Jxyf ‖2L2(Ω)dtdxdy +

∫
Qτ
‖Jxyut‖2L2(Ω)dtdxdy

(3.2.10) +
∫
Ω

(Jyϕ)2dxdy +
∫
Ω

(Jxϕ)2dxdy.

En appliquant le lemme (1.7.1) avec

g(t) =
∫
Qτ
‖Jxyut‖2L2(Ω)dtdxdy,

C∂αt g(t) = Iα−1
τ ‖Jxyuτ‖2L2(Ω),

il s’ensuite que∫
Qτ
‖Jxyut‖2L2(Ω)dtdxdy ≤ Γ (α)Eα,α(T α)I−ατ

(∫
Qτ
‖Jxyf ‖2L2(Ω)dtdxdy

(3.2.11) +
∫
Ω

(Jyϕ)2dtdxdy +
∫
Ω

(Jxϕ)2dtdxdy
)

alors ∫
Qτ
‖Jxyut‖2L2(Ω)dtdxdy ≤ Γ (α)Eα,α(T α)

T α

αΓ (α)

(∫
Qτ
‖Jxyf ‖2L2(Ω)dtdxdy

(3.2.12) +
∫
Ω

(Jyϕ)2dxdy +
∫
Ω

(Jxϕ)2dxdy
)

donc (3.2.9) devient

Iα−1
τ ‖Jxyuτ‖2L2(Ω) +

∫
Ω

(Jyu)2dxdy +
∫
Ω

(Jxu)2dxdy
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(3.2.13) ≤ C
(∫

Q
‖Jxyf ‖2L2(Ω)dtdxdy +

∫
Ω

(Jxϕ)2dxdy +
∫
Ω

(Jyϕ)2dxdy
)

tel que

C = Γ (α)Eα,α(T α)
T α

αΓ (α)
.

Comme le coté droit de l’inégalité (3.2.13) est indépendant le τ , on peut passer aux le

sup de τ entre [0,T ].

3.2.2 L’existence de la solution

Dans la suite on va montrer l’existence d’une solution forte du problème linéaire asso-

cié. Il reste à montrer la densité de R(L) dans F.

Corollaire 3.2.1. Soit les conditions du théorème (3.2.1) satisfaite. Alors, £ admet les pro-

priétés suivantes :

(1) £ admet un fermé £ tel que R(£) = R(£) .

(2) £ admet un inverse £−1 : F→ R(£) avec £
−1

= £−1.

Démonstration. la preuve est analogue à la preuve de corollaire 2.2.2.

Corollaire 3.2.2. L’inégalité (3.2.2) peut être étendu comme suit :

(3.2.14) ‖u‖E ≤ C‖£u‖F ,∀u ∈D(£).

Alors, s’elle existe la solution forte de problème (3.2.1) et (3.1.2)–(3.1.4) est une unique.

Théorème 3.2.2. On pose que les condition du théorème (3.2.1) sont satisfaites et ∃h ∈
L2(Q),∀g ∈D(£) vérifie les conditions (3.1.2) tel que

(3.2.15) 〈£g,h〉L2(Q) = 0,

alors h ≡ 0 dans Q.

Démonstration. En substituant g et h dans (3.2.1), on écrit (3.2.15) comme suit

(3.2.16) 〈C∂α+1
t g(t,x,y)−

∂2g(t,x,y)
∂x2 −

∂2g(t,x,y)
∂y2 ,h〉L2(Q) = 0

Soit K(t,x,y) une fonction satisfait les conditions (3.1.2) et (3.1.4) tel que K,Kx,Ky ,

Kxx,Kyy , (Kx)t, (Ky)t,
C ∂α+1

t K. Posons que

g(t,x,y) = JxyK(t,x,y) =
∫ x

0

∫ y

0
K(t,η,ξ)dξdη
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et

h(t,x,y) = JxyKt(t,x,y),

alors (3.2.16) sera

(3.2.17) 〈C∂α+1
t JxyK −

∂2

∂x2 (JxyK)− ∂2

∂y2 (JxyK),JxyKt〉L2(Q) = 0

Intégrons par partie chaque membre de (3.2.17), on obtient

(3.2.18)
∫
Q

(C∂α+1
t JxyK)

(
JxyK

)
t
dtdxdy =

∫
Q

(C
∂αt (JxyKt)

)
(JxyKt)dtdxdy

−
∫
Q

∂2

∂x2 (JxyK)
(
JxyKt

)
dtdxdy = −

∫
Q

∂
∂x

(JyK)
(
=xyK

)
t
dtdxdy

= −
∫ T

0

∫ 1

0

[
JyK(t,1, y)

(∫ 1

0
JyK(t,η,y)dη

)
t
−
∫ 1

0
JyK(JyK)tdx

]
dtdy

(3.2.19) =
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
(JyK(T ,x,y))2dxdy

−
∫
Q

∂2

∂y2 (JxyK)
(
JxyKt

)
dtdxdy = −

∫
Q

∂
∂y

(JxK)
(
JxyK

)
t
dtdxdy

= −
∫ T

0

∫ 1

0

[
JxK(t,x,1)

(∫ 1

0
JxK(t,x,ξ)dξ

)
t
−
∫ 1

0
JxK(JxK)tdx

]
dtdx

(3.2.20) =
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
(JyK(T ,x,y))2dxdy

Substituons les équations (3.2.18)–(3.2.20) dans (3.2.17), on trouve∫
Q

(C
∂αt (JxyKt)

)
(JxyKt)dtdxdy +

1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
(JyK(T ,x,y))2dxdy

(3.2.21) +
1
2

∫ 1

0

∫ 1

0
(JxK(T ,x,y))2dxdy = 0

Then

2
∫
Q

(C
∂αt (JxyKt)

)
(JxyKt)dtdxdy +

∫ 1

0

∫ 1

0
(JyK(T ,x,y))2dxdy
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(3.2.22) +
∫ 1

0

∫ 1

0
(JxK(T ,x,y))2dxdy = 0.

En utilisant l’inégalité (3.2.8) , on a∫ T

0

(C
∂αt ‖JxyKt‖L2(Ω)

)
dt +

∫ 1

0

∫ 1

0
(JyK(T ,x,y))2dxdy

(3.2.23) +
∫ 1

0

∫ 1

0
(JxK(T ,x,y))2dxdy ≤ 0,

ensuite

Iα−1
T ‖JxyKt‖2L2(Ω) +

∫ 1

0

∫ 1

0
(JyK(T ,x,y))2dxdy

+
∫ 1

0

∫ 1

0
(JxK(T ,x,y))2dxdy ≤ 0,

qui implique

‖K‖E = 0⇒ h = 0.

Théorème 3.2.3. Pour tout (f ,ϕ) ∈ F ; le problème (3.2.1, 3.1.2–3.1.4) admet une solution

forte unique u tel que u = £−1(f ,ϕ)

Démonstration. On suppose que U = (f ,ϕ) ∈ R(£)⊥ tel que

(3.2.24) 〈LU,f 〉L2(Q) + 〈`1U,ϕ〉L2(Ω) = 0,

il faut montrer que U = 0. Si U ∈D(£), on a

(3.2.25) 〈LU,f 〉L2(Q) = 0.

Par application du théorème (3.2.2) à (3.2.25), on a f = 0 et (3.2.24) sera

〈`1U,ϕ〉L2(Ω) = 0.

Comme `1 est dense dans L2(Ω), on conclut que ϕ = 0, donc U = 0
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3.3 Problème différentiel fractionnaire non-linéaire

Dans cette section, en utilisant un processus itératif pour montrer l’existence et l’uni-

cité de la solution du problème (3.1.1)-(3.1.4).

Tout d’abord, on introduit le problème auxiliaire homogène suivant :

(3.3.1) Lθ =C ∂α+1
t θ(t,x,y)−

∂2θ(t,x,y)
∂x2 −

∂2θ(t,x,y)
∂y2 = 0,

avec θ vérifie les conditions suivantes :

(3.3.2)



`1θ = θ(0,x,y) = ϕ(x,y),∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

`2θ = θt(0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

θx(t,1, y) = 0,θy(t,x,1) = 0,∀t ∈ (0,T ),∫ 1

0
θ(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
θ(t,x,y)dy = 0,∀t ∈ (0,T ).

En vertu du théorème (3.2.3), on déduit que le problème (3.3.1)-(3.3.2) admet une

solution forte unique.

On pose que v = u −θ, donc v vérifie

(3.3.3) C∂α+1
t v − ∂

2v

∂x2 −
∂2v

∂y2 =M(t,x,y,v,vx,vy),

avec les conditions

(3.3.4)



`1v = v(0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

`2v = vt(0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

vx(t,1, y) = 0,vy(t,x,1) = 0,∫ 1

0
v(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
v(t,x,y)dy = 0,

tel que

M(t,x,y,v,vx,vy) = f (t,x,y,v +θ, (v +θ)x, (v +θ)y).
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Pour la fonction M, on introduit la condition suivante :

Condition A

Pour tout (t,x,y) ∈Q, on a

M(t,x,y,v1,v2,v3)−M(t,x,y,ω1,ω2,ω3) ≤ µ
(
|v1 −ω1|+ |v2 −ω2|+ |v3 −ω3|

)
.

Dans la suite, on va montrer que le problème (3.3.3)-(3.3.4) admet une solution faible

unique. Soit v et w ∈ C1(Q) tel que

v(0,x,y) = 0,vt(0,x,y) = 0,vx(t,1, y) = 0,vy(t,x,1) = 0,∫ 1

0
w(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
w(t,x,y)dy = 0.

Multipliant (3.3.3) par Jxyw, on a

〈C∂α+1
t v(t,x,y)−

∂2v(t,x,y)
∂x2 −

∂2v(t,x,y)
∂y2 ,Jxyw〉L2(Q)

(3.3.5) = 〈M(t,x,y,v,vx,vy),Jxyw〉L2(Q),

Intégrons par partie chaque membre de (3.3.5), utilisant les propriétés de v et w, on

obtient

(3.3.6) 〈C∂α+1
t v,Jxyw〉L2(Q) = 〈C∂αt Jxyvt,w〉L2(Q)

(3.3.7) 〈−
∂2v(t,x,y)

∂x2 ,Jxyw〉L2(Q) = −〈Jyvx(t,x,y),w〉L2(Q).

(3.3.8) 〈−
∂2v(t,x,y)

∂y2 ,Jxyw〉L2(Q) = −〈Jxvy(t,x,y),w〉L2(Q).

(3.3.9) 〈M(t,x,y,v,vx,vy),Jxyw〉L2(Q) = 〈JxyM(t,x,y,v,vx,vy),w〉L2(Q).

En substituant (3.3.6)–(3.3.9) dans (3.3.5), on trouve

R(v,w) = 〈C∂αt Jxyvt,w〉L2(Q) − 〈Jxvy(t,x,y),w〉L2(Q)

(3.3.10) − 〈Jyvx(t,x,y),w〉L2(Q) = 〈JxyM(t,x,y,v,vx,vy),w〉L2(Q)
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Définition 3.3.1. On appelle solution faible du problème (3.3.3)-(3.3.4), tout fonctions

v ∈ L2(Q) vérifies (3.3.10) et∫ 1

0
v(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
v(t,x,y)dy = 0.

Dans l’étape suivant, on définit une méthode itérative pour étudier le problème (3.3.3)-

(3.3.4).

On définit la suite v(n) par : v(0) = 0 tel que pour ∀n ∈ N∗,v(n) est une solution du

problème

(3.3.11) C∂α+1
t v(n) − ∂

2v(n)

∂x2 −
∂2v(n)

∂y2 =M(t,x,y,v(n−1),v
(n−1)
x ,v

(n−1)
y ),

avec les conditions suivantes

(3.3.12)



`1v
(n) = v(n)(0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

`2v
(n) = v(n)

t (0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

v
(n)
x (t,1, y) = 0, v(n)

y (t,x,1) = 0,∫ 1

0
v(n)(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
v(n)(t,x,y)dy = 0,

Soit V = v(n+1) − v(n), donc on obtient le problème linéarisé

(3.3.13) C∂α+1
t V (n) − ∂

2V (n)

∂x2 − ∂
2V (n)

∂y2 = Z(n−1)(t,x,y),

avec les conditions

(3.3.14)



`1V
(n) = V (n)(0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

`2V
(n) = V (n)

t (0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

V
(n)
x (t,1, y) = 0, V (n)

y (t,x,1) = 0,∫ 1

0
V (n)(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
V (n)(t,x,y)dy = 0,
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tel que

Z(n−1)(t,x,y) =M(t,x,y,v(n),v
(n)
x ,v

(n)
y )−M(t,x,y,v(n−1),v

(n−1)
x ,v

(n−1)
y )

Théorème 3.3.1. Soit la condition (A) satisfaite et

V
(n)
x (t,0, y) = 0,

alors

(3.3.15)
∫ T

0
‖V (n)‖H1(Ω)dt ≤ k

∫ T

0
‖V (n−1)‖H1(Ω)dt

Démonstration. Calculons le produit scalaire dans L2(Qτ ),0 ≤ τ ≤ T de l’équation (3.3.13)

et l’opérateur

P V (n)(t,x,y) = V (n)
t (t,x,y)−J 2

y V
(n)
t ,

on obtient

〈C∂α+1
t V (n)(t,x,y)− ∂

2V (n)

∂x2 − ∂
2V (n)

∂y2 ,V
(n)
t −J 2

y V
(n)
t 〉L2(Qτ )

(3.3.16) = 〈Z(n−1)(t,x,y),V (n)
t (t,x,y)−J 2

y V
(n)
t 〉L2(Qτ )

Intégrons par partie chaque membre de (3.3.16) on a

(3.3.17) 〈C∂α+1
t V (n),V

(n)
t 〉L2(Qτ ) =

∫ τ

0
〈C∂αt V

(n)
t ,V

(n)
t 〉L2(Ω)dt

(3.3.18) − 〈∂
2V (n)

∂x2 ,V
(n)
t 〉L2(Qτ ) =

1
2
‖V (n)

x ‖2L2(Ω)

(3.3.19) − 〈∂
2V (n)

∂y2 ,V
(n)
t 〉L2(Qτ ) =

1
2
‖V (n)

y ‖2L2(Ω)

(3.3.20) − 〈C∂α+1
t V (n),J 2

y V
(n)
t 〉L2(Qτ ) =

∫ τ

0
〈C∂αt JyV

(n)
t ,JyV

(n)
t 〉L2(Ω)dt

(3.3.21) 〈∂
2V (n)

∂x2 ,J 2
y V

(n)
t 〉L2(Qτ ) =

1
2
‖JyV

(n)
x ‖2L2(Ω)
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(3.3.22) 〈∂
2V (n)

∂y2 ,J 2
y V

(n)
t 〉L2(Qτ ) =

1
2
‖V (n)‖2L2(Ω).

D’après l’inégalité de ε-Cauchy, on conclut que

(3.3.23) 〈Z(n−1),V
(n)
t 〉L2(Qτ ) ≤

1
2

∫ τ

0
‖Z(n−1)‖2L2(Ω)dt +

1
2

∫ τ

0
‖V (n)

t ‖2L2(Ω)dt

(3.3.24) − 〈Z(n−1),J 2
y V

(n)
t 〉L2(Qτ ) ≤

1
2

∫ τ

0
‖JyZ(n−1)‖2L2(Ω)dt +

1
2

∫ τ

0
‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω)dt

En substituant les équations (3.3.17)–(3.3.24) dans (3.3.16) et en utilisant le lemme

(3.7.1), on trouve que

Iα−1
τ ‖V (n)

t ‖2L2(Ω) + Iα−1
τ ‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω) +‖V (n)

x ‖2L2(Ω) +‖V (n)
y ‖2L2(Ω) +‖JyV

(n)
x ‖2L2(Ω) +‖V (n)‖2L2(Ω)

(3.3.25) ≤ 3
2

∫ τ

0
‖Z(n−1)‖2L2(Ω)dt +

∫ τ

0
‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω)dt +

∫ τ

0
‖V (n)

t ‖2L2(Ω)dt.

En vertu de la condition (A), on conclut que

(3.3.26)
∫ τ

0
‖Z(n−1)‖2L2(Ω)dt ≤

3
2
µ2

(
‖V (n−1)‖2L2(Q) + ‖V (n−1)

x ‖2L2(Q) + ‖V (n−1)
y ‖2L2(Q)

)
,

alors, l’équation (3.3.25) devient

Iα−1
τ ‖V (n)

t ‖2L2(Ω) + Iα−1
τ ‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω) +‖V (n)

x ‖2L2(Ω) +‖V (n)
y ‖2L2(Ω) +‖JyV

(n)
x ‖2L2(Ω) +‖V (n)‖2L2(Ω)

≤ k1

(
‖V (n−1)‖2L2(Q) + ‖V (n−1)

x ‖2L2(Q) + ‖V (n−1)
y ‖2L2(Q)

(3.3.27) +
∫ τ

0
‖V (n)

t ‖2L2(Ω)dt +
∫ τ

0
‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω)dt

)
,

tel que k1 =max(1,
9
4
µ2).

En éliminant les deux derniers termes de le coté gauche de (3.3.27), on a

Iα−1
τ ‖V (n)

t ‖2L2(Ω) + Iα−1
τ ‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω) ≤ k1

(
‖V (n−1)‖2L2(Q) + ‖V (n−1)

x ‖2L2(Q)

(3.3.28) + ‖V (n−1)
y ‖2L2(Q) +

∫ τ

0
‖V (n)

t ‖2L2(Ω)dt +
∫ τ

0
‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω)dt

)
.
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En appliquant le lemme (3.7.1) à (3.3.28) avec

G(t) =
∫
Qτ
‖V (n)

t ‖2L2(Ω)dt +
∫
Qτ
‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω)dt,

C∂αt G(t) = Iα−1
τ ‖V (n)

t ‖2L2(Ω) + Iα−1
τ ‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω),

on a ∫
Qτ
‖V (n)

t ‖2L2(Ω)dt +
∫
Qτ
‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω)dt ≤ Γ (α)Eα,α(k1τ

α)I−ατ
(
‖V (n−1)‖2L2(Q)

+‖V (n−1)
x ‖2L2(Q) + ‖V (n−1)

y ‖2L2(Q)

)
.

≤ Γ (α)Eα,α(k1τ
α)

T α

αΓ (α)

(∫ τ

0
‖V (n−1)‖2L2(Ω)dt

(3.3.29) +
∫ τ

0
‖V (n−1)

x ‖2L2(Ω)dt +
∫ τ

0
‖V (n−1)

y ‖2L2(Ω)dt
)
.

En substituant l’équation (3.3.29) dans (3.3.27), on trouve que

Iα−1
τ ‖V (n)

t ‖2L2(Ω) + Iα−1
τ ‖JyV

(n)
t ‖2L2(Ω) +‖JyV

(n)
x ‖2L2(Ω) +‖V (n)

y ‖2L2(Ω) +‖V (n)
x ‖2L2(Ω) +‖V (n)‖2L2(Ω)

(3.3.30) ≤ k
(
‖V (n−1)‖2L2(Q) + ‖V (n−1)

x ‖2L2(Q) + ‖V (n−1)
y ‖2L2(Q)

)
,

tel que k = k1(1 + Γ (α)Eα,α(k1τ
α)

T α

αΓ (α)
).

En éliminant les trois terme de le coté gauche de (3.3.30), il s’ensuite que

(3.3.31) ‖V (n)‖2H2(Qτ ) ≤ k2‖V (n−1)‖2H2(Qτ )

D’après les résultat précédent, on a conclut le théorème suivant :

Théorème 3.3.2. Soient la condition (A) satisfait et k < 1 alors le problème (3.3.3)- (3.3.4)

admet une solution faible unique dans H1(Q).
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Démonstration. D’après le critère de convergence d’Alembert et comme k < 1, on conclut

que la série
∞∑
n=0

V (n) est convergente.

D’autre part

(3.3.32)
n−1∑
i=0

V (n) + v(0) =
n−1∑
i=0

(v(i+1) − v(i)) + v(0) = v(n)(t,x,y),

alors la suite (v(n))n∈IN converge vers v ∈H1(Q).

L’étape suivant, est de montrer que v est une solution de problème (3.3.3)-(3.3.4), donc

il faut montrer que v vérifie la définition (3.3.1).

D’après (3.3.3) on a

R(v(n) − v,h) +R(v,h) =

〈=xyM(t,x,y,v(n−1),v
(n−1)
x ,v

(n−1)
y )−M

(
t,x,y,v,vx,vy)

)
,h〉L2(Q)

(3.3.33) + 〈=xyM
(
t,x,y,v,vx,vy

)
,h〉L2(Q),

avec

R(v(n) − v,h) = 〈C∂α+1
t Jxy(v(n) − v)−Jxy(

∂2

∂x2v
(n) − v)−Jxy(

∂2

∂y2v
(n) − v),h〉L2(Q)

= 〈C∂α+1
t (v(n) − v),Jxyh〉L2(Q) − 〈

∂
∂x
Jy(v(n) − v),h〉L2(Q)

(3.3.34) − 〈 ∂
∂y
Jx(v(n) − v),h〉L2(Q).

En integrant par partie chaque membre de la coté gauche, on a

R(v(n)−v,h) = 〈C∂α+1
t (v(n)−v),Jxyh〉L2(Q) +〈

∂
∂x

(v(n)−v),Jyh〉L2(Q) +〈
∂
∂y

(v(n)−v),Jxh〉L2(Q)

= 〈C∂α+1
t (v(n) − v),Jxyh〉L2(Q) + 〈(v(n) − v),Jyhx〉L2(Q),

(3.3.35) + 〈(v(n) − v),Jxhy〉L2(Q)

D’après l’inégalité de Cauchy l’équation (3.3.35) sera

R(v(n) − v,h) ≤ ‖(v(n) − v)‖L2(Q)‖Jxy(C∂α+1
t h)‖L2(Q)
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(3.3.36) + ‖v(n) − v‖L2(Q)‖Jyhx‖L2(Q) + ‖v(n) − v‖L2(Q)‖Jxhy‖L2(Q).

On a (3.3.36) devient

(3.3.37) R(v(n) − v,h) ≤ ‖(v(n) − v)‖L2(Q)

(
‖C∂α+1

t h‖L2(Q) + 2‖h‖H1(Q)

)
.

D’après la condition (A) on a

〈Jxy
(
M(t,x,y,v(n−1),v

(n−1)
x ,v

(n−1)
y )−M

(
t,x,y,v,vx,vy)

)
,h〉L2(Q)

(3.3.38) ≤ µ‖(v(n) − v)‖H1(Q)‖h‖L2(Q),

En passant à la limite quand n→∞ dans (3.3.33) et en utilisant (3.3.37) et (3.3.38), on

trouve que

(3.3.39) R(v,h) = 〈JxyM
(
t,x,y,v,vx,vy

)
,h〉L2(Q).

Comme v ∈ C(Q) on déduit que la définition (3.3.1) est satisfaite.

Dans un dernier étape, on va montrer l’unicité de la solution. Si v1 et v2 sont deux

solution du problème 3.1.1− 3.1.4, alors w = v1 − v2 satisfie

(3.3.40) C∂α+1
t w(t,x,y)−

∂2w(t,x,y)
∂x2 −

∂2w(t,x,y)
∂y2 = Λ(t,x,y,w,wx,wy),

avec les conditions

(3.3.41)



`1w = w(0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

`2w = wt(0,x,y) = 0,∀(x,y) ∈ (0,1)× (0,1)

wx(t,1, y) = 0,wy(t,x,1) = 0,∫ 1

0
w(t,x,y)dx = 0,

∫ 1

0
w(t,x,y)dy = 0,

où

Λ(t,x,y,w,wx,wy) =M(t,x,y,v1, (v1)x, (v1)y −M(t,x,y,v2, (v2)x, (v2)y).

D’après le théorème (3.3.1), on a

‖w‖H1(Q) ≤ k‖w‖H1(Q).

Comme 1− k > 0, alors ‖w‖H1(Q) = 0 donc v1 = v2.





CHAPITRE 4

SOLUTION IMPLICITE POUR
L’ÉQUATION LOGISTIQUE

FRACTIONNAIRE DE
CAPUTO-FABRIZIO AVEC EFFET

ALLEE

4.1 Introduction

L’effet Allee est un principe nommé d’après Walter Clyde Allee en 1931. Ce principe

repose sur l’idée suivante : les individus d’un population sont corrélés sous leur so-

ciété pour survivre et se reproduire [8]. Par conséquent, il ne peut y avoir de taux de

croissance positif d’une population si sa taille est trop petite, certains exemples sont

présentés par des animaux qui chassent ou se défendent en groupe [15]-[71].

Les équations classiques du modèle de croissance de la population générale étudiées

avec l’effet Allee sont formalisées par la généralisation de l’équation différentielle or-

dinaire logistique de Verhultst connue [8].

x′(t) = −rx(t)
[
1− x(t)
T

][
1− x(t)
K

]
,

avec x(t) est la taille de la population au temps t ≥ 0, T est le seuil critique, K est la

capacité de charge et r est appelé le taux de croissance intrinsèque.
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La version fractionnaire d’équation logistique est étudié par J. Nioto sous la forme

suivante [57] :
CF∂αt x(t) = x(t)

[
1− x(t)

]
,

oú CF∂αt est la dérivée fractionnaire de Caputo-Fabrizio avec α ∈ (0,1).

Cet chapitre étudie l’équation différentielle logistique fractionnaire de Verhults avec

effet Allet :

(4.1.1) CF∂αt X(t) = −rX(t)
[
1− X(t)

T
][

1− X(t)
K

]
,

et la condition initiale

(4.1.2) X(0) = X0,

oú r,T ,K and X0 sont des constantes positifs avec T < K et CF∂αt est la dérivée frac-

tionnaire de Caputo-Fabrizio avec α ∈ (0,1).

4.2 Solution de l’équation différentielle logistique frac-
tionnaire

Dans cette section, nous commencerons par prouver ce résultat concernant la décom-

position d’une fraction algébrique en éléments simples.

Lemma 4.2.1 Soit X(t) :DX ⊂R→R. Pour tout T et K, on a :

1

X(t)
[
1− X(t)

T

][
1− X(t)

K

] =
1
X(t)

+
T B

T −X(t)
+
KC
K−X(t)

,

avec

B =
K

KT −T 2 ,

et

C =
1
K

+
1
T
− K
KT −T 2 .

Démonstration. Soit A,B et C des constantes, alors l’équation suivante

1

X(t)
[
1− X(t)

T

][
1− X(t)

K

] =
A
X(t)

+
B

1− X(t)
T

+
C

1− X(t)
K

,



4.2 Solution de l’équation différentielle logistique fractionnaire 63

est équivalent au système : 
A = 1,

B+C − 1
K
− 1
T

= 0,

A
KT
− B
K
− C
T

= 0.

La résolution du système précédent par méthode de substitution donne les valeurs

requises.

Nous avons donc conclu ce théorème :

Théorème 4.2.1. Pour tout r,T ,K et X0 constantes positives avec T < K, l’équation diffé-

rentielle logistique de Verhults avec effet Allee (4.1.1) − (4.1.2) admet une solution donnée

par une forme implicite :

(4.2.1)

(
X(t)

1
αr

)(
T KX(t)− (K+ T )X2(t) +X3(t)

) 1−α
α(

T −X(t)
) T B
αr

(
K−X(t)

)KC
αr

= ke−t,

avec

k =

(
X

1
αr
0

)(
T KX0 − (K+ T )X2

0 +X3
0

) 1−α
α(

T −X0

) T B
αr

(
K−X0

)KC
αr

.

Démonstration. Nous appliquons d’abord l’intégrale de Caputo-Fabrizio
(CF

Iα
)

à (4.1.1),

on a :

(4.2.2) CFIαt
(CF

∂αt X(t)
)

=
(CF

Iαt ξ(t)
)
,

avec

ξ(t) = −rX(t)
[
1− X(t)

T
][

1− X(t)
K

]
.

En utilisant les lemmes (1.7.4) et (1.7.5), nous avons

(4.2.3) X(t)−X(0) = (1−α)
[
ξ(t)− ξ(0)

]
+α

∫ t

0
ξ(s)ds.

En prenant la dérivée première de l’équation (4.2.3), on obtient :

(4.2.4) X ′(t) = (1−α)ξ ′(t) +αξ(t).
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Remplacer ξ(t) par (4.2.4), puis :

X ′(t) = −(1−α)r
[
X ′(t)− 2X ′(t)X(t)

T
− 2X ′(t)X(t)

K
+

3X ′(t)X2(t)
T K

]
−αr

[
X(t)− X

2(t)
T
− X

2(t)
K

+
X3(t)
T K

]
,

donc :

X ′(t) + (1−α)r
[
X ′(t)− 2X ′(t)X(t)

T
− 2X ′(t)X(t)

K
+

3X ′(t)X2(t)
T K

]
= −αr

[
X(t)− X

2(t)
T
− X

2(t)
K

+
X3(t)
T K

]
,

alors
X ′(t)

αr
[
X(t)− X

2(t)
T −

X2(t)
K + X3(t)

T K

]

(4.2.5) +
1−α
α

(T KX ′(t)− 2KX ′(t)X(t)− 2T X ′(t)X(t) + 3X ′(t)X2(t)
T KX(t)−KX2(t)−T X2(t) +X3(t)

)
= −1.

On utilise le lemme (4.2.1), on a :

1
αr

[X ′(t)
X(t)

+
T BX ′(t)
T −X(t)

+
KCX ′(t)
K−X(t)

]

(4.2.6) +
1−α
α

(T KX ′(t)− 2KX ′(t)X(t)− 2T X ′(t)X(t) + 3X ′(t)X2(t)
T KX(t)− (K+ T )X2(t) +X3(t)

)
= −1.

En intégrant les deux côtés de l’équation (4.2.6), nous avons :

1
αr

[
ln|X(t)| − T Bln|T −X(t)| −KCln|K −X(t)|

]

(4.2.7) +
1−α
α

(
ln|T KX(t)−KX2(t)−T X2(t) +X3(t)|

)
= −t + c,

alors :

ln
(
|X(t)|

1
αr

)
− ln

(
|T −X(t)|

T B
αr

)
− ln

(
|K −X(t)|

KC
αr

)
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+ln
(
|T KX(t)− (K+ T )X2(t) +X3(t)|

1−α
α

)
= −t + c,

donc

ln
[(
|X(t)|

1
αr

)(
|T KX(t)− (K+ T )X2(t) +X3(t)|

1−α
α

)]

−ln
[(
|T −X(t)|

T B
αr

)(
|K −X(t)|

KC
αr

)]
= −t + c,

on obtient :

(4.2.8) ln

(
|X(t)|

1
αr

)(
|T KX(t)− (K+ T )X2(t) +X3(t)|

1−α
α

)
(
|T −X(t)|

T B
αr

)(
|K −X(t)|

KC
αr

) = −t + c.

Nous avons donc obtenu la solution (4.2.1).

Exemple. Nous avons fixé les paramètres suivants :

r = 1, T = 2, K = 3, α =
1
2
.

Alors, le problème (4.1.1)-(4.1.2) devient le suivant :

(4.2.9) CF∂
1
2
t X(t) = −X(t)

[
1− X(t)

2

][
1− X(t)

3

]
,

avec la condition initiale :

(4.2.10) X(0) = 1.

Ici, les valeurs de B et C, qui sont calculées dans le lemme (4.2.1), sont :

B =
3
2
, C =

−2
3
.

Finalement, la solution implicite de cet exemple est la suivante :

X(t)2
(
6X(t)− 5X2(t) +X3(t)

)
(2−X(t))6(3−X(t))−4 = 32e−t.



Conclusion et Perspectives

Dans ce travail, nous avons généralisé certains types d’équations différentielles par-

tielles et ordinaires avec des ordres entiers aux équations différentielles avec des ordres

non entiers, et cette généralisation est appelée équation différentielle fractionnaire.

Prouver l’existence et l’unicité de la solution pour chaque problème différentiel frac-

tionnaire proposé est l’objectif principal de ce travail.

Dans notre étude, nous avons utilisé des méthodes fonctionnelles bien connues, dont

les plus importantes sont les estimations a priori, la preuve par récurrence et la densité

de l’opérateur qui génère le problème proposé. Nous nous sommes également appuyés

sur l’utilisation des propriétés des dérivées fractionnaires.

Le calcul fractionnaire est un domaine de recherche riche. Par conséquent, nous pro-

posons, comme travaux futurs, de rechercher des solutions numériques aux problèmes

étudiés, ainsi que d’appliquer d’autres définitions des dérivées fractionnaires pour gé-

néraliser les problèmes différentiels d’ordres entiers.
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