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Abstract 
In this memory, we study two evolution problems with nonlocal boundary  

conditions for a two-dimensional structure: the first for a parabolic equation  

and the second for a hyperbolic equation. We show the existence, uniqueness  

and continuous dependence of the solution of every problem. 

The proof for the first problem is based on two a priori estimates and the  

density of the range of the operator generated by the studied problem.   

The proof for the second problem is based on a priori estimate and the  

density of the range of the operator generated by the studied problem. 

 

 

Keywords: Nonlocal Boundary Conditions, A Priori Estimate, Inequality of 

Energy, Parabolic Equation, Hyperbolic Equation.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Résumé 
Dans  ce mémoire, on étudie deux problèmes d’évolution avec des conditions  

aux limites non locales pour une structure bidimensionnelle : le premier pour  

une équation parabolique et le deuxième pour une équation hyperbolique. On  

montre l’existence, l'unicité et la dépendance continue de la solution de  

chaque problème. 

La démonstration pour le premier problème est basée sur deux estimations à  

priori et sur la densité de l'ensemble image de l'opérateur engendré par le  

problème étudié. La démonstration pour le deuxième problème est basée sur  

une estimation à priori et sur la densité de l'ensemble image de l’opérateur 

engendré par le problème étudié.  

 

 

Mots clés: Conditions aux limites non locales, Estimation a priori, 

Inégalité de l'Energie, Equation Parabolique, Equation Hyperbolique. 
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Introduction

Notre compréhension des phénomènes du monde réel et notre technologie sont

aujourd�hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles. C�est en

e¤et grâce à la modélisation de ces phénomènes à travers des équations aux dérivées

partielles avec des conditions initiales et des conditions aux limites classiques (appelées

conditions locales) et avec des conditions intégrales (appelées conditions non locales),

que l�on a pu comprendre le rôle de tel ou tel paramètre, et surtout obtenir des

prévisions parfois extrêmement précises. Deux importantes classes des équations aux

dérivées partielles sont les équations hyperboliques et les équations paraboliques.

Les équations hyperboliques et les équations paraboliques régissent l�évolution des

processus de propagation des ondes et de la di¤usion, respectivement, et leurs études

ont pris alors une grande importance.

La méthode utilisée dans notre travail pour la première démonstration se base sur

deux estimations à priori et sur la densité de l�ensemble image de l�opérateur engendré

par le problème étudié. Cette méthode est décrite comme suit :

On écrit le problème posé sous forme d�une équation opérationnelle :

Lu = F ; u 2 D(L)

où L est un opérateur dé�ni d�un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F

convenablement choisis, puis on établit deux estimations bilatérales pour l�opérateur

L de types :

kuk
E
� c kLuk

F
;
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et

kLuk
F
� c0 kuk

E
:

Ces deux estimations résultent des formes obtenues en multipliant l�équation donnée

par un opérateur intégro-di¤érentiel Mu choisi selon la forme de cette équation et en

intégrant sur le domaine. Le choix de l�opérateur intégro-di¤érentiel est fondamental,

il est dicté par l�équation donnée et les conditions aux limites. Ainsi on déduit que

l�opérateur L de E dans F est continu et qu�il admet un inverse L�1 continu et aussi

que l�ensemble des valeurs R (L) de l�opérateur L est fermé et ensuite on démontre la

densité de l�ensemble image de cet opérateur dans l�espace F:

La méthode utilisée pour la deuxième démonstration se base sur une estimation à

priori et sur la densité de l�ensemble image de l�opérateur engendré par le problème

étudié. Cette méthode est décrite comme suit :

On écrit le problème posé sous forme d�une équation opérationnelle

Lu = F ; u 2 D(L)

où L est un opérateur dé�ni d�un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F

convenablement choisis, puis on établit une estimation pour l�opérateur L de type :

kuk
E
� c kLuk

F
;

cette estimation résulte des formes obtenues en multipliant l�équation donnée par un

opérateur intégro-di¤érentiel Mu et en intégrant sur le domaine. On montre ensuite

que l�opérateur L admet une fermeture L. La dernière étape, consiste à établir la

densité de l�ensemble image de cet opérateur L dans l�espace F:
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Ce mémoire se compose de deux chapitres :

Dans le premier chapitre, on étudie une équation parabolique bidimensionnelle

avec des conditions aux limites non locales. Les Problèmes mixte avec des conditions

aux limites ou des conditions initiales non locales pour des équations paraboliques

du second ordre ont été étudiés par Batten [41], Cannon [42]; [43], Kamynin [45],

Bouziani [1] ; [3] ; [4] ; [7]; [8] ; [11] ; [13] ; [14] ; [17] ; [19] ; [22]; Bouziani et Benouar

[10] ; Mesloub et Bouziani [6] ; [21] ; Mesloub, Bouziani et Kechkar [20] ; Bouziani

, Merazga et Benamira [32] ; Bouziani et Merazga [24] ; [29] ; [30] ; [31] ; Bouziani,

Bensaid et Zereg [33] : Notons aussi que les problèmes qui combinent les conditions

locales et intégrales pour des équations paraboliques du second ordre ont été étudiés

par la méthode du potentiel [44] et [45], et par la méthode de Fourier [46] et [47]

Dans le deuxième chapitre, on étudie une équation hyperbolique bidimensionnelle

avec des conditions aux limites non locales. Les problèmes mixtes avec des condition

non locale pour les équations hyperboliques ont reçu une attention considérable, ils

ont été étudiés par : Yurchuk [40], Byszewski [38] � [39]: Plus tard, ces types de

problème ont été traités par : Bouziani et Benouar [2] ; Bouziani [5] ; [16] ; [18] ; [19] ;

[23] ; [26] ; Beilin [34] ; Bouziani et Merazga [28] ;Mesloub et Bouziani [12] ;Gordeziani

et Avalishvili [35] ; Pulkina [36] ; [37] :

Le but de ce mémoire est d�étudier deux problèmes d�évolutions bidimensionnels

avec des conditions aux limites non locales et cela par la démonstration de l�existence,

l�unicité et la dépendance continue de leurs solutions.

Le présent travail est considéré comme prolongement des résultats obtenus dans [4]

et [6] pour les équations paraboliques et [12] et [18] pour les équations hyperboliques.
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Préliminaires

Ce chapitre à pour objet d�aider à comprendre les di¤érentes étapes de notre travail

et cela en donnant quelques notions (Dé�nition, Lemme et Théorème) fondamentaux

d�analyse fonctionnelle et aussi des notations utilisées tout le long du mémoire.

Dé�nition 1 Soit E un espace vectoriel sur K: On appelle produit scalaire sur E

toute application f de E � E dans R; véri�ant :

1) f (x+ x0; y) = f (x; y) + f (x0; y) ; 8x 2 E; 8x0 2 E et 8y 2 E:

2) f (�x) = � f (x) ; 8x 2 E; 8� 2 K:

3) f (y; x) = f (x; y) ; 8x 2 E et 8y 2 E:

4) f (x; x) � 0; 8x 2 E:

5) f (x; x) = 0 =) x = 0; 8x 2 E:

Dé�nition 2 Soit E un espace vectoriel sur K: On appelle norme sur E toute ap-

plication u 7! kukde E dans [0;1[ véri�ant :

1) k�uk = j�j kuk ; 8u 2 E; 8� 2 K:

2) ku+ vk � kuk+ kvk ; 8u 2 E; 8v 2 E:

3) kuk = 0 =) u = 0:

On appelle espace normé tout espace vectoriel sur K muni d�une norme.

Dé�nition 3 Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy appartenant

à cette espace est convergente.

Un espace normé complet est appelé espace de Banach.
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Dé�nition 4 Un espace vectoriel muni d�un produit scalaire est appelé espace de

Hilbert s�il est complet au sens de la norme associée au produit scalaire.

Dé�nition 5 Soit F un espace de Hilbert.

On appelle orthogonal d�un sous-ensemble G de F et on note G
?
; l�ensemble :

G
?
= fu 2 F; (u; v)F = 0; 8v 2 Gg :

Dé�nition 6 Soient E et F deux espaces normés.

On dit que l�opérateur L : E ! F de domaine D (L) est fermé si 8 (un) � D (L)

on a : 8>><>>:
un ! u dans E

Lun ! v dans F

=)

8>><>>:
Lu = v

u 2 D (L) :

Dé�nition 7 (Crit�ere de fermabilit�e) Soient E un espace de Banach et F un es-

pace de Hilbert.

On dit que l�opérateur L : E ! F de domaine D (L) est fermable si pou toute

suite (un) 2 D (L) on a : 8>><>>:
un ! 0

Lun ! v

=) v = 0:

Théorème 8 (du Graphe ferm�e)

Soient E et F deux espaces de Banach.

Une application linéaire T :E ! F est continue si seulement si son graphe est

fermé dans E � F:

Dé�nition 9 Soit (E; �) un espace mesuré, pour tout réel p � 1 on pose :

Lp (E; �) =
�
f : E ! R mesurable;

Z
jf jp d� <1

�
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Pour chaque p � 1; on dé�nit une relation d�équivalence sur Lp en posant

f � g si seulement si f = g; � p.p

Cela conduit à de�nir l�espace quotient :

Lp (E; �) = Lp (E; �) = �

Un élement de Lp (E; �) est donc une classe d�équivalence de fonctions égales �

p.p.

Pour tout f : E ! R mesurable, on note pour p � 1 :

kfkp =
�Z

jf jp d�
�p

:

Théorème 10 (Riesz) por tout p 2 ]1;1] ; l�espace Lp (E; �) muni de la norme

f ! kfkp est un espace de Banach (i.e un espace vectoriel normé complet)

Lemme 11 de Gronwall

Soit T 2 R+ et C 2 R+: Soit y 2 L1 ([0; T ]) une fonction positive, véri�ant

�+ y (�) � A+ C

�Z
0

y (t) dt; 8� 2 [0; T ]

où A et � sont positive, alors

�+ y (�) � C1A:

Notation :
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Tout au long de ce mémoire, on utilise les notations suivantes :

=xiu =

xiZ
0

u
�
�
1
; x2 ; t1 ; t2

�
d�

1
; i = 1; 2

=x1x2u =

x1Z
0

x2Z
0

u
�
�
1
; �

2
; t1 ; t2

�
d�

2
d�

1

=2

x1x2
u =

x1Z
0

x2Z
0

�
1Z

0

�
2Z

0

u
�
�
1
; �

2
; t1 ; t2

�
d�

2
d�

1
d�

2
d�

1

Q1 = (0; b1) � (0; b2)� (0; T1) 0 < bi <1 et 0 < T1 <1; (i = 1; 2)

Q2 = (0; b1) � (0; b2)� (0; T2) 0 < T2 <1:



Chapitre 1

Problème mixte avec des

conditions aux limites non locales

pour une équation parabolique

bidimensionnelle

1.1 Position du problème

Dans le domaine Q = 
� I avec 
 = (0; b1)� (0; b2) et I = (0; T1)� (0; T2), où

0 < bi <1 (i = 1; 2) et 0 < Tj <1 ( j = 1; 2), on considère l�équation parabolique

Lu =
@u

@t1
+
@u

@t2
�
 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!
= f (x1 ; x2 ; t1 ; t2) ;

x = (x1 ; x2) 2 
; t = (t1 ; t2) 2 I; (1.1)

9
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avec les conditions initiales

`1u = u (x1 ; x2 ; 0; t2) = �1 (x1 ; x2 ; t2) ; (1.2)

`2u = u (x1 ; x2 ; t1 ; 0) = �2 (x1 ; x2 ; t1) ; (1.3)

et les conditions intégrales

biZ
0

xki u (x1 ; x2 ; t1 ; t2) dxi = 0; i = 1; 2; k = 0; 1; (1.4)

où f;�1 ;�2 sont des fonctions connues telles que :=x1x2f 2 L
2 (Q) ;=x1�1 2 L2 (Q1) ;

=x2�1 2 L2 (Q1) ;=x1�2 2 L2 (Q2) ;=x2�2 2 L2 (Q2) :

Le problème (1:1) � (1:4) peut être considéré comme la résolution de l�équation

opérationnelle

Lu = F ;

où L =(L; `1 ; `2), F = (f;�1 ;�2). L�opérateur L est dé�ni de D (L) = E dans F:

Corollaire 12 Soient E un espace vectorielconstitué des fonctions u tel que =x1x2u 2

L
2
(Q) pour lesquelles : =x1x2

@u
@t1
;=x1x2

@u
@t2
;=x1u;=x2u;=x1x2

@
2
u

@x2
1

; =x1x2
@
2
u

@x2
2

2 L2
(Q).

L�application kukE :E ! R tel que :

kukE =

0@Z
Q

 �
=x1x2

�
@u
@t1
+ @u

@t2

��2
+

�
=x1x2

�
@2u

@x2
1

+ @2u

@x2
2

��2
!
dxdt

+ sup
0� �1�T1

T2Z
0

�

=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x2u �x1; �2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

+ sup
0� �2�T1

T1Z
0

�

=x1u (�1; x2 ; t1 ; � 2)

2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

1CA
1
2

;

est une norme.
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Preuve. kukE = 0 =)0@Z
Q

 �
=x1x2

�
@u
@t1
+ @u

@t2

��2
+

�
=x1x2

�
@2u

@x2
1

+ @2u

@x2
2

��2
!
dxdt

+ sup
0� �1�T1

T2Z
0

�

=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x2u �x1; �2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

+ sup
0� �2�T1

T1Z
0

�

=x1u (�1; x2 ; t1 ; � 2)

2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

1CA = 0

cela implique :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Z
Q

 �
=x1x2

�
@u
@t1
+ @u

@t2

��2
+

�
=x1x2

�
@2u

@x2
1

+ @2u

@x2
2

��2
!
dxdt = 0

sup
0� �1�T1

T2Z
0

�

=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x2u �x1; �2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2 = 0

sup
0� �2�T1

T1Z
0

�

=x1u (�1; x2 ; t1 ; � 2)

2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1 = 0;

d�ici on trouve : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

=x1x2
�
@u
@t1
+ @u

@t2

�
= 0

=x1x2

�
@2u

@x2
1

+ @2u

@x2
2

�
= 0

=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�



L2(
)

= 0

=x2u �x1; �2 ; � 1 ; t2�


L2(
)

= 0

=x1u (�1; x2 ; t1 ; � 2)


L2(
)

= 0

=x2u �x1 ; �2 ; t1 ; � 2�


L2(
)

= 0;

alors on a : 8>>>>>><>>>>>>:

=x1x2
�
@u
@t1
+ @u

@t2

�
= 0

=x1x2

�
@2u

@x2
1

+ @2u

@x2
2

�
= 0

=x1u = =x2u = 0;
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d�où on obtient :

u = 0:

Les conditions (1) ; (2) et (3) de la norme ci dessus sont évidentes.

Corollaire 13 Soit E un espace normé constitué des fonctions u tel que =x1x2u 2

L2 (Q), pour lesquelles : =x1x2
@u
@t1
;=x1x2

@u
@t2
;=x1u;=x2u;=x1x2

@
2
u

@x2
1

; =x1x2
@
2
u

@x2
2

2 L
2
(Q)

et

biZ
0

xki u (x1 ; x2 ; t1 ; t2) dxi = 0; i = 1; 2; k = 0; 1; et dont la norme est :

kukE =

0@Z
Q

 �
=x1x2

�
@u
@t1
+ @u

@t2

��2
+

�
=x1x2

�
@2u

@x2
1

+ @2u

@x2
2

��2
!
dxdt

+ sup
0� �1�T1

T2Z
0

�

=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x2u �x1; �2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

+ sup
0� �2�T1

T1Z
0

�

=x1u (�1; x2 ; t1 ; � 2)

2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

1CA
1
2

;

l�espace E est de Banach.

Preuve. Soit (vn)n2N une suite de Cauchy de E, alors :

8" > 0;9N > 0;8n;m > N ;kvn � vmkE < �

) Z
Q

��
=x1x2

�
@
@t1
(vn � vm) +

@
@t2
(vn � vm)

��2
+

�
=x1x2

�
@2

@x
2

1

(vn � vm) +
@2

@x
2

2

(vn � vm)

��2

dxdt

+ sup
0� �1�T1

T2Z
0

�

=x1 (vn � vm)


2
L2(
)

+


=x2 (vn � vm)



2
L2(
)

�
dt2

+ sup
0� �2�T1

T1Z
0

�

=x1 (vn � vm)


2
L2(
)

+


=x2 (vn � vm)



2
L2(
)

�
dt1

1CA < �;
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cela implique :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z
Q

�
=x1x2

�
@
@t1
(vn � vm) +

@
@t2
(vn � vm)

��2
dxdt < �

Z
Q

�
=x1x2

�
@2

@x2
1

(vn � vm) +
@2

@x2
2

(vn � vm)

��2

dxdt < �

sup
0� �1�T1

T2Z
0



=x1 (vn � vm)


2
L2(
)

dt2 < �

sup
0� �1�T1

T2Z
0



=x2 (vn � vm)


2
L2(
)

dt2 < �

sup
0� �2�T1

T1Z
0



=x1 (vn � vm)


2
L2(
)

dt1 < �

sup
0� �2�T1

T1Z
0



=x2 (vn � vm)


2
L2(
)

dt1 < �

alors on a :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z
Q

�
=x1x2

�
@
@t1
(vn � vm) +

@
@t2
(vn � vm)

��2
dxdt < �

Z
Q

�
=x1x2

�
@2

@x2
1

(vn � vm) +
@2

@x2
2

(vn � vm)

��2

dxdt < �

T2Z
0



=x1 (vn � vm)


2
L2(
)

dt2 < �

T2Z
0



=x2 (vn � vm)


2
L2(
)

dt2 < �;

ainsi les suites
�
=x1vn

�
n
et
�
=x2vn

�
n
sont de Cauchy dans les espaces complet

L
2
�
(0; T2)� L

2
(
)
�
et L

2
�
(0; T1)� L

2
(
)
�
; alors les suites

�
=x1vn

�
n
et
�
=x2vn

�
n

convergent.vers =x1v et =x2v respectivement.Z
Q

�
=x1x2

�
@
@t1
(vn � vm) +

@
@t2
(vn � vm)

��2
dxdt < �;

aussi on a :
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Z
Q

��
=x1x2

@
@t1
(vn � vm)

�2
+
�
=x1x2

@
@t2
(vn � vm)

�2
+ 2 @2

@t1@t2

�
=x1x2 (vn � vm)

�2�
dxdt <

�;

cela implique : 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

Z
Q

�
=x1x2

@
@t1
(vn � vm)

�2
dxdt < �

Z
Q

�
=x1x2

@
@t2
(vn � vm)

�2
dxdt < �

Z
Q

@2

@t1@t2

�
=x1x2 (vn � vm)

�2
dxdt < �

alors : 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

Z
Q

�
=x1x2

@
@t1
(vn � vm)

�2
dxdt < �

Z
Q

�
=x1x2

@
@t2
(vn � vm)

�2
dxdt < �

Z



�
=x1x2 (vn � vm)

�2
dxdt < �

ainsi les suites
�
=x1x2

@
@t1
vn

�
n
,
�
=x1x2

@
@t1
vn

�
n
et
�
=x1x2vn

�
n
sont de Cauchy dans

les espaces complet L
2
(Q) ; L

2
(Q) -et L

2
(
), alors les suites

�
=x1x2

@
@t1
vn

�
n
,
�
=x1x2

@
@t1
vn

�
n

et
�
=x1x2v

�
n
convergent.vers =x1x2

@
@t1
v; =x1x2

@
@t2
v et =x1x2v respectivement et de fa-

çon analogue, on dédéduit que les suites
�
=x1x2

@2

@x2
1

vn

�
n

et
�
=x1x2

@2

@x2
2

vn

�
n

sont de

Cauchy dans les espaces complet L
2
(Q) ; L

2
(Q) -et L

2
(
) ; ainsi les suites

�
=x1x2

@2

@x2
1

vn

�
n

;�
=x1x2

@2

@x
2

2

vn

�
n

et (vn)n convergent vers =x1x2
@2

@x
2

1

v; =x1x2
@2

@x
2

2

v et v respectivement

dans les espaces complet L
2
(Q) ; L

2
(Q) -et L

2
((0; T1)� (0; T2)) :

On conclut que (vn)n2N est convergente dans E, d�où E est espace de Banach.

Corollaire 14 Soit F un espace normé constitué desconstitué des triplets de fonc-
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tions (f;�;	) et (g; ';  ) ; muni du produit scalaire suivant :

((f;�;	) ; (g; ';  ))F

=

Z
Q

=x1x2f=x1x2gdxdt

+

Z



T1Z
0

�
=x1	(�1; x2 ; t1)=x1 (�1; x2 ; t1) + =x2	(�1; x2 ; t1)=x2 

�
x1 ; �2 ; t1

��
dxdt1

+

Z



T2Z
0

�
=x1�

�
�
1
; x2 ; t2

�
=x1'

�
�
1
; x2 ; t2

�
+ =x2�

�
�
1
; x2 ; t2

�
=x2'

�
x1 ; �2 ; t2

��
dxdt2 ;

et la norme �nie associée est dé�nie par :

k(f;�;	)kF =

0@Z
I



=x1x2f

2
L2(
)

dt

+

T1Z
0

�

=x1	 ��1 ; x2 ; t1�

2
L2(
)

+


=x2	 �x1 ; �2 ; t1�

2

L2(
)

�
dt1

+

T2Z
0

�

=x1� ��1 ; x2 ; t2�

2
L2(
)

+


=x2� �x1 ; �2 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

1CA
1
2

:

l�espace F est de Hilbert.

Preuve. Soit ((fn;�n;	n))n2N une suite de Cauchy de E, alors :

8" > 0;9N > 0;8n;m > N :k(fn;�n;	n)� (fm;�m;	m)kE < �

cela implique : 0@Z
I



=x1x2 (fn � fm)


2
L2(
)

dt

+

T1Z
0

�

=x1 (�n � �m)

2
L2(
)

+


=x2 (�n � �m)

2

L2(
)

�
dt1

+

T2Z
0

�

=x1 (	n �	m)

2
L2(
)

+


=x2 (	n �	m)

2

L2(
)

�
dt2

1CA < �;
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de cette inégalité on on a :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Z
I



=x1x2 (fn � fm)


2
L2(
)

dt < �

T1Z
0

�

=x1 (�n � �m)

2
L2(
)

+


=x2 (�n � �m)

2

L2(
)

�
dt1 < �

T2Z
0

�

=x1 (	n �	m)

2
L2(
)

+


=x2 (	n �	m)

2

L2(
)

�
dt2 < �;

alors on obtient : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z
I



=x1x2 (fn � fm)


2
L2(
)

dt < �

T1Z
0



=x1 (�n � �m)

2
L2(
)

dt1 < �

T1Z
0



=x2 (�n � �m)

2
L2(
)

dt1 < �

T2Z
0



=x1 (	n �	m)

2
L2(
)

dt2 < �

T2Z
0



=x2 (	n �	m)

2
L2(
)

dt2 < �

ainsi les suites
�
=x1x2fn

�
n
,
�
=x1�n

�
n
,
�
=x2�n

�
n
,
�
=x1	n

�
n
et
�
=x2	n

�
n
sont de

Cauchy dans les espaces complet L
2
(Q) ; L

2
�
(0; T1)� L

2
(
)
�
-et L

2
�
(0; T2)� L

2
(
)
�
,

alors les suites
�
=x1x2fn

�
n
,
�
=x1�n

�
n
,
�
=x2�n

�
n
,
�
=x1	n

�
n
et
�
=x2	n

�
n
convergent.vers

=x1x2f , =x1�, =x2�, =x1	et =x2	 respectivement

On conclut que ((fn;�n;	n))n2N est convergente dans F , d�où F est espace de

Hilbert.

E est l�espace de Banach constitué des fonctions u tel que =x1x2u 2 L
2
(Q) pour

lesquelles : =x1x2
@u
@t1
;=x1x2

@u
@t2
;=x1u;=x2u;=x1x2

@
2
u

@x
2

1

; =x1x2
@
2
u

@x
2

2

2 L
2
(Q), véri�ant les
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conditions (1:4) et dont la norme est :

kukE =

0@Z
Q

 �
=x1x2

�
@u
@t1
+ @u

@t2

��2
+

�
=x1x2

�
@2u

@x2
1

+ @2u

@x2
2

��2
!
dxdt

+ sup
0� �1�T1

T2Z
0

�

=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x2u �x1; �2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

+ sup
0� �2�T2

T1Z
0

�

=x1u (�1; x2 ; t1 ; � 2)

2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

1CA
1
2

;

et F est l�espace de Hilbert constitué des triplets de fonctions (g;	1 ;	2) et (f;�1 ;�2) ;

muni du produit scalaire suivant :

((g;	1 ;	2) ; (f;�1 ;�2))F =

Z
Q

=x1x2g=x1x2fdxdt

+

Z



T1Z
0

�
=x1	2 (�1; x2 ; t1)=x1�2 (�1; x2 ; t1) + =x2	2

�
x1; �2 ; t1

�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��
dxdt1

+

Z



T2Z
0

�
=x1	1

�
�
1
; x2 ; t2

�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�
+ =x2	1

�
x1 ; �2 ; t2

�
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��
dxdt2 ;

et la norme �nie associée est dé�nie par :

k(f;�1 ;�2)kF =

0@Z
I



=x1x2f

2
L2(
)

dt

+

T1Z
0

�

=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

�

2
L2(
)

+


=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

�

2
L2(
)

�
dt1

+

T2Z
0

�

=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2(
)

+


=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

�
dt2

1CA
1
2

:
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1.2 Estimations à priori

Théorème 15 Pour tout u 2 D (L) = E; on a

kukE � c kLukF (1.5)

où c est une constante positive indépendante de la solution u.

Preuve. Considérons le produit scalaire dans L2
(Q� ) de (1:1) et l�opérateur

intégro-di¤érentiel Mu

Mu = =2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�

=

x1Z
0

x2Z
0

�
1Z

0

�
2Z

0

 
@u
�
�
1
; �

2
; t1 ; t2

�
@t1

+
@u
�
�
1
; �

2
; t1 ; t2

�
@t2

!
d�

2
d�

1
d�

2
d�

1
; (1.6)

où Q� = 
� I� ; 
 = (0; b1)� (0; b2), I� = (0; � 1)� (0; � 2), on obtient :

Z
Q�

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

�
Z
Q�

 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!
=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

=

Z
Q�

f (x; t)=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt: (1.7)

Intégrons par partie séparément chaque terme en tenant compte des conditions (1:2)�
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(1:4), il vient :

Z
Q�

@u

@t1
=2

x1x2

@u

@t1
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1
@u

@t1
=2

x1x2

@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1
@u

@t1
=x

1
x
2
x
2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2
@u

@t1
=x

1
x
2
x
2

@u

@t1

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2
@u

@t1
=x

1
x
2

@u

@t1
dxdt

=

Z
Q�

�
=x1x2

@u

@t1

�2

dxdt; (1.8)

Z
Q�

@u

@t1
=2

x1x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1
@u

@t1
=2

x1x2

@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1
@u

@t1
=x1x2x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2
@u

@t1
=x1x2x2

@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
Q�

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@u

@t2
dxdt; (1.9)

Z
Q�

@u

@t2
=2

x1x2

@u

@t1
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1
@u

@t2
=2

x1x2

@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1
@u

@t2
=x

1
x
2
x
2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2
@u

@t2
=x

1
x
2
x
2

@u

@t1

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2
@u

@t2
=x

1
x
2

@u

@t1
dxdt

=

Z
Q�

=x1x2
@u

@t2
=x

1
x
2

@u

@t1
dxdt; (1.10)
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Z
Q�

@u

@t2
=2

x1x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1
@u

@t2
=2

x1x2

@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1
@u

@t2
=x1x2x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2
@u

@t2
=x1x2x2

@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2
@u

@t2
=x1x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
Q�

�
=x1x2

@u

@t2

�2

dxdt; (1.11)

�
Z
Q�

@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b2Z
0

@u

@x1
=2

x1x2

@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

@u

@x1
=x

1
x
2
x
2

@u

@t1
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

u=x
1
x
2
x
2

@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

u=2

x2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x2u=
2

x2

@u

@t1

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x2u=x2
@u

@t1
dxdt

=
1

2

Z



�2Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2

�1
2

Z



�2Z
0

�
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2
dxdt2; (1.12)
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�
Z
Q�

@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b2Z
0

@u

@x1
=2

x1x2

@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

@u

@x1
=x

1
x
2
x
2

@u

@t2
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

u=x
1
x
2
x
2

@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

u=2

x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x2u=
2

x2

@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x2u=x2
@u

@t2
dxdt

=
1

2

Z



�1Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
dxdt1

�1
2

Z



�1Z
0

(=x2�2 (x1 ; �2; t1))
2

dxdt1; (1.13)

�
Z
Q�

@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

@u

@x2
=2

x1x2

@u

@t1

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

@u

@x2
=x1x1x2

@u

@t1
dxdt

=

Z
I�

b1Z
0

u=x1x1x2
@u

@t1

����x2=b2
x2=0

dx1dt�
Z
Q�

u=2

x1

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b2Z
0

=x1u=
2

x1

@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

=x1u=x1
@u

@t1
dxdt

=
1

2

Z



�2Z
0

�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2

�1
2

Z



�2Z
0

�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2
dxdt2 ; (1.14)
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�
Z
Q�

@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

@u

@x2
=2

x1x2

@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

@u

@x2
=x1x1x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
I�

b1Z
0

u=x1x1x2
@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt�
Z
Q�

u=2

x1

@u

@t2
dxdt

= �
b2Z
0

=x1u=
2

x1

@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

=x1u=x1
@u

@t2
dxdt

=
1

2

Z



�1Z
0

�
=x1u

�
�
1
; x2 ; t1 ; � 2

��2
dxdt1

�1
2

Z



�
1Z

0

�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2
dxdt1 ; (1.15)

Z
Q�

f=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1f=
2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1f=x1x2x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2f=x1x2x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2f=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

=

Z
Q�

=x1x2f=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt: (1.16)
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Substituons les identités (1:8)� (1:16) dans l�égalité (1:7), nous trouvons :

Z
Q�

�
=x1x2

@u

@t1

�2

dxdt+

Z
Q�

�
=x1x2

@u

@t2

�2

dxdt+ 2

Z
Q�

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@u

@t2
dxdt

+
1

2

Z



�2Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2 +

1

2

Z



�1Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
dxdt1

+
1

2

Z



�2Z
0

�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2 +

1

2

Z



�1Z
0

�
=x1u

�
�
1
; x2 ; t1 ; � 2

��2
dxdt1

=

Z
Q�

=x1x2f=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt+

1

2

Z



�2Z
0

�
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2
dxdt2

+
1

2

Z



�1Z
0

�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2
dxdt1 +

1

2

Z



�2Z
0

�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2
dxdt2

+
1

2

Z



�1Z
0

�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2
dxdt1 : (1.17)

En utilisant l�inégalité de Cauchy pour majorer le premier terme du membre droit de

l�égalité (1:17) et en multipliant par 2, il vient :

Z
Q�

�
=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

��2

dxdt

+

Z



�2Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2 +

Z



�1Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
dxdt1

+

Z



�2Z
0

�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2 +

Z



�1Z
0

�
=x1u

�
�
1
; x2 ; t1 ; � 2

��2
dxdt2

�
Z
Q�

(=x1x2f)
2

dxdt+

Z



�2Z
0

��
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2
+
�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2�
dxdt2

+

Z



�1Z
0

��
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2
+
�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2�
dxdt1 : (1.18)

Appliquons l�opérateur =x1x2 à l�équation (1:1) ; élevons au carré et intégrons sur Q
� ;
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on trouve grace à l�inégalité élementaire :

1

4

Z
Q�

 
=x1x2

 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!!2

dxdt

� 1

2

Z
Q�

(=x1x2f)
2

dxdt+
1

2

Z
Q�

�
=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

��2

dxdt: (1.19)

Additionnons les deux inégalités (1:18)-(1:19), il vient :Z
Q�

�
=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

��2

dxdt+

Z
Q�

 
=x1x2

 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!!2

dxdt

+

Z



�2Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2�
dxdt2

+

Z



�1Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
+
�
=x1u (�1; x2 ; t1; � 2)

�2�
dxdt1

� 6

0@Z
Q�

(=x1x2f)
2

dxdt+

Z



�2Z
0

��
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2
+
�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2�
dxdt2

+

Z



�1Z
0

��
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2
+
�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2�
dxdt1

1A : (1.20)

De l�inégalité (1:20) ; on obtient :Z
Q�

�
=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

��2

dxdt+

Z
Q�

 
=x1x2

 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!!2

dxdt

+

Z



�2Z
0

h�
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2i
dxdt2

+

Z



�1Z
0

h�
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; t1 ; � 2

��2i
dxdt1

� 6

0@Z
Q

(=x1x2f)
2

dxdt+

Z



�2Z
0

h�
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2
+
�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2i
dxdt2

+

Z



�1Z
0

h�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2
+
�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2i
dxdt1

1A ; (1.21)
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comme le membre droit de l�inégalité est indépendant de � i (i = 1; 2), en passant au

supremum dans le membre gauche par rapport à � i (i = 1; 2), on obtient :

Z
Q

�
=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

��2

dxdt+

Z
Q

 
=x1x2

 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!!2

dxdt

+ sup
0��1�T1

Z



T2Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2�
dxdt2

+ sup
0��2�T2

Z



T1Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; t1 ; � 2

��2�
dxdt1

� 6

0B@Z
Q

(=x1x2f)
2

dxdt+

Z



T2Z
0

��
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2
+
�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2�
dxdt2

+

Z



T1Z
0

��
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2
+
�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2�
dxdt1

1CA : (1.22)

D�où l�inégalité (1:5) :

Corollaire 16 Si u est la solution du problème (1:1)� (1:4) correspondant aux don-

nées f; �1; �2; et u� est la solution du problème (1:1) � (1:4) correspondant aux

données f
�
; �

�

1
; �

�

2
; on a :

ku� u�k
E
� c

0@Z
I



=x1x2f �=x1x2f �

2
L2(
)

dt

+

T2Z
0

�

=x1�1 �=x1�
�

1



2
L2(
)

+


=x2�1 �=x2�

�

1



2
L2(
)

�
dt2

+

T1Z
0

�

=x1�2 �=x1�
�

2



2
L2(
)

+


=x2�2 �=x2�

�

2



2
L2(
)

�
dt1

1CA
1
2

:

Corollaire 17 Si La solution du problème (1:1)� (1:4) existe, elle est unique.
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Théorème 18 Pour tout u 2 D (L) = E; on a :

kLukF � c0 kukE ; (1.23)

où c0 est une constante positive indépendante de la solution u.

Preuve. Appliquons l�opérateur =x1x2 à l�équation (1:1); on a :Z
Q

(=x1x2Lu)
2

dxdt � 2

0@Z
Q

�
=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

��2

dxdt

+

Z
Q

0@ =x1x2
 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!!2
1A dxdt

1A ; (1.24)

de la dé�nition de l�opérateur trace `2 , on obtient :Z



T1Z
0

��
=x2 `2u

�
x1 ; �2 ; t1

��2
+
�
=x1 `2u

�
�
1
; x2 ; t1

��2�
dxdt1 (1.25)

� sup
0��2�T2

Z



T1Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
+
�
=x1u (�1; x2; t1; � 2)

�2�
dxdt1 ;

de la dé�nition de l�opérateur trace `1, on trouve :

Z



T2Z
0

��
=x2 `1u

�
x1 ; �2 ; t2

��2
+
�
=x1 `1u

�
�
1
; x2 ; t2

��2�
dxdt2 (1.26)

� sup
0��1�T2

Z



T2Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1; t2

��2
+
�
=x1u (�1; x2 ; � 1 ; t2)

�2�
dxdt2 :

En combinant les inégalités (1:24) ; (1:25) et (1:26), on obtient l�inégalité (1:23).

Corollaire 19 L�opérateur L réalise un homéomorphisme linéaire de E sur l�en-

semble R (L) � F .

Corollaire 20 L�ensemble des valeurs R (L) de l�opérateur est un fermé:
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Preuve. Soit (vn)n2N une suite de R (L) tel que :

lim
n�!1

vn = v 2 F;

alors il existe une suite correspondante (un)n2N de E tel que :

Lun = vn:

La suite (vn)n2N converge dans F =) (vn)n2N est une suite de Cauchy dans F; alors

la suite correspondante (un)n2N est de Cauchy dans E.

De l�estimation (1:5), on a :

kun � umkE 6 c kLun � LumkF = kvn � vmkF �! 0

quand n et m tendent vers l�in�ni. On en déduit que un ! u dans E; et comme

Lun ! v dans F . Alors d�après le théorème du graphe fermé on conclut que :

v = Lu 2 R (L) ;

ce qui achève la démonstration du corollaire 20.

1.3 Existence et unicité de la solution

Théorème 21 Pour tout (f;�1;�2) 2 F; le problème (1:1) - (1:4) admet une solution

unique u = L
�1
(f;�1;�2) véri�ant les estimations :

kukE � c kLukF

et

kLukF � c0 kukE ;

où c et c0 sont deux constantes positives indépendantes de la solution u.
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Preuve. Pour montrer que le problème (1:1) - (1:4) admet une solution unique;

il su¢ t de démontrer que l�ensemble des valeurs R(L) de l�operateur L est dense dans

F; c�est-à-dire R(L) = F:

Pour arriver a ce résultat, nous avons besoins de démontrer la proposition sui-

vante :

Proposition 22 Si pour w tel que =x1x2w 2 L
2 (Q) on a

Z
Q

=x1x2Lu=x1x2wdxdt = 0; (1.27)

pour tout u 2 D0(L) = fu= u 2 D(L) : `iu = 0; i = 1; 2g ; alors w = 0 p.p dans Q:

Preuve. La relation (1:27) est donnée pour tout u 2 D0(L); on peut alors l�ex-

primer sous la forme particulière :

u (x1 ; x2 ; t1 ; t2) =

8>>>>><>>>>>:
0; 0 � t1 � s1 ou 0 � t2 � s2
t1Z
s1

t2Z
s2

@2u
@�1@�2

d� 1d� 2 sp � tp � Tp:
(1.28)

Soit @u
@tp
est la solution de l�équation :

=x1x2
@u

@tp
= hp; (1.29)

où

hp =

TpZ
tp

=x1x2wpd � p; (1.30)

Les formules (1:28) et (1:30) implique que u 2 D
S1S2

(L) qui représente l�ensemble de

tous les u 2 D(L) s�annulant dans les frontières de tp = sp et tpl sp (p = 1; 2); en
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posant sp = 0 (p = 1; 2), nous obtenons que u 2 D0 (L) ; des formules (1:28) ; (1:29)

et (1:30) ; nous obtenons que :

=x1x2w =
2X
p=1

=x1x2wp = �
2X
p=1

=x1x2
@
2
u

@t2
p

: (1.31)

Pour montrer que =x1x2w dé�nie par la relation (1:31) est dans L
2 (Q) ; nous appli-

quons le résultat suivant :

Lemme 23 La fonction dé�nie par (1:31) est dans L2 (Qs) ; où Qs = 
 � (s1 ; T1)�

(s2 ; T2) :

Preuve. Soit ! 2 C1(R); ! > 0; ! = 0 dans un voisinage de tp = 0 et tp = Tp et

à l�extérieur de l�intervalle (0; Tp) ; et soit
Z
R

!(t)dt = 1: Considérons les t-opérateurs

de régularisation �" de la forme :

�"w (x; t) =
1

"

TpZ
0

!

�
s� t

"

�
w (x; s) ds pour w 2 L2

(Q) (1.32)

Ces opérateurs ont les propriétés suivantes (voir [48] ) :

P1 : la fonction �"w 2 C1(Qs) et elle s�annule dans un voisinage de tp = Tp si

w 2 L2
(Q) et �"u 2 Ds1s2

(L) si u 2 Ds1s2
(L):

P2 : Si w 2 L
2
(Qs), alors k�"w � wk

L2(
)
�! 0 quand " �! 0, et k�"wk

L
2
(Q)

�

kwk
L
2
(Q)

:

P3 :
dk

dtk
�"u = �"

dk

dtk
u pour k=1,2 si u 2 Ds1s2

(L):

Appliquons les opérateurs �" et
@
@tp
à l�équation (1:28), on a :

@

@tp
�"=x1x2

@u

@tp
=

@

@tp
�"hp: (1.33)
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De la relation (1:33) et des propriétés P1, P2 et P3 des opérateurs �"; on obtient :




=x1x2 @
2
u

@t2p







L2(Qs)

� 2




 @

@tp
�"hp






L2(Qs)

(1.34)

Ce qui achève la démonstration du lemme 23:

En remplaçant =x1x2w dans (1:27) par sa représentation (1:31), nous trouvons :

�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@
2
u

@t2
1

dxdt�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@
2
u

@t2
2

dxdt

�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t2
=x1x2

@
2
u

@t2
1

dxdt�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t2
=x1x2

@
2
u

@t2
2

dxdt

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x2
@
2
u

@t2
1

dxdt+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x2
@
2
u

@t2
2

dxdt

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x2
@
2
u

@t2
1

dxdt+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x2
@
2
u

@t2
2

dxdt = 0: (1.35)

En intégrant par partie chaque terme de (1:35), nous obtenons :

�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@
2
u

@t2
1

dxdt =
1

2

Z



T2Z
s2

�
=x1x2

@u

@t1

�2

dxdt2 ; (1.36)

�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@
2
u

@t2
2

dxdt = �
Z



T1Z
s1

=x1x2
@u

@t1
=x1x2

@u

@t2

����t2=T2
t2=s2

dxdt1

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2

@u

@t2
dxdt

=
1

2

Z



T2Z
s2

�
=x1x2

@u

@t2

�2

dxdt2 ; (1.37)

�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t2
=x1x2

@2u

@t2
2

dxdt =
1

2

Z



T1Z
s1

�
=x1x2

@u

@t2

�2

dxdt1 ; (1.38)
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�
Z
Qs

=x1x2
@u

@t2
=x1x2

@
2
u

@t2
1

dxdt = �
Z



T2Z
s2

=x1x2
@u

@t2
=x1x2

@u

@t1

����t1=T1
t1=s2

dxdt2

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2

@u

@t1
dxdt

=
1

2

Z



T1Z
s2

�
=x1x2

@u

@t1

�2

dxdt1 ; (1.39)

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x2
@
2
u

@t2
1

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x1x2
@2u

@t2
1

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Qs

=x2
@
2
u

@x2
1

=x1x1x2
@
2
u

@t2
1

dxdt

= �
Z
Is

b1Z
0

=x2
@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@2u

@t2
1

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Qs

@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@
2
u

@t2
1

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

@u

@x1
=2

x1x2

@2u

@t21

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Qs

@u

@x1
=x1x2x2

@
2
u

@t2
1

dxdt

= �
Z
Is

b2Z
0

u=x1x2x2
@2u

@t2
1

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Qs

u=2

x2

@
2
u

@t2
1

dxdt

=

Z
Is

b1Z
0

=x2u=
2

x2

@2u

@t2
1

����x2=b2
x2=0

dx1dt�
Z
Qs

=x2u=x2
@
2
u

@t2
1

dxdt

= �
T2Z
s2

=x2u=x2
@u

@t1

����t1=T1
t1=s1

dxdt2 +

Z
Qs

=x2
@u

@t1
=x2

@u

@t1
dxdt

=

Z
Qs

�
=x2

@u

@t1

�2

dxdt; (1.40)

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x2
@
2
u

@t2
2

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x1x2
@
2
u

@t2
2

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Qs

=x2
@
2
u

@x2
1

=x1x1x2
@
2
u

@t2
2

dxdt
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= �
Z
Is

b1Z
0

=x2
@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@
2
u

@t2
2

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Qs

@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@
2
u

@t2
2

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

@u

@x1
=2

x1x2

@
2
u

@t2
2

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Qs

@u

@x1
=x1x2x2

@
2
u

@t2
2

dxdt

= �
Z
Is

b2Z
0

u=x1x2x2
@
2
u

@t2
2

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt+

Z
Qs

u=2

x2

@
2
u

@t2
2

dxdt

=

Z
Is

b1Z
0

=x2u=
2

x2

@
2
u

@t2
2

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt�
Z
Qs

=x2u=x2
@
2
u

@t2
2

dxdt

= �
Z



T1Z
s1

=x2u=x2
@u

@t2

����t2=T2
t2=s2

dxdt1 +

Z
Qs

=x2
@u

@t2
=x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
Qs

�
=x2

@u

@t2

�2

dxdt; (1.41)

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x2
@
2
u

@t2
1

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x1x2
@
2
u

@t2
1

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Qs

=x2
@
2
u

@x2
2

=x1x1x2
@
2
u

@t2
1

dxdt

= �
Z
Is

b1Z
0

=x2
@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@
2
u

@t2
1

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Qs

@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@
2
u

@t2
1

dxdt

=

Z
Is

b1Z
0

@u

@x2
=2

x1x2

@
2
u

@t2
1

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt�
Z
Qs

@u

@x2
=x1x1x2

@
2
u

@t2
1

dxdt

= �
Z
Is

b1Z
0

u=x1x1x2
@
2
u

@t2
1

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Qs

u=2

x1

@
2
u

@t2
1

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

=x1u=
2

x1

@
2
u

@t2
1

�����
x1=b1

x2=0

dx2dt�
Z
Qs

=x1u=x1
@
2
u

@t2
1

dxdt (1.42)
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= �
Z



T2Z
s2

=x1u=x2
@u

@t1

����t1=T1
t1=s1

dxdt2 +

Z
Qs

=x2
@u

@t1
=x1

@u

@t1
dxdt

=

Z
Qs

�
=x1

@u

@t1

�2

dxdt; (1.43)

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x2
@
2
u

@t2
2

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x1x2
@
2
u

@t2
2

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Qs

=x2
@
2
u

@x2
2

=x1x1x2
@
2
u

@t2
2

dxdt

= �
Z
Is

b1Z
0

=x2
@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@
2
u

@t2
2

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Qs

@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@
2
u

@t2
2

dxdt

=

Z
Is

b1Z
0

@u

@x2
=2

x1x2

@
2
u

@t2
2

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt�
Z
Qs

@u

@x2
=x1x1x2

@
2
u

@t2
2

dxdt

= �
Z
Is

b1Z
0

u=x1x1x2
@
2
u

@t2
2

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Qs

u=2

x1

@
2
u

@t2
2

dxdt

=

Z
Is

b2Z
0

=x1u=
2

x1

@
2
u

@t2
2

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Qs

=x1u=x1
@
2
u

@t2
2

dxdt

= �
Z



T1Z
s1

=x1u=x1
@u

@t2

����t2=T2
t2=s2

dxdt1 +

Z
Qs

=x1
@u

@t2
=x2

@u

@t2
dxdt;

d�où

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x2
@
2
u

@t2
2

dxdt =

Z
Qs

�
=x1

@u

@t2

�2

dxdt: (1.44)

Additionnons les relations (1:36) � (1:43) en tenant compte de l�identité (1:35), on
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trouve :

1

2

Z



T2Z
s2

"�
=x1x2

@u

@t1

�2

+

�
=x1x2

@u

@t2

�2
#
dxdt2

+
1

2

Z



T1Z
s1

"�
=x1x2

@u

@t2

�2

+

�
=x1x2

@u

@t1

�2
#
dxdt1

+

Z
Qs

 �
=x2

@u

@t1

�2

+

�
=x2

@u

@t2

�2

+

�
=x1

@u

@t1

�2

+

�
=x1

@u

@t2

�2
!
dxdt = 0: (1.45)

Alors =x1x2w = 0 presque partout dans Qs:

D�où on conclut que w = 0 presque partout dans Qs:

Comme s
j
(j = 1; 2) est une longueur indépendante du choix de l�origine et en

procédant avec le même raisonnement, nous montrons que w = 0 presque partout

dans Q; et par conséquent la démonstration de la proposition 22 est achevée.

Revenant maintenant à la démonstration du théorème.

SoitW = (w;w1 ; w2) un élément orthogonal à R (L) ; c.à.d :W 2 R (L)? ; Comme

F est un espace de Hilbert alors R (L) = F est vraie, si seulement si :

(Lu;W )F =

Z
Q

=x1x2Lu=x1x2wdxdt+
Z



T2Z
0

�
=x1 `1u=x1w1 + =x2 `1u=x2w1

�
dxdt2

+

Z



T1Z
0

�
=x1 `2u=x1w2 + =x2 `2u=x2w2

�
dxdt1 = 0; (1.46)

entraine w = 0; w1 = 0 et w2 = 0:

Corollaire 24 Soit H un espace normé constitué des fonctions � et 	 tel que =x1�;

=x2�; =x1	; =x2	 2 L2 (Q1), (g;	1 ;	2) et (f;�1 ;�2) ; muni du produit scalaire
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suivant :

(�;	)H =

Z



T1Z
0

�
=x1� (�1; x2 ; t1)=x1	(�1; x2 ; t1) + =x2� (�1; x2 ; t1)=x2	

�
x1 ; �2 ; t1

��
dxdt1

et la norme �nie associée est dé�nie par :

k�kH =

0B@ T1Z
0

�

=x1� ��1 ; x2 ; t1�

2
L2(
)

+


=x2� �x1 ; �2 ; t1�

2

L2(
)

�
dt1

1CA
1
2

:

l�espace H est de Hilbert.

Preuve. Soit (�n)n2N une suite de Cauchy de E, alors :

8" > 0;9N > 0;8n;m > N ;k�n � �mkE < �

cela implique :

T1Z
0

�

=x1 (�n � �m)

2
L2(
)

+


=x2 (�n � �m)

2

L2(
)

�
dt1 < �;

d�où : 8>>>>>>><>>>>>>>:

T1Z
0



=x1 (�n � �m)

2
L2(
)

dt1 < �

T1Z
0



=x2 (�n � �m)

2
L2(
)

dt1 < �

ainsi les suites
�
=x1�n

�
n
et
�
=x2�n

�
n
sont de Cauchy dans les espaces complet

L
2
�
(0; T1)� L

2
(
)
�
; alors les suites

�
=x1�n

�
n
et
�
=x2�n

�
n
convergent.vers =x1� et

=x2� respectivement.

On conclut que (�n)n2N est convergente dans H, d�où H est espace de Hilbert.

Si on considère un élément u quelconque de D0 (L), la relation (1:45)

entraîne que : Z
Q

=x1x2Lu=x1x2wdxdt = 0; (1.47)
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la proposition 18; implique w = 0, par conséquent et à partir de la relation (1:45); on

obtient :

Z



T2Z
0

�
=x1 `1u=x1w1 + =x2 `1u=x2w1

�
dxdt2 +

Z



T1Z
0

�
=x1 `2u=x1w2 + =x2 `2u=x2w2

�
dxdt1 = 0: (1.48)

Comme les valeurs `1u et `2u sont indépendants et les ensembles des valeurs des

opérateurs ` 1et ` 2 sont denses dans les espaces de Hilbert H1 et H2 de normes :

kw1kH1 =

264 T2Z
0

�

=x1w1

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2(
)

+


=x2w1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

�
dt2

375
1
2

; (1.49)

et

kw2kH2 =

264 T1Z
0

�

=x1w2

�
�
1
; x2 ; t1

�

2
L2(
)

+


=x2w2

�
x1 ; �2 ; t1

�

2
L2(
)

�
dt1

375
1
2

(1.50)

respectivement, où H1 =
n
w1= =x1w1, =x2w1 2 L

2
�
(0; T2) ; L

2
(
)
�o

et H2 =
n
w2= =x1w2, =x2w2 2 L

2
�
(0; T1) ; L

2
(
)
�o

; alors w1 = 0 et w2 = 0

presque partout dans Q. Ce qui achève la démonstration du théorème 21.



Chapitre 2

Problème mixte avec des

conditions aux limites non locales

pour une équation hyperbolique

bidimensionnelle

2.1 Position du problème

Dans le domaine Q = 
�I avec 
 = (0; b1)�(0; b2) et I = (0; T1)�(0; T2), où 0 <

bi <1 (i = 1; 2) et 0 < Tj <1 ( j = 1; 2), on considère l�équation hyperbolique :

Lu =
@
2
u

@t1@t2
�
 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!
= f (x1 ; x2 ; t1 ; t2) ;

x = (x1 ; x2) 2 
; t = (t1 ; t2) 2 I: (2.1)
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avec les conditions initiales :

`1u = u (x1 ; x2 ; 0; t2) = �1 (x1 ; x2 ; t2) ; (2.2)

`2u = u (x1 ; x2 ; t1 ; 0) = �2 (x1 ; x2 ; t1) ; (2.3)

et les conditions intégrales :

biZ
0

xki u (x1 ; x2 ; t1 ; t2) dxi = 0; i = 1; 2; k = 0; 1; (2.4)

où f;�1 ;�2sont des fonctions connues telles que =x1x2f 2 L
2
(Q) ;=x1x2

@�1
@t2

2

L
2
(Q1) ;=x1�1 2 L

2
(Q1) ;=x2�1 2 L2 (Q1) ;=x1x2

@�2
@t1

2 L2
(Q2) ;=x1�2 2 L

2
(Q2) ;=x2�2 2

L
2
(Q2)

Le problème (2:1) � (2:4) peut être considéré comme la résolution de l�équation

opérationnelle :

Lu = F ;

où L =(L; `1 ; `2), F = (f;�1 ;�2). L�opérateur L est considéré de E dans F; où E

est un espace de Banach constitué des fonctions u tels que =x1x2u 2 L2 (Q) ; pour

lesquelles =x1u;=x2u, =x1x2
@u
@t1

;=x1x2
@u
@t2

2 L2 (Q) ; véri�ant les conditions (2:4) et

dont la norme :

kukE =

0B@ sup
0��2�T2

T1Z
0

�


=x1x2 @u@t1


2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

+ sup
0��1�T1

T2Z
0

�


=x1x2 @u@t2 


2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

1CA
1
2

;

est �nie, et F est l�espace de Hilbert constitué des fonctions (g;	1 ;	2) et (f;�1 ;�2) ;
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muni du produit scalaire suivant :

((g;	1 ;	2) ; (f;�1 ;�2))F

=

Z
Q

=x1x2g=x1x2fdxdt+
Z



T1Z
0

�
=x1x2

@	2u

@t1
=x1x2

@�2

@t1
+ =x1	2u

�
�
1
; x2 ; t2

�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t2

�

+=x2	2u
�
�
1
; x2 ; t2

�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t2

��
dxdt1 +

Z



T2Z
0

�
=x1x2

@	1u

@t2
=x1x2

@�1

@t2

+=x1	1u
�
�
1
; x2 ; t2

�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�
+ =x2	1

�
�
1
; x2 ; t2

�
u=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��
dxdt2 ;

et la norme �nie associée est dé�nie par :

k(f;�1 ;�2)kF

=

0B@ T1Z
0

T2Z
0



=x1x2f

2
L2(
)

dt

+

T1Z
0

 



=x1x2 @�2

@t1





2
L2(
)

+


=x1�2

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2(
)

+


=x2�2

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

!
dt1

+

T2Z
0

 



=x1x2 @�1

@t2





2
L2(
)

+


=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2(
)

+


=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

!
dt2

1CA
1
2

:

Le domaine de dé�nitionD (L) de l�opérateur L est l�ensemble des fonctions u tels que

=x1x2u 2 L
2
(Q) pour lesquelles=x1u;=x2u; =x1x2

@u
@t1
;=x1x2

@u
@t2
;=x1x2

@2u
@t1@t2

;=x1x2
@2u
@x2

1

;=x1x2
@2u
@x22

2

L2 (Q) et véri�ant les conditions (2:4) :

2.2 Estimation à priori

Théorème 25 Pour tout u 2 D (L) ; on a :

kukE � c kLukF ; (2.5)
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où c est une constante positive indépendante de la solution u.

Preuve. Considérons le produit scalaire dans L2(Q� ) de (2:1) et l�opérateur

intégro-di¤érentiel Mu

Mu = =2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�

=

x1Z
0

x2Z
0

�
1Z

0

�
2Z

0

 
@u
�
�
1
; �

2
; t1 ; t2

�
@t1

+
@u
�
�
1
; �

2
; t1 ; t2

�
@t2

!
d�

2
d�

1
d�

2
d�

1
; (2.6)

où Q� = 
� I� ; 
 = (0; b1)� (0; b2), I� = (0; � 1)� (0; � 2), il vient :

Z
Q�

@
2
u

@t1@t2
=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

�
Z
Q�

 
@
2
u

@x2
1

+
@
2
u

@x2
2

!
=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

=

Z
Q�

f (x; t)=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt: (2.7)

Intégrons par parties séparément chaque terme en tenant compte des conditions

(2:2)� (2:4), on a :

Z
Q�

@
2
u

@t1@t2
=2

x1x2

@u

@t1
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1
@
2
u

@t1@t2
=2

x1x2

@u

@t1

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1
@
2
u

@t1@t2
=x1x2x2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2x2

@u

@t1

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2

@u

@t1
dxdt

=
1

2

Z



�2Z
0

�
=x1x2

@u

@t1

�2

dxdt2 �
1

2

Z



�2Z
0

�
=x1x2

@�1

@t1

�2

dxdt2 ; (2.8)
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Z
Q�

@
2
u

@t1@t2
=2

x1x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1
@
2
u

@t1@t2
=2

x1x2

@u

@t2

�����
x1=b1

x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1
@
2
u

@t1@t2
=x1x2x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2x2

@u

@t2

�����
x2=b2

x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2

@u

@t2
dxdt

=
1

2

Z



�1Z
0

�
=x1x2

@u

@t2

�2

dxdt1 �
1

2

Z



�1Z
0

�
=x1x2

@�2

@t2

�2

dxdt1 ; (2.9)

�
Z
Q�

@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b2Z
0

@u

@x1
=2

x1x2

@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

@u

@x1
=x1x2x2

@u

@t1
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

u=x1x2x2
@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

u=2

x2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x2u=
2

x2

@u

@t1

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x2u=x2
@u

@t1
dxdt

=
1

2

Z



�2Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2

�1
2

Z



�2Z
0

�
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2
dxdt2 ; (2.10)

�
Z
Q�

@
2
u

@x2
1

=2

x1x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b2Z
0

@u

@x1
=2

x1x2

@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

@u

@x1
=x1x2x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

u=x1x2x2
@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

u=2

x2

@u

@t2
dxdt
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= �
Z
I�

b1Z
0

=x2u=
2

x2

@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x2u=x2
@u

@t2
dxdt

=
1

2

Z



�1Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; ; t1 ; � 2

��2
dxdt1

�1
2

Z



�1Z
0

�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2
dxdt1 ; (2.11)

�
Z
Q�

@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

@u

@x2
=2

x1x2

@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

@u

@x2
=x1x1x2

@u

@t1
dxdt

=

Z
I�

b1Z
0

u=x1x1x2
@u

@t1

����x2=b2
x2=0

dx1dt�
Z
Q�

u=2

x1

@u

@t1
dxdt

= �
Z
I�

b2Z
0

=x1u=
2

x1

@u

@t1

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

=x1u=x1
@u

@t1
dxdt

=
1

2

Z



�2Z
0

�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2
dxdt2

�1
2

Z



�2Z
0

�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t2

��2
dxdt2 ; (2.12)

�
Z
Q�

@
2
u

@x2
2

=2

x1x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b2Z
0

@u

@x2
=2

x1x2

@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt+

Z
Q�

@u

@x1
=x1x2x2

@u

@t2
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

u=x1x2x2
@u

@t2

����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

u=2

x2

@u

@t2
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x2u=
2

x2

@u

@t2

����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x2u=x2
@u

@t2
dxdt
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d�où :

�
Z
Q�

@
2
u

@x
2

2

=2

x1x2

@u
@t2
dxdt =

1

2

Z



�1Z
0

�
=x2u

�
x1 ; �2 ; ; t1 ; � 2

��2
dxdt1

�1
2

Z



�1Z
0

�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2
dxdt1 ; (2.13)

Z
Q�

f=2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

=

Z
I�

b2Z
0

=x1f=
2

x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�����x1=b1
x1=0

dx2dt�
Z
Q�

=x1f=x1x2x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

= �
Z
I�

b1Z
0

=x1x2f=x1x2x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�����x2=b2
x2=0

dx1dt+

Z
Q�

=x1x2f=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt

=

Z
Q�

=x1x2f=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t2

�
dxdt: (2.14)

Substituons les identités (2:8)� (2:14) dans l�égalité (2:7), on obtien :

1

2

�1Z
0

�
=x1x2

@u

@t1

�2

dxdt1 +
1

2

Z



�2Z
0

�
=x1x2

@u

@t2

�2

dxdt2

+
1

2

Z



�1Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; ; t1 ; � 2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; t1 ; � 2

��2�
dxdt1

+
1

2

Z



�2Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2�
dxdt2

=

Z
Q�

=x1x2f=x1x2

�
@u

@t1
+
@u

@t1

�
dxdt+

1

2

Z



�1Z
0

 �
=x1x2

@�2

@t1

�2

+
�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2

+
�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2�
dxdt1 +

1

2

Z



�2Z
0

  �
=x1x2

@�1

@t2

�2

+
�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2
+
�
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2�
dxdt2 : (2.15)

En utilisant l�inégalité de Cauchy pour majorer le premier terme du membre droite
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de l�égalité (2:15), il vient :

Z



�
1Z

0

�
=x1x2

@u

@t1

�2

dxdt1 +

Z



�2Z
0

�
=x1x2

@u

@t2

�2

dxdt2

+

Z



�1Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; t1 ; � 2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; t1 ; � 2

��2�
dxdt1

+

Z



�2Z
0

��
=x2u

�
x1 ; �2 ; � 1 ; t2

��2
+
�
=x1u

�
�
1
; x2 ; � 1 ; t2

��2�
dxdt2

�
Z
Q�

�
=x1x2f

�2
dxdt+

Z



�1Z
0

 �
=x1x2

@�2

@t1

�2

+
�
=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

��2

+
�
=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

��2
dxdt1 +

Z



�2Z
0

 �
=x1x2

@�1

@t2

�2

+
�
=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

��2
+
�
=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

��2�
dxdt2 ; (2.16)

d�où on obtient :

�1Z
0





=x1x2 @u@t1




2
L2(
)

dt1 +

�2Z
0





=x1x2 @u@t2




2
L2(
)

dt2

+

�1Z
0

�

=x2u �x1 ; �2 ; ; t1 ; � 2�

2
L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

+

�2Z
0

�

=x2u �x1 ; �2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

� 4

�1Z
0

�2Z
0

0@

=x1x2f

2
L2(
)

+

�1Z
0

�2Z
0





=x1x2 @u@t1




2
L2(
)

+

�1Z
0

�2Z
0





=x1x2 @u@t2




2
L2(
)

1A dt

+
1

2

�1Z
0

 



=x1x2 @�2

@t1





2
L2(
)

+


=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

�

2
L2(
)

+


=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

�

2
L2(
)

!
dt1

+
1

2

�2Z
0

 



=x1x2 @�1

@t2





2
L2(
)

+


=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2(
)

+


=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

�
dt2 : (2.17)
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Posons :

� =

�1Z
0

�

=x2u �x1; �2 ; ; t1 ; � 2�

2
L2(
)

+


=x1u (�1; x2 ; t1 ; � 2)

2

L2(
)

�
dt1

+

�2Z
0

�

=x2u �x1 ; �2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dxdt2 ; (2.18)

y (�) =

�1Z
0





=x1x2 @u@t1




2
L2(
)

dt1 +

�2Z
0





=x1x2 @u@t2




2
L2(
)

dt2 ; (2.19)

A =

�1Z
0

�2Z
0



=x1x2f

2
L2(
)

dt

+

�1Z
0

 



=x1x2 @�2

@t1





2
L2(
)

+


=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

�

2
L2(
)

+


=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

�

2
L2(
)

!
dt1

+

�2Z
0

 



=x1x2 @�1

@t2





2
L2(
)

+


=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2(
)

+


=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

�
dt2 : (2.20)

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient :

�1Z
0





=x1x2 @u@t1




2
L2(
)

dt1 +

�2Z
0





=x1x2 @u@t2




2
L2(
)

dt2

+

�1Z
0

�

=x2u �x1 ; �2 ; ; t1 ; � 2�

2
L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

+

�2Z
0

�

=x2u �x1 ; �2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

� C

0@ �1Z
0

�2Z
0



=x1x2f

2
L2(
)

dt+

�1Z
0

 



=x1x2 @�2

@t1





2
L2(
)

+


=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

�

2
L2(
)
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+



x1
�2

�
�
1
; x2 ; t1

�

2
L2(
)

�
dt1 +

�2Z
0

 



=x1x2 @�1

@t2





2
L2(
)

+


=x1�1 ��1 ; x2 ; t2�

2

L2(
)

+


=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

�
dt2

�
; (2.21)

T1Z
0





=x1x2 @u@t1




2
L2(
)

dt1 +

T2Z
0





=x1x2 @u@t2




2
L2(
)

dt2

+

T1Z
0

�

=x2u �x1 ; �2 ; ; t1 ; � 2�

2
L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

�
dt1

+

T2Z
0

�

=x2u �x1 ; �2 ; � 1 ; t2�

2
L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

�
dt2

� C

0B@ T1Z
0

T2Z
0



=x1x2f

2
L2(
)

dt+

T1Z
0

 



=x1x2 @�2

@t1





2
L2(
)

+


=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

�

2
L2(
)

+


=x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

�

2
L2(
)

�
dt1 +

T2Z
0

 



=x1x2 @�1

@t2





2
L2(
)

+


=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2(
)

+


=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L2(
)

�
dt2

�
: (2.22)

Le membre droite ne dépend pas de � i (i = 1; 2; ::::; n), alors en passant dans le

membre gauche au supremum par rapport à � i de [0; Ti] (i = 1; 2; ::::; n), on obtient :

sup
0��2�T2

T1Z
0

 



=x1x2 @u@t1




2
L2(
)

+


=x2u �x1 ; �2 ; ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; t1 ; � 2�

2

L2(
)

!
dt1

+sup
0��1�T1

T2Z
0

 



=x1x2 @u@t2




2
L2 (
)

+



=x2u �x1 ; �2 ; � 1 ; t2�


2

L2(
)

+


=x1u ��1 ; x2 ; � 1 ; t2�

2

L2(
)

!
dt2

� C

0B@ T1Z
0

T2Z
0



=x1x2f

2L2(
) dt
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+

T1Z
0

 



=x1x2 @�2

@t1





2
L2(
)

+


=x2�2

�
x1 ; �2 ; t1

�

2
L2(
)

+ =



x1�2

�
�
1
; x2 ; t1

�

2
L2(
)

!
dt1

+

T2Z
0

0@



=x1x2 @�1

@t2





2
L
2
(
)

+


=x1�1

�
�
1
; x2 ; t2

�

2
L2 (
)

+


=x2�1

�
x1 ; �2 ; t2

�

2
L
2
(
)

�
dt2

�
: (2.23)

D�ici on obtient l�inégalité (2:5).

Proposition 26 [4] L�operateur L de E dans F est fermable.

Preuve. On suppose que (un)n 2 D (L) une suite telle que :

un ! 0 dans E; (2.24)

et

Lun = (Lun ; `1un ; `2un)! F = (f;�1 ;�2) dans F; (2.25)

nous devons démontrer que : f � 0, �1 � 0 et �2 � 0.

Comme

un ! 0 dans E; (2.26)

alors

un ! 0 dans D0 (Q) : (2.27)

D�après la continuité de la dérivation de D0 (Q) dans D0 (Q) ; (2:27) implique :

Lun ! 0 dans D0 (Q) ; (2.28)

et comme

=x1x2Lun ! =x1x2f dans L2 (Q) ; (2.29)
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alors

=x1x2Lun ! =x1x2f dans D0 (Q) ; (2.30)

d�où

Lun ! f dans D0 (Q) ; (2.31)

de l�unicité de la limite dans D0 (Q) ; on a :

f � 0: (2.32)

D�aprés (2:25) ona : 8>>>>>><>>>>>>:
=x1x2

@`1un
@t2

! =x1x2
@�1
@t2

dans L2 (Q2)

=x1 `1un ! =x1�1 dans L
2 (Q2)

=x2 `1un ! =x2�1 dans L
2 (Q2) ;

et comme L2 (Q2) s�injecte continument dans D
0 (Q2) ; on obtient :8>>>>>><>>>>>>:

=x1x2
@`1un
@t2

! =x1x2
@�1
@t2

dans D0 (Q2)

=x1 `1un ! =x1�1 dans D
0 (Q2)

=x2 `1un ! =x2�1 dans D
0 (Q2) :

De plus : 8>>>>>><>>>>>>:




=x1x2 @`1un@t2





L2(Q2)

� kunkE ;8n;



=x1 `1un

L2(Q2) � kunkE ;8n;

=x2 `1un

L2(Q2) � kunkE ;8n;

de ces inégalités on a : 8>>>>>><>>>>>>:
=x1x2

@`1un
@t2

! 0 dans L2 (Q2)

=x1 `1un ! 0 dans L2 (Q2)

=x2 `1un ! 0 dans L2 (Q2) ;
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alors : : 8>>>>>><>>>>>>:
=x1x2

@`1un
@t2

! 0 dans D0 (Q2)

=x1 `1un ! 0 dans D0 (Q2)

=x2 `1un ! 0 dans D0 (Q2) ;

de l�unicité de la limite dans D0 (Q2) ; on conclut que :8>>>>>><>>>>>>:
=x1x2

@�1
@t2

= 0

=x1�1 = 0

=x2�1 = 0 ,

d�où

�1 � 0: (2.33)

De façon analogue, on démontre que :

�2 � 0: (2.34)

Soit L la fermeture de L avec le domaine de dé�nition D
�
L
�
:

Dé�nition 27 La solution de l�équation

L u = F

est dite solution forte du problème (2:1)� (2:4) :

L�inégalité (2:5) peut être prolongée à L, soit :

kukE �


L u




F
; 8u 2 D

�
L
�
:

L�inégalité entraine les corollaires suivants :
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Corollaire 28 La solution forte du problème si elle existe, elle est unique et dépend

continument des conditions initiales et du second membre de l�équation (2:1) :

Corollaire 29 L�ensemble des valeurs R
�
L
�
de l�opérateur L égale à la fermeture

R (L) de R (L) :

Proof [5]. De la dé�nition de l�ensemble R
�
L
�
de l�opérateur L, il s�ensuit que

R
�
L
�
� R (L):

Il reste à montrer R (L) � R
�
L
�
:

Soit y 2 R (L) , il existe alors une suite (yn)n2N dans F constituée des éléments

de l�ensemble R (L) telle que :

lim
n�!1

yn = y: (2.35)

Il existe alors une suite correspondante un 2 D (L) telle que :

Lun = yn: (2.36)

De l�estimation (2:5), on a :

kun � umkE 6 kLun � LumkF �! 0 (2.37)

quand n et m tendent vers l�in�ni. On en déduit que (un)n2N est une suite de Cauchy

dans E. Alors, il existe une fonction u 2 E telle que :

un �! u dans E (2.38)

quand n tend vers l�in�ni. En vertu de la dé�nition de L, la fonction u véri�e :

Lu = y; u 2 D
�
L
�
: (2.39)

Par conséquent, y 2 R
�
L
�
. Ce qui achève la démonstration du corollaire 29.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Théorème 30 Pour tout F = (f;�1 ;�2) 2 F , il existe une solution générale unique

u = L
�1
F = L�1Fpour le problème (2:1)� (2:4).

Preuve. Pour montrer que le problème (2:1)� (2:4) admet une solution générale

unique pour tout F = (f;�1 ;�2) 2 F; il su¢ t de démontrer que l�ensemble des

valeurs R(L) de l�operateur L est dense dans F , c�est-à-dire R(L) = F:

Pour arriver a ce résultat, nous avons besoins de démontrer la proposition sui-

vante :

Proposition 31 Si pour w tel que =x1x2w 2 L
2
(Q) on a :Z

=x1x2Lu=x1x2wdxdt = 0; (2.40)

pour tout u 2 D0(L) = fu /u 2 D(L) : `1u = `2u = 0g ; alors w = 0 dans Q:

Preuve. La relation (2:40) est donnée pour tout u 2 D0(L), on peut alors l�ex-

primer sous la forme particulière :

u (x1 ; x2 ; t1 ; t2) =

8>>>>><>>>>>:
0; 0 � tp � sp ;

t1Z
s1

t2Z
s2

@
2
u

@�1@�2
d� 1d� 2 sp � tp � Tp ;

(2.41)

Soit @2u
@t1@t2

est la solution de l�équation :

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
= hp; (2.42)

où

hp =

TpZ
tp

=x1x2wpd � p ; (2.43)
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Les formules (2:41) et (2:43) implique que u 2 Ds1s2
qui représente l�ensemble de

tout les u 2 D(L) s�annulant dans les frontière de tp = sp et tpl sp (p = 1; 2): En

posant sp = 0 (p = 1; 2), nous obtenons que u 2 D0 (L) ; des relations (2:41) ; (2:42)

et (2:43) nous obtenons que :

=x1x2w =
2X
p=1

=x1x2wp = �=x1x2

�
@

@t1
+

@

@t2

�
@
2
u

@t1@t2
(2.44)

Pour montrer que =x1x2w dé�nie par la relation (2:44) 2 L2
(Q) ; nous appliquons le

résultat suivant :

Lemme 32 La fonction dé�nie par (2:44) a des dérivées de la forme =x1x2
@
3
u

@t1@t
2

2

et

=x1x2
@
3
u

@t2
1
@t2

appartenant à L
2
(Qs) ; où Qs = 
 � (s1 ; T1)� (s2 ; T2) :

Preuve. Soit ! 2 C1 (R) ; ! > 0; ! = 0 dans un voisinage de tp = 0 et tp = Tp et

à l�extérieur de l�intervalle (0; Tp) ; et soit
Z
R

!(t)dt = 1: Considérons les t-opérateurs

de régularisation �" de la forme :

�"w (x; t) =
1

"

TpZ
0

!

�
s� t

"

�
w (x; s) ds pour w 2 L2(Q) (2.45)

Ces opérateurs ont les propriétés suivantes :

P1 : la fonction �"w 2 C1 (Qs) et elle s�annule dans un voisinage de tp = Tp si

! 2 L2
(Q) et �"u 2 Ds1s2

(L) si u 2 Ds1s2
(L):

P2 : Si w 2 L
2
(Q), alors k�"w � wk

L
2
(Q)

�! 0 quand " �! 0, et k�"wk
L
2
(Q)

�

kwk
L
2
(Q)

:

P3 :
d
k

dtk
�"u = �"

d
k

dtk
u pour k=1,2 si u 2 Ds1s2

(L):

Appliquons les opérateurs �" et
@
@tp
à l�équation (2:42), on a :

@

@tp

 
�"=x1x2

@
2
u

@t1@t2

!
=

@

@tp
�"hp : (2.46)
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De la relation (2:46) et des propriétés P1, P2 et P3 de l�opérateur �"; on obtient :




 @

@tp
=x1x2

@
2
u

@t1@t2







L2(Qs)

� 2




 @

@tp
�"hp






L2(Qs)

: (2.47)

Ce qui achève la démonstration du lemme 32:

En remplaçant =x1x2w dans (2:40) par sa représentation (2:44), nous trouvons :

�
Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2

@
3
u

@t2
1
@t2

dxdt

�
Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@t1@t2
=x1x2

@
3
u

@t1@t
2
2

dxdt

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x2
@
3
u

@t2
1
@t2

dxdt

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x2
@
3
u

@t1@t
2
2

dxdt

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
1

=x1x2

@
3
u

@t2
1
@t2

dxdt

+

Z
Qs

=x1x2
@
2
u

@x2
2

=x1x2
@
3
u

@t1@t
2
2
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En intégrant par partie chaque terme de (2:48), nous obtenons :
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Substituons les identités (2:49)� (2:54) dans l�égalité (2:48), on obtient
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ainsi on a :
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Alors =x1x2w = 0 presque partout dans (0; b2)� (0; b2)� (s1 ; T1)� (s2 ; T2) :

D�où on conclut que w = 0 presque partout dans (0; b2)�(0; b2)�(s1 ; T1)�(s2 ; T2) :

Comme sj (j = 1; 2) est une longueur indépendante du choix de l�origine et en

procédant avec le même raisonnement nous montrons que w = 0 presque partout

dans Q; et par conséquent la démonstration de la proposition 31 est achevée.

Revenant maintenant à la démonstration du théorème.

Soit W = (w;w1 ; w2) un élément orthogonal à R (L) ; c.à.d : W 2 R (L)? ; comme

F est un espace d�Hilbert alors :
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R (L) = F est vraie, si seulement si :

(Lu;W )F =
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alors w = 0; w1 = 0 et w2 = 0.

Si on considère un élément u quelconque de D0 (L), la relation (2:57) entraîne

que : Z
Q

=x1x2Lu=x1x2wdxdt = 0; (2.58)

la proposition 16 implique : w = 0, par conséquent et à partir de la relation (2:57);

on obtient :Z



T1Z
0

�
=x1x2

@`2u

@t1
=x1x2

@w2

@t1
+ =x1 `2u=x1w2 + =x2 `2u=x2w2

�
dxdt1

+

Z



T2Z
0

�
=x1x2

@`1u

@t2
=x1x2

@w1

@t2
+ =x1 `1u=x1w1

+=x2 `1u=x2w1dxdt2
�
= 0: (2.59)

Comme les valeurs `1u et `2u sont indépendants et les ensembles des valeurs des

opérateurs ` 1et ` 2 sont denses dans les espaces de Hilbert H1 et H2 de normes :
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et
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respectivement, où H1 =
n
w1= =x1w1 ;=x2w1 ;=x1x2
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2 L2
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2 L2
�
(0; T1)� L

2
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)
�o

; alors w1 = 0 et w2 = 0

presque partout dans Q. Ce qui achève la démonstration du théorème 30.
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Conclusion
En utilisant une méthode d�analyse fonctionnelle de deux façon variantes : la

première basée sur deux estimations à priori et sur la densité de l�ensemble image de

l�opérateur engendré par le problème étudié et la deuxième basée sur une estimation

à priori et sur la densité de l�ensemble image de l�opérateur engendré par le problème

étudié, on a prouvé l�existence, l�unicité et la dépendance de la solution d�une classes

de deux équations paraboliques et hyperbolique bidimensionnelle avec des conditions

aux limites non locales.

Nos résultats du chapitre (01) peuvent être étendus au problème avec des condi-

tions aux limites non locales pour une équation parabolique pluridimensionnelle sui-

vant :
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;

i = 1; 2; :::; n;

biZ
0

xki u (x1 ; :::; xm ; t1 ; :::; tn) dxi = 0; i = 1; 2; :::;m; k = 0; 1:

Nos résultats du chapitre (02) peuvent être étendus au problème avec des conditions

aux limites non locales pour une équation hyperbolique pluridimensionnelle suivant :
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 = (0; b1)� :::� (0; bm) ; t = (t1 ; t2) 2 I = (0; T1)� (0; T2) ;
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`1u = u (x1 ; x2 ; :::; xm ; 0; t2) = �1 (x1 ; x2 ; :::; xm ; t2) ;

`2u = u (x1 ; x2 ; :::; xm; t1 ; 0) = �2 (x1 ; x2 ; :::; xm ; t1) ;

biZ
0

x
k

i
u (x1 ; x2 ; :::; xm ; t1 ; t2) dxi = 0; i = 1; 2; :::;m; k = 0; 1:
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