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Abstract

In this memory, we study two evolution problems with nonlocal boundary
conditions for a two-dimensional structure: the first for a parabolic equation
and the second for a hyperbolic equation. We show the existence, uniqueness
and continuous dependence of the solution of every problem.

The proof for the first problem is based on two a priori estimates and the
density of the range of the operator generated by the studied problem.

The proof for the second problem is based on a priori estimate and the

density of the range of the operator generated by the studied problem.

Keywords: Nonlocal Boundary Conditions, A Priori Estimate, Inequality of
Energy, Parabolic Equation, Hyperbolic Equation.



Résumeé

Dans ce mémoire, on étudie deux problemes d’évolution avec des conditions
aux limites non locales pour une structure bidimensionnelle : le premier pour
une équation paraboligue et le deuxieme pour une équation hyperboligue. On
montre I'existence, I'unicité et la dépendance continue de la solution de
chaque probleme.

La démonstration pour le premier probleme est basée sur deux estimations a
priori et sur la densité de I'ensemble image de I'opérateur engendré par le
probléme étudié. La démonstration pour le deuxieme probleme est basée sur
une estimation a priori et sur la densité de I'ensemble image de I'opérateur

engendré par le probleme étudié.

Mots clés: Conditions aux limites non locales, Estimation a priori,

Inégalité de I'Energie, Equation Parabolique, Equation Hyperboligue.
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Introduction

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et notre technologie sont
aujourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles. C’est en
effet grace a la modélisation de ces phénomeénes a travers des équations aux dérivées
partielles avec des conditions initiales et des conditions aux limites classiques (appelées
conditions locales) et avec des conditions intégrales (appelées conditions non locales),
que 'on a pu comprendre le role de tel ou tel paramétre, et surtout obtenir des
prévisions parfois extrémement précises. Deux importantes classes des équations aux
dérivées partielles sont les équations hyperboliques et les équations paraboliques.

Les équations hyperboliques et les équations paraboliques régissent I’évolution des
processus de propagation des ondes et de la diffusion, respectivement, et leurs études
ont pris alors une grande importance.

La méthode utilisée dans notre travail pour la premiére démonstration se base sur
deux estimations a priori et sur la densité de I’ensemble image de l'opérateur engendré
par le probléme étudié. Cette méthode est décrite comme suit :

On écrit le probléme posé sous forme d’une équation opérationnelle :
Lu=F, u € D(L)

ou L est un opérateur défini d'un espace de Banach F dans un espace de Hilbert F
convenablement choisis, puis on établit deux estimations bilatérales pour 'opérateur

L de types :

lull, < ellLull,



et

[Lull,, < ¢ lull, -
F E

Ces deux estimations résultent des formes obtenues en multipliant I’équation donnée
par un opérateur intégro-différentiel Mwu choisi selon la forme de cette équation et en
intégrant sur le domaine. Le choix de 'opérateur intégro-différentiel est fondamental,
il est dicté par I’équation donnée et les conditions aux limites. Ainsi on déduit que
I'opérateur L de E dans F' est continu et qu’il admet un inverse L~! continu et aussi
que l’ensemble des valeurs R (L) de 'opérateur L est fermé et ensuite on démontre la
densité de I’ensemble image de cet opérateur dans I’espace F.

La méthode utilisée pour la deuxiéme démonstration se base sur une estimation a
priori et sur la densité de ’ensemble image de 'opérateur engendré par le probléeme
étudié. Cette méthode est décrite comme suit :

On écrit le probléme posé sous forme d’une équation opérationnelle
Lu=F, ue D(L)

ou L est un opérateur défini d'un espace de Banach F dans un espace de Hilbert F

convenablement choisis, puis on établit une estimation pour l'opérateur L de type :
[ull, < cllLull,

cette estimation résulte des formes obtenues en multipliant I’équation donnée par un
opérateur intégro-différentiel Mu et en intégrant sur le domaine. On montre ensuite
que Lopérateur L admet une fermeture L. La derniére étape, consiste a établir la

densité de I'ensemble image de cet opérateur L dans l’espace F.



Ce mémoire se compose de deux chapitres :

Dans le premier chapitre, on étudie une équation parabolique bidimensionnelle
avec des conditions aux limites non locales. Les Probléemes mixte avec des conditions
aux limites ou des conditions initiales non locales pour des équations paraboliques
du second ordre ont été étudiés par Batten [41], Cannon [42], [43], Kamynin [45],
Bouziani [1], [3], [4], [7], [8]. [11], [13], [14], [17], [19], [22], Bouziani et Benouar
[10], Mesloub et Bouziani [6], [21], Mesloub, Bouziani et Kechkar [20], Bouziani
, Merazga et Benamira [32], Bouziani et Merazga [24], [29], [30], [31], Bouziani,
Bensaid et Zereg [33]. Notons aussi que les problémes qui combinent les conditions
locales et intégrales pour des équations paraboliques du second ordre ont été étudiés
par la méthode du potentiel [44] et [45], et par la méthode de Fourier [46] et [47]

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie une équation hyperbolique bidimensionnelle
avec des conditions aux limites non locales. Les problémes mixtes avec des condition
non locale pour les équations hyperboliques ont recu une attention considérable, ils
ont été étudiés par : Yurchuk [40], Byszewski [38] — [39]. Plus tard, ces types de
probléme ont été traités par : Bouziani et Benouar [2], Bouziani [5],[16], [18], [19],
23], [26] , Beilin [34] , Bouziani et Merazga [28] , Mesloub et Bouziani [12] , Gordeziani
et Avalishvili [35], Pulkina [36], [37].

Le but de ce mémoire est d’étudier deux problémes d’évolutions bidimensionnels
avec des conditions aux limites non locales et cela par la démonstration de ’existence,
I'unicité et la dépendance continue de leurs solutions.

Le présent travail est considéré comme prolongement des résultats obtenus dans [4]

et [6] pour les équations paraboliques et [12] et [18] pour les équations hyperboliques.



Préliminaires

Ce chapitre a pour objet d’aider a comprendre les différentes étapes de notre travail
et cela en donnant quelques notions (Définition, Lemme et Théoréme) fondamentaux

d’analyse fonctionnelle et aussi des notations utilisées tout le long du mémoire.

Définition 1 Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle produit scalaire sur E
toute application f de E x E dans R, vérifiant :

1) fle+2y)=f(z,y)+ f(2,y), Ve € E\V2' € E et Vy € E.

2) f(hx) =X f(x), Vo € E, V)€ K.

3) fly,x)=f(x,y) , Ve € E et Vy € E.

4) f(x,z) >0, Vx € E.

5) f(x,2) =0=2=0,Vz € E.

Définition 2 Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle norme sur E toute ap-
plication u — ||ul|de E dans [0, oo[ vérifiant :

1) || M|l = [\ ||u||, Yu € E, YA € K.

2) |lu+v| < ||u||+ ||v], Vu € E, Vv € E.

3) |lul| =0 = u=0.

On appelle espace normé tout espace vectoriel sur K muni d’une norme.

Définition 3 Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy appartenant
a cette espace est convergente.

Un espace normé complet est appelé espace de Banach.



Définition 4 Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace de

Hilbert s’il est complet au sens de la norme associée au produit scalaire.

Définition 5 Soit F' un espace de Hilbert.

On appelle orthogonal d’un sous-ensemble G de F' et on note GL, l’ensemble :
G ={u€eF (u,v)p =0, Yv e G}.

Définition 6 Soient E et F' deux espaces normés.
On dit que lopérateur L : E — F de domaine D (L) est fermé si ¥V (u,) C D (L)

on a :

U, — U dans FE Lu=v
—

Lu,, — v dans F ue D(L).

Définition 7 (Critere de fermabilité) Soient E un espace de Banach et F' un es-
pace de Hilbert.
On dit que lopérateur L : E — F de domaine D (L) est fermable si pou toute

suite (u,) € D (L) on a :

Lu, —wv
Théoréme 8 (du Graphe fermé)
Soient E et F' deux espaces de Banach.
Une application linéaire T' :E — F est continue si seulement si son graphe est

fermé dans E x F.

Définition 9 Soit (E, 1) un espace mesuré, pour tout réel p > 1 on pose :

LP (B, p) = {f :E—R mesw"able,/ |fIPdp < oo}



Pour chaque p > 1, on définit une relation d’équivalence sur LP en posant

f ~ g si seulement si f =g, p p.p
Cela conduit a definir [’espace quotient :
LP(E, p) = L2 (E,p) [ ~

Un élement de LP (E, 1) est donc une classe d’équivalence de fonctions égales
p.p-

Pour tout f : E— R mesurable, on note pour p > 1:

i1, = ([l an)

Théoréme 10 (Riesz) por tout p € ]1,00|, lespace LP (E,u) muni de la norme

f = |Ifll, est un espace de Banach (i.e un espace vectoriel normé complet)
Lemme 11 de Gronwall

Soit T € Ry et C € R,. Soit y € L' ([0, T]) une fonction positive, vérifiant
a+y(7)§A+C’/y(t)dt, VT € [0,T]
0
ol A et o sont positive, alors
a+y(r) < CLA.

Notation :



Tout au long de ce mémoire, on utilise les notations suivantes :

xT

@,
Q,

xX.
7

/u (n,, 2, t,,t,) dn,,

0
Ty Tg

//u (7717772’t17t2) d772d7’]1
0

0

zy 2y & &

i=1,2

////u (1,1, 1,5 1,) dn,dn, dE,dE,
0 0 0 O

(0,6,) x(0,b,) x (0,T})

(0,6,) x(0,0,) x (0,T,)

0<b <ooet0<T, <oo, (i

0<T, <oo.

1,2)



Chapitre 1

Probléme mixte avec des
conditions aux limites non locales
pour une équation parabolique

bidimensionnelle

1.1 Position du probléme

Dans le domaine @ = €2 x I avec 2 = (0,b1) x (0,b2) et [ = (0,T}) x (0,7}), ou

0<b <oo(i=1,2)et0<T; <oo (j=1,2), on considére I’équation parabolique

ou  Ou Ou  du
Eu = 8_tl+8_t2_ <8—xf+a—xz) —f(fl,IZ,tl,t2>,

r = (v,,x,) €Q, t=(t,t,) €l (1.1)

9
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avec les conditions initiales
glu:u(x1vx2vo7t2):q)1 (x17*r27t2)7 (12)

lu=u(x,x,,t,0)=,(x,,z,,t), (1.3)

17972

et les conditions intégrales
b;
/mfu(ml,mwtl,g)dxizo, i=1,2, k=01, (1.4)
0
ou f,®,,®, sont des fonctions connues telles que :3, . f € L*(Q), e, @, € L?(Q,),
3, ®, € L7 (Q,), S, P, € L (Q,) , 3, P, € L (Q,) .
Le probleme (1.1) — (1.4) peut étre considéré comme la résolution de I’équation
opérationnelle
Lu=F,
ou L =(L,0,,0,), F=(f®,®o,). L'opérateur L est défini de D (L) = F dans F.
Corollaire 12 Soient E un espace vectorielconstitué des fonctions u tel que %zlxzu €
2 2
L (Q) pour lesquelles : Sy o, ou & . Ou S, Uy S, U, %ml%u Sy o ltel’ (Q).

oty ? T *1%a 0t 61‘? ) YTy Ty 8933

L’application |ul|, :E£ — R tel que :

2 2
u u 2u 211,
ey <(g (0 2)) + (5 (220 22)) ) i

Q
T2
2 2
+0§S7}12T10/ (nglu (517x27717t2)||L2(m + ||%x2u (m1’§2’7—17t2)HL2(Q)> dtz
. :
2 2
L I (AT AT [ £ I

0

est une norme.



Preuve. |ju|, =0=

cela implique :

(e

Q

r
ou

ot

sup

0< 7, <T}

(1506,

sup
| 0< 7, <T}

O\Hﬂo\lﬁ

d’ici on trouve :

alors on a :

2
(%
H‘S%U (51’I27717t2)|l

<||%mlu <€1’x27t1’72)H2

<H%m1u(§l7$27t177-2)H2

11

Pu

2
o + &y
1

8:1:2

(oo (532

+||Se,u (21,6, 7,0 1,) H;(Q)> dt,

L2()

+ || S, u (x1,§2,t1,72)H;(m> dt, | =0

L2(2)

2

)+

rrtl,

ou

ou 9%u
Oty ¥l

2
(9:1:1

L2

2
8&:2

(o0 (53052 o

+ H%%u (.751,«52,71,152)“;(9)) dt, =0

+[|S0,u (x1,§2,t1,7'2)H;(Q)> dt, =0,

L2(2)

Supr, (42 +82) =0

Sy, <% + g%) =0
(R 1,x2,71,t2)||m —0
[Se,u (w060 m )], =0
[Se,u st )], =0
| [8eu (@&t =0,
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d’ou on obtient :

u=0.

Les conditions (1), (2) et (3) de la norme ci dessus sont évidentes. m

Corollaire 13 Soit E/ un espace normé constitué des fonctions u tel que 3y ., u €

2 2
2 . Cx u u o Cx Cx O u O u 2
L*(Q), pour lesquelles : Sy, 10 Sy, 1y 0 Sy U S, Us \5%%@, \sz%@ e L (Q)
b;
et [zbu(z,,2,,t,,t,)dr; =0, i=1,2, k=0,1, et dont la norme est :

0

2 2
ou u f2u r2u
- ((s (e 80) ¢ (e (220 2)) ) dndt

N 2
+0<87112T10/ (Hdzlu(51,x2,71,t2)HL2(Q)

+ H%xzu ($17£27T17t2)H;(Q)) dt,

N[

T

2 2
+ sup /<||%a:1u(il,xg,tl,Tz)HLzm)+||%;,;2u(x1,§2,t1,72)HL2(m)dtl 7

o< 7, <T.
— '2="1
0

I’espace E est de Banach.
Preuve. Soit (v,), .y une suite de Cauchy de £, alors :
Ve > 0,3N > 0,Yn,m > N;|lvn — vl 5 < €

=
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cela implique :

\

alors on a :

\

2
(%xl% (% (Vn = V) + = (v — vm)>> drdt < €

1 2

2

Q
0? 9?
/ <gmlx2 (a? (Un - Um) + 37 (UTL - Um))) dzdt < €
Q

T2
sup /H%ml (vn, — Um)H22 dt, < e
0< 7, <T} L2(Q)
()T2
sup /Hggg2 (v, — )HZ dt, <e
0< 7, <Ty L2(2)
oT1
sup /H%xl (vn, — v )H2 dt, <e
0< 7, <T} s L2(Q)
T

(le% (% (U — V) + a% (v, — vm)>>2 dxdt < €

2

2

Q
/ <%x1x2 (% (Un - Um) + % ('Un - 'Um))) dxdt < €
Q

L2()

/Hg% (on — o)l dts <,

ainsi les suites (%xlvn)n et (Q% U”)n sont de Cauchy dans les espaces complet

I} ((07T2) x L (Q)) et L <(0,T1) x L’ (Q)) , alors les suites (%mlvn)n et (Sa,vn)

n

convergent.vers %xlv et S%v respectivement.

A

Q .
aussl on a :

2

2
(o= ) + (0= ) ) e <
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67
cela implique :
( 2
/ <%$1x2% (UTL - Um)) dxdt < €
Q
2
9
/ (%mlxza (Un - Um)) drdt < ¢
Q
92 2
/8t18t2 (%wle (Un - Um)) dxdt < €
\ @
alors :

2
- vm)> dxdt < e

&0
B
®|Q:

2

- Um)> drdt < e

O @\
/N e ~N
&
5-3
Q>|QJ

/ (%xl% (v, — vm))2 dxdt < €
Q

\
ainsi les suites (%xl% %vn)n, (%zlxz %vn>n et (%ml% vn)n sont de Cauchy dans

les espaces complet L’ (Q), L” (Q) -et L’ (), alors les suites (%gcl% a? vn>n, (%wl% %vn)n

et (%11121))” convergent.vers %IIIQ %v, %xl% %v et %xl%v respectivement et de fa-

s 12 . . 2 2
con analogue, on dédéduit que les suites <%x1x2 <5‘8_2U”> et <%x1w2 ;—2%) sont de
X T
1 n 2 n

2 2 2 . . . 2
Cauchy dans les espaces complet L™ (Q), L™ (Q) -et L™ (€2) , ainsi les suites (%wl% ;—zfun :
€T
1 n
2 2 2 .
(\sx -, aazvn) et (vy), convergent vers %%% ;—zv, %flez 88—211 et v respectivement
Ty Ty
n

dans les espaces complet L (Q), L* (Q) -et L* ((0,T}) x (0,T})).

On conclut que (vy,),,cy est convergente dans £, d’ott E est espace de Banach. m

Corollaire 14 Soit F' un espace normé constitué desconstitué des triplets de fonc-
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tions (f,®, V) et (g,,1%), muni du produit scalaire suivant :

((f7 (I)a \Il) ) (ga 2 w»F

= /%xl%f%xl%gdiﬂt
Q

-

T
+// (\le (Slaxzat) w(§17x2>t1)+%$2W(€17I27t1)%$2¢($17£2’t1)>dxdtl
Q0

T,

(008 (68 B0y (€0 t) + 8,8 (6 mit) Sy (5,16,01,)) dd,
Q0

et la norme finie associée est définie par :

Kﬁ@w>F(/H%inmﬂt
1
T,

9 2
N (I% (€., )Hm)+H%xzqf(asl,fz,tl)ll%))du

0

[

1
2
T

+!( JCRERES A A CRRAT  P2

l’espace F' est de Hilbert.

Preuve. Soit ((fn, ®n,¥,)),cy une suite de Cauchy de £, alors :
Ve > 0,3N > 0,Vn,m > N :||(fn, Pn, V) — (frn, P, Uin) || 5 < €

cela implique :

(/%Wgnn»;mw
1

Tl
+/ (H% (@ = @], |19, (- ¢>m)HL2(m> dt,

0
+/ (H% (O =), [, (20— 0 )Hw«n) dt, | <e,
0
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de cette inégalité on on a :

S8, (= £, <
T, !
/(H%m (®,, @m)H; + ||, (B — O] >dt1 <e
() L2(2)
7,
/(H% OO ) S A 1l )dt2 <6
® () ()

alors on obtient :

-~

w
8
MH
o
|
—
2
QL
~
A\
I3

1Sz, (P — @)|| . dt, <
L2(Q)

<€
L2(Q)

IS, (0, —0,)|  dt, <e

T, (\Iln - \Ijm)||2 dt2 <€

@

B T B L i
)
M&
E)
3
I
KH
g
&

Ve

ainsi les suites (S‘yxl%fn)n, (\stCI>n)n, (\s%@n) , (%xlllln)net (S%\I/n)n sont de
Cauchy dans les espaces complet L” (Q) , L’ ((O, T)x L (Q)) et L° ((O, T,) x L (Q)),
alors les suites (%111% f”)n’ (%Il (I)”)n’ (%% @n)n, (%xl \Ifn)net (%% \Iln)n convergent.vers
%1‘1% f, %%(D, %;,;2@, %xl Wet %xQ\I/ respectivement

On conclut que ((fn, @y, ¥y)),cn €st convergente dans F', d’ou F' est espace de
Hilbert. m

E est l'espace de Banach constitué des fonctions u tel que S, u € L (Q) pour
du o Ou o

2 2
Cx Cx Jdu Cx O u 2 L, .
E, :1:13:2@7 \leu, \SIZU, \lexQ_ JIH”Q@ e L (Q), vérifiant les

. Cx
lesquelles : ;. 4, o7
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conditions (1.4) et dont la norme est :

2 2
ou du 9%u 0%u
/ <(% (ge+2)) + (% (a— + 67)) ) dudt

+ sup / (H%mlu (51,I2,717t2)||i2<9) + ||%z2u (x17§277—17t2)H2LQ(Q)> dt2

0< 7, <T}

lullg =

l\;ﬂ/\
O

0 1
T1 2
Cx ? Cx 2
+0<s;igT20/ (H»vxlu(él,xwtl,u)\\m + || Sa,u (x1,§2,t1,rz)||L2m)) dt, |

et F est I'espace de Hilbert constitué des triplets de fonctions (g, ¥,, ¥, ) et (f, ®,,®,),

muni du produit scalaire suivant :

((97 \1117\Il2) ) <f7 q)uq)z))F = /%xl%g%xl%fdl’dt
Q
Ty
+// (%931\112 (§1>$27t1) %u’vlq)z <€1ax27t1) + %962@2 (x17§27t1) S962(1)2 <x17§27t1)) d(lﬁdtl

// 617 ) 1 (617x27t2) + %1‘2\111 ('1.175271;2) %$2®1 ('1.175271;2)) d'rdtw

et la norme finie associée est définie par :

1.2, 2] = (/st WA,

2
(H% €.z, )HLQ(Q)+H%2<I>2(1,52,t)||L2<Q)>dt1

+

S

D=

92,2, (&2t ||

L2()

/\

9, g ), ) it

+
O"\“\;ﬂ
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1.2 Estimations a priori

Théoréme 15 Pour tout u € D (L) =E, on a
lullp < ellLullp (1.5)

ol ¢ est une constante positive indépendante de la solution u.

Preuve. Considérons le produit scalaire dans L°(Q7) de (1.1) et Popérateur

intégro-différentiel Mu

2 8u 8u
_ ¥ . _
Mu = S, (atfat)

zy 2y & &

= Ou (,’7177727t1’t2) du (7]177]27t17t2)
N ////< ot, + o, dn,dn,d€,d¢ . (1.6)
0000

on QT =0QxI7,Q=(0,b,) x(0,b,), I" =(0,7,) x (0,7,), on obtient :

ou ou o2 ou  Ou
[ (G + o) e (G i)

T

u  du o2 ou  Ou
_/ (a—x? + 8_a:§> So o, (8_151 + 8_152) dxdt

QT

2 ou  Ou
_ Cx
- /f (@,1) e, (atl + 8752) dxdt. (1.7)
Q‘r

Intégrons par partie séparément chaque terme en tenant compte des conditions (1.2)—
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(1.4), il vient :

8u ou
—dxdt
ot, Sy 29t "

x,=b
1 du ou
dz,dt — /%J»‘l o \swl%x > —dxdt

- // S A
= mlat xmatl o=

=0

by
2 Gy S0 g
Im 0 Q"

ou\’
— Cx
— /<Jm1%—atl> dxdt, (1.8)

Q‘r

T

%:%d dt+/c‘ Qg Ot
X Seox, o, S T T, oy X
5=0 2ot 12 0t

au ou
8t x . 8_td rdt

o ou |7~ ou ou
— 3, el drydt — [ e, 7S, 0,0, 7 dodt
// 18t f 1%2 Ot 2,20 o /‘g Lot T2 O, *

by
//0 ou ou
= = R
ml%atl m1x2x28t2
I 0

B ou ou
= /\sm z, ot S, ot —dxdt, (1.9)

Q'r

T

72=b u.  Ou
dz, dt + /\Sw z, ot —, LTy a1, —dxdt

QT

xro=0

Oue O

o, o S, 2 Ot
ou |1~ 0 )
- // %1— - dedt—/%x NSy o e L dpdt
dt, M=, |, g 19, VT gy
QT
- \leazQ 8t2 xlaz2 (9t

by
//(\ ouy
= - Sz Seoxx
12 g St Gy
it 0 O

ou ou
= /gmlea_tQ%J:le 8—tldl'dt, (]_]_0)
QT

Ty=ba
dx, dt + /° %C‘ %d.fdt
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au ou
—dxdt
/ o, Sz, gy 00
g O "1=h ou ., ou
// S, 875 l, x28_t2 . dz,dt — /‘5% o, Sy 17272 g —dzxdt
i ou o |27 ou ou
x x x
_// \gml%a—t;ﬁ%xz%a—% L dz,dt + /\SIIJE2 a1, Se,x, a—tdmdt
I™ 0 2 QT
ou ’
/ Se p.— | dxdt,
1201,
Q‘r
S —d dt
@, =b,
ou ou
= dx.dt S, » o ——dxdt
// L] et [ S e
b2 r,=b1
- S, 2 - s P ear
122 Ot | 2 x 2 0t,
T 0 = Qr
b
; . Q| Bu
= —// %mzu%xzaT da:ldt—i—/%%u%%a—tdxdt
™0 t22=0 Qr
1 2
- 5 (%m ( 17527 )) d‘rdtQ
Q0
L f
_5/ (%x ( 17527t )) d.%'dtg,
Q 0

(1.11)

(1.12)
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82uc\2 ou

T

b2
B / / 8u ou
Ox, Sy, 2 Ot

T, =b1
dx dt+/8“sw O

- 0z, " 0,
//u”xa—“ dedt—/ ma—dxdt
x, =0 a
1 T
:EQ—bg

da1dt + / S, uS,, g—tudxdt
2

—// %x u\si g—:
QT
// 17627t ,7'2))2d23d'[;1
-l / / o (ry. 69, 12))" dadty, (1.13)

z5=0

Fu.> Ou
— dadt
a2 2 o,

QT

bl
_// ou ou
o, Sy, 2 0t,

70

Ty=ba
da, dt + / g

2,0 oz, "1"20t
Q‘r
’ Ou |72 )
U U
// u\sgclxlm2 dmldt—/ i—dacdt
ot, 2,=0 10t,
I™ 0 Q7
b

2
du [1=" u
— S, us’ g4 dz,dt + [ S, uS, —da:dt
Lot |, 1o,
0 1= Qr
T2
1 ~ 2
3 (dmlu(§1,£2771,t2)) dzdts
Q0
T2

_%// (S0 1 (&,,,,1,)) dudt,, (1.14)
Q



Ox® "1%2 0t
QT
b1 au ) au :E2—b2 8“ a
= —// @$2§$1$26_t2 L dl'ldt+/a Q\Sx z, xzat —dxdt
I 0 QT
bl a $2—b2
171 28t2 . —0 0
I™ 0 QT
b, a z,=by a
— - / S, uSh o duadt + / S, uS, ——dudt
Lot, |, —o Lot
QT
ey
— 5//( (51,:1: t 7')) dxdt,
Q0
Tl
1 2
_5// (S, @, (€, ,,t,)) dadt,, (1.15)
Q0

2 8U 8u
O
/fd“% (at o, )d dt

7_

. ou  Ou\ | ou  Ou
// i (3 +at2>z:0 it [0 8% (55 )
1 O
ou  Ou\ |27 o o ou  Ou
// g :EQf T, Ty Ty < a_tZ) £ dx1dt+ /\S\zlxwf\fxlmQ (a 8t )dflﬁdt

QT

ou  Ou
Cx Cx _ _
/\$w1$2f\9w1x2 <8t + 5 )dzdt. (1.16)
QT
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Substituons les identités (1.8) — (1.16) dans ’égalité (1.7), nous trouvons :

2 2
ou ou au 8
@ ol
1 2
+5//( u (e, 67 8) mw+//’ (v1.6,01,.7,)) dedt,

Q

To

—i—%// (%rlu(ﬁl,xQ,Tl,t dxdt + = // fl,x ,t1,7'2))2dxdt1

Q0

— [SnatSun, (5 ) doie 5 // (@.6,01,)) dodt,

QT

T

+%//( 3, P, (1,,6,,t,)) dudt, + // (€ 2,01,)) dadt,

Q0
™1

+%// (S0 @, (£,,7,,1,)) dadt,. (1.17)
Q0

En utilisant I'inégalité de Cauchy pour majorer le premier terme du membre droit de

I'égalité (1.17) et en multipliant par 2, il vient :

du  Oou\\
Cx _ _
/(\sw s, ((% + 8752)) dxdt
// (2,,6,.7,.1,)) dadt, +// (Su,u (2,,6,,1,,7,)) dadt,

Q0
™1

// gl,x ,Tl,tQ))Qd;pdtQ—f—// (%xlu({1,x2,t1’72))2da§dt2

Q0

< /(\Sxm ) da:dt+// (7,6,08)) + (S, P, (51,%,2?2))2) dxdt,

+// ((%2@2 (x1,€2,t1))2 + (S, @, (fl,x2,t1))2> dxdt,. (1.18)

Appliquons l'opérateur 3, ., a I’équation (1.1), élevons au carré et intégrons sur 7,
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on trouve grace a l'inégalité élementaire :

1 Pu  u )
- o b e
4/ (‘51’19”2 (axf + 81’2)) dxdt

QT
1 2 1 ou  Ou ’
< — [ (& - R —+ — . )
< 2/(\5951I2f) dxdt + 2/ (\swlxz <0t1 + 8t2>> dxdt (1.19)
T QT

Additionnons les deux inégalités (1.18)-(1.19), il vient :
2 2
ou  Ou du Ju
/(\s 2<8t+3t2>) T +/(\S12<8x+8§>) x
Q7 QT
2 2
// (2,,6,,70:1,)) + (So,u (€, 2y, 7,,1,)) )dxdt2

// (z,,,.1, ))2+ (%xlu(ﬁl,xwtl,g)f) dxdt,

< 6 (Q/(\sw 2, f) d:pdt—l—// (z,,&,,t, ))2+ (Se, @, (fl,xz,tz)f) dxdt,
// (#,,6,,1)) + (3. @, (fl,xQ,tl))2> dmdtl). (1.20)

De l'inégalité (1.20), on obtient :

6u ou ’ o’u 82u 2
C\, _|_ —_—
QT

/ / (o)) (3 €7 1)) ] s

+ S, u (2,,6,,t,. 7)) + (Sa,u (gl,xQ,tl,TQ))Q} dzdt,
Q 0
< 6| [Sue,Ndudt+ [ [ [(S0,®, (2,,6,8)) + (S0, ®, (&, 2,,1,)) | dudt,
(Q/ /]! |
+ / (1.6,.1)) + (3, D, (fl,xQ,tl))Q]dxdtl), (1.21)
0
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comme le membre droit de I'inégalité est indépendant de 7; (i = 1,2), en passant au

supremum dans le membre gauche par rapport a 7; (i = 1,2), on obtient :

ou  Ou\\ 82u 8u 2
(@3 _ _ (@3
Q Q

2

T2
T // 1a§2a7_1at ))2+(%x1u<§1ax2;71;t2))2> dﬂ?dtz
0<7,<Ty
Q0
Tl
b [ [ (Ounlontutn)) = (i (6rtn))) o
O=ra=tay g

< 6 /(dm f) dxdt+// (2:6001)) + (90,@, (€, 2,1,)) ) dad,

ol

D’ou l'inégalité (1.5). =

(2:6,)) + (80,0, (€, 2t,)) ) dadt, | (1.22)

O\Hﬂ

Corollaire 16 Si u est la solution du probléme (1.1) — (1.4) correspondant auz don-

nées f, ®1, $o, et u* est la solution du probléme (1.1) — (1.4) correspondant auz

données f, &, @, on a

dt

HU_U*HE S ¢ /Hg%xzf_%%wz )
I

L2()

*

+ + S, @, — Sy, @

1

S — 5

(19,2, - 9.,07]

)
t
2oy ) 2
2
dt,
12(9)

Corollaire 17 Si La solution du probléme (1.1) — (1.4) existe, elle est unique.

L2(Q)

NI

*

#f (I =980, +l8s,0,-,,0

L2(Q) 2

o — 5



26

Théoréme 18 Pour toutuwe D (L) =FE, on a :
[ Lullp < ¢ lullg, (1.23)
ou ' est une constante positive indépendante de la solution wu.

Preuve. Appliquons 'opérateur S, ., a l’équation (1.1), on a :

2 8u 8u ’
S < 2 Ry — +
/(Jx1x2£u) dadt < / (Jml% (atl + 8t2>) dxdt
Q Q
Pu du 2
Cx _ _
+/ (Jmlxz ((hf + 8xz>> dxdt |, (1.24)
Q

de la définition de l'opérateur trace ¢,, on obtient :

// (z,,6,.1,)) +(%$1£2u(§1,x2,t1))2> dwdt, (1.25)

e // RN ))2+ (%xlu(§1,$2,t1772))2> dxdt,,

0<7,<T,

de la définition de 'opérateur trace ¢,, on trouve :

T2
// ((%xzelu(xl,§2,t2))2+ (%xlﬁlu(fl,%,t2))2> drdt, (1.26)

Sup // 1a§2a71,t2)>2 + (gxlu(fl,xz,ﬂ,g))z) dxdt,.

0<r, <T,

En combinant les inégalités (1.24), (1.25) et (1.26), on obtient I'inégalité (1.23). =

Corollaire 19 L’opérateur L réalise un homéomorphisme linéaire de E sur [’en-

semble R (L) C F.

Corollaire 20 L’ensemble des valeurs R (L) de l'opérateur est un fermé.
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Preuve. Soit (v,), .y une suite de R (L) tel que :

lim v, =v € F,

n——:uoo

alors il existe une suite correspondante (u,) .y de F tel que :

neN

Lu,, = v,.

La suite (vy),,cy converge dans F' = (vy,),,cy €st une suite de Cauchy dans F, alors
la suite correspondante (uy), .y est de Cauchy dans E.

De l'estimation (1.5), on a :
|tn — UmHE < ¢ Luy — LumHF = [Jvn — vaF —0

quand n et m tendent vers l'infini. On en déduit que u,, — u dans E, et comme

Lu, — v dans F. Alors d’aprés le théoréeme du graphe fermé on conclut que :
v=_Lue R(L),

ce qui achéve la démonstration du corollaire 20. m

1.3 Existence et unicité de la solution
Théoréme 21 Pour tout (f, P1, Py) € F, le probléeme (1.1) - (1.4) admet une solution
unique uw = L~ (f, @1, Do) vérifiant les estimations :

[ull p < || Lul|

et

[Lullp < ¢Hlullg,

ol ¢ et ¢ sont deux constantes positives indépendantes de la solution u.
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Preuve. Pour montrer que le probléeme (1.1) - (1.4) admet une solution unique,
il suffit de démontrer que I’ensemble des valeurs R(L) de 'operateur L est dense dans
F, c’est-a~dire R(L) = F. =

Pour arriver a ce résultat, nous avons besoins de démontrer la proposition sui-

vante :

Proposition 22 i pour w tel que S, ., w € L*(Q) on a

/%x1x2 LuSy o, wdzdt = 0, (1.27)
Q

pour tout u € D,(L) ={u/ uwe D(L) : L,u=0, i =1,2}, alors w =0 p.p dans Q.

Preuve. La relation (1.27) est donnée pour tout u € D (L), on peut alors I'ex-

primer sous la forme particuliére :

.
0, 0<t;<s,0ul0<t, <s,
u(x17x27t17t2> = " 92 (128)
//87’157' dTldT? Sp < tp < Tp
L 51 52

Soit g—;; est la solution de I’équation :

ou
%mlxza—tp = hp, (129)
ou
Ty
h, = / S, Wpd T, (1.30)

Les formules (1.28) et (1.30) implique que u € Dy ; (L) qui représente I’ensemble de

tous les u € D(L) s’annulant dans les frontiéres de t, = s, et t,< s, (p = 1,2), en
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posant s, = 0 (p = 1,2), nous obtenons que u € D, (L), des formules (1.28),(1.29)

et (1.30) , nous obtenons que :

2 2
%:pl%w - Z %ml%wp Z Sz 1%2 81& (131)
p=1

Pour montrer que 3, , w définie par la relation (1.31) est dans L?*(Q), nous appli-

quons le résultat suivant : m

Lemme 23 La fonction définie par (1.31) est dans L? (Qs), ot Qs = Q x (s,,T,) %

(55, T,) -

Preuve. Soit w € C*(R),w > 0, w = 0 dans un voisinage de t, =0 et t, =T, et

a Pextérieur de U'intervalle (0,7),), et soit / w(t)dt = 1. Considérons les t-opérateurs

R
de régularisation p, de la forme :
TP
1 s—1 2
pow(x,t)=— [w w (z,s)ds pour w € L (Q) (1.32)
3 3
0

Ces opérateurs ont les propriétés suivantes (voir [48] ) :

P, : la fonction p,w € C®(Q);) et elle s’annule dans un voisinage de ¢, = T, si
we L’ (Q) et pu e D, s, (L) siue€ D, (L).

P,:Siwe L' (Q,), alors ||p.w — w|| — 0 quand ¢ — 0, et [[pw| , <
L@

L2(Q)

w .
ol
P,

3

k k i
: j?pgu = pz—:jt_ku pour k:172 Slu € D5152 (L)

Appliquons les opérateurs p, et 6 a l’équation (1.28), on a :

0 o du_ 0

— . 1.
at pe T Ty at atplosh‘p ( 33)
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De la relation (1.33) et des propriétés P,, P, et P, des opérateurs p., on obtient :

0’

1.34
\Sx:c2at (1.34)

0
<2||=
- Hatppshp

L2(Qs) L2(Qs)

Ce qui achéve la démonstration du lemme 23.

En remplacant 3, ,,w dans (1.27) par sa représentation (1.31), nous trouvons :

/ (‘MO o’u dxdt / 8uo 9’u dxdt

\fx:p \fm T \sma: \Szx
2o, o 20t, 20t

Qs Qs

ou O’u ou o’u
/”c * ot ST o /“2&52 12 o
QS Qs

au 0’ 8u 9’
+/%x1z2a 2\% 1Ty Gt dl‘dt+/\9x w2a z\gz 1Ty 8t —dzdt

Qs Qs

Fu. Jdu ’u O’u
+/C\m an 7S, a, o dxdt%—/ox v 2030 2 5 ——dzdt =0.  (1.35)
Qs Qs

En intégrant par partie chaque terme de (1.35), nous obtenons :

ou ou
C\4
/‘%19@2 ot Sz, 825 Y dadt = //( Szy2, 5 > dzxdt,, (1.36)

Qs Q s2

/ ou 8ud g - // ou ou |"
Seym, gy Seim g drdt = Seim, gy o, 8752

Qs Q s

O’u ou
3 S
+/‘$W2 at.ot, g,

TZ
1 ou
- 2 / / (Jm . 8t> dedt,, (1.37)

Q so

dzdt,

ty =5,

2

ou . u ou
C\4
/\sgc " o, — Sy = o7 Y dadt = //( Szy2, 5 ) dxdt,, (1.38)

Qs Q s
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/]

Is O

2

8u 0 u u ou |
\S‘J: xzat \yx 1Zq 8t —dxdt = // S 1Ty 8t \91: 1Ty atl - de‘dtz
Q s, 2
d’u ou
x x
—l—/\sx z, 3t 1, ——— S ot —dxdt
Qs
Tl
1 ou
- 5// (\sx T ) dzdt,,
Q Sq
o U 9’u
/%I 12 5 2\933 s 0t da:dt
x,=b1
OPul o U, o’u
Sz, zza 2 mlx28_ti dandt_ /\9;;;28 Q\S‘;p z, z, 8t —dxdt
wl: Qé
:b2
o unz: 0%u : o U, o’u
// S Snm g | dndtd [ G dadt
1 z,= .
(‘3u 9%y |1 ou o’u
— dx. dt — v,z —-dxdt
8x x1x2 at% ml:o xZ a \y 22 8t xr
b
9% |1 =" , Ou
_ u3,, 2y, dz,dt +/ S, d:Cdt
[ [ 5
Qs
2 62 T2=b / a2
l, dz, dt — QIQu\sm dxdt
20| _, ot

[

S

T,

/

t, =T,

1=

C\
%u\sw? at
11t 1=9,

o U 0'u
/Sx 12 5 Q\sm @, 8t —dxdt
0

g

\S\$ xza 2\S$ 11311‘2 at

z,=b

z,=0

Qs

Qs

1

dz,dt — /

s

ou

dadt, + / 3., g: S,, ——dwdt

ot,

82u 0’

So, 52 oxr? \SI1$19”2 8t

——dxdt

31

(1.39)

(1.40)
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2=by

dzx dt

// Ou_. O ul
M oz’ S 12 9t
1:b1

-/ / -
7 Ju

— _ Cx
//u%ﬂ“&Z

Is O
b

1 2
2 8 u
N //Swﬁ%&2
7, 0 2 lz,=0 Qs
ou |2~
= // \s%u\s%a—tt d:):dtl—i—/
_S

Q S1 Qs

dz,dt — /

= Qs

=by

x1=0 Qs

z2=bo

2

ou
— Cx
= / <\sx2 _8152) dxdt,

S

8u 0’u
/%x 12 P 2\91 x, 6t dmdt

// 9’
xeaz Ctxl‘28t

zy=b,

dz,dt +

z,=b1

Ty=

B / ou
! o,

s

! Lo =0 Qs

dz,dt + /

dz,dt — /S%u\sx 0u

dzx,dt —

62u(\ o’u
81;1 172 825
ou 0w
Ba, Sritats or

+

—dxdt

dxdt

: O'u
xa2

da:dt

82

ou . Ou

Sy o o, Sy =— o, —duxdt

d° u o’
/ 02 Sz, (975 —-dzdt
Qs

o (N 0’

oz’ I%&f
Qs

9’

\S£E$I2at

dxdt

2

2 Ou
Cﬂa2

d:z:dt

2

ou
dz,dt — /\smlu\sml P = d:vdt

(1.41)

(1.42)
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T2
ou|"=h ou ou
N Sy uS,, — dxdt . v ——dxdt
//\slu\s28tlt51 x 2+/\s28t\s18t X

Q S2 = Qs

ou ’
_ Cx

s

/%36 i o Gug TU, g
> 0a”

Ty 8252
Qs
b, a 82 z,=by 82 82
’LL u u
= // S, $28 S, ‘”1%8_@ dx,dt — /%m o Su,e,z, 77 o ——dxdt
Is O 1= Qs
962:b2

2 2
auc\z o u

O’u
B // ”””282 no g | T [ 5 e gy
2= Qs
e 0 &
2 U u
- // :Jc 1Ty 8t ) dx1dt_ O \satlx z, 0t —dxdt

Ty= Qs
=bs .
dz,dt + I o ——dxdt

xy=0 Qs

by
o
1128152

Is 0

x;=b; azu
dx,dt — /%xlu%ml dedt
2, =0 Qs

2
)
—~ —//%xu%x—“
1 lat2

Q s

ty

=T au ou
dzdt, + /\sxl \SIQ —duxdt,
t=s, ot, ot,

1 Qs

d’ou

du.  Ou o\
(@3 .
/\sx 12 9 2\% e 875 da:dt / (\le (9152) dxdt. (1.44)

Qs Qs

Additionnons les relations (1.36) — (1.43) en tenant compte de l'identité (1.35), on
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trouve :

+ (%%S_tu) + (%Ilg—t“> ) dadt = 0. (1.45)

Alors S, ,,w =0 presque partout dans Q.
D’oul on conclut que w = 0 presque partout dans ().

Comme s, (j =1,2) est une longueur indépendante du choix de I'origine et en

procédant avec le méme raisonnement, nous montrons que w = 0 presque partout
dans (), et par conséquent la démonstration de la proposition 22 est achevée.
Revenant maintenant & la démonstration du théoréme.
Soit W = (w, w,,w,) un élément orthogonal a R (L), c.a.d: W € R(L)", Comme

F' est un espace de Hilbert alors R (L) = F est vraie, si seulement si :

T2
(Lu, W), = / Sy o, LU,y wiladt + / / (S0, S w, + S, 6,uS,, wy) dadt,
Q Qo0
Tl
+// (%xlﬂzugxlwz, + Sx2€2u%x2w2) dxdt, =0, (1.46)
Q0

entrainew =0, w, =0 et w, =0. =

Corollaire 24 Soit H un espace normé constitué des fonctions ® et ¥ tel que 3, P,

Se, @, Sp, ¥, S, ¥ € L?(Q1), (9,9,,9,) et (f,®,,9,), muni du produit scalaire
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suwvant :

Tl
(@,\IJ)H:// (S, @ (€150, 1,) S, W (6, 2y, 1) + S, @ (€, 2,0 8,) S, U (2,6, 1)) dadt,
Q0

et la norme finie associée est définie par :

N

T,

@], = /<H%ml<1>(£1,x2,tl)u;(m—l—H%qu)(a:l,@,tl)!f )dtl

L2(9)
0

I’espace H est de Hilbert.
Preuve. Soit (®,), . une suite de Cauchy de £, alors :
Ve > 0,dN > 0,Vn,m > N;||®, — O, ||, <€

cela implique :

T

/(Il%l @0 =)+ |9, (B0 — B )dt1 e
L2(Q) L2(Q)
0

d’ou :

2

/”% (@, — @) dt, <

L2()

ainsi les suites (%ml@n)n et (%% @n)n sont de Cauchy dans les espaces complet
L <(0, T)x L (Q)) , alors les suites (leq)n)n et (S, (I)n)n convergent.vers S, ® et
Sy, @ respectivement.

On conclut que (®,,),,oy est convergente dans H, d’ott H est espace de Hilbert.

Si on considére un élément u quelconque de Dy (L), la relation (1.45)

entraine que :

/%xl% LuSy o, wdzdt = 0, (1.47)
Q
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la proposition 18, implique w = 0, par conséquent et & partir de la relation (1.45), on

obtient :

(%xlﬂlugwl w, + Sy, £, uSy, w,) dzdt, +

D

(S, £,uSq, w, + Su, (,uSe,w,) dodt, = 0. (1.48)

P
O O —

Comme les valeurs ¢,u et ¢,u sont indépendants et les ensembles des valeurs des

opérateurs ¢ jet £ 5 sont denses dans les espaces de Hilbert H; et H, de normes :

1
T, 2

Hw1||H1 = / (”gmlwl (51’x27t2)||;(9) + ||%x2w1 ( 1’€z’t )“LQ(Q)) dt2 ! (149)

0

et

N[

T

2
lwsll g, = [, w0, (&2, 11) |

L2(9)
0

+ S, w, (2,,6,,1,) H;(m> dr,|  (1.50)

respectivement, ou H, = {wl/ S, Wy S, w, € L ((O,TZ) L (Q))}
et H, = {wQ/ S, Wy, S, w, € L <(0,Tl),L2 (Q))}, alors w, = 0 et w, = 0

presque partout dans (). Ce qui achéve la démonstration du théoréeme 21. m



Chapitre 2

Probléme mixte avec des
conditions aux limites non locales
pour une équation hyperbolique

bidimensionnelle

2.1 Position du probléme

Dans le domaine ) = Qx I avec 2 = (0,b,) x(0,b,) et I =(0,7,)x(0,7,),000 <

by <oo (i=1,2)et 0 <T; <oo (j=1,2), on considére I'équation hyperbolique :

azu a2u 82u
e = atlat2 B (axi * aazj) - f<x1’x2’t17t2>7
r = (x,x,) €,  t=(t,t,) el (2.1)

37
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avec les conditions initiales :

glu:u<$1,l‘2,0,t2):q>l (I17I27t2)7 (22)

£2u:u(x1ax27t170):(1)2 (x17x27t1)7 (23)

et les conditions intégrales :

b;

/xfu(:cl,xz,tl,g)dxi:o, i=1,2, k=01, (2.4)
0
ou f,®,,®,sont des fonctions connues telles que S ., f € L (Q),le%% €

2

L’ (Q,),9:,®, € L°(Q,),S,®, € L*(Q,) %%% €L’ (Q,),9,,,€L°(Q,),9,,®, €

L' (Q,)

Le probléme (2.1) — (2.4) peut étre considéré comme la résolution de 1'équation

opérationnelle :

Lu=F,

oun L =(L,¢,,¢0,), F = (f,®,,9,). L'opérateur L est considéré de E dans F, ou E
est un espace de Banach constitué des fonctions u tels que S, ., u € L?(Q), pour
lesquelles S, u, Sy, u, le%% ,%xl%ﬂ € L?(Q), vérifiant les conditions (2.4) et

ot,

dont la norme :

T, )
P~ 2 2
||U||E = 0<i1211<)T2/ <Hgmlng_t?i . + ||%z2u ($1>€27t177—2) HLZ(Q) + H%azlu (5171'27 7t177'2) HLQ(Q)> dtl
0
. 2

2

+ H%%u (xl,ﬁz,Tl,tQ)HQ

L2(9)

ou || ?
+0§S:111§)T10/ (H%mlxzﬁ + S, u (él,xz,Tl,tQ)HLQ(m) dt, | ,

L2()

est finie, et F' est 'espace de Hilbert constitué des fonctions (g, ,, ¥,) et (f, ®,,P,),
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muni du produit scalaire suivant :

((gv qjl’ 1112) ’ (f? (I)lv (1)2))F

Tl
ov,u 0d
=[S tdndir [ [ (000 G S (61 92,2, € )
1
Q@ Q0

ovu, 0P
\$$ T
ot, 17?0t

T2
+%$2 \11215 (517 L) t2) %wzq)z (x1,§2, tz)) dwdtl + // <%$1$2
Q0

+Su, ¥, u (&, 2,.t,) S, @, (&, 3,,t,) + S, ¥, (&, 3,.1,) uSy, P, (z,,€,.t,)) dadt,,

et la norme finie associée est définie par :

2

2
0P
( %951%2 8t12 + H%%q)? (61’1”2’152)”2 + H%%q}? (‘Tl’gﬂt?)“ ) dtl

L2() L2()
L2()

NI

_|_
St — 5 ST Ot

2
0P
< %551% 8t21 + H%%(I)l (51’1‘72’152)“2 + H%%q)l (xl’fz’t2)||2 ) dt2

L2(Q) L2(Q)
L2(Q)

Le domaine de définition D (L) de 'opérateur L est 'ensemble des fonctions u tels que

2 2 2 2
X X X g Ou g Ou o Ou 0w Ou
Sy, U €L (Q) pour lesquelles Soy Uy Nz, Uy Sy oy oty T oty Sy, ot, dt,’ Sy, ox3” Sy, 022 €

L*(Q) et vérifiant les conditions (2.4).

2.2 Estimation a priori

Théoréme 25 Pour tout u € D (L), on a :

lullg < ellLull g, (2.5)
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ou ¢ est une constante positive indépendante de la solution u.

Preuve. Considérons le produit scalaire dans L?(Q7) de (2.1) et l'opérateur

intégro-différentiel Mu

2 ou ou
_x v
Mu = Se., (at +8t2)

xleE f

_ //// (3“ ”1’”2’ 1) | Ou <n1’8222’t1’t2>>dn2dn1d§2d§1, (2.6)

on QT =QxI7,Q=1(0,b) x (0,b,), I" = (0,7,) x (0,7,), il vient :

ou o2 ou  Ou
ot.ot, 1" <8t ot )dmdt
QT

_/ 02u+8u 8u ou Jedt
0" " 07 S, a, o)™
2 au 6u
/ @89, ( - ) ddt. (2.7)

Intégrons par parties séparément chaque terme en tenant compte des conditions

(2.2) —(24),on a:

Tu_ e DUy

x,=b;

825 ot, Sy, ot,
o’ N ou
dz,dt — /\911 ot o, Seyay, o —dxdt

ou
_ C\
//”“’lat B, ~mv 9t
IIZO QT
? B ou|” " o )
// \SQSICCQ 8t18t2 \9x1302x2 at de dt+/ dl’dt
I 0

St g g, T gt
1 ¢ (9u ’
Q0

:0 QT
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8 u 02 8
/ ot ot, ™% 9 a¢, Lvdt
o u ou

2 ou .
Sy S — de,dt — | 3, Sy aon dxdt
// latat LTS i *3 /\Sl@tat\sl“at ‘
1‘1: QT

ou
S
// Sy ”Czc‘)t at Saieats gy
- FA

1 ou\ ’

_ 2 -

2// (J (%2) dxdt, — / /( S ) dxdt,, (2.9)
Q0

:bl

Ty =by

O’u ou
dz, dt + /\sgclgc2 Bt oL, —Q, ngda:dt

8 U ou
g O n=h ou ou
— —_ dx.dt 2,0, —dxdt
// x 172 Ot4 21=0 ta +/8x1\5 272 0t, o

T

z,=b;
dz,dt — / a—dmdt

2
ou
— oY
// U\gx 1‘2&02 atl x 0 ]; a
I™ 0
b1 5
- -f [tz
0 Hlep=0
1]
2
:5//cgu@g,mg»dMQ

_i// (2.6,.1,)) dudt,, (2.10)

QT

Ty =by

dz, dt + /Szz uSIQ %dmdt

T

82u ou
— Y gxat
axl% 12 g,
QT
(?u ou |1 ou ou
/ o, Samay, |, +/8$1\Sl226t2 '
I™ 0 1 QT
Vi o |1 = o
- S gui™ dt—/ Y dxdt
// u\gxlw2ar2 0t2 v =0 Ly ac 0 €L

I~ 0 QT



Ty=b,

0 0
—// %%u%i g4 dz, dt + /%x u%m—udxdt
20, |, _o 2 ot,
I™ 0 2 QT

1
5// (%mzu (.1}'1,527 7t177—2))2 dflfdtl

_%// (2,,€,.t,)) dadt,, (2.11)

Q
Gu ou
—dxdt
/ax S gy
du 2=t du du
dx. dt ddt
QT

To=b2
da:ldt—/ e, a—dxdt
z,=0 a

QT

b1
ou

U\S:D xr $2 8t

I 0 '

b

2
2 8u
1

I™ 0

@y =b,

dedt + /%xl U%xl g_dxdt
QT

z,=0

_// (Sou (€, 2, 7,01,)) dudt,

__// (S0, @, (€, 2,,1,)) dadt,, (2.12)

Q

8 U ou

2 ou 170 ou du
il dx. dt v o w. ——dxdt
// $x28t2 x, =0 xQ +/8xl\s 2 zat !
1 Q‘r

ba x,=b;
// uS, % dedt—/ 3’ %dxdt
142 28t2

_ o,
I7 0 n=0 Q7
by
ou |==" du
_// %x u\gi — dﬂjldt‘f‘ /C\\fz U%wz_dxdt
2 2 atQ 2,=0 2 8752

I 0 QT
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d’ou :

1 2
_ BT’;‘%%%(%dxdt: 5// (%mzu(xl,fy,tl,g)) dzdt,
QT Q0
71
1 2
_5// (S, @, (,,6,,1,)) dedt,,  (213)
Q0

2 (9u 6’u
o
/fdx 2 (8t1 +8t )d dt
7170 8u ou
dz,dt — /%xlf%xl%% ( ) dxdt

// 3 3u + ou
Seir, ot, ). o ot, ot
QT
ou  ou\ |27 o N ou  Ou
// Sz IQf T, Ty, <_ %) » dxldt+/\9x1x2f\gx1x2 (8 It )dmdt

ou  Ou
_ oY x
= /\lex2f\9x1w2 ((% T ) dxdt. (2.14)
QT

Substituons les identités (2.8) — (2.14) dans I’égalité (2.7), on obtien :

T

1 i N ou ou
§/<mxzat>dm‘dt+ //(x%@t)dxdt
/ / v Gy tem)  (Sau (6 t,,7,)) ) dnd,

// (2060700 t)) + (Sayu (5 7,0)) ) dadt,

== /%$1$2f%$1$2 (gu >dxdt+ 1// << :1;13:2 at > + (%;52@2 ([E17§2,t1))2

2

QT

+(g$1q)2 (517,1‘2, dl’dt + // <<<\5:c Tq 015 ) + (C\\gwl(bl (51,$2,t2))2
Q0

+(3.,9, (xl,gz,tQ))Q) dudt,. (2.15)

En utilisant I'inégalité de Cauchy pour majorer le premier terme du membre droite
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de légalité (2.15), il vient :

1 ou\ ou
@3 _
/ / <\s“xlx2 8t1) ddt, + / / (\sx ' g ) ddt,

// (206 t072)) + (S0 (€ 20017, ))2> dadt,
// (2,600 12)) + (S (6,270 1)) ) dadt,
< Q/ (S0, f) dudt + { 0/ ((g ?;flz
+ (3,0, (&,,7,,1,)) dadt, +//<<\ym . ) O b, (Eant))

+ (32,2, (2,,€,,1,)) )dwdtm (2.16)

)+ (g0

d’ou on obtient :

)
/‘ dtl—i-/‘
L2(Q) 0

+/ (H“%“(m1’€2”t1’72)H;(n> + Hleu(fl,xQ,tl,Tz)||;(m) dt,

P 2
g U
T1Zy
2

dt

\S
x:r2 2

L2(Q)

2

9 2
+/ <H%z2u (I‘l,€2,71,t2)HL2(Q) + H%xlu <£17$27T17t2)HL2(Q)) dt2

0
T1 To
-] anm //!wat //M )‘“
- L2(Q) LQ(Q)
™
1 0P ’
+§/ Ja_t + 90, ®, (2,6,.4) | 2()+}|<sml<1>2(51,%,751)11%)dt1
0 L2()
172 00, ||’
2
A (S e I X CREAT
0 2 2

e gt ) i .17
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Posons :

T1
a = / (”gxzu ('Tlafza 7t17T2)H2L2(Q) + H\y% 51’3: ’tl’TQ)HQLQ(Q)> dtl
0

T2

2
(I8t
0
2
|

> dxdt2, (2.18)
L2(Q)

-

+ H%x1U(§1;$2=7’1=t2)}

) ]1’ N (2.19)

\SCC1552 % Ve x2

1

29

£2(9) L2()

T1 T2

_ //H%Ilmsz;(m dt
00

2

1
0P, ’ 2
+/<%%ml 90,2, (ot + 11902, @“”Jhﬁym

0 L2(Q)

) 2
00 )
‘|—/ ( %xllb 825: T ||%$1 q)l (él’x2,t2)HL2(9)

0 L2(Q)

H3s,® @)l )> 2

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient :

T, 2
0
/ ' 3o, au dty + / ' Seyeygr | db
L2(Q) 0 : L2
) 2

+/ (H%mzu (x17€2’ ’tl’TQ)HLQ(Q) + H\Sx 51733 7t177-2)HL2(Q)) dtl

0

T

2
+/O@ww%gﬁﬁm&®+w% &xJJMb®)m
0

7'1 Tl a@
: (/ [ g1, @+ [ (\ S I E R
00 0

L2(Q)
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T

8 i 09, | :
+ ||1"1q)2 (glvxzatl)HLg(m) dtl +/ <' %mlxza_t; , + H%%(I)l (g1ax27t2)||L2(Q)
0 L2(Q)
+ (|80, ®, (,,8,. 1, )HLQ(Q)) dt2> : (2.21)
Tl a 2 T2 a 2
/ le%% dtl +/ %zlx2_u dt2
0 2 0 2@
T,
2 2
#f e nsm)ll, 48l |
-
T,
2 2
+/ 1900 (@ & mist) |, (180, (fl,xm,tg)}lm} d,
09,
<c / / 9,11, d“/ (l S T LY R
T2
S0, @, (€m0 ta) |
+H\9z 51, LQ(Q) dt1+ ] + ||\5x1 1 \S1r b2 ba L2
0 L2(Q)
+(|94,®, (z,,€,, 1, )HLQ(Q)) dt2> (2.22)
Le membre droite ne dépend pas de 7; (i =1,2,.....,n), alors en passant dans le
membre gauche au supremum par rapport a 7; de [0, 7;] (i = 1,2, ....,n), on obtient :

Tl 2
ou 2 :
OSSTL:IS)Tz O/ ( gml%a_tl . + ||%m2u (xl,ﬁz, ’tl’Tz)HLg(Q) + H%xlu (517x27t177—2)HLZ(Q)> dt,
T, 2 2
o du o ¢ X ( t )H2 dt
O_Si_T?ggl J \yml%g—tz . + ‘ Sz, U (Il,fz,Tl, 2) e + H\Yxlu 51,1‘2;7'1: 2 L2 2

T

so/
0

H%xﬁ%fHQLQ(Q) dt

o\lﬁ
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2

+ H%xzq)2 <x1’€2’t1) H2

R s L

Tl
0P
(Y 2
*/m%ﬂml
0

L2 L2(Q)
b 00, |
2
+/ H%%xz atl + H%%@l (gpxz’tz)”ﬁ(ﬂ)
0 BPRIC)
2
+ ||%1"2q)1 (‘Tl’€2’t2)H 2 >dt2> ' (223)
L* (@)

D’ici on obtient 'inégalité (2.5). m
Proposition 26 [4] L’operateur L de E dans F est fermable.
Preuve. On suppose que (u,), € D (L) une suite telle que :
u, — 0 dans F, (2.24)

et

Lu, = (Lu,,lu,,lu)—F=(fo,60,) dans F, (2.25)

17n?

nous devons démontrer que : f =0, d, =0et &, =0.
Comme

u, — 0 dans F, (2.26)

alors

u, — 0 dans D'(Q). (2.27)

D’apres la continuité de la dérivation de D’ (Q) dans D' (@), (2.27) implique :
Lu, — 0 dans D' (Q), (2.28)

et comme

Sz, Lu, — S0, f  dans L?(Q), (2.29)



48

alors
Seya, Ltt, — Su a, f dans D' (Q), (2.30)

d’ou
Lu, — f  dans D'(Q), (2.31)

de 'unicité de la limite dans D’ (Q)), on a :
f=o. (2.32)

D’aprés (2.25) ona :

S, bt — Sp, P, dans L? (Q,)

S, byt — Sy, @, dans L?(Q,),
\

et comme L? (Q,) s’injecte continument dans D’ (@, ), on obtient :

S bty — Sp, @, dans D' (Q,)

\ S, by tn — S, @, dans D' (Q,) .

De plus :

;

) 0ly unp
T1%2 0Ot,

< ||lu ,Vn,

H%wlflunHLz(%) < lunllg > 90,

\ H%nglunuﬂ(%) < Hun”E ,Vn,

de ces inégalités on a :

Sy o, 2% 5 0 dans L2 (Q,)

T1%y Ot,

N S, lu, — 0 dans L2 (Q,)

Sy, lyun — 0 dans L? (Q,)



alors : :

Sy, 28t 0 dans D' (@Q,)

1Ty O,

S, by un — 0 dans D' (Q,)

S, by — 0 dans D' (Q,),

de l'unicité de la limite dans D' (@Q,), on conclut que :

(

o0
%xl% Tzl =0
Sy, @, =0
S% (1)1 =0,
\
d’ou
¢ =0
De facon analogue, on démontre que :
®, =0

Soit L la fermeture de L avec le domaine de définition D (f) .
Définition 27 La solution de [’équation
Lu=2F
est dite solution forte du probléme (2.1) — (2.4).
L’inégalité (2.5) peut étre prolongée & L, soit :
ull z < HquF, VueD(L).

L’inégalité entraine les corollaires suivants :

49

(2.33)

(2.34)
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Corollaire 28 La solution forte du probléme si elle existe, elle est unique et dépend

continument des conditions initiales et du second membre de [’équation (2.1).

Corollaire 29 L’ensemble des valeurs R (E) de Uopérateur L égale a la fermeture

R(L) de R(L).

Proof [5]. De la définition de ’ensemble R (f) de lopérateur L, il s’ensuit que

R(L) c R(D).

Il reste & montrer R (L) C R (L).

Soit y € R(L) , il existe alors une suite (y,), .y dans F' constituée des éléments
de ensemble R (L) telle que :
lim y, =y. (2.35)

Il existe alors une suite correspondante u,, € D (L) telle que :
Lu, = yp,. (2.36)
De l’estimation (2.5), on a :
[un = tmll g < [ Lty = Lt || p — 0 (2.37)

quand n et m tendent vers I'infini. On en déduit que (uy,), .y est une suite de Cauchy

dans E. Alors, il existe une fonction u € F telle que :
U, — u dans E (2.38)
quand n tend vers l'infini. En vertu de la définition de L, la fonction u vérifie :
Lu=y, ue D(L). (2.39)

Par conséquent, y € R (f) Ce qui achéve la démonstration du corollaire 29. m
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2.3 Existence et unicité de la solution
Théoréme 30 Pour tout F = (f,®,,®,) € F', il existe une solution générale unique
-1 E—
w=1L F = L"Fpourle probléeme (2.1) — (2.4).

Preuve. Pour montrer que le probléme (2.1) — (2.4) admet une solution générale

unique pour tout F = (f, ®,,P,) € F, il suffit de démontrer que I’ensemble des

valeurs R(L) de l'operateur L est dense dans I, c’est-a-dire R(L) = F. m
Pour arriver a ce résultat, nous avons besoins de démontrer la proposition sui-

vante :
Proposition 31 Si pour w tel que S ., w € L (Q) on a :

/S%xz LuSy o, wdzdt = 0, (2.40)
pour tout u € D,(L) ={u /u € D(L): l,u={,u=0}, alors w =0 dans Q.

Preuve. La relation (2.40) est donnée pour tout u € D (L), on peut alors l'ex-

primer sous la forme particuliére :

w(e, o, t,t,) =4 4% (2.41)

Soit 8?281; est la solution de ’équation :
1772

o’u

Sy o = = hy,
“tot o, O °

(2.42)

ou

T,
hy = / S0, w,d T, (2.43)

tp
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Les formules (2.41) et (2.43) implique que u € D, , qui représente I'ensemble de
tout les w € D(L) s’annulant dans les frontiére de ¢, = s et t < s, (p=1,2). En
posant s, = 0 (p = 1,2), nous obtenons que u € D, (L), des relations (2.41),(2.42)

et (2.43) nous obtenons que :

S} w:i% o=, , (20 Ou (2.44)
12 f1ta P 12\ o,  ot,) ot ot,

p=1

Pour montrer que 3, ,,w définie par la relation (2.44) € L (@), nous appliquons le

résultat suivant : =

3
Lemme 32 La fonction définie par (2.44) a des dérivées de la forme %xlxzﬁ et
19%,

A3
R O appartenant o L’ (Qy), ot Qs = Q x (s,,T,) x (s,,T}) .

“1%2 ot ot
Preuve. Soit w € C* (R),w > 0, w = 0 dans un voisinage de t, =0 et t, =T et

a Pextérieur de l'intervalle (0,7),), et soit / w(t)dt = 1. Considérons les t-opérateurs

R
de régularisation p, de la forme :
Tp
1 s—t 9
pow(x,t) == [w w (z,s)ds pour w € L*(Q) (2.45)
3 €
0

Ces opérateurs ont les propriétés suivantes :
P, : la fonction p.w € C* (Q;) et elle s’annule dans un voisinage de t, = T, si
we L(Q) et poue D, s (L)siue D s (L)

P, :Siw e L’ (Q), alors ||p.w — w| , ——0quand e — 0, et [[pw] , <
) )

k k

. j?pgu - psjt_ku pour k:172 Si RS D5152 (L)

3

Appliquons les opérateurs p, et % a l’équation (2.42), on a :

o ( . Ju 0
O_pr (Pgdzlmzm) = a—tpﬂghp- (2.46)
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De la relation (2.46) et des propriétés P,, P, et P, de 'opérateur p., on obtient :

0. Ju

a—tprmlmz —atlat2 (247)

0
< —

L2(Qs) P L2(Qs)

Ce qui achéve la démonstration du lemme 32.

En remplagant 3, ., w dans (2.40) par sa représentation (2.44), nous trouvons :

o’u o’u
A\ Q. dxdt
/“ 19t o, 2 020K,

Qs

0'u 0

— | Sy Q. dxdt
/ 2ot ot, ot,ot?

Qs

8u 0
—l—/\sm %0 5 z %Gt?at ———dxdt
Qs

(9u o’u

—l—/%x gy Q\Sx 2 5t at2d:cdt
Qs

o u o’u
C\4
‘I‘/ S 1%q a a 2 zlwz 825?8162 dxdt
Qs

o U 0
C\ —
+ / Ve, 573 Serm gy et = 0. (2.48)

Qs

En intégrant par partie chaque terme de (2.48), nous obtenons :

82u o*u
/ ST g o, 0o, arzar,

2

YO P

o’u 9’ u
Y N g
/ SN G O, T O, 012 ot g vt

2

_ / / ( . %le%t’;’ 2)> dudt,. (2.50)
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8u o’u
/\sx 12 5 Q\SI z, oear, dxdt

T, T, b,

e o
S xza 7Sy, ot2ot,

=S
51 So 1771

0 u d’u
/%1‘2? xlx Ty 8t28t o dxdt

xy=b,

T, T, b, 5
S []o5
“‘”’”za S gr, |
8u '
02} ““"(‘%2825

Ty=b,

——dxzdt

T, T, b, ,
/// 3 o u
81’1 :1: 172 875?(9152 _
8u 0’
ax ey, ot2ot,

xy=b;

dz,dt

——dxzdt

T, T, b,

/ / / Sz, 2z, 8t26t

81 S -

0"u
2
—l—/u\sx ek, dzdt
Qs

Tl T2 b

:bl

dz,dt

dz,dt

dz, dt

(2.51)
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/%a S
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dz,dt

T, T, b, 5
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“iza xm28té%2 )
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Ty =b,

dz, dt

dxdt

T, T, b,

/// . 0’
Sy, ot, ot
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Sl 82 1

au o’ u
ax Seyaye, ot o2 otz

xr,=b;

dz,dt

T, T, b,

/ / / Sy, at at2

81 S

—l—/uf O dxdt

z,=b1

dz,dt

2 Ot Ot2

T, T, by

[] 03]

81 82

z5=b,

dz, dt
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— / %% u\sx2 ot 8t2 dxdt

2

4, x
/ / Sy U at at

Q s,

ou 0
S S
+/‘”’"28t2 S, gy gy, 40l

T, )
1 ou
- & 22
2// (JIQ 8752) dzdt,,

Q s1

T,

dzdt,

ty=

752

95

(2.52)
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O®u 0’
/\sx z, o =S @ e, dxdt
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o o2 83u v d dt
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Substituons les identités (2.49) — (2.54) dans 'égalité (2.48), on obtient

T 2
1 757 ’5’ )
- o 1752 1752
2/ / (d””l oot ) oty + / / <% 2 at ot, ) dadt,
Q s

1

T
1 ou 1 8u ou

Q s Q s Qsz

T2 2
1 ou
— 2 —_— =
+2/ / (%1 8t2> drdt, =0, (2.55)

Q so

ainsi on a :

2 2

7 2 2
1 & 8 u(€17€27t1782) e au o~ au
5// Sz, 8t18t2 + Sz, 6_t1 + S, 8_t1 dl'dtl

Q s

2

T2 9 5
1 Iu(&,€,8,1,) du
Z & 1 >2 S
*2/ / (J o, i (“””1 atz)

Q s,

+ (Szza—t“) ) dzdt, = 0. (2.56)

2

.5

Alors 3 ., w = 0 presque partout dans (0,b,) x (0,b,) x (s,,T}) X (s,,T,) .
D’ott on conclut que w = 0 presque partout dans (0,b,) x (0,b,) x (s,,T,) x (s,,T,) .

Comme s; (j =1,2) est une longueur indépendante du choix de l'origine et en
procédant avec le méme raisonnement nous montrons que w = 0 presque partout

dans @), et par conséquent la démonstration de la proposition 31 est achevée.
Revenant maintenant & la démonstration du théoréme.

Soit W = (w, w,,w,) un élément orthogonal a R (L), c.a.d : W € R(L)", comme

F' est un espace d’Hilbert alors :
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R (L) = F est vraie, si seulement si :

Tl
ol u ow,
(Lu,W), = /%mlmzﬁu%xl%wdxdtjt /(Jz z 8252 Se,x, o, luS, w,
Q Qo0
T2

o )
+9,, G uS,w,) dedt, + / / (% o o T g 0 uS, w,
Q 2
0

+S0, £, uS,, w,dxdt,) =0, (2.57)

alors w =0, w; =0et w, =0.
Si on considére un élément u quelconque de Dy (L), la relation (2.57) entraine
que :

/%xl% LuSy oz, wdzdt =0, (2.58)
Q
la proposition 16 implique : w = 0, par conséquent et a partir de la relation (2.57),

on obtient :
Tl
oyu, — Ow,

//( S, o, ot S, z, ot 2+ S, LuS, w, + Sy, LuS e, w 2) dxdt,

0

T2
ol U ow,

Q0

+3w2€1u%x2wldxdt2) =0. (2.59)

Comme les valeurs ¢,u et ¢,u sont indépendants et les ensembles des valeurs des

opérateurs ¢ jet ¢ 5 sont denses dans les espaces de Hilbert H, et H, de normes :

ow,
CC1I2 at2

Y

1, = /(' 3

et

gl el Yo o

L2(9)

M=

T

1 2
[w, ||, = / <‘ Sz, 8t + [0, w, ||L2(Q) + || S, w ||L2m)) dt, (2.61)
0

L2(9)
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respectivement, ou H, = {wl/ %xlwl,%%wl,%xl%%% el <(0,T2) x L (Q))} et
2

H, = {wQ/ S, Wy, S, Wy, S, Qs e I ((O,Tl) x L (Q))} ,alorsw, =0etw, =0

o,

presque partout dans (). Ce qui achéve la démonstration du théoréeme 30. m
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Conclusion

En utilisant une méthode d’analyse fonctionnelle de deux facon variantes : la
premiére basée sur deux estimations & priori et sur la densité de I’ensemble image de
I'opérateur engendré par le probléme étudié et la deuxieme basée sur une estimation
a priori et sur la densité de I’ensemble image de 'opérateur engendré par le probléeme
étudié, on a prouvé l'existence, I'unicité et la dépendance de la solution d’une classes
de deux équations paraboliques et hyperbolique bidimensionnelle avec des conditions
aux limites non locales.

Nos résultats du chapitre (01) peuvent étre étendus au probléme avec des condi-
tions aux limites non locales pour une équation parabolique pluridimensionnelle sui-

vant :
n

Lu = Z 7;6: Tyt t)
k=

k

z :( o ) EQ=(0,0,) % . x (0,0 ),  t=(t, .ty €l=(0,T,)x

t1, .t .0,

s bigrs e

Eoeos s bipys s )

Y Yi—19 Yi41)

b;
/xfu(ml,...,xm,tl,...,tn)dazi:O, i=1,2,....m, k=0,1.
0

Nos résultats du chapitre (02) peuvent étre étendus au probléme avec des conditions

aux limites non locales pour une équation hyperbolique pluridimensionnelle suivant :

Lu = (975 8t Z Ty ey Ty by, 1),

v = (:cl,...,xm)EQ:(O,bl)x...><(0b ), t=(t.t)el=(0.T,) % (0,T,),

) Ym
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k
/xiu<x17l’27 "'7an7t1’

0

wox,,0,t,) =@, (z,,2,, ...

ey Ty ,,0) = @, (2, 2y, ...

tz) dl’i = O,

i=1,2,...

’m7

7xm7t2)7

7xm7t1)7

k=0,1.
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