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Résumé

Ce mémoire est consacré a appliquer des méthodes analytiques pour résoudre des équations
différentielles ordinaires linéaires et non linéaires, des équations aux dérivées partielles (Nous
prenons comme exemple les équations de Schrodinger), et des équations intégrodifférentielles de
type Volterra. En utilisant la méthode de perturbation d’homotopique, la méthode de
décomposition d’Adomian ainsi que I'utilisation de la transformée de Laplace.

Mots clés : équations différentielles, méthode de perturbation d’homotopique, décomposition
d’Adomian, transformée de Laplace.

Abstract

This dissertation is talking about the analytical resolution of ordinary differential equations linear
and nonlinear, partial differential equations (We take as an example the Schrodinger equations),
and integral differential equations of Volterra type using the homotopic perturbation method, the
Adomian decomposition method as well as the use of Laplace transform.

Key words: differential equations, homotopic perturbation method, Adomian decomposition
method, Laplace transform.
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NOTATIONS

N : L'ensemble des nombres entiers naturels.

R :L’ensemble des nombres réel

C : L’ensemble des nombres complexes.

2 :Un domaine borné dans R, n > 1.

I' : La frontiére du domaine € .

EDO :Les équations différentielles ordinaires.

EDP :Les équations différentilles aux dérivées partielles.
ADDM :La méthode de décomposition d’Adomian.
HPM : La méthode de perturbation d’homotopie.

LT : La méthode de trasformée de Laplace.



INTRODUCTION

Au cours des deux derniéres décennies, avec le développement rapide de la science
linéaire et non linéaire, les physiciens et les ingénieurs se sont de plus en plus intéressés
au techniques analytiques pour les problémes linéaires et non linéaires.

De nombreux problémes en sciences naturelles et en science de I'ingénierie sont modé-
lisés par des équations aux dérivées partielles (EDP). Ces équations apparaissent dans un
certain nombre de modeles scientifiques tels que la propagation des vagues en eaux peu
profondes, modeéles a ondes longues et de réaction-diffusion chimique.

Un travail considérable a été investi pour la résolution de tels problemes. Plusieurs
techniques dont la méthode des caractéristiques, invariants de Riemann, combinaison de
relaxation de forme d’onde et multi-grille, forme d’onde périodique multi-grille, itération
variationnelle, perturbation homotopique et décomposition d’Adomian([21]), ont été uti-
lisés pour les solutions de tels problemes. La plupart de ces techniques se heurtent & des
lacunes inhérentes et impliquent un énorme travail de calcul. 11 a refaire ([I1])a déve-
loppé 'homotopie méthode de perturbation pour résoudre des problémes linéaires, non
linéaires, initiaux et aux limites en fusionnant deux techniques, I’homotopie standard et
la téchnique de perturbation. La méthode de perturbation d’homotopie a été formulé en
tirant pleinement parti des méthodes standard d’homotopie et de perturbation et a été
appliqué a une large classe d’équations fonctionnelles([13])([14])([24]).

L’objectif principal de ce mémoire est d’appliquer la méthode de perturbation d’homo-
topie (HPM), la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) et la méthode de tras-
formée de Laplace (LT) pour resoudre des équations différetielles ordinaires, des équations
aux dérivées partielles, et des équations intégro-différentilles de type Volterra.

Notre mémoire est organisé selon le plan suivant : *

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques préliminaires concernant les
équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles, et les équations intégro-
différentielles de type volterra.

Nous donnons dans le deuxiéme chapitre, la description de la méthode de pertur-
bation d’homotopie, la méthode de décomposition d’Adomian et nous faisons I’analyse de
leur convergence. En suite nous présentons la méthode de la transformée de Laplace.

Dans le troisiéme chapitre, nous appliquons les trois méthodes sur des équations aux
deérivées partielles (EDP) (équation de Shrodinger),des équations intégro-différentielles de
type Volterra, et des équations différentielles ordinaire (EDO).



CHAPITRE 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les concepts de base et des résultats fondamen-
teaux sur les equations différentielles ordinaires, les équation différentielles aux dérivées

partielles, et les équations integro-différentielles de type de Volterra.

Les équations différentielles ordinaires :

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et exemples sur la résolution
des équations différentielles ordinaires linéaires du premier et second ordre sans montrer

Pexistence et 'unicité de la solution.

Les équations différentielles linéaires du pre-
mier order :

Définition 1 :([22])Une équation différentielle ordinaire linéaire du premier ordre est de

la forme :
u' + p(z)u = q(z) (1.1)

o p(x) et q(z) sont des fonctions continues données sur |zg, z;[ C R.
La solution de I’équation (|1.1]) est obtenue sous la formule :

u(r) = — {/xu(t)q(t)dt + c] , (1.2)

ol ¢ est une constante arbitraire a déterminer par la condition initiale.

Tout d’abord on détermine un facteur d’intégrant p(z) donné par :

x

p(x) = exp([p(t)dt).
Exemple 1 Résoudre I’équation différentielle suivante :

u' — 3u = 327>, wu(0) = 1. (1.3)



1.1. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES :

On note que
p(z) = -3 et q(x) = 3z%exp(37)

Le facteur d’intégrant ;(z) est donné par :
=exp([ (- = exp(—3x).
0

En utilisant la condition initiale donnée dans 1’équation (|1.3)), la solution u(z) est obtenu

par la relation suivante :

w(z) = L)[ / dt+c} — exp(32) ( /Othth—l—c)
xp(3

) ) = exp(3x) (:1:3 + 1) ,

Les équations différentielles linéaires du se-
cond ordre :

Définition 2 Une équation différentielle linéaiire du 2éme ordre a coefficients constants,
avec second membre, est de la forme :

au” +bu' + cu = f(z) ouu” + Au' + Bu = F(x),

ot A et B sont des coefficients constants et F(z) le second membre.

Les équations homogénes a coefficients constants :

Définition 3 Une équation homogéne a coefficients constants du second ordre est une
équation de la forme standard suivante :

av" +bu' +cu=0, a#0, (1.4)
ou a, bet ¢ sont des constantes. Tout d’abord en suppose La solution de cette équation
est de la forme :
u(z) =€, (1.5)
puis en substituant]l 'hypotheése dans I’équation on trouve :
e (ar® +br +c) = 0.

Puisque €™ n’est pas nul, alors nous avons ’équation caractéristique auxiliaire sui-
vante :
ar’ +br +c=0,

la résolution de cette équation quadratique conduit & I'un des trois cas suivants :

(i) Si les racines r et ro sont réelles et 71 # 1, alors la solution générale de I’équation
homogene (|1.4) est de la forme :

u(r) = Ae™* + Be™*

Département de mathématques et informatique oeb 9



1.1. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES :

ou A et B sont des constantes.
(ii) Si les racines 7, et o sont réelles et 7 = 7o = ralors la solution générale de
I’équation homogene ([1.4]) est de la forme :

u(z) = Ae"™ + Bxe'®,

ou A et B sont des constantes déterminer par les conditions initiales.
(iii) Si les racines 71 et 79 sont complexes et 17 = A+ip, ro9 = A—ipu, alors la solution

générale de ’équation homogene est donnée par :
u(x) = e (Acos(uz) + Bsin(ux)),
ou A et B sont des constantes.
Exemple 2 Résoudre les équations différentielles suivantes :
u'—u=0, (%
L’équation caractéristique auxiliaire de I’équation (x) est :
r?—1=0,
dans ce cas on a deux racines réelles :
r==+1,
la solution générale s’écrit sous la forme
u(xr) = Ae® + Be ™.
Soit une autre équation différentielle ordionaire du second ordre :
u' +u=0, (xx)

L’équation caractéristique auxiliaire de I’équation (xx) est :

dans ce cas on a deux racines complexes :
r = =41,

alors la solution générale donnée par

u(z) = Acosz + Bsinx,

ou A et B sont des constantes a déterminer par les conditions initiales.

Département de mathématques et informatique oeb



1.2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES :

Les équations aux dérivées partielles :

Les equations aux dérivées partielles, qui seront notées en abrégé EDP par la suite,
constituant une branche importante des mathémathiques appliquées.

Définition 4 & revoire ([23]) Une (EDP) est une équation qui contient la dépendance

variable (la fonction inconnue) et ses dérivées partielles.
Exemple 3 Voici quelques exemples concrets des EDP.

1) Les équations de la chaleur ( dans un espace & une dimension, a deux dimensions

et trois dimensionnels respectivement) :

U = Klgg,
Uy = k(Uge + Uyy),
U = k(Upy + Uy + Uss).

2) Les équations des ondes ( dans un espace a une dimension, a deux dimensions et

trois dimensions respectivement) :

2

Uy = C Ugy,
2
Uy = " (Ugg + Uyy),
_ 2
Uy = C (uxx + uyy + uzz)-

ot les fonctions inconnues définis par u = u(z,t), u = u(z,y,t) et u = u(x, y, z, t) respectivement.

L’ordre d’une EDP :

Définition 5 L’ordre d’une EDP est l'ordre de la dérivée partielle le plus élevée qui
apparait dans léquation.

Exemple 4 Les EDP suivantes :

Uy — Uy = 0
Upyw — U = 0
Uy — Ugzy = 0

sont des EDP du premier ordre, du deuxiéme ordre et du troisiéme ordre.

EDP linéaires et non linéaires :
EDP linéaire du 1 ordre

Définition 6 La forme générale d’une EDP linéaire, du premier ordre, & deux variables,
est
Au, + Buy, + Cu = D(z,y).

ou A, B,C, D sont des fonctions de(z,y).

Département de mathématques et informatique oeb



1.2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES :

EDP linéaire du 2°rdre

Définition 7 La forme générale d’une EDP linéaire, du deuxiéme ordre, & deur va-
riables,est
Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Buy, + Fu = G.

ou A,B,C,D,E, F,G sont des fonctions de(x,y).

Exemple 5 Soient les EDP suivantes :

TUzy + YUyy = 07 (a),

uuy + zu, =2, (b).

L’EDP (a) est linéaire puisque la puissance de chaque dérivée partielle u,, et wy,
égale & un, de plus les coefficients des dérivées partielles u,, et u,, sont des variables
indépendantes = et y respectivement.

Bien que L’EDP (b) est non linéaire puisque le coefficient da la dérivée partielle w;
dépend de la variable u.

Quelques exemples concrets des EDP linéaires :

Les équations aux dérivées partielles apparaissent dans différents domaines de la phy-
sique mathématique et ingénierie, y compris la dynamique des fluides, la physique des
plasmas, théorie quantique des champs, propagation des ondes et fibre optique Dans ce
qui suit, nous présentons quelques modeéles bien connus qui sont d’une grande intérét :

1. L’équation de la chaleur dans un espace unidimensionnel

U = kg,

ou k est une constante.
2. L’équation d’onde dans un espace unidimensionnel donnée par

2
Ut = C Ugy

ol ¢ est une constante.

3. L’équation de Laplace

Ugg + Uyy = 0

4. I’équation du télégraphe

Uy = AUy + buy + cu

ou a, b et ¢ sont des constantes.

Département de mathématques et informatique oeb



1.2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES :

Quelques exemples concrets des EDP non li-
néaires :
1.Equation d’advection donnée par
up + uug = f(x,t).
2.Equation de Burgers donnée par
Ut + Uy = AUy, -
3. Equation de Korteweg de-Vries (KdV) donnée par
Uy + autly + by, = 0.
4. Equation KdV modifiece (MKdV) donnée par
U — 6U? + Ugyyy = O.
5. Equation de Boussinesq donnée par
Up — Ugg + 3(U?) 2w — Upgez = 0.
6. Equation de Schrodinger donnée par
ity + Uge + y|uPu = 0.
7. Equation de Camassa-Holm (CH) donnée par

Up — Upgr + QU + 3UUL = 2UpUpy + Ulggy.

EDP homogeénes et non homogeénes :

Définition 8 Une EDP d’ordre quelconque est dite homogéne si son second membre est
nul, c’est-a-dire si elle est de la forme ot lopérateur différentiel L est une application
linéaire et u est la fonction inconnue, sinon on appelle une EDP non homogéne.

Exemple 6 Soient les EDP suivantes :

u = Mg, (a)

Uy = Uge +x.  (b).

L’EDP (a) est homogene, car tout les termes de I’équation ne contiennent que des
dérivées partielles de u.
L’EDP(b) est non homogene, car un terme de I’équation contient la variable dépen-

dante x.

Département de mathématques et informatique oeb



1.2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES :

Solution d’une EDP :

Définition 9 Une solution d’une EDP est une fonction u telle qu’elle vérifie I’équation
donnée et vérifie également les conditions données.

Exemple 7 La fonction :

u(z,t) = sin x exp(—4t)

est une solution de ’'EDP :

U = —4dug,.
Exemple 8 La fonction suivante

u(z,y) = sinxsiny + 22,

est une solution de L’EDP :

Upy = Uyy + 2.

Classifications d’une EDP de second ordre :

Définition 10 ([253/)Une EDP linéaire du second ordre & deux variables indépendantes x
ety
Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Buy, + Fu =G, (1.6)

est généralement classée en trois classes d’équations ([18]), ([17]), & savoir :
1) Parabolique : ’équation parabolique est une équation qui satisfaite la propriétée

suivante :

B? —4AC =0.

Des exemples d’équations paraboliques sont les équations de flux de chaleur et de
processus de diffusion.

L’équation de transfert de chaleur.
Uy = kumaz

Exemple 9 ou la variable dépendante u = u(x,t) dépend de la position x et de la variable

de temps t.

2) Hyperbolique : I’équation hyparbolique est une équation qui satisfaite la proprié-
tée suivante :

B? —4AC > 0.

Des exemples d’équations hyperboliques sont les équations de propagation des ondes.
La vague équation.

Up = Uy

Département de mathématques et informatique oeb



1.3. LES EQUATIONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES DE TYPE
VOLTERRA :

3) Elliptique : I'équation ellliptique est une équation qui satisfaite la propriétée sui-
vante :

B? —4AC < 0.

Des exemples d’équations elliptiques sont ’équation de Laplace et I’équation de Scho-
dinger.
L’équation de Laplace dans un espace a deux dimension.

Ugz + Uyy = 0.
L’équation de Schrodinger de la forme :
iy + Uge + y|ulPu = 0.
Exemple 10 Soient les EDP du second ordre suivantes :
up = 4y, (a),

I’équation en (a) est parabolique.

U = 4Uyy, (b)
I’équation en (b) est hyperbolique
Ugy + Uy =0, (c).

I’équation en (c) est elliptique.

Les équations intégro-différentielles de type Vol-
terra :

Il y a deux types d’équations intégro-différentielles, représentées dans le type Voltera
et le type Fredholm. Les équations intégrales dépendent d’une fonction K, qu’on appelle
noyau de I’équation. La principale différence entre les équations intégrales de Fredholm et
celles de Volterra se trouve dans les bornes de I'opérateur intégral : celles des équations

de Fredholm sont fixes, tandis que celles des équations de Volterra sont variables.

Définition 11 (/22]) L’équation intégro-différentielle de type Volterra apparait dans la

forme :

W™ (z) = f(z) + /\be(x, Bu(t)dt, (1.7)

ott ™ indique la n**™¢ dérivée de u(z). Autres dérivés de moindre ordre peuvent

apparaitre avec u(™ sur le coté gauche.

Exemple 11 L’équation integro -différentielle de type Volterra définies par :

u'(z) = -1+ %ﬁ — ze® — ftu(t)dt, u(0) =0, (1.8)
et
u"(z) +u'(x) =1 — z(sine + cosz) — [tu(t)dt, u(0)= -1, «/(0) =1. (1.9)

0

Département de mathématques et informatique oeb



CHAPITRE 2

Quelques méthodes analytiques

Dans ce chapitre, nous présentons brievement quelques méthodes analytiques : la mé-
thode de décomposition d’Adomian (ADM), la méthode de perturbation d’homotopie
(HPM), et la transformée de Laplace (LT).

Méthode de perturbation d’homotopie (HPM) :

La méthode de perturbation d’homotopie, a été proposée et développée par le ma-
thématicien chinois Ji-Haun-He en (1999), ([10]), ([11]). Cette méthode a été largement
utilisée pour résoudre des problémes de frontiére non-linéaire et & valeur initiale. La mé-
thode de perturbation d’homotopie, est un outil mathématique puissant pour étudier une
grande variété de problémes apparaissant dans différents domaines. Elle est obtenue avec
succes par la combinaison de la théorie de I’homotopie dans la topologie avec la théorie de
la perturbation. La caractéristique importante de la méthode de perturbation d’homotopie
est qu’elle fournit une solution presque exacte a un large éventail de problémes linéaires
et non-linéaires, sans la nécessité d’hypothéses irréalistes, la linéarisation, la discrétisation
et le calcul des polynomes Adomiann ([§]).

Description de la méthode

Pour illustrer le concept de base de cette méthode ([15]), nous considérons ’équation

différentielle non-linéaire suivante :
A(u) — f(r)=0,7r € Q, (2.1)

avec les conditions aux limites :

ou
B <u a_n> —0,rel. (2.2)

ou A est un opérateur différentielle général, B est un opérateur définissant les condi-
tions aux limites, f(r) est une fonction analytique connue, u est la fonction inconnue et

I' la frontiére du domaine €2 . D’une facon générale, 'opérateur A peut étre décomposé

16



2.1. METHODE DE PERTURBATION D’HOMOTOPIE (HPM) :

en deux opérateurs L et N, ou L est un opérateur linéaire et N est un opérateur non

linéaire. Donc I’équation peut étre réécrite comme suit :
L(u) + N(u) — f(r) = 0.
On construit I’ homotopie : v(r,p) : 2 x [0,1] — R, qui satisfait :
H(v,p) = (1 = p)[L(v) — L(uo)] + p[A(v) — f(r)] =0, (2.3)

H(v,p) = L(v) — L(uo) + pL(uo) + p[N(v) — f(r)] = 0. (2.4)

Avec r € Q, p € [0,1] est le parametre d’homotopie et ug est une approximation
initiale de I’équation (2.1 qui satisfait les condition aux limites ([2.2]).

D’apres les équations ([2.3)) et (2.4) nous avons :

H(v,0) = L(v)— L(up) =0,
H(v,1) = A(v)— f(r)=0.

Le changement de p de zéro a I'unité transforme uy(r) en u(r). En topologie avec cette
derniére propriété, la fonction v(r, p) est appelée homotopie. Selon la méthode HPM, nous
pouvons utiliser le parameétre p comme un petit parametre, et supposons que les solutions
des équations et peuvent étre écrites comme une série de puissance de p :

v =1vg 4 pvy + pPog+ ... = Zpiv,-. (2.5)
i=0
Pour p = 1, la solution approximative de I’équation (2.1) devient :

u:lirriv:voqul—i—vg—i—...:Zvi. (2.6)
i=0

p;}

Analyse de convergence

Dans ce paragraphe, on étudie la convergence de la méthode HPM ([4] , [3]). On peut

érire la relation ([2.4]) comme suit :
L(v) = L(uo) = p[f (r) = L(uo) — N(v)], (2.7)

et en remplacant (2.5) dans (2.7)), on obtient :

L(E ) - D) =p |10~ L) = ¥ (£ 0] (23)

ainsi
+o00o +oo |
5 L(w) = L) =p | ) - L) = ¥ (£ )| (29)
1=0 1=0
oo
D’apres le développement de Maclaurin de N (>~ p'v;) par rapport a p, nous avons :
i=0
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2.1. METHODE DE PERTURBATION D’HOMOTOPIE (HPM) :

v(Ere) = 2 G (5),
Vi | = — Vi .
z‘:op i=n—0 \ 1! Op" i:op ngp

D’apres ([7]), on a :

alors

N 4 i = —_N ! 7 /L'

Posons :

10"
Hn(vo,vl, ...,/Un) = ﬁa_p” |:N <

ou H, sont appelés polynomes de He ([7]). Alors
N <Z Pivz’) = Z Hyp'.
=0 i=0
En remplagant (2.12)) dans (2.9), on obtient :
5 L)~ Lw) = [10) - Liu) - £
i=0 iz

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p, on trouve :

P’ : L(vo) — L(ug) =0,

p' : L(w) = f(r) = L(u) — Ho,
p* . L(w) = —Hy,

p* © L(vg) = —Ho,

p" o L(ve) = —H,
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Par conséquent on trouve :

p Vo = Uo,

pt o+ or=LTN(f(r) —ug — L7 (Ho),
p* o v =—L7Y(H),

p? v3 = —L 1 (Hy),

P U = L7 (Ha),

(2.15)

Théoréme 1 La solution de [’équation obtenue par la méthode de perturbation d’ho-

motopie est équivalente a la détermination de S, donnée par :

Sn:U1+U2+...+Un,SOZO,

en utilisant le schéma itératif
Sn-i—l = _L_an(Sn + UO) — U + L_l (f(T‘)) )

ou
Nn <sz) = ZHZ',HZO,I,Q,‘..
=0 1=0

Preuve. Pour n = 0, d’aprés (2.17)), on a :

Sy ==L "No(So + vo) —uo + L7 (f(r)) = =L (Ho) — ug + L7 (f(r)).

Alors
v = =L (Ho) —ug + (f(r)).
Pour
Sy = —L7'N,(Sy + vo) — ug + L7 (f(r)),
= —L7NH, + Hy) —ug + L7(f(r)),
= —L7YH) + 0.

Selon S5 = v; + v, on obtient :
Vo = —L_l(Hl)
La démonstration de ce théoréme se fera par induction. Supposons que :

Vpy1 = —L 7 (Hy), pour k=1,2,3...,n —1,

Département de mathématques et informatique oeb

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)



2.1. METHODE DE PERTURBATION D’HOMOTOPIE (HPM) :

donc
Spi1 = —L7IN.(S, + o) — ug + L7Hf(r))
_ (z HZ-> )

= - ZOLA(HJ —uo+ L7 (f(r))
= v+ v+ ... +v, — LTH(H,).
Puis, a partir de (2.16|), on peut trouver

Upp1 = —L7H(H,).

Ce résultat est identique a celui de (2.15]) obtenu par la méthode HPm

Théoréme 2 Soit B un espace de Banach

1) i}vi converge vers S € B, si
30 <A< 1) tel que (Vn € N = ||v,]| < A|vp-1]])- (2.20)
2)S = ivi vérifie
S =—L'N(S+wvg) —uo+ L (f(r)). (2.21)
Preuve. 1) on a :

1Sst = Sull = [onsall < Aoall < A2 ool < oo < A oo

Pourn,m € N [ n >m, nous avons :

HSn - SMH = H(Sn - Snfl) + (Snfl - Sn72) +..t (Sm+1f - Sm)H
< ||Sn - Sn—IH + HSn—l - Sn—2|| +ot HSm+1 - SmH
< N [Juoll + A" Jwol | 4 - 4+ A ol
< (AT AT (oo
< (WM LN L) o
< NI H A+ A+ L) ol
A
< T lluol
Ainsi
n,}rizllloo HSn B Sm” =0

(Sn)n>0, est suite de Cauchy dans lespace de Banach, et elle est convergente, c’est-a-dire :

S € B,avec: lim S, = > v, = S.

n—00 nel1
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2) Dapres (2.17), on a :

Jm S = —L7 m No(S, 4 v) — o + L7 (F(1)
I 'lm N, (z) g+ LN ()
n—00 i=0
S — —L ' lim S Hi—uo+ L (f(r))

= LY Hi— o+ L0,

=0

A partir de (2.18) et (2.19), pour p = 1, il vient

S =N (Su).

Donc
S — _IN (i‘f ) o+ L))
= —L7'N(S+ o) — ug + LHf(r)).
| ]

Lemme 1 L’équation est équivalente a :
L(u) + N(u) — f(r) = 0. (2.22)
Preuve. On écrit l’équation comme suit :
S+ug=—L'N(S+vo) + Lf(r)).
En appliquant l'opérateur L a I’équation précédente, on obtient :
L(S +up) = —N(S + vy) + f(r).

Comme ug = vy,

L(S+v9) =—=N(S+wv) + f(r).

Soit .
u=>5S4uv =Y v,
i=0

[’équation devient [’équation d’origine. W

La solution de l’équation est la méme que celle de la solution de
Afw) = f(r) =0.

Définition 12 Pour tout i € N, on définit :
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W Bl o
Oa ”UZH =0.

o
Dans le Théoréme précédent Y v; converge vers la solution exacte, lorsque 0 < \; < 1.
i=0
Si v; et v} sont obtenus par deux différentes homotopie, et \; <\, pour chaque i € N
oo o0

le taux de convergence de > v; est supérieure a» v
i=0 i=0

Exemple 12 On considére I’équation de Riccati suivante:

I 2 >
{u 2u—u*+1,t >0, (2.23)

u(0) =0
Selon la méthode HPM, on peut construire ’homotopie suivante :  u : 2x[0,1] — R
(1—p)(v —uh) +p' —20+0>—1)=0,p e [0,1], t € Q. (2.24)
les solutions de I’équation , peuvent étre écrites sous forme de série :
v = vy + pvg + pPug + ... (2.25)

En remplagant (2.25) dans (2.24]) et en identifiant les termes avec ceux de mémes
puissances de p, on obtient :

r
Vg = Uy

=

vy +up+uy —1=0

N

Ué + 21)0?)1 =0

BRI

o v+ + 2090 =0

Par conséquent, les premiers termes de la solution sont données par :

p Vo :t7
1

pl . vl:z_l(_1+€t_2t+2t2)’
1

P’ vy = 1 (£ — %' +2t%)

En prenant p = 1, la solution approximative de I’équation (2.23)) est donnée par :

U =7vy+ V1 +Vy+ ...
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ce qui veut dire que :

1 1
u:t+1(—1+et—2t+2t2) +Z(t2—t2€t+2t3) +
D’autre part, aprés 'utilisation du développement de Taylor de e! aux voisinage de

zéro, la solution de I’équation (2.23)est donnée par :

1. 1 7 7 53
= t+2 43—t -
b B L T AT

1 V2 -1
u = 1+ﬂtanh<@+§log<\/§+1)>.

T+

Meéthode de décomposition d’Adomian (ADM) :

La décomposition d’Adomian est une méthode semi-analytique développée par le ma-
thématicien américain George Adomian ([I]) durant la seconde partie du X X°¢ siecle.
Elle est utilisée pour la résolution large éventail des problémes dont les modéles mathé-
matiques impliqués, & savoir les problemes algébriques, différentiels, intégrales, intégro
différentielle, les équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur et les équations aux
dérivées partielles. L’avantage de cette méthode est qu’elle permet de résoudre par un
schéma direct le probléme considéré et donne la solution sous forme d’une série infinie,
qui converge rapidement vers la solution exacte si elle existe ([6]).([15])

Description de la méthode :

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, on considére 1’équation fonctionnelle
suivante :
Fu=g, (2.26)

ou F' représente un opérateur différentiel ordinaire ou partiel non linéaire comprenant
des termes linéaires et non-linéaires et g est une fonction connue. La partie linéaire est
généralement décomposée en L+ R, ot L est un opérateur différentiel facilement inversible
et R représente le reste de I'opérateur linéaire. Dans ces conditions, I’équation précédente

peut s’écrire sous la forme suivante :
Lu+ Ru+ Nu =g, (2.27)

avec N un opérateur différentiel non-linéaire.
Nous pouvons écrire I’équation (2.27) comme suit :

Lu=g— Ru— Nu. (2.28)
En multipliant 1’équation ([2.28) par L™!, on obtient :
L 'L(u) =L 'g— L Y(Ru) — L™Y(Nu). (2.29)
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on L' = [[..[(.)(dt)" est Pinverse de 'opérateur L.
Puisque
L_1<Lu) =u—=e,

et © est la constante de I'intégration.
Par conséquent, I’équation (2.29)) devient :

u=¢+ L g— L Y(Ru) — LY (Nu). (2.30)

La méthode d’Adomian consiste & rechercher la solution sous forme d’une série :

U=y Up, (2.31)
n=0

puis a décomposer le terme non-linéaire Nu sous forme d’une série :

Nu=3 A, (2.32)

n=0
Les termes A,, sont appelés polynéomes d’Adomian et sont obtenus grace a la relation

suivante : Lo
A (o, up) = G [ (Z )\Zuz>} ,n=0,12,.. (2.33)
A=0

oll A est un parameétre réel introduit par convenance.

En substituant les équations ([2.31)) et ( - ) dans , on obtient :

N, =9+ L lg—L 'R u, — L' Y A, (2.34)
n=0 n=0 n=0
D’ou on déduit
=+ L7

Uy = —L_lRu() - L_lAO
Uy = —LilRul — LilAl
(2.35)

Upy1 = —L 1 Ru, — L7tA,.
Il est & noter que cette identification n’est pas unique mais c’est la seule qui permet

de définir explicitement les u,,. La relation (2.35])) permet de calculer tous les termes de la

série sans ambiguité car les A,, ne dépendent que de ug, uy, ..., Uy,.

En pratique, il est presque impossible de calculer la somme de la série > w,, (sauf pour
n=0
des cas trés particulier). Aussi se contente-t-on généralement d’une solution approchée ¢,,,

sous la forme de série tronquée :
n—1
= > u, n>1
i=0

La question qu’on peut poser est comment déterminer les (A,), > 0 et a quelles
conditions la méthode converge.
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Les polynémes d’Adomian :

Définition 13 Les polynomes d’Adomian sont définis par la formule :

Ap(ug) = N(up)
=0 A=0

La formule proposée par G. Adomian pour le calcul des polynémes d’Adomian (A, ),>o

est la suivante [Adomian, 1997] :

Ag(ug) = N(uo),
Al(u(),ul) = Ul—uN(Uo),

) 1, &
AQ(U(), ul,u2) = UQ%N(UO) —+ Eule(uo),
0 0? 1,0
Ag(UO,Ul,Ug,U3) = U3%N(U0) +U1U2wN(U0) + S'UIWN(UO)’

Cette formule s’écrit sous la forme :

A, =] c(v,n)N(”)(uo), n>1,
v=0

ou ¢(v,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des v termes
u; dont la somme des indices i est égales & n, m étant le nombre de répétitions des mémes

termes dans le produit.

Convergence de la méthode ADM :

D’importants théorémes ont été donnés impliquant des condition suffisantes de conver-
gence. Toutes ces conditions portent sur 'opérateur non linéaire N.([15])

En effet, de la relation (2.35)) on déduit :

Théoréme 3
Si > A, <+4ooalors Y u, < +0o0, (2.37)
n>0 n>o

et réciproquement.

Les premiéres preuves de convergence ont été citées par Yves Cher ruault. Elles sont
basées sur la méthode du point fixe.

Donnons les grandes lignes de la démonstration (voir [Cherruault,1990] pour plus de
détails).
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Notons d’abord que la méthode décompositionnelle appliquée a (2.26)) se rameéne a la
recherche d’une suite :

Sp = U1+ Us + ... + Uy,

avec Sy = 0 et vérifiant la relation récurrente suivante :
Théoréme 4
Spa1 = N(up+ Sn), So=0, up=9g, n=0,1,2, ... (2.38)
On en déduit le résultat de convergence suivant :

Théoréme 5 Si l'opérateur N est une contraction (c’est-a-dire vérifie|| N|| < 6 < 1)

alors

la suite (S, ), satisfaisant la relation de récurrence S, .1 = N(ug+S5) avec Sy = 0,n > 0
converge vers S solution de S = N(ug + 5).
Preuve. voir ([15]) [KHALOUTA Ali] m

D’ou la convergence de la suite (S,),vers S.
Par ailleurs, on a :

ZAn:Zum

n>0 n>1

et comme ) u,, est convergente d’aprés le Théoréme précédent , on a alors le résultat
n>1
suivant :

Corollaire 1 Si N est une contraction alors les séries des u,, et des A,, sont convergentes.

De plus, > u, est solution de [’équation
n>0

Fu=g.

Exemple 13 Soit I’équation différentielle non-linéaire suivante

u—e"=0,t>0
{ w(0) = 0 , (2.39)
On a
Lu=1u'et Nu=¢e"
avec L = 4(.).
L~ 'représente une simple intégration de 0 & t. On trouve
u="> u, =u0)+ L1 A, (2.40)
n=0 n=0
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Les polynomes d’Adomian sont :

AU = 6“0,
Al = Ui,
L
Ay = us+ ol
1 4
A3 = us+ujus + §u1
Par conséquent on a :
Uy = O,
uy = —L_I(A()) = t,
1 2
Uy = —L (Al) = —,
2
1 £
us = L~ (Ag) = —,
3
LAy =
u — — g
4 3 4 )
D’aprés ([2.40]), on a la solution de (2.39) sous forme d’une série infinie donnée
par :
_i _t+t2+t3+t4+
u= 2 Uy = sty tgt-

Transformée de Laplace :

La méthode de la transformée de Laplace est un outil puissant utilisé pour résoudre
les équations différentielles et intégrales. La transformée de Laplace change les équations
différentielles et les équations intégrales en équations polynomiales qui peuvent étre faci-
lement résolu, et donc en utilisant la transformée de Laplace inverse donne le solution de
I'équation donnée, [22]).

Définition 14 La transformée de Laplace d’une fonction f(x), pour x > 0, est définie
par

F(s) = L{f(z)} = zoe”f(x)dfm (2.41)

ol s est un réel et L est appelé 'opérateur de transformée de Laplace.

Condition suffisante d’existence de £ {f(x)} :

Si f(z) a des discontinuités infinies ou si elle est rapidement grande, alors F'(s) n’existe
pas. De plus, on a besoin d’un condition important d’existence de la transformée de
Laplace F'(s) est que F'(s) doit disparaitre lorsque s tend vers 'infini. Cela signifie que :
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lim F(s) = 0.

500
En d’autres termes, les conditions d’existence d’une transformée de Laplace F'(s) de
toute fonction f(x) sont :
1. f(x) est continue par morceaux sur 'intervalle d’intégration 0 < x < A pour tout
A positif,
2. f(z) est d’ordre exponentiel e* lorsque z — oo, (i.e) soit |f(x)] < Ke*, x> M,
ol a est une constante réelle, K et M sont des constantes positives.

Propriétés des transformées de Laplace :

A partir de la définition de la transformée de Laplace donnée dans (2.41)), on peut
facilement écrire les propriétés suivantes des transformées de Laplace :

1). Multiple constante :
Liaf(z)} = al{f(z)}

a est une constante. Par exemple :

L{4e"} = AL{e") = 3%1

2). Propriété de linéarité :

Li{af(x) +bg(x)} = aL{f(x)} + bL{g(x)},

a, b sont des constantes. Par exemple :

4
Liar +30%) = AL{z} +3L(") = 5 + f—3
3). Multiplication par x :
d /
L{zfx)} = - LAf(2)} = —F(s).
Par exemple :
: d . d 1 2s
LA{zrsinz} = —Eﬁ{smx} =- (32 " 1) = m

Pour résoudre des problemes de valeur initiale ou équations intégrales, nous utilisons
le tableau suivant de transformées de Laplace élémentaires ci-dessous :

Tableau 1.1 Transformées de Laplace élémentaires

oo
f(x) | F(s)=L{f(2)} = [e*" f(x)dx
0
c £,5>0
x" Sﬁ% = Fiﬁf),s >0,Ren > —1
e’ Sia, s>a
] a
Sin ax s2—|—_a,2
S
cosar | i
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4). Transformées de Laplace des dérivées :

L{f(@)} = s{f(=)} = f(0), (2.42)
L{f (@)} = s*L{f(x)} - sf'0) = f(0),
L{f"(@)} = sSL{f(x)} —s*£(0) — sf(0) — £(0),

L{fM@)} = s"L{f(x)} =" f(0) = . = sf"72(0) — f7D(0).

Le produit de convolution :

Définition 15 Soient f: R, — Cetg: R, — C.

Le produit de convolution de deux fonctions f et g qu’on le noté f x g est défini par :

T

(fxg)(x) = [ f(z —7)g(T)d(T).

0

Pour la transformée de Laplce, on a les propriétés suivants :

1) Soient f : Ry — C et g : Ry — C deux fonctions, telles que f admet une
transformée de Laplace £ {f(x)} (s) et g admet une transformée de Laplace £ {g(x)} (s).

Alors

LAfxg(x)}(s) = LS (@)} (s).L{g(x)} (s).
2) Soit f : Ry — C une fonction admettant une transformée de Laplace £ {f(x)} (s) =
F(s).
Alors
LA{z"f(2)} (s) = (=1)"F"(s).

Transformée de Laplace inverse :

Définition 16 Si la transformée de Laplace de f(x) est F(s), alors on dit que La trans-

formée inverse de Laplace de F(s) est f(x).donnée par :

LHFE)} = () = == | exp(sa)F(s)ds,

27”’y—i.oo

ot £L7! est opérateur de la transformée de Laplace inverse.

Remarque 1 La propriété de la linéarité est également valable pour la transformée de

Laplace inverse. Cela signifie que

L1 {aF(s)+bG(s)} = alL M {F(s)} +bL{G(s)} (2.43)
= af(z) +by(x).
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Notez que les systémes symboliques informatiques tels que Maple et Mathematica peut
étre utilisé pour trouver la transformée de Laplace et la transformée de Laplace inverse.
La méthode de la transformée de Laplace et la méthode de la transformée de Laplace

inverse seront illustrés a 'aide d’exemple suivant.
Exemple 14 Résoudre le probléme a valeurs initiales suivants :
y' +y=0y(0)=1y(0) =1 (2.44)
En prenant les transformées de Laplace des deux cotés de 'ODE (2.44]), on obtient :

L{y(x)} = Y(s),
L{y" ()} = s"L{y(s)} —sy(0) —y/(0)
= §°Y(s)—s—1.

et en utilisant les conditions initiales dans 'ODE (2.44)), on trouve :

S 1

. 2.4
32+1+32+1 (2.45)

Y(s) =

Pour déterminer la solution y(z) on prend alors la transformée de Laplace inverse £

aux deux coOtés de la derniére équation on aura :

c—l{Y(s)}:L—l{ s }+£—1{ ! } (2.46)

s2+1 s2+1

Par conséquent la solution est de la forme :

y(x) = cosz +sinx. (2.47)
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CHAPITRE 3

Applications

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de perturbation d’homotopie (HPM),
la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) et la transformée de Laplasse (LT) pour
résoudre des équations différentielles ordinaires, aux dérivées partielles linéaires et non

linéaires, aussi une équation intégro-différentielle de type volterra .

La méthode HPM pour une équation différen-
tielle ordinaire non linéaire

Exemple 15 ([15])Soit une équation différentielle non-linéaire suivante :

{u’—l—u2:0,

w(0) = 1. (3.1)

On cherche la solution avec la méthode HPM, nous pouvons construire [’homotopie sui-
vante :u : Q (x[0,1] = R

(1 =p)(v' —up) +p(v' +v*) =0,p € [0,1], t €, (3.2)
avec ug = 1.La solution de léquation( , peuvent etre écrites sous forme de la série :
v = vy + pv1 + p*vs + ... (3.3)

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p, on obtient :

0

r
Vo = Uy,
1 / 2
vy = —up — vy, v1(0) =0,
2 !
vy = —2uvgvy, v2(0) = 0,

31



3.2. LA METHODE ADM POUR UNE EQUATION DIFFEREN-

TIELLE ORDINAIRE NON LINEAIRE :

Par conséquent, les premiers termes de la solution sont donnés par :

P’ w=1,
pl LU = —'[I,
2 Vs :t2,

Donc la solution de I’équation (3.1)) est de la forme :

v = limv=vg+uv1+ve+...=1—t+t*— .

p—>1
& 1

= —t)'=— -1<t<1
n;o( ) 1+t

La méthode ADM pour une équation
tielle ordinaire non linéaire :

Exemple 16 On considére l’équation différentielle non-linéaire suivante :

w4 u? =0,
u(0) = 1.
On a

Lu=1', et Nu=u?

avec L (\) = 4 ()

ot
L~ représente une simple intégration de 0 & £. On trouve

u= Y u, =u0)— LY A,
n=0 n=0

Les polynomes d’Adomian sont :

AO = U?),

A1 = 2UOU1,

A2 = 2U0U2 + U%,

A3 = QUOU3 + 2U1U2,

par conséquent on a :
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3.3. LA METHODE DE TRANSFORMEE DE LAPLACE POUR UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE NON LINEAIRE :

u = 1,

u, = —LHAg) = —t,
uy = —L YA =1,
uz = —LYAy) = —t%,
ug = —L7YAs) =1t

D’aprés (3.5)) on a la solution de (3.4) donnée par :

u o= Su,=1—t+12—t34tt— ..
n=0

S 1
5T

La méthode de transformée de Laplace pour une
équation différentielle non linéaire :

Exemple 17 résoudre le probléeme a valeur initiale suivante :

/ 2 __
{u +us=0,t € (3.6)

u(0) = 1.
En prenant les transformees de Laplace des deux cotés de 'ODE (3.6)), et en utilisant

la condition initiale, on trouve :

L} +L{u?} = 0
sU(s) =1+ L{u*} = 0

Par conséquent

U(s) :l—éﬁ{ﬁ}.

S

Remarque 2 Dans ce cas, il n'est pas possible de résoudre directemen. Nous utilisons

donc les polynomes d’Adomian pour u?(t) et en utilisant la relation du recurence on trouve

Us(s) — é

Y

Clup} () = —%ﬁ{Ak},kzzo.
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3.4. LA METHODE HPM POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES ET NON LINEAIRES :

Pour déterminer la solution u, on prend alors la transformée inverse de Laplace £~ aux
deux cotés de la 1°7¢ partie du derniére équation, et en utilisant la relation de récurrence
on obtien :t

Ug = ]_,
Uy = —LL,
Uy = t2,
Us = —t3,

Cela donne & son tour la solution par :

& 1
u(t) = —t)'=—-1<t<1
()= 20" =15

La méthode HPM pour les équations aux déri-
vées partielles linéaires et non linéaires :

Les équations de Schriédinger :

Les équations de Schrodinger se produisent dans divers domaines de la physique, y
compris 'optique non linéaire, I’hydrodynamique, physique des plasmas, supraconducti-
vité et mécanique quantique. Par exemple, I’équation linéaire de Schrodinger discute de
I’évolution temporelle d’une particule libre, et les équations de Schrodinger non linéaires
cubiques présentent des types de solutions. De nombreuses méthodes sont généralement
utilisées pour traiter les équations non linéaires telles que la méthode de diffusion inverse,
la méthode de tanh, les formes bilinéaires de Hirota, Transformation de Backlund, mé-
thode d’itération variationnelle (VIM) [[12]] et d’autres méthodes également, ([20]),([19]).

L’équation linéaire de Schrédinger :

Exemple 18 Premierement, nous considérons [’équation linéaire de schrodinger

U + iz, = 0, u(x,0) =1+ cosh(2x), (3.7)

ol u(z,t) est une fonction complexe et 2 = —1.
D’apreés ([2.3)), une homotopie (z,t,p) : Q x[0,1] — C peut étre construit comme suit :

(1 = p)(ve — uoy) + p(vy + ivg,) =0, (3.8)

p € [0,1],(x,t) € Q o up(z,t) = vo(x,0) = u(x,0) et up; = %
Essayons maintenant d’obtenir une solution de (3.7)) sous la forme

v(x,t) = vo(x,t) + pvi(w,t) + pog(x,t) + ... (3.9)
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3.4. LA METHODE HPM POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES ET NON LINEAIRES :

En remplagant (3.9) par (3.8)), et en assimilant les termes a les puissances identiques
de p, donne :

P’ vy =0, (3.10)

V14t + o,z = 07

Vo ¢ + ivl,mx = 07

n . : _
b . Un,t + Wn—1,202 = 07

n = 3,4,5...
avec les conditions initiales suivantes :

1+ cosh(2x),2 =10
vi(x,0) —{ ¥ eos A 2)3 (3.11)

La solution du systéme (3.10]), avec les conditions initiales (3.11]), peut étre facilement

obtenue comme suit :

vo(z,t) = 1+ cosh(2z), (3.12)
vi(z,t) = —4itcosh(2z),
vy(z,t) = —8t?cosh(2z),

32
vg(z,t) = ?itg cosh(2x),

32
vy(z,t) = Et‘l cosh(2x),

128

vs(z,t) = —Eit5 cosh(2z), (3.5)

De cette maniére, les autres composants peuvent étre facilement obtenu. Remplacer
(3.12)) par (2.6) donne

32 32 128
u(z,t) =14 cosh(2x) | 1 — 4it — 8% + —Zitd + =t — ——it’ — ... | .
3 3 15
Par conséquent, la solution exactes de (3.7))
u(z,t) = 1+ cosh(2z)e ¥

est facilement obtenu en utilisant le développement en série de Taylor de e~4%,

L’équation non linéaire de Schroédinger :

Exemple 19 On considére d’abord léquation de Schrodinger cubique non-linéaire

iy + Upg +m |u)® u = 0, u(z,0) = ™2, (3.13)
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3.4. LA METHODE HPM POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES ET NON LINEAIRES :

ol m et n sont des constantes.

On construit 'homotopie (z,t,p) : Q x [0,1] — C qui satisfait

(1 —p)(ivy —dugy) + p(ive + Vg +m \0\2 v) =0, pelo,1],(x,t) € Q, (3.14)
ou
(1 —p)(ivy — iugs) + p(ive + Vaw + m1)217) =0, pe|0,1],(x,t) €9, (3.15)
ou

uo(,t) = vo(x,0) = u(x,0), [v|* = v
et v est le conjugué de v.

Supposons que la solution en série de (3.15]) et son conjugué aient les formes suivantes :

UIUo(l',t)+p1}1($,t)+p2'l]2(l’,t)+..., (316)

v = g(z,t) + pvy(x,t) + p*Va(z, 1) + ... (3.17)
Nous remplagons ((3.16)) et (3.17)) par (3.15]), et en assimilant les termes a les puissances

identiques de p, on a :
P’ vy, =0, (3.18)
Pl : 7:‘/1,15 + Vo,zz + mvgﬁo = 07

. 9_ _
1o + V1 gz + MU + 2mugn10 = 0,

3 . 2 9 _
1U3.1 + Vg + MUGDe + Mg (v] + 209v2) + 2mugv107 = 0,
p4 . Z'U47t -+ U3’$z -+ ml)gl_)g + 2m170 (U(ﬂ)g -+ Uﬂ)g)—f—
' muy (v3 + 209v2) + 2mugv s = 0,
5 - 2. _ 9
P’ st A+ Ugge + MUGTy + mUo (V3 + 20904 + 20103)+

2m171 (7)0’03 + 1)11)2) + @2(@% -+ 2’00’02) -+ 2m1)071163 = 0.

avec les conditions initiales suivantes :
nwxr /l: — 0’

€ )
vi(z,0) _{ 0,i=123,.. (3.19)

La solution du systéme (3.18)), avec la condition initiale (3.19)), s’obtient facilement

comme suit :

vo(z,t) = ™7, (3.20)
vi(z,t) = i(m—n?)te"™,

ve(z,t) = —i(m — n?)? e,

vg(z,t) = —é(m —n?) e,

vg(z,t) = ﬂ(m — n?)ttem

vs(z,t) = éo(m —n?)PtPem,
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3.5. LA METHODE ADM POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES ET NON LINEAIRES :

Les autres composants peuvent également étre facilement obtenus.
en remplacant (3.20]) par (2.6) donne

, 1 1 '
u(w,t) = e™* (1 +i(m —n?)t — §(m — 0?2 — —(m —n?)>t — ﬂ(m —n?)4t 4 1;—0(m —n?)’t° —

Par conséquent, la solution exacte de (3.13]) est de la forme :

u(a,t) = 0=

b

est facilement obtenu en utilisant le développement en série de Taylor de eilm—n)*t
La méthode ADM pour les équations aux déri-
vées partielles linéaires et non linéaires :

Léquation linéaire de Schroédinger :

Exemple 20 Considérons léquation linéaire de Schréodinger

Up + WUz = 0
{ u(x,0) = 1 + cosh(2x) (3.21)

ol u(z,t) est une fonction complexe et i? = —1.

D’aprés (3.21)) :
Ly = —iL ,u, (3.22)

L~!représente une simple intégration de 0 & ¢.

On trouve

L 'Ly = —iL 'Lyu (3.23)
u(z,t) —u(z,0) = —iL 'Lyu(z,t)dt,

par conséquent, léquation (3.23|) devient :

u(z,t) = u(z,0) — L Ly,u(z, t)dt, (3.24)
La méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une serie :

o0

u(z,t) = > up(x,t), (3.25)

n=0

En substitusant léquation (3.25)) dans ([3.24)), on obtient :

S (w,t) = u(w,0) —iL Loy S un(a,t)dt, (3.26)
n=0 n=0

D ou on déduit
Uo(% t) = U((E, O)
Upr1 = —i L7 Lygug(x, t)dt
k=0,1,2, ...
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3.5. LA METHODE ADM POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES ET NON LINEAIRES :

Par conséquent on a :

up(x,t) = 1+ cosh(2z),

ui(x,t) = —4itcosh(2z),
uy(z,t) = —8t*cosh(2z),
ug(z,t) = %z’t?’ cosh(2z),

32
ug(z,t) = §t4cosh(2x),

D apres (3.25)) on a la solution de (3.21)) donnée par :

S 32 32
w o= 2 un =1+ cosh(2z) <1 — dit — 8t* + it + ot — )

= 1+ cosh(2x)e .

L’équation non linéaire de Schrédinger :

Exemple 21 nous considérons léquation non linéaire de Schréodinger :

U + Uypy + M |u|2 u=20 (3.27)
u(z,0) = e™* ’ '
ol m et n sont des constantes.
D aprés (3.27) on a
Wy = Uy + M |u|2 u. (3.28)
L~ représente une simple intégrale de 0 a t.
on trouve :
L7 Ly = i L7 Lygu + Ly 'm ) w,
donc :
u(z,t) — u(r,0) =L Lyyu(z, t) + il 'mua, (3.29)
par conséquent léquation (3.29) devient :
u(z,t) = u(z,0) +iL " Lyyu(z,t) + imL 1 A,. (3.30)

La méthode d’Adomian consiste a recherche la solution sous forme d’une série :

u(z,t) = Tiun(x,t). (3.31)

En substituant léquation (3.30) dans (3.31]), on obtient :
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3.5. LA METHODE ADM POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES LINEAIRES ET NON LINEAIRES :

S up(z,t) = u(z,0) + 1L Loy 3 up(z, t)dt +imL™ > A,. (3.32)
n=0 n=0 n=0

Dou on déduit :

Ugzy = u(z,0), (3.33)
Ups1 = 1L Lygug(z,t)dt +imL A k > 0.

le terme non linéaire N (u(z,t)) est donné par :
N(u) = vt (3.34)

Compte tenu de (3.34), et en suivant les techniques formelles utilisées auparavant
pour dériver polynomes adomiens, on peut facilement en déduire que N(u)a les polydmes

suivants :

A, = ugﬂo, (3.35)
_ 92 _

Ay = 2u,uitip + ugls,
_ 2 _ _ 2 _

Ay = 2uguglip + ujtly + 2ugus iy + ugils,
_ _ _ 2 _ _ 9 _

As = 2ugustip + 2uiuslip + 2ugusly + ujty + 2oty Us + Ugls.

En conjonction avec (3.33)) et (3.35]), nous pouvons facilement déterminer les premiéres
composantes par :

uo(z,t) = ",

ui(z,t) = i(m —n?)te™,
ug(z,t) = —%(m — n?)? e,
ug(z,t) = —é(m —n?)3 e,
ug(z,t) = i(m —n?)item

Les auters composantes peuvent également étre facilement obtenus.

par (3.31)), on a la solution de (3.27)) sous forme d’une série infinien donnée par :

u(z,t) = e™* {z(m —n?)t — §(m —n?)*? — %(m — 2P 4

Par conséquent , la solution éxacte de (3.27]) est donée par :
U(ZL‘, t) _ ei(nm+(mfn2)t).

est facilement obtenu en utilisant le développement en série de Taylor de

ei(mfn2)t
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3.6. LA METHODE DE TRANSFORMEE DE LAPLACE POUR UNE
EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLE LINEAIRE :

La méthode de transformée de Laplace pour une
équation aux dérivées partielle linéaire :

Léquation linéaire de Schrédinger :

Exemple 22 nous considérons léquation linéaire de schridinger :

Up + gy = 07
{ u(z,0) =1+ cosh(2x). (3.36)
En prenant les transformeées de Laplace des deux cotés de 'EDP :
LA{u} +iLA{ug} = 0,
d?
sU(z,s) —U(x,0) + @@U(x, s) = 0,
On obtient
d2
iﬁU(x, s)+sU(xz,s) = 1+ cosh(2x)
On cherche d’abord la solution générale Ug(z, s) de I'équation ( [3.36]), on a :
d2
i—U(z,s) +sU(x,s) =0. (3.37)

dx?

Alors nous avons ’équation caractéristique auxiliaire suivante :

irt+s = 0,

r:j:\/g.

On applique la méthode deWronskien :

Donc
Upa(z,s) = ptVise

Alors la solution générale Ug(z, s) de I'équation ( [3.36]) est donnée par :

Ug(x, s) = CreY™® + Che™Visr,

D’autre part on a le Wronskien :

W = y195 — 23]

D’apres les calculs, on trouve :

W = —2Vis

Nous avons : (£.0) (£.0)
—ulx, Y2 u\x, A
N - (1 + cosh(2z))emVise t X, — (1 +cosh(2x))e—¢fs{

—/is —/is
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3.7. LA METHODE HPM POUR UNE EQUATION INTEGRO-
DIFFERENTIELLE DE TYPE VOLTERRA :

Donc on obtient :

e*\/gu’l? 1 6(27\/5)12 67(2+\/E)a:
)\1 = . + - + Ol;
—2is  4Vis | 2—Vis 2+ Vis
et .
. e~ Visz e HVis)e  —(2—Vis)z o
Po2is |24 vis 2 is |
Aprés les calculs, on trouve :
1 1 r 6233 6721 b i
MU = —— + - + CreVisT,
YT 2is T ais 12— Vis 2+ Vis) '
et 1 1 B 2 2 7]
e e " -
MUy = — — — 1 CheVisr,
V2T s 4is _2+\/E 2—\/@_ 2
Donc
Uz, s) MU+ AU i+ ! ( ! ! )+U
,T, S == = — — ,
TR s ToVis \2—Vis  2++is)
1 1
= - h(2 U,
8+4—iSCOS (2x) + Ug
On obtient : ,
)
U = - h(2 U
(x,s) S+S+ Z,cos(x)—l— e
Si ¢ = Cy = 0 la solution devient :
U(ZE, S) = m COSh(2x> + é (338)

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux cotés de ’équation ( [3.38)), on
trouve que la solution de (3.36|) est :

u(z,t) = ie”** cosh(2x) + i
La méthode HPM pour une équation intégro-

différentielle de type Volterra :

Dans ce qui suit, nous présentons la méthode de perturbation d’homotopie pour gérer
les équations intégro- différentielles de type Voltera de second type. On peut supposer un
intégro-différentielle équation du second type de Volterra donnée par :

u"(z) = f(z) + xo + [K(x, t)u(t)dt, u(0) = ag,u'(0) = ay, (3.39)
0
En intégrant deux fois les deux membres de 1 équation (3.39)) de 0 & z, on trouve :
u(r) =ag+ax + L (f(2)) + L [K(z, t)u(t)dt, (3.40)
0

ou les conditions initiales u(0) et u/(0) sont utilisés, et L™ est un double opérateur
intégral.
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3.8. LA METHODE ADM POUR RESOUDRE UNE EQUATION
INTEGRO-DIFFERENTIELLE :

Exemple 23 utiliser la méthode HPM pour résoudre léquation itégro-différentiielle de
type Voltera suivante :

W =142+ [(@ = ut)dt, u(0) = 1,4/(0) = 1. (3.41)

En appliquant l'opérateur intégral double L~'défini par :

f f ) dxdx

aux deux cotés de (3.41)), c’est-a-dire en intégrant les deux cotés de (3.41)) deux fois de 0
a z, et en utilisant les conditions initiales données, nous obtenons :

1 1
()—1—|—az+§$ —|—3a: +L1fx—t Ju(t)dt. (3.42)

remplagant v = p°ug + ptuy + p?uy + ...dans (3.42) On a :

1 1
ﬁm+#m+ﬁm+.—4+x+5x+3x+L1fx—tpw+pm+pm+ )(t)dt

En assimilant les terme a les puissances identique de p, on obtient :

P’ up(z) = —|—x—i—5x +§x
Pt w(x) = L7 (2 — t)ue(t)dt,
0
1

B 1 1 1

et ainsi de suite. Cela donne la solution sous forme de série :

_1 1 1 1 1 1 1

et cela converge ver la solution exacte :

La méthode ADM pour résoudre une équation
intégro-différentielle :

La méthode de décomposition d’Adomian donne la solution en un nombre infinisérie
de composants qui peuvent étre déterminés de maniére récurrente. La série obtenue peut

donner la solution exacte si elle existe. Sinon, la série donne une approximation de la
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3.8. LA METHODE ADM POUR RESOUDRE UNE EQUATION
INTEGRO-DIFFERENTIELLE :

solution qui donne un niveau de précision élevé.Sans perte de généralité, on peut supposer
une équation intégro-différentielle de Volterra du second type donnée par :

xT

u"(z) = f(z) + OfK(x,t)u(t)dt,u(O) = ap,u'(0) = ay. (3.43)

En intégrant deux fois les deux membres de (3.43)) de 0 & x conduit &

w(@) = ap + ayz + L f(x) + L[ K (2, t)u(t)dt, (3.44)

ot les conditions initiales u(0) et u/(0) sont utilisés, et L~! est un double opérateur intégral.

On utilise alors la série de décomposition

u(@) = 32 un(x), (3.45)
n=0
dans les deux cotés de (3.44) pour obtenir
> () = ag +arw + L7 (f(2) + L7 [K (2, 1) (Cun(t)) dt, (4) (3.46)
n=0 0
ou équivalent & :
up(z) + up () + ug(z) +uz(x) + ... = ag+ax+ L' f(z)+ L7 [K(z,t)uo(t)d(3.47)
0

LUK (a, tugdt + LK (2, £)us(1)dt §3.48)

Pour déterminer les composantes : ug(x), ui(x), us(z), ug(z), de la solution u(z), on fixe

la relation de récurrence

up(r) = ag+aw+ L7 (f(z)), (3.49)
up1(z) = L7'[K(x, t)yug(t)dt, k >0,
0
ou la composante zéro ug(x) est définie par tous les termes non inclus a 'intérieur le signe
intégral de (3.47). Aprés avoir déterminé les composantes u;(z), i > 0, la solution u(x)
de (3.43)) est alors obtenue sous forme d’une série. En utilisant (3.45), la série obtenue

converge vers la solution exacte si une telle solution existe.
n

> ug(z) est généralement utilisé pour approximer la solution u(z).
k=0

Exemple 24 Soit I’équation intégro-différentielle de type Volterra
u(2) =1+ 2+ [(z—t)u(t)dt,u(0) = 1,4/ (0) = 1. (3.50)
0
En appliquant 'opérateur d’intégral double L~! définit par :

L) = f:f:(.)dxdx,
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3.9. LA METHODE DE TRANSFORMEE DE LAPLACE POUR UNE
EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE :

aux deux cotés de (3.50), c’est-a-dire en intégrant les deux cotés de (3.50) deux fois de 0

a x, et en utilisant les conditions initiales données, nous obtenons :

1 1
()—1+x+§m —|—3x + L~ 1fx—t Ju(t)dt. (3.51)

En utilisant la série de décomposition
oo
u(z) = 3 un(z),
n=0

dans les deux cotés de (3.51) pour obtenir

Eun()—1+x+2 +3:c +L1f:c—t (Eun(t)>dt, (3.52)
n=0 n=0
et en utilisant la relation de récurrence on obtien :
1 1
up(z) = 1—|—x—|—§a: —|—§x
1 1 1 j
u(z) = —a'+ 2’ + =1 4 o,

4! 50 TGl 7!

et ainsi de suite. Cela donne la solution sous forme d’une série :

1 1 1 1 1 1 1
u(z) = +x—i—§x+3x —|—4:1:+5x —1—63: +7 ..

et cela converge vers la solution exacte :

u(r) = e*.

La méthode de transformée de Laplace pour une
équation intégro-différentielle :

Exemple 25 Résoudre [’équation intégro-différentielle de type Volterra en utilisant la

méthode de la transformée de Laplace

W(2) =142+ [(x— ult)dt, u(0) = 1,4/ (0) = 1. (3.53)

En prenant la transformée de Laplace des deux cotés de I’équation (3.53) donne :

L{w(x)} =L{1} + L{x} + L{x —t} *u(x), (3.54)

Par conséquent :
s*u(s) — su(0) —u'(0) = = + = + Su(s). (3.55)
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En utilisant la condition initiale donnée et en résolvant pour U(s) nous trouvons

u(s) = : (3.56)

En prenant la transformée inverse de Laplace inverse des deux cotés de (3.56)), la valeur
exacte de la solution est donnée par :

u(z) = e”.

45



CONCLUSION

CONCLUSION

Il existe de nombreuses méthodes analytiques efficaces pour résoudre des équations
différentielles ordinaires et aux dérivées partielles non-linéaires.Dans ce travail on
s’intéresse a certaines de ces méthodes représentée par la méthode de perturbation
d’homotopie et la méthode de décomposition d’Adomian, qui facilitent la solution des
équations en la donnant sous forme d’'une série qui converge rapidement vers la
solution exacte si elle existe. D’autre part on a également étudié la méthode de la
transformée de Laplace, ce dernier donne la solution sous la forme d’un polynéme. On a
appliqué ces méthodes aux mémes exemples pour voir lequelle est la meilleure, mais cela
n’a pas été possible car cela nécessite d’étudier la convergence de chaque méthode
séparément. On peut conclure, que les méthodes proposées sont trés puissantes et
efficaces pour trouver des solutions approximatives et analytiques pour des équations

différentielles et aux dérivées partielles non-linéaires.
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