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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

Introduction

Systemes Asservis Linéaires Invariants dans le Temps

I. Historique des systemes de régulation automatique

L’ Automatisation est 1’ensemble des procédés visant a réduire ou a supprimer

I’intervention humaine dans les processus de production.
Historique
e 1840 : Régulateur de Watt (Besoins de I’industrie a vapeur)

e 1945 : Deuxiecme guerre mondiale (développement de 1’automatique dans

I’aviation)

e 1960 : Apparition de I’informatique (cosmos, traitement rapide de 1’information,

possibilité de résolution des systemes complexes etc.)

Importance

Qualité des produits finis, précision des opérations, protection de 1’environnement,

répétitivité des opérations etc...

Pourguoi automatiser ?

e Augmentation de la fiabilité,

Augmentation de la rapidité et des performances en genéral,

Diminution des co(ts,

Garantie de la sécurité de 1’opérateur,

Souvent, le systeme est trop rapide pour étre géré manuellement.
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

Il. Terminologie et définitions

Il. 1 Systéeme asservi

a) Un systeme est un assemblage de constituants branchés ou reliés de telle facon a

former une entité ou un tout.

b) Le mot asservi est en général pris dans le sens de "régler”, "diriger" ou

"commander".
En combinant ces deux définitions, on obtient :

Un systéme asservi est un assemblage de constituants physiques branchés ou reliés
les uns aux autres de telle sorte qu’il puisse se commander, se diriger ou se régler

lui-méme ; ou bien commander, diriger ou régler un autre systéme.

Pour définir ou identifier un systéme de commande, il faut définir d’abord deux termes

principaux dans le langage des systémes asservis : signaux d’entrée et signal de sortie.

I1. 2 Principaux signaux
1. Signaux d’entrée

Ce sont des grandeurs indépendantes du systéme, mais ayant une action sur son

état. Ces grandeurs peuvent étre de deux types :

a- Grandeurs commandables : Elles sont appliquées a partir d’une source

d’énergie extérieure, afin de provoquer une réponse spécifique

(déterminée) du systeme.

b- Grandeurs non commandables : Ce sont des grandeurs d’entrée parasites

ou "perturbations”. Leur effet nuit au bon fonctionnement du systéme et

fausse sa réponse.
2. Signal de sortie

C’est la réponse effective élaborée par le systeme évoluant a partir de son état

initial, sous I’action des signaux d’entrée.
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

3. Signal de commande

C’est une quantité donnant au systéme 1’impulsion nécessaire a la formation du

signal d’entrée.
Il. 3 L’ Automatique

C’est une science et une technique qui permet de maitriser le comportement d’un
systéeme (traduit par ses grandeurs de sortie), en agissant de maniere adéquate sur ses

grandeurs d’entrée.

I11. Exemples de systemes de commande
On distingue trois types fondamentaux de systemes de commande :
- Ceux fabriqués par I’homme ;
- Ceux naturels, y compris les systemes de commande biologiques ;
- Ceux dont les constituants sont soit fabriqués par I’homme soit naturels.
o Exemple 1 : L’interrupteur électrique

C’est un systéme de commande fabriqué par I’homme réglant le passage de

I’électricité :

- Signal d’entrée : deux états ---- Marche, Arrét ---- .

- Signal de sortie : deux états --- Passage ou non de 1’¢lectricité ---.

e Exemple 2 : Montrer un objet du doigt
C’est un systeme de commande biologique.
o Constituants : les yeux, le bras, la main, le doigt et le cerveau.

o Entrée : la position exacte de I’objet (immobile ou non) par rapport a un

repere.

o Sortie : la direction montrée par rapport au méme repere.
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

e Exemple 3 : Le conducteur et son automobile

Il posséde a la fois des constituants fabriqués par I’homme et des constituants
biologiques. Le conducteur cherche a maintenir I’automobile dans une voie appropriée.
Il y parvient en comparant sans cesse la direction de 1’automobile avec celle de la

route.
o Entrée : direction de la route.
o Sortie : direction de I’automobile.
V. Comportement et propriétés des systemes
IV. 1 Régime Permanent / Transitoire / Statique
Dans le comportement des systemes, on distingue deux régimes :

e le régime permanent ou établi, caractérisant la réponse stabilisée du systéeme a une

entrée quelconque,

e le régime transitoire, caractérisant 1’évolution de la réponse avant que le régime

permanent ne soit atteint.
Un troisiéme régime est :

e Le régime statigue : C’est le régime permanent (ou établi) dans le cas ou I’entrée

est constante.
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

IV. 2 Comportement Dynamique/Statique

1. Comportement dynamique

Le comportement dynamique, c.a.d. en régime transitoire, est souvent difficile a qualifier
(quantifier) sur la base de I'analyse temporelle seule. Il faut des outils spécifiques tels que les

transformations de Fourier et de Laplace.
2. Comportement statique

Dans le comportement statique, on considére le systéme étudié en régime

permanent constant, c.a.d. u(t) = €@ lorsque t — oo. On peut alors calculer le gain

statique K :

lim y(t)
- lim u(t
t—-oo (©) u(t)=const.
IV. 3 Systeme Statique/Dynamique

1. Systéme statique

Un systéme est statique si sa sortie y(t) a I’instant t ne dépend que de I’entrée u(t)
au méme instant t. Du point de vue de l'automaticien, un systeme statique peut étre

représenté par son gain statique.

Un tel systéme réagit donc instantanément, sans retard, sans régime transitoire ou temps

d'établissement. Il est sans mémoire puisque le passé n'influence pas sa sortie présente.
Un exemple de systéme statique est la résistance électrique idéale.
2. Systéeme dynamique

Un systéme est dynamique si sa sortie y(t) peut dépendre non seulement de

I’entrée présente u(t) mais aussi des entrées (sorties) passees.

Un exemple de systeme dynamique est le condensateur électrique : définissant le
courant de charge i.(t) comme signal d’entrée et la tension aux bornes u.(t)

comme signal de sortie, on aura :
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

C

—_—
u(r)

T

t
1 1
y(®) = u () =~ j (oDt = - fu(r)dr

IV. 4 Systéeme causal

Un systeme est causal si sa sortie y(t) a un instant t, ne dépend que des

valeurs de son entrée u(t) pour t < t,.

e Un systeme causal ne répond pas avant d’étre excité (systéme non
anticipatif). Les systémes physiques temporels réalisables sont tous causals.

e Un signal x(t) est causal si vt <0 x(t) = 0.

En pratique un signal temporel est toujours causal, a condition de bien choisir

I’origine des temps.
IV. 5 Systeme a temps invariant

Un systéme a temps invariant a un modéle identique a tout instant (un

retard t ne change pas la loi du modéle).
u(t) - y(¢) = u(t—1) > y(t—1)
IV. 6 Systéeme instantané

Un systéme est dit instantané si a un instant donné, sa sortie ne dépend que de

I’excitation a cet instant :
y(©) = a.u(t)
Dans tous les autres cas, il est dit, 8 mémoire ou dynamique, par exemple pour :

y() = a.u(t — 1)
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

IV. 7 Systeme linéaire

Un systéme est lineaire s’il satisfait au principe de superposition :

systeme linéaire
a.u;(t) + b.u,(t) — > a.y,;(t) + b.y,(t)

IV. 8 Systeme suiveur et systéme régulateur

1. Systéme régulateur (opération de régulation) : le signal d’entrée demeure
constant durant de longues périodes (asservissement de la température
d’une piece).

2. Systétme suiveur (opération d’asservissement) : le signal d’entrée est

variable a chaque instant (poursuite radar d'une cible mobile).

Remarque

Dans cette unité d’enseignement, on traitera les systémes causals, linéaires et a

temps invariant : les S.A.L.T.I.

Les systémes étudiés sont analogiques, leurs signaux d’entrée et de sortie sont continus a la

fois en temps et en amplitude.

La relation qui lie leur entrée et leur sortie est dés lors une équation différentielle linéaire a

coefficients constants.

V. Notions de Boucle Ouverte (BO) / Boucle Fermee (BF)

e Un systéeme est en boucle ouverte (en chaine directe) lorsque la commande est

¢laborée sans I’aide de la connaissance des grandeurs de sortie : il ny a pas de
feedback.
e Un systeme est dit en boucle fermée (a retour) lorsque la commande est fonction de

la consigne (la valeur souhaitée en sortie) et de la sortie.

Pour observer les grandeurs de sortie, on utilise des capteurs. C’est I’information de ces

capteurs qui va permettre d’¢laborer la commande.
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Chapitre 1

Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

Entrée=consigne

Entrée = commande

Elaboration de la

sortie
»  Systéme - >
Systéme en Boucle Ouverte
Commande Sortie
o Systeme

commande

A\ 4

T

Systéme en Boucle Fermée

v

Remargue

Un systeme a retour contréole [’exécution de la commande (c. a. d. vérifie que la réponse

correspond bien a [l’entrée utile).

Un systeme en boucle ouverte (en chaine directe) commande sans contréler.

VI. Principaux éléments d’un systeme asservi

Les principaux éléments d’un systéme asservi peuvent étre résumés comme suit :

Perturbations
éventuelles

s LR LR

T

Actionneur » Sortie
+ asservie
processus

”

Erreurou 1 g : guns
Ecart : Chame:l@e(o\ud action)
/ Régulateur

' W e sk W R e R S e e
I
Entrée de }
référence Correcteur i
(consigne) l — f— e e Wee e e e e

' Mesure
D Capteur

Comparateur |

\/

Chaine de retour (ou d'observation)
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

e Chaine directe ou d'action

Cette chaine englobe :
o tous les organes de puissance nécessaires pour 1’exécution du travail,
o lesamplificateurs,
o plusieurs éléments de différentes natures (engins électriques,
mécaniques,...)

e Chaine de retour ou de réaction

Cette chaine analyse, mesure le travail effectué et transmet au comparateur une

grandeur physique proportionnelle a ce travail.

Elle comprend généralement un capteur qui donne une mesure de la grandeur de

sortie, qui est ensuite amplifiée et transformeée avant d'étre utilisée.

e Comparateur ou détecteur d'écart

Cet élément compare le travail effectué a celui qui était a faire et délivre un signal
d'erreur proportionnel a la différence entre une grandeur de référence (E) et la

grandeur physique issue de la chaine de retour.

Ce signal d'erreur, aprés amplification, agira sur les organes de puissance

dans un sens tel que I'erreur tendra a s'annuler.

e Reégulateur

Le régulateur se compose d'un comparateur qui détermine I'écart entre la consigne
et la mesure et d'un correcteur qui élabore a partir du signal d'erreur l'ordre de

commande.

e Actionneur

C'est l'organe d'action qui apporte I'énergie au systeme pour produire I'effet

souhaité.
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Chapitre 1 Introduction aux Systémes Asservis Linéaires

e Capteur

Le capteur préleve, sur le systeme, la grandeur réglée (information physique) et la
transforme en un signal compréhensible par le régulateur. La précision et la rapidité

sont deux caractéristiques importantes du capteur.
e Perturbation

On appelle perturbation tout phénomene physique intervenant sur le systeme et
modifie 1’état de sa sortie. On rappelle qu’un systeme asservi doit pouvoir

maintenir la sortie a son niveau indépendamment des perturbations.

VII1. Performances d'un systéme asservi

VII. 1 En régime permanent

La grandeur de sortie doit étre aussi voisine que possible de la valeur désirée. En

réalité, il subsiste toujours une légere erreur. Cette erreur est appelée :

a. erreur statique ou écart permanent quand la grandeur d'entrée est une

constante ; pour un systéme idéal, elle doit étre nulle.

b. erreur de trainage quand la grandeur d'entrée est une fonction linéaire du

temps.
VII. 2 En régime transitoire

Le systeme évoluant entre deux régimes permanents, le temps mis par le systeme
pour aller d’un régime a l'autre et la facon dont il parvient a I'état final, sont tres

importants.

e Letemps de réponse est le temps au bout duquel la sortie du systéme atteint (& £5%

pres) sa valeur de régime permanent.

e |'amortissement : la sortie du systéeme dépasse généralement la valeur qu'elle doit

avoir dans le régime permanent final. Elle oscille quelques instants autour de cette

valeur. Ces oscillations doivent étre amorties, le plus rapidement possible.
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

Modélisation des systemes

l. Introduction

La résolution d’un probléme d’asservissement nécessite une représentation sous forme de

modeéle pour faciliter ’analyse et la conception du systéme de commande.
Les modeles utilisés peuvent étre classes en deux catégories :

1. Les modeles mathématiques,

2. Les modeles graphiques.
I. 1 Modéle mathématique

Il s’agit de la mise en équation des différentes grandeurs du systéme par I’application des

lois physiques, chimiques, biologiques, ...etc.
Ces équations sont de deux types :

1. Equations différentielles linéaires ou non linéaires pour les systémes continus,

2. Equations de récurrences pour les systemes discrets ou échantillonnés.

Le jeu d’équations ainsi obtenu caractérise le systeme et sa solution représente le

comportement du systéme.

La recherche de cette solution nécessite un changement d’espace pour une simplification

des calculs qui sont beaucoup trop complexes dans le domaine temporel :

1. Systémes continus : on utilise

e la Transformée de Laplace (TL),
e la Transformation dans 1’espace d’état.

2. Systémes discrets : on utilise

e |a Transformation en z,

e la Transformation dans I’espace d’état.
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

I. 2 Représentation graphique

On représente par un modele graphique, le diagramme schématique du systeme de
commande. Celui-ci fait apparaitre la disposition des différents organes du systéme et leurs

relations fonctionnelles. Ces représentations sont de deux types :

1. Les schémas fonctionnels,

2. Les graphes de fluence des signaux.
Il. Schéma fonctionnel

I1. 1 Définition et regles

Un schéma fonctionnel est une représentation graphique abrégée des relations entre les

signaux d’entrée et le signal de sortie d’un systéme physique.

De maniere générale, on trouve dans un schéma fonctionnel :

Comparateur Elément Point de dérivation
E + Lot 2416 S
(p) Description de I’ élément (p) R
(FT)
T
4—
B(p)

e Lesfléches indiquent le sens dans lequel I’information ou le signal se
transmette,

e Le comparateur qui est une combinaison de sommateur et d’inverseur,

e L’opérateur : ici c’est la fonction de transfert (FT),

e Le point de dérivation : ¢’est un point de branchement ou neeud.

Il est souvent possible de réduire un schéma fonctionnel donné gréce a 1’application des

regles de transformation (tableau 1).
I1. 2 Schéma fonctionnel d’un systéeme asservi
1. Commande en boucle ouverte

Dans ce cas, le signal de commande est indépendant du signal de sortie. Son schéma

fonctionnel est représenté comme suit :
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

Signal de commande
e : entrée S : sortie
— » Organe de commande —»| Systeme aasservir | 5

y

Le systéme a asservir représente le processus ou la machine dont une partie ou un

paramétre doit étre asservi (ou commandé) ;

e L’organe de commande constitue 1’organe nécessaire a la production du signal de

commande ;
e Le signal de commande est une quantité donnant au systéme I’impulsion nécessaire

a la formation du signal de sortie.

2. Commande en boucle Fermée

Dans ce cas, le signal de commande est lié au signal de sortie. Son schéma

fonctionnel est le suivant :

Elément de Systeme

A

%

commande H(p) commandé G(p)

F---
1
1
1

Elément de retour
R(p)

A

Chaine de retour (feedback)

3. Principaux organes d’un systeme de commande
1. Le capteur : C’est I’organe qui transforme une grandeur physique en une grandeur
électrique (exemple : Thermocouple : température — tension électrique).

2. Ledétecteur d’écart : ¢’est le comparateur. Parfois, il est combiné avec le capteur.

3. L’actionneur : Sa fonction est 1’exécution. Il commande le systéme et travaille
souvent a de trés hautes puissances.

4. L’amplificateur de puissance : Il1 délivre la puissance d’entrée nécessaire a

I’actionneur (I1 est placé entre le comparateur et I’actionneur).
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

5. Le correcteur: Il permet d’améliorer les performances du systéme asservi. Il
travaille a basse puissance et est généralement placé entre le comparateur et

I’amplificateur de puissance.
Il. 3 Fonction de Transfert (FT)

1. Hypotheses
e On suppose, dans ce qui suit, que le systeéme posseéde une seule variable d’entrée et
une seule variable de sortie et qui sont toutes les deux continues (systéme mono-

variable).

e(t) : entrée Systeme Linéaire » S(t) : Sortie

»

Y

e On suppose que la relation entrée/sortie peut étre décrite par une équation

différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre " n " :

dis(t) dle(t)
foti— - =Xtobj— m<n (D

2. Definition
Posons, tout d’abord, les conditions initiales de (1) égales a zéro et e(t) = 0 pour
t<O.

En introduisant la transformée de Laplace :

LI = ) ap! SG) = Y b/ E®)
i=0 =0

D’ou:
S(p) XTobp!
=Sn - 1@
E(p) i=o 4D
Remarque

La FT ne dépend que du systeme lui-méme (des ai et b; avec conditions initiales

nulles).
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

3. Intérét

L’intérét de I’utilisation de la FT plutot que de 1’équation différentielle (1) est lié a
la simplicité des manipulations mathématiques des relations entre les variables. En
effet, la transformée de Laplace permet de convertir I’équation différentielle en

équation algébrique.

4. Terminologie et remarques
o Le dénominateur de T(p) s’appelle "polyndme caractéristique du systeme".
o Les racines du polyndme caractéristique sont appelées "p6les” de la FT.
o Les racines du numérateur de T(p) sont appelées "zéros" de la FT.
o Latransformée inverse de T(p) est " la réponse impulsionnelle du systeme ".
o La détermination de la réponse temporelle y(t) d’un systéme T(p) a un

signal d’entrée e(t) est donnée par :
y(@) = L T(PE(p)]

avec comme hypothese que toutes les conditions initiales de (1) sont nulles.
o 1l arrive souvent qu’un systéme complexe, de FT inconnue puisse étre

décomposé en un ensemble de sous-systemes dont les FT respectives sont,

elles, connues a priori. Le schéma fonctionnel représente les interactions

entre ces différents sous-systemes.
I1. 4 Algebre des schémas fonctionnels

1. Forme canonique d’un systéme asservi

E(p) £(p) S(p)

» »

=/\ > >
TB(p)
R(p)

E(p) : entrée de référence (ou sortie désirée).

A

g(p) : signal d’activation.
S(p) : variable contrélée (sortie ou sortie réelle).

G(p) : FT directe ou d’action. et R(p) : FT de retour.
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

On définit alors :

B
® | a Fonction de Transfert Boucle Ouverte (FTBO) : T(P) = e((zf))
| , _ _ S
® |a Fonction de Transfert Boucle Fermée (FTBF) : H(P) T E()
_ e W(p) = £®)
® La Fonction de Transfertécart-entrée : (v) E()

A partir de ce schéma fonctionnel, on tire les équations suivantes :

S(p) = G(p).«(p)
B(p) =R(p).S(p) = S(p) = G I[E@) FBP)] =Gp).E(®) ¥ R(@).S(p).G(p)
e(p) = E(p) + B(p)

= SEI[1x6P).RP)]=G6{).E(p)

d’ou :
_ S _ G(p) _ .
H(p) = Ep) - 11G)R®) : FTBF du systéme.
Remarques :

1. LaFTBF du systeme est sa caractéristique principale.

2. 1+ G()R(p) = 0 est I’équation caractéristique. On verra, par la suite, que son
analyse renseigne sur la stabilité et la réponse du systéme en boucle fermée.

3. Une autre FT utile au calcul des erreurs stationnaires de 1’asservissement est la FT

écart-entrée :

£() _ 1
E(p) 1+G@R(p)

2. Modes de connexions

Il existe, en général, trois modes de connexions types des éléments constituant un

asservissement simple ou complexe :

e Connexions séries (ou en cascade)
E(P) S(p)  E(p) S(p)

S L > W2 |, — Wi |5 = —» W(p):H?:1Wl(p) L5
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

e Connexions en paralléle :
wi +— E(p) S(p)

N\
E(p) " _y_, S(p) W(p) =X Wip) —
1 Wn

e Connexions en opposition paralléle : Tel que la forme canonique.

:

3. Systeme a retour unité
C’est un systeme a retour avec R(p) = 1.

Tout systéme a retour n’ayant que des éléments linéaires dans la chaine de retour peut

se mettre sous la forme d’un systéme a retour unité en utilisant la transformation

suivante :
E(p) S(p) E(p) 1 S(p)
R(p) |« —
o FTBE:H(p) =8 = @)

E(p) 1+G(p)
o FTBO:T(p) = G(p)

ep) _ 1
E(p) 1+G(p)

o FT écart-entrée :

4. Signaux d’entrées multiples

On a souvent besoin de connaitre le comportement d’un systéme quand on

applique plusieurs signaux (entrées) simultanément en ses différentes parties.

Dans ce cas et vu que le systeme est linéaire, on procede pour 1’analyser comme

suit (on utilise le procédé de superposition) :
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

Etape 1 : Rendre tous les signaux nuls, sauf un seul.

Etape 2: Mettre le schéma fonctionnel sous forme canonique (régles de

transformation).
Etape 3 : Calculer la réponse produite par le signal choisi agissant seul.
Etape 4 : Répéter les étapes de 1 & 3 pour chacun des signaux d’entrée restants.

Etape 5: Ajouter algébriquement toutes les réponses (sorties) calculées dans les
étapes 1 a 5. Cette somme représente la sortie totale obtenue quand tous les signaux

d’entrée agissent ensemble.

Remarque

Le procédé (ou principe) de superposition n’est applicable que si le systeme est

linéaire.

I11. Graphes de fluence
I11. 1 Définition

e Un graphe de transfert ou de fluence permet de simplifier 1’écriture et la mise en
équation des processus lorsque le nombre de variables augmente.

e Un graphe de fluence est constitué d’un ensemble de nceuds reliés entre eux par des
branches orientées.

e Les nceuds représentent les variables du systeme.

e Chaque branche est affectée d’un coefficient correspondant a la transmittance qui

relie entre deux nceuds (variables).

Exemple :

Ce graphe (graphe de fluence), est équivalent aux équations algébriques suivantes :
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{ x4 = alxl + azxz + a3x3

X5 = A4X4 = A4(a1X1 + AzX, + a3x3)

e Un neeud source est un nceud qui n’est extrémité d’aucun arc.

e Un neeud puits est un nceud qui n’est origine d’aucun arc.

e Le chemin qui relie un nceud source a un autre nceud est appelé cascade ou chaine

directe si on ne traverse pas plus d’une fois le méme neceud.

e Une boucle est un parcourt suivant les fleches qui, partant d’un nceud, revient a ce

méme nceud sans passer deux fois par le méme nceud.

e On appelle boucle propre un chemin fermé qui ne rencontre qu’un seul nceud.

I11. 2 Transformation élémentaire des graphes de fluence

X a X2 ds X X did? ,.‘.‘. |“ _UI.\'l
01 ‘.1 o > O; = ! hay X = X, = a,a,x,
O ’ O l X, = a,X
a
X Xs X +D X»
I/\ £ = ! a.l - x, = ax, +bx, = (a +b)x,
|' x, = ax, +bx,
|_ X, =cx; = acx, + bex,
[1': = ax, +cx,
c .
ab l\ ; = bx, = b(ax, +cx,) = bax, + bex,
X1 a Xz X3 X . [
2 : X1 1=-be X3 - (1=be) = abx
— = x;(1-bc) = abx,
b ab
= x, = X,
 (1=-hc)
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Chapitre 2 Modélisation des systémes

I11. 3 Régle de Masson

La méthode globale ou la régle de Masson utilise directement la structure du graphe

pour en déduire la transmittance entre deux nceuds.

La fonction de transfert d’un graphe de fluence est donnée par :

. SiLiTid; _ N(p)
A D(p)

Ou A s’exprime par :

i i,j i,j,k
avec:

e ) B; : Somme des transmittances de toutes les boucles.

e Y, ;B;B; : Somme des produits de transmittance de boucles disjointes prises deux a
deux.

e YijkBiBjBy : Somme des produits de transmittance pour les boucles disjointes
prises trois a trois.

e T;: Transmittance de toutes les cascades du graphe (ou une cascade représente tout

chemin qui conduit d’un nceud source a un neeud puits). C’est le parcourt directe de

e VErs s.

e A, :lavaleur prise par A pour la portion du graphe disjointe de la i™¢ cascade/

N : Nombre de parcours e — s.
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P —

e —

Transformation

—

Equation

Schéma fonctionnel

Schéma fonctionnel

Association
d'éléments
€n cascade

Y=(R-P)X

P

P,

I

Equivalent

X, PP,

Association
d'éléments en
paralléle ou
suppression d'une
boucle d’action

Y =PX+PX

Retrait d'un
€lément d'une
chaine d’action

Y=RX+PX

I+

Elimination d’une
boucle de retour

Retrait d'un
élément d'une
boucle de retour

| Redisposition des
comparateurs

o

|
|
|
I
| Redisposition des
\ comparateurs

|
|

L 'enseignante F. Boulgamh
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Déplacement d'yp
7 comparateur ¢n
amont d’un

¢lément

2= Px-_l:\(

I+

'o]*

1
’ DéPhwnﬁ\

8
aval d’un élément

2=P [x-_l'_\f]

comparateur en X

"+

I+

point de dérivation
en amont d'un

o Déplacement d'up
€lément

Yc. PX

v<

j Déplacement d’un
10 | point de dérivation
en aval d’un

€élément Y = Px

=<

1
of>

!
/ Déplacement d'un
| 11 | point de dérivation
en amont d’un
J comparateur

Z = X'!.Y

|

| 12 | Déplacement d'un

point de dérivation
en aval d'un

comparateur

I+

L'enseignante F. Boulgamh
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Chapitre 3 Réponses temporelles des systemes linéaires

Réponses temporelles des systemes linéaires

l. Introduction

Un systeme est un ensemble de constituants effectuant une fonction définie. Son
comportement lors de I’utilisation doit étre testé. Classiquement, on peut apprendre

beaucoup sur ce comportement en observant la réponse du systéme aux entrées suivantes :

1. L’impulsion : notée généralement e(t) =ad(t)—=>E(p)=a aboutissant & une

réponse dite "impulsionnelle".

2. L’échelon : e(t):au(t)L>E(p):E aboutissant & une réponse dite
p

"indicielle™.
3. Larampe: e(t) = atu(t)——E(p) :iz
p

4. Lasinusoide : e(t) = Asin 8(t) aboutissant & une réponse dite "fréquentielle”.

1. Définitions

I1. 1 Réponse d'un systéme

On considére un systeme linéaire a une entrée et une sortie :

. 2 B ——

u(t) y(®)

La réponse d'un systeme est I'évolution dans le temps du signal de sortie y(t) d'un systéme

excité par une entrée u(t) connue.
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I1. 2 Réponse libre et réponse forcée
Lorsque I'entrée u(t) du systéeme est nulle, on distingue deux types de réponses :

e La réponse forcée qui s'observe lorsque les conditions initiales du systeme sont
nulles (toutes les grandeurs physiques du systéme sont nulles pour t = 0).

e La réponse libre qui s'observe lorsque les conditions initiales du systéeme ne sont
pas nulles (par exemple, I’existence d’une charge initiale de capacité dans un

systeme électrotechnique).
Il. 3 Régime transitoire (RT) / Régime permanent (RP)

e Le régime permanent : C’est la valeur atteinte par s(t) lorsque t —o0.

e Le régime transitoire : C’est la réponse s(t) que fournit le systeme pour transiter

(ou passer) de sa valeur de depart s(0) =0 a sa valeur en régime permanent.

I11. Notions de performances

De maniére générale, on caractérise les performances d'un systeme asservi par les trois

critéres suivants :

e Précision.
e Rapidité / bande passante.

e Amortissement / stabilité.

Un systeme asservi idéal est donc rapide, preécis et stable. Nous verrons par la suite que ces

critéres ne peuvent étre satisfaits en méme temps, pour un systéme bouclé.

Remargue

La stabilité est une performance a satisfaire en priorité pour un systéme, car un systeme

instable est inutilisable (un systéme a jeter).

I11. 1 Précision

La précision d’un systéme régulé se mesure par 1’écart entre la consigne (entrée ou sortie
désirée) et la mesure en régime permanent ; on parle alors de précision statique (donnée

par I’ écart statique).

Plus I’écart statique est petit, plus le systeme est précis.
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4 mesures 1et?2

12 4

consigne |
10

+
4 4
|
+

+bottoootofool ool oooo

B e SSSDIDEDID RS TSP

.

o
N
=
O 4o
oo
~

1. 2 Rapidité

La rapidité d’un systeme régulé s’évalue par le temps que met la réponse pour
entrer dans une zone a +5% de sa valeur finale (soit entre 95% et 105%). Ce temps

s’appelle temps de réponse a 5%.

Le systeme régulé est d’autant plus rapide que le temps de réponse a 5% est court

4+ X

-

I11. 3 Stabilité

La qualité essentielle pour un systéme régulé est la stabilité. En effet, un systéme instable

se caractérise :

e soit par des oscillations d’amplitude de la réponse (grandeur mesurée) de plus en
plus grandes ;

e sS0it par une croissance irréversible négative ou positive de la réponse.
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Dans les deux cas, 1’objectif de la régulation n’est pas atteint. Plus encore, il y a risque de

détérioration physique du procédé et donc d’insécurité.

4 mesures 1 et2

25 4 ~ i e
) + 4 1
* * | |
} + 4 4 4 4
: » - ‘ .
20 -+ + + + 4 4
+ : | 4
| * * * - |
“ + ) 5 ’ |
! + S . + |
‘S + 4 + + + 4
} + + + |
e 4 'S
consigne T ' T
4 : : L 4 ]
10 + 4 $ +
1 1 1 1
4 + +
+ +* - + ‘ 1
4 4 + 4 t |
5 + . . . 4 4
! 1 i ! 1
* » + |
+ + + 1 1
* . + |
0 . - - . - . — -
0 1 2 4 5 6 7 s

Dans de trés nombreux cas, l'analyse d'un systéme quelconque, basée sur I'étude de son
approximation par un systeme fondamental du premier ou du second ordre, donne des

résultats trés voisins de la réalité.

Exemple :
1{!} 11 H i 1 ]
1OSs Fos======< pmEs=s==- - e s s s B Bl T ===
1 b4 ; ; I ;
(05 prremmsmnsa s smsmm s . s S decmecmnna
03 R - ’ R A Ta—— T.......-e......-.-....E..-........-q
L] []
063 b------- : ; i :
06 [0 e A e Feeeneereees -
. | : :
04 a A - A d
' | : :
: l : :
02 N R .: ....................... :. ............ :. ........... -
D ......-.-s..:.....-. [ SR [ —— : ............. :. ........... -
: I . ; G : : t
0 1 2 3 4 5

Réponse indicielle d’un systéme d’ordre 2 pour m > 1 et K, = 1 et
son approximation d’ordre 1 (tracé pour m=2, wo = 5etT = 0,8)

F. BOULGAMH B¥43)



Chapitre 3 Réponses temporelles des systemes linéaires

IV. Analyse d’un systeme du premier ordre

IV. 1 Equation générale

ds(t)

R +s(t) = Ke(t) —— H(p) =

T

1+
avec K le gain statique et 7 la constante de temps du systeme.
IV. 2 Réponse temporelle aux signaux tests
Nous supposons dans ce qui suit que le systeme est excité par un signal test causal
(nul pour t < 0) et qu’il part du repos (s(0°) = 0).
IV. 2. 1 Réponse impulsionnelle (entrée = impulsion)

Lorsque le systeme est excité par une impulsion unité (généralement I’impulsion de

Dirac), la sortie est appelée réponse impulsionnelle.

Entrée Réponse ou sortie
Temps : e(t) Laplace :E(p) Temps : s(t) Laplace : S(p)
E, - 5(t) E, K-Eq e K-E,
T 1+7zp
y(f) Laré impulsi lled :
K Ao a reponse impulsionnelle du systeme
: du premier ordre est également une
T impulsion.

IV. 2. 2 Réponse indicielle (entrée = échelon)

Lorsque le systéme est excité par un échelon unité, la sortie est appelée réponse
indicielle.
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Chapitre 3 Réponses temporelles des systemes linéaires

Entrée Réponse ou sortie
Temps : e(t) Laplace :E(p) Temps : s(t) Laplace : S(p)
Eo -u(t) Eo K-E,(1—e™"'") K-E
p(l+7p)

Les caractéristiques de cette réponse sont:

0.05K " S(T) = 0,632 KEO
K ::-----;;__.JJI ---------- _—__ == ______.__-‘#-,________ " tIEHOS(t):KEO

.. KEO
= Latangente a I’origine a une pente de

063K |----- : .
o : = Temps de montée = 27
. ! = Temps de réponse a 5% =~ 37

Pour cette réponse, on définit les termes suivants :

1- Le régime permanent : C’est la valeur atteinte par s(t) lorsque t — oo . Cette limite

est egale a K- E,. En pratique, on considére souvent que le régime permanent est

atteint avec une approximation suffisante au bout de t =3z

2- Le régime transitoire : C’est la réponse s(t) que fournit le systéme pour transiter

(ou passer) de sa valeur de départ s(0) = 0a sa valeur en régime permanent :

Sur une durée de 3¢ —> s(t) =K -E,(1—e™"'")

3- Temps de montée : C’est le temps que met la réponse s(t) pour passer de 10% a

90% de sa valeur en regime permanent (=K - E;).

IV. 2. 3 Réponse en vitesse (entrée = rampe)

Lorsque le systéme est excité par une rampe unité, la sortie est appelée réponse en

vitesse.
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Entrée

Réponse ou sortie

Temps : e(t) Laplace :E(p) Temps : s(t) Laplace : S(p)
E, -t-u(t) E, K-E,(t—-7)+K-E;-r-e"| K-E, 1
p . pi(p+d)
3
Les caractéristiques de cette réponse sont:
= Le régime permanent est ,
P s,()=K-Ey-(t-7) o
at
= [’écart (ou erreur) de trainage vaut
& =K-E, 7 A
3 at =
g at
s(t)
2at :
at| i 7 v
p splt)
Y3 = - - >
O /' 4
0 T 2t 4t t

Pour t >4z ,leterme re

-t/t

— 0. Laréponse s(t)s’ecritalors KE, (t —7) qui est

également une rampe mais retardée de 7 par rapport a celle que donnerait un systeme sans

inertie (z =0)
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V. Analyse d’un systéme du second ordre

V. 1 Equation générale

Un systeme du second ordre est décrit par une équation différentielle du second ordre de la

forme:
d?s(t) , ds(t)
a +b +cs(t) = f(e(t
" it (t) = f(e(t)
2
U0 4 oma, B0 4 sty - get) =K o) —T>  T(p) =N
dt dt 1+2—mp+i|02
2 a’g

Généralement, la fonction g(e(t)) est proportionnelle a I’entrée e(t), m>0 et o, >0

. On définit alors :
= K le gain statique du systeme ;
" @, : lapulsation propre du systeme (en rad/s) ;
= m: le coefficient d’amortissement (m = 0 cas idéal : aucune perte d’énergie).

V. 2 Réponse temporelle aux signaux tests

Si on cherche les podles de la FT (les racines du dénominateur), on distingue trois cas

possibles :
1. m>1:dans ce cas les pdles sont réels : —mam, + w,vm? -1
2. m=1:Deux poles réels multiples : — o,

3. m<1:Deux po6les complexes conjugués. lls sont a partie réelle négative si m > 0.

La réponse du systéme dépend donc de la valeur du coefficient d’amortissement m et sera

trés différente d’un cas a ’autre.

Un bon amortissement est la capacité d'un systeme oscillant a étre suffisamment amorti et a

ne pas présenter de dépassement important. Cela signifie deux choses :

e Le premier dépassement doit rester inférieur a X% de la consigne.

e Le nombre d'oscillations avant stabilisation devra étre faible.
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D’autre part, on ne veut pas que le systeme soit trop amorti car l'augmentation de

I'amortissement provoque une diminution du rendement du systéme asservi. En effet,

I'amortissement correspond physiquement a des pertes.

V. 2. 1 Réponse indicielle (entrée = échelon)

e m>1:Systeme a fort amortissement (absence d’oscillations)

m>1
Entrée Réponse ou sortie
Temps : | Laplace :E(p) Temps : s(t) Laplace : S(p)
e(t)

K-Egll-—2 e tr T2 o7Uryyg)

1-172 1-172

K-Ey-of
pP(P—pP)(P—P,)

avec :

e m=1:Régime critique (la réponse la plus rapide possible sans oscillations).

m=1

Entrée

Réponse ou sortie

Temps :e(t)

Laplace :E(p)

Temps : s(t)

Laplace : S(p)

Eo -u(t)

Eo

K - Eofl— L+ wgt)e '™ |- u(t)

2
K'a)o

(p+a)0)2

La courbe de réponse ressemble a celle pour m > 1 sauf que la croissance est plus rapide.

F. BOULGAMH BekE
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Les caractéristiques de cette réponse sont:
= Le régime permanent est :

= A lorigine, la tangente est horizontale.

- I

Exemple :

0,20 E =t ======3 .

Réponse indicielle d’un systéme du deuxiéme ordre & amortissement critique
(t, estle temps de réponse a 5%)

e m<1:Systeme afaible amortissement (présence d’oscillations amorties)

P1 = —Wo [m —jV@- mz)]

K-E, o
_ TR TE— avec 1)
PLP—=P, 2 Py = —wy [m +j\/W]

S(p)
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Chapitre 3 Réponses temporelles des systémes linéaires
m<l1
Entrée Réponse ou sortie
Temps : e(t) | Laplace : E(p) Temps : s(t) Laplace : S(p)
E,-u(t E T “t/n T /s
o u®) | B K-E,1-—2—e""+ 1 e 2)u(t)
T, +7, T, +7, . ion (1)
Xpression
tang =+1-m*/m
ou
K .
KEyu(t) — ———e %%t |sin | wgV1l — mt
V(@ —m?)
1—m?
+ arctan ———
m
To/2 5
s Les caractéristiques de cette réponse sont:
1:"‘ D * Régime permanent s, (t) = K- E
1,05K Eo ;' o = A lorigine, la pente est horizontale
one | | \J/ ——" ~ 7| = Pulsation propre amortie
, w, = wyN1-2°
."' = Pseudo-période d’oscillations
. 2r
‘l' Tp =
: @
:‘ T
[ » Temps de montée t, = LA
, 2 V4
/
T t {
: T, =
= Temps de pic: t, =—-=—
2 o,
] . _ Ty 3
= Tempsderéponsea5%:t, =3—=——-
7 1o,
. p nZ
= Le premier dépassement: D =s(t,) - K-E; =K-E, -exp(— ]
1-2z°
»  —2rz
B 2

= Relation entre deux dépassements successifs : In 5
1 1-z
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La figure suivante montre les trois types de réponses :

Amplitude

m > 1 : Regime apériodique (Systeme a fort amortissement)
m < 1 : Regime pseudopériodique (Systeme a faible amortissement)

m =1 : Régime critique (Systéme a amortissement critique)

1.8

1.6 Régime ) .
Echelon d'entrée

L4 pseudopériodique
/
1.2

NN
S
0.6 //'\ T Régime apériodique

Régime critique

Ll

U T T T T T T T

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
Temps (s)

0.04

De méme, sur la figure suivante, on donne la réponse d’un systéme du deuxi¢me ordre

pour m = C5t = 0,5 et pour différentes valeurs de la pulsation propre wy .
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Chapitre 3
116F A ~ L ]
'\' '\_’:."‘ \/ - o, = 1 \‘--\L
I A= ——
I.."‘-t— ®, = 2

\ I" o, =4

| /

r".‘ ;i ~ o,=8

| |I| | I,l":

< [ }__,.* 8 = constant = 0.5
0-5 L |’ “ ) J‘/

[/

] ’!

I/ f.l.
‘ I’ .J'F ,I/
\r/
iy /
i
|/

0 1 1 1 i 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Time (Sec)

V. 2. 2 Réponse impulsionnelle (entrée = impulsion)

Dans le domaine de Laplace, la réponse impulsionnelle est donnée par :

Yen) Kw?
p P2+ 2mwep + w?

e m>1 (A>0)= L’équation caractéristique posséde deux racines réelles

P12 = Wy (—m +J(m? - 1)) <0

La décomposition en éléments simples donne :

Kw} A B
Y(p) = = +
-pD)P—p) P—-DP1 DP—D2

Apres identification, on trouve :
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Chapitre 3 Réponses temporelles des systemes linéaires

D’ou:

Kw
y(t) = 70 (eplt — epzt)
2 mz —

SiTl

e m=1 (A= 0)= Dansce cas, la réponse impulsionnelle est donnée par :
Kw?

— (t) = KwZe ot t
(P + wy)? Y 0

Y(p) =

. \ A 1
Cette réponse possede la méme allure que dans le cas m > 1, avec t,, , = —et
0

Kwy

Y(tmax) =

e

A s(h)

e m<1 (A<0)= 2racines complexes conjuguées

Kw?

(»—p)@—p2)

avec pi; = Wy (—m +4/1 —mz) <0

Y(p) =

La réponse impulsionnelle est donnée par :
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y(t) = %(Bz’lt —ePt) = y(t) = \/%(e_‘”omt) sin(wyV1 — mZt)

12 T T I I I

ot
0o

Amplitude
=
[ =] [ = (=2

|
o
]

!
o
-

T

]

|

o

(= )
o
LA =
b
o
Lol &
n
2 L
o
(S0
i
s
o

On peut remarquer que la réponse est :

o Oscillante (a cause de sin(woV1 — m?t))

o Amortie (a cause de e~ @o™mt)
On note :
wp = weV1 —m2: la pulsation propre amortie du systéme
T, = 2T - période des pseudo-oscillations (pseudo-période)

Wp

Les trois cas (m>0, m=0, m<0) sont résumes dans la courbe suivante :
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§ . Impulse response of closed loop
\ =
/_ "\4_--"’ §=05 second order proto type system

04l [/

< 02} .
(1}
02} .
._\ /
\\ /
-04 I\ S | -
0 2 4 8 10
Time(sec)

V1. Influence des poles sur la réponse d'un systeme

On donne sur la figure ci-dessous un exemple de positionnement des pdles dans le plan

complexe et les réponses impulsionnelles associées.

A partir de ces courbes, nous pouvons noter les remarques suivantes :

1. D’une part :
o pour un pdle réel, la réponse varie exponentiellement, et le mode associé est

dit exponentiel ;
o pour une paire de pOles complexes conjugués, la réponse varie avec des

oscillations dans une enveloppe en exponentielle, le mode associé est dit
oscillant. Leur fréquence d’oscillation augmente avec leur partie imaginaire.
2. Dr’autre part :
o pour les pbles a partie réelle positive, la réponse est divergente ;
o pour les poles a partie réelle négative, la réponse converge vers zéro et plus

le pble est éloigné de 1’axe imaginaire, plus la décroissance est rapide.
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Chapitre 3 Réponses temporelles des systemes linéaires

VII. Systemes d'ordre supérieur

Nous venons de voir que la forme de la réponse d'un systéme lineaire est determinée par

I'ordre du systeme, et plus particuliérement par la valeur et donc la position de ses pdles.

Un systéme d'ordre élevé comporte un grand nombre de paramétres et étudier ses réponses

temporelles devient compliqué.

L'objectif est de pouvoir déterminer le comportement d'un systéme en fonction de ses
réponses temporelles tout en considérant un nombre limité de paramétres (un systéme

relativement simple).
On note que :

o unsysteme d'ordre élevé posséde, la plupart du temps, 1 ou 2 pdles dominants et se
comporte donc comme un systéeme du premier ou du deuxiéme ordre.

o on peut simplifier la fonction de transfert d'un systéme d'ordre élevé en ne
conservant que le (ou les) pble(s) dominant(s) (approximation par un systéeme du
premier ou du deuxiéme ordre).

o en pratique, un pole peut étre néglige des qu'il est 3 a 4 fois supérieur au précédent.

Exemple

reponse Indicielles (plein : ordre1, pointilles : ordre2, tirets : ordre3)

ampitude

[=]

(8] o

w

B ......‘.......‘.._‘... i s SR
L]

[+ ]}

Réponse indicielle et pdles dominants
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Réponses temporelles des systemes linéaires

Annexe A

Réponse temporelle aux entrées types

Entrée e(t)

Systéme

Sortie s(1)
—

Fonctions

Equations

Réponse s(t)

Allures

échelon de

vitesse (rampe)

e(Hh=atu(r)

Réponse de

vitesse

e(t)
Dirac ou e(n=EO&(r) tel que: E
. . . . Réponse
impulsion 5 = Lost 1=0 | .
' (t )“l 0 si t«# 0 |impulsionnelle
(percussion) ' 0
e(f)=E u(?) tel que: selt)
échelon de u(f) = _J‘l st 1 20 Réponse -
position (0 si 1 <0 indicielle
]
e(t)

at
0

échelon

d’accélération

e(r)=41%u(r)

Réponse

d’accélération

e)

sinusoidale

e(f)=asin(@r)

Réponse

sinusoidale

e(t)

A
\
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Réponses temporelles des systemes linéaires

Position des pdles et réponses temporelles

Annexe B

Type dspile Plan c?nlplexe .Graphejde laréponse Beiaties
s=0tj, impulsionnelle
e
a)O
Réel Asymptotiquement
négatif stable
5% 9
0 0
i 8
wO
Réel Instable
positif
¥* (o3
0 0
@, g
Nul Marginale:nent
(Multiplicité = 1) & stable
0 0
Complexe
conjugué Asymptotiquement
Partie réelle stable
négative
Imaginaire Marginalement
conjugué stable

(Multiplicité = 1)

Imaginaire
conjugué
(Multiplicité = 2)

Instable

Complexe
conjugué
Partie réelle
positive

Instable

Nuls
(Multiplicité = 2)

Instable

F. BOULGAMH B¥




Chapitre 3

Réponses temporelles des systemes linéaires

Annexe C

Soit 7r le temps de réponse & 5% et Tr.ay le temps de réponse réduit en fonction de z: (m m)

100

T o,

10

I

1 [ s 1 [

—-—

ra

abaque donnant le temps

réponse (2 5%) rédult en
onction du coefficient
d'amortissement z

|

coefficient d'amortisserment z (w. m) "

D; premier dépassement en % de la valeur finale en fonction de z. (sw )

100
E —
\
—
DN
\
10
‘\
\
1 =;=|=J* j&;_
{
& \
abaque donnant I'amplitude
0,1 du premier dépassement (en %) F————t- -
en fonction du coefficient
d'amortissement z
0,01
0,01 0,1 coefiicient d'amortissementz =

(su \M.)
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Réponses temporelles des systemes linéaires

Annexe D

Résumé des lois de calcul des paramétres

d’un systéme du second ordre

e Fonction de transfert:

Pulsation naturelle:

e Coefficient d'amortissement:

e Période naturelle:

« Temps de pic:

« Pseudopériode:

« Temps de montée (0 a 100 %):

« Temps de montée (10 a 90 %):
« Temps de réponse a 5 %

(6 €[0,01 0,7]):

(8 €[l 100]):

Constante de temps

de la courbe enveloppe:

Pulsation propre

ou pseudopulsation:

Pulsation de résonance:

Dépassement:

KS
28s s°
1+ ==
@y (20
@ (ou wy) [s]
6 (@ud) [...]
T=2_7t [S]
@y
T

" ani-5 .
7;) :2—”2 [s]
w,N1—-8

J1~§2
o o)
= adieE

1-0,41678 +2,917 8%

T — arctan

fpo = = [s]
0
3
Ir = 5600 [s]
66
t; EE [s]
T T [s]
e 5 a)o

®, = Wy4/1—2 5 [s™]
5 7o
Dy =e V1-&° Fiadd
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Chapitre 4 Réponses fréquentielles des systémes linéaires

Réponses fréquentielle des systéemes linéaires

I. Introduction a I’analyse des systémes linéaire

I. 1 Objectifs
La détermination des performances des systémes asservis, a savoir :
- Son degré de stabilité (ou sa stabilité relative) ;
- Son régime transitoire (amortissement et rapidité) ;

- Sa précision statique ou son comportement en régime permanent.

l. 2 Procédure

1. Déterminer les équations différentielles de chacun des constituants du
systeme ;

2. Ramener, a I’aide de la TL de ces équations, I’étude du systéme a un
probleme algébrique ;

3. Tracer le schéma fonctionnel du systéme et le simplifier (forme canonique
Ou a retour unitaire) ;

4. Déterminer les performances du systeme.

I. 3 Méthodes

1. La méthode purement mathématique qui se traduit par la recherche de la
solution directe de 1’équation différentielle du systéme ;

2. La méthode fréquentielle et courbes de Bode ;

3. Les méthodes harmoniques et fréquentielles de Nyquist et de Black-
Nichols ;

4. La méthode du lieu des racines (lieu des péles ou d’Evans).
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Chapitre 4 Réponses fréquentielles des systémes linéaires

I1. Réponse en fréquence et courbes de Bode
Il. 1 Réponse en fréquence

Pour une entrée harmonique e(t) = E,sinwt ou @ est une pulsation (fréquence) reglable,

la sortie du systeme est de la forme : s(t) = S, sin (ot + @) .

Dans le plan complexe, on pose p= jo dans I’expression de la fonction de transfert

H(p) et on obtient :

H(ja) = 212 = Aa)e I

avec :
So o
A(a)):E_:|H(ja))| - Amplitude de H(p)
0

¢(w) =argH(jw) : Argument de H(p).
En faisant varier @, on obtient les réponses en fréquence du systeme :

- A(w) : courbe d’amplitude (affaiblissement car A(w)est en général, une fonction

décroissante) ;

- ¢(w) : courbe de phase.

La connaissance de A(w)et ¢(w) permet de caractériser complétement H(jw) et donc de

caractériser le systeme.

I1. 2 Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode d’une FT donne une représentation en fonction de la pulsation @
e de son module A(w)en décibels :

Agp(w) = 20LogolH(jw)| [dB]

e et de sa phase ¢(w)exprimée en degré (ou en radians) :

p(@)=arg(H(jw)) []
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Chapitre 4 Réponses fréguentielles des systémes linéaires

Le diagramme de Bode est représenté dans le plan suivant :

60

40

20

0

-20

-40

-60
270

180

90

-90

-180

-270

Dans I’échelle des pulsations (semi-logarithmique, pour permettre la représentation tant les

basses fréquences (BF) que les hautes fréquences (HF) ), on définit :

e [’octave : la distance entre wet 2w , Vo.

e | adécade : ladistance entre wet 10w , Vo.

I1. 3 Diagramme de Bode des fonctions élémentaires

11.3.1Gain: H(jw) =K

Agp (@) = 20Log|K| db

(w) = arct (o ) arcktg (0) o K>0
)= — = =
v Ik =1 180° Kk <0
20log| K| KE>0
0°
Fregquency o n's
» 0 K<0
-180°
Frequency @ r/s
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Chapitre 4 Réponses fréguentielles des systémes linéaires

I1. 3. 2 Intégrateur pur : H(jw) =

T

L‘ =-20Log|jor|=-20Log(ew7)
jor

(0((0) = arctg(_ij = _arcktg (ﬂ) = —arctg (+ oo) —_9Q°
Jot 0

Agp (@) = 20Log

La variation de A(w) est linéaire dans 1’échelle logarithmique. Pour déterminer la pente de

- - . 1
cette variation, on considere les fréquences 1 et 10— :

T T

e w=1= A, (w)=—20Log(l) = 0dB
T

s W= 10 = A,,(w) =-20Log(10) =-20dB
T

Donc, si w varie d’une décade = Ay, (w) varie de (-20 dB) = une pente de -20 dB/déc.

On geéneralise alors pour H(jw) = (_i)n . Les courbes de Bodes sont alors les suivantes :
Jot

120
100 <]
20 {;—“_3\; -
60 1
40—+ .
20 s

\ Shi
0 FEH
"-..h-.
-20 H

-40

50 J
-80

~

-100 N

-120

0.01 0.10 1.00 10.00 100.00

7

A
ri
yi

/]

7
/

/

"

"N

o (r's) Diagramme d’amplitude

1]
—

-50
-180
-270
-360

0.01 0.10 1.00 10.00 100.00

w (rad's)

b = O |
i
[ ]

Diagramme de phase
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Chapitre 4 Réponses fréguentielles des systémes linéaires

11. 3. 3 Dérivateur pur : H(jw) = jor

0=1= Ay (@) =0db
T

o Agp(w)=20Log(w7) = pente = 20db/dec

0=20= Ay (@) =20db
T

e p(w) = arctg(%j = arctg (+ oo) =90°

Pour H(jw) = (jewz)", nous avons les courbes suivantes :

120
100 ne

)
o
NN
\

-100 =
-120
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00

w (r's)

Diagramme d’amplitude

360

n=3

270

180 n=2

a0 n=1

0.01 Q.10 1.00 10.00 100.00

w (rad/s) Diagramme de phase
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Chapitre 4 Réponses fréquentielles des systémes linéaires

1. 3.4 Systéme du 1¢" ordre : H(jw) =

1+ jor

e Agp(@) = 20Log|H (je)| = 20Log(L) — 20Logy1+ (wr)? =-20LogV1+ w?z?

e o(w) =—arctg (%} = —arctg(wr)

]
o8}
T

ol A= ~20Log+/1 =0db
T ¢(w) = —arctg(0) = 0°

e HE: @ Lo ) A (@) =-20LogVe?r? = -20Log(wr)
T |p(w) =—arctg(w) = -90°

1
° a=—>
T

Agp (@) = —20Log/1 = 0db
¢(w) = —arctg (1) = —45°

pente = -20
T

_10_ JAy(@)= —20Log+/10 = —20db
¢(w) = —arctg(l) = —45°
db/dec

ll:lm e Hreg Llenlzllaxln

T
iy
\
S
=

Va4
i
f‘lf

Diagramme d’amplitude

0
. _%1 -
™ e
180 ™ —
\\\‘\‘_ |-|=E|
270 —
-380
0.01 0.10 1.00 10.00

100.00 Diagramme de phase
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Chapitre 4 Réponses fréguentielles des systémes linéaires

De méme, pour le systéme dont la FT est donnée par : H(jw) =1+ jor, On trouve :

'D‘
A )‘
SYmpY /'

b

A
L\

Al
F'
LA+
- |
=1
ST
n=1 <1
Sb xnellm'requenciﬁ
]
).01 0.10 1.00 10.00 100.00 piagramme d’amplitude
360
n=3
270 —
180 / n=2
// n=1
50
0
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00 pjagramme de phase
@5

I1. 3.5 Systéme du 2°™ ordre : H(p) =

2 2
P° +2Ma, p + @,

Hjo) = - - :

2 2
1+ jom 2 |+ j < (1—602}42”{(0)
@, @, Wy Wy

Tout dépend de la valeur du facteur d’amortissement m :

e m>1=les pdles sont réels et H(jw)peut se mettre sous la forme d’un produit de
deux facteurs du 1°" ordre.

e m<1=les pbles sont complexes :
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Chapitre 4 Réponses fréquentielles des systémes linéaires

A, (w) =-20Log \/[1— w—zj + (Zm ﬂj
Wy 20

¢(w) = —arctg — 5
@
20

Ag (@) = ~20Logy[L- y?f +(2my)
Posons y =—= 2my
Wy ¢(w) = —arctg 1y

L’allure du diagramme de Bode dépend de la valeur du facteur d’amortissement m.

e Diagramme d’amplitude

1y

10 b

10 AN
AF].707 |7
' 20 N
N
-30 A
\'\,‘.
40
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00
e Diagramme de phase
c=04

-50

r=0.2 —§$‘-\:
-180

0.0 0.10 1.00 10.00 10000
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Chapitre 4 Réponses fréquentielles des systémes linéaires

De méme, pour un systéme de type passe-haut de FT H(p)= p®+2me,p+aw], Le

diagramme de Bode se déduit par symétrie par rapport a I’axe des @ .

40 7
1A
30 A
jf'
20 FTOT]
10 i
0 =T
TP
10 Ao |- ’Q
404
-20
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00 Diagramme d’amplitude
180
0707 — >
T c=0.4
)
J (=02
0
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00

Diagramme de phase

1. 3. 6 Systéeme d’ordre quelconque :

Considérons le systéme présenté par la FT suivante : H(p) =K 1+zp
(1+T2 p)(1+T3)
Avec i<i<i etk >1.
T2 713

Cette FT peut étre traitée de deux manieres :
Premiéere méthode :

1. Décomposer H(p) en produit de quatre FT :

1 1
Hi(p) =K, Ho(p) =1+71p | Ha(p) =1 , Ha(p) = :
+72P 1+ 3P
2. Tracer le diagramme de Bode de chacune des FT élémentairesH;(p) i=12,3 4.

3. Additionner les diagrammes des amplitudes en db et les diagrammes de phase en

degré.
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Deuxiéme méthode : Traiter la FT globale H(p) :

{Adb(a)) = 20Log(K) + 20Logy1+ w’rf — 20Logy1+ w’r3 —20Logy1+ w’rs

o(w) = 0+ arcty(r o) - arctg(ro0) — arctg(r30)

I11. Diagramme de Nyquist

I11. 1 Définitions

1. Le lieu de Nyquist est le lieu, en coordonnées polaires, des points d’affixe H(jw)

lorsque w varie de 0 a +oo. Il est gradué avec les valeurs de w.

A Im
Im(H(j ) M
\X\QL Soit le point M associé a H(jw)
1\J(0((U) ; R M(H(jw|,arg(H(jw))
. » Re
Re(H(j o))

2. Le diagramme de Nyquist (lieu complet) correspond & w variant de —co a +oo. Il

s’obtient par symétrie par rapport a 1’axe réel du lieu de Nyquist.

Le diagramme de Nyquist est I'image par H(p) du contour fermé appelé contour
d'exclusion de Nyquist. Ce contour entoure tous les pbles et zéros de H(p) a partie
réelle strictement positive. Si H(p) a des pdles nuls ou imaginaires purs, le contour

d'exclusion les évite par des demi-cercles de rayon e—0.
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Chapitre 4

*Im

Im

@ — —eo

B(y @~ 0‘ ' A‘,
w— 0~
- ,
W —> —

I11. 2 Lieu de Nyquist des systémes usuels

1. Intégrateur pur H(p) =%

H(j(u)‘—>+c-o

@ — 0,
@ — +oo, |H(j(u)‘ —0

(0=—% Voelo +of

2. Systéme du premier ordre H(p) = %

w=0,
K

1
w=—,
T

@ —> o, ‘H(j(u)|:0 et §9—>—2

H(j(u)‘=K et =0

H(jm)‘:ﬁ et @

Im
'y
0 — +o= * Re
(U f.dl.
=0
(K>0, T>0)
m
%
> B —> "
/’ \\\

W — +oo | \lmi
A e

ol T

/4
4

T
w=1/T
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Chapitre 4 Réponses fréguentielles des systémes linéaires

K w%
2 +2mwop+wd

3. Systéme du deuxiéme ordre H(p) = )

(u:0|_ 0

. 7
w=0, |H(jo)=2¢ e 0=—-3
w—oo |H(jw)=0 et p=-1
) = . 2
S, + wy, I‘r\n

P

4, Retardpur H(p) = e %P

Im

Le lieu de Nyquist est un cercle
Wl =32 + 2k7 centré en 0 et de rayon unité

ol =2k+1)7 + Ré

w T oT=m2+2krx
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Chapitre 4 Réponses fréguentielles des systémes linéaires

V. Lieu de Black

1V. 1 Définition

Le lieu de Black est la représentation cartésienne de H(jw) lorsque w varie de 0 a

+o0. Le lieu de Black est gradué avec les valeurs du parametre w.

o Abscisse : la phase en degré ou radian

o Ordonnée : le gain en décibel (dB)

IV. 2 Lieu de Black des systemes usuels

1. Intégrateur H(p) = 112
G(dB)
s
— + N
N\ ) 1
- m,z'l » @(rad)
(EFD:
2. Systéme du premier ordre H(p) = % (K>0, T>0)
| G(dB)
| QFG\J
20log,, K

r > ptad)
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Chapitre 4 Réponses fréquentielles des systémes linéaires

3. Systéme du deuxiéme ordre H(p) = p2+2::§p+w%
4 G(dB)
20log,, K
}r » (p(rad)
@ — +@

V. Marges de phase et de gain

Les marges de stabilité constituent une sécurité¢ contre un risque d’instabilité. On

les nomme également "marges de stabilité".

Elles permettent d’estimer la proximité de la réponse fréquentielle Herrpo(jw) du

point critique —1 = 1 -m.
V. 1 Marge de phase M,,
Soit w, la pulsation telle que |Hergo (jweo)l = 1.

La marge de phase est la différence entre @prgo(weo) €t - .

M, = @rrpo(we) + T avec @prpgo(weo) = arg(H(jwe))
V. 2 Marge de gain M,

Soit w, la pulsation telle que @(Hgrgo(jw_,)) = —m . La marge de gain est

I’écart entre 0dB et le gain a la pulsation w_.

M, =-20 Log1o|Hprpo(Jw_r)] avec  Qprpo(W_p) = —T

Dans les plans de Bode, Black, et Nyquist, ces marges de sécurité sont déterminées

comme suit (figure ci-dessous) :
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k[
L 4G (dB)
\\ m, =—20log;o 4
\ —
} »Re
/
Cercle de
|~ rayon unité
4G (dB)
(0‘.0\ ”"cl /
\. .
o ) 4

@,

P TR T
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Chapitre 5 Performances des S.A.L.( Stabilité )

Performances des S.A.L.

Un systeme est asservi pour que son fonctionnement soit conforme a des attentes
définies dans un cahier des charges. Ce cahier des charges se décline en termes de

performances auxquelles le systéme doit satisfaire.

Si les performances attendues ne sont pas atteintes, il convient de modifier la commande
du systéeme pour faire évoluer ces performances dans le sens souhaité : C’est 1’objet de la
partie correction qui suit la définition des principaux criteres de performances

habituellement utilisés.

Partie 1 : Stabilité des S.A.L.I1.T

I. Introduction

L’objectif principal de [’analyse des systémes asservis est la détermination des

caractéristiques suivantes :
e sa stabilité relative et absolue ;
e les performances des régimes permanent et transitoire.

La stabilité est une performance a satisfaire en priorité pour un systeme, car un systeme

instable est inutilisable.

Savoir qu’un systéme est stable s’avére des fois insuffisant. Nous devons connaitre a quel
point il est proche de I’instabilité. Nous avons, alors, besoin de déterminer sa stabilité

relative.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a 1’étude de la stabilité par les méthodes de

Routh-Hurwitz et Nyquist ainsi que la stabilité relative par celle de Bode et de Black.
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Chapitre 5 Performances des S.A.L.( Stabilité )

1. Définitions

e Déf. 1: On dit qu'un systéme bouclé est stable s’il tend a son état d’équilibre

permanent quand on lui applique une perturbation de courte durée.

e Déf. 2 : On dit qu’un systéme bouclé est stable si sa réponse impulsionnelle tend

vers zéro lorsque t — 0.

e Déf. 3 : Un systéme asservi est stable si tous les poles (racines de 1’équation

caractéristique) sont a partie réelle négative.

I11. Méthodes d’étude de la stabilité

Sachant que la FTBF d’un systéme asservi peut se mettre sous la forme suivante :

T(p)=—KE(P) _ by p™ +bp_yp™ by p by
1+KG(P)R(P)  anp" +a, (p" L+...+ap+ag

avec G(p) la FT de la chaine d’action et R(p) celle de la chaine de retour.

Les pdles de T (p) sont donc les racines du polyndme caractéristique :

n n-1
D(p)=a,p +a,_1p ~+...+ap+ag
Si le degré de ce polynéme est supérieur a deux, le calcul de ses racines peut devenir
impossible sauf si on utilise un calculateur numérique.

Tenant compte du fait qu’il ne faut déterminer que le signe de la partie réelle de ces racines
(d’aprés déf. 3), plusieurs méthodes sont mises au point et qui n’exigent pas la

détermination des racines de D(p).

Ces méthodes sont :

1. Méthode de Routh-Hurwitz, méthode algébrigue, supposant la connaissance "a

priori” de D(p),

2. Méthode de Nyquist, méthode graphigue, supposant la connaissance "a priori" de

la réponse en fréquence de la FTBO ( KG(p)R(p)), ainsi que la connaissance "a

priori" du nombre de pdles a partie réelle non négative de G(p).
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3. Méthode du lieu des racines (ou du lieu d’Evans), méthode graphigue, supposant

la connaissance "a priori” des poles et zéros de la FTBO. Cette méthode permet de

déterminer les racines de D(p).

V. Méthode Algébrique de Routh-Hurwitz

Cette méthode permet de déterminer si tous les pdles de la FTBF ont une partie réelle
négative sans passer par le calcul de ces racines. Elle se subdivise en deux tests, le test

d’Hurwitz et le test de Routh.

IV. 1 Test d’Hurwitz (1895)
Soit D(p)=a,p" +a,_1p" L+...+a;p+ag

Le test d’Hurwitz s’énonce comme suit : "Pour que le polynéme D(p) ait des racines toutes
a partie reelle négative, il est nécessaire que tous les coefficients a; ,i=0,1,2,...,n-1

soient positifs".

e Si le polyndme D(p) ne passe pas le test d’H., il posseéde certainement des

racines a partie réelle non négative et le systeme possédant ce polynbme comme

polyndme caractéristique est instable.

e Par contre, si D(p)passe le test d’H., on ne peut encore rien conclure a propos du

signe de la partie réelle de ses racines. Il faut alors lui appliquer le test de Routh.

IV. 2 Test de Routh (1877)
Soit D(p)=a,p"+a,_1p" L+...+a;p+ag

On commence par former la table de Routh définie comme suit :

p an an-2 an—4
pn—l an-1 an-3 an-5
" g C2 C3
" 4y d dg
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Avec ap,an_1,...,apsont les coefficients de I’équation caractéristique et Cp,Cp

dq,d>,... sont calculés comme suit :

etc.

_ an_18pn-2 —apdp_3 Cp = apn_18n_4 —apdp_5

G
an-1 an-1

etc.

dy = C18n-3 —an-1C2 d, = C18n-5 —an-1C3
G G

On procede de la méme fagon, horizontalement et verticalement, jusqu'a ce qu’on obtienne

uniquement des zéros.

Le test de Routh s’énonce alors comme suit : " Une condition nécessaire et suffisante

pour que D(p) ait toutes ses racines a partie réelle négative est que tous les termes de la

colonne pivot (la premiére colonne) de la table soient positifs*'.

Remarqgues

1. Si la colonne pivot contient des termes négatifs, le nombre de racines a partie réelle
positive est égal au nombre de changements de signe apparaissant dans la colonne

pivot.
2. Les coefficients d’une ligne quelconque peuvent étre multipliés ou divisés par un

nombre positif sans changer les signes de la premiére colonne.

3. Exemple: D(p)= p3+12p+8. Ce polyndme ne passe pas le test d’Hurwitz (
a, =0) et posséde donc une ou deux racines a partie réelle non négative. Il est

inutile de lui appliquer le test de Routh.

Intérét pour la synthése

La méthode de Routh-Hurwitz permet de déterminer, dans un but de synthese, le
domaine des valeurs que peut prendre un parametre du régulateur pour lesquelles le

systéme automatisé est stable.
Exemple :
Soit un régulateur dont le gain K n’est pas fixé. Soit D(p) = p3 +6 p2 +12p+K.

e Test d’Hurwitz =K >0.
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e Test de Routh :

Table de Routh

pd 1 12 0
p? 6 K 0
L K Le systeme automatise sera donc stable si : 0 < K <72
p- 12-— 0 0
p? K 0 0

IV. 3 Limites de la méthode (du critére) de Routh-Hurwitz

1. Le critere est valable uniquement quand le polynéme traduisant 1’équation

caractéristique est a coefficients réels constants ;

2. Le critéres n’est pas valable pour les systémes a retard, c.a.d. des systémes de la

N@) .

. — o~ TP
forme: H(p) = e )

3. Il cesse d’étre applicable lorsque tous les termes d’une ligne sont nuls.

Ces limites constituent des cas particuliers qui seront étudiés ci-dessous par des exemples.

IV. 4 Cas particuliers

1. Présence de termes nuls dans la colonne pivot : Ceci traduit la présence de racines

a partie réelle nulle. Si on désire connaitre le nombre de racines a partie réelle non-

négative, il faut considérer que le terme nul introduit des changements de signe au

méme titre que les termes négatifs. On remplace alors le terme nul par & /& —07

Exemple: D(p)= p4+ p3+2p2 +2p+5=0
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41250
31200

L' 2000

Y
Y
p2 0500 en remplacant &—0", on obtient
Y
p®° 2000

p* 1 250
p> 1 200
p> & 500
p125—5000

2¢6-5
&

et comme & —0" donc

<0 = deux changements de signe = systéme

non stable.

Tous les éléments d’une ligne sont nuls . Ceci traduit la présence de racines

conjuguées imaginaires pures (£ jx). Le systeme est a la limite de stabilité et va

osciller sinusoidalement sur la pulsation wggc ( jwgse = JX).

Exemple: D(p)= p‘°’+3p2 +3p+9=0

p> 1 3 0
2
390
P Qp)=3p2+9 = 4P g,
pb 000 dp
pl 22 2
p> 130
p?2 3 9 0
pt 6 0 0
p° 9 0 0

avec D(p) =Q(p) Dy(p).-
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On remplace alors dans la ligne p1 les coefficients nuls par les coefficients du

polynéme @ et on continu le tableau.
p

Remarquons que la colonne pivot est formee de termes positifs. Ceci indique que

les racines de Dy (p)sont stables ; mais le systéme D(p), lui, est instable.

En effet, les racines du polyndme auxiliaire sont toujours instables puisque, par

construction, il manque un coefficient sur deux dans Q(p) .

Remargue

Le critere de R-H est un critére algébrique simple qui permet d’analyser la stabilité
des systemes linéaires invariants dans le temps. Cependant, il ne donne aucune

information sur le degreé de stabilité ni sur la fagon de stabiliser un systeme instable.

V. Méthode de Nyquist

La méthode de Nyquist est une méthode graphique de détermination de la stabilité absolue

et relative des systémes asservis en boucle fermée.
V. 1 Théoréme de Cauchy

Soit F(p) une fonction de la variable complexe p: c’est un nombre complexe dont le

module et I’argument sont fonction de p.

Si le point d’affixe p décrit une courbe fermée (C) dans le plan complexe, le point d’affixe
F(p) décrit un lieu (7) de forme plus ou moins compliquée, et les lieux (C) et (7) se

correspondent point par point :
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b Im{p) * Im{Fp)

Contour I”
Contour C Fip) —

Théoreme de Cauchy

On démontre alors, le théoreme de Cauchy suivant :

Quand le point p décrit compléetement la courbe (C), dans le sens des aiguilles
d’une montre, le point d’affixe F(p), situé sur la courbe (I), fait, autour de
[’origine et dans le sens trigonométrique, un nombre de tours N algebriquement

donné par : N=P - Z.

Ou P et Z désignent respectivement le nombre de poles et le nombre de zéros
(comptés avec leur ordre de multiplicité) de la fonction F(p) situés a [’intérieur de

la courbe (C).

V. 2 Application au probléme de la stabilité
Le théoréme de Cauchy est appliqué dans le cas suivant :

e fonction : F(p) = D(p)=1+KG(p)R(p)

e courbe (C) : contour de Nyquist ou contour d’exclusion de Nyquist.
V. 3 Contour d’exclusion de Nyquist et courbe de Nyquist

Le contour d’exclusion de Nyquist est un contour fermé (C) enfermant tout le demi-plan

droit de la variable complexe p =0+ jw .

Ce contour encercle certainement tous les poles et zéros a partie réelle positive (s’il y en

existe) de D(p) =1+ KG(p)R(p) . Un tel contour comporte 3 parties :
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4 Im Im
1) —> +o - +
f/'"h
5( (!)—0“' Ri(
w— O
A
—
(W) — —o= W) — —o
n: p=jo 0<w <o
In:p = rejo rowoet —n/2<60< x/2
Tm:p = jo —0<w<0

Si D(p) a des poles nuls ou imaginaires purs, le contour d’exclusion les évite par des demi

cercles de rayons p — 0.

Supposons ici que D (p) ne possede pas de poles a partie réelle nulle.

Lorsque le point p décrit ce contour dans le sens des aiguilles d’une montre, le point D (p)

correspondant décrit, dans le sens des fréequences croissantes, le lieu de transfert D(jw)

(gradué en pulsation @ >0), complété par son symétrique par rapport a I’axe réel, soit
D(—jw).

A chaque partie de ce contour (I") décrit par D(p) = KG(p)R(p) :

a.

Tr):D(p) = K.G(j»).R(jw) 0<®<

Cette partie de (/) s’identifie avec la réponse en fréquence de D (p) représentée

sous la forme d’un diagramme de Nyquist.
Tw):  D(p) = KG(re®)R(rel?) r—

Cette partie de (/) se réduit toujours a un point a ’origine pour les systémes
réalisables ou le degré du dénominateur de la FT est supérieur au degré du

numeérateur de cette FT.
(Cw’): D(p) = KG(—jo)R(—jw) 0w < o

Cette partie de (77’) est symétrique a la partie (77°) par rapport a I’axe réel.
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V. 4 Expression équivalente du théoreme

On remarque que KG(p)R(p) et 1 + G(p)R(p) ont les mémes poles. En outre, si
I’on appelle point critique le point d’affixe (—1,0), I’énoncé précédent est alors équivalent

au suivant :

Lorsque, dans le plan complexe p, ['image de p décrit une fois le contour de Nyquist dans
le sens des aiguilles d’une montre, I'image de KG(p)R(p) tourne , autour du point
critique, et dans le sens trigonométrique, d 'un nombre de tours N égala: N=P —1Z
ou :

e Z est le nombre de zéros de D(p) = 1+ KG(p)R(p) a partie réelle

positive ;

e Pestlenombre de pbles de KG (p)R(p) a partie réelle positive.
V. 5 Etapes pratiques pour I’application du critere de Nyquist

1. Etudier la stabilité de la FTBO = P = nombre de péles instables de la FTBO.

2. Tracer le lieu complet de Nyquist de la FTBO : lieu de KG (p)R(p), parcouru dans

le sens croissant, de -co & +oo.

3. Calculer le nombre de tours (comptés algébriquement dans le sens
trigonométrique), soit N, que fait, autour du point critique d’affixe (—1,0), le lieu

complet de Nyquist, parcouru dans le sens des w croissant, de —wa + oo
4. Endéduire Z = P — N, c.a.d. le nombre de pdles instables de la FTBF.

V. 6 Critere du revers dans le plan de Nyquist

Condition : Le critere du revers n’est valable que si la FTBO a tous ses poles dans

le demi-plan gauche (c.a.d. le systeme est stable en BO).

On trace le lieu de Nyquist de la FTBO, et on observe la courbe par rapport au point (—1),

dans le sens des fréquences croissantes :
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e sile point —1 est a gauche de la courbe, le systeme est stable ;
e sile point -1 est a droite de la courbe, le systéeme est instable ;

e si la courbe passe par le point —1, le systéeme est juste oscillant. Ce qui
signifie en pratique, que la moindre perturbation extérieure ou intérieure au

systéme, le rendra instable.

Remarque : I/ n’est pas nécessaire de tracer le lieu complet de Nyquist pour savoir si oui

ou non le point critique (-1) sera entouré. Tracer pour @: 0— + oo suffit.

Diagramme de Nyquist Diagramme de Nyquist
Systeme stable Systeme instable
A Im{F(Gw))} A Im{F(jw)]

Marge de .

-

| gain | N

\\ \\
\
.\lm'gc (/(,’ \
_-%R phase \| _
—
/ Re{ F(jw)} / ,’ Re{ F(jw)}
@ / P /I
/ /

w;> W)

V1. Stabilité dans le plan de Black et Bode
VI. 1 Dans le plan de Black

Un systéme est stable si en décrivant la courbe de Black dans le sens des @ croissantes, on

laisse le point critique (—180°,0dB) a sa droite ; il est instable dans le cas contraire.
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Diagramme de Black Diagramme de Black
Svstéme stable Svstéme instable

4+ /Fl_;u'u / 4 /F/jwu /

Marge de

phase .
; / I .\I(ng‘v de
| gain
; 20log,o(1/K) (dB)

Marge rleI / i
eain H
E: pa—
Marge de
phase
» Arg(F(jw)) » Arg(F(jw))
=270 -180 -90° -270 -180 -90
VI. 2 Dans le plan de Bode
[F (w) / Diagramme de Bode [F (jw) / Diagramme de Bode
t Systeme stable T Systéme instable
w> w (Log) : w (Log)
:0/0._9]0’1 K) (dB) > _’0/og,-r,11 K =7 >
Wy ! Marge de (dB) w) : :
\ gain | |
| ! o
B .
|
¢ P ¢ [
4 : : w (Log) 4 i w (Log)
0 deg. L > 0 deg. : t >
| Lo
B b
Marge de | : :
180 dag, |--—-Ehoe -180 deg. L

VI. 3 Stabilité relative d’un systéme automatisé

Les systéemes réels ne sont généralement pas des systémes continus linéaires invariants
dans le temps. Ils présentent des problémes d’usure mécanique, de vieillissement de

composants, ...etc.
e Un systéme stable, a une date donnée, peut devenir instable ultérieurement.

e Un systéme stable mais trés oscillant a un comportement que 1’on essaie souvent

d’éviter.
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Il est donc important de prévoir une marge de sécurité par rapport a I’état limite de

transition " stable-instable .

Pour un systeme défini par sa fonction de transfert, son instabilité est liée a 1’existence de
poles a partie réelle positive. Son trop faible amortissement est lié a des racines complexes

conjuguées trop éloignées de 1’axe des réels.

Garder une marge de stabilité revient a faire en sorte que ses pbles soient dans une zone

limitée du plan complexe.

Im

N A
~
N

N
Limit A
_imite
garantissant —>\\

I'amortissement ~

~

Re

- -
-~ Limite
<" garantissant —/

« la stabilité
y

Emplacement des poles d’une FTBF stable amortie

Remarques

1. Une augmentation du gain de la BO (en décalant le lieu vers le haut) réduit les

marges de stabilité.

2. Une augmentation de la phase de la FTBO réduit ces marges et peut conduire a

I’instabilité.
3. Les valeurs courantes des marges de gain et de phase sont :

e Marge degain:10dB < Mg <15dB

e Marge de phase : 45° < M, < 50°.
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Performances des S.A.L.
Partie 2 : Précision et rapidité

l. Introduction

Un systéme asservi est congu pour délivrer un signal de sortie fonction connue du signal
d’entrée. Ses performances sont donc jugées par comparaison entre la sortie réelle et la

sortie désirée (I’entrée).
I1. Qualité d’un bon asservissement

Le probléme majeur des asservissements est de trouver un compromis entre stabilité et

preécision du systeme.
e Un systéme asservi doit étre non seulement stable mais suffisamment stable, c. a. d.

o Le systeme doit posséder des marges de stabilité suffisantes pour ne pas

risquer d’étre déstabilisé ;

o Apres une perturbation, le systétme doit non seulement revenir a 1’équilibre,

mais y revenir par un transitoire suffisamment amorti.

e Dans un bon systéme asservi, I’erreur en régime permanent doit étre aussi faible que
possible (bonne précision statique). Le plus souvent, on désire une erreur statique

nulle et une erreur de trainage faible.

e Enfin, le transitoire par lequel un systéme asservi revient a 1’équilibre aprés une

perturbation doit étre suffisamment rapide.

I11. Précision des S.A.L.

La précision obtenue grace a I’asservissement est estimée en regardant 1’ erreur.
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I11. 1 Précision statique (régime permanent atteint)

Considérant le systeme asservi suivant :

epy P S(p)

+ G(p)

v

R() |,

&(p) = E(p)—R(P)S(p) = E(p) - R(PI[G(p)e(p)]= &(p)[1+R(p)G(p)]=E(p)

E(p) &P _ 1

D’ou 5(p):1+e(p)R(p) E(p) 1+G(p)R(p)

On définit alors trois types d’erreurs :

1. Erreur de position : correspondant a la réponse a un échelon ;

2. Erreur de vitesse(ou de trainage) : correspondant a la réponse a une rampe ;

3. Erreur en accélération : correspondant a la réponse a une entrée parabolique.

Vu qu’il s’agit du régime permanent, 1’erreur statique est déterminée par &().

Reprenons la forme générale de la FTBO :

K 1+bp+...+byp™

G(P)R(p) =— -
p” l+ap...+a,p

ou « désigne la classe du systeme.

I11. 1. 1 Systéeme de classe zéro (pas d’intégration dans la chaine directe)

1. Erreur de position : Soit e(t) =1-u(t) = E(p) =%(Entrée = Echelon)

Théoréme de la valeur finale = g(x) = Iim{ p-l- 1 }
p 1+G(p)R(p)
p—0
1 1
=)= 1K
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Remarque : Lorsqu’il n’y a pas d’intégrations dans la chaine directe, la précision dépend
du gain statique : K augmente = la précision augmente.
: 1 .
2. Erreur de vitesse : e(t) =t-u(t) = E(p) =— (Entrée = Rampe)

p2

1 1 o
= &(») = lim |:p'—2 :| =oo :[’erreur statique est infinie

poo| p? 1+G(PR(p)

I11. 1. 2 Systéeme de classe 1 (Présence d’une intégration dans la chaine directe)

1. Erreur de position : Soit e(t) =1-u(t) = E(p) = l(Entrée = Echelon)
p

: 1 1 , .
g(@)=lim| p-—-———————1|=0 : l’erreur statique est nulle.
p—ol P 1+G(p)R(p)
Remarqgue : Lorsqu’il y a au moins une intégration dans la chaine directe, 1’erreur
statique est nulle = la précision est oo.
. 1 .
2. Erreur de vitesse : e(t) =t-u(t) = E(p) =— (Entrée = Rampe)

p2

£0) = lim | Py =
p—o|  p? 1+G(PR(p) | K

I11. 1. 3 Systéeme de classe 2 (Présence de deux intégrations dans la chaine directe)

1. Erreur de position : Soit e(t) =1-u(t) = E(p) :%(Entrée = Echelon)

1 1
o) = - —r :0
&(0) !,'Lno{p 0 1+G(p)R(p)}

3. Erreur devitesse : e(t) =t-u(t) = E(p) = iz
p

&(0) = Iim{p- L ;}:0

(Entrée = Rampe)

p>0|  p2 1+G(P)R(p)
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4. Erreur en accélération : réponse a une entrée parabolique.
1
g(0) =—
K

I11. 1. 4 Conclusions pratiques

1. Le type des erreurs permanentes que présente un asservissement a retour unitaire

est déterminé par le nombre d’intégrations que posséde la boucle :
o Pas d’intégrations : erreur de position finie ;
o Une intégration : erreur de position nulle et erreur de vitesse finie ;

o Deux intégrations: erreurs de position et de vitesse nulles et erreur

d’accélération finie.

2. L’erreur permanente (quel que soit son type) que présente un systéme donné est

d’autant plus petite que le gain en boucle ouverte est grand.
3. Pour un régime permanent d’un systéme asservi, on a donc intérét :
e A ce que la boucle présente une intégration,

e 2 ce que le gain en BO soit le plus élevé possible (sachant qu’on est limité

dans ce cas par des considérations sur la stabilité).

N 0 1 2 3
e(t)
Au(t) 11 0 0 0 £p
1+K K
Atu(t) w0 1 0 0 Y
K
0
A2y * * 1 “a
2 K
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I11. 1. 5 Présence d’une perturbation

On représente un systéme asservi sur lequel s’exerce une perturbation par le schéma

fonctionnel suivant :

v

E(p) £(p) /L S(p)
NG Gu(p) S Ga(p)

R(p)

o S(p) =[e(P)G1(p) + P(P)IG2(p) = G1(P)G2(P)e(p) + G2 (P)P(p)

* ¢(p) =E(p)-R(p)S(p)

D’ou:
G1(p)G2(p) Gy (p)
S = E P
B = RMGUG (1) P T RGUG(p) |
1 R(p)G2(p)
= E(p) - P
O RGP T R(D)GL ()G (p) |
Erreur liée a la Erreur liée a la
commande perturbation

» Dans le cas des systemes suiveurs (entrée variable, absence de perturbation), £(p) se

réduit au premier terme.

* Dans le cas des systémes de régulation, I’entrée est une consigne constante Eget

I’erreur en présence de perturbation peut étre obtenue en appliquant le théoréme de

superposition (vu que le systeme est linéaire).
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I11. 2 Précision dynamique et rapidité (régime dynamique)
I11. 2. 1 Definition et condition

Considérons toujours la forme canonique d’un systéme asservi :

e, P - S(p)
p

»
»

R(p)

Le rble de ce systéme est que la sortie s(t) suit I’entrée e(t).
e Un systéme parfait = ¢(t) =e(t)-r(t) =0 WVt.
e Systéme réel = () #0 WVt (constantes de temps des systemes
physiques, perturbations agissant sur le systeme).

En pratique, il est intéressant de connaitre I’erreur permanente, dite statique, &5 qui
représente la valeur asymptotique (lorsque t — o) de [’erreur instantanée, dite

dynamique, &y .
Dans le calcul d’erreurs, on est intéressé par deux spécifications :

1. Erreur statique nulle (&g =0) pour des entrées données ou perturbations

canoniques (échelon, rampe, signal harmonique,...) ;

2. Erreur dynamiqueey < &4 max POUr des entrées ayant certaines caractéristiques

données.

Soit le cas d’un systéme a retour unitaire dont 1’écart entrée-sortie est schématisé par :

Nous avons donc, & limiter &4 & une valeur &4 may - e(t)
s(t)
Pour tout signal d’entrée, I’expression de &y est \
Sd_
complexe. Cependant, si on limite e(t)a une vitesse v )

et une accelération y , il nous serait possible d’obtenir une condition caractérisant la

précision desirée.
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Chapitre 6 Performances des S.A.L. (précision et rapidité)

I11. 2. 2 Précision en réponse a une entrée quelconque
Méthode de la sinusoide équivalente

Cette méthode consiste a remplacer le signal d’entrée, lorsqu’il n’est pas sinusoidal, par
une sinusoide dite équivalente, qui impose, en premiere approximation, des conditions en

vitesse et en accélération maximales identiques a celles du signal réel.

VSVM

D) 1
e()a{ygm )

Soit e(t) = Egsinwgt (signal satisfaisant la condition (1)).

de(t) 2

Y
— =VM =an)0 Eozﬂ
dt M
d2e(t) -
2
dt VM

En régime permanent, 1’erreur liée a la commande &, (t) est un signal harmonique de

module || tel que :

6| = Egl——
1+G(PIR(P) - ji,
Si |G(p)R(p)|p:jw >>1 (g est dans la bande passante de laFTBO)
1
=lee| = o] e, )
R(P)G(P)_ ji.
2) 1 < €d max
G(PR(P)| pojrm vy
Vm ™
| 1 | < £d max_
IG(MRP)|p_jrm — vin
VM M

Notons que cette condition est nécessaire et, dans certains cas, elle n’est pas suffisante.
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Chapitre 6 Performances des S.A.L. (précision et rapidité)

I11. 2. 3 Bande passante

La bande passante d’un systéme est I’intervalle des fréquences angulaires @ pour

lesquelles le module de la FTBO est trés grand devant le 1 :|G(ja))R(ja))| >>1

On pourra alors utiliser les approximations suivantes, pour déterminer la FTBF :

S(jo) 1

* Si [G(jo)R(jo)|>>1= E(jo) R(jo)

o Si |G(ja))R(Ja))| «<1l= % ~ G(jw)

I11. 2. 4 La rapidité d’un S.A.L.

La rapidité est le temps que met le systeme pour réagir a une variation brusque de la

grandeur d’entrée (soit un échelon). La valeur finale Sy de s(t) étant souvent atteinte de
maniére asymptotique, la rapidité est généralement caractérisée par le temps de réponse

t, a5%.
C’est le temps que met la réponse s(t) pour que :

t 21y (505) = 0,95Sg < s(t) 1,055

Dans le cas du régime oscillant amorti, on compléte le temps de réponse par le premier

dépassement exprimeé en %, qui caractérise I’amplitude des oscillations :

Smax _SO

D; =100
So
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Chapitre 6 Performances des S.A.L. (précision et rapidité)

IVV. Conclusions

e La précision :

1. L’erreur statique, lorsqu’elle est finie et non nulle, diminue
lorsque le gain en BO augmente, c. a. d. lorsque la bande passante

augmente.

2. Une erreur statique nulle suppose dans la chaine, au moins, une
intégration vis-a-vis d’une entrée en échelon et deux intégrations

vis-a-vis d’une entrée en rampe, etc.

e Larapidité :
La rapidité d’un systéme du premier ordre est d’autant plus grande que :
1. laconstante de temps 7 dans la chaine directe est faible ;
2. legain Kestgrand;

3. sabande passante est grande.
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Systémes linéaires invariants

A. Définition

A.1. Notion de systéme

On essaye souvent de modéliser un systéme physique en interaction avec l'extérieur ou
d’autres systemes en distinguant des enrrées, un étar et des sorties (figure 4-1).

. ]
— ]
| |
. ! . ! .
n entrees i Systeme i m sorties
! !
— | N S,

Fig. 4-1 : Modélisation d’un systéme physique

A un instant donné, 1'état du systéme peut dépendre de son histoire antérieure et des actions
instantanées qu’il subit. Les entrées représentent ces actions extérieures. Une sortie peut
représenter une action sur un autre systéme qui lui serait connecté. Ce peut également étre une
grandeur interne caractéristique de 1'état du systéme (une observable qu'un expérimentateur
pourrait mesurer par exemple). De maniére générale, a tout instant une sortie dépend de 1"état
du systeme et de I'état de chacune des entrées. Cette modélisation suppose que entrées et
sorties fonctionnement comme des canaux unidirectionnels (parfois matérialisés par des
fleches sur les schémas). C’est-a-dire, par exemple. que la maniére dont est exploitée une
sortie n'a pas d’influence sur le comportement du systéme étudié. Il faut d’autre part que le
fonctionnement de ce systéme n’interfére pas avec le signal d’entrée. Par exemple la grandeur
physique en entrée peut étre |'intensité d’un courant si celui-ci est fourni par une source idéale
de courant. Mais si ce courant est débité par une source de tension il peut dépendre de la
résistance d’entrée du systéme (sauf si celle-ci est infinie). Il sera alors impossible de choisir
I'intensité comme grandeur d’entrée.

A.2. Systéme scalaire

Nous nous limitons aux systémes dits scalaires. c’est-a-dire comportant une entrée et une
sortie, notées respectivement e(t) et s(t) sur la figure 4-2. Ces quantités e(t) et s(t) représentent
des signaux et le systeme effectue un rraitement. Le signal de sortie s(t) est souvent appelé
réponse du systéme a l'excitation e(t). La transformation réalisée par ce systéme peut étre
modélisée par un opérateur F :

s(t) = Fle(n)]
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Réponse indicielle des systémes linéaires analogiques

Le chapitre précédent a introduit une premiére méthode de caractérisation des systémes
analogiques linéaires avec I’analyse fréquentielle. Nous présentons ici une deuxieme méthode
appliqué a deux types de systeme.

A. Réponse indicielle d’un syvstéme du premier ordre fondamental
A.1. Définition

La réponse indicielle g(t) d’un systeme est définie comme le signal obtenu en sortie de ce
systéme lorsqu’un échelon unité u(t) est appliqué en entrée.

Si nous notons F la transformation qui caractérise 1’action du systéme, nous avons pour la
réponse indicielle :

a(t) = F[u(t)].

A.2. Constante de temps et gain statique

Nous avons déja rencontré un filtre du premier ordre fondamental dans le chapitre précédent.
1l est caractérisé par une équation différentielle de la forme :

ds(t)
dt

s(D+1 =Hy e(t)

La quantité T, homogene a un temps, est appelée constante de temps du circuit.
La quantité Hy, sans dimension, est le gain en tension statique du filtre.

A.3. Réponse indicielle

Cherchons la solution g(t) de cette équation différentielle lorsque 1’excitation est un échelon
unité en supposant le systeme au repos at = 0.

Nous savons que la solution générale d’'une telle équation différentielle peut s’écrire comme
la somme de deux fonctions :
- la solution générale de 1’équation homogene (sans second membre) ou réponse libre du
systéme;
- une solution particuliere de I’équation compléte correspondant au régime permanent.

Commengons par résoudre I’équation sans second membre :

0

ds(t) _
s(t) +t—d

Elle a pour solution générale :
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