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Introduction générale

Le calcul fractionnaire, décrit comme une extension du concept de 'opérateur de dérivation
d’ordre entier n & un ordre arbitraire « (réel ou complexe), a une longue histoire qui a débuté
le 30 septembre 1695 quand la dérivée d’ordre av = 1/2 a été mentionnée par Leibniz. Depuis,
nombreux sont les mathématiciens qui ont fournit des contributions importantes & ce sujet,
citons entre autres L. Euler, P.S. Laplace, J. Fourier, J. Liouville, B. Riemann....; chacun
utilisant ses propres méthodes et notations pour proposer différentes définitions de I'intégrale
et/ou la dérivée fractionnaires. Les plus célebres définitions sont celles de Riemann-Liouville et
Grunwald-Letnikov.

Pendant longtemps, la théorie fractionnaire restait comme un champ de recherche purement
mathématique. Cependant, et durant ces dernieres 100 années le calcul fractionnaire a gagné
importance et popularité grace a son vaste potentiel d’application dans différents domaines des
sciences et ingéniérie comme ’écoulement de fluide, la diffusion, la relaxation, 1’oscillations, la
dynamique des matériaux visco-élastique, la propagation des ondes sismiques, la chimie, les
milieux éléctriques...

Il existe en littérature un grand nombre d’ouvrages qui traitent le calcul fractionnaire,
les équations différentielles fractionnaires et leurs applications en physique. Pour la premiére
monographie le mérite est attribué & K.B.Oldham et J.Spanier [I] publi¢ en 1974 et consacré a la
présentation des méthodes et applications du calcul fractionnaire dans la physique et 'ingéniérie.
Aujourd’hui, la liste des textes et des procédures consacrés exclusivement ou en partie au calcul
fractionnaire et ses applications devient de plus en plus riche citons entre autres [2], [3], [4]. En
2005, le premier livre consacré exclusivement a la dynamique fractionnaire et I'application du

calcul fractionnaire au Chaos a été publié par Zaslavsky[5]. Mainardi [6] en 2010 publia un livre



qui traite 'application du calcul fractionnaire & la dynamique des matériaux viscoélastiques.

Plus récemment, le progrés effectué dans le domaines des équations d’ondes fractionnaires
a amplifié et un nouveau champ de recherche a immergé conduisant & de nouvelles méthodes
et approches. En 2000, Raspini dans sa publication [7] présenta une équation fractionnaire
de Dirac d’ordre 2/3, une approche qui a été généralisée par Zavada en 2002 [8]. Le traite-
ment des équations relativistes et non relativistes notamment Schrodinger, Klein-Gordon et
Dirac dans le formalism fractionnaire a connu par la suite un grand intéret. On rencontre
par exemple, dans la mécanique quantique non-relativiste, plusieurs approches pour I’équa-
tion de Schrodinger libre ou en présence d’un potentiel realisées dans le cadre des dérivées
fractionnaires([9], [10], [11], [12], [13], [14], [15]). En outre, 'applicabilité de ces téchniques a été
étendue au cas relativiste ou le traitement des équations de Dirac et de Klein Gordon fraction-
naires a connu différentes formulations ([16], [17], [18], [19], [20]). Le traitement des équations de
Maxwell dans le cadre du calcul fractionnaire a aussi acquis récemment une popularité consi-
dérable et de nombreux travaux ont été réalisés a cet égard. Entre autres, nous pouvons nous
référer a [21] ou la solution d’une équation d’onde fractionnaire dans les milieux diélectriques
a été présentée par Gomez et al, [22] o Tarasov a montré que les champs et les ondes éléc-
tromagnetiques dans une grande classe des milieux diéléctriques doivent étre décrits a l'aide
d’équations différentielles fractionnaires. Dans [23], une formulation Lagrangienne des champs
de Maxwell dans un espace-temps fractionnaire a été reportée par Muslih et al.

Cependant, on rencontre dans la littérature une autre équation relativiste qui n’a pas eu
le méme intérét dans le cadre fractionnaire, c’est I’équation de Duffin-Kemmer- Petiau (DKP)
([24], [25], [26] ). Cette équation est similaire & celle de Dirac, elle décrit la dynamique des par-
ticules de spin supérieur et est considerée comme le prolongement naturel de I’équation de
Maxwell avec masse associée a ’électrodynamique des milieux diélectriques.

Motivés par le succés réalisé dans ce domaine, notre but dans cette thése est de traiter dans
une premiére partie I’équation relativiste dite de DKP dans le formalisme fractionnaire. La
déduction de ’équation de DKP fractionnaire & partir d’une densité Lagrangienne appropriée
a été realisée en utilisant le principe variationnel fractionnaire. On montre aussi que la méme
équation fractionnaire peut étre déduite en appliquant le formalisme Hamiltonien fractionnaire.

Par la suite I’équation de DKP libre a été résolue pour les deux cas scalaire(spin—0) et vectoriel



(spin — 1). En deuxiéme lieu, et en se basant sur le concept que les méthodes développées
dans le calcul fractionnaire sont étroitement liées a celles de la g-algébre étant donné qu’elles
introduisent toutes les deux un opérateur dérivée généralisé et peuvent étre combinées donnant
naissance & une nouvelle classe du calcul fractionnaire déformé, nous présentons ’opérateur de
déplacement déformé proposé par Costa Filho et al ou la dérivée ordinnaire a été remplacée par
l'opérateur déformé appelé g-dérivée ou 0 < g < 1.

Cette these est organisée comme suit

Dans le premier chapitre, nous donnons un bref appercgu sur les concepts fondamentaux
nécéssaires a ’étude et & la manipulation du formalisme fractionnaire en mettant ’accent sur
les principales fonctions spéciales qui jouent un réle important dans la théorie des équations
différentielles fractionnaires.

Dans Le deuxieme chapitre le principe variationnel ainsi que la formulation Hamilto-
nienne dans le cadre du calcul fractionnaire sont briévement présentés .

Le chapitre trois est consacré au traitement de ’équation de Duffin-Kemmer-Petiau
(DK P) dans le cadre des dérivées fractionnaires ot nous envisageons de déduire puis résoudre
I’équation libre dans les cas scalaire et vectoriel. Pour ce faire, nous proposons les formulations
Lagrangienne et Hamiltonienne fractionnaires des champs de DKP puis nous traitons I’équation
libre a temps fractionnaire ensuite & espace-temps fractionnaires.

Dans le Chapitre quatre, notre contribution consiste en 'application du nouvel opérateur
appelé g-dérivée dans le cas des équations relativistes de Klein Gordon et Dirac et de résoudre
le probléme pour une particule confinée dans une boite.

Finalement, nous concluons par un récapitulatif des principaux résultats puis nous pré-

sentons une bibliographie compléte principalement sur les sujets traités et ceux en relation.



Chapitre 1

Notions préliminaires et outils de

base

1.1 Introduction

Le concept de différenciation et d’intégration d’ordre non entier n’est pas nouveau. L’intérét
pour ce sujet était presque aussitot évident que les idées du calcul classique étaient connues.
La premiére tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fractionnaire
est die a Liouville (1832 — 1837). Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui
s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non "Approche
de Riemann-Liouville". Plus tard, d’autres théories ont fait leurs apparitions comme celle de
Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo (voir [I], [4]).

Dans ce chapitre nous présentons les définitions des plus célébres opérateurs d’intégration et
de dérivation fractionnaire & savoir I’approche de Riemann-Liouville et de Caputo.Nous mettons
aussi I'accent sur quelques notions de base concernant les fonctions spéciales mentionnées dans
les autres chapitres. Notre présentation va se restreindre a quelques rappels sur la fonction
Gamma, Béta et la fonction de Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un grand role dans la theorie

de différentiation d’ordre arbitraire et la théorie des équations différentielles fractionnaires.



1.2 Quelques fonctions spéciales

1.2.1 La fonction Gamma

Sans doute, 'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler
I'(2) qui généralise la notion de la factorielle n! et I’étend aux valeurs non entiéres et méme

complexes. La fonction Gamma d’Euler est définie par I'intégrale suivante :

= /e—ttz—ldt. (1.1)
0

L’une des propriétés de base de la fonction I' (z) est la relation de récurrence suivante :
F(z+1)=2I(2), (1.2)
qui peut étre démontrée par une simple intégration par parties,
o (o0}
(z+1) / “Hrdt = [—e ] + z/ 4t = 2T (2). (1.3)
0 0

Partant de I" (1) = 1, I’équation (1.2)) permet de donner pour z = 1,2, 3...,

re)=1r(1)=1=1, (1.4)

r@3)=2r(2)=2=2, (1.5)

r4)=3r(3)=6=3l, (1.6)
et donc aboutir & :

I'(n+1)=nl'(n)=nl (1.7)

La fonction Gamma présente une variété de proprietés et relations avec différentes fonctions

spéciales qui peuvent étre consultées dans différents ouvrages traitant les fonctions spéciales



(voir par exemple [1], [4]).

1.2.2 La fonction Béta

La fonction béta est généralement définie par :
1
B (z,w) = /tz_l (1—t)""tdt, Re(z)>0,.Re(w)> 0. (1.8)
0

Pour établir la relation entre la fonction Gamma définie par (1.1)) et la fonction béta (1.8)),

nous utiliserons la transformée de Laplace. Considérons 'intégrale suivante :

B (£) = /tz_l (1—t)""tdt. (1.9)
0

Il est facile de voir que h, ., (t) est un produit de convolution des fonctions t*~! et t¥~1 et
que hyqy (1) =B (z,w).
Grace a la formule de la transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions
on peut trouver,
[(z) Tw) TET(w)

Ho (5) = — 2 = — (1.10)

Etant donné que I' (2) I' (w) est une constante, la transformée de Laplace inverse permet de

restaurer la fonction originale h, 4, (t),

how () = mt”w—l, (1.11)

qui pour ¢t = 1 donne 'expression suivante de la fonction Béta,

I'(2)I (w)

B (z,w) = Tz tw)

(1.12)

1.2.3 La fonction de Mittag-Leffler

L’étude de la fonction Mittag-Leffler et ses diverses généralisations est devenue un sujet

trés populaire en mathématiques et ses applications. Cependant, au cours du XXe siécle, cette



fonction était pratiquement inconnue de la majorité des scientifiques, car elle a été ignorée dans
les plus courants ouvrages qui traitent les fonctions spéciales. Mais I'importance réelle de cette
fonction a été reconnue lorsque son roéle spécial dans le calcul fractionnaire a été découvert,
par conséquent ’attention des mathématiciens et scientifiques a I’égard des fonctions de type
Mittag-Leffler a augmenté. Depuis, la fonction Mittag-Leffler est considérée comme la fonction
reine du calcul fractionnaire.

Du point de vue applications, la fonction de Mittag-Leffler a attiré un grand intérét dans plu-
sieurs modeles de la physique. On peut citer, entre autres, ceux qui sont liés & des phénomeénes
de relaxation et d’oscillation fractionnaires ([37], [38]), la diffusion fractionnaire et les phéno-
menes ondulatoires diffusifs [39], viscoélasticité et hydrodynamisme [6], modeles stochastiques
[40]. Pour une analyse plus détaillée nous vous renvoyons a la récente monographie [27] ot une
déscription détaillée des propriétés de la fonction Mittag-Lefler, ses nombreuses généralisations
et leurs applications dans différents domaines de la science moderne sont présentées.

La fonction de Mittag-Leffler doit son nom au grand mathématicien Suédois G6sta Magnus

Mittag-Leffler (1846 — 1927) qui ’a définie par la représentation en série suivante :

0 n
z
E = _— 0. 1.13
N (1.13)
n=0
En raison de la substitution de n! = I'(n + 1) avec (an)! = T'(an+ 1), il se trouve que

la fonction de Mittag-Leffler fournit une généralisation simple de la fonction exponentielle, en

effet,

By (£2) = ZO m = ZOW = et (1.14)

D’autres fonctions élémentaires sont aussi des cas particuliers de la fonction de Mittag-LefHler

a un paramétre F, (z),citons entre autres,

o0 2n 0 2n
By (%) = 7;0 T 2n+1) ngo n)! cosh z, (1.15)
Es (—zZ) = COs 2, (1.16)



ainsi que la fonction erreur complémentaire,
By (£2) = ¢ erfe(F2), (1.17)

ou erf ¢ est la complémentaire de la fonction erf définie par :

2 [
erfc(z) = 1—erf(z)—/e_“ du,
N3

1
NL

erfc(z) ~ e pour |z| — oo. (1.18)

Une généralisation dirécte de la fonction de Mittag-Leffler, initialement introdiute par Agar-
val (voir [27]) est obtenue en remplagant la constante additive 1 dans I'argument de la fonction
Gamma par un paramétre complexe arbitraire 5. La fonction de Mittag-Leffler généralisée (ou

a deux paramétres) est donnée par :

o) n

z
Ea,ﬁ(z):;:%lw, 0<a,0<p. (1.19)

A partir de la définition ([1.19)]) il résulte que,

Ea,l (Z) — Ea (Z) , (120)
et
fo%e) n 00 n o0 n+1 z
2 z 1 z e —1
5 N o ] - 1.21
12(2) nz:;)r(n+2) Z:O(nﬂ)! z;](wrl)! 2 2

Le sinus hyperbolique est aussi un cas particulier de la fonction Mittag-Leffler E, 5 (2),

0o om 0o 2n+1 .
1 z sinh z
E 2y _ c —— = . 1.22
22 (+%) nzor(znm) z;)(znﬂ)! P (122)

D’autre part, il est utile de mentionner que la transformée de Laplace de la fonction de
Mittag-Lefller et son comportement asymptotique sont parmi ses plus importantes propriétés

qui sont diréctement applicables dans la solution d’équations différentielles et dans ’étude du

10



comportement de la solution [27]. Citons comme exemple une relation qui nous sera trés utile

par la suite,
p—1 « Saiﬂ
L {t Bop (£at®) ;s} == (1.23)

1.3 Opérateurs fractionnaires

Le concept de l'opérateur de dérivation D = d/dx est familier a tous ceux qui ont etudié le

calcul élémentaire. Pour une souhaitable fonction f, la n’™¢ ( n etant un entier positif ) dérivée

de la fonction f par rapport a la variable x est notée D" f (x) = ;ﬁ—{ = f) (2).

La question originale qui a conduit au nom du calcul fractionnaire était : la dérivée g;—fj
peut-elle avoir un sens si n était un nombre arbitraire a7, d’ou 'appéllation intégration et
différentiation d’ordre arbitraire. Le symbole D" est par la suite remplacé par D®.

Nous nous intéressons dans ce qui va suivre aux définitions des intégrales et dérivées fraction-
naires les plus célébres et les plus répandues du point de vue applications en physique, & savoir
I'intégrale fractionnaire, la dérivée de Riemann-Liouville notée 2D (ou tout simplement D)

et celle de Caputo notée <D<,

Les intégrales classiques, et les dérivées d’ordre un sont obtenues en posant a = 1.

1.3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

C’est une généralisation de la formule (attribuée a Cauchy) de’intégrale répétée n-fois,

- jdtl /:1 aZth.../atn1 () dtn = (n—ll)‘/ax (z— )" L f(t)dt, (neN).

(1.24)

Definition 1 (intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & droite)
Soit f une fonction définie sur (a,b), et 0 < a.. Alors lintégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville o droite d’ordre o est définie par :

b
L0 f () =, Dy f (z) = I f /t—x Lf@)dt, ae RY; z<b. (1.25)

11



Definition 2 (intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche)
Soit f une fonction définie sur (a,b), et 0 < a.. Alors lintégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville & gauche d’ordre o est définie par :

/(a: —)*f(t)dt, e RT; a<z  (1.26)

a

W9f () =4 DO f (2) = 12, f () = F<1a>

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

En utilisant les définitions des intégrales fractionnaires ci-dessus, les dérivées de Riemann-

Liouville & gauche et a droite pour n — 1 < o < m sont définies par :

Definition 3 (Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville o gauche et a droite)
Soit 0 < «, les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville 6 gauche et & droite d’ordre
«, notées respectivement par Dj et Dy, sont définies par :
n

(D26) () = 4 (L1 (2) (127

et

DEe @) = (~ap) (@), (1.28)

En particulier pour @ — n la dérivée fractionnaire va tendre vers la dérivée usuelle d’ordre

entier (" (z),

lim (Do) (@) = Jim (I () = o (@),
i (D) (@) = Jim (<) (B e@) = (0P @, )

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role important
dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Caputo (1967 —1969)
ont rendu compte que cette définition doit étre révisée, car les problémes appliqués en visco-

élasticité et mécanique des solides exigent des conditions initiales physiquement intérprétables

12



par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans la modélisation par ’approche de
Riemann-Liouville qui éxige la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.
Les dérivées fractionnaires de Caputo a gauche et & droite sont obtenues quand on change

Pordre de l'intégrale et Popérateur de dérivation dans les formules ((1.27)) et ((1.28) :

Definition 4 (Dérivées fractionnaires de Caputo & gauche et & droite)
Soit 0 < «, les dérivées fractionnaires de Caputo & gauche et & droite d’ordre «, motées

respectivement par ¢ Dy et Dy, sont définies par :

xT

(CDS) (z) = F(nl—a) / (x—t)" LM () dt, n—1<a<n, (1.30)
et )
(D f) (z) = P((;l_)na) / (t—z)" LM @) dt, n—1<a<n. (1.31)

Notons que pour a@ — n la dérivée fractionnaire va tendre vers la dérivée usuelle d’ordre

entier f(") (x), en effet, en supposant que la fonction f (x) admet n + 1 dérivées on a :
lim ¢DSf(x) = lim;
a—n @ F N ownlj(n—oz—i—l)
f(n) (t) (1‘ . t)nfa} @ + /f(n—l—l) (t) (1‘ . t)nfa dt

_ 1 (n) f (n+1) _ pyna
— e | (a)+/f ) (1) (2 — )" dt (1.32)

= SO+ [ £ @ dt = £ @)+ 50 ) = 1) (@) = £ (a).

1.3.4 Propriétés importantes

Les opérateurs fractionnaires ne sont pas aisément manipulables car les propriétés fonda-
mentales des dérivées usuelles ne s’étendent pas au cas fractionnaire ( ex. la régle de Leibniz, la

dérivée d’'une composée, la composée d’opérateurs). Toutefois, quelques propriétés subsistent.
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dans ce qui suit, nous allons présenter celles qui nous seront utiles. ( pour plus de détails

nous renvoyons le lecteur a [4],[2]).

Linéarité

De la méme facon que la différenciation d’ordre entier, la différenciation et 'intégration

d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires,

D (Af (z) + pg (x)) = AD f (z) + pD (x) . (1.33)

En effet, pour les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre 0 < o < 1 définies

a partir de ([1.26]) et (1.27)on a :

oDg (Af (z) + pg (x))

R L
i [y s

a
T

H —
+F(1—Oz)/($_t) g (x)dt (1.34)

a

Ao D3 f (%) + p,D3g (z) .

De méme pour les dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre 0 < o < 1 définies par ([1.30)) :

oDz (Af () + pg ()

x

s [@- 07 L0 @) g @) de

I'l—a

F(1>\— 5 /(x—t)“" FWdt (1.35)

+F(1“_a)/(x—t)‘°‘g(1>dt

a

AuDz f () + paDig () -
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Lien entre les dérivées de Caputo et celles de Riemann-Liouville

En se basant sur les définitions des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville ((1.27]) , (1.28])
et celle de Caputo (|1.30)), , et en éffectuant I'intégration par parties répétée et la diffé-

renciation on peut obtenir les relations liant les deux dérivées a savoir,

n—1

oD3 f () =4 D3 f (z) + Z mf(k) (a), (1.36)
k=0
et - (b B m)k_a
DEf@) =2 DEF @+ D o k)f(’“) (b). (1.37)

Transformée de Laplace

De nombreux problémes dans I'ingénierie et la physique impliquent des équations différen-
tielles soumises & des conditions initiales. Un groupe important des équations de ce type peuvent
étre résolues facilement en utilisant la transformée de Laplace.

La transformée de Laplace d'une fonction ¢ (x), 0 < x < 0o, est définie par :
Lo=L{p(z);s} = /e_sxcp (x) dx. (1.38)
0

Pour choisir la formule appropriée, il est trés important de comprendre quel type de défi-
nition de dérivée fractionnaire (en d’autres termes, quel type de conditions initiales) doit-on

utiliser.

La transformée de Laplace de Riemann-Liouville : Nous commencerons par la trans-
formée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 0 < a.
L’intégrale fractionnaire de RL peut étre éxprimée en fonction du produit de convolution

comme suit :

a—1
o B o
OIx f (‘T) - Yoc (l‘) * f (l‘) ) avec Yoc (‘/L‘) - T (O[) (139)
En utilisant la transformée de Laplace de la convolution,
L{Ya ()« f (2)} = L{Ya (z);5} F (s), (1.40)
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sachant que

L{Ya(z);s} :L{lffi:);s} _—— (1.41)

nous obtenons la transformée de Laplace de lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre «a,

L{olgf(x);8} =s “F(s). (1.42)

Pour le calcul de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville,

nous écrivons cette dérniére sous la forme (|1.27))

0D3f () = o (o2 (). (1.43)

En appliquant la définition usuelle de la transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier

! n n—1 n—1
L {fo } =s"F(s) = 8" (0) = s"F (s) = Y 5" (0), (1.44)
r=0 r=0

nous arrivons, avec 'aide de ([1.42)), & l'expréssion finale de la transformée de Laplace de la

dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «,

L{oDCf;s}) — L{dn(of;af);s}zs"L{oI;“f;s}

dx™
n—1 dnfrfl
_;Srdxn—r—l oI f (04) (1.45)
n—1
= "F(s) =) s oDy " f(@)], -
r=0

Nous pouvons constater que la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Rie-
maim Liouville fait intervenir des conditions initiales sous forme de dérivées fractionnaires ce

qui peut causer des problémes avec leurs interprétations physiques.

La transformée de Laplace de Caputo : Afin d’établir la transformée de Laplace de la

dérivée fractionnaire de Caputo écrivons celle-ci en fonction de l'intégrale fractionnaire,

D57 @) = o (41)). (1.46)

dz™
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Avec l'aide de la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

(1.42)) et grace a (1.44) on peut trouver :

n n—1
L{ED%f;s} = s (o {df s} =5 (=) (s"F (s) — Z sl (0+)>

n ?
dz r=0

n—1

= $"F(s)— Y _s* 10 (04). (1.47)

r=0

Nous remarquons que la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo, a la
différence de celle de Riemann-Liouville, permet 'utilisation des valeurs initiales des dérivées

d’ordre entier classiques avec des intérprétations physiques connues.

Transformée de Fourier

La tansformée de Fourier d’une fonction ¢ (z) d’une variable réelle —oo < x < 400, est

définie par :
o0

(Fo) (2) = Fip(2);k} = / et (x) da. (1.48)

—0o0

La transformée de Fourier de l’intégrale fractionnaire : Pour évaluer la transformée
de Fourier de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville avec borne inférieure —oo définie

par :
xT

D7f @) = s [0 f @ an (1.49)

a

et qui peut étre écrite sous forme du produit de convolution suivant :

oD% f (z) = * f (), (1.50)

on utilise la transformée de Fourier du produit de convolution,

F{h(x)*xg(z),k} =F{h(x),k} F{g(x),k}. (1.51)

Tout en sachant que,

]—"{xa_l,k:} — (—ik)™, (1.52)



on obtient la formule finale de la transformée de Fourier de I'intégrale fractionnaire,

FlaDyf () sk} = (=ik)" " F{f (x),k}. (1.53)
La transformée de Fourier des dérivées fractionnaires : En considérant la borne
inférieure a = —o0, les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo peuvent étre

écrites sous la méme forme (voir [4]) & savoir :

—ongf (‘73) = iongf (‘7:) ——00 Dginfn (‘,I:)
_ L i Tz — n—a—1 g(n) n — o n
F(na)_é (@— 0" ) ()dt, n—1<a<n  (L54)

L’utilisation de la formule de la transformée de Fourier de l'intégrale fractionnaire(|1.53))
avec 'aide de la transformée de Fourier de la dérivée d’ordre entier nous permet d’aboutir a la

formule suivante qui définit La transformée de Fourier des dérivées fractionnaires d’ordre «,

F{-ccDg™"f" ()5 K}

(=) F{ P (@)} = (=ik)™ " (<ik)" F {f (@) k)
= (—ik)* F{f(2),k}. (1.55)

La dérivée d’une constante

Une autre différence entre la définition de Riemann- Liouville et la définition de Caputo
est que le dérivée de Caputo d’'une constante est nulle ce qui n’est pas le cas pour la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville avec valeur de la borne inférieure finie, en effet :

Dans le cas de Riemann-Liouville (0 <a < 1),

oDOf (2) = f(‘lﬂ)éf__j))_ + r(11— o /(x—t)a FO () dt. (1.56)

a

Pour f (z) = C = M) (z) = 0 on aboutit a :

C(x— a)_a.

«@ —
oDeC = I'l—a)

(1.57)
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On remarque que I’équation (1.57)) donnera, pour a — oo, une valeur nulle ce qui peut étre
interpreté comme si le temps de démarage du processus physique est réglé a oo.

Dans le cas de Caputo (0 < a < 1),

1

SD2f (@) = o [P @ [ S @] )

Pour f(z) =C = f™(z)=0 et f"+D(z) =0 ce qui donne :
¢ DC = 0. (1.59)

Formules d’intégration par parties

En admettant que 0 < a < 1 alors les formules d’intégration par partie utilisant les défini-
tions des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et Caputo ainsi que les relations qui les

relient peuvent étre résumées comme suit :

1.
b

b
/ f(x) oD% g (x)dz = / g () +D§ [ (2)dr. (1.60)

a
Démonstration :
Remplagons la dérivée de Riemann-Liouville par sa formule (1.27) en posant n = 1 puis

intégrons par partie,
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- F(ll_a) [f(x)/ax(x—t)_ag(t)dt}i
_r(11a)/bf(1) (g;)da:/:(a:—t)“g(t)dt

(=

+/g(t)dt (F(l_ia) /tb (@—8" O (z) da:).

a

[ @ uDz g@)ds — F(ll_a)/bj;[/;@t)ag@)dt]f(m)dx

(1.61)

On remarque que le dernier terme entre paranthése n’est autre que la dérivée a droite de

Caputo, ,
i [ @07 1Y @de= D310,

Avec l’aide de (|1.37)) on aura :

b

b
[1@ 2@ = st ) [ 0= g0

a

o (s - LSS0

'l-oa)

Donc on aboutit enfin a :

b

b
/ f (@) oD% g (x)da = / g(2)de DY f (x).

a

2.
b b
[ow bt rwat= [ 1 ©.Dpg @0t~ f @)1} g @)
Démonstration :
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A partir de la relation qui relie la dérivée fractionnaire de Caputo a celle de Riemann-

Liouville (1.36]) on peut écrire,

b b
[aw coer@a= [90[0rro - {7 s @]

b

b
~ [aw.per@a -0 [ow - o a (1.66)

a

Avec l'aide de (1.60)) on aura :

b b b
Jatw o swa = [ 10000 [aw o a

b
o' —a b
~ [7 @D 1@ g0l (167)
Avec la méme procédure on obtient :
3.

b
/ g(t) $D f () dt = / () aDf g (t)dt — f(b) T3 g (1) (1.68)
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Chapitre 2

Formalisme Variationnel

Fractionnaire

2.1 Introduction

Le calcul fractionnaire a été considéré comme un champ mathématique théorique sans appli-
cations physiques pendant plus de trois siécles. Ces derniéres décennies ont montré le contraire.
Plusieurs domaines d’application de la différenciation fractionnaire et de l'intégration frac-
tionnaire sont déja bien établies, d’autres ont tout juste commencé. L'un des domaines qui a
récemment émergé dans le cadre fractionnaire et qui est fortement soumis a la recherche est le
calcul des variations et les équations de type Euler-Lagrange.

La mécanique Hamiltonienne (ou Lagrangienne) classique est formulée pour 'analyse des
systémes conservatifs, alors que le monde physique est plutdot nonconservatif . La présence des
forces non conservatives tels que la friction dans les modéles physiques augmente la complexité
mathématique pour y faire face. Des recherches récentes ont montré quun modeéle a dérivée
fractionnaire fournit une meilleure représentation de ’amortissement interne d’un matériau que
le modeéle & dérivée ordinnaire. Plusieurs tentatives ont été faites pour inclure les forces non
conservatives dans le Lagrangien et la mécanique Hamiltonienne.

En 1996, Riewe a formulé le calcul des variations de problémes avec des dérivés fractionnaires
et obtenu les équations d’Euler-Lagrange respectives combinant les cas conservatifs et non

conservatifs [34]. En 2001, Agrawal a présenté une nouvelle forme du Lagrangien et des équations
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de lagranges qui peuvent étre utilisées pour ’obtention des équations de mouvement de systémes
dont les forces d’amortissement sont proportionnelles & la dérivée fractionnaire d’ordre j/n [35].
En 2002, Agrawal dans son article [30] a étendu les problémes variationnels en considérant
les dérivées fractionnaires droite et gauche dans le sens de Riemann-Liouville, la formulation
présentée et les équations résultantes sont trés semblables a celles qui apparaissent dans le
domaine du calcul classique des variations.

Dans ce qui suit et dans le but de présenter briévement le formalisme variationnel, nous

allons nous baser sur la formulation du principe variationnel fractionnaire d’Agrawal [36].

2.2 Principe Variationnel Fractionnaire

"Qu’est-ce que le calcul variationnel fractionnaire ?" Pour résoudre ce probléme définissons
d’abord "un probléme variationnel". Un probléme variationel est un probléme qui nécéssite
de trouver l'extrémum d’une fonctionnelle qui peut étre soumise a des contraintes algébriques
ou dynamiques. Si la fonctionnelle et/ou les contraintes contiennent au moins un terme avec
dérivée fractionnaire alors le probléme est appelé probléme variationnel fractionnaire.

Pour ce faire, soit la fonction F dépendant des champs ¢ et de leurs dérivées fractionnaires
donnée par F = F (:z:, (), DO () 12 qub(x)), ot on a inclus les dérivées a gauche et a
droite de Riemann-Liouville d’ordre respectif 0 <a<let0<j8 < 1.

Soit la fonctionnelle J [¢] définie par :

b
Tel = [ F [2.0() .0 D26 (@) . Do ()] do. (21)

Pour développer la condition necéssaire pour laquelle la fonctionnelle J [¢] est un extremum

on envisage la famille des fonctions,

¢ (z,€) = ¢ (x) +en(z), (2.2)

avec € un paramétre arbitraire et une fonction 7 (x) quelconque qui verifie les conditions aux
limites,

1 (a) =1 (b) =0. (2.3)



Etant donné que les dérivées fractionnaires sont des opérateurs linéaires il en résulte que,

aDi¢(w,e) = oD¢(x)+eaDyn(2),
Dy (a,0) = 2DJé () +eDyn (). (24)
Substituons . et . dans (2.1) , nous constatons que pour chaque 7 (x) on a :

€) = /}" [a:, ¢ () + en (x) o D¢ (2) + €D (z) 1o DY b (x) + D (z)| do. (2.5)

La variation de J [¢ (z, €)] (qui est devenue une fonction de €) est alors :

b
o flor,, or . o
de ~ ) |96" " 9036, """ 5,07

A n] dx. (2.6)

Une condition necéssaire pour que J (€) ait un extremum est que % doit étre nulle quelque

soit 1 (),

b
OF OF OF 4
4 — D+ —— D =0. 2.

a
Pour évaluer la deuxiéme et la troisiéme intégrale dans (2.7)) on utilise la formule d’intégra-

tion par partie ((1.60|) d’ou le résultat :

b

Do B o oF
f 0 / 0
/'7; fonda: :/ oD j; ndz. (2.9)
9:Dy ¢ 9Dy ¢
a a
Remplacant (| . et. ) dans on arrive & :

/ oF oF oF
—— +, Dy <> +4 D8 dx = 0. 2.10
/ laqﬁ " \9uDg¢ 0,006 |" (210)
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Du moment que 7 (x) est arbiltraire, on aboutit a ’équation d’Euler-Lagrange pour un

probléme variationnel fractionnaire,

oF oF oOF

—— +, Dy <> +. D8 | —— | =0. 2.11

09 "0 \duDgo) "\ 0Dl @11
En outre, pour o« = 8 = 1, nous avons aDg = % et Dy = —% ce qui nous permet de

recupérer I’équation standard d’Euler-Lagrange,

_de

oF d [ OF
( - (2.12)

oF _d (OF \ _ o
96 du a¢><1>> 0 avec ¢

A ce stade nous aimerions preciser ce qui suit :

1. Nous avons formulé le probléme en termes de dérivées de Riemann-Liouville. La méme ap-
proche peut étre utilisée pour trouver les équations d’Euler-Lagrange pour fonctionnelles

définies en termes de dérivées de Caputo ou mixtes (Caputo et Riemann-Liouville).

2. La présence des dérivées Caputo / Riemann-Liouville droite / gauche conduit & des déri-

vées de Riemann-Liouville / Caputo gauche / droite dans les équations d’Euler-Lagrange.

3. Dans la formulation précedente ¢ a été traitée comme une fonction scalaire. Les équations

ci-dessus sont également valables lorsque ¢ est une fonction vectorielle.

2.3 Formulation Hamiltonienne Fractionnaire

Le traitement des problémes de la mécanique classique ou relativiste dans le formalisme
Lagrangien est amplement suffisant pour la déscription du systéme. En outre, il est souhaitable
de traiter ces problémes grace a ’approche Hamiltonien. Bien que le formalisme Hamiltonien
n’apporte rien de nouveau du point de vue contenu physique, il fournit un cadre théorique
puissant pour une intérprétation géométrique de la mécanique quantique. C’est dans ce cadre
que la physique moderne (en particulier la théorie des champs) a développé. C’est dans ce cadre
aussi que tous les phénomeénes du chaos sont étudiés car la déscription du systéme & travers le
formalisme Hamiltonien est mieux adaptée dans I’espace de phase.

D’un point de vue mathématique une formulation Hamiltonienne n’est autre qu’un ensemble

de transformations de Legendre qui remplace les vitesses généralisées présentes dans le Lagran-
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gien (ou la densité Lagrangienne) par les impulsions généralisées ou moments conjugués. Le
Lagrangien transformé (ou la densité Lagrangienne) obtenu par ce processus est appelé Hamil-
tonien (ou densité Hamiltonienne).

Dans le but de développer une formulation Hamiltonienne fractionnaire, considérons la
fonctionnelle décrite par comme ’action des champs classiques contenant des dérivées

fractionnaires,

S = / c [¢,a D2y DY ¢ra D2 (z) 1o DY 6, 1| dPadt. (2.13)

Comme il a été développé précédement, I'extrémisation de cette action donnera naissance a

I’équation d’Euler-Lagrange fractionnaire suivante :

oL s 0L a( ac) a( az) s 0L
—4+.D) | —— |+ DY —— | + D +q D), =0. 2.14
99 t(@pggz)) " \auDgg " \0uDgo 0:D})¢ 244

Introduisant les moments conjugués comme :

oL oL
Ta = Fra s 3= ———=), (2.15)
aaDt ¢ athd)
et écrivons I’Hamiltonien sous la forme :
H=ny oD{¢+ 75 D¢ — L. (2.16)
En prenant la différentielle totale des deux cotés, nous obtenons :
dH = 7o d(oD8) + drg oDY¢+ 75 d (tD%) +dmg D¢ — —dgb— id( D&¢)
a G \al/y a ally B b B b oo 8.D%¢ atly
oL 8 oL oL D oL
— d(.D DY —dt 2.17
D% (+050) = 5. g D26 - xDl%( 7o) - (2.17)
En remplagant les valeurs des moments conjugués, on trouve :
oL oL Do
dH = drm, aDt ¢+ dﬂ-ﬁ tD/B(Z) ¢ do — a Da(;5 ( ¢)
oL Do oL
— b @) — —dt 2.18
5,070 a(.0;9) (2.18)
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D’aprés 1’équation d’Euler-Lagrange ([2.14]) on peut réecrire (2.18) comme :

oL oL
dH = dn, oD% +drg D’ D’ Déry 4+ D ——— ) +,DP d
o D6+ sy DL+ oD+ D+ D8 (5755) + z(a@%)] ’

D eDE0) - jfgqsd( 2s) - % (219)
ce qui nous améne & un Hamiltonien dépendant de ¢, mq, 73, o D5 ¢, fo ¢ et t,
H = H (70, T30 Di6a D} 6,1 (2.20)
Ainsi la différentielle totale prendra la forme :
dH = —¢d¢ OH dﬂ'a g dmg + 88;{% (uDS )
+£)hb;¢d (foqb) + %—det (2.21)

Par comparaison entre les équations (2.19) et (2.21)) on aboutit aux équations de mouvement

fractionnaires d’Hamilton,

OH _ 9L OH __ Da¢’ OH Dﬁ(ba

ot — ~ Ot’ Oma ong
OH _ _ oL OH  _ _ oL
3.D2¢ — ~ 9.DI> 0.D76 0,004 (2.22)
ol H . DPrg+i D¢mo + DY (a Da¢> +, D8 (aﬁ,ﬂw)'
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Chapitre 3

Applications : Traitement de
I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau

(DK P) dans le cadre fractionnaire

3.1 Introduction

Au cours des dérniéres années, le calcul fractionnaire a été utilisé dans la mécanique quan-
tique, dans 'objectif d’une généralisation. La premiére tentative d’application du concept de
fractalité réussie était Papproche par l'intégrale de chemin de Feynman [46]. La mécanique
quantique fractionnaires a été découverte par Nick Laskin (1999), il a montré que si I'intégrale
de chemin sur des trajectoires browniennes conduit a 1’équation bien connue de Schrodinger,
Iintégrale de chemin sur des trajectoires Levy conduit a I’équation de Schrodinger fractionnaire.

Récemment, une attention considérable a été accordée aux solutions des équations relati-
vistes et non relativistes fractionnaires, a savoir les équations de Schrédinger, Klein—Gordon et
Dirac fractionnaires qui pourraientt étre considérées comme des équations dans lesquelles les
dérivées ordinnaires de 'espace et du temps ont été remplacées par des dérivées d’ordre arbi-
traire. Citons comme exemple ’équation fractionnaire de Schrodinger qui comprend la dérivée
d’ordre «,

2a €

- F=QC (6% h QC QO
ih +80 ) (.’I}7 t) = _W+6k+8k ) (.’I}7 t) s
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et qui pour a = 1 converge vers I’équation standard de Schrodinger.

L’équation de Dirac fractionnaire,
~H (i@fj\I’) +m*¥ =0,

avec 0 < a < 1.

L’équation de Klein-Gordon fractionnaire,
[(G07) (G07) — m**] U (z,t) = 0.

Plusieurs méthodes ont été mises en place pour résoudre de telles équations, les plus po-
pulaires sont la méthode de transformation de Laplace [4], la transformée de Fourier [3], la
méthode d’itération [2]. La méthode de fonction de Green est aussi une des plus utiles (voir
).

Dans ce qui va suivre nous allons traiter ’équation relativiste qui gouverne les bosons
scalaires et vectoriels a savoir I’équation de Duffin-Kemmer-Petiau et ceci via le formalisme
fractionnaire en commencant par développer une formulation Lagrangienne puis Hamiltonienne
fractionnaire des champs de DKP afin d’aboutir 4 une équation fractionaire d’ordre arbitraire

puis de proposer des solutions pour les deux cas spin — 1 et spin — 0.

3.2 Equation de Duffin-Kemmer-Petiau (DK P) Fractionnaire

3.2.1 Généralités

L’équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) [24],[26] est une équation d’onde relativiste de
premier ordre qui décrit les particules scalaires et vectorielles. C’est une généralisation directe
de I'équation de Dirac (spin — 1/2) aux particules de spin superieurs avec une algébre plus
compliquée appelée algébre de DKP.

Meéme si I’équation de DKP contient une déscription des particules scalaires de spin-0 elle
n’est pas complétement équivalente a celle de Klein-Gordon (KG) sauf dans le cas d’abscence
d’intéraction. Récemment, beaucoup d’efforts, dont [28], [29], ont été fournits dans le but de

restaurer cette équivalence. Cette équation fat par la suite appliquée en chromodynamique
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quantique (QCD) par [30], et généralisée par [31] et [32] & I'espace-temps courbe.

Dans le cas d’une particule libre de masse m ’équation de DKP est donnée par :
(t6"0y —m)VUpgp =0, (3.1)
ou f* (n=0,1,2,3) sont les matrices de DKP satisfaisant la relation de commutation,
BrBY BN + pABY B = B + B, (3:2)

qui définit ce qu’on appelle l'algebre de (DKP), n*¥ est le tenseur métrique espace-temps de
Minkowski, avec la signature(4+ — ——). L’algébre générée par les 4 8# a trois représentations
irréductibles : une représentation de dimension 10 qui décrit les particules vectorielles de spin-1,
une de dimension 5 décrivant les particules scalaires de spin-0 et la représentation de dimension
1 dite triviale.
Dans le cas des particules de spin-0 les 5 sont des matrices 5 x5 definies comme (i = 1,2, 3),
6 0 . 0 pt

B0 = : B = , 3.3
00 — ()" o 33

0 1 -1 0 0 0 -1 0 0 0 -1
10 0 00 0 0 O 00 0

0 00O 0 0 e O
s | 0h o1 10" 0 0 i
L , gi = , (3.5)
0Cc I 0O e’ 0 0 0
0" 00 0 0 —is; 0 0
s; sont les matrices 3 x 3 usuelles, (s;) ik = —Eijk I est la matrice identité, 0 et e; sont définies

30



comine :

6:(0 0 0), 612(1 0 0), 62=<0 1 0), egz(o 0 1). (3.6)

WU pgp est un spineur & cing composantes pour le cas spin — 0 et dix composantes pour les

particules de spin — 1.

3.2.2 Equation de DKP fractionnaire

Dans le but de déduire I’équation de DKP libre dans le contexte du principe variationnel

fractionnaire on propose la densité Lagrangienne fractionnaire de DKP suivante [33] :

v o= c Qo [eANTa Qs
L=3 (UB* LO5T +_ 95UBIT) — mO T, (3.7)

avec m la masse de la particule, ¥ le spineur représentant le champ de DKP et ¥ = U90 est

son adjoint ot n° est définie a partir de 'expréssion générale

=2 (") — (3.8)

B* (un=0,1,2,3) sont les matrices de DKP ([3.2)).

On note que ¢ ) et _85‘ introduits dans sont respectivement la dérivée fractionnaire
partielle de Caputo a gauche et la dérivée fractionnaire partielle de Riemann-Liouville & droite
d’ordre o (0 < @ < 1) par rapport aux variables z,.

Pour établir les équations du mouvement nous appliquons le principe variationnel fraction-
naire développé dans le chapitre 2 a la densité Lagrangienne en considérant ¥ et ¥ comme
des champs indépendants.

Avec laide des formules d’intégration par partie (1.65) et (1.68) on arrive aux équations

d’Euler-Lagrange pour ¥ et ¥ suivantes :

oL oL
i+c 8& — = 0, 3'9
o T (a(aw)) (3.9)

et
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oL oL

—+_ 0| ———— | =0. 3.10

ow T (8(383@)) (3.10)
La substitution de (3.7) dans (3.9) et dans (3.10|) permet facilement d’aboutir a ’équation

de DKP fractionnaire,

B SN — mU = 0, (3.11)

et son équation adjointe,
i 93U —mW = 0. (3.12)
Il est facile de voir qu’a la limite & = 1 on a : i@; = 0,, _8; = —0J,, par la suite les

équations (3.11) et (3.12)) convergent vers les équations de DKP ordinnaires a savoir :
iB" 9,0 — m®U =0, (3.13)

et
i 9, UB" +m*U = 0. (3.14)

3.2.3 Formulation Hamiltonienne des champs de Duffin-Kemmer-Petiau frac-

tionnaires

En dépit de ses avantages, le Lagrangien n’est pas une quantité intrinséque, il est défini a
une fonction arbitraire prés tandis que ’'Hamiltonien, qui est une formulation canonique des
équations dans l'espace de phase est déterminé d’une maniére unique permettant de mettre
I’accent sur les variables dynamiques. Voila pourquoi nous croyons que pour des raisons péda-
gogiques, il est intéressant de traiter une formulation Hamiltonienne fractionnaire du champ de
DKP afin de comparer les deux formalismes. En outre cette formulation joue un roéle capital
dans la quantification ainsi que la construction de théories physiques telles que la mécanique
quantique, la mécanique statistique, la théorie quantique des champs, la relativité générale et
les théories unifiant les différentes interactions physiques.

La formulation Hamiltonienne fractionnaire des champs de DKP commence par 'introduc-
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tion des moments canoniques fractionnaires mg et Ty définis par :

oL oL
— T = ———— . 3.15
T okagr) " a(Lagy) (8.15)

Faisant usage de ([3.7) nous obtenons :
t= .0 _ T .0

En faisant intervenir la densité Lagrangienne fractionnaire, on propose la densité Hamilto-

nienne canonique fractionnaire sous la forme suivante :
Hf:ﬂ'[) iBS‘\I/Jr 788[@ﬁ0*£. (317)

Cependant, cette forme du Hamiltonien ne conduit pas a I’équation du mouvement correcte
d’Euler-Lagrange. En effet, en remplacant ’expression de la densité Lagrangienne fractionnaire

(13.7) on trouve :

Hp = =03 000 — o 0703 0+ moTY, (3.18)
ce qui donne :
OH .
e AR (3.19)

un résultat qui n’est pas compatible avec,

OHy oL i e
—_— = = = — 606\11 3.20
0w ow 20+ (3.20)
Pour surmonter ce probléme, nous allons utiliser la technique des multiplicateurs de La-
grange en introduisant autant de multiplicateurs qu’il y’a de contraintes.

En traitant ’equation (3.16) comme des contraintes et en les ajoutant & la fonction (3.17))

nous obtenons la nouvelle densité Hamiltonienne,
Hy = —%Wﬂ' © W — % TS W+ mOTY + (m . ;\m(’) 0% + 0o (m . ;5%) , (3.21)
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ou 0f et 53 sont les multiplicateurs de Lagrange qu’on va définir dans ce qui va suivre.

L’usage des équations (3.7)), (3.17)) et (3.21)) permet d’aboutir aux équations d’Hamilton

fractionnaires suivantes :

8Hf Z i c o o Z 0o Z C 0
8I_If [aYe" «

377?0 = +80‘I’ = HOa

8I—If _ i s RI oy, i o 0 _ i QTy QM
OH; S —

— = _O§¥ =40,.

0Ty 0 0

11 est facile de verifier qu’a partir des équations (3.22)) et (3.23)) nous retrouvons les équations
BII) et G12).

3.2.4 Equations fractionnaires de Klein-Gordon et Proca

Il est bien connu que dans le cas libre il y a une parfaite équivalence entre I’équation de DKP
et ceux de Klein-Gordon et Proca, mais en présence de l'interaction, il semble que le formalisme
de DKP jouit d’une richesse pas capable d’étre exprimée dans les théories.de KG et Proca [41]
[42] [43].

Comme cette théorie correspond aux cas de spin-1 et spin-0, nous proposons de déduire les
équations de Klein-Gordon et Proca fractionnaires libres en séparant les deux secteurs scalaire
et vectoriel de ’équation de DKP fractionnaire.

Les secteurs de spin 0 et de spin 1 de la théorie peuvent étre sélectionnés & partir d’une
représentation générale des matrices S# & travers un ensemble d’opérateurs comme il est indiqué
en référence [44].

Pour séléctionner la fonction d’onde de la particule scalaire (spin — 0), nous appliquons

l'opérateur definit par :

P=—(5")" (8" (8 (5°)". (3.24)

a gauche de I’équation fractionnaire de DKP ([3.11]) en tenant compte de 'opérateur,
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Pt = PpH, (3.25)
on obtient :

“ oY (PHU) = % pwy, (3.26)

i
puis en appliquant Popérateur P a (3.11)) une fois de plus en utilisant la propriété P*5” = Pnt”
( qui peut étre déduite facilement a partir de 'algébre (3.2))), o n** est le tenseur métrique de

I’espace-temps de Minkowski, on trouve :
]
P'U = — 0 (PY). (3.27)
Enfin en combinant les deux équations ([3.26)) et (3.27)) on arrive a I’équation.de Klein-Gordon
fractionnaire,
Coy (L08) (PY) +m (PV) =0, (3.28)

Ces résultats montrent que tous les éléments de la matrice colonne PV sont des champs
scalaires de masse m obéissant a I’équation KG, tandis que les éléments de PYW sont les dérivées
par rapport & x, des éléments correspondants de PW¥. Donc, 'application de 'opérateur P sur
U sélectionne le secteur spin — 0 de la théorie DKP, rendant explicitement clair qu’il décrit une
particule scalaire.

De méme, nous pouvons choisir la fonction d’onde d’une particule vectorielle (spin — 1) en

introduisant les opérateurs [44],

R* = (8Y)° (8%)7 (8%)° [3"8° — ], (3.29)

et

RM = RMBY. (3.30)
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qui verifient les propriétés suivantes :
RM = —R"M (3.31)

RIBPBY =1 R* — 1 RP. (3.32)

L’application de 'opérateur R* a I’équation de DKP (3.11)) avec I'aide de (3.30)) donne le

résultat suivant :

c 0 (Rw) = " (RMD). (3.33)

7

Faisant agir 'opérateur R*” sur on obtient :
i S0y (RMPB"¥) — m*RMPU = 0, (3.34)
en tenant compte que R*? est donné par on peut écrire,
RAPT — # © o0 (RMBPBY) T, (3.35)
ou bien, d’aprés la propriété ,
ROOT — # © o0 [ R — " RO W, (3.36)
ce qui permet d’aboutir & :
ROw =~ [08 (R) 5, 0 (RA0)] (3.37)
La combinaison des éqs. et conduit & I’équation suivante :
CONUM — m**RMU =0, (3.38)
ou le tenseur UM est définit par :
Ure = [04 (RPT) 5 95 ()] . (3.39)

36



D’une maniére équivalente ([3.38]) peut s’écrire sous la forme d’une équation de Proca fraction-

naire,

€92 (C08) (RMU) +m?* (RMT) = 0
% (RFU) =0

(3.40)

ol R*W¥ est une matrice colonne dont les éléments sont les composantes d’'un champ vecteur.
Ainsi, comme dans le cas de spin — 0, cette procédure permet de sélectionner le contenu spin — 1
de la théorie de DKP qui décrit d’une facon explicite une particule vectorielle massive.

A ce stade, il est également intéressant de dériver I’équation de continuité pour le champ frac-
tionnaire de DKP en multipliant l’équation. a gauche par ¥ et ’équation conjuguée. (|3.12))

par ¥ & droite puis en retranchant les deux équations résultantes. Le résultat final est :

Uk (Lonw) — _ay (¥p") ¥ =0, (3.41)

qui représente I’équation de continuité écrite dans une forme plus compacte,

_ M<—04)
VaHDEW =0, (3.42)
<
ou l'opérateur Dj; est définit par :
B e 5 8 .
I (3.43)

Notons que pour a = 1, nous retrouvons 1’équation de continuité ordinnaire,

O (¥BHT) = 0. (3.44)

3.2.5 Solutions de I’équation de DKP fractionnaire

On propose dans ce qui va suivre de résoudre I’équation fractionnaire de DKP libre écrite en
terme de dérivées fractionnaires sous deux formes, la premiére équation avec temps fractionnaire
puis une deuxiéme équation & espace-temps fractionnaires et cela pour les particules scalaires

et vectorielles.
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Equation de DKP scalaire a temps fractionnaire

L’équation de DKP libre (3.11)) peut s’écrire dans la dimension (1 + 1) sous la forme sui-
vante :

i3° SOV (,t) = —iBL0, W (z,t) + mOV (z,1). (3.45)

Dans le cas des particules de spin — 0, les matrices 8" sont de dimension cing représentées
par (3.3]) [45] et la fonction d’onde prend la forme suivante :

\Il(.’lf,t) - (Ul,UQ,Ug,U4,U5>T, (346)

ol u; = u; (x,t),7=1,5 sont les componsantes de ¥ (z,1).

Quand on injecte I’équation (3.46|) dans (3.45) , ’équation matricielle (3.45)) est transformée

en un systéme d’équations,

i § 0y ug = 10,u3 + m®uy, (3.47)
i G 0pur = mug, (3.48)
—10zu1 + m®uz = 0, (3.49)
ug = us = 0. (3.50)

Dans le but de détérminer la solution de (3.45)), nous allons injecter (3.48)) et (3.49) dans

(3.47)) pour découpler le systéme en faveur de la premiére composante. Un nouveau systéme

découplé est obtenu,

06 (G05u1) — Pur + m**ur =0, (3.51)
up = e dyu (3.52)
2 — me +Yp U1, .
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Notons que la premiére composante u; (z,t) satisfait une équation du type Klein-Gordon .
Pour résoudre cette dérniére nous introduisons la transformée de Laplace (notée ~) et la trans-
formée de Fourier (notée —) par rapport a ¢ et x.

Avant d’effectuer la transformée de Laplace, il convient d’exprimer l'opérateur 0 (iagf)

sous la forme suivante (voir annexe) :

oy [Logf®)] = SO5f () pour 0<a<1/2 et (3.54)

(1) 12«
O (Lo ()] = 1agaf(t>+%

1/2 <1 3.55
T2 - 2a) pour 1/2 <a <1, (3.55)

ce qui permet de démontrer qu’elles donnent le méme résultat par la transformée de Laplace.
En effet, en posant 2a = 3, on trouve :
Pour 0 < g <1,
L{505 [£06u (w,0)] 55} = L{ S00ur (8)55} = 57T (s) — 5” L (0), (3.56)

Pour 1 < 3 <2,

) 1-8
L{58s [fogur ()]s} L{ 95w (t);8}+L{1i((§)—tﬂ);s}

' s9=2u]
= 9% (s) — " tuy (0) — 5772 (0) — I‘(2—1(ﬁ0))r (2-7)

= Py (s) — " Luy (0), (3.57)

oll nous avons utilisé,

(n—i—l).

I
L{t"s s} = — 5 (3.58)

Nous pouvons & présent et aprés les transformées succéssives de Fourier et Laplace, écrire

I’équation (3.51]) sous la forme suivante :

s (k, s) — 8271y (K, 0) + K%y (k, s) + m*% (k,s) = 0, (3.59)
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ce qui permet d’aboutir a :

820471

s2¢ | k2 4 m2e

Uy (k,s) = 7 (k,0). (3.60)

Utilisons la formule de la transformée de Laplace inverse ((1.23]),

a=p
L1 {S} =t B, 5 (—at®), (3.61)

s*+a
avec a = k2 + m?®, pour exprimer la solution de 1’équation (3.60) comme :
ul (ki, t) = Ega’l (—at%‘) Ul (k‘, 0) , (3.62)

ot Eaq 1 (—ath‘) est la fonction Mittag-Leffler & deux paramétres ((1.19)),

Pour détérminer les autres composantes, nous suivons la méme procédure. A partir de

Iéquation (3.52) on arrive a :

T (k) = # [T (k. 5) — s~ (k. 0)] (3.63)

Avec 'aide de ([3.60) nous obtenons :

— ia se-1 7
u9 <k, S) = —m |:5204—|—a:| Ul (k, 0) s (364.)
ainsi, sa forme finale sera :
— a (e 2a\ —
us (ki, t) = _ﬁt Ega’a+1 (—aat ) (51 (k‘, 0) . (3.65)

Apres une transformée de Fourier et sur la base de (3.62)), ’équation (3.53)) donne :

k
Uy (k1) = ——Fa (—at®) 1 (k,0). (3.66)

Enfin, I’ensemble des solutions du systéme se résume comme suit :
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uy (k,t) B (—at?®)

T (k,t) — 194 oot (—at®®)

a3 (k,t) | = — K Bya i (—at?™) y (k,0). (3.67)
Uy (k,t) 0

us (k,t) 0

A partir de la solution (3.67) il est intéressant de distinguer les cas particuliers suivants :
Le cas o @ = 1, en utilisant les formules reliant la fonction Mittag-Leffler (1.19) aux
fonctions élémentaires ((1.15)) et (1.22]) nous pouvons facilement récupérer 'onde périodique,

uy (k,t) coshiFEt
Ty (k, 1) —L ginhiEt
us(k,t) | = | —Zcoshibt | (k,0), (3.68)
74 (k7 t) 0
Uus (/ﬂ, t) 0
ot k? +m? = E2.
Pour le cas a = %, nous aurons ce qui suit :

uy (k}, t) et

s (k, 1) —/Z [Ei (—at) — Eyjp (—ival)] ~ —/Z [e—at + L

uz (k,t) | = —\/—%e_at w1 (k,0),

Uy (kv t) 0

Uus (ka t) 0

(3.69)
ol nous avons utilisé les relations (1.17)), (1.18) ainsi que la propriété suivante (voir [27]),

Eqo (—iz) = Baq (—2%) — izBag,at1 (—27%) r€R, Rea>0. (3.70)

Nous remarquons que les solutions tendent de maniére monotone vers zéro ; elles présentent

un caractére d’amortissement.
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Dans le but de déduire les solutions asymptotiques nous pouvons utiliser le comportement

asymptotique de la fonction Mittag-Leffler (see [27]),

EO‘(Z)N_ZF(I—ak)

.|z = o0, %<argz<2ﬂ—%, (3.71)
k=1

comme t — oo, l'utilisation de (3.71]) dans le systéme ([3.67)) donne :

a1 (k1) e

ug (k, 1) ma\/lf{r?(akza) T m“iIégla*a)

(k1) | = _m%% u (k,0) . (3.72)
Ty (k,t) 0

s (k, t) 0

Comme nous pouvons le voir dans ce résultat, les solutions des équations fractionnaires pré-
sentent une décroissance algébrique qui est une conséquence directe du comportement asymp-

totique de la fonction Mittag-Leffler.

Equation de DKP vectorielle a temps fractionnaire

dans cette partie nous allons traiter I’équation de DKP fractionnaire de dim (1 4 1) pour
une particule vectorielle. Dans ce cas les matrices 5" sont représentées par (3.5) (voir [45]).
L’état dynamique du systéme ¥, pour le cas d'une particule de spin — 1, est représenté comme

un spineur de dimension 10 qui s’écrit :

" = (p,A,B,C), (3.73)
avec,
Ay B Cq
A3 B3 03

A partir de ’équation de DKP fractionnaire (3.11)) et par un simple calcul nous pouvons

obtenir le systéme découplé suivant :

42



(G058 (308) — 02+ m*) @ =0, (3.75)

¢ i (508
- o .
<@> ma( e (3.76)
et,
C =0, (3.77)
ou
T = (A, A3, B1), ¢ = (B2, B3, A1) et O = (C5,—Cs, ). (3.78)

En vue de résoudre les équations (3.75)) et (3.76)) , procédons de la méme maniére que dans
le cas du spin — 0, a savoir 'introduction des transformées de Laplace et Fourier pour exprimer

enfin les solutions en termes de la fonction de Mittag-Lefller comme suit :

(A (k,t), As (k, t), By (k,8))" = Bann (—at®) (Ay (k,0), A5 (k,0), By (k,0))7,  (3.79)

(Ba (k,2), By (1), Ay (5,1)" = — " Baain (™) (A (k,0), s (k,0), B (k,0)) "
(3.80)
et
(@ (k, 1), ~Ca (k1) 7 (k1)) = By (~at™) (A (k,0), A5 (k,0), B (k,0)”
(3.81)

avec toujours a = k% + m2®.
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Enfin I’ensemble des solutions peut étre résumé comme suit :

—%EQQJ( at2a) (k 0)

— 291 Byaar1 (—at®®) By (

E2a,1 ( at2a) A2 (ka 0)
E2a71 ( t2a) A3 (ka O)
E2a,1 (_at2a) 1 (ka O)

- , . (3.82)
— 19t Bogat1 (—at*) Ay (k, 0
)

— 18t Byaat1 (—at®™) As (k
0
ke Baan (—at?) Az (k,0)
— -k Eaa (—at>) Ay (k,0)

Q W » -

Si on pose a = 1 avec E? = k? + m?, les expressions (3.79), (3.80) et (3.81)) deviennent,

(A3 (k,t), As (k,t), By (k1)) = coshiEt (A (k,0), A3 (k,0), By (k,0))" (3.83)

(Ba (k,t), Bs (k, 1), Ay (k, )" = —%sinhz’Et (A, (k,0), A5 (k,0), By (k,0))",  (3.84)

et
(Cs (k,t),—Ca (k, 1), @ (k, 1)) = —%coshiEt (A3 (k,0), A3 (k,0), By (k,0)) . (3.85)

La solution finale est écrite comme suit :
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—% coshiEt By (k,0)
—L sinhiFt By (k,0)
coshiEt Ay (k,0)
coshiEt As(k,0)
_ coshiEt By (k,0) | (3.86)
—L sinhiBt A, (k,0)
—L sinhiEt A3 (k,0)
0
% coshiEt Az (k,0)

—% coshiEt Ay (k,0)

Q @ » =

A ce stade il est utile de remarquer que, pour obtenir ’ensemble des équations de Maxwell
qui apparaissent comme la limite de masse nulle de ’équation de DKP, nous pouvons utiliser

la forme de la fonction d’onde [45] qui est définie comme :

v |’ (3.87)

ou E, B et A sont respectivement le champ électrique, le champ magnétique et le potentiel
vecteur. En injectant (3.87)) dans 1’équation de DKP (3.11)), cette dérniére se décompose en

donnant naissance aux équations de Maxwell & temps fractionnaire avec masse :

V.E = —mzacp
VAB =5 0¢E-m**A
V- o8A
B =VAA

(3.88)

En posant m = 0 et & = 1 on retrouve I’ensemble des équations de Maxwell.
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Solution de 1’équation de DKP a éspace-temps fractionnaire pour le cas spin — 1

Dans ce qui suit, nous nous intéressons & la résolution de 1’équation de DKP libre & espace
temps fractionnaire. A cet effet, nous allons exprimer ’équation de DKP fractionnaire sous la
forme Hamiltonienne de type Schrédinger.

Premiérement, nous multiplions 1’équation DKP a gauche par {078°8Y, et avec
I’aide de I’algébre de DKP nous obtenons :

0.0 = pPBY Lo (3.89)
Pour v = 0 I’équation (3.89)) peut s’écrire,
5000 =i (8°)% Cogw +ip 0 Corv. (3.90)

Additionnant (3.90)) et équation de DKP (3.11]) multipliée & gauche par 3°, on arrive a

I’équation de type Schrédinger suivante :

ou Hf ;. p est défini par :

Hpgep =% L0F +m*B°, (3.92)

et la matrice X7 est détérminée par le commutateur,

=[5, 8. (3.93)

Afin de déterminer la solution de I’équation (3.91]) dans la dimension (1 + 1) , nous utilisons

la méthode de séparation de variables en admettant que,

U (z,t) =h(t)x(z), (3.94)
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ou h (t) est la partie temporelle tandis que x (x) est la partie spatiale donnée par :

¥

A
x (z) = : (3.95)

B

C

A B et C étant des vecteurs (3 x 1) se décomposant de la maniére suivante :
& (2)" = (A2, A3, B1), ¢ ()" = (B2, B3, A1) et ©(2)" = (Cs,—Ca, ). (3.96)
Lorsque nous remplagons (3.94) dans (3.91]) nous obtenons ’équation suivante :

i0ph(t) = Eh(t). (3.97)

La méthode de la transformation de Laplace [3] appliquée a I’équation précédente conduit

& une solution exprimée & ’aide de la fonction de Mittag—Leffler,
h(t) = Eq1 (—iEtY), (3.98)

Ensuite en injectant (3.94)) une fois de plus dans (3.91)) et avec 1’aide de (3.97]) nous obtenons

I’équation fractionnaire qui dépend seulement de z,
Ex(x)=iT" {09x (x) + m*B% (z). (3.99)

L’utilisation de la forme explicite de S [45] et les composantes précédemment mentionnées
de x (z) nous permet, aprés un calcul simple, de découpler le systéme en faveur de ® (z) ; ainsi,

nous obtenons une équation de type Klein-Gordon,
‘O%q® (z) =0, (3.100)

ou l'opérateur fractionnaire “O% est exprimé a l'aide des dérivées de Caputo comme suit :
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‘Ofq =5 05 (L07) + (E* —m™). (3.101)

T

Les autres composantes (i.e., ¢ et ©) sont déterminées par :

o\ _ 1 ( E
() =L (5) e a0

Cy =0. (3.103)

Grace aux propriétés de la fonction Mittag-Leffler , 1a solution de (3.100]) est donnée comme :
® () = E, (z’\/EZ - m2axa) B (0), (3.104)

puis, on déduit les autres composants ¢ and © comme suit :

<g> - mi (—\/EQE—W> 0. (3.105)

Par conséquent, nous pouvons résumer la solution générale de la maniére suivante :

VE2_—m?2a

mOé
o
mOé

1
1

1
U (2,t) = N Eay (—iBt) Eq (i\/EQ - mZC“:Ea) , (3.106)

E

me

E

mOL
0
VE2 _m2a

me

VE2—m?2«

me

ol N est une constante de normalisation.

Arrivé a ce stade, il est intéressant de distinguer la limite de I’équation (3.106|) quand o@ — 1.
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Dans ce cas la fonction de Mittag-Leffler (1.19) se transforme en la fonction exponentielle
ordinaire ((1.14)) et la solution (3.106) devient I’équation d’onde ordinaire avec k = v E? — m?2,

|~

— 3k g

—_

U (z,t) =N eke=FD (3.107)

i © 3w 3w =

3

Solution de I’équation de DKP a éspace-temps fractionnaire pour le cas spin — 0

Dans le cas spin—0, nous suiverons une procédure similaire & celle despin—1 avec la fonction
d’onde W (z,t) = h (t) x (z) ot X () a cinq composantes a savoir x ()7 = (11, 79s 035 a5 75) "

Sur la base de la correspondance suivante :
m— ®my— dn3— O et (ny,n5) — Ch, (3.108)

nous arrivons au systéme découplé suivant :

“Of%cm (z) =0
o (x) = %771 (2)
n3 (z) = m%i@‘é‘m (2)
. Ny =15 =0

(3.109)

Par la suite, la forme définitive de la fonction d’onde peut étre écrite comme suit :
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m\x

X

(x)
()
(2) | =C Bap (—iBt%) Bo (iVE? = m2a®) | —YEm
()
(x)

=
N

U (2,t) = Bay (—iEt%)

3
w

T

33
~

N5 (L

C est le coéfficient de normalisation.

Comme il est a été fait dans le cas vectoriel, lorsque o — 1 (3.110)) est en parfait accord
avec la solution de la particule libre,

= 3@ =

U (z,t) = C e'tkz=ED ko) (3.111)

o O
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Chapitre 4

Equations relativistes en terme

d’opérateur impulsion modifié

4.1 Introduction

La théorie moderne du calcul différentiel et intégral a commencé au XVlIle siécle avec les
travaux de Newton et Leibniz. Comme il est bien connu, la dérivée d’une fonction f(z) par

rapport a la variable x est par définition :

£ (@) = lim I EFM = @) (4.1)

h—0 h

Maintenant, considérons ’extention de ’expression (4.1]) modifiée :

P @) = lim L 40 =S (@) (4.2)

q—1 qr — X

Bien str, cela n’est pas valide lorsque ¢ = 1 ou z = 0, mais par ailleurs cette formule al-

ternative est équivalente a la dérivée habituelle. Nous pouvons nous convaincre en écrivant

f (z+(g=Dz)—f (z)
(¢—1)z

Au début du XXe siecle, F.H. Jackson [49] a étudié cette dérivée modifiée et beaucoup de

, le terme (¢ — 1) x jouant le role de h.
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ses conséquences. Le concept clé est 'opérateur g-dérivée défini comme suit lorsque 0 < ¢ < 1:

f(gz) — f (2)

qr — T

(Dqf) (2) = (4.3)

Récemment, il y a eu un intérét considérable dans le domaine du g-calcul en raison de
ses applications en mathématiques, statistiques et la physique. La théorie du g-calcul a donné
naissance & une algébre déformée liée & la fonction g-exponentielle et la fonction g-logarithme.
Cette algebre a été présentée et utilisée dans la résolution de nombreux problémes citons entre
autres [50] ,[51], [52] et [53]. Dans ce context, une généralisation de I'intégration fractionnaires
a été également introduite [54],[57], [58] a travers la g-intégrale et la g-dérivée pour laquelle la

g-exponentielle est une fonction propre.

4.2 g-Algébre

C’est une algébre déformée reliée aux fonctions appelées g-exponentielle et g-logarithme.
La g-exponentielle est une déformation de la fonction exponentielle ordinnaire. Elle a été
tout d’abord proposée dans [56] telle que :

Pour un parameétre réel q,

1

exp, (z) = [1+ (1 —q)x]T-9, (4.4)

qui, pour ¢ = 1 donne exp; (x) = exp (z) . On notera que la fonction exp, (z) diverge sil < g et
1+ (1—q)z] <O0.

La fonction g-logarithme est I'inverse de la g-exponentielle, et est donnée par :

|
Ingz = 1—¢ (4.5)
Les fonctions In, = et exp, () verifient les relations :
Ing (zy) =Ingz +1Ingy + (1 — q) IngzIng vy, (4.6)
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et

exp, (z) exp, (y) = exp, (x +y + (1 — q) zy). (4.7)

Ces propriétés conduisent & une généralistion des opérations somme et différence entre deux
nombres x et y,

r®gy=z+y+(1-q)ay, (4.8)

et

T —y
$@qy:m (y#1/(q—1)), (4.9)

qui nous raménent a la somme et la soustraction usuelles comme cas particuliers ®; = + et
or=—.

Sur la base de ces opérateurs déformés, il est possible de définir une généralisation de
l'opérateur dérivé appelé la g-dérivée définie par :

D (@) = lim LW gy

. 4.10
y—r T OqY dx ( )

dont la g-exponentielle est une fonction propre. La dérivée ordinaire est récupérée pour q = 1.

Nous avons la g-intégrale correspondante (notée |, (q)) donnée par

/(@) ds

o) dgr = | I 411
ou

. 1

Il faut preéciser que les équations (4.10]) — (4.12]) sont limitées & 14+ (1 —q)x # 0
Il est important de noter aussi que la g-derivée (4.10)) verifie la relation suivante :

Dy [f (z) g ()] = Degy [f (2)] g () + f (x) D(g) [g (x)] (4.13)
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4.3 Opérateur de déplacement modifié

En mécanique quantique, un déplacement a le long de 'axe Ox est représenté par I'opérateur

Pra oy Popérateur impulsion P, = %% est défini comme étant le

de déplacement T w = e
générateur du groupe des translations. Une translation infinitésimale dx est représentée par un
opérateur infiniment voisin de 'identité que ’on peut écrire : ﬁ;x =7- %(5361335

Récemment, Costa Filho et al [48] ont analysé un systéme quantique avec masse dépendant

de la position et ils suggérent un opérateur de déplacement modifié donné par :
T, (a)|z) =z +a(1+y2)), (4.14)

oll 7y est un paramétre réel de dimension [y] = L~1. Pour v # 0, le déplacement dépend
explicitement de la position du systéme, alors que v = 0 correspond & une translation standard.
A partir de la définition de I'opérateur (4.14]), nous pouvons distinguer les propriétés sui-

vantes :

1. fv devient opérateur identité lorsque la translation infinitésimale tend vers zéro,

lim T, (dz) = 1. (4.15)
dz—0

2. 11 est également important de noter que 'opérateur inverse est donné par,

x_dx> , (4.16)

7 _

tel que,
T, (dz) [f;l (dz) \x>] = |z). (4.17)

3. La composition de deux translations infinitésimales successives conduit &,

ﬁy (dm/) ﬁy (dm//) lx) = ﬁy (dm/) ‘m +dz” + 'y$d33“>
‘:n +dz" + vwdm" +dz’ + vdm/ (:E +dz" + vxdm”)> (4.18)
= ‘:U + (dml +dz’ + ’ydx,dx”) + (da;, +dz” + 'ydzvld:c") :13>

~

= T, <d:c, +dz’ + 'yda:,d:c”> |z) .

54



qui montre clairement la propriété de la non-additivité de 'opérateur.

4. Il faut aussi noter que, du moment que :
f7 (dm/) T\p, (d:c") = TA} (d:v/ +dz" + de,d:v”) (4.19)

et,

exp, (a) exp, (b) = exp, [a + b+ (1 — q) ab] (4.20)

ou exp, (a) est la fonction g-exponentielle (4.4]), en posant 1—q¢ = v, T} peut étre considéré
comme le générateur infinitésimal du groupe représenté par la fonction g-exponentielle.

Le développement limité de ’1/;7 (dz) au premier ordre de dx conduit a :
T, (dz) =1 - ;, (4.21)
dans laquelle p, est I'opérateur impulsion modifié écrit comme :
. . d
py = —th(1 + vyx) = (4.22)

A ce stade, il est important d’établir que l'opérateur impulsion p, (4.22)) est Hermitien

relativement au produit scalaire défini dans 1’éspace déformé par :

o= [ awo= [ 5w (123

ou la portée de I'intégration dépend des conditions limites spécifiques du systéme étudié. Par

conséquent, la relation de fermeture prendra la forme :

1:/ @1 (sl (4.24)

14~z

En utilisant la définition (4.22)), il est commode d’exprimer I'opérateur impulsion modifié

dans une forme abrégée ,

P, = —ikD,, 4.25
Y vy
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avec

d
D, = (1+~zx) T (4.26)

étant la dérivée déformée dans I’espace.

4.4 Applications : Equations relativistes avec opérateur modifié

4.4.1 Equation de Klein-Gordon dans une boite

Considérons une particule relativiste de spin—0 confinée dans un puits infini & une dimension

de longueur L défini comme suit :

0, 0<z<L
V() = . (4.27)

oo, partout ailleurs

En utilisant Popérateur impulsion déformeé p, (4.25) nous pouvons écrire une équation de

Klein Gordon modifiée pour 0 < z < L sous la forme :

2
<h2§t2 — R2D? + m2> U (2,1) = 0, (4.28)

ot m est la masse de la particule, et ¥ (z, t) est la fonction d’onde de la particule. La solution

de l’équation. (4.28)) dans sa forme générale peut s’écrire,
U (z,t) =@ (z)h(t). (4.29)

La substitution de (4.29) dans (4.28)) et aprés la séparation des variables de l'espace et du

temps on peut aboutir a la partie temporelle h (¢) de la solution sous la forme suivante :
h(t) = Ae™h + Beirt, (4.30)
Tandis que la partie spaciale ¢ (z) est solution de I’équation différentielle suivante :

D2 (x) + —5—¢ (z) =0. (4.31)
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Avec l'aide de la définition de D, (4.26) et aprés un simple calcul I'équation différentielle se

transforme en :

¢ (x)
da?

o (x) <E2 —m?

(14 ~z)? +(1+ym) = = ) ¢ (z) =0. (4.32)

Effectuons le changement de variable u (z) = 1 + yx pour transformer ’équation (4.32)) en :

dp E? —m?
2 _
u” (z) +u(x) T + < 22 > v =0, (4.33)

qui est semblable & I’équation différentielle homogeéne d’Euler-Cauchy,
$2y” + azy/ + By =0, (4.34)

ota=1etf= E;LQ;VTP En posant z = Inu I'équation (4.33) se transforme en une équation a

coéficients constants,
Co 4% gy (4.35)
dz? dz =5 ’

ou A=a—1et B= /et donc a pour solution générale,

E?2 —m

Ty

2

EQ_ 2
vE om In (14 y)

i In (14 ~x)

¢ (x) =Csin (4.36)

+ D cos [

En utilisant les conditions aux limites ¢ (0) = ¢ (L) = 0 la solution (4.36)) prendra la forme
suivante :

o, () = Cy sin [ZZ’ In(1+ yx)} , (4.37)

dans laquelle C), est la constante de normalisation et ou le vecteur d’onde quantifié k,, est déduit

grace a la condition ¢ (L) =0,

2 2322
9 2 9 nimehy
k, =E,—m

D (4.38)

par conséquent le spectre d’énergie peut étre écrit comme :
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2722~2
Ep=ty T4 m?, n=1,23.. (4.39)
In? (1 +~L)

A ce stade nous pouvons écrire les fonctions propres pour la particule (4) et Panti-particule
(—) comme :
iEnt

Ut (1) = CFeF P i | "0
“(x,t) =Cretw san(1+7L)

In(1+4+n~z)|. (4.40)

D’autre part I’équation de continuité peut étre déduite a partir de I’équation de Klein-
Gordon modifiée (4.28) et sa conjuguée, en effet en multipliant la premiére par ¥* et la seconde

par ¥ puis en soustrayant les deux équations on arrive & :
(U*07 0 — WOPU*) — (P*D2W — UD2T*) =0, (4.41)
ol le premier terme conduit & la densité de probabilité,
p= (U0, ¥ — Vo, 0"), (4.42)
alors que le développement du deuxiéme terme grace a la propriété donne :
(U*D2¥ — WD2U*) = D, [¥*D, ¥ — ¥D, ¥*]. (4.43)
L’équation peut ainsi s’écrire sous la forme,
Op+ Dy [¥D, V" — WD, W] = 0, (4.44)

ou la quantité entre crochets définit la densité de courant modifi¢e J,,

av* dv
=(¥(1 — U (1 — 4.4
= (v G- w e ). (1.45)
ce qui nous donne I’équation de continuité modifiée,

)
o+ Doy =0, (4.46)
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Sachant que la densité de probabilité pour la particules p™(anti-particule p~) obéit aux

conditions de normalisation,

L
L/ prde = +1, (4.47)
0

nous pouvons injecter (4.40) dans (4.42)) puis utiliser (4.47) pour obtenir les constantes de

normalisation CF (voir annexe) ,

}C',ﬂ:\/ h <ln2(1—|—’7L)+1>’ (4.48)

LE, An272

de telle sorte que les fonctions propres seront écrites comme :

h (In®(1+~L) iBnt nmw
UE (4.1) = 1)eF 7 sin|——" 1In(1 4.49
o (x,t) \/LEn < a2 tl)et i sin h (11D n(l+~zx)|, (4.49)

et la densité de courant comme :

1 [In? (1 ++L) nw
+ .2
=4—- | ———>+1 ———In(1 4.50
g =g [P s (1)), (150)
ce qui conduit au cas ordinaire quand v — 0,
1m1i—ilaﬁ(mg) (4.51)
V_}gp =+7 7 ) .

4.4.2 Equation de Dirac dans une boite

Considérons maintenant I’équation de Dirac relativiste décrivant une fonction d’onde d’une

particule de masse m se déplacant le long de l'axe =,
thoo¥ (z,t) = HyW (,1), (4.52)
ou H, est 'operateur Hamiltonien dans la dimension (1 4 1) [59],
H, = —ihcagf)y +o3mc? +V (z). (4.53)

o9 et o3 sont les matrices bien connues de Pauli qui, dans la représentation standard de
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Dirac, sont g9 = 0, et 03 = 0, avec :

01 1 0
Oy = , et o, = . (4.54)
10 0 -1

L’équation de Dirac stationnaire pour ce probléme pourrait étre écrite comme suit (¢ = 1) :

-m+V(z)+ E ihD., o (z)
ihD. m+V(z)+E X (z)

=0, (4.55)

ou ¢ (z) et x (x) sont les deux composantes du spineur de Dirac, E est I’énérgie de la particule
et m sa masse. A l'interieur du puit de potentiel, ot V () = 0, cette dérniére équation se scinde

en deux équations couplées pour les composantes ¢ (z) et x (x), données par :

{ (B —m)¢(z) +ihDyx (z) =

0
ihD- () + (E+m) x (2) = 0 (4.56)

Il faut donc résoudre ces deux équations pour déterminer les énergies possibles et les spineurs
correspondants. Commengant tout d’abord par I’élimination de I'une des composantes en faveur
de 'autre. Apres un réarrangement des termes, on obtient I’équation différentielle satisfaite par

la composante ¢,

2 2 _ 2
(1+~z)? % +7(1+vx) % + <EhQ>] ¢ (z)=0. (4.57)

La deuxiéme composante y peut étre obtenue au moyen de (4.56)) ,

X () = =——Dy¢ (). (4.58)

En répétant le méme calcul que dans le cas de KG, nous arrivons a la solution de I’équation

@57) .

6 (z) = Asin [:fy In(1+ ’yx)] + Beos L’f; In (14 73:)} , (4.59)
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et par la suite,

7 ik,
E+m

x (@) = [A cos (:: In(1+ m)) _ Bsin <:f; In(1+ m)ﬂ . (460)

En meécanique quantique élémentaire, pour une particule libre dans une boite & une di-
mension, la condition de Dirichlet ¥ = 0 est la plus simple. Avec cette condition aux limites
I’Hamiltonien libre de Schrodinger est un opérateur auto-adjoint bien défini. En mécanique
quantique relativiste la fonction d’onde est un spineur & composantes complexes couplées
dans un systéme d’équations différentielles du premier ordre. Imposer la condition de Diri-
chlet a la limite W (0) = 0 (ou ¥ (L) =0) est équivalent a dire que ¢ (0) = 0 et x(0) = 0
(ou ¢ (L) =0 et x (L) =0) ce qui conduit & A = B = 0, soit la seule solution est triviale. Donc
il n’y a pas de solutions non triviales si la fonction ¢ (z) et sa dérivée y (z) doivent dispa-
raitre simultanément au niveau des limites de I'intervalle. Toutefois, des solutions non triviales

peuvent étre obtenues en utilisant des conditions aux limites appropriées pour la fonction d’onde

¢ (x)

U (x) = , d’'une maniére telle que 'opérateur de Dirac (4.53)) soit auto-adjoint.
X (z)
En effet, imposer les conditions aux limites de Dirichlet & la premiére composante,

¢(0) = o (L) =0, (4.61)

est une condition limite physiquement accéptable car elle assure la condition d’Hérmiticité de

I’Hamiltonien (4.53)) donnée par :

(6 ) — (nl )" = ~ih o] =0, (162)

Celle-ci est liée a I’équation de continuité qui assure la conservation de la densité de proba-
bilité et celle du courant.

La condition (4.61]) permet d’arriver a :

¢ (x) = Asin [:ﬁ; In(1+ ’yx)} , (4.63)
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d’ou, d’aprés (4.60)) ,

1Ak, kn,
= — —1In(1 4.64

et par conséquent, le spectre d’énergie sera d’aprés la condition ¢ (L) =0 :

n27r2h2,>,2
E, =+ ——"— +m2. 4.65
" \/1112 (1+~L) (4.65)

Enfin on peut écrire le spineur en termes de ses deux composantes comme :

sin {% In(1+ ’ya:)]

v@=al MUY
— 4L, Cos {ﬁ ln(l—l—’yw)]

(4.66)

L’équation de continuité correspondante peut étre déduite par un simple calcul & partir de

I’équation de Dirac déformeée (4.52)) et son adjointe et se présente sous la forme suivante :
Op+ D, J =0, (4.67)
ol le densité de probabilité p est donnée par :

p =10 = 6p + 1y, (4.68)

Ufetant le spineur conjugué et ¢ ainsi que y sont les complexes conjugués de ¢ et de x.

Alors que la densité de courant J est définie par :
J = Vo, U = dx + X0, (4.69)

En utilisant les conditions (4.61)), il est facile de verifier que les quantités (4.68) et (4.69))

verifient, respectivement, la condition de symétrie au niveau des parois de la boite,

21.2
p(0)=p(L) = (Ei]j;)z, (4.70)

j(0)=3(L)=0. (4.71)



La densité de courant s’annule au niveau des parois, la particule est dite confinée a 'intérieur
de la boite.

Il est utile de souligner que, en prenant les conditions aux limites de Newmann,

x (0) =x (L) =0, (4.72)

on aboutit &,

A=0, (4.73)

d’ou la fonction propre,

()= B cos [% In(1+ ’ym)} | (4.74)

E’_’f_% sin [% In(1+ ’yx)}

qui a les mémes valeurs propres que la fonction d’onde (4.66)) .
Les conditions aux limites (4.72)) remplissent la méme relation d’impénétrabilité (4.71)) et

la relation de symétrie au niveau des parois,
p(0) = p(L) = B, (4.75)

elles représentent aussi une extension self-adjointe de I'Hamiltonien H,.

Il est important de noter que, en ne prenant en compte que la symétrie physique, I'exigence
d’impénétrabilité et le spectre d’énergie correspondant, on ne peut pas distinguer entre les
conditions aux limites et . Par conséquent, les fonctions d’onde et
doivent étre considérés comme équivalentes. En effet, nous considérons qu’il est impossible de
distinguer physiquement entre ces deux solutions, a part le fait qu’elles présentent différentes
densités de probabilité.

D’autre part, en considérant les conditions mixtes,

¢ (0) =x (L) =0, (4.76)
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on obtient,

¢ (x) = Asin [:ﬁ; In(1+ ’ya:)} , (4.77)

alors que la deuxiéme conposante sera d’aprés (4.60)) :

1A knp,
qui donnera pour y (L) =0,
1 why
ko= (n 2} T 1
<"+2> n(1+~L) (4.79)

Toutefois on peut voir que les conditions aux limites mixtes , qui peuvent aussi étre
utilisées si I'on considére les parois de la boite comme barriéres infranchissables et qui assurent
aussi I’Hermiticité de ’Hamiltonien libre de Dirac, ne sont pas physiques parce que leur symétrie
n’est pas la méme au niveau des parois de la boite. En effet, la densité de probabilité p est telle
que : ,

p(0) = A0 )= a2 (480)
(E+m)
D’autre part, les fonctions d’onde correspondantes aux conditions aux limites présentent
un ensemble de valeurs propres qui sont différentes de ceux de la fonction d’onde

A la limite v — 0, il est facile de voir que tous les résultats concordent avec le cas ordinnaire.
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Conclusion

Cette thése consiste en une recherche concernant des sujets d’actualité qui a pour but
d’apporter une contribution a I’étude de ’équation de DKP dans le cadre du calcul fractionnaire.

Nous rappelons que dans le premier chapitre, nous avons présenté ’essentiel des outils fon-
damentaux de la théorie fractionnaire dont les définitions des plus célébres dérivées et intégrales
fractionnaires a savoir I'approche de Riemann-Liouville et de Caputo tout en méttant I’accent
sur quelques fonctions spéciales reliées au calcul fractionnaire.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons exposé le principe variationel fractionnaire dans le
but de développer une formulation Lagrangienne et Hamiltonienne dans le cadre fractionnaire.

Par la suite, nous avons entamé dans le troisiéme chapitre le traitement de 1’équation de
Duffin-Kemmer-Petiau (DK P) dans le cadre fractionnaire. En appliquant le principe variatio-
nel fractionnaire & une densité Lagrangienne contenant des dérivées fractionnaires de Caputo
et de Riemann-Liouville d’ordre 0 < o < 1, nous avons déduit les équations d’Euler-Lagrange
fractionnaires, celles-ci ont permit d’aboutir & I’équation de DKP fractionnaire et son adjointe.
Ensuite, dans le but de traiter une formulation Hamiltonienne fractionnaire du champ de DKP
afin de comparer les deux formalismes (Lagrangien et Hamiltonien), nous avons introduit une
densité Hamiltonienne fractionnaire contenant des moments canoniques fractionnaires. En uti-
lisant la technique des multiplicateurs de Lagrange nous avons obtenu les équations d’Hamilton
fractionnaires et par conséquent les équations de mouvement. Par les deux méthodes, nous avons
trouvé le méme résultat & savoir les mémes équations de mouvement. Toujours dans le contexte
fractionnaire nous avons aussi déduit les équations de Klein-Gordon et Proca fractionnaires
en séparant les deux secteurs ( scalaire et vectoriel ) dans I’équation de DKP libre dans une

procédure similaire au cas ordinnaire. Dans la deuxiéme étape nous avons résolu 1’équation de
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DKP libre a temps fractionnaire puis & espace-temps fractionnaires dans les deux cas scalaire et
vectoriel. Les solutions obtenues sont exprimées en terme de la fonction Mittag-Leffler. Le cas
limite est ensuite discuté o nous avons montré que pour a = 1, la fonction Mittag- Leffler se
réduit a la fonction exponentielle par conséquent les solutions représentent une onde périodique
par rapport au temps t et ’espace x comme cela devrait étre. Cependant, si 0 < a < 1, la
périodicité est rompue et les solutions présentent un comportement de décroissance & l'infini.
En dernier lieu, et sachant que ’ensemble des équations de Maxwell apparaissent comme la
limite de masse nulle de ’équation de DKP, nous avons montré que 1’équation de DKP frac-
tionnaire pour une particule vectorielle peut se décomposer en donnant naissance aux équations
de Maxwell & temps fractionnaire avec masse.

Dans le cadre de La théorie du g-calcul qui a donné naissance a une algébre déformée liée
a la fonction g-exponentielle nous avons traité dans le quatriéme chapitre des équations de
Klein-Gordon et Dirac modifiées grace a l'introduction d’une dérivée déformée par la présence
d’un paramétre réel 0 < g < 1. Les définitions des différentes expressions modifiées ont été
mentionnées entre autres la g-dérivée, la g-intégrale, g-exponentielle ainsi que la g-logarithme.
Par la suite, un opérateur impulsion Hermitien relativement a un produit scalaire défini dans
I’éspace déformé a été introduit. La résolution des deux équations déformées de Klein-Gordon
et Dirac a été faite pour une particule confinée dans une boite. Les équations de continuité ont
été aussi déduites pour les deux cas de Klein-Gordon et Dirac, ot nous avons remarqué qu’elles
ont été influées par la présence de la dérivée déformée.

En considérant les différentes conditions aux limites, nous avons discuté, pour ’équation de
Dirac, les conditions de Dirichlet, les conditions de Newmann ainsi que les conditions mixtes.
Nous avons trouvé que la fonction d’onde relativiste de Dirac aux limites d’une région non
permise ne peut pas disparaitre complétement et que, pour trouver des solutions non triviales
la condition nécessaire et suffisante est d’imposer a la fonction d’onde des conditions aux limites
qui rendent I’Hamiltonien auto-adjoint ce qui peut se realiser a ’aide des conditions de Dirichlet
ainsi que celles de Newmann. Par contre, les conditions aux limites mixtes ne sont pas physiques
parce que leur symétrie n’est pas la méme aux parois de la boite en effet la densité de probabilité

est telle que p (0) # p(L).

En conclusion, les résultats obtenus concordent exactement avec ceux de la littérature dans
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le cas ou les paramétres de déformation o — 1 ou ¢ — 1.
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Annexe

Composition des dérivées de Caputo

en partant de la définition ((1.30]) en prenant 0 < o <1 et la borne inférieure a = 0 on a
05 (fo5f () = _ /t (t—7)“ a (50 f (1)) dr (4.81)
AR  T(-a)ly dr 7 ‘

- [F(ll—a)]z/g “—ﬂ_a% [ /0 (r—w)"* fY (u) du | dr.

Posons 7 — u = y l'intégrale entre crochets peut s’évaluer comme suit
T T ,
/ (1 —u)" fO (u) du = / y f (r—y)dy, (4.82)
0 0

donc

(u) du, (4.83)

par la suite

cos (Lo8 - t N P TT—ufa " (W) dul| dr
S (GO 0) = g =0 [ O [ ] a
FO [ e ay
~ i €
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Remarquons que le premier terme fait intervenir la fonction Béta définie par (L.8)) et (1.12))
1
1y I'(z)T (y)
B (z,y) = 1— )" vty = 222
@)= [ (1=u) N

en effet, en faisant le changement de variables u = t_TT nous avons

!

‘ / 1
Tl f, 6= = it [0
r(];foga) 20 (4.85)

Il va de méme pour le deuxiéme terme, moyennant l'interversion des deux intégrales

[F(ll—a)/t (t— 1) (/OT (r—u)f" (u)du> dr

1? Jo
- s [ e
t 1

t
= — = | -1 (=) dT> 7 (u) du, (4.86)
/0 <[F(1 —a)? /u
et avec le changement de variables y = ﬁ:;

M/Ot (t—r)° </0 (r—u) f" (u)du) dr

t _u172a )
) /o{(lt“u—)a)]?%(l‘a’l—@f (u) du
B I%2i2aLA (t=w' 7 (W du. s

A ce stade on peut distinguer deux cas

—Si%<a§10ubien 1 <2a <2,

# ' _u1—2a " w) du =¢ 2a
F(2—2a)/0 (t—u) 70 (w) du =5 07°F (1) (4.88)
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NSi0<a< % ou bien 0 < 2a < 1, alors 'intégration par partie donne

bt — )2, () 20
/0 -2 W = /0r(1—2a)f(“)du_r(2—2a)f(0)

t1720¢

= §07°f (1) - r2—2a)

f(0),

ou le terme suplémentaire représente ’opposé de (4.85]) .

Conclusion :
1
$06 (£05f (1) =6 2 f (t) pour 0 < o < 3
et
9 t1—2a , 1
05 (£O5f (1) =5 07 f (t) + mf (0) pour ;<@ <1.

Constantes de normalisation

(4.89)

(4.90)

(4.91)

Dans le but d’obtenir les constantes de normalisation nous allons développer le calcul & titre

d’exemple pour le cas C;f.

A partir des équations (4.40]) et (4.42)) on trouve

FE nmw
=2 C’+2— in2——— In(1
p | n‘ hSln ln(l—l—'yL) Il( +’7:L')’
de méme
,0_:—Q}C_IQESinQLln(l—{—’yaz).
LR In(1+~L)

En substituant dans (4.47)) on trouve

E [T nm
2lcF)? = in? ————In(1 =1
[e=d h/o sin (1L n(l+~z)de =1,

avec le changement de variables u = In (1 4 ) I’équation se transforme en

L
+|2 o kn du =
‘Cn ‘ /0 sin <h’yu> expu du BYok

nwhy
In(1+~L)"

avec k,, =
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(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)



Avec l'aide de (voir [55])

expaxr  expax
2a a2 + 4b2

/ expaz sin’ bz dx =

on arrive a

oxP 2 (4k’2‘ > Sy

2 \h2y24+4k2)  2F

Finallement on aboutit aprés simplification a

o+ = ho [In?(1++L)
G =15 | aee
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[% cos 2bx + bsin be] ,

+1].

(4.96)

(4.97)

(4.98)
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