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Résumé

L’objectif de cette thése s’inscrit dans I’étude de 'existence des solutions de quelques
problémes aux limites associés aux équations différentielles et intégro-différentielles non
linéaires d’ordre fractionnaire & conditions aux limites locales et de type intégrale. On
s’intéresse dans un premier temps a établir la positivité, ainsi que 'unicité de la solution
de I'équation différentielle fractionnaire en utilisant quelques théorémes de points fixes
notamment le théoréme de Guo- Krasnoselskii d’expansion et de compression d’un cone,
et le principe de contraction de Banach puis dans un deuxiéme temps et via le théo-
réeme de Krasnoselskii hybride on établit I’existence de la solution de ’équation intégro-
différentielle fractionnaire.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, Probléeme aux limites, Principe de contraction de

Banach, Théoréme de Guo-Krasnoselskii dans un cone.



Abstract

The objective of this thesis, is devoted to the study of the existence of solutions for
some boundary value problem generated by nonlinear differential and integro-differential
equations of fractional order with local and integral type boundary conditions.

We are interested in the first step to establish uniqueness and the existence of positive
solutions of the fractional differential equation by using some fixed point theorems nota-
bly, Guo-Krasnoselskii theorem of expansion and compression of cones, and the Banach
contraction principle, then in a second step and via the hybrid Krasnoselskii theorem we
establish the existence of solution of the fractional integro-differential equation.

Keywords : Fractional Derivative, Boundary value Problems, Banach contraction

principle, Guo-Krasnoselskii fixed point theorem in cone.



0.1 Introduction

C’est a Leibniz que revient la gloire d’avoir frayé une voie nouvelle qui est la théorie
du calcul fractionnaire, cette théorie qui a étendue la dérivation et I'intégration d’ordre
entier & un ordre non entier connait actuellement une grande popularité.

En fait, ’histoire du calcul fractionnaire fit commencer par une question clé de Leib-
niz lorsque ce dernier introduisit le symbole Z;—,{ pour désigner la dérivée n—ieme d’une
fonction f ol n est un entier positif. Cette représentation symbolique poussa alors 'Hos-
pital & s’interroger sur la possibilité d’avoir n fractionnaire et il envoya une lettre a
Leibniz en 1695 en se demandant si n = 1/27; Leibnitz a répondu « qu’il s’agit 1a d’un
paradoxe, dont l’on tirera un jour d’utiles conséquences »[34] .

Depuis, de nombreux mathématiciens se sont lancés sur cette question pour pallier
cette difficulté et plusieurs contributions ont été développées et de nombreuses formes
d’opérateurs différentiels fractionnaires ont été introduites, on peut citer les derivées
fractionnaires de type Riemann-Liouville, Caputo,Grunwald-Letnikow Weyl, Marchaud,
Hadamard, Riesz (Hilfer 2000 ; Kilbas et al. 2006 ; Podlubny 1999 ; Samko et al.1993) et
d’autres plus récentes de Klimek (2005), Kilbas et Saigo (2004),Cresson (2007), Katu-
gampola (2011), ou des opérateurs fractionnaires d’ordre variable introduits par Samko
et Ross (1993). Pour plus de détails historiques, voir [38,40, 42, 45,48] .

Cependant, la premiére réelle application du calcul fractionnaire semble étre proposée
par N. H. Abel en 1823 [2] qui montra que le probléme de la Tautochrone généralisée
s’écrivait a l'aide d’une équation différentielle d’ordre non entier dont il exprima la solu-
tion a ’aide d’une équation intégrale.

Pendant ces trois derniéres décennies, plus d’intéréts ont été prétés au calcul fraction-
naire et de nombreux chercheurs se sont investis pour mettre en exergue les résultats déja

établis et les champs d’applications se sont diversifiés. A titre d’exemples, nous citerons

quelques uns de ces champs d’applications

- Les dérivées fractionnaires ont été largement utilisées dans le modéle mathématique



du viscoélastique des matiéres. L’avantage de I'introduction des dérivées fractionnaires en
théorie de la viscoélasticité est qu’elle offre des possibilités d’obtenir des équations consti-
tutives pour le module complexe élastique des matériaux viscoélastiques avec seulement
quelques parameétres déterminés expérimentalement. Les dérivées fractionnaires ont éga-
lement été utilisées dans I’étude des modules complexes et des résistances voir |9, 46, 52] .

- Les problemes électromagnétiques peuvent étre décrits en utilisant les équations
intégro-différentiels fractionnaires [53].

- Dans la physicochimie, le courant est proportionnel aux dérivées fractionnaires du
voltage quand l'interface fractale est mise entre un métal et un milieu ionique [29, 55].

- En électricité, dans les lignes de transmission électrique. En 1892, Heaviside a intro-
duit I'idée de dérivées fractionnaires dans son étude des lignes de transmission électriques
[7].

- En biologie, il s’aveére que les membranes de cellules d’organisme biologique ont la
conductance électrique d’ordre fractionnaire [21, 37].

- En économie, quelques systémes de la finance peuvent afficher une dynamique d’ordre
fractionnaire, des exemples sur cette dynamique peuvent étre consultés dans la référence
[41].

D’autres applications du calcul fractionnaire ont été décrites dans plusieurs domaines
tels que : Le traitement d’image [29], le traitement du signal [54], la commande auto-
matique et robotique [35], et analyse de systémes dynamiques avec les modeles d’ordre
fractionnaires.

Le travail présenté dans cette these s’inscrit dans le cadre d’étude de l'existence
des solutions de quelques problémes aux limites associés aux équations différentielles et
intégro-différentielles non linéaires d’ordre fractionnaires a conditions aux limites locales
et de type intégrale. Cependant, a cause de leur grande importance dans les applications,
notamment dans la modélisation de nombreux phénomeénes récemment on observe un
intérét grandissant pour ces types d’équations, ainsi qu’un développement rapide d’ou-

tils adaptés & leurs études. En revanche le succés de la théorie de point fixe a été I'une



des grandes avancées dans ’étude de ces équations. Cette théorie a fait en réalité 1’ob-
jet des chapitres II et III et reposent essentiellement sur le principe de contraction de
Banach [19], théoréme de Krasnoselskii hybride [6] ainsi que le théoréme bien connu de
Krasnoselskii d’expanssion et de compression d'un cone [27].

Terminons cette introduction par une analyse rapide du contenu de cette thése. En
clair on trouvera plus loin, en guise d’introduction aux différents chapitres, des don-
nées plus détaillées sur le développement des aspects particulierement considérés dans ce
travail. Cette these est organisée comme suit :

Le premier chapitre correspond a une bréve introduction des éléments essentiels per-
mettant d’aborder la théorie du calcul fractionnaire. On commence par rappeler les fonc-
tions auxiliaires Gamma et Beta, puis on introduira les deux plus importantes approches
de dérivation et d’intégration fractionnaire on s’intéressera plus particulierement & celles
de Riemann-Liouville et de Caputo. Enfin nous rappelons les différents théorémes de
point fixe utilisés dans ce travail en ’occurrence le principe de contraction de Banach et
le deux théorémes bien connu de Krasnoselskii.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude de 1’équation differentielle frac-

tionnaire non linéaire suivante :

‘D™ (“DPu(t)) + f(t,u(t) =0, 0<t<1l,0<a,fB<1
w(0)=0,u(l) = [ u(s)ds

ou 0 <a,B <1et D" (CDB) désigne les dérivées fractionnaires au sens de Caputo
et f une fonction positive € C' ([0, 1] x R,R™).

A cet effet, nous établissons via le théoréme de Krasnoselskii dans un cone la positivité
de la solution dans le cas ou f est soit sur-linéaire ou sous-linéaire, puis nous prouvons
moyennant le théoréme de Banach I'unicité de la solution et enfin nous le terminons par
deux exemples illustratifs. Les résultats de ce chapitre sont soumis pour publication.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions l'existence de la solution de I’équation

integro-differentielle fractionnaire non linéaire suivante :



D (“Du) (t) = f (t,u(t) ,pu(t) , Pu(t)) (0<t<1)
u(l)=u(0)=u(1)=0

outl<a<2,0<pf<1letD? (CDﬁ) désigne les dérivées fractionnaires au sens de

Caputo et f € C'([0,1] x R3 R), avec

t t

gpu(t):/”y(t,s)u(s)ds et wu(t):/)\(t,s)u(s)ds.

0 0

ouv,\ :[0,1] x [0,1] — [0, +<1>o) sont telles que 1

SUDye(0,1] /)\ (t,s)ds | < oo et sup,py /7 (t,s)ds | < 0.

0 0
L’existence de la solution est établit par la transformation de ce probléme & une

équation intégrale équivalente, dont la solution est identifiée & un point fixe qui est
somme d’un opérateur contractant et un opérateur compact sous certaines hypothéses
suffisantes sur la fonction f dans un espace fonctionnel convenablement choisi. On termine
ce chapitre avec deux exemples illustratifs. Les résultats de ce chapitre ont fait I’'objet de
la publication suivante :

[20] Bragdi, A., Frioui, A. and Guezane Lakoud, A.“Existence of solutions for nonli-

near fractional integro-differential equations”. Adv Differ Equ 2020, 418 (2020).



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Ce premier chapitre est consacré aux outils mathématiques utilisés pour développer
ces présentes études. On s’intéresse plus particuliérement & définir quelques notions fon-
damentales permettant d’aborder la théorie du calcul fractionnaire. On commence par
rappeler les fonctions auxiliaires Gamma et Beta et les deux plus importantes approches
de dérivation et d’intégration fractionnaire & savoir celles de Riemann-Liouville et de Ca-
puto et a rappeler quelques théorémes importants dans la théorie du point fixe, notam-
ment le principe de contraction de Banach, le théoréme de Schauder, et les théorémes

bien connu de Krasnoselskii , pour plus de détails voir [6,19,27,58] .

1.1 Espaces fonctoinnels

On rappelle quelques définitions d’analyse fonctionnelle qui sont utilisées dans les

définitions des intégrales et dérivées fractionnaires.

1.1.1 Espaces des fonctions P-intégrales

Définition 1.1 [42] Soit Q = [a,b] (—oo0 < a < b < 00) un intervalle fini ou infini de R

et 1 <p<oo. L'espace LP(QY) est lespace des fonctions (classes) f réelles sur ) telle

10



que [ est mesurable et

/ |f(2)]P dx < +o0,
Q

£l = (/Q|f(x)!pdx);.

L’espace L>®()) est un espace de Banach muni de la norme :

muni de la norme

[flle =inf {M >0:|f(x)| <M p.psurQ}.

1.1.2 Espaces des fonctions absolument continues

On désigne par C"(Q2), n € N =0, 1, ..., Pespace des fonctions f qui ont leurs dérivées

d’ordre inférieur ou égal a n continues sur {2, muni de la norme :
n
I fllgn =) max|f® ()| ,n € N.
om0 e

En particulier si n = 0, C°(Q2) = C(2) I'espace des fonctions f continues sur {2 muni de

la norme

Ifllg = max|f(z)].

Définition 1.2 On note par AC([a,b]) Uespace des fonctions absolument continues sur
un intervalle [a, b], constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue-

sommables :
f € AC(la,b]) < Jp € L'([a,b]) telle que f = c+/ o(t)dt.

Définition 1.3 On note par AC™([a,b]), n € N*, lespace des fonctions absolument

continues sur [a,b] constitué des fonctions f a valeurs dans R qui ont des dérivées conti-

11



nues sur [a,b] jusqu’a lordre (n — 1) et telle que f"V € AC([a,b]), c’est a dire :
AC™([a,b) == {f : [a,0] = R : f® € O([a,b]),k = 0..n — 1, "V € AC([a, b))} .
Remarque 1.1 En particulier AC*([a,b]) = AC([a, b]).

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1 Une fonction f € AC"([a,b]), n € N* si et seulement si elle est représentée

sous la forme

Fa) = oy [ o= O S I

(n—1

1.2 Fonctions spéciales

Dans cette partie, nous introduisons les fonctions Gamma et Béta qui seront utilisées
ultérieurement. Ces fonctions jouent un role fondamental voire trés important dans la

théorie du calcul fractionnaire et ses applications.

1.2.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler
I' (2) qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux

nombres complexe a parties réelles positives).

Définition 1.4 [30] Pour o € C tel que Re(a) > 0. La fonction Gamma I'(«) est définie

par 'intégrale suivante :

+oo
MNa) = / et 1dt, (1.1)
0

avec ['(1) = 1 et T'(07) = +o0.

Propriétés

12



Une propriété importante de la fonction Gamma I'(a) est la relation de récurrence

suivante

I'a+1) =al(a), Re(a)>0, (1.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

+o0 +o0
Fla+1) = / e "t = [—e 1T + a/ et
0 0

+0o0
= a/ ettt
0

= al'(«a).
11 convient de noter que la propriété (1.2) nous permet d’établir que

I'(n+1)=mn!, neN.

En effet, on a I'(1) = 1 et donc

13



1.2.2 La fonction Béta

Tout comme la fonction Gamma, la fonction Béta fait aussi partie des fonctions de
base du calcul fractionnaire. Cette fonction fournit un outil fondamental quand elle est

combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.5 [30] La fonction Béta ou intégrale eulerienne de premiére espéce est

définie pour tous o et 3 par :
1

B(a,8) = / 71 — ) dt, Re(a) >0, Re(B) > 0.
0

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par I’équation suivante :

IRACHINE)

= T(at5) Re(a) > 0, Re(f) > 0.

Propriétés

La fonction Béta est symétrique i.e. :

1.
B(a, 8) = B(B,a),Re(a) >0, Re(5) > 0.

2.

aB(a,f+1)=B(a+1,05)
3.

a

Bla+1,5) = a+6B(a,6).

4.
1

5.

14



1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Le but de cette partie est de définir des notions fondamentales sur les dérivées et
les intégrales fractionnaires, en 'occurence nous introduisons les deux plus importantes
approches a savoir celles de Riemann-Liouville et de Caputo ainsi que quelques unes de

leurs propriétés.

1.3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b) — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini.

_ / o

Pour une primitive seconde on aura :

_/:dt/atf(u)du

En utilisant le théoréeme de Fubini, on peut écrire

Une primitive de f est donnée par :

P - | "o — ) f ().

Plus généralement, l'intégration successive de la fonction f(z) s’écrit sous la forme sui-

I"f(z) = / dx, / dz.. / Fxn)da,

_ —(n_m'/(x—t) Df(t)dt, n € N,

vante :

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En généralisant cette relation, 'intégrale

d’ordre non entier de la fonction f(z) peut étre définie en utilisant la fonction Gamma

15



I'(n) = (n — 1)! donc, on peut définir 'intégration fractionnaire comme suit :
Définition 1.6 [30] Si f € Cla,b], Q = [a,b] (00 < a < b < +00),a € RY, les

intégrales fractionnaires a gauche et a droite de Riemann-Liouville I, f et I)* f d’ordre

a sont définies respectivement par :

00 = 1 [ i >0 (13)

o f(x) = 1)/ : Jwdt -y, (1.4)

IN(e! t —x)d-e)’

Lorsque « =n € N, les définitions (1.3) et (1.4) coincident avec les intégrales n-iéme

de la forme :

[fli)f(a:) = /dxl/ dzs...... / i [ (x,) dzy,

b b b
Iéf)f(@ = dxl/ dzxs...... / f (zn) dx,

Théoréme 1.1 Soit a > 0, 5 > 0 et f € LP([a,b]), p > 1. L’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville posséde la propriété suivante
o 17 f(2) = 197 f (@), (L5)
Proposition 1.1 [30] Soit« >0, n=[a]+1. On a :

a(r_g)fl = L'(B) r— q)etsl
a+( ) F(Oé—l—ﬁ)( ) )

16



et

PRV \ ;) BT

Exemple 1.1 Considérons la fonction f(z) = (z — a)?. Alors

tlo— ' = o [ e— 0

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)7, il s’ensuilt que

dt = (x — a)dr, d’ou

e (r—a)lft = %/ r—a—(z—a)r)* Ha+ (x —a)7 —a)’(z — a)dr
N %/ =) -’f—aW 1 —r)e i dr

En utilisant la fonction béta on obtient :

gt L =t T
() I'(o+B)
— F(B) (x _ a)aﬂi’fl
F(a+5) '

o (@ —

On wvoit bien que c’est une généralisation du cas ot o =1, on a

[l+<l’ . a)ﬁfl — F(ﬂ) (37 . a)B — (6 B 1)F(6 B 1) (SC o a)ﬁ

NEESY BI(5)
(B=DG =1 s 1
(6 —1)p0(6 - 1) B '

grace a la relation bien connue (1.2).

De la méme maniére, on montre que

I (b—z)’~ = T (b—z)itet,



1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Pour définir leurs dérivées, Riemann et Liouville adoptent une méthode simple, par

exemple la dérivée d’ordre un demi au sens de R-L d’une fonction f est donnée par :

Dif ()= (1kf) (@),

c’est a dire la dérivée (ordinaire) de l'integrale fractionnaire d’ordre un demi.

Définition 1.7 Soit o > 0 et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires a gauche et

droite de Riemann-Liouville D2, f et D;* f d’ordre o sont définies respectivement par :

Disw) = (1) e (1.6)
et

Disw) = (~op) s (1)

1 "ot
_ _4 / —f(t)dt , x <b.
I'(n— ) dx . (t—x)ontl
En particulier, quand o = n € N alors

Dg,f(x)=Dy_f(x) = f (2),
et
Dy f (x) = [ (2), Dp_f(z)=(-1)"f" ()

ott f™ (x) est la dérivée ordinaire de f ().

Remarque 1.2 les derivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville de la fonction

f en un point x est a caractére non local, elle dépend de toutes les valeurs de f () dans

18



Uintervale (a, x) . une
condition suffisante pour que l'integrale fractionnaire d’une fonction f existe est que

f e AC"([a, b]).

Remarque 1.3 5i0 < a < 1 alors,

DL @) = e [ -0 0 > )
et

Dg 1 4 bt et () dt b

P10 = g [ T 0 @ <),

Exemple 1.2 Soient a« > 0, § > 0 calculons les dérivées fractionnaires o droite et a

gauche de la fonction f (z) = (x —a)’ . On a par définition de la dérivée de R-L

D*f(z) = D*(w—a)’
_ L S RPRAY:
- T(n—a) d:v”/a (z-t) (t—a)dt

Par le changement de variable t = a + (v — a) s, on obtient

1 W [ o
D%z —a)’ = —F(n—@)%(x_a)nw a/a (1—5)""*"sds
_ I'(n+B—-a+1)B(n—a,f+1) fa
B I'(n—a) (z=6)

 I'n+B—a+1)I'(n—a)T'(B+1) (v — B)°
C I'n—a)TB—a+)T(n+B—a+1)

__r+y o sa
— F(ﬁ—a—i—l)(m a)” ", a<x<b.
donc
a B I (B + 1) B—a
Dy, (z —a) :m(l‘—&)
de la meme fagon on montre que
r 1 a
D (0a) = e oo

19



Remarque 1.4 On voit bien que dans le cas ot B = 0, les dérivées fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville d’une constante ne sont pas nulles en generale

C Cc

Da — _ —Q Da —
e s R GRSl oy ey

(b—2)"" (0<a)
Proposition 1.2 Soit o« > 0 et n = [a] + 1, alors pour j = 1,2, ........ n, on a

D¢, (z— a)aij =Dy (b— x)aij = 0.

Corollaire 1.1 1) la relation D¢, f (x) = 0 est vraie si et seulement si
fla)=D cle—a),
j=1

ouc; € R (j =1,2,..,n) sont des constantes arbitraires. Dans le cas particulier, ot

0 <« <1, la relation DS, f (x) =0 est vraie ssi
f@)=cx—a)",ceR

2) la relation Dy f (x) = 0 est vraie si et seulement si
Fla)=) ¢b-2)"7,
j=1

ouc; € R (j =1,2,...,n) sont des constantes arbitraires. Dans le cas particulier, ot

0 < a <1, la relation Dy f(x) =0 est vraie ssi
f@)y=cb-—2)", ceR
3) dans le cas particulier ou a = 0, l’équation différentielle fractionnaire

Dg: f(t) =0
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admet la solution
f)=cit™ + et 2 Fest® B+ F et

ovc €Ri=1,2,...,netn=[a]+1

Proposition 1.3 Soit « >0 et f € AC™ [a,b]. Alors
I8 DS f (1) = u(t) + et P+ cot® 2 st 3 et

ouc; €ERi=1,2,.....n etn = [a]+1

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ait jouée un role
important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Ca-
puto (1967-1969) ont rendu compte que cette définition doit étre révisée, car les problémes
appliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions
initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas
dans la modélisation par 'approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des
conditions initiales des dérivées fractionnaires.

En utilisant une approche différente de celle de R-L, Caputo a définit la dérivée
fractionnaire & 'opposé de R-L en appliquant 'opérateur de la dérivation puis celui de
I'intégrale (R-L font l'inverse, ils intégrent puis ils dérivent). c’est a dire la dérivée d’ordre

un demi par exemple, au sens de Caputo sera donnée par :

N

Cni d
D2f(x)=1>—f(x
fe) =155 f (@)
Cependant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est toujours une généralisation

de la dérivée ordinaire dans le sens ¢ D" = di_n sin € N.
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Définition 1.8 oit o > 0 avecn = [a]|+1, si f est une fonction telle que f € AC™ ([a, b)),
alors les dérivées fractionnaires (a gauche et a droite) d’ordre o de f au sens de Caputo

existent sur [a,b] et sont définies par

“DY f(x) = I “D"f(x)

I A )
_ F(n—oz)/a< 1701 £ (1) i,

et

“Dpf(x) = (-1)"[=°D"f(x)

_ =D et
- Fot e @

En particulier quand 0 < a < 1 et f € AC ([a, b)),

“D2 f(x) = IL*Df(z)
1 @ o
- >/a (x— )7 f (£) dt.

et

“Dp_f(x) = ~L,=°Df(x)

-1 b o
_ —r(n—a)L (t—2)° f (1) dt.

Remarque 1.5 Sia =n € N*, alors “D", f (z) et “D}_f (x) sont données par :

“Dp f(x) = f (2), “Dy_f (z) = (=1)" f") (2).
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En particulier
“Dg, f(x) =" Dy_f(z) = f (x)

Remarque 1.6 la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est aussi a caractére non

local.

Exemple 1.3 calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f (x) =

(x—a)’ Soita>0tel quen—1<a<netf(z)=(z—a) avecB >0, alors on a

“DLIG) = fmy ) @0 W

L(B+1) T et i
F(n—a)l“(ﬁ—nﬂ)/a(”ﬁ Ot —a)” "t

en effectuant le changement de variable t = a + s (x — a) on obtient

o B _ F(ﬁ"i_l) B—a ! n—a—1 B—n
“DY (v —a)’ = F(n—a)l“(ﬁ—n—i—l)(g:_a) /a(l—s) s9"ds

rs+1)Bn—a,f—n+1)

_ q)P@
Th-aTB-nsD &9
= M(x_a)ﬁ—a
LB—a+1) '
De méme on trouve
r _
CD;(b-M:%(b—I)M.

En particulier on a

CD3+Cte :C D(b)c_cte =0

donc la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

Propriétés

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur

I'intervalle [a, b] est décrite par le théoréme suivant :
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Théoréme 1.2 Soit « > 0, n = [o] + 1. Si f posséde n — 1 dérivées en a et si DS, f

Dyt f existent, alors

n—1 (k) a N
“Dg () = D [f<x>— o ><x—a>].

k=0

et
—1

J® (b k
—kzo 1 )(b—x)]

En particulier, quand 0 < « < 1, les relations précédentes prennent les formes sui-

3

“Dp_f (x) = Dj_

vantes :

“Dyyf () = Dgy [f () = f (a)],

et
“Dy_f () = Di_[f (x) — f (b)].

Remarque 1.7 En utilisant les dérivées fractionnaires de R-L calculées précédement de

(z —a)* on trouve :

Dy, f (2) = i _a+1)(:c—a)’““’,(n=[a]+1>
et -
CDI‘;‘_f() ZF —a+ )(b—x)k*“,(n:[a]—i-l).

=0

En particulier, quand 0 < o« < 1, on a :

DS (@) = Dif ()~ s )

et
“Dy_f(z) =Dy f (x) -
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Remarque 1.8 Si o ¢ N*, la dérivée de Caputo coincide avec celle de R-L dans les

cas suwants : (1)
“De f(x) = D2 f(x) si f(a) = fr(a) = ..... = f=t (@) = 0 (n = [a] +1).
(2) €D f (@) = DEf(x) 5i f(B) = J1(B) = e = SOV (B) = 0 (n = [a] + 1).
En particulier, quand 0 < a < 1, nous avons
si f(a) =0,

CDng (z) = Dy, f (z)
et

“Dif () = Di_f («)
si f(b) =0.

Les théoremes suivants expriment certaines propriétés de 'opérateur de dérivation

de Caputo.

Théoréme 1.3 Soient [ et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Caputo

existent. Alors pour tous \, v € R, D™ (\f + ~g) emiste, et l'on a
CDO&()\][‘( _)\CDa C’Da
x) + 79 (z)) = f(z)+~"D%(z).

Théoréme 1.4 [30] Soient > 0, n = [a]+1 et f € C™[a,b]. Alors les operateures frac-
tionnaires de Caputo “ D¢, et “ Dy sont continues sur [a,b] : D%, € C'la,b] et “Dg_ €
C'la,b], de plus si a nest pas entier alors © D2, et Dy sont bornés de C™ [a,b] dans

C, [a,b] et Cy [a, b] respectivement. De plus on a :

1°D% flle, < Ko llFllon

et
105 ll¢, < ol lln
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ot
(b _ a)n—oc

ka:l“(n—a)(n—a—l—l)

Théoréme 1.5 Sia >0, tel quen = [a| + 1 et si f € C'la,b], alors.
“DR I3 f () =C Dy Iy f (x) = [ ().

En d’autre terme la dérivée fractionnaire de Caputo est toujours l'inverse gauche de

Iintégrale fractionnaire.
Preuve. Soit f € C'[a,b], et & > 0, et comme D*I%, f (a) =0, pour k = 0,1,..n—1,

alors on a pour :

DI f(w) = Dy i f ()

= f(z).

la dérivée fractionnaire de Caputo est-elle un inverse droit de l'integrale

fractionnaire ?

Théoréme 1.6 Soient o > 0, et n = [a] + 1. Si f € AC™ ([a,b]), alors on a

I§+CD3+ () = f(x) — X (z — a)k .

et



et
I ODp f(x) = f(x) = f(b).

Preuve. On a par définition
“Def(x) = LD f (),
en appliquant & gauche les opérateurs d’integration I3, , I;* on trouve :

LYDE f(x) = I3, I;7°D"f (x)

= 1 D"f(2)

et

Dy f() = LI°D"f ()
— Df(2)
— D} f()

n—1 _1\k (k)CL .
-5 @ e

1.3.4 Interpretation physique

La loi d’'Ohm stipule que le courant circulant dans un conducteur entre deux points
donnés est directement proportionnel & la différence de potentiel et inversement pro-
portionnel & la résistance entre eux. La formule mathématique peut étre écrite comme

suit :
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v (t) = Ri(t),

ou i(t) est le courant traversant le conducteur mesuré en ampeéres (A), v(t) est la
différence de potentiel mesurée entre deux points du conducteur en unités de volts V et
R est la résistance du conducteur mesurée en ohms. Le courant est un flux de charge
électrique a travers un milieu conducteur.

Dans les circuits électriques, cette charge est souvent transportée en déplacant des

électrons dans un fil. Le changement de la charge ¢ par rapport au temps ¢ est,

_da

i) =

En tenant compte de cela, la loi d’Ohm peut s’écrire en fonction de la charge ¢(t)

dq
v(t) = R%. (1.8)

L’idée est de réécrire la loi d’Ohm en termes de dérivée fractionnaire (non entiére). A
cet effet, nous introduisons un fractionnaire opérateur dérivé du temps comme suit :
d
FTER 0<~y<1 (1.9)
ol vy est un parametre arbitraire trés proche de 1, qui représente 1’ordre de la dérivée et
dans le cas v = 1 devient un opérateur dérivé ordinaire (entier). cependant, ’opérateur
de temps ordinaire a des dimensions de secondes inverses s~!. Alors I'expression (1.9)

donne la dimension suivante,

' —10< <1
v | s’ T=5

qui n’est pas une dérivée du temps ordinaire, en raison de la dimensions%.Pour étre
cohérent avec la dimensionnalité, nous introduisons un nouveau

parameétre, o, comme suit :
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1 4] 1
[ } —Z0<y<1, (1.10)

ol=v dtY S -
tel que lorsque v = 1 'expression (1.10) devient un dérivé ordinaire. Ceci est vrai
si le parameétre o a des dimensions de secondes, [0] = s. Par conséquent, nous pouvons
changer 'ordinaire opérateur dérivé du temps par le fractionnaire comme suit :
d 1 d

%ﬁmﬁn—l<’y§n, (1.11)

ou n est un entier. Ces deux expressions représentent le temps dérivés, puisque leurs
dimensions sont des secondes inverses. le parameétre o caractérise les structures frac-
tionnaires (composants qui présentent un comportement intermédiaire entre un systéme
conservateur (condensateur) et dissipatif (résistance)), de opérateur de temps fraction-
naire. En utilisant I’expression (1.11), la loi d’Ohm (1.8) devient une loi d’Ohm fraction-
naire
1 dq

0_1_,\/%70<7§ ]-7

v(t) =

1.4 Quelques théorémes du point fixe

Le développement de la théorie du point fixe a été un des plus important outils
d’existence dans I’étude des problémes aux limites. Il convient de rappeler que cette
théorie consiste a transformer un probléme donné en un probléme de point fixe et dés
lors les points fixes du probléme transformé sont les solutions du probléme donné.

Dans cette section nous rappelons quelques théorémes célébres du point fixe utilisés

essentiellement dans cette thése.

29



1.4.1 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoréme connu aussi sous le nom de I'application contractante se trouve a la base
de la théorie du point fixe. Ce théoréme garantit ’existence d’un point fixe unique pour

toute application contractante d’un espace métrique complet dans lui méme.

Définition 1.9 (Point fize) Soit T une application d’un ensemble X dans lui méme.

On appelle point fixe tout point x € X tel que T (x) = .

Théoréme 1.7 [6] (Principe de contraction de Banach). Soit ( M, d) un espace mé-
trique complet et soit T': M — M une application contractante i.e qu’il existe 0 < k < 1
telle que d (T (z),T (y)) < k d(z,y); ¥V z,y € M, alors T admet un unique point fize
x* € M, de plus pour tout x € M on a : lim T" (x) = x* et,

n—oo
k,n

AT (@) 7)< T

d(z,T(x)).

Preuve. La preuve est bien connue. Elle établit que toute suite {z,}, .y définie
inductivement par z,.; = T (x,) pour tout n € N converge vers z* = T (z*). En ce
qui concerne l'unicité en effet, nous obtenons la contradiction suivante en supposant
lexistence de deux points fixes distincts ] et x5 pour une contraction 7'

d(zf,z3) = d(T (27),T (x3)) < k d(23,25) < d(x},z3), c’est & dire, £ > 1 d’ou la

contradiction. m

1.4.2 Théoréme du point fixe de type Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder est aussi I'un des résultats les plus célébres de
la théorie du point fixe et il affirme qu’une application continue sur un convexe compact

admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 1.8 [58] (Théoréme du point fize de Schauder). Soit K un sous ensemble
non wvide, compact, convexe dans un espace de Banach E et supposons T : K — K une

application continue. Alors T admet un point fize.
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Théoréme 1.9 [58] (Théoréme du point fixe de Schauder généralisé) Soit F' un ensemble
fermé convexe sur un espace de Banach X et soit T : F' — F une application continue

telle que T(F') soit un sous-ensemble relativement compact de F'. Alors T admet un point

fixe.

1.4.3 Théorémes du point fixe de Krasnoselskii
Théoréme du point fixe de Krasnoselskii hybride

En 1955 Kranoselskii combina le théoréme de point fixe géometrique de Banach et le
théoréme de point fixe topologique de Schauder en un théoréme hybride qui affirme que
dans un convexe compact, toute application qui s’ecrit sous forme d’'une somme de deux
applications dont 1'une est une contraction et ’autre est compacte admet au moins un
point fixe. Depuis et jusqu’a ’heure actuelle ce théoréme hybride qui porte d’ailleurs son
nom est devenu extrémement utile et il a été I’'objet de plusieurs articles de recherche et

posseéde de trés nombreuses applications intéressantes en analyse non linéaire.

Théoréme 1.10 [6] (Théoréme du point fize de Krasnoselskii). Soit M un convexe fermé
et non vide d’un espace de Banach (X, ||.||) . Supposons que A et B sont deux applications
de M dans X telles que

i. Av+ By € M,Vx,y € M.

1. A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact.

111. B est une contraction de constante a < 1.

Alors, il existe x € M, avec Ar + Br =«

Preuve. Soit y fixé dans M, comme B est une contaraction, I’équation Bx + Ay = x

admet une solution unique x dans M. On définit ’application

L : M-—-M
Ly = =x
Ly = BLy+ Ay (ye M).
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Il est claire que LM C M. On va montrer que L est compact et continue et d’aprés
le théoreme de Schauder, on pourra conclure qu’il existe x € M tel que Ly = y, d’ou
Ay+ By =y.

Soit y,, une suite de point de M, alors d’aprés la définition de L :
Ly, = BLy, + Ay,
et
Ly - Lyn = BLy - BLyn + Ay - Ayn

alors

|Ly — Lyn|| < ||BLy — BLyn,| + [|Ay — Ay ||

et puisque B est une contraction on a :

Ly — Lyn|| < k||Ly — Lya|| + [[Ay — Ay, ||

1
< ——|Ay — A
< — Iy — Ay,

d’ou la continuité de L. Reste & montrer que LM est relativement compact. En effet,
comme AM est relativement compact, alors Ve > 0,3 (1 — k) € réseau By, ..... By, c’est-

a~dire les boules B (Byy, (1 — k)e) (1 < k < n) telles que
BM c Up_ B (Byx, (1 —k)e).

Alors de
1
Ly—L < —||Ay — A
1Ly = Lyn|| < T 14y — Ayn|

on en déduit que Ly, .....Ly, est un réseau de LM, ce qui achéve la démonstration. m
Notons, que si A = 0, le théoréme se résume au théoréme de Banach. Si B = 0, alors

le théoréme n’est autre que le théoréme de Schauder.
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Théoréme de Krasnoselskii d’expanssion et de compression d’un céne

Notons que I'un des théorémes le plus utilisé lorsqu’il s’agit de la recherche du point
fixe positif est le théoréme Guo-Krasnoselskii d’expanssion et de compression d’un cone.
Ce théoreme généralise celui des valeurs intermédiaires connu sur R & un espace de Banach
quelconque, une génétalisation qui assure I'existence d’un point fixe positif bien sir si on
prend un cone positif pour un opérateur complétement continue sous certaines conditions

imposées uniquement sur la frontiére des certaines ouverts du cone K.

Théoréme 1.11 [27] (Théoréme de Krasnoselskii d’expanssion et de compression d’un
cone) Soient Qy et Qo deux ouverts bornés d’un espace de Banach E tels que 0 € )y,

QO C Qs et K un cone de E.

un opérateur complétement continu, tel que l'une des conditions suivantes soit satisfaite :
i) ||Au]| < ||u]|, vwe KnNo, et ||Aul| > ||ul|, v e K NIy,
i) Aul| > ||ul|, vwe KN, et ||Au|| < |lu]|, uve KN oQ,.

Alors Uopérateur A admet au moins un point fire dans K N (Q_Q\Ql) .

Définition 1.10 (Opérateur complétement continu).
Soient & un espace de Banach et §2 une partie de E. On dit que l'opérateurT : Q) — E
est complétement continu s’il est continu et si pour toute partie bornée B de ), T'(B) est

relativement compact dans E.

1.4.4 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Ce théoréeme est connu pour son nombre considérable d’applications entre autre la
compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes de

I’espace des fonctions continues d’un espace compact dans un espace quelconque.
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Théoréme 1.12 [6] (Théoréeme d’Ascoli-Arzela) Soit X = C(la,b]) muni de la
norme ||ul| = gggéj\u(t)\, avec —00 < a < b < +oo. Si M est un sous ensemble de
X tel que :

(1) M est uniformément borné, i.e. Ir > 0,Yu € M : |ju|| <r

(ii) M est équicontinu, i.e. Ye > 0, 30 > 0,YVu € M, Vi1, ty € [a,b] : |t1 — 2] < =

lu(ty) — u(tz)| < e. Alors

M est relativement compact.
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Chapitre 2

Positivité et unicité de la solution
d’un probléme non linéaire

fractionnaire

2.1 Introduction

Au cours des derniéres années, les équations différentielles fractionnaires ont été d’un
grand intérét pour de nombreux mathématiciens en raison du développement de la théo-
rie du calcul fractionnaire et ses applicatuions interdéciplinaires. Cependant une vaste
littérature a été développée et une attention plus particuliére a été attribuée aux ques-
tions liées a 'existence, 'unicité, la positivité et la stabilité de la solution. On peut citer
par exemple et la liste est non exhaustive les travaux [4], [16], [33], [51].

Ahmed. B. et Alsaedi, A dans [3] ont établi en utilisant les théorémes du point fixe

I’existence et I'unicité de la solution du probléme aux limites fractionnaire suivant :

°D* (“Dx (t)) + x)z(t) = f(t,x(t),[*,z(t)),t € [0,1],
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m G
z(0) = ;ij(o—j),xl(o) =0,a12(1) + agz' (1) = > pi/ z(s)ds,

i=1 .
ou “D*, désigne la dérivé fractionnaire de Caputo , 0 < f < 1,1 < a < 2, p,x > 0,
a,az,v,p;, € R0 <o, < (¢ <m <LlLi=12...,n7=12....metf €
C ([0,1] x R% R).

Dans [26] A. Guezane-Lakoud et R. Khaldi ont étudié en appliquant la méthode des

sous et sur solutions 1’équation fractionnaire non linéaire d’Euler—Lagrange inpliquant &

la fois les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville & gauche et de Caputo a droite

"Dy (D (t) + ult)) + (D (t) + u(t) + f(t,u() = 0,0 <t <1,
w(0) = 0,° DY u (1) +u(1) = 0

ou 0 < p,q < 1,°D?*, désigne la dérivée fractionnaire & droite au sens de Caputo and
CDg + est la dérivée fractionnaire a gauche au sens d Riemann-Liouville.
Dans ce méme contexte notre contribution consiste a étudier le probléme aux limites

fractionnaire (P;) suivant :

DY (“DPu(t)) + f (t,u(t) =0, 0<t<1

(P1) .
w(0) =0, u(l) = [, u(s)ds

ou “D* (CDfB ) sont des dérivées fractionnaire au sens de Caputo, 0 < o, 5 < 1

et f:[0,1] x R — R, est une fonction continue et positive. Au fait, nous nous pro-
posons d’établir la positivité et I'unicité de la solution du probléme (P;) via le théoréme
de Krasnoselskii dans un coéne et le principe de contraction de Banach.

Rappelons que l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 6 > 0 sur [a, b]

d’une fonction y est définie par :

1 t
1) = g [ (=9 Mu(edsit > 0
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et la dérivée de Caputo © D d’ordre o € R*, sur [a, b] d’une fonction y € AC™ [a, ], est

définie par
1

D'y =t / (= )" "1y (5)ds,t > a

oun = [0 + 1, [0] est la partie entiere de 6.
Soit y € C™ [a, b], alors

19 D% ( ZaktnlaleR

2.2 Lemme préliminaire

Dans cette section, en se servant de la fonction de Green et ses propriétés on établira
la positivité de la solution du probléme (P;), pour cela nous avons besoin du lemme

auxiliaire suivant
Lemme 2.1 Soit y € L' (0,1).L unique solution du probléeme linéaire fractionnaire

PL) CDO‘(CDﬂu)()ﬂ)L y(t)=0 0<t<1,0<a,B3<1

:fousds

est donnée par

ot
(=)’ (B9t g
G(t,s)= INGERS) T BT (B+a+1) tP(Bta-1+s), s<t
’ (B+)(A—g)
Wtﬂ(ﬁ‘F@—l‘i‘S) s>t
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Preuve. En appliquant successivement les opérateurs 1§, puis I@ a I’équation diffé-

rentielle (PL), on obtient

+a tﬁ
u(t) = —I) "y (t) + TG+

Cco + €1,

la condition initiale u (0) = 0 implique ¢; = 0, alors

8

= — Pra — < Cp.

En integrant sur(0, 1), on obtient

1
_ _ 7Bta+l 1
/Ou(s)dS— I y(1)+—r(5+2)00

de la condition intégrale u (1) = fol u (s) ds il vient que

1 1
_I,3+04 1 I _Iﬂ""a"rl 1 -
o0+ y()+r(6+1)co o+ y()+r(/8+2)co

ce qui implique

rpg+2 o o
Co = % <[§j y(1) - f(?f y (1))
d’ou finalement
w) = —g5ry o+ Ce (e - gy )

=[G

ou
,(tfs)ﬁ+ﬂ—1 (18+1)(175),3+a—1
G(t,s) = TB+a) T BL(Fra+D) PB+a—1+s),s<t
’ B o _ .
et (Bra—1+s),s>t

Ce qui achéve la démonstration. m

Lemme 2.2 Supposons que 1 < f+a < 2, alors la fonction de Green G (t, s) est positive,
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continue et satisfait les propriétés suivantes :

(B+1) (1 -5

Gs) < B (B a)

, pour tout s,t € [0,1]

G(t,s) > C (11— pour tout s,t € [r,1]

ouT € (0,1) et

,7_5+a—1

(= itrrasy (PB T BN (B ra-147).

Preuve. Pour tout s < ¢ nous avons

(B+1)(1—s) "

Clts) < T HrGray
— (-9 (B (-5

G(t,s) > NG NGRS P (B+a—1+s)
tota=1 (1 _ S)ﬂ"r@é—l o
> ENCETES) (-BB+a)+t"*(B+1)(B+a—1+53))
o1 (1 — g)tet
> T Gratl) (=BB+a)+t(B+1)(B+a—1+5))

t,3+a71 (1 . S)ﬁ-‘roé—l

> ENCETES) (=BB+a)+s(B+1)(f+a—1+5))

Remarquons que

—BB+a)+s(B+1)(f+a—1+5s)

= B+D+sB+)(B+a—-1)-B(B+a)

a deux racines

=B+ (Bra—1)+1/(B+1)* (B+a—1)2+4(B+1)B(B+a) -0

510 = 2(3+1)
(B (Bra—1)—/(B+1)?(B+a—1)2+4(8+1)B(B+a) <0
52 = 205+1)
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Nous avons 0 < s; < 1, en effet

1 - D@D+ () (Bra-1)PH(B+DA(B+a) - 25+1)
51 - 2(3+1)

V (B+1)2(B+a—1)2+4(8+1)B(B+a) — (B+1)(B+a+1)
2(8+1)

(B+1)%(B+a—1)* +4(8+1)B(B+a) — (8+1)* (B+a+1)*
2(8+1) (V/(8+12 (B+a—1)*+4(B+1)B(B+)+(8+1) (B+a+1))
—4(B+1)(B+0) <0
2(8+1) (V/(B+1)%(B+a—1)*+4(B+1)B(B+a)+((B+1) (B+a—1)+2(8+1)))

Soit T € ]sy, 1[, alors pour s,t € [, 1]

FBta-1 (1 _ 8)5+oc—1

Gts) 2 —Frprary (PETAFTE+DEra-1+7)
= ((1-g)
ou prat
<=ﬁF(ﬁ+a+1)(—5(6+a)+7(5+1)(6+a—1+T))

par conséquent

(B+1)(1—s)""
BT (B + )

G(t,s) < , pour tout s, ¢ € [0, 1]

G(t,s) > ¢ (1 -5 pour tout s, € [r,1]

Ce qui termine la preuve. m
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2.3 Positivité de la solution

Soit E l'espace des fonctions réelles continues définies sur I = [0, 1] muni de la norme

||u|| = maxyer |u (t)] . Définissons Uopérateur T : E — E par

Tu@):ié G(ts) f(s,u(s))ds, t€0.1].

La fonction u € E est solution du probleme (P;) si et seulement si Tu (t) = u (t),

vVt e [0,1].

Lemme 2.3 Supposons que 1 < 4+ «a < 2. St u € E une solution du probléme frac-

tionnaire (Py) alors elle satisfait

. (BT (B + o)
B = E gy

] - (2.3)

Preuve. Comme u est solution du probleme (P;), alors en vertu du lemme 2.2, nous

avons

u(t) = /Gts (s,u(s))ds

—(ﬁ—i_l 1 s)Ptet £ (s u(s)) ds
< 5rm+a»4(1 ) (s () d

il en résulte que

el S;Zﬁégigfg%ij(lg (1= )T F (s, u(s))ds. (2.4)

D’autre part, nous avons par (2.2) pour t € [7, 1]

BT (B 4+ a)

G (25)

>c/ S f (5,0 (s)) ds > (0T
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d’ou
T
min u() 2 CEIED ).

Ceci termine la preuve. m

Définissons le cone K par

=<u U min u w Uu
K—{ e Cl0,1], (t)zO,tG[O,l],Tgtgl (t) > CE | H}

K est un sous ensemble non vide, fermé et convexe de F.

f(t,’l.t) — 11
]  Joo = limyy| o0 SUPY<y<

Introduisons les notations suivantes : fo = limj,| o Supg<;<;
On dit que f est sur-linéaire respectivement sous-linéaire lorsque fo = 0 et f,, = 0o res-
pectivement fo = oo et foo = 0.

Nous énoncons a présent le théoréeme principal soit celui de 1’existence de la solution

positive du probléme (P;) .

Théoréme 2.1 Le probléme aux limites (Py) admet au moins une solution positive dans

les deux cas sur-linéaire ainsi que sous-linéaire.

La preuve de ce théoréme se base essentiellement sur le théoréeme de Guo-Krasnoselskii
dans un cone que nous rappelons ici et pour ce faire nous avons encore besoin du lemme

suivant

Définition 2.1 Soient (E, ||.||) un espace de Banach et K C E un sous ensemble non
vide fermé de E. K est dit un cone s’il satisfait les conditions :

1. (au+ Bv) € K pour tout u, v € K et pour a, 5 > 0.

2.u € K et —u e K implique u = 0.

Théoréme 2.2 Soit )y et {2y deuxr ouverts bornés d’un espace de Banach E tels que

0€Q, O CQy et K un cone de E.
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un opérateur complétement continu, tel que ['une des conditions suivantes soit satisfaite :
i) || Aul| < |ul], vwe KNoQ, et||Aul| > ||u|], uwe KN oQ,,
i)l Aul| > |ul|, vwe KN, et ||Aul| < ||ul|, ue KN INy.

Alors lopérateur A admet au moins un point fire dans K N (Q_Q\Ql) .
Lemme 2.4 L’operateur T' est completement continue sur K et TK C K.

Preuve. Comme G et f sont continues alors 7" est continu. Soient Q = {u € K, ||u|| <},

u € Q, et M =max{f(tu),0<t<1,[ul| <r}. Alors en vue du lemme 2.2, on a

(B+1) ! — )Pl e (s)) ds B+1)M
TS g e, (T )8 S S
donc
B+1)M

ce qui implique que T' est uniformément borné.
Prouvons maintenant que T () est équicontinu. Soitty, ty € [0,1], t1 <t et u € Q,

alors,

T (u(t1)) = T (u(t2))] S/O |G (t1,5) = G (L2, 8)] f (5,u(s)) ds

i (tl N S)ﬁJrafl + (t2 . 8)54’071

= M [/0 T+ o) *
1 _S,B-i-oc—l
—l—(tg—tf)/o (ﬁgfl()ﬁ(:—a—?—l) (B+a—1+s)ds

to (tg _ S)B+a71 )
- rw+a>d]

Mr

mma-a“a+(ﬁ_6)W+wﬂﬁ+a> (t2 — 1)
P(B+a+l) 2 WAL (B+a+l) T(B+a+l)

— 0, quand t; — to,
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par consequent 7" (€)) est équicontinu. D’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela, il s’ensuit
que T est complétement continu. Enfin, en procédant comme dans la démonstration du
lemme, nous prouvons que TK C K. m

Démontrons a présent le resultat principal de cette section.

Preuve. Examinons le cas ou f est sur-linéaire. Comme fo = 0, alors Ve > 0, 30 > 0,
tel que si ||ul| < 0 alors f (t,u) < e|u|. Soit 2 = {u € C'[0,1],]||ul| <}, alors pour

u € K N oSy, nous avons

(B+1) ! Bta—1 (B+1)
Tus s [ =9 ) s < el
donc
1
Il < 5 e (2.7
en prenant € = (%>_1, il vient que
1
ITul < o7 <(§ja)+ el we Koo,

Maintenant si f,, = 0o, alors pour tout A > 0, il existe C' > 0 telle que f (¢,u) > A |u

1
pour |u| > C. Choisissons R = max ((%) C, 25) , et ntons par {2, I’ensemble

ouvert défini par Qy, = {2 € X, ||z|| < R} . Il est clair que Q; C Q. soit u € K N OS2y, on

a
1
Tu > 1—s)?Tot (s, ds> 5 A 2.8
Wz [ =™ ) s = Al 23)
-1
donc pour A = (#) on obtient
|Tu|| > ||u||, pour tout u € K NIy (2.9)

D’ou suite a la premiére assertion du théoreme 2.2, il en resulte que 1" a point fixe dans
u € KN (Q2\) tel que C < |lul| < R. Enfin en ce qui concerne la souslinéairité la

preuve est analogue a celle du cas ou f est superlinéaire. m
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2.4 Unicité de la solution

Dans la présente section nous nous étabissons via le principe de contraction de Banach

l'unicité de la solution

Théoréme 2.3 Supposons que 1 < 4+ a < 2 et qu’il existe une fonction positive g €

LY(0,1) telle que pour tout t € [0,1],u,v € R, on ait

|f (tu) = f (G 0)] < g () [u—wvl, (3.10)

AL (B +a)
gl < Br1) (3.11)

Alors le probleme (Py) a une solution unique.

Preuve. Prouvons que T est une contraction. Soient ¢ € [0,1], et u,v € E, alors en

accord avec le lemme 2.2 et en tenant compte de (3.10), on obtient

[Tu(t) = To(t)] < /0G(t,S)If(S;U(S))—f(sav(S))ldS

o ([ =g )as) ol

- B+«
(B+1) (B+1) llgllz:

< AU ([Ptoras) fu—of = ZE Db, oy

en vertu (3.11), il s’ensuit que 7" est une contraction dés lors, elle admet un unique point

fixe qui est 'unique solution du probléeme (P;). m

2.5 Exemples
Comme illustration des resultat obtenus, considérons les deux exemples suivants :
Exemple 2.1 Considérons le probléme (Py) avec

@ =05, B =0T, f(tu) = (1+0) (1+?),
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1l est facile de vérifier que fo = 0, foo = 00, et c’est donc la surlinéairité, alors en

vue du théoreme 2.1, il en résulte que le probléme a au moins une solution positive u €
K0 (Q\).

Exemple 2.2 Fgalement considérons le probléme (P;) avec

1

donc (3.10) et (3.11) sont satisfaites

|f (tu) = f (o)l < g(t)|u—ul,

1
) = —

r
gl = 0.28768<w

= 0.33272,
(B+1)

donc en vertu du théoréme 2.3, il en découle que le probléme admet une solution unique.
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Chapitre 3

Existence de solutions pour un
probléme aux limites aux dérivées

fractionnaires

3.1 Introduction

Durant ces derniéres années les équations différentielles fractionnaires ont connu un
essor considérable et sont devenues un important sujet de recherche. Cependant, et a
cause de leur grande importance dans les applications, notamment dans la modélisation
de nombreux phénomeénes dans divers domaines tels que la physique, la biophysique, la
chimie, la biologie, la théorie du controle, I’économie, etc, voir [22,29, 30,49, 59|, I’étude
de ce type d’équations a fait alors I'objet de plusieurs travaux ou différents concepts
de solutions sont apparus et une vaste littérature s’est développée pour plus de détails
voir [4, 13,24, 25,32 — 33,36, 39, 51, 57]. Tout comme les équations différentielles fraction-
naires, les équations intégro-différentielles fractionnaires ont a leurs tours sucité un intérét
grandissant et ont été intensivement étudiées et de nombreux resultats ont été obtenus
voir [1,5,8,12,13,26, 31,43, 49] et les références s’y rattachant.

Dans [18] Baleanu et al. établissent en utilisant les théorémes du point fixe I'existence
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et I'unicité de la solution du probléme aux limites fractionnaire suivant :

‘D (t) = f(t,u(t), pu(t),vu(t), Dhu(t),.. Du(t) (0<t<1),
u(0)+au(l)=0 et u' (0)—bu' (1) =0.

onl<a<20<pB,<l,a—p;>1,ab# —1, f:]0,1] x R"™ — R est une fonction

continue et v, \ : [0,1] x [0,1] — [0, 00) sont deux applications telles que

t t

SUPseo,1] /7 (t,s)ds | < oo et supcon /)\ (t,s)ds | < oo,
0 0

t t

ol ¢ et ¢ sont définies par (pu) (t) = /7 (t,s)ds (Yu)(t) /)\ (t,s)ds.
0 0
De leurs cotés, Wang et al [56] prouvent I'existence, I'unicité ainsi que la positivité

de la solution de ’équation intégro-différentielles fractionnaire

;

Dou(t)+ f(t,u(t),eu(t),Yut) =0 (0<t<1)
u (0) = b, v’ (0) = by, ..., u" 3 (0) = b,,_3,

u™ D (0) = by_y,u (1) = u/u (s)ds

\

oin—1<a<n —1,n>3b>0(i=12,..n—3n—1)°D* désigne la dérivée

fractionnaire d’ ordre a de Caputo. f:[0,1] xR, >< R, xR, — R, une fonction continue

avec ( /Kts s)ds et (Yu) ( /Hts

Motivéé par les travaux précédents, nous nous proposons d’établir dans ce chapitre
moyennant le théoréme de Krasnoselskii 1’existence de la solution du probléme fraction-

naire suivant :

D (D7) (1) = f (t,u (1) pu (), (8) (0<t<1)
u(l)=u(0) =4 (1)=0

(P)
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ou ‘D* (CDB) désigne une suite de dérivées fractionnaires d’ordre « et 5 de Caputo,

l<a<2,0<pB<1letf[0,1] x R* — R est une fonction continue.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes que nous utiliserons pour la

preuve du résultat principal.

Lemme 3.1 [30] Si o > 0, alors l’équation différentielle
‘D (t) =0

admet une solution

u(t) = co+ it + cot® + . eyt

ouc; €ER,i=0,1,...,n—1, (n est le plus petit entier tel que n > «).

Lemme 3.2 [30] Pour o > 0, et uw € C™[0,1], alors
I°(“Du) (t) = u(t) +co + it +eot® + ...+ cprt"

ouc; €Ri=0,1,....,n—1 (n est le plus petit entier tel que n > «).

Pour I'étude de I'existence de la solution commencons d’abord par résoudre un pro-

bléme auxilliaire donné par le lemme préliminaire suivant.

Lemme 3.3 Poury € C'|0,1], alors le probléme aux limites

‘DY (‘Du) (t) =y(t),0<t<1l,l1<a<2and0< <1
u(l)=u(0)=u(1)=0

(3.1)
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admet une solution unique donnée par

t

| s
w(t) = m/(t—s)ﬁ y(s) ds (3.2)

tﬁ ,B+oz 1
Tarp _1+6t/ y(s)ds

1

t8 B a+ﬁ2
—|— TlatB=1) (1 t/ y(s)ds

0

Preuve. Par application du lemme 3.2, le probléme (3.1) est équivalent a I’équation
intégrale suivante :

8 tB+1

= —sﬂ+a1 s c1 + co. )
“<t>—r<a+5>0/(’f PGt grmet g et 69

Par dérivation des deux membres de (3.3) on obtient

t
1

- — 8)*P 2 (5) ds tﬂ_lc ¥ c
F(a+ﬁ—1)o/(t JE S Rt B

=u(0) = (1) =0, on trouve

u (t) =

En utilisant les condtions u (1)

1 1

a— T a+p—2
o= — <—B(€€;1Jil;()ﬂ)> /(1 — )Py (s) ds + B+(6B)1)/(1 — )72y (s) ds,
0

0
1 1

2 a— 1 a+pB—2
¢y = BBHIT6) g@;fg)<ﬂ>/(1_s)ﬁ+ Ly (s )ds_%gﬁ)/u—s) 2y (s) ds,
0

0
02:0.

En Substituant les valeurs cg, ¢; et ¢ dans (3.3) on obtient (3.2). Ce qui achéve la
démonstration. m
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3.3 Existence de la solution

Nous donnons a présent le théoréme principal de ce chapitre, soit celui d’existence de
la solution du probléme (P) basé sur le théoréme du point fixe de Krasnoselskii.
Soit X = C(I) l'espace des fonctions continues & valeurs réelles sur I = [0, 1] muni

de la norme |ju|| = max |u(?)].
tel

Théoréme 3.1 Supposons que a+ 3 —2 > 0 et qu’il existe une fonction positive 0 (t) €
LY (0,1) telle que

|f (t,CL’,y,Z) - f (t7x,7ylazl>| < 0 (t) <|ZL’ - I/| + |y - y,| + |Z - Z,|) (34>

pour tout t € [0,1] et z,y,z,2',y', 2 € R. Alors le probléme (P) admet au moins une

solution dans X quand

(T+7y+ Xo) (@+26+1)67
['(a+p)

< 1L (3.5)

t t 1
0l Yy = SUPses /7 (t,s)ds|, Ao = Sup,e; /A (t,s)ds| et 0" = /0 (s)ds.
0 0 0

Preuve. Choisissons

R> w(a+26+1)
T1-0"(1+ X+ ) (@+26+1)

et soit o = max {f (¢,0,0,0) : ¢t € I'}. Considérons I'ensemble B = {u € X : |Ju]| < R},

alors Bpr est un ensemble fermé , borné et convexe de X. Définissons deux opérateurs A
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et B sur X comme suit :

t

Au(t) = g [ (=0 () g (s) v () ds

Bu(t) = F(of - —1+Bt/ $)7T (s u(s), ou(s), pu(s)) ds
7 ( Oz—i—ﬂ—l / a+ 2
e e (ot D) l—to/ b= (s),u(s),vu(s))ds.

Pour tout u € Bg et t € I, en utilisant 'inégalité (3.4) on obtient

A0 ()] = g [ (=977 1 s (9) o) v () ds

IN

1 a—1
o / (t = )" 75, (s) o (5)  wu () — f (5,0,0,0)] ds

+F(ozlJr 5)/ (t= )" (5,0,0,0) ds
0
= F(a1+ﬁ)/t(t—8)ﬁ+“_19(8)(|U(S)|+|wu(s)\+|¢u(s)1)d5
0
/ 5)7t 1| £ (s,0,0,0)| ds
0
1+Ao+70 lull { / e
S CY—{—B a+6 /(t S) dg

< 0" (1+)\0+’70)
- I'(a+p)

[l +

I'(a+p)
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Par conséquent
0* (1 + )\0 + "}/0)
I'(a+ 5)

Estimons de méme ||Bv||, soit v € Br et t € I, alors

[ Au]| <

il + 5 5

B ()] < F( ﬁ+1—ﬂt/ P F (s,0(5) v (5) v () ds

tﬁ(a—i_—ﬁ_l) _ —O‘+’82 s.v(s v (s v(s S
s t0/1 1 (5,0 (5), 00 (s), v (5)] d

1

ﬁ +1 +a—1
fz;ﬁﬁfgfww 0(s) (Jv(5)] + [pv ()] + [¢v (5)]) ds

IN

+r6+ll/“‘”f“kﬂf@Q0ﬁﬂ@
1 Oz+,8 2
> / 0 5)| + Lo (9] + o () s

— $)*P721 7 (£,0,0,0)| ds

< 0" (1+ Ao +70) F((ﬁ—i_ ))

(Oé—l—ﬁ - 1) *
+w9 (14 Ao+ 7o) [|v]l +
0" (1+ Ao+ 7o) (+25)

) oy Zlat 28
- Rl +

I'(a+p)
(o +20)

- rm+ﬁﬂm“+Aﬁﬂ@WM+w)

w(B+1)

I'(a+p)

w(a+p-1)
I'(a+p)

Conséquemment

(a4 2P)

B0l < £ a5

(0" (14 Ao + 7o) [l + =) - (3.7)
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En tenant compte des éstimations (3.6) et (3.7) on obtient pour tout u, v € Brett € I :

[Au+ Bol| < [|Au + || Bv|
0" (1+ Ao + )
I'(a+p)
(o +20)
+F(a+ﬁ)

0" (1+ Ao+ ) (@+26+1)
< R I'(a+p)
w(a+28+1)

F(a+p3)

IN

w
M s

(0" (14 Ao +70) [[v]] + =)

comme
R * w(a+26+1)
T 10" 14+ X+ (a+26+1)

alors ||Au + Bv|| < R, donc Au + Bv € Bgp.

Prouvons maintenant que B est une contraction. Soient v,u € Bgi et t € I, compte

tenu de la condition (3.4) il en resulte que

1

5 —
Butt) - o] < LSk [ ) () v )

F(s,0(5), v (s) 0 ()] ds
B _
Gl / P2 £ (5, (), pu (3) , Yu (5))

—_

04—1—6—1
_f<87v(>7sov()’ ())|d$
B+l |

— — )0 (s) (lu(s) — v (s
F(a+5)0/(1 ) 0(s) (ju (s) — v 5)

+ lpu(s) — @v (s)| + |u(s) — v (s)]) ds

IN
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“*5‘10/ 20(5) (u (5) v (9)
o) = g0 ()] (5) — po (5 s

(B4+1) (145 + Xo) [Ju— ]

= Tt D) /
(14790 + Ao) (@ + B — 1) lu—v]
* T(at ) /9
1 A 258) 6*

< Bt EE2DP o

dés lors
|Bu— Boj < AT T )@ 25)67,

I'(a+p5)
En vertu de la condition (3.5),on en déduit que B est une contraction.

Prouvons maintenant que A est compact et continu. D’apreés la définition de 1'opéra-
teur A, on déduit que la continuité de f implique celle de A. De plus et en vu de (3.6)

on a

0" (14 Mo+ 7o) w
[Aul| < ot &l ||+F(a+5)
S TTetrd T Tatd

ce qui implique que A est uniformément borné sur By .
Soit L = maxo<s<1 {|f (s,u(s),ou(s),vu(s))|,u € Br}. Solent t1, to € I, t; < ty et

u € Br. On a

t2

/ (2 — )0 £ (5, (s) , ou (s) , du (s)) ds

0

() = Au ()| = 5

t1

- / (b — )P £ (5, (s) , u (s) , pu (s)) ds

0
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< maag ) (= == I ) () v () s
) =T I ) e () s ds
BJra 1 B+a—1 L i BH+a—1
< Oz—l—ﬁ/ (tl—S) >d$+m/(t2—8) ds
_ e B - (tﬁ-&-a tﬂ—&-&)

Par conséquent si to — t1, alors |Au (to) — Au (t1)| — 0. Alors A est équicontinu. En vue
du théoréeme d’Ascoli-Arzela on déduit que A est compact dans By et donc 'opérateur
A est complétement continu. Ainsi toutes les hypothéses du théoréme du point fixe de
Krasnoselskii sont satisfaites, par conséquent le probléme (P) posséde au moins une

solution dans X. m

3.4 Exemples

Comme applications, nous considérons deux exemples permettant d’illustrer nos ré-

sultats obtenus.

Exemple 3.1 Considérons le probléme aux limites fractionnaire (P) avec f (t,z1, x9, x3) =

17
e Y 11+£() a=13% B=2 Nous avons f (t,0,0,0) = ?’ﬁ—e donc w = 0.31. Posons

A(t,s) =~(t,s) =ts, alors on afyoz)\0:§

De plus, nous pouvons vérifier que les conditions (3.4) et (3.5) sont bien satisfaites.
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En effet,

|f(t,l’1,$2,1‘3) _.f(tvylay27y3)|
3

1

tzet 1 1
< _
- 4 Z,Zl<1+:r§ 1+y3>

1, 3
< téet2|$i_yi||xi+yi|
T4 =1+ +y)
<

tre~t &
4 Z |z — yil
i=1

1 —
donc 0 (t) = % et 67 = 03891 gy

(1+75+ o) (@ +28+1)6"
I'(a+p)

=0.61013 < 1.

Par conséquent, et en vertu du théoréme 3.1, nous concluons que le probléme a au moins

une solution dans Bgr avec

R> w(a+26+1)

=5.1214
T1=0"(1+ X+ ) (@+28+1)

Exemple 3.2 Considérons le probléme auz limites fractionnaire (P) avec

[(txy,z) = 1072 tsinz + e’ sin 2y + L+
) ) ) 1+Z2 )

a =13, =04. Alors f(t,0,0,0) = 1072 (1 + t?), donc @ = 0.02. Soit X (t,s) = e'**,
v (t,s) = (t—s)7, done v, = 1.7183, Ay = 0.71429. La condition (3.4) est satisfaite, en
effet
3
’f <t7x17x27 513'3) - f (t71/17y2> y3>’ < 0.02¢" Z |':Cl - y’b|

i=1
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Prenons 6 (t) = 0.02¢!' donc 6* = 3.4366 x 1072. La condition (3.5) est vérifiée, en effet

(T+7y+ Xo) (@+26+1)67
T'(a+5)

=0.40246 < 1.

Par conséquent, nous concluons via le théoréme 3.1, que le probléme a au moins une

solution dans Br avec

B> w(a+26+1)

=9.7744 x 1072,
“1-0 1+ Xo+70) (@ +26+1)

Conclusions et perspectives

Cette theése s’inscrit dans I’étude de 'existence des solutions de quelques problémes
aux limites associés aux équations différentielles et intégro-différentielles non linéaires
d’ordre fractionnaire a conditions aux limites locales et de type intégrale. On s’est in-
téressé a établir 'existence, 1'unicité ainsi que la positivité des solutions en utilisant
quelques théorémes du points fixes notamment le principe de contraction de Banach, le
théoréme de Guo- Krasnoselskii d’expansion et de compression d’un cone et de Krasno-
selskii hybride.

Actuellement, ce travail souléve un certain nombre de questions qui méritent d’étre
approfondies par la suite. Par exemple, il serait judicieux de penser a I'application de la
dérivée de Riemman-Liouville a la place de la dérivée de Caputo pour la résolution de ces

problémes fractionnaires, et il serait plus intéressant d’étudier la stabilité de la solution.

58



Bibliographie

1]

Ahmad, B, Ntouyas, SK, Agarwal, R, Alsaedi, A : Existence results for sequential
fractional integro-differential equations with nonlocal multi-point and strip condi-

tions, Bound. Value Probl, (2016)

Abel NH. Solution de quelques problémes a 'aide d’intégrales définies. Ouvres com-

plétes. 1, pp. 11-27, 1881.

Ahmad, B., Alsaedi, A. & Salem, S. On a nonlocal integral boundary value problem
of nonlinear Langevin equation with different fractional orders. Adv Differ Equ 2019,

57 (2019).

Ahmad, B, Ntouyas, SK : Existence results for a coupled system of Caputo type se-
quential fractional differential equations with nonlocal integral boundary conditions.

Appl. Math. Comput. 266, 615-622 (2015)

Ahmad, B, Ntouyas, SK : Integro-differential equations of fractional order with non-
local fractional boundary conditions associated with financial asset model, Electronic

Journal of Differential Equations, Vol. 2013, No. 60, pp. 1-10 (2013)

R. P. Agarwal, Y. Zhou and Y. He : Existence of fractional neutral functional

digerential équations, Comput.Math. Appl. 59 (3) (2010), 1095-1100.

W. Allegretto, Y. Lin and A. Zhou : A box scheme for coupled systems resulting
from microsensor thermistor problems, Dynam. Contin. Discete Impuls. Systems.,

V 5 (1999), 573-578.

59



8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Alsaedi, A, Ahmad, B : Existence of solutions for nonlinear fractional integro-
differential quations with three-point nonlocal fractional boundary conditions, Adv.

Differ. Equ (2010), 1-10.

R. L. Bagley, R. A. Calico : Fractional order state equations for the control of
viscoelastically damped structures, J. Guidance Control Dyn, 14; pp : 304 - 311;
(1991).

Baleanu, D., Mohammadi, H., Rezapour, S. : Analysis of the model of HIV-1 infection
of CD4 + T-cell with a new approach of fractional derivative. Adv. Differ. Equ. 2020,
71 (2020)

Baleanu, D., Jajarmi, A., Mohammadi, H., Rezapour, S. : A new study on the
mathematical modelling of human liver with Caputo—Fabrizio fractional derivative.

Chaos, Solitons and Fractals (2020); 134 :109705

Baleanu, D.,Khadijeh, G.,Shahram, R.,Mehdi, S. : On the existence of solutions of a
three steps crisis integro- differential, equation. Adv. Differ. Equ.2018(1),135 (2018)

Baleanu, D., Ghafarnezhad, K., Rezapour, S. :On a three step crisis integro-

differential equation. Adv. Differ. Equ.2019(1), 153 (2019)

Baleanu, D., Rezapour, S., Mohammadi, H. :Some existence results on nonlinear

fractional differential equation Phil Trans R Soc A 371 : 20120144.

Baleanu, D., Rezapour, S., Saberpour, Z. : On fractional integro-differential inclu-
sions via the extended fractional, Caputo—Fabrizio derivation. Bound. Value Probl.

2019, 79 (2019)

Baleanu, D., Etemad, S., Rezapour, S. :A hybrid Caputo fractional modeling for
thermostat with hybrid boundary value conditions. Bound. Value Probl. 2020, 64
(2020)

Baleanu, D., Mohammadi, H., Rezapour, S. :A mathematical theoretical study of a
particular system of Caputo—Fabrizio fractional differential equations for the Rubella

disease model. Adv. Differ. Equ. 2020, 184 (2020)

60



[18] Baleanu,D., Sayyedeh Zahra Nazemi and Shahram Rezapour : Existence and uni-
queness of solutions for multi-term nonlinear fractional integro-differential equations,

Adv. Differ. Equ, 2013, springer.

[19] S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur applications aux

équations intégrales, Fundamenta Math., 3 (1922), pp. 133—18]1.

[20] Bragdi, A., Frioui, A. & Guezane Lakoud, A. Existence of solutions for nonlinear

fractional integro-differential equations. Adv Differ Equ 2020, 418 (2020)

[21] G. Chen, G. Friedman : An RLC interconnect model based on Fourier analysis, IEEE
Trans. Comput. Aided Des. Integr. Circuits Syst. 24 (2) (2005) 170-183.

[22] Debnath, L :Recent applications of fractional calculus to science and engineering.

Int. J. Math. Math. Sci. 54, 3413-3442 (2003).

[23] N. Engheta, On fractional calculus and fractional multipoles in electromagnetism,

IEEE Trans. Antennas Propag. 44(4) : 554 - 566 ; (1996).

[24] A. Guezane-Lakoud, R. Rodriguez-Lépez, On a fractional boundary value problem
in a weighted space, SeMA (2018) Volume 75, Issue 3, pp 435-443.

[25] A.Guezane Lakoud, R. Khaldi, A. Kiligman, Solvability of a boundary value problem
at resonance, SpringerPlus (2016) 5 :1504.

[26] A.Guezane-Lakoud and R. Khaldi, Solutions for a nonlinear fractional Euler-
Lagrange type equation,. SeMA (2019) 76 : 195. https ://doi.org/10.1007 /s40324-
018-0170-4.

[27] D. Guo, V. Lakshmikantham, Nonlinear problems in abstract cones. Academic Press,

San Diego. 1988.
[28] Heaviside, Electromagnetic Theory, Chelsea, New York, (1971).

[29] Hilfer, R : Applications of Fractional Calculus in Physics. World Scientific, Singapore
(2000)

[30] Kilbas, AA, Srivastava, HM, Trujillo, JJ :Theory and Applications of Fractional

Differential Equations. Elsevier, Boston, 2006.

61



31]

[34]

[35]

[39]

[40]
[41]

[42]

R. Khaldi, A. Guezane-Lakoud, On a generalized Lyapunov inequality for a mixed
fractional boundary value problem. AIMS Mathematics, 2019, 4(3) :506-515. Doi :
10.3934/math.2018.3.506.

R. Khaldi and A. Guezane-Lakoud, On generalized nonlinear Euler-Bernoulli Beam

type equations, Acta Univ. Sapientiae Mathematica, 10, 1 (2018), 90-100.

R. Khaldi and A. Guezane-Lakoud, Upper and Lower Solutions, method for fractio-
nal oscillation equations, Proceedings of the Institute of Mathematics and Mechanics,

Volume 43, Number 2, (2017), Pages 214-220

Leibniz GW, L’Hopital G. Leibniz ensgesammelte Werke, Lebinizens mathematische
Schriften, Erste Abtheilung, Band II. Pertz G. H. et Gerhardt C. J.; 1849.

H. Linares, Ch. Baillot, A. Oustaloup and Ch. Ceyral : Generation of a fractal
ground : Application in robotics, in : International Congress in IEEE-SMC CESA’96
IMACS Multiconf., Lille, July (1996).

Liu, L, Zhang, X, Jiang, J, Wu, Y : The unique solution of a class of sum mixed mo-

notone operator equations and its application to fractional boundary value problems.

J. Nonlinear Sci. Appl. 9, 2943-2958 (2016)

R. L. Magin : Modeling the Cardiac Tissue Electrode Interface Using Fractional
Calculus Journal of Vibration and Control, Vol. 14, No. 9-10, 1431-1442 (2008)

Miller, KS, Ross, B : An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional
Differential Equations. Wiley, New York (1993).

Momani, SM, Hadid, SB : Some comparison results for integro-fractional differential

inequalities. J. Fract. Calc. 24, 379-387 (2003)
K. B. Oldam, J. Spanier : The fractional calculus, Academic Press. Inc (1974).

A. Oustaloup, from fractality to non integer derivation through recursivity. Paris

July 1988, vol 3. pp. 203-208.

Podlubny, T : Fractional Differential Equations. Mathematics in Science and Engi-

neering. Academic Press, San Diego (1999)

62



[43]

[44]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

Rezapour, S., Samei, M.E. :On the existence of solutions for a multi-singular point-
wise defined fractional g-integro-differential equation. Bound.Value Probl. 2020, 38
(2020)

Rui A. C. Ferreira, Gama Pinto, : Lyapunov-Type Inequalities for some sequential
fractional boundary value problems, in Advances in dynamical systems and appli-

cations, volumell, number 1, pp. 33-43 (2016)

B. Ross : Fractional Calculus and its Applications, Lecture Notes in Mathematics,
chapter A brief history and exposition of the fundamental theory of the fractional

calculus, vol 457 ; pp. 1 - 36. Springer-Verlag, New York, (1975).

Y. A. Rossikhin, M. V. Shitikova : Application of fractional derivatives to the analysis

of damped vibrations of viscoelastic single mass system, Acta Mech, (1997).

S.G. Samko, A.A. Kilbas, and O.I. Marichev. Fractional integrals and derivatives :
theory and applications. Gordon and Breach (1993)

S. G. Samko, A. A. Kilbas and O. I. Maritchev : Intégrals and Derivatives of the
Fractional Order and Some of Their application, Nouka, Technika, Minsk, (1987).

Shahram, A., Baleanu, D., Shahram, R. :Analyzing transient response of the parallel
RCL circuit by using the Caputo-Fabrizio fractional derivative. Adv. Differ. Equ.
2020, 55 (2020).

Smart, DR : Fixed Point Theorems. Cambridge University Press, Cambridge (1980)

Su, X, Zhang, S : Solutions to boundary value problems for nonlinear differential

equations of fractional order. Electron. J. Differ. Equ. 2009, 26 (2009).

E. Soczkiewicz, Application of fractional calculus in the theory of viscoelasticity

Molecular and Quantum Acoustics Vol.23,397-404(2002).

V. E Tarasov : Fractional integro-differential equation for electromagnetic waves in

dielectric media; Theoretical and Mathematical Physics 158 Number 3 (2009).

63



[54] J. C. Trigeassou, N. Maamri, J. Sabatier, and A. Oustaloup : A Lyapunov approach
to the stability of fractional differential equations. Signal Processing, 91 ;pp. 437 -
445 (2011).

[55] V. V. Uchaikin : Fractional Derivatives for Physicists and Engineers : Volume I

Background and Theory Volume IT Applications. Springer Science & Business Media,
2013.

[56] Wang, Y, Liu, L : Uniqueness and existence of positive solutions for the fractional

integro-differential equation, Wang and Liu Boundary Value Problems (2017)

[57] Xinwei, S, Landong, L : Existence of solution for boundary value problem of nonlinear
fractional differential equation. Appl. Math. J. Chin. Univ. Ser. B 22(3), 291-298
(2007)

[58] E. Zeidler : Nonlinear functional analysis and its applications Fixed point theorem,

Springer Verlag, New York Berlin Heiderberg, Tokyo 1985.

[59] Zhou, H. Alzabut, J. Rezapour, S. and Samei, M.E. : Uniform persistence and almost
periodic solutions of a nonautonomous patch occupancy model. Adv. Differ. Equ.

2020,143 (2020)

64



Summary of Annotations



