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 ميخص

 اىهذف من هذه الاطزوحت هى دراست وجىد و وحذانيت اىحو ىبعض اىمسائو اىحذيت

اىمعزفت بمعادلاث تنامييت تفاضييت غيز خطيت من مزاتب مسزيت و بشزوط حذيت.   

 في اىمزحيت الاوىى اهتمينا باىبحث عن وجىد حيىه مىجبت ىمعادلاث تفاضييت باستعماه

مزاسنىسييسني اىخاصت باىقمع و مذىل  بعض نظزياث اىنقطت اىصامذة و بالأخص نظزيت    

 نظزيت باناك.

نظزيت  مزاسنىسييسني اىهجينت أتبتنا وجىد حو ىمعادىتفي اىمزحيت اىثانيت و باستعماه   

 تنامييت تفاضييت مسزيت

 

 ميماث مفتاحيت

يتطبيقاث اىمقيصت, نظزيت غيى اىمشتقاث اىنسزيت, اىمسائو اىحذيتْ, مبذأ باناك ى

 مزاسنىسييسني اىخاصت باىقمع.........



Résumé
L�objectif de cette thèse s�inscrit dans l�étude de l�existence des solutions de quelques

problèmes aux limites associés aux équations di¤érentielles et intégro-di¤érentielles non

linéaires d�ordre fractionnaire à conditions aux limites locales et de type intégrale. On

s�intéresse dans un premier temps à établir la positivité, ainsi que l�unicité de la solution

de l�équation di¤érentielle fractionnaire en utilisant quelques théorèmes de points �xes

notamment le théorème de Guo- Krasnoselskii d�expansion et de compression d�un cône,

et le principe de contraction de Banach puis dans un deuxième temps et via le théo-

rème de Krasnoselskii hybride on établit l�existence de la solution de l�équation intégro-

di¤érentielle fractionnaire.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, Problème aux limites, Principe de contraction de

Banach, Théorème de Guo-Krasnoselskii dans un cône.
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Abstract
The objective of this thesis, is devoted to the study of the existence of solutions for

some boundary value problem generated by nonlinear di¤erential and integro-di¤erential

equations of fractional order with local and integral type boundary conditions.

We are interested in the �rst step to establish uniqueness and the existence of positive

solutions of the fractional di¤erential equation by using some �xed point theorems nota-

bly, Guo-Krasnoselskii theorem of expansion and compression of cones, and the Banach

contraction principle, then in a second step and via the hybrid Krasnoselskii theorem we

establish the existence of solution of the fractional integro-di¤erential equation.

Keywords : Fractional Derivative, Boundary value Problems, Banach contraction

principle, Guo-Krasnoselskii �xed point theorem in cone.
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0.1 Introduction

C�est à Leibniz que revient la gloire d�avoir frayé une voie nouvelle qui est la théorie

du calcul fractionnaire, cette théorie qui a étendue la dérivation et l�intégration d�ordre

entier à un ordre non entier connait actuellement une grande popularité.

En fait, l�histoire du calcul fractionnaire fût commencer par une question clé de Leib-

niz lorsque ce dernier introduisit le symbole dnf
dxn

pour désigner la dérivée n�ième d�une

fonction f où n est un entier positif. Cette représentation symbolique poussa alors l�Hos-

pital à s�interroger sur la possibilité d�avoir n fractionnaire et il envoya une lettre à

Leibniz en 1695 en se demandant si n = 1=2 ? ; Leibnitz a répondu « qu�il s�agit là d�un

paradoxe, dont l�on tirera un jour d�utiles conséquences » [34] :

Depuis, de nombreux mathématiciens se sont lancés sur cette question pour pallier

cette di¢ culté et plusieurs contributions ont été développées et de nombreuses formes

d�opérateurs di¤érentiels fractionnaires ont été introduites, on peut citer les derivées

fractionnaires de type Riemann-Liouville, Caputo,Grunwald-Letnikow Weyl, Marchaud,

Hadamard, Riesz (Hilfer 2000 ; Kilbas et al. 2006 ; Podlubny 1999 ; Samko et al.1993) et

d�autres plus récentes de Klimek (2005), Kilbas et Saigo (2004),Cresson (2007), Katu-

gampola (2011), où des opérateurs fractionnaires d�ordre variable introduits par Samko

et Ross (1993). Pour plus de détails historiques, voir [38; 40; 42; 45; 48] :

Cependant, la première réelle application du calcul fractionnaire semble être proposée

par N. H. Abel en 1823 [2] qui montra que le problème de la Tautochrone généralisée

s�écrivait à l�aide d�une équation di¤érentielle d�ordre non entier dont il exprima la solu-

tion à l�aide d�une équation intégrale.

Pendant ces trois dernières décennies, plus d�intérêts ont été prêtés au calcul fraction-

naire et de nombreux chercheurs se sont investis pour mettre en exergue les résultats déjà

établis et les champs d�applications se sont diversi�és. A titre d�exemples, nous citerons

quelques uns de ces champs d�applications

- Les dérivées fractionnaires ont été largement utilisées dans le modèle mathématique
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du viscoélastique des matières. L�avantage de l�introduction des dérivées fractionnaires en

théorie de la viscoélasticité est qu�elle o¤re des possibilités d�obtenir des équations consti-

tutives pour le module complexe élastique des matériaux viscoélastiques avec seulement

quelques paramètres déterminés expérimentalement. Les dérivées fractionnaires ont éga-

lement été utilisées dans l�étude des modules complexes et des résistances voir [9; 46; 52] :

- Les problèmes électromagnétiques peuvent être décrits en utilisant les équations

intégro-di¤érentiels fractionnaires [53]:

- Dans la physicochimie, le courant est proportionnel aux dérivées fractionnaires du

voltage quand l�interface fractale est mise entre un métal et un milieu ionique [29; 55]:

- En électricité, dans les lignes de transmission électrique. En 1892, Heaviside a intro-

duit l�idée de dérivées fractionnaires dans son étude des lignes de transmission électriques

[7].

- En biologie, il s�avère que les membranes de cellules d�organisme biologique ont la

conductance électrique d�ordre fractionnaire [21; 37].

- En économie, quelques systèmes de la �nance peuvent a¢ cher une dynamique d�ordre

fractionnaire, des exemples sur cette dynamique peuvent être consultés dans la référence

[41].

D�autres applications du calcul fractionnaire ont été décrites dans plusieurs domaines

tels que : Le traitement d�image [29], le traitement du signal [54], la commande auto-

matique et robotique [35], et analyse de systèmes dynamiques avec les modèles d�ordre

fractionnaires.

Le travail présenté dans cette thèse s�inscrit dans le cadre d�étude de l�existence

des solutions de quelques problèmes aux limites associés aux équations di¤érentielles et

intégro-di¤érentielles non linéaires d�ordre fractionnaires à conditions aux limites locales

et de type intégrale. Cependant, à cause de leur grande importance dans les applications,

notamment dans la modélisation de nombreux phénomènes récemment on observe un

intérêt grandissant pour ces types d�équations, ainsi qu�un développement rapide d�ou-

tils adaptés à leurs études. En revanche le succés de la théorie de point �xe a été l�une
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des grandes avancées dans l�étude de ces équations. Cette théorie a fait en réalité l�ob-

jet des chapitres II et III et reposent essentiellement sur le principe de contraction de

Banach [19], théorème de Krasnoselskii hybride [6] ainsi que le théorème bien connu de

Krasnoselskii d�expanssion et de compression d�un cône [27]:

Terminons cette introduction par une analyse rapide du contenu de cette thèse. En

clair on trouvera plus loin, en guise d�introduction aux di¤érents chapitres, des don-

nées plus détaillées sur le développement des aspects particulièrement considérés dans ce

travail. Cette thèse est organisée comme suit :

Le premier chapitre correspond à une brève introduction des éléments essentiels per-

mettant d�aborder la théorie du calcul fractionnaire. On commence par rappeler les fonc-

tions auxiliaires Gamma et Beta, puis on introduira les deux plus importantes approches

de dérivation et d�intégration fractionnaire on s�intéressera plus particulierement à celles

de Riemann-Liouville et de Caputo. En�n nous rappelons les di¤érents théorèmes de

point �xe utilisés dans ce travail en l�occurrence le principe de contraction de Banach et

le deux théorèmes bien connu de Krasnoselskii.

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à l�étude de l�équation di¤erentielle frac-

tionnaire non linéaire suivante :8<: cD�
�
cD�u (t)

�
+ f (t; u (t)) = 0; 0 < t < 1; 0 < �; � � 1

u (0) = 0; u (1) =
R 1
0
u (s) ds

où 0 < �; � � 1 et cD�
�
cD�

�
désigne les dérivées fractionnaires au sens de Caputo

et f une fonction positive 2 C ([0; 1]� R;R+).

A cet e¤et, nous établissons via le théorème de Krasnoselskii dans un cône la positivité

de la solution dans le cas où f est soit sur-linéaire ou sous-linéaire, puis nous prouvons

moyennant le théorème de Banach l�unicité de la solution et en�n nous le terminons par

deux exemples illustratifs. Les résultats de ce chapitre sont soumis pour publication.

Dans le troisième chapitre, nous étudions l�existence de la solution de l�équation

integro-di¤erentielle fractionnaire non linéaire suivante :

8



8<: cD�
�
cD�u

�
(t) = f (t; u (t) ; 'u (t) ;  u (t)) (0 < t < 1)

u (1) = u (0) = u0 (1) = 0

où 1 < � � 2 , 0 < � � 1 et cD�
�
cD�

�
désigne les dérivées fractionnaires au sens de

Caputo et f 2 C ([0; 1]� R3;R), avec

'u (t) =

tZ
0


 (t; s)u (s) ds et  u (t) =

tZ
0

� (t; s)u (s) ds:

où 
; � : [0; 1]� [0; 1]! [0;+1) sont telles que

supt2[0;1]

0@ 1Z
0

� (t; s) ds

1A <1 et supt2[0;1]

0@ 1Z
0


 (t; s) ds

1A <1.

L�existence de la solution est établit par la transformation de ce problème à une

équation intégrale équivalente, dont la solution est identi�ée à un point �xe qui est

somme d�un opérateur contractant et un opérateur compact sous certaines hypothèses

su¢ santes sur la fonction f dans un espace fonctionnel convenablement choisi. On termine

ce chapitre avec deux exemples illustratifs. Les résultats de ce chapitre ont fait l�objet de

la publication suivante :

[20] Bragdi, A., Frioui, A. and Guezane Lakoud, A.�Existence of solutions for nonli-

near fractional integro-di¤erential equations�. Adv Di¤er Equ 2020, 418 (2020).
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Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Ce premier chapitre est consacré aux outils mathématiques utilisés pour développer

ces présentes études. On s�intéresse plus particulièrement à dé�nir quelques notions fon-

damentales permettant d�aborder la théorie du calcul fractionnaire. On commence par

rappeler les fonctions auxiliaires Gamma et Beta et les deux plus importantes approches

de dérivation et d�intégration fractionnaire à savoir celles de Riemann-Liouville et de Ca-

puto et à rappeler quelques théorèmes importants dans la théorie du point �xe, notam-

ment le principe de contraction de Banach, le théorème de Schauder, et les théorèmes

bien connu de Krasnoselskii , pour plus de détails voir [6; 19; 27; 58] :

1.1 Espaces fonctoinnels

On rappelle quelques dé�nitions d�analyse fonctionnelle qui sont utilisées dans les

dé�nitions des intégrales et dérivées fractionnaires.

1.1.1 Espaces des fonctions P-intégrales

Dé�nition 1.1 [42] Soit 
 = [a; b] (�1 � a < b � 1) un intervalle �ni ou in�ni de R

et 1 � p � 1: L�espace Lp(
) est l�espace des fonctions (classes) f réelles sur 
 telle

10



que f est mesurable et Z



jf(x)jp dx < +1;

muni de la norme

kfkLp =
�Z




jf(x)jp dx
� 1

p

:

L�espace L1(
) est un espace de Banach muni de la norme :

kfk1 = inf fM � 0 : jf(x)j �M p.p sur 
g :

1.1.2 Espaces des fonctions absolument continues

On désigne par Cn(
); n 2 N = 0; 1; :::; l�espace des fonctions f qui ont leurs dérivées

d�ordre inférieur ou égal à n continues sur 
, muni de la norme :

kfkCn :=
nX
k=0

max
x2


��f (k)(x)�� ; n 2 N:
En particulier si n = 0; C0(
) � C(
) l�espace des fonctions f continues sur 
 muni de

la norme

kfkC := max jf(x)j :

Dé�nition 1.2 On note par AC([a; b]) l�espace des fonctions absolument continues sur

un intervalle [a; b]; constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue-

sommables :

f 2 AC([a; b])() 9' 2 L1([a; b]) telle que f = c+

Z x

a

'(t)dt:

Dé�nition 1.3 On note par ACn([a; b]), n 2 N�; l�espace des fonctions absolument

continues sur [a; b] constitué des fonctions f à valeurs dans R qui ont des dérivées conti-
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nues sur [a; b] jusqu�à l�ordre (n� 1) et telle que f (n�1) 2 AC([a; b]); c�est à dire :

ACn([a; b]) :=
�
f : [a; b]! R : f (k) 2 C([a; b]); k = 0:::n� 1; f (n�1) 2 AC([a; b])

	
:

Remarque 1.1 En particulier AC1([a; b]) = AC([a; b]):

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1 Une fonction f 2 ACn([a; b]), n 2 N� si et seulement si elle est représentée

sous la forme

f(x) =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1f (n)(t)dt+

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(x� a)k:

1.2 Fonctions spéciales

Dans cette partie, nous introduisons les fonctions Gamma et Bêta qui seront utilisées

ultérieurement. Ces fonctions jouent un rôle fondamental voire très important dans la

théorie du calcul fractionnaire et ses applications.

1.2.1 La fonction Gamma

L�une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d�Euler

� (z) qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux

nombres complexe à parties réelles positives).

Dé�nition 1.4 [30] Pour � 2 C tel que Re(�) > 0: La fonction Gamma �(�) est dé�nie

par l�intégrale suivante :

�(�) =

Z +1

0

e�tt��1dt; (1.1)

avec �(1) = 1 et �(0+) = +1:

Propriétés

12



Une propriété importante de la fonction Gamma �(�) est la relation de récurrence

suivante

�(�+ 1) = ��(�); Re(�) > 0; (1.2)

qu�on peut la démontrer par une intégration par parties

�(�+ 1) =

Z +1

0

e�tt�dt = [�e�tt�]+10 + �

Z +1

0

e�tt��1dt

= �

Z +1

0

e�tt��1dt

= ��(�):

Il convient de noter que la propriété (1.2) nous permet d�établir que

�(n+ 1) = n!; n 2 N:

En e¤et, on a �(1) = 1 et donc

�(2) = 1�(1) = 1!

�(3) = 2�(2) = 2!

�(4) = 3�(3) = 3!

::::: ::::::: ::::

�(n+ 1) = n�(n) = n (n� 1) = n!

La fonction Gamma peut être représentée aussi par la la limite

�(�) = lim
n!1

n!n�

(�+ 1):::(�+ n)
; Re(�) > 0:
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1.2.2 La fonction Bêta

Tout comme la fonction Gamma, la fonction Bêta fait aussi partie des fonctions de

base du calcul fractionnaire. Cette fonction fournit un outil fondamental quand elle est

combinée avec la fonction Gamma.

Dé�nition 1.5 [30] La fonction Bêta ou intégrale eulerienne de première espèce est

dé�nie pour tous � et � par :

B(�; �) =

Z 1

0

t��1(1� t)��1dt; Re(�) > 0; Re(�) > 0:

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par l�équation suivante :

B(�; �) =
�(�)�(�)

�(�+ �)
; Re(�) > 0; Re(�) > 0:

Propriétés

La fonction Bêta est symétrique i.e. :

1.

B(�; �) = B(�; �);Re(�) > 0; Re(�) > 0:

2.

�B(�; � + 1) = �B(�+ 1; �)

3.

B(�+ 1; �) =
�

�+ �
B(�; �):

4.

B(1; �) =
1

�

5.
@

@x
B(�; �) = B(�; �)

�
�0(�)

�(�)
� �

0(�+ �)

�(�+ �)

�
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1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Le but de cette partie est de dé�nir des notions fondamentales sur les dérivées et

les intégrales fractionnaires, en l�occurence nous introduisons les deux plus importantes

approches à savoir celles de Riemann-Liouville et de Caputo ainsi que quelques unes de

leurs propriétés.

1.3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f : [a; b)! R une fonction continue, b pouvant être �ni ou in�ni.

Une primitive de f est donnée par :

If(x) =

Z x

a

f(t)dt:

Pour une primitive seconde on aura :

I2f(x) =

Z x

a

dt

Z t

a

f(u)du:

En utilisant le théorème de Fubini, on peut écrire

I2f(x) =

Z x

a

(x� t)f(t)dt:

Plus généralement, l�intégration successive de la fonction f(x) s�écrit sous la forme sui-

vante :

Inf(x) =

Z x

a

dx1

Z x1

a

dx2:::

Z xn�1

a

f(xn)dxn

=
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)(n�1)f(t)dt; n 2 N:

Cette formule est appelée formule de Cauchy. En généralisant cette relation, l�intégrale

d�ordre non entier de la fonction f(x) peut être dé�nie en utilisant la fonction Gamma
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�(n) = (n� 1)! donc, on peut dé�nir l�intégration fractionnaire comme suit :

Dé�nition 1.6 [30] Si f 2 C[a; b]; 
 = [a; b] (�1 < a < b < +1); � 2 R�+; les

intégrales fractionnaires à gauche et à droite de Riemann-Liouville I�a+f et I
�
b�f d�ordre

� sont dé�nies respectivement par :

I�a+f(x) :=
1

�(�)

Z x

a

f(t)dt

(x� t)(1��)
; (x > a); (1.3)

I�b�f(x) :=
1

�(�)

Z b

x

f(t)dt

(t� x)(1��)
; (x < b); (1.4)

Lorsque � = n 2 N, les dé�nitions (1:3) et (1:4) coïncident avec les intégrales n-ième

de la forme :

I
(n)
a+ f (x) =

Z x

a

dx1

Z x1

a

dx2::::::

Z xn�1

a

f (xn) dxn

=
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1 f (t) dt;

I
(n)
b� f (x) =

Z b

x

dx1

Z b

x1

dx2::::::

Z b

xn�1

f (xn) dxn

=
1

(n� 1)!

Z b

x

(t� x)n�1 f (t) dt

Théorème 1.1 Soit � > 0; � > 0 et f 2 Lp([a; b]); p � 1: L�intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville possède la propriété suivante

I�a+I
�
a+f(x) = I�+�a+ f(x): (1.5)

Proposition 1.1 [30] Soit � > 0, n = [�] + 1: On a :

I�a+(x� a)��1 =
�(�)

�(�+ �)
(x� a)�+��1;
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et

I�b�(b� x)��1 =
�(�)

�(� + �)
(b� x)�+��1:

Exemple 1.1 Considérons la fonction f(x) = (x� a)�: Alors

I�a+(x� a)��1 =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1(t� a)��1dt;

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x � a)� , il s�ensuit que

dt = (x� a)d� ; d�où

I�a+(x� a)��1 =
1

�(�)

Z 1

0

(x� a� (x� a)�)��1(a+ (x� a)� � a)��1(x� a)d�

=
1

�(�)

Z 1

0

(x� a)�(x� a)��1(1� �)��1���1d�

=
(x� a)�+��1

�(�)

Z 1

0

(1� �)��1���1d� :

En utilisant la fonction bêta on obtient :

I�a+(x� a)��1 =
(x� a)�+��1

�(�)
� �(�)�(�)
�(�+ �)

=
�(�)

�(�+ �)
(x� a)�+��1:

On voit bien que c�est une généralisation du cas où � = 1; on a

I1a+(x� a)��1 =
�(�)

�(� + 1)
(x� a)� =

(� � 1)�(� � 1)
��(�)

(x� a)�

=
(� � 1)�(� � 1)
(� � 1)��(� � 1)(x� a)� =

1

�
(x� a)�:

grâce à la relation bien connue (1:2):

De la même manière, on montre que

I�b�(b� x)��1 =
�(�)

�(� + �)
(b� x)�+��1:
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1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Pour dé�nir leurs dérivées, Riemann et Liouville adoptent une méthode simple, par

exemple la dérivée d�ordre un demi au sens de R-L d�une fonction f est donnée par :

D
1
2f (x) =

d

dx

�
I
1
2f
�
(x) ;

c�est à dire la dérivée (ordinaire) de l�integrale fractionnaire d�ordre un demi.

Dé�nition 1.7 Soit � > 0 et n = [�] + 1: Les dérivées fractionnaires à gauche et à

droite de Riemann-Liouville D�
a+f et D

�
b�f d�ordre � sont dé�nies respectivement par :

D�
a+f(x) =

�
d

dx

�n
(In��a+ f(x)) (1.6)

=
1

�(n� �)

�
d

dx

�n Z x

a

f(t)dt

(x� t)��n+1
; x > a;

et

D�
b�f(x) =

�
� d

dx

�n
(In��b� f(x)) (1.7)

=
1

�(n� �)

�
� d

dx

�n Z b

x

f(t)dt

(t� x)��n+1
; x < b:

En particulier, quand � = n 2 N alors

D0
a+f (x) = D0

b�f (x) = f (x) ;

et

Dn
a+f (x) = f (n) (x) ; Dn

b�f (x) = (�1)
n f (n) (x)

où f (n) (x) est la dérivée ordinaire de f (x) :

Remarque 1.2 les derivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville de la fonction

f en un point x est à caractère non local, elle dépend de toutes les valeurs de f (x) dans
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l�intervale (a; x) : une

condition su¢ sante pour que l�integrale fractionnaire d�une fonction f existe est que

f 2 ACn([a; b]):

Remarque 1.3 Si 0 < � < 1 alors,

D�
a+f (x) =

1

� (n� �)

d

dx

Z x

a

(x� t)n���1 f (t) dt; (x > a);

et

D�
b�f (x) = �

1

� (n� �)

d

dx

Z b

x

(t� x)n���1 f (t) dt; (x < b):

Exemple 1.2 Soient � > 0, � � 0 calculons les dérivées fractionnaires à droite et à

gauche de la fonction f (x) = (x� a)� . On a par dé�nition de la dérivée de R-L

D�f (x) = D�(x� a)�

=
1

� (n� �)

dn

dxn

Z x

a

(x� t)n���1 (t� a)� dt

Par le changement de variable t = a+ (x� a) s, on obtient

D�(x� a)� =
1

� (n� �)

dn

dxn
(x� a)n+���

Z x

a

(1� s)n���1 s�ds

=
� (n+ � � �+ 1)B (n� �; � + 1)

� (n� �)
(x� �)���

=
� (n+ � � �+ 1)� (n� �) � (� + 1)

� (n� �) � (� � �+ 1)� (n+ � � �+ 1)
(x� �)���

=
� (� + 1)

� (� � �+ 1)
(x� a)��� ; a < x < b:

donc

D�
a+ (x� a)� =

� (� + 1)

� (� � �+ 1)
(x� a)���

de la meme façon on montre que

D�
b� (b� x)� =

� (� + 1)

� (� � �+ 1)
(b� x)���
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Remarque 1.4 On voit bien que dans le cas où � = 0, les dérivées fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville d�une constante ne sont pas nulles en generale

D�
a+c =

c

� (1� �)
(x� a)�� ; D�

b�c =
c

� (1� �)
(b� x)�� (0 < �)

Proposition 1.2 Soit � > 0 et n = [�] + 1; alors pour j = 1; 2; ::::::::n; on a

D�
a+ (x� a)��j = D�

b� (b� x)��j = 0:

Corollaire 1.1 1) la relation D�
a+f (x) = 0 est vraie si et seulement si

f (x) =

nX
j=1

cj (x� a)��j ;

où cj 2 R (j = 1; 2; :::; n) sont des constantes arbitraires. Dans le cas particulier, où

0 < � < 1; la relation D�
a+f (x) = 0 est vraie ssi

f (x) = c (x� a)��1 ; c 2 R

2) la relation D�
b�f (x) = 0 est vraie si et seulement si

f (x) =

nX
j=1

cj (b� x)��j ;

où cj 2 R (j = 1; 2; :::; n) sont des constantes arbitraires. Dans le cas particulier, où

0 < � < 1; la relation D�
b�f (x) = 0 est vraie ssi

f (x) = c (b� x)��1 ; c 2 R

3) dans le cas particulier ou a = 0, l�équation di¤érentielle fractionnaire

D�
0+f(t) = 0
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admet la solution

f (t) = c1t
��1 + c2t

��2 + c3t
��3 + :::+ cnt

��n

où ci 2 R; i = 1; 2; :::; n et n =[�] + 1

Proposition 1.3 Soit � > 0 et f 2 ACn [a; b] : Alors

I�0+D
�
0+f(t) = u(t) + c1t

��1 + c2t
��2 + c3t

��3 + :::+ cnt
��n

où ci 2 R; i = 1; 2; :::::; n et n = [�]+1

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ait jouée un rôle

important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y compris Ca-

puto (1967-1969) ont rendu compte que cette dé�nition doit être révisée, car les problèmes

appliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions

initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n�est pas le cas

dans la modélisation par l�approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance des

conditions initiales des dérivées fractionnaires.

En utilisant une approche di¤érente de celle de R-L, Caputo a dé�nit la dérivée

fractionnaire à l�opposé de R-L en appliquant l�opérateur de la dérivation puis celui de

l�intégrale (R-L font l�inverse, ils intégrent puis ils dérivent). c�est à dire la dérivée d�ordre

un demi par exemple, au sens de Caputo sera donnée par :

CD
1
2f (x) = I

1
2
d

dx
f (x)

Cependant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est toujours une généralisation

de la dérivée ordinaire dans le sens CDn = dn

dxn
si n 2 N.
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Dé�nition 1.8 oit � > 0 avec n = [�]+1, si f est une fonction telle que f 2 ACn ([a; b]),

alors les dérivées fractionnaires (a gauche et a droite) d�ordre � de f au sens de Caputo

existent sur [a; b] et sont dé�nies par

CD�
a+f (x) = In��a+ Dnf (x)

=
1

� (n� �)

Z x

a

(x� t)n���1 f (n) (t) dt:

et

CD�
b�f (x) = (�1)n In��b� Dnf (x)

=
(�1)n

� (n� �)

Z b

x

(t� x)n���1 f (n) (t) dt:

En particulier quand 0 < � < 1 et f 2 AC ([a; b]) ;

CD�
a+f (x) = I1��a+ Df (x)

=
1

� (n� �)

Z x

a

(x� t)�� f 0 (t) dt:

et

CD�
b�f (x) = �I1��b� Df (x)

=
�1

� (n� �)

Z b

x

(t� x)�� f 0 (t) dt:

Remarque 1.5 Si � = n 2 N�; alors CDn
a+f (x) et

CDn
b�f (x) sont données par :

CDn
a+f (x) = f (n) (x) , CDn

b�f (x) = (�1)
n f (n) (x) :
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En particulier
CD0

a+f (x) =
C D0

b�f (x) = f (x)

Remarque 1.6 la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est aussi a caractère non

local.

Exemple 1.3 calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f (x) =

(x� a)� :Soit � > 0 tel que n� 1 � � < n et f (x) = (x� a)� avec � > 0, alors on a

CD�
a+f (x) =

1

� (n� �)

Z x

a

(x� t)n���1 f (n) (t) dt;

=
� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)

Z x

a

(x� t)n���1 (t� a)��n dt;

en e¤ectuant le changement de variable t = a+ s (x� a) on obtient

CD�
a+ (x� a)� =

� (� + 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)
(x� a)���

Z 1

a

(1� s)n���1 s��nds

=
� (� + 1)B (n� �; � � n+ 1)

� (n� �) � (� � n+ 1)
(x� a)���

=
� (� + 1)

� (� � �+ 1)
(x� a)��� :

De même on trouve

CD�
b� (b� x)� =

� (� + 1)

� (� � �+ 1)
(b� x)��� :

En particulier on a
CD�

a+C
te =C D�

b�C
te = 0

donc la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�une constante est nulle.

Propriétés

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur

l�intervalle [a; b] est décrite par le théorème suivant :
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Théorème 1.2 Soit � > 0; n = [�] + 1: Si f possède n � 1 dérivées en a et si D�
a+f

,D�
b�f existent, alors

CD�
a+f (x) = D�

a+

"
f (x)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

#
:

et
CD�

b�f (x) = D�
b�

"
f (x)�

n�1X
k=0

f (k) (b)

k!
(b� x)k

#
:

En particulier, quand 0 < � < 1; les relations précédentes prennent les formes sui-

vantes :

CD�
a+f (x) = D�

a+ [f (x)� f (a)] ;

et
CD�

b�f (x) = D�
b� [f (x)� f (b)] :

Remarque 1.7 En utilisant les dérivées fractionnaires de R-L calculées précédement de

(x� a)k on trouve :

CD�
a+f (x) = D�

a+f (x)�
n�1X
k=0

f (k) (a)

� (k � �+ 1)
(x� a)k�� ; (n = [�] + 1)

et
CD�

b�f (x) = D�
b�f (x)�

n�1X
k=0

f (k) (b)

� (k � �+ 1)
(b� x)k�� ; (n = [�] + 1):

En particulier, quand 0 < � < 1; on a :

CD�
a+f (x) = D�

a+f (x)�
f (a)

� (1� �)
(x� a)�� ;

et
CD�

b�f (x) = D�
b�f (x)�

f (b)

� (1� �)
(b� x)�� :
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Remarque 1.8 Si � =2 N�; la dérivée de Caputo coincide avec celle de R-L dans les

cas suivants : (1)

CD�
a+f (x) = D�

a+f (x) si f (a) = f 0 (a) = ::::: = f (n�+1) (a) = 0 (n = [�] + 1):

(2) CD�
b�f (x) = D�

b�f (x) si f (b) = f 0 (b) = ::::: = f (n�+1) (b) = 0 (n = [�] + 1):

En particulier, quand 0 < � < 1; nous avons

si f (a) = 0;
CD�

a+f (x) = D�
a+f (x)

et
CD�

b�f (x) = D�
b�f (x)

si f (b) = 0:

Les théorèmes suivants expriment certaines propriétés de l�opérateur de dérivation

de Caputo.

Théorème 1.3 Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Caputo

existent. Alors pour tous �; 
 2 R; CD� (�f + 
g) existe, et l�on a

CD� (�f (x) + 
g (x)) = �CD�f (x) + 
CD�g (x) :

Théorème 1.4 [30] Soient � > 0; n = [�]+1 et f 2 Cn [a; b] : Alors les operateures frac-

tionnaires de Caputo CD�
a+ et

CD�
b� sont continues sur [a; b] :

CD�
a+ 2 C [a; b] et CD�

b� 2

C [a; b] ; de plus si � n�est pas entier alors CD�
a+ et

CD�
b� sont bornés de C

n [a; b] dans

Ca [a; b] et Cb [a; b] respectivement. De plus on a :



CD�
a+f




Ca
� k� kfkCn

et 

CD�
b�f



Cb
� k� kfkCn
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où

k� =
(b� a)n��

� (n� �) (n� �+ 1)

Théorème 1.5 Si � > 0; tel que n = [�] + 1 et si f 2 C [a; b], alors.

CD�
a+I

�
a+f (x) =

C D�
b�I

�
b�f (x) = f (x) :

En d�autre terme la dérivée fractionnaire de Caputo est toujours l�inverse gauche de

l�intégrale fractionnaire.

Preuve. Soit f 2 C [a; b] ; et � > 0, et comme DkI�a+f (a) = 0; pour k = 0; 1; :::n�1;

alors on a pour :

CD�
a+I

�
a+f (x) = D�

a+I
�
a+f (x)

= f (x) :

la dérivée fractionnaire de Caputo est-elle un inverse droit de l�integrale

fractionnaire ?

Théorème 1.6 Soient � > 0, et n = [�] + 1: Si f 2 ACn ([a; b]), alors on a

I� C
a+ D�

a+f (x) = f (x)�
n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k :

et

I� C
b� D�

b�f (x) = f (x)�
n�1X
k=0

(�1)k f (k) (b)
k!

(b� x)k :

En particulier, si 0 < � < 1 et f (x) 2 AC [a; b], alors on a :

I� C
a+ D�

a+f (x) = f (x)� f (a) ;
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et

I� C
b� D�

b�f (x) = f (x)� f (b) :

Preuve. On a par dé�nition

CD�f (x) = In��a+ Dnf (x) ;

en appliquant à gauche les opérateurs d�integration I�a+; I
�
b� on trouve :

I�Ca+D
�
a+f (x) = I�a+I

n��
a+ Dnf (x)

= Ina+D
nf (x)

= Ina+D
n
a+f (x)

= f (x)�
n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(x� a)k

et

I� C
b� D�

b�f (x) = I�b�I
n��
a+ Dnf (x)

= Inb�D
nf (x)

= = Inb�D
n
b�f (x)

= f (x)�
n�1X
k=0

(�1)k f (k) (a)
k!

(b� x)k :

1.3.4 Interpretation physique

La loi d�Ohm stipule que le courant circulant dans un conducteur entre deux points

donnés est directement proportionnel à la di¤érence de potentiel et inversement pro-

portionnel à la résistance entre eux. La formule mathématique peut être écrite comme

suit :

27



v (t) = Ri (t) ;

où i(t) est le courant traversant le conducteur mesuré en ampères (A), v(t) est la

di¤érence de potentiel mesurée entre deux points du conducteur en unités de volts V et

R est la résistance du conducteur mesurée en ohms. Le courant est un �ux de charge

électrique à travers un milieu conducteur.

Dans les circuits électriques, cette charge est souvent transportée en déplaçant des

électrons dans un �l. Le changement de la charge q par rapport au temps t est,

i (t) =
dq

dt
:

En tenant compte de cela, la loi d�Ohm peut s�écrire en fonction de la charge q(t)

v(t) = R
dq

dt
: (1.8)

L�idée est de réécrire la loi d�Ohm en termes de dérivée fractionnaire (non entière). A

cet e¤et, nous introduisons un fractionnaire opérateur dérivé du temps comme suit :

d


dt

; 0 < 
 � 1 (1.9)

où 
 est un paramètre arbitraire très proche de 1, qui représente l�ordre de la dérivée et

dans le cas 
 = 1 devient un opérateur dérivé ordinaire (entier). cependant, l�opérateur

de temps ordinaire a des dimensions de secondes inverses s�1. Alors l�expression (1:9)

donne la dimension suivante,

�
d


dt


�
=
1

s

; 0 < 
 � 1;

qui n�est pas une dérivée du temps ordinaire, en raison de la dimension 1
s

:Pour être

cohérent avec la dimensionnalité, nous introduisons un nouveau

paramètre, �, comme suit :
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�
1

�1�

d


dt


�
=
1

s
; 0 < 
 � 1; (1.10)

tel que lorsque 
 = 1 l�expression (1:10) devient un dérivé ordinaire. Ceci est vrai

si le paramètre � a des dimensions de secondes, [�] = s. Par conséquent, nous pouvons

changer l�ordinaire opérateur dérivé du temps par le fractionnaire comme suit :

d

dt
! 1

�1�

d


dt

n� 1 < 
 � n; (1.11)

où n est un entier. Ces deux expressions représentent le temps dérivés, puisque leurs

dimensions sont des secondes inverses. le paramètre � caractérise les structures frac-

tionnaires (composants qui présentent un comportement intermédiaire entre un système

conservateur (condensateur) et dissipatif (résistance)), de l�opérateur de temps fraction-

naire. En utilisant l�expression (1:11), la loi d�Ohm (1:8) devient une loi d�Ohm fraction-

naire

v (t) =
1

�1�

d
q

dt

; 0 < 
 � 1;

1.4 Quelques théorèmes du point �xe

Le développement de la théorie du point �xe a été un des plus important outils

d�existence dans l�étude des problèmes aux limites. Il convient de rappeler que cette

théorie consiste à transformer un problème donné en un problème de point �xe et dés

lors les points �xes du problème transformé sont les solutions du problème donné.

Dans cette section nous rappelons quelques théorèmes célèbres du point �xe utilisés

essentiellement dans cette thèse.
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1.4.1 Théorème du point �xe de Banach

Ce théorème connu aussi sous le nom de l�application contractante se trouve à la base

de la théorie du point �xe. Ce théorème garantit l�existence d�un point �xe unique pour

toute application contractante d�un espace métrique complet dans lui même.

Dé�nition 1.9 (Point �xe) Soit T une application d�un ensemble X dans lui même.

On appelle point �xe tout point x 2 X tel que T (x) = x:

Théorème 1.7 [6] (Principe de contraction de Banach). Soit ( M; d) un espace mé-

trique complet et soit T : M !M une application contractante i.e qu�il existe 0 < k < 1

telle que d (T (x) ; T (y)) � k d (x; y) ; 8 x; y 2 M , alors T admet un unique point �xe

x� 2M , de plus pour tout x 2M on a : lim
n!1

T n (x) = x� et,

d (T n (x) ; x�) � kn

1� k
d (x; T (x)) :

Preuve. La preuve est bien connue. Elle établit que toute suite fxngn2N dé�nie

inductivement par xn+1 = T (xn) pour tout n 2 N converge vers x� = T (x�). En ce

qui concerne l�unicité en e¤et, nous obtenons la contradiction suivante en supposant

l�existence de deux points �xes distincts x�1 et x
�
2 pour une contraction T

d (x�1; x
�
2) = d (T (x�1) ; T (x

�
2)) � k d (x�1; x

�
2) < d (x�1; x

�
2) ; c�est à dire, k � 1 d�où la

contradiction.

1.4.2 Théorème du point �xe de type Schauder

Le théorème du point �xe de Schauder est aussi l�un des résultats les plus célèbres de

la théorie du point �xe et il a¢ rme qu�une application continue sur un convexe compact

admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique.

Théorème 1.8 [58] (Théorème du point �xe de Schauder). Soit K un sous ensemble

non vide, compact, convexe dans un espace de Banach E et supposons T : K ! K une

application continue. Alors T admet un point �xe.
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Théorème 1.9 [58] (Théorème du point �xe de Schauder généralisé) Soit F un ensemble

fermé convexe sur un espace de Banach X et soit T : F ! F une application continue

telle que T(F) soit un sous-ensemble relativement compact de F . Alors T admet un point

�xe.

1.4.3 Théorèmes du point �xe de Krasnoselskii

Théorème du point �xe de Krasnoselskii hybride

En 1955 Kranoselskii combina le théorème de point �xe géometrique de Banach et le

théorème de point �xe topologique de Schauder en un théorème hybride qui a¢ rme que

dans un convexe compact, toute application qui s�ecrit sous forme d�une somme de deux

applications dont l�une est une contraction et l�autre est compacte admet au moins un

point �xe. Depuis et jusqu�à l�heure actuelle ce théorème hybride qui porte d�ailleurs son

nom est devenu extrêmement utile et il a été l�objet de plusieurs articles de recherche et

possède de très nombreuses applications intéressantes en analyse non linéaire.

Théorème 1.10 [6] (Théorème du point �xe de Krasnoselskii). SoitM un convexe fermé

et non vide d�un espace de Banach (X; k:k) : Supposons que A et B sont deux applications

de M dans X telles que

i: Ax+By 2M; 8x; y 2M .

ii: A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact.

iii: B est une contraction de constante � < 1:

Alors, il existe x 2M , avec Ax+Bx = x

Preuve. Soit y �xé dans M; comme B est une contaraction, l�équation Bx+Ay = x

admet une solution unique x dansM . On dé�nit l�application

L : M !M

Ly = x

Ly = BLy + Ay (y 2M) :
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Il est claire que LM � M . On va montrer que L est compact et continue et d�aprés

le théoreme de Schauder, on pourra conclure qu�il existe x 2 M tel que Ly = y; d�où

Ay +By = y:

Soit yn une suite de point deM; alors d�aprés la dé�nition de L :

Lyn = BLyn + Ayn

et

Ly � Lyn = BLy �BLyn + Ay � Ayn

alors

kLy � Lynk � kBLy �BLynk+ kAy � Aynk

et puisque B est une contraction on a :

kLy � Lynk � k kLy � Lynk+ kAy � Aynk

� 1

1� k
kAy � Aynk

d�ou la continuité de L: Reste à montrer que LM est relativement compact. En e¤et,

comme AM est relativement compact, alors 8� > 0;9 (1� k) � r�eseau By1; :::::Byn; c�est-

a-dire les boules B (Byk; (1� k) �) (1 � k � n) telles que

BM � [nk=1B (Byk; (1� k) �) :

Alors de

kLy � Lynk �
1

1� k
kAy � Aynk

on en déduit que Ly1; :::::Lyn est un réseau de LM; ce qui achève la démonstration.

Notons, que si A = 0; le théorème se résume au théorème de Banach. Si B = 0; alors

le théorème n�est autre que le théorème de Schauder.
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Théorème de Krasnoselskii d�expanssion et de compression d�un cône

Notons que l�un des théorèmes le plus utilisé lorsqu�il s�agit de la recherche du point

�xe positif est le théorème Guo-Krasnoselskii d�expanssion et de compression d�un cône.

Ce théorème généralise celui des valeurs intermédiaires connu surR à un espace de Banach

quelconque, une génétalisation qui assure l�existence d�un point �xe positif bien sûr si on

prend un cône positif pour un opérateur complètement continue sous certaines conditions

imposées uniquement sur la frontière des certaines ouverts du cône K:

Théorème 1.11 [27] (Théorème de Krasnoselskii d�expanssion et de compression d�un

cône) Soient 
1 et 
2 deux ouverts bornés d�un espace de Banach E tels que 0 2 
1;


1 � 
2 et K un cône de E:

A : K \
�

2n
1

�
! K

un opérateur complètement continu, tel que l�une des conditions suivantes soit satisfaite :

i) jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
1; et jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
2;

ii)jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
1; et jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
2:

Alors l�opérateur A admet au moins un point �xe dans K \
�

2n
1

�
:

Dé�nition 1.10 (Opérateur complètement continu).

Soient E un espace de Banach et 
 une partie de E. On dit que l�opérateur T : 
! E

est complètement continu s�il est continu et si pour toute partie bornée B de 
, T (B) est

relativement compact dans E:

1.4.4 Théorème d�Ascoli-Arzela

Ce théorème est connu pour son nombre considérable d�applications entre autre la

compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes de

l�espace des fonctions continues d�un espace compact dans un espace quelconque.
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Théorème 1.12 [6] (Théorème d�Ascoli-Arzela) Soit X = C([a; b]) muni de la

norme kuk = max
a�t�b

ju(t)j, avec �1 < a < b < +1. Si M est un sous ensemble de

X tel que :

(i) M est uniformément borné, i.e. 9r > 0;8u 2M : kuk < r

(ii) M est équicontinu, i.e. 8� > 0; 9� > 0;8u 2 M; 8t1; t2 2 [a; b] : jt1 � t2j < � )

ju(t1)� u(t2)j < �: Alors

M est relativement compact.
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Chapitre 2

Positivité et unicité de la solution

d�un problème non linéaire

fractionnaire

2.1 Introduction

Au cours des dernières années, les équations di¤érentielles fractionnaires ont été d�un

grand intérêt pour de nombreux mathématiciens en raison du développement de la théo-

rie du calcul fractionnaire et ses applicatuions interdéciplinaires. Cependant une vaste

littérature a été développée et une attention plus particulière a été attribuée aux ques-

tions liées à l�existence, l�unicité, la positivité et la stabilité de la solution. On peut citer

par exemple et la liste est non exhaustive les travaux [4] ; [16] ; [33] ; [51].

Ahmed. B. et Alsaedi, A dans [3] ont établi en utilisant les théorèmes du point �xe

l�existence et l�unicité de la solution du problème aux limites fractionnaire suivant :

cD�
�
cD�x (t)

�
+ �)x(t) = f(t; x(t); Ipa+x(t)); t 2 [0; 1];
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x(0) =
mP
j=1

�jx(�j); x
0(0) = 0; a1x(1) + a2x

0(1) =
nP
i=1

�i

Z �i

�i

x(s)ds;

où cD�; désigne la dérivé fractionnaire de Caputo , 0 < � � 1; 1 < � � 2; p; � > 0;

a1; a2; �j; �i 2 R; 0 < �i < � i < �i < 1; i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ;m; et f 2

C ([0; 1]� R2;R).

Dans [26] A. Guezane-Lakoud et R. Khaldi ont étudié en appliquant la méthode des

sous et sur solutions l�équation fractionnaire non linéaire d�Euler�Lagrange inpliquant à

la fois les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville à gauche et de Caputo à droite

cD�
�1

�
cD�

0+u (t) + u(t)
�
+ (cD�

0+u (t) + u(t)) + f(t; u(t)) = 0; 0 � t � 1;

u(0) = 0;cD�
0+u (1) + u(1) = 0

où 0 < p; q < 1,cD�
�1 désigne la dérivée fractionnaire à droite au sens de Caputo and

cD�
0+ est la dérivée fractionnaire à gauche au sens d Riemann-Liouville.

Dans ce même contexte notre contribution consiste à étudier le problème aux limites

fractionnaire (P1) suivant :

(P1)

8<: cD�
�
cD�u (t)

�
+ f (t; u (t)) = 0; 0 < t < 1

u (0) = 0; u (1) =
R 1
0
u (s) ds

où cD�
�
cD�

�
sont des dérivées fractionnaire au sens de Caputo, 0 < �; � � 1

et f : [0; 1] � R! R+ est une fonction continue et positive. Au fait, nous nous pro-

posons d�établir la positivité et l�unicité de la solution du probléme (P1) via le théorème

de Krasnoselskii dans un cône et le principe de contraction de Banach.

Rappelons que l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre � > 0 sur [a; b]

d�une fonction y est dé�nie par :

I�a+y(t) =
1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1y(s)ds; t > a
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et la dérivée de Caputo CD� d�ordre � 2 R+; sur [a; b] d�une fonction y 2 ACn [a; b] ; est

dé�nie par
CD�y (t) =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� s)n���1 y(n) (s) ds; t > a

où n = [�] + 1; [�] est la partie entière de �:

Soit y 2 Cn [a; b] ; alors

I�C0+D
�y (t) = y (t)�

n�1X
k=0

akt
n�1; ai 2 R

2.2 Lemme préliminaire

Dans cette section, en se servant de la fonction de Green et ses propriétés on établira

la positivité de la solution du problème (P1), pour cela nous avons besoin du lemme

auxiliaire suivant

Lemme 2.1 Soit y 2 L1 (0; 1) :L�unique solution du problème linéaire fractionnaire

(PL)

8<: cD�
�
cD�u

�
(t) + y (t) = 0; 0 < t < 1; 0 < �; � � 1

u (0) = 0; u (1) =
R 1
0
u (s) ds

est donnée par

u (t) =

Z 1

0

G (t; s) y (s) ds

où

G (t; s) =

8<:
�(t�s)�+��1
�(�+�)

+ (�+1)(1�s)�+��1
��(�+�+1)

t� (� + �� 1 + s) ; s � t

(�+1)(1�s)�+��1
��(�+�+1)

t� (� + �� 1 + s) ; s � t
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Preuve. En appliquant successivement les opérateurs I�0+puis I
�
0+ à l�équation di¤é-

rentielle (PL), on obtient

u (t) = �I�+�0+ y (t) +
t�

� (� + 1)
c0 + c1;

la condition initiale u (0) = 0 implique c1 = 0; alors

u (t) = �I�+�0+ y (t) +
t�

� (� + 1)
c0:

En integrant sur(0; 1), on obtient

Z 1

0

u (s) ds = �I�+�+10+ y (1) +
1

� (� + 2)
c0

de la condition intégrale u (1) =
R 1
0
u (s) ds il vient que

�I�+�0+ y (1) +
1

� (� + 1)
c0 = �I�+�+10+ y (1) +

1

� (� + 2)
c0

ce qui implique

c0 =
� (� + 2)

�

�
I�+�0+ y (1)� I�+�+10+ y (1)

�
d�où �nalement

u (t) = �I�+�0+ y (t) +
(� + 1)

�
t�
�
I�+�0+ y (1)� I�+�+10+ y (1)

�
=

Z 1

0

G (t; s) y (s) ds

où

G (t; s) =

8<:
�(t�s)�+��1
�(�+�)

+ (�+1)(1�s)�+��1
��(�+�+1)

t� (� + �� 1 + s) ; s � t

(�+1)(1�s)�+��1
��(�+�+1)

t� (� + �� 1 + s) ; s � t

Ce qui achève la démonstration.

Lemme 2.2 Supposons que 1 < �+� � 2; alors la fonction de Green G (t; s) est positive,
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continue et satisfait les propriétés suivantes :

G (t; s) � (� + 1) (1� s)�+��1

�� (� + �)
; pour tout s; t 2 [0; 1] (2.1)

G (t; s) � � (1� s)�+��1 ; pour tout s; t 2 [� ; 1] (2.2)

où � 2 (0; 1) et

� =
��+��1

�� (� + �+ 1)
(�� (� + �) + � (� + 1) (� + �� 1 + �)) :

Preuve. Pour tout s � t nous avons

G (t; s) � (� + 1) (1� s)�+��1

�� (� + �)
;

G (t; s) � � (t� s)�+��1

� (� + �)
+
(� + 1) (1� s)�+��1

�� (� + �+ 1)
t� (� + �� 1 + s)

� t�+��1 (1� s)�+��1

�� (� + �+ 1)

�
�� (� + �) + t1�� (� + 1) (� + �� 1 + s)

�
� t�+��1 (1� s)�+��1

�� (� + �+ 1)
(�� (� + �) + t (� + 1) (� + �� 1 + s))

� t�+��1 (1� s)�+��1

�� (� + �+ 1)
(�� (� + �) + s (� + 1) (� + �� 1 + s))

Remarquons que

�� (� + �) + s (� + 1) (� + �� 1 + s)

= (� + 1) s2 + s (� + 1) (� + �� 1)� � (� + �)

a deux racines

s1 =
�(�+1)(�+��1)+

p
(�+1)2(�+��1)2+4(�+1)�(�+�)
2(�+1)

> 0

s2 =
�(�+1)(�+��1)�

p
(�+1)2(�+��1)2+4(�+1)�(�+�)
2(�+1)

< 0
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Nous avons 0 < s1 < 1; en e¤et

s1 � 1 =
�(�+1)(�+��1)+

p
(�+1)2(�+��1)2+4(�+1)�(�+�)�2(�+1)

2(�+1)

=

p
(�+1)2(�+��1)2+4(�+1)�(�+�)�(�+1)(�+�+1)

2(�+1)

= (�+1)2(�+��1)2+4(�+1)�(�+�)�(�+1)2(�+�+1)2

2(�+1)
�p

(�+1)2(�+��1)2+4(�+1)�(�+�)+(�+1)(�+�+1)
�

= �4(�+1)(�+�)
2(�+1)

�p
(�+1)2(�+��1)2+4(�+1)�(�+�)+((�+1)(�+��1)+2(�+1))

� < 0:

Soit � 2 ]s1; 1[ ; alors pour s; t 2 [� ; 1]

G (t; s) � ��+��1 (1� s)�+��1

�� (� + �+ 1)
(�� (� + �) + � (� + 1) (� + �� 1 + �))

= � (1� s)�+��1

où

� =
��+��1

�� (� + �+ 1)
(�� (� + �) + � (� + 1) (� + �� 1 + �))

par conséquent

G (t; s) � (� + 1) (1� s)�+��1

�� (� + �)
; pour tout s; t 2 [0; 1]

G (t; s) � � (1� s)�+��1 ; pour tout s; t 2 [� ; 1]

Ce qui termine la preuve.
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2.3 Positivité de la solution

Soit E l�espace des fonctions réelles continues dé�nies sur I = [0; 1] muni de la norme

kuk = maxt2I ju (t)j : Dé�nissons l�opérateur T : E �! E par

Tu (t) =

Z 1

0

G (t; s) f (s; u (s)) ds; t 2 [0; 1] :

La fonction u 2 E est solution du probleme (P1) si et seulement si Tu (t) = u (t) ;

8t 2 [0; 1] :

Lemme 2.3 Supposons que 1 < � + � � 2: Si u 2 E une solution du problème frac-

tionnaire (P1) alors elle satisfait

min
��t�1

u (t) � ��� (� + �)

(� + 1)
kuk : (2.3)

Preuve. Comme u est solution du probleme (P1), alors en vertu du lemme 2:2, nous

avons

u (t) = Tu (t) =

Z 1

0

G (t; s) f (s; u (s)) ds

� (� + 1)

�� (� + �)

Z 1

0

(1� s)�+��1 f (s; u (s)) ds

il en résulte que

kuk � (� + 1)

�� (� + �)

Z 1

0

(1� s)�+��1 f (s; u (s)) ds: (2.4)

D�autre part, nous avons par (2:2) pour t 2 [� ; 1]

u (t) � �

Z 1

0

(1� s)�+��1 f (s; u (s)) ds � �
�� (� + �)

(� + 1)
kuk (2.5)
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d�où

min
��t�1

u (t) � ��� (� + �)

(� + 1)
kuk :

Ceci termine la preuve.

Dé�nissons le cône K par

K =

�
u 2 C [0; 1] ; u (t) � 0; t 2 [0; 1] ; min

��t�1
u (t) � ��� (� + �)

(� + 1)
kuk

�

K est un sous ensemble non vide, fermé et convexe de E:

Introduisons les notations suivantes : f0 = limjuj!0 sup0�t�1
f(t;u)
juj ; f1 = limjuj!1 sup0�t�1

f(t;u)
juj :

On dit que f est sur-linéaire respectivement sous-linéaire lorsque f0 = 0 et f1 =1 res-

pectivement f0 =1 et f1 = 0.

Nous énonçons à présent le théorème principal soit celui de l�existence de la solution

positive du problème (P1) :

Théorème 2.1 Le problème aux limites (P1) admet au moins une solution positive dans

les deux cas sur-linéaire ainsi que sous-linéaire.

La preuve de ce théorème se base essentiellement sur le théorème de Guo-Krasnoselskii

dans un cône que nous rappelons ici et pour ce faire nous avons encore besoin du lemme

suivant

Dé�nition 2.1 Soient (E; jj:jj) un espace de Banach et K � E un sous ensemble non

vide fermé de E: K est dit un cône s�il satisfait les conditions :

1. (�u+ �v) 2 K pour tout u; v 2 K et pour �; � > 0:

2. u 2 K et �u 2 K implique u = 0:

Théorème 2.2 Soit 
1 et 
2 deux ouverts bornés d�un espace de Banach E tels que

0 2 
1; 
1 � 
2 et K un cône de E:

A : K \
�

2n
1

�
! K
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un opérateur complètement continu, tel que l�une des conditions suivantes soit satisfaite :

i) jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
1; et jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
2;

ii)jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
1; et jjAujj � jjujj ; u 2 K \ @
2:

Alors l�opérateur A admet au moins un point �xe dans K \
�

2n
1

�
:

Lemme 2.4 L�operateur T est completement continue sur K et TK � K:

Preuve.CommeG et f sont continues alors T est continu. Soient
 = fu 2 K; kuk � rg,

u 2 
, et M = max ff (t; u) ; 0 � t � 1; kuk � rg : Alors en vue du lemme 2:2, on a

Tu (t) � (� + 1)

�� (� + �)

Z 1

0

(1� s)�+��1 f (s; u (s)) ds � (� + 1)M

� (� + �) � (� + �)

donc

kTuk � (� + 1)M

� (� + �) � (� + �)
; (2.6)

ce qui implique que T est uniformément borné.

Prouvons maintenant que T (
) est équicontinu. Soitt1; t2 2 [0; 1] ; t1 � t2 et u 2 
;

alors,

jT (u (t1))� T (u (t2))j �
Z 1

0

jG (t1; s)�G (t2; s)j f (s; u (s)) ds

� Mr

"Z t1

0

������ (t1 � s)�+��1 + (t2 � s)�+��1

� (� + �)

����� ds
+
�
t�2 � t�1

�Z 1

0

(� + 1) (1� s)�+��1

�� (� + �+ 1)
(� + �� 1 + s) ds

+

Z t2

t1

(t2 � s)�+��1

� (� + �)
ds

#

� Mr

"
t2
�+� � t1

�+�

� (� + �+ 1)
+
�
t�2 � t�1

� (� + 1) (� + �)

�� (� + �+ 1)
+
(t2 � t1)

�+�

� (� + �+ 1)

! 0; quand t1 ! t2;
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par consequent T (
) est équicontinu. D�après le théorème d�Ascoli-Arzela, il s�ensuit

que T est complètement continu. En�n, en procédant comme dans la démonstration du

lemme, nous prouvons que TK � K:

Démontrons à présent le resultat principal de cette section.

Preuve. Examinons le cas où f est sur-linéaire. Comme f0 = 0 , alors 8" > 0; 9� > 0;

tel que si kuk � � alors f (t; u) � " juj : Soit 
1 = fu 2 C [0; 1] ; jjujj � �g ; alors pour

u 2 K \ @
1; nous avons

Tu � (� + 1)

�� (� + �)

Z 1

0

(1� s)�+��1 f (s; u (s)) ds � (� + 1)

�� (� + �+ 1)
" kuk

donc

kTuk � (� + 1)

�� (� + �+ 1)
" kuk ; (2.7)

en prenant " =
�

(�+1)
��(�+�+1)

��1
, il vient que

kTuk � (� + 1)

�� (� + �+ 1)
" kuk ; u 2 K \ @
1;

Maintenant si f1 =1; alors pour tout A > 0; il existe C > 0 telle que f (t; u) � A juj

pour juj � C. Choisissons R = max

��
���(�+�)
(�+1)

��1
C; 2�

�
; et ntons par 
2 l�ensemble

ouvert dé�ni par 
2 = fz 2 X; kzk < Rg : Il est clair que 
1 � 
2: soit u 2 K \ @
2, on

a

Tu � �

Z 1

0

(1� s)�+��1 f (s; u (s)) ds � �

� + �
A kuk (2.8)

donc pour A =
�

�
�+�

��1
on obtient

kTuk � kuk ; pour tout u 2 K \ @
2 (2.9)

D�où suite à la première assertion du théorème 2.2, il en resulte que T a point �xe dans

u 2 K \
�

2�
1

�
tel que C � kuk � R. En�n en ce qui concerne la souslinéairité la

preuve est analogue à celle du cas où f est superlinéaire.
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2.4 Unicité de la solution

Dans la présente section nous nous étabissons via le principe de contraction de Banach

l�unicité de la solution

Théorème 2.3 Supposons que 1 < � + � � 2 et qu�il existe une fonction positive g 2

L1(0; 1) telle que pour tout t 2 [0; 1] ; u; v 2 R; on ait

jf (t; u)� f (t; v)j � g (t) ju� vj ; (3.10)

kgkL1 <
�� (� + �)

(� + 1)
(3.11)

Alors le probleme (P1) a une solution unique.

Preuve. Prouvons que T est une contraction. Soient t 2 [0; 1] ; et u; v 2 E; alors en

accord avec le lemme 2:2 et en tenant compte de (3:10), on obtient

jTu (t)� Tv (t)j �
Z 1

0

G (t; s) jf (s; u (s))� f (s; v (s))j ds

� (� + 1)

�� (� + �)

�Z 1

0

(1� s)�+��1 g (s) ds

�
ku� vk

� (� + 1)

�� (� + �)

�Z 1

0

g (s) ds

�
ku� vk = (� + 1) kgkL1

�� (� + �)
ku� vk

en vertu (3:11); il s�ensuit que T est une contraction dés lors, elle admet un unique point

�xe qui est l�unique solution du problème (P1).

2.5 Exemples

Comme illustration des resultat obtenus, considérons les deux exemples suivants :

Exemple 2.1 Considérons le probléme (P1) avec

� = 0:5; � = 0:7; f (t; u) = (1 + t)
�
1 + u2

�
;
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Il est facile de véri�er que f0 = 0; f1 = 1; et c�est donc la surlinéairité, alors en

vue du théorème 2:1, il en résulte que le problème a au moins une solution positive u 2

K \
�

2�
1

�
.

Exemple 2.2 Egalement considérons le probléme (P1) avec

� = 0:8; � = 0:6; f (t; u) =
1

3 + t

�
1 +

juj
1 + juj

�
;

donc (3:10) et (3:11) sont satisfaites

jf (t; u)� f (t; v)j � g (t) ju� vj ;

g (t) =
1

3 + t
;

kgkL1 = 0:287 68 <
�� (� + �)

(� + 1)
= 0:332 72;

donc en vertu du théorème 2:3, il en découle que le problème admet une solution unique.
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Chapitre 3

Existence de solutions pour un

problème aux limites aux dérivées

fractionnaires

3.1 Introduction

Durant ces dernières années les équations di¤érentielles fractionnaires ont connu un

essor considérable et sont devenues un important sujet de recherche. Cependant, et à

cause de leur grande importance dans les applications, notamment dans la modélisation

de nombreux phénomènes dans divers domaines tels que la physique, la biophysique, la

chimie, la biologie, la théorie du contrôle, l�économie, etc, voir [22; 29; 30; 49; 59], l�étude

de ce type d�équations a fait alors l�objet de plusieurs travaux où di¤érents concepts

de solutions sont apparus et une vaste littérature s�est développée pour plus de détails

voir [4; 13; 24; 25; 32� 33; 36; 39; 51; 57]. Tout comme les équations di¤érentielles fraction-

naires, les équations intégro-di¤érentielles fractionnaires ont à leurs tours sucité un intérêt

grandissant et ont été intensivement étudiées et de nombreux resultats ont été obtenus

voir [1; 5; 8; 12; 13; 26; 31; 43; 49] et les références s�y rattachant.

Dans [18] Baleanu et al. établissent en utilisant les théorèmes du point �xe l�existence
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et l�unicité de la solution du problème aux limites fractionnaire suivant :8<: cD�u (t) = f
�
t; u (t) ; 'u (t) ;  u (t) ;cD�1u (t) ; :::;cD�nu (t)

�
(0 < t < 1) ;

u (0) + au (1) = 0 et u0 (0)� bu0 (1) = 0:

où 1 < � < 2, 0 < �i < 1, � � �i � 1, a; b 6= �1; f : [0; 1]� Rn+3 ! R est une fonction

continue et 
; � : [0; 1]� [0; 1]! [0;1) sont deux applications telles que

supt2[0;1]

0@ tZ
0


 (t; s) ds

1A <1 et supt2[0;1]

0@ tZ
0

� (t; s) ds

1A <1;

où ' et  sont dé�nies par ('u) (t) =

tZ
0


 (t; s) ds ( u) (t)

tZ
0

� (t; s) ds.

De leurs côtés, Wang et al [56] prouvent l�existence, l�unicité ainsi que la positivité

de la solution de l�équation intégro-di¤érentielles fractionnaire8>>>>>><>>>>>>:

cD�u (t) + f (t; u (t) ; 'u (t) ;  u (t)) = 0 (0 < t < 1)

u (0) = b0; u
0 (0) = b1; :::; u

(n�3) (0) = bn�3;

u(n�1) (0) = bn�1; u (1) = �

1Z
0

u (s) ds

où n � 1 < � � n, �1; n � 3, bi � 0 (i = 1; 2; :::::n� 3; n� 1) ;cD� désigne la dérivée

fractionnaire d�ordre � de Caputo. f : [0; 1]�R+�R+�R+ ! R+ une fonction continue

avec ('u) (t) =

tZ
0

K (t; s)u (s) ds et ( u) (t) =

tZ
0

H (t; s)u (s) ds

Motivéé par les travaux précédents, nous nous proposons d�établir dans ce chapitre

moyennant le théorème de Krasnoselskii l�existence de la solution du problème fraction-

naire suivant :

(P )

8<: cD�
�
cD�u

�
(t) = f (t; u (t) ; 'u (t) ;  u (t)) (0 < t < 1)

u (1) = u (0) = u0 (1) = 0
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où cD�
�
cD�

�
désigne une suite de dérivées fractionnaires d�ordre � et � de Caputo,

1 < � � 2 , 0 < � � 1 et f [0; 1]� R3 ! R est une fonction continue.

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes que nous utiliserons pour la

preuve du résultat principal.

Lemme 3.1 [30] Si � > 0; alors l�équation di¤érentielle

cD�u (t) = 0

admet une solution

u (t) = c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1;

où ci 2 R; i = 0; 1; :::; n� 1 , (n est le plus petit entier tel que n � �).

Lemme 3.2 [30] Pour � > 0, et u 2 Cn [0; 1] ; alors

I� (cDu) (t) = u (t) + c0 + c1t+ c2t
2 + :::+ cn�1t

n�1.

où ci 2 R; i = 0; 1; :::; n� 1 (n est le plus petit entier tel que n � �).

Pour l�étude de l�existence de la solution commençons d�abord par résoudre un pro-

blème auxilliaire donné par le lemme préliminaire suivant.

Lemme 3.3 Pour y 2 C [0; 1], alors le problème aux limites8<: cD�
�
cD�u

�
(t) = y (t) , 0 < t < 1; 1 < � � 2 and 0 < � � 1

u (1) = u (0) = u0 (1) = 0
(3.1)
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admet une solution unique donnée par

u (t) =
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 y (s) ds (3.2)

+
t�

� (�+ �)
(�� � 1 + �t)

1Z
0

(1� s)�+��1 y (s) ds

+
t�

� (�+ � � 1) (1� t)

1Z
0

(1� s)�+��2 y (s) ds

Preuve. Par application du lemme 3:2; le problème (3:1) est équivalent à l�équation

intégrale suivante :

u (t) =
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 y (s) ds+
t�

�� (�)
c0 +

t�+1

� (� + 1)� (�)
c1 + c2. (3.3)

Par dérivation des deux membres de (3:3) on obtient

u0 (t) =
1

� (�+ � � 1)

tZ
0

(t� s)�+��2 y (s) ds+
t��1

� (�)
c0 +

t�

�� (�)
c1:

En utilisant les condtions u (1) = u (0) = u0 (1) = 0; on trouve

c0 = �
�
�(�+1)�(�)
�(�+�)

� 1Z
0

(1� s)�+��1 y (s) ds+ ��(�)
�(�+��1)

1Z
0

(1� s)�+��2 y (s) ds;

c1 =
�2(�+1)�(�)
�(�+�)

1Z
0

(1� s)�+��1 y (s) ds� �(�+1)�(�)
�(�+��1)

1Z
0

(1� s)�+��2 y (s) ds;

c2 = 0:

En Substituant les valeurs c0, c1 et c2 dans (3:3) on obtient (3:2). Ce qui achève la

démonstration.
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3.3 Existence de la solution

Nous donnons à présent le théorème principal de ce chapitre, soit celui d�existence de

la solution du problème (P ) basé sur le théorème du point �xe de Krasnoselskii.

Soit X = C (I) l�espace des fonctions continues à valeurs réelles sur I = [0; 1] muni

de la norme kuk = max
t2I

ju(t)j.

Théorème 3.1 Supposons que �+ � � 2 � 0 et qu�il existe une fonction positive � (t) 2

L1 (0; 1) telle que

jf (t; x; y; z)� f (t; x0; y0; z0)j � � (t) (jx� x0j+ jy � y0j+ jz � z0j) (3.4)

pour tout t 2 [0; 1] et x; y; z; x0; y0; z0 2 R. Alors le problème (P ) admet au moins une

solution dans X quand

(1 + 
0 + �0) (�+ 2� + 1) �
�

� (�+ �)
< 1: (3.5)

où 
0 = supt2I

������
tZ
0


 (t; s) ds

������, �0 = supt2I
������
tZ
0

� (t; s) ds

������ et �� =
1Z
0

� (s) ds:

Preuve. Choisissons

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 
0) (�+ 2� + 1)
;

et soit$ = max ff (t; 0; 0; 0) : t 2 Ig. Considérons l�ensembleBR = fu 2 X : kuk � Rg,

alors BR est un ensemble fermé , borné et convexe de X. Dé�nissons deux opérateurs A
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et B sur X comme suit :

Au (t) =
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds:

Bu (t) =
t�

� (�+ �)
(�� � 1 + �t)

1Z
0

(1� s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds

+
t� (�+ � � 1)
� (�+ �)

(1� t)

1Z
0

(1� s)�+��2 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds:

Pour tout u 2 BR et t 2 I, en utilisant l�inégalité (3:4) on obtient

jAu (t)j = 1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ds

� 1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf(s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))� f (s; 0; 0; 0)j ds

+
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf (s; 0; 0; 0)j ds

� 1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 � (s) (ju (s)j+ j'u (s)j+ j u (s)j) ds

+
1

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 jf (s; 0; 0; 0)j ds

� (1 + �0 + 
0) kuk
� (�+ �)

1Z
0

� (s) ds+
$

� (�+ �)

tZ
0

(t� s)�+��1 ds

� �� (1 + �0 + 
0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)
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Par conséquent

kAuk � �� (1 + �0 + 
0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)
(3.6)

Estimons de même kBvk ; soit v 2 BR et t 2 I, alors

jBv (t)j � t�

� (�+ �)
(� + 1� �t)

1Z
0

(1� s)�+��1 jf (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

+
t� (�+ � � 1)
� (�+ �)

(1� t)

1Z
0

(1� s)�+��2 jf (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

� � + 1

� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��1 � (s) (jv (s)j+ j'v (s)j+ j v (s)j) ds

+
� + 1

� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��1 jf (t; 0; 0; 0)j ds

+
(�+ � � 1)
� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��2 � (s) (jv (s)j+ j'v (s)j+ j v (s)j) ds

+
(�+ � � 1)
� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��2 jf (t; 0; 0; 0)j ds

� �� (1 + �0 + 
0)
(� + 1)

� (�+ �)
kvk+ $ (� + 1)

� (�+ �)

+
(�+ � � 1)
� (�+ �)

�� (1 + �0 + 
0) kvk+
$ (�+ � � 1)
� (�+ �)

=
�� (1 + �0 + 
0) (�+ 2�)

� (�+ �)
kvk+ $ (�+ 2�)

� (�+ �)

=
(�+ 2�)

� (�+ �)
(�� (1 + �0 + 
0) kvk+$)

Conséquemment

kBvk � (�+ 2�)

� (�+ �)
(�� (1 + �0 + 
0) kvk+$) : (3.7)
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En tenant compte des éstimations (3:6) et (3:7) on obtient pour tout u, v 2 BR et t 2 I :

kAu+Bvk � kAuk+ kBvk

� �� (1 + �0 + 
0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)

+
(�+ 2�)

� (�+ �)
(�� (1 + �0 + 
0) kvk+$)

� R
�� (1 + �0 + 
0) (�+ 2� + 1)

� (�+ �)

+
$ (�+ 2� + 1)

� (�+ �)
;

comme

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 
0) (�+ 2� + 1)

alors kAu+Bvk � R, donc Au+Bv 2 BR.

Prouvons maintenant que B est une contraction. Soient v; u 2 BR et t 2 I, compte

tenu de la condition (3:4) il en resulte que

jBu (t)�Bv (t)j � t� (� + 1� �t)

� (�+ �)
�

1Z
0

(1� s)�+��1 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))

�f (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

+
t� (1� t)

� (�+ � � 1) �
1Z
0

(1� s)�+��2 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))

�f (s; v (s) ; 'v (s) ;  v (s))j ds

� � + 1

� (�+ �)

1Z
0

(1� s)�+��1 � (s) (ju (s)� v (s)j

+ j'u (s)� 'v (s)j+ j u (s)�  v (s)j) ds
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+
1

� (�+ � � 1)

1Z
0

(1� s)�+��2 � (s) (ju (s)� v (s)j

+ j'u (s)� 'v (s)j+ j u (s)�  v (s)j) ds

� (� + 1) (1 + 
0 + �0) ku� vk
� (�+ �)

1Z
0

� (s) ds

+
(1 + 
0 + �0) (�+ � � 1) ku� vk

� (�+ �)

1Z
0

� (s) ds

� (1 + 
0 + �0) (�+ 2�) �
�

� (�+ �)
ku� vk

dés lors

kBu�Bvk � (1 + 
0 + �0) (�+ 2�) �
�

� (�+ �)
ku� vk ;

En vertu de la condition (3:5);on en déduit que B est une contraction.

Prouvons maintenant que A est compact et continu. D�après la dé�nition de l�opéra-

teur A; on déduit que la continuité de f implique celle de A. De plus et en vu de (3:6)

on a

kAuk � �� (1 + �0 + 
0)

� (�+ �)
kuk+ $

� (�+ �)

� �� (1 + �0 + 
0)

� (�+ �)
R +

$

� (�+ �)
:

ce qui implique que A est uniformément borné sur BR .

Soit L = max0�s�1 fjf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ; u 2 BRg. Soient t1, t2 2 I; t1 � t2 et

u 2 BR. On a

jAu (t2)� Au (t1)j =
1

� (�+ �)

������
t2Z
0

(t2 � s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds

�
t1Z
0

(t1 � s)�+��1 f (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s)) ds

������
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� 1

� (�+ �)

t1Z
0

�
(t2 � s)�+��1 � (t1 � s)�+��1

�
jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ds

+
1

� (�+ �)

t2Z
t1

(t2 � s)�+��1 jf (s; u (s) ; 'u (s) ;  u (s))j ds

� L

� (�+ �)

t1Z
0

�
(t2 � s)�+��1 � (t1 � s)�+��1

�
ds+

L

� (�+ �)

t2Z
t1

(t2 � s)�+��1 ds

=
L

� (�+ � + 1)

�
t�+�2 � t�+�1

�
:

Par conséquent si t2 ! t1; alors jAu (t2)� Au (t1)j ! 0: Alors A est équicontinu. En vue

du théorème d�Ascoli-Arzela on déduit que A est compact dans BR et donc l�opérateur

A est complètement continu. Ainsi toutes les hypothèses du théorème du point �xe de

Krasnoselskii sont satisfaites, par conséquent le problème (P ) possède au moins une

solution dans X:

3.4 Exemples

Comme applications, nous considérons deux exemples permettant d�illustrer nos ré-

sultats obtenus.

Exemple 3.1 Considérons le problème aux limites fractionnaire (P ) avec f (t; x1; x2; x3) =
t
1
2 e�t

4

P3
i=1

1
1+x2i (t)

, � = 9
5
; � = 3

5
: Nous avons f (t; 0; 0; 0) = 3t

1
2 e�t

4
donc $ = 0:31:Posons

� (t; s) = 
 (t; s) = ts; alors on a 
0 = �0 =
1
2
.

De plus, nous pouvons véri�er que les conditions (3:4) et (3:5) sont bien satisfaites.
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En e¤et,

jf (t; x1; x2; x3)� f (t; y1; y2; y3)j

� t
1
2 e�t

4

3X
i=1

����� 1

1 + x2i
� 1

1 + y2i

�����

� t
1
2 e�t

4

3X
i=1

jxi � yij jxi + yij
(1 + x2i ) (1 + y2i )

� t
1
2 e�t

4

3X
i=1

jxi � yij

donc � (t) = t
1
2 e�t

4
et �� = 0:378 94

4
et

(1 + 
0 + �0) (�+ 2� + 1) �
�

� (�+ �)
= 0:610 13 < 1:

Par conséquent, et en vertu du théorème 3:1, nous concluons que le problème a au moins

une solution dans BR avec

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 
0) (�+ 2� + 1)
= 5: 121 4

Exemple 3.2 Considérons le problème aux limites fractionnaire (P ) avec

f (t; x; y; z) = 10�2
�
t sin x+ et sin 2y +

1 + t2

1 + z2

�
;

� = 1:3; � = 0:4: Alors f (t; 0; 0; 0) = 10�2 (1 + t2) ; donc $ = 0:02: Soit � (t; s) = et+s;


 (t; s) = (t� s)� ; donc 
0 = 1:7183; �0 = 0:71429. La condition (3:4) est satisfaite, en

e¤et

jf (t; x1; x2; x3)� f (t; y1; y2; y3)j � 0:02et
3X
i=1

jxi � yij
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Prenons � (t) = 0:02et donc �� = 3:436 6� 10�2. La condition (3:5) est véri�ée, en e¤et

(1 + 
0 + �0) (�+ 2� + 1) �
�

� (�+ �)
= 0:402 46 < 1:

Par conséquent, nous concluons via le théorème 3:1, que le problème a au moins une

solution dans BR avec

R � $ (�+ 2� + 1)

1� �� (1 + �0 + 
0) (�+ 2� + 1)
= 9:774 4� 10�2:

Conclusions et perspectives
Cette thèse s�inscrit dans l�étude de l�existence des solutions de quelques problèmes

aux limites associés aux équations di¤érentielles et intégro-di¤érentielles non linéaires

d�ordre fractionnaire à conditions aux limites locales et de type intégrale. On s�est in-

téressé à établir l�existence, l�unicité ainsi que la positivité des solutions en utilisant

quelques théorèmes du points �xes notamment le principe de contraction de Banach, le

théorème de Guo- Krasnoselskii d�expansion et de compression d�un cône et de Krasno-

selskii hybride.

Actuellement, ce travail soulève un certain nombre de questions qui méritent d�être

approfondies par la suite. Par exemple, il serait judicieux de penser à l�application de la

dérivée de Riemman-Liouville à la place de la dérivée de Caputo pour la résolution de ces

problèmes fractionnaires, et il serait plus intéressant d�étudier la stabilité de la solution.
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