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Introduction générale

On distingue quatre interactions fondamentales dans la nature: l�interaction forte, faible,

électromagnétique et la gravitation. La dernière mise à part, les trois autres sont regroupées

au sein du Modèle Standard de la physique des particules. Pourtant, un problème demeure :

comment uni�er au sein d�une même théorie Modèle Standard et relativité générale? Alors

que chacun de ces modèles a été largement véri�é expérimentalement dans ses domaines de

validité, il n�existe toutefois aucune théorie quantique de la gravité.

Donc le problème fondamental de la physique moderne est le manque d�une théorie de

la grande uni�cation englobant la gravitation. La physique théorique propose plusieurs

solutions qui répondent à cette question, la plupart d�entre elles reposent sur des extensions

au Modèle Standard (modèles super symétriques, modèles avec dimensions supplémentaires,

théorie des cordes, théorieM....), dans lesquelles le Modèle Standard constituerait une limite

à basse énergie d�une théorie plus complète.

La gravitation fut la première a être reconnue comme une propriété fondamentale de la

matière. Paradoxlalement, de nos jours, c�est la gravitation qui soulève le plus d�interrogations

puisqu�elle s�accorde mal avec la mécanique quantique. La constante gravitationnelle (en

unités S.I.)

G
N
= 6:7� 10�11m3Kg�1S�2; (1.0.1)

détermine la force du couplage entre deux masses. Comparons la force du couplage entre

deux protons telle que donnée par la théorie de Newton,

�
G
=
G

N
m2
p

4�~c
' 4:6� 10�40; (1.0.2)
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1. Introduction générale

où mp est la masse du proton. la force gravitationnelle est donc comparable à la répulsion

électrostatique seulement à de très courtes distances de l�ordre de:

lp =

�
G

N
~

4�c3

� 1
2

= 1:6� 10�35m; (1.0.3)

où lp est appelée la longueur de Planck. Pour sonder de telles distances, il faut des particules

dont la longueur d�onde est d�au plus la longueur de Planck ce qui correspond à des énergies

d�au moins la masse de Planck soit:

mp ' 1019MeV: (1.0.4)

Mais si la gravité devient aussi importante à ces échelles d�énergie que les interactions

forte, électromagnétique et faible dont le traitement est quantique, il convient de se deman-

der s�il ne faut pas quanti�er la gravité. La plupart des di¢ cultés rencontrées lors de cette

uni�cation proviennent des suppositions di¤érentes de ces théories sur le fonctionnement de

l�univers. Une autre di¢ culté vient du succès de la mécanique quantique et de la théorie de

la relativité générale. Toutes deux sont couronnées de succès et constituent les piliers de la

physique moderne.

La mécanique quantique met �n à la notion de particule ponctuelle de la mécanique

classique et se base sur les particules de médiation des di¤érents forces utilisées dans l�espace-

temps plat de la mécanique newtonienne ou de la relativité restreinte tandis que la théorie de

la relativité générale dans laquelle on abandonne la notion de gravitation en tant que force

mais on la modélise comme une courbure de l�espace-temps dont le rayon se modi�e lorsque

la matière se déplace. La simple quanti�cation de la gravité pose problème: Le calcul de

sections e¢ caces de di¤usion mène à des divergences très sévères (on rencontre très souvent

des intégrales du type
R
d4pf(p) dans le calcul des corrections radiative associées à une

boucle dans un diagramme de Feynman, cette intégrale diverge). En fait, cette théorie de la

gravité quantique n�est pas renormalisable. La région d�intégration qui génère la divergence

est la région dite ultraviolette c�est-à-dire l�échelle d�énergie-impulsion arbitrairement grande

ou de dimension spatiale arbitrairement petite.

Un certains nombre de propositions ont été avancées pour aborder le problème de diver-

gences, citons quelques propositions [1; 2; 3] :

-La supergravité qui essaye de rajouter l�ingrédient de la super symétrie a�n de relier le

comportement du graviton à celui des autres particules de spin plus petit a�n d�adoucir les

divergences de la théorie.

-La théorie des super cordes qui est une tentative non seulement de description quantique

de la gravité mais également des autres interactions fondamentales présentés dans le modèle

2



1. Introduction générale

standard de la physique des particules. Cette théorie admet les théories de supergravité

comme théories e¤ectives à basse énergie.

-La géométrie non-commutativite proposée par Alain Connes qui a comme but la général-

isation de la dualité entre espace géométrique et algèbre au cas plus général où l�algèbre

n�est plus commutative.

-La relativité restreinte déformée (DSR) [en anglais, deformed (doubly) special rela-

tivity]. Il a été a¢ rmé que la relativité restreinte doit être modi�ée, que la violation de

la symétrie de Lorentz pourrait être observable dans certains essais expérimentaux dans

un avenir proche comme dans les expériences cosmiques à haute énergie [4; 5; 6]: D�autre

part, en plus de la violation de la symétrie de Lorentz, des corrections dans la relation de

dispersion E2 � p2 = m2 ont été proposées à la place [6]:

Toutes ces approches font intervenir ou donnent lieu à de nouveaux concepts ou outils.

En outre, les modèles de la gravité quantique suggèrent qu�il pourrait être souhaitable de

revoir les relations d�invariance de Lorentz et les théories des cordes envisage des modi�ca-

tions à la structure même de l�espace-temps à haute énergie.

Toutes ces théories prédisent l�existence d�une longueur minimale en dessous de laquelle

la physique est inaccessible [7; 8; 9; 10]; Cette longueur minimale est supposée être proche

de la longueur de Planck (lp � 10�35m): Ainsi, la gravitation devrait mener à une coupure à
la limite de cette région. Par conséquent, la structure de l�espace-temps va être perturbée.

Cela conduit à modi�er deux concepts fondamentaux des mathématiques, ceux d�espace

et de symétrie et à adapter l�ensemble des outils mathématiques, dont le calcul in�nitési-

mal et la cohomologie à ces nouveaux paradigmes. L�idée d�incorporer la longueur mini-

male en mécanique quantique, nécessite la modi�cation du principe d�incertitude de Heisen-

berg à un principe d�incertitude généralisé prénommé (GUP) [11; 12; 13; 14] candidat de

l�uni�cation des interactions fondamentales. Dans cette théorie, une échelle minimale est

naturelle puisque les particules, qui sont considérées comme des cordes, ne peuvent pas ac-

quérir des distances plus petites que la dimension de la corde. Si l�énergie de la corde atteint

une certaine échelle ms; des excitations de la corde peuvent survenir et auront comme e¤et

l�élargissement de l�extension spatiale de la corde. Des motivations plus rigoureuses pour

l�occurrence d�une longueur minimale viennent de la théorie des cordes [15]; la géométrie non-

commutative [16; 17]; la physique des trous noirs [18]:::etc. Toutes ces théories proposent

des petites corrections à la relation d�incertitude de Heisenberg de la forme (�Xi) (�Pi) �
~
2

�
1 + � (�Pi)

2 + ::::
�
;ce nouveau concept a comme conséquence, la modi�cation des rela-

tions de commutation canonique habituelle [Xi; Pj] = i~�ij (1 + �P 2 + :::) : Les relations de

3



1. Introduction générale

commutation modi�ées ont également apparues dans les théories DSR. En fait, les théories

de DSR indiquent également la présence d�une distance minimal [4; 5; 6]:

Comme il est bien connu, dans le cas des particules ponctuelles, la physique à courte

distance se traduit directement en physique à hautes énergies. Il s�agit d�une simple con-

séquence du principe d�incertitude de Heisenberg. En théories des champs quantique locale

qui décrivent la dynamique des particules ponctuelles les degrés de liberté sont révélés à

hautes énergies, ou à courte distances. Du point de vue groupe de renormalisation, il y

a aussi une séparation claire entre la physique ultraviolette et infrarouge. Contrairement

aux théories des champs quantique locales. Dans la théorie des cordes, il y a des preuves

croissantes que la physique à courtes distances n�est pas clairement séparée de la physique à

longues distances [15]; la formulation fondamentale de ce soi-disant mélange UV-IR (mixing

UV-IR), ainsi que ses conséquences observables, ne sont pas comprises à l�heure actuelle.

Divers auteurs ont fait valoir que certains types du mélange UV-IR sont nécessaire pour

comprendre quelques problèmes qui se posent en cosmologie à titre d�exemple: le problème

de la constante cosmologique [19]:

Motivés par ces questions, ils ont récemment étudiées divers conséquences du mixing

UV-IR incorporé dans les relations de commutation déformées. L�introduction de cette idée

a constitué le point de départ pour que beaucoup d�auteurs étudient l�e¤et du principe

d�incertitude généralisé sur divers problèmes de la mécanique quantique. Dans ce formal-

isme, toutes les relations de commutation dans l�espace de Hilbert sont déformées et par

conséquent tous les hamiltoniens devraient être modi�és [20]: En outre, cette longueur min-

imale peut être d�un grand intérêt en mécanique quantique non-relativiste. En e¤et, il

a été supposé que la longueur minimale peut être déduite comme une échelle intrinsèque

caractérisant la structure du système considérée [21]: En conséquence, le formalisme de la

longueur minimale peut également fournir plus tard un modèle pour la description e¢ cace

des systèmes complexes comme les quasi-particules et les diverses excitations collectives

dans les particules composées, telles que les molécules, les noyaux et les nucléons [13]: Dans

le cas non-relativiste, divers problèmes ont été traités: l�équation de Schrödinger a été ex-

actement résolue avec l�oscillateur [11; 12; 13; 14; 22]; le cas du potentiel coulombien [23];

le cas unidimensionnel d�une particule dans une boîte [24]; potentiel linéaire dépendant du

temps [25] ...etc Puisque les e¤ets de la longueur minimale seront signi�catifs à hautes éner-

gies où les particules élémentaires obéissent aux équations de mouvement relativistes, il est

essentiel d�étudier les équations d�ondes relativistes dans le cadre de GUP. Dans le contexte

de la mécanique quantique relativiste on peut citer une diversité de travaux tels que: le
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1. Introduction générale

spectre d�énergie de l�atome d�hydrogène a été obtenu perturbativement dans l�espace des

coordonnées par plusieurs auteurs [26; 26; 28]; alors que son traitement dans l�espace des

impulsions a été étudié dans la référence [29]; l�oscillateur harmonique à une et à plusieurs

dimensions a été résolu exactement [22] et perturbativement dans [13; 26]: Le rôle de GUP

à la généralisation du champ électromagnétique est discuté dans [30]: L�oscillateur de Dirac

en trois dimensions à été analysée dans [31]; Le problème d�une particule chargée de spin 1=2

se mouvant dans un champ magnétique constant a été traité aussi dans ce formalisme, et

les propriétés thermodynamiques du système à haute température ont été examinées [32];

l�équation de la particule libre de Dirac dans le contexte de GUP a été résolu dans [33];

l�e¤et nonperturbative de la longueur minimal sur la mécanique quantique relativiste[34] et

la physique statistique dans le cadre de GUP [35; 36]: Plus récemment, plusieurs travaux

ont été consacrés à l�étude de l�e¤et de la longueur élémentaire sur la thermodynamique des

trous noirs [37]; Il a été montré en particulier que la longueur minimale, qui serait de l�ordre

de la longueur de Planck, empêche les trous noirs de s�évaporer totalement, exactement

comme le principe d�incertitude standard de Heisenberg empêche l�atome d�hydrogène de

s�e¤ondrer (existence d�un état fondamental), les spectres d�énergie de l�équation de Dirac à

(1+1)dimension en présence d�un potentiel linéaire vecteur et scalaire [34; 38] et le potentiel

linéaire dans [39] ont été résolus exactement.

Les systèmes dynamiques sont un domaine riche en applications, mais qui n�a été étudié

dans le monde quantique que tout récemment ; et c�est pour cela que dans cette thèse, nous

étudions une telle présence dans le cadre de GUP.

L�objectif essentiel de cette thèse est de traiter dans le cadre de la mécanique quantique

relativiste via le formalisme de GUP, certains interactions fondamentales telles que: le cas de

particule relativiste dans un mélange du potentiel linéaire, dans un champ électromagnétique

et en�n l�oscillateur relativiste en présence d�un champ magnétique constant.

Notre thèse se compose essentiellement de quatre chapitres. Le premier est consacré à

une introduction générale qui nous donne un bref historique sur les motivations de cette

longueur minimale ces succès et ces applications.

Dans le deuxième chapitre, On expose les di¤érents Outils et techniques utilisés dans la

reformulation du principe d�incertitude généralisé. Dans un premier lieu, nous donnons un

bref rappel sur la théorie de la déformation formelle des algèbres de Lie et de Poisson et

par la suite, nous traitons un cas particulier de la déformation des structure de poisson, le

GUP, via, la quanti�cation par déformation qui consiste à décrire une algèbre permettant

de retrouver la structure d�une algèbre de Poisson. En second lieu, nous présenterons le
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1. Introduction générale

formalisme nécessaire développé essentiellement par Kempf et ses collaborateurs pour décrire

ce nouveau formalisme.

Dans le troisième chapitre on traite quelques systèmes relativistes tels que:

1- L�équation de Klein-Gordon en interaction avec un potentiel linéaire de la forme

S(x) = S0x; qA(x) = (V0x; 0; 0; 0) : L�étude de la particule relativiste sous l�action du po-

tentiel proposé est d�un intérêt considérable pour de divers domaines de la physique a�n de

garantir l�existence des états liés, tels que le problème de con�nement dans le modèle de sac

[40] et des modèles de hadrons etc... Nous traitons l�hamiltonien déformé (GUP-corrected

hamiltonien), en utilisant deux méthode: Pour une première méthode, en se sert de la

représentation de Brau, comme représentation des opérateurs de position et d�impulsion

satisfaisant les relations de commutation déformées, nous arriverons à une équation dif-

férentielle de l�ordre quatre dont le traitement analytique est compliqué, nous résolvant ce

problème on se servant de la technique des perturbations et nous calculons les corrections du

spectre d�énergie au premier ordre en �: Par la suite, nous passons à la deuxième méthode

qui est les intégrales de chemins via le formalisme de Feynman qui consiste à construire

la fonction de Green. La construction de la fonction de Green correspondante au système

étudié, au moyen du l�l�intégrale de chemin, est adopté par la méthode standard où l�on

discrétise l�intervalle de temps � à N + 1 in�nitésimale parties égales au " = �
N+1

, et on

applique la formule du Trotter, le spectre d�énergie ainsi que les fonctions d�ondes correspon-

dantes sont déduits. Nous comparons les deux méthodes et nous montrons qu�elles donnent

le même décalage des niveaux d�énergie qui dépendent du paramètre de déformation �: Le

cas ordinaire est obtenu quand le paramètre de déformation tend vers zéro. Bien que les

deux méthodes donnent les mêmes résultats, l�avantage de la formulation de Feynman est

sa façon intuitive pour décrire la dynamique quantique via les trajectoires et par la même

occasion d�en déduire la limite classique. En outre, pour des raisons pédagogiques, il est

préférable de traiter ce problème au moyen de ces méthodes équivalentes.

2- L�équation de K-G en présence d�un champ électromagnetique à (3 + 1) dimen-

sions. Nous proposons de résoudre l�équation analytiquement avec un principe d�incertitude

généralisée, en examinant l�e¤et de la longueur minimale sur les systèmes relativistes sans

spin.

3- La dynamique d�une particule de Dirac soumise à un champ électromagnétique à

(3 + 1) dimensions. Par un calcul direct, la forme �nale et explicite de la fonction d�onde

ainsi que le spectre d�énergie est trouvée avec une dépendance du paramètre de déformation

�:
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1. Introduction générale

4- L�oscillateur relativiste (Klein-Gordon, Dirac) dans un champ magnétique constant

à (2 + 1) dimensions, sera étudié dans le cadre de cette nouvelle version de la mécanique

quantique. En plus de l�oscillateur de K-G et Dirac, nous traitons un autre oscillateur

bosonique relativiste intéressant, à savoir l�oscillateur de Du¢ n-Kemmer-Petiau. Ce dernier

est considéré comme une extension de l�oscillateur de Dirac [134], il décrit les bosons du spin

0 et 1: Cette extension est réalisée en remplaçant l�algèbre des matrices gamma de Dirac par

d�autres matrices beta véri�ant une algèbre plus complexe connu sous l�algèbre de DKP qui

présente trois représentations irréductibles: une représentation unidimensionnelle triviale,

une représentation à cinq dimensions associées aux bosons de spin 0 et représentation à dix

dimensions associée aux bosons de spin 1: Cette dernière application est considérée comme

étant un cas général de quelques travaux réalisés auparavant.

Le dernier chapitre sera consacré à un récapitulatif des principaux résultats et à nos

conclusions générales.

Le travail sur l�interaction d�une particule sans spin avec un mélange de potentiel linéaire

vecteur et scalaire en présence d�une longueur minimale a donné lieu à l�article:

"Spinless Relativistic Particle in the Presence of A Minimal Length" M. Merad, F.

Zeroual, and H. Benzair. EJTP 7, No. 23 (2010) 1-16.

Le travail sur la dynamique d�une particule bosonique et fermionique soumise à un

champ éléctromagnétique dans le contexte de GUP a fait l�objet de la publication et de la

communication:

"Relativistic Particle in Eectromagnetic Fields With A Generalized Uncertainty Princi-

ple". M. Merad, F. Zeroual and M. Falek Modern Physics Letters A. Vol. 27, No. 15 (2012)

1250080

et

"Spinorial Relativistic Particle in the Presence of a Minimal Length. F.Zeroual and M.

Merad". F. Zeroual and M. Merad. AIP Conf. Proc. 1444, 453 (2012);

L�étude de l�oscillateur relativiste est en cours de �nition et fera l�objet de l�article

"An exact solution of the two-dimensional relativistic oscillator in constant magnetic

Field With Minimal Length Uncertainty Relations".
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2

Outils et thechniques

2.1 Déformation formelle

La déformation des algèbres associatives fait maintenant partie du paysage classique de

l�algèbre. On peut cependant raisonnablement imaginer de déformer toutes les structures

algébriques en suivant les idées de Gerstenhaber, qui dé�nit un cadre théorique pour la

déformation des structures algébriques [41] en 1964. Cette dé�nition est considéré comme

étant la face algébrique des déformations analytiques réalisées par Frölicher, Kodaira, Ni-

jenhuis et Spencer à la �n des années 1950 [42]: Selon Gerstenhaber, l�idée générale d�une

déformation, consiste à dé�nir une classe d�objets que l�on peut déformer de manière lisse

et dont les déformations in�nitésimales doivent pouvoir être naturellement interprétées en

termes cohomologiques. La théorie algébrique des déformations a su trouver de nombreuses

applications en mathématiques et l�un des succés culminants de cette théorie en est proba-

blement le théorème de quanti�cation par déformation Depuis l�article fondateur de Bayen,

Flato, Frønsdal, Lichnerowicz et Sternheimer en 1978 [43] la quanti�cation par déformation

est devenu un domaine de recherche assez vaste qui couvre de divers domaines de la physique,

on peut citer, la théorie des cordes et la théorie des jauges non-commutative et plusieurs

domaines algébriques comme la théorie des déformations formelles des algèbres associatives

et, plus récemment, le domaine des variétés de Poisson qui inclut celui des variétés symplec-

tiques dû à Kontsevich publié en 1997 [44]: Son approche est entièrement di¤érente de celles

de ses prédécesseurs. Grâce à des idées classiques de la théorie des déformations formelles

dues à Gerstenhaber [45]; Schlessinger-Stashe¤ [46]; Deligne [47]::: Kontsévich déduit ses

résultats d�un énoncé plus général qu�il avait lui-même formulée en 1996 dans [48]: À toute

dg-algèbre de Lie est associé un problème de déformation.
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2.1. Déformation formelle

La quanti�cation des variétés de Poisson était un objectif majeur de la physique math-

ématique où les variétés de Poisson jouent le rôle de systèmes mécaniques classiques alors

que leurs quanti�cations jouent le rôle de systèmes mécaniques quantiques. Donc la mé-

canique quantique et la théorie des groupes quantiques eu un grand impact sur la théorie

de la déformation. pour des comptes rendus plus détaillés concernant l�historique du sujet,

nous pouvons citer [49; 50; 51; 52]:

Le passage de la description quantique à la description classique est immédiat. L�opération

inverse, qui consiste donc à produire une description quantique à partir de la description

classique, est naturellement beaucoup moins évidente. Deux approches ont été prédomi-

nantes:

1- la quanti�cation géométrique,

2- la quanti�cation par déformation.

La première version consiste à construire explicitement un espace de Hilbert muni de

l�action d�une algèbre d�opérateurs. En fait, dans sa forme principale, elle s�applique aux

espaces de phases. Dans ce domaine, la quanti�cation géométrique a connu de nom-

breux succès. D�un autre côté, la quanti�cation géométrique n�a pas élucidé la théorie

des champs quantique et on n�a pas réussi à l�appliquer à la relativité générale pour obtenir

une théorie adéquate de la gravité quantique. Le problème vient du fait que la quanti�-

cation géométrique ne permet que la quanti�cation d�un nombre assez petit d�observables

classiques.

La quanti�cation par déformation part de la même donnée que la quanti�cation géométrique,

à savoir une variété symplectique ou, plus généralement, une variété de Poisson. À l�opposé,

le résultat de la quanti�cation par déformation est une algèbre associative non commutative

dont les éléments sont considérés comme les observables quantiques.

Le second chapitre, est composé de deux parties, la première se consacre aux dé�ni-

tions élémentaires relatives aux algèbres de Lie et les propriétés élémentaires et fondamen-

tales des déformations des algèbres au sens de Gerstenhaber. Cette déformation la plus

fréquemment employé est la déformation formelle présentée par Gerstenhaber pour des an-

neaux et les algèbres [41]; elle emploie une série formelle, en introduisons des complexes,

appelés complexes de Hochschild, dont la cohomologie de Hochschild encode des informa-

tions relatives aux déformations. Dans la même partie du chapitre nous rappelons quelques

dé�nitions sur la structure de Poisson, cohomologie de poisson. Dans ce passage nous

discutons l�un des points culminants qui est le théorème de quanti�cation par déforma-

tion des variétés de Poisson dû à Kontsevich notre études sera basée sur ces documents
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2.1. Déformation formelle

[53; 54; 55; 56; 57; 58; 59]: Dans cette section nous traitons une application directe du

théorème de quanti�cation dans le domaine de la physique qui est le passage de la mécanique

classique vers la mécanique quantique. En seconde partie du chapitre, nous exposons un

cas particulier de la quanti�cation par déformation qui est le principe d�incertitude général-

isé. Ce principe qui inclue le concept de longueur élémentaire est apparu dans le contexte

de la théorie des cordes [15]; candidate à l�uni�cation des interactions fondamentales et

il nous proposent des petites corrections à la relation d�incertitude de Heisenberg de la

forme [11; 12; 13; 14] :
�
�X�P � ~

2
1 + � (�P )2 + :::

�
: Cette correction a comme con-

séquence, la modi�cation de la relation de commutation entre l�opérateur de position et

l�opérateur d�impulsion qui devient:
h
X̂i; P̂j

i
= i~�ij

�
1 + �P̂ 2 + :::

�
; nous présentons de

di¤érentes représentations des opérateurs X̂ et P̂ déformés et nous exposons la nouvelle

image de l�espace de Hilbert, produit scalaire et relation de fermeture, fonctions propres de

l�opérateur de position ....

2.1.1 Généralités sur les Groupes et les Algèbres de Lie

La théorie des groupes et algèbres de Lie commence à la �n du 19ème siècle avec les

travaux du mathématicien norvégien Sophus Lie. Elle a connu de nombreuses implications

(géométries non euclidiennes, espaces homogènes, analyse harmonique, théorie des représen-

tations, groupes algébriques, groupes quantiques...) et reste encore très active. Par ailleurs

ces objets interviennent aussi dans des branches a priori plus éloignées des mathématiques :

en théorie des nombres et en physique théorique, notamment dans la physique des particules

ou la relativité générale.

Algèbre associative

En mathématiques, une algèbre associative est un espace vectoriel dans lequel est aussi

dé�nie une multiplication des vecteurs, qui possède les propriétés de distributivité et d�associativité

[60]:

Dé�nition 1 une algèbre associative A sur un corps K est un espace vectoriel sur

K muni d�une multiplication bilinéaire telle que pour tous x; y et z dans A; où l�image de

(x; y) est notée:

(xy)z = x(yz):

Si A contient une unité, i.e. un élément 1 tel que 1x = x = x1 pour tout x dans A, alors

A est appelée algèbre associative unifère ou unitaire.
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2.1. Déformation formelle

La dimension d�une algèbre associative A sur un corps K est sa dimension comme espace

vectoriel sur K: On peut citer quelques exem- ples d�algèbre associative:

1-Les matrices carrées de taille n par n; à coe¢ cients dans un corps commutatif K;

forment une algèbre associative unitaire sur K:

2-Les nombres complexes C forment une algèbre associative unitaire de dimension 2 sur

le corps R des nombres réels.

Groupe de Lie et algèbre de Lie

On appelle un groupe G de Lie (ou un groupe di¤erentiable) si les applications suivantes

sont di¤erentiables:

G�G! G; (a; b)! ab; (2.1.1)

G! G; a! a�1: (2.1.2)

on peut citer quelques examples:

1-R� = Rnf0g est un groupe de Lie pour le produit ordinaire .
2-Tout espace vectoriel de dimention �nie est un groupe de Lie pour l�addition.

3-Le cercle unitaire S1: jzj = 1 dont les points sont les nombres complexes z = exp i�
est un groupe de Lie pour la multiplication.

Dé�nition 2.1.1 Soient G et H des goupes de Lie. Une application G ! H est par

dé�nition un morphisme de goupe de Lie (ou un homo- morphisme di¤erentiable de ces

groupes).

Dé�nition 2.1.2 Une algèbre de Lie est un couple (g; �) ou g est un espace vectoriel com-

plexe et � une application bilinéaire.

� : g � g ! g;

satisfaisant :

�(X; Y ) = ��(Y;X);8X; Y 2 g;

�(X;�(Y; Z)) + �(Y; �(Z;X)) + �(Z; �(X; Y )) = 0; 8X;Y; Z 2 g: (2.1.3)

Cette dernière identité est appelée l�identité de Jacobi. Si g est un espace vectoriel de

dimension �nie n; on dira que (g; �) est une algèbre de Lie de dimension n. Sinon on dira

que l�algèbre de Lie g est de dimension in�nie. Par soucis de simpli�cation de langage,
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2.1. Déformation formelle

lorsque celà n�entraine aucune conséquence, on parlera de g algèbre de Lie au lieu du couple

(g; �):

A toute algèbre de Lie g; on associe une K-algèbre associative Ug telle que toute g-

représentation (à gauche) peut etre vue comme une Ug-représentation (à gauche) et vice-

versa.

Dé�nition 2.1.3 Soit V un espace vectoriel de dimension �nie ou non. Si � = 0; alors

g = (V; 0) est une algèbre de Lie appelée dans ce cas abélienne.

À titre d�exemples, on peut citer:

1-Soit V un espace vectoriel de dimension �nie ou non. Si � = 0; alors g = (V; 0) est

une algèbre de Lie appelée dans ce cas abélienne.

2- Soit g une espace vectoriel de dimension 2. Alors, pour toute application bilinéaire

antisymétrique � sur g à valeurs dans g; le couple g = (V; �) est une algèbre de Lie. En

e¤et la condition de Jacobi est toujours, dans ce cas, satisfaite.

3- Soit sl(2; C) l�espace vectoriel des matrices d�ordre 2 de trace nulle. Le produit

�(A;B) = AB � BA est bien d´e�ni sur sl(2; C) car tr(AB � BA) = 0 dés que A;B

2 sl(2; C): Comme cette multiplication véri�e l�identit´e de Jacobi, sl(2; C) est une algèbre
de Lie complexe de dimension 3.

Dé�nition 2.1.4 Une dérivation de l�algèbre de Lie g est un endomorphisme linéaire f

satisfaisant:

�(f(X); Y ) + �(X; f(Y )) = f(�(X; Y )); (2.1.4)

pour tout X;Y 2 g:

Déformations et cohomologie de Hochschild et crochet de Gerstenhabe

La référence principalement utilisée pour ce chapitre est [61]; qui concise les principaux

résultats de l�article original de Gerstenhaber [41]: Notre section adopte aussi en grande

partie le travail de Keller sur le théorème de quanti�cation par déformation de Kontsevich

[62]:

Dé�nition 2.1.5 la déformation d�une algèbre A peut-être vue comme une famille fAtgt
d�algèbres qui varie en fonction d�un paramètre t et qui spécialise à A en t = 0:
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2.1. Déformation formelle

Soit A (V; �) une k-algèbre. Une R-déformation de A est la donnée d�un couple (VR;�R)

où �R HomR(VR
R � VR; VR):On pose:

�R =
1X
k=0

�it
i 2 Homk[t] (A[[t]];A[[t]]) ; (2.1.5)

avec k [[t]] une déformation associative de A:

Obstruction Soit R = k [[t]] l�anneau des séries formelles et soit � =
P

i�0 �it
i une

R-déformation de �;

Lemme 2.1.1 R est associative si et seulement si pour tout n � 0; on a
nX
i=0

�i (�n�i 
 1V ) =
nX
i=0

�i (1V 
 �n�i) ; (2.1.6)

on notera 
 désignera toujours le produit tensoriel au-dessus de l�anneau k. 1V ; l�application
identité.

Dé�nition 2.1.6 Soit n � 0 et soient �0:::�n�1 2 HomR(V � V; V ) tels que �(n�1) =Pn�1
i=0 �it

i;soit une k [[t]]-déformation associative de A: Alors le terme
Pn�1

i=0 �i (�n�i 
 1V )�Pn�1
i=0 �i (1V 
 �n�i) ; s�appelle l�obstruction de �

i :

L�emploi de ce mot provient du fait que l�obstruction est le terme qu�il faut contrôler

pour pouvoir prolonger une déformation formelle en une déformation formelle de degré plus

grand. En e¤et, d�après le lemme (2:1:1) ; si on on trouve un �n 2 HomR(V � V; V ) tel que
�(n) = �(n�1)+ �nt

n est une déformation associative de @; alors nécessairement @�n est égal

à l�obstruction, où @ est l�opérateur bord qui sera dé�ni dans la section qui vienne.

Dans ce qui suit section, nous verrons comment la cohomologie de Hochschild d�une

algèbre encode des informations sur les déformations de celle-ci [24]: La théorie des défor-

mations est liée à la cohomologie de Hochschild dans le cas des algèbres associatives et à la

cohomologie de Chevalley-Eilenberg dans le cas des algèbres de Lie. Alors il est nécessaire

de faire un bref rappel.

Dans toute cette section k désigne toujours un anneau commutatif et A = (V ;�) une

k-algèbre. On note la lettre � comme une simple multiplication, c�est à dire que l�on notera

ab pour � (a
 b) ; pour tout n > 1;on pose

Cp(A) = Homk(V

n; V ); (2.1.7)
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2.1. Déformation formelle

le n-ème k module des cochaines de Hochschild, on note C0(A) = V avec C0(A) le k-module

N gradué et on pose C�(A) le k-module N gradué

C�(A) = �n>0Cp(A): (2.1.8)

on dé�nit l�application bord

@2Endk (C�(A)) ;

en posant pour tout n > 0 et tout f 2 Cn(A) on a:

(1�)n @f=� (1V 
 f) +
iP
i=1

(�1)i f(1
i�1V 
 �
 1
n�i) + (�1)n+1 � (f 
 1V ) 2 Cn+1(A):

(2.1.9)

alors @ est une application k-linéaire et homogène de degré 1 au sens où:

@(Cn(A)) � Cn+1(A); (2.1.10)

pour tout n > 0:De manière plus prosaïque, l�équation (2:1:10) peut se réécrire en disant

que pour tout f 2 Cn(A); @f 2 Cn+1(A) est l�application dé�nie par:

(�1)n (@f) (a1 
 :::
 an+1) = a1f (a2 
 :::
 an+1)� f (a1a2 
 :::
 an+1) + ::: (2.1.11)

+(�1)n f (a1 
 :::
 anan+1) + (�1)n+1 f (a1 
 :::
 an) an+1:

La propriété fondamentale de l�application @ est que

@ � @ = 0: (2.1.12)

Pour demontrer cette propriété,On pourra se référer à [63]: Ainsi, (C�(A);�) est un com-

plexe, appelé complexe de Hochschild de A. On dé�nit alors la cohomologie de Hochschild

de A comme la cohomologie du complexe de Hochschild associé à A: On pose: H0(A) =

Kerd(0) = A et

Hn(A) = Zn (A) =Bn(A); (2.1.13)

avec, Zn(A) = Ker@(n) est le k-module des n-cocycles de Hochschild et Bn(A) = Im @(n�1);

est k-module des n-cobords de Hochschild avec la convention que B0(A) = 0 et on aBn(A) �
Zn (A) :En d�autres termes, (C�(A);�) est un complexe de k-module, appelé complexe de

Hochschild de A= (A;�); dont le n-ème module de cohomologie est noté Hn(A): On remar-

que que:

Z1 [A] = ff 2 Endk (V ) =@f = 0g ; (2.1.14)

= ff 2 Endk (V ) =f (ab) = af (b) + f (a) b pour tous a; b 2 V g ;
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2.1. Déformation formelle

est l�ensemble des dérivations k-linéaires de V:

L�ensemble B1(A) est l�ensemble des dérivations intérieures de V;c�est à dire l�ensemble

des endomorphismes k-linéaires de V de la forme:

b! ab� ba; (2.1.15)

où a 2 V: Il s�ensuit que le premier k-module de cohomologie est le quotient des dérivations
par les dérivations intérieures.

Puisque nous nous intéressons principalement aux multiplications sur V; c�est à dire à

des éléments de Homk(V 
V ;V ) = C2(A); il peut être utile d�avoir une description explicite

de l�ensemble des 2-cobords et des 2-cocycles. Il suit immédiatement des dé�nitions:

B2 (A)= ff 2 Homk (V 
 V; V ) =9g 2 Endk (V ) tq @f = 0g = ff 2 Homk (V 
 V; V ) =9g 2 Endk (V ) tq � (1V 
 g)� g�+ � (g + 1V ) = fg ;
et Z2 (A)= ff 2 Homk (V 
 V; V ) = @f = 0g ;
Anisi, f 2 Homk (V 
 V; V ) est un 2-cocycles si et seulement si, pour tous a; b; c 2 V;on

a :

af (b
 c)� f (ab
 c) + f (a
 bc)� f (a
 b) = 0: (2.1.16)

Théorème 2.1.1 Soit R = k [[t]] et soit �R une déformation formelle de �: Si �R est

associative alors l�in�nitésimal de �R est un 2-cocycle.

Il su�rait d�appliquer le lemme (2:1:1) : Soit �R =
P

i�0 �it
i une déformation formelle de

� avec: �i 2 C2(A) = Homk(V 
V ;V ) pour tout i > 0: Si �R = � alors son in�nitésimal

est nul par dé�nition. Sinon, on note �k son in�nitésimal. On peut donc écrire:

�R = �+ �kt
k +

 
�i
X
i�k

�it
i�k�1

!
tk+1: (2.1.17)

Ainsi, si �R est associative, pour tous a; b; c 2 V; �R (ab
 c) = �R (a
 bc) et donc, en

réduisant modulo
�
tk+1

�
; on a:

(ab)c+ (�k(a
 b)c+ �k(ab
 c))tk = a(bc) + (a�k(b
 c) + �k(a
 bc))tk; (2.1.18)

mais �R est associative donc:

(�k(a
 b)c+ �k(ab
 c))tk = (a�k(b
 c) + �k(a
 bc))tk; (2.1.19)

c�est à dire:

�k (1V 
 �k)� �k (�k
1V ) + �k (1V
�k)� �k (1V
�) = 0; (2.1.20)
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2.1. Déformation formelle

autrement dit, @�k = 0 et donc �k2Ker (@) \ C2 (A) = Z2 (A) :

Dans ce paragraphe nous allons dé�nir le crochet de Gerstenhaber et monter que ce

dernier étend naturellement la notion d�application bord @:

Soient p � 0; q � 0 des entiers. Pour tout 2 f0; :::; p� 1g ; et f 2 Cp
(A):g 2 Cp

(A); on

dé�nit:

f �i g 2 C
p+q�1

(A) = Homk

�
V 
p+q�1; V

�
; (2.1.21)

en posant:

f �i g = f
�
1
iV 
 g 
 1
p+i�1V

�
; (2.1.22)

ou, pour tous a1; :::; ap+q�1 2 V; on a:

f �i g (a1; :::; ap+q�1) = f (a1 
 :::
 ai 
 g (ai+1 
 :::
 ai+q)
 ai+q+1 
 :::
 ap+q�1) ;

(2.1.23)

et on pose: f � g =
Pp�1

i=0 (�1)
i(q+1) (f �i g) 2 Homk (V


p+q�1; V ) ; en posant pour f 2
C

p
(A):g 2 Cp

(A) le crochet de Gerstenhabe est dé�nis comme ceci:

[f; g] = f � g � (�1)(p�1)(q�1) g � f: (2.1.24)

Lemme 2.1.2 Pour tout g 2 C �(A); on a [�; g] = �@g:

Le lemme suivant montre que le crochet de Gerstenhaber étend naturellement la notion

d�application bord @: D�une manière plus générale on peut écrire:

d(p)C = (�1)p+1 [�;C]G : (2.1.25)

L�équation de déformation Par dé�nition, la donnée d�une telle déformation est celle

d�une suite d�applications bilinéaires. qui s�étende en une multiplication associative sur

l�espace C1 (M) [[tn]] des séries formelles en t

8 x; y; z 2 V �t (x; �t (y; z))� �t (�t (x; y) ; z) = 0: (2.1.26)

Expriment �t en fonction de �i; on obtien un système in�ni d�équation:( P
i+j=k i;j�0

�i (x; �j (y; z))� �i (�j (x; y) ; z) = 0: k = 0; 1; 2; ::: (2.1.27)

Ce système in�ni, appelée équation de déformation, donne les conditions nécessaires et

su¢ santes pour que �t soit associative:�
kP
i=0

�i (x; �k�i (y; z))� �i (�k�i (x; y) ; z) = 0: k = 0; 1; 2; ::: (2.1.28)
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2.1. Déformation formelle

1-k = 0 correspond à la condition d�associativité pour �0:

2-La seconde équation est: �0 (x; �1 (y; z))��0 (�1 (x; y) ; z)+�1 (x; �0 (y; z))��1 (�0 (x; y) ; z) =
0:Nous pouvons véri�er que �1 est un 2-cocycle pour la cohomologie de Hochschild (�1 2 Z2 (A0; A0)) :
En concluant que, le premier coe¢ cient �p non nul après �0 est un 2-cocycle et il determine

la partie in�nitesimale de �t voir (2:1:18) :

Obstructions Comme on l�a déjà indiqué dans les sections précédentes, l�équation (2:1:10)

peut se réécrire en disant que pour tout f 2 Cn(A); @f 2 Cn+1(A) est l�application dé�nie
par (2:1:12) :On consideré (2:1:29) ; pour k arbitraire, k � 1; En rassemblant le premier et
le dernier terme l�équation, on peut dé�nir @2�k qui est le deuxième opérateur cobord de la

cohomologie de Hochischild appliqué:

@2�k (x; y; z) =
k�1P
i=1

�i
�
�k�i (x; y) ; z

�
� �i

�
x; �k�i (y; z)

�
; (2.1.29)

Supposons que la déformation tronquée �t = �0 + t�1 + t2�2 + ::: + tm�1�m�1: satisfait

l�équation de déformation. La déformation tronquée est étendue à une déformation d�ordre

m; c�est à dire �t = �0 + t�1 + t2�2 + :::+ tm�1�m�1 + tm�m:

@2�m (x; y; z) =
m�1P
i=1

�i
�
�m�i (x; y) ; z

�
� �i

�
x; �m�i (y; z)

�
: (2.1.30)

En utilisant l�opération rond de Gerstenhaber dé�ni par:

�i � �j (x; y; z) = �i
�
�j (x; y) ; z

�
� �i

�
x; �j (y; z)

�
; (2.1.31)

l�obstruction s�écrit:
m�1P
i=1

�i � �m�1 ou
P

i+j=m i;j 6=m
�i � �j: (2.1.32)

2.1.2 Variétés poissonienne, variétés symplectique, mécanique hamil-

tonienne

Mécanique classique

En 1687, Newton publie dans ces �Principia�les trois lois de la dynamique :

1. Dans un repère inertiel, les corps gardent leur état initial, ou bien le repos, ou bien

la vitesse, en absence de forces externes

2. Dans un repère inertiel, la variation de quantité de mouvement est proportionelle à

la force qui agit sur le corps :
d~p

dt
= ~F : (2.1.33)
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2.1. Déformation formelle

3. Principe d�action et réaction : quand un corps A produit une force sur un corps B,

le corps B produit une force sur le corps A égale en direction et module, mais avec le sens

inverse.

Le deuxième principe décrie le mouvement d�une particule de masse m 2 R strictement

positive dans un ouvert U de Rn est décrit par le système d�équations di¤érentielles d�ordre

2 suivant:
d~p

dt
= ~F , m

d2xi
dt2

= Fi (x1; :::; xn) ; (2.1.34)

(x1; :::; xn) désignent les n coordonnées de la particule et Fi (F1; :::; Fn) : U ! Rn; est une

application de classe C2: L�idée principale de la mécanique Hamiltonienne est la transfor-

mation du système d�ordre 2 (2:1:35) à n variables en un système d�ordre 1 à 2n variables

(q; p) :=
�
q1; :::; qn:p1; :::; pn

�
=

�
x1; :::; xn:m

dx1

dt
; :::;m

dx1

dt

�
; (2.1.35)

la fonction de Hamilton est dé�nit comme suit:

H =
nX
i=1

p2i
2m

+ V (q) ; (2.1.36)

avec:
Pn

i=1
p2i
2m
est l�énergie cinétique et V (q) est l�énergie potentielle. On peut récrire le

système d�équation (2:1:36) de la manière suivante:

dqi

dt
=
pi
m
=
@H

@pi
(q; p) =: XHqi

(q; p) ;

dpi

dt
= �@V

@qi
(q) = �@H

@qi
(q; p) =: XHpi

(q; p) ; (2.1.37)

où XH :=
�
XHq ; XHp

�
:=
�
XHq1

; :::; XHqn

�
:=
�
XHp1

; :::; XHpn

�
; s�appelle le champ hamil-

tonien associé à la fonction H: Il est évident que la fonction hamiltonienne H est une

intégrale première du système (2:1:38) ; c.-à-d., H (q (t) ; p (t)) = H (q (0) ; p (0)) ; ce qui cor-

respond bien à la conservation de l�énergie. On appelle les éléments (q; p) les états (purs)

du système.

Généralités sur la structure de Poisson et son application en mécanique hamil-

tonienne

Dans cette section nous essayons de faire le lien entre la mécanique classique, la géométrie

symplectique, poissonienne et de la mécanique quantique usuelle. "Il ne semblait pas que

cette importante théorie put encore être perfectionnée, lorsque les deux géomètres qui ont le
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2.1. Déformation formelle

plus contribué à la rendre complète, en ont fait de nouveau le sujet de leurs méditations...".

Par ces mots, Siméon Denis Poisson a annoncé en 1809 [64]; qu�il avait trouvé une améliora-

tion dans la théorie de la mécanique lagrangienne, qui a été mis au point par Joseph Louis

Lagrange et Pierre-Simon Laplace. Dans ce document pionnier, Poisson introduit la notion

(a; b) =

nX
i=1

�
@a

@qi

@b

@pi
� @a

@pi

@b

@qi

�
; (2.1.38)

avec a; b deux fonctions de coordonnés q
i
et de moment conjugué pi =

@f
@ _qi
; avec f une

fonction Lagrangienne d�un système mécanique. Il a prouvé que si a; b sont des intégrales

premiers du systèmes, implique que (a; b) l�est aussi. Ce (a; b) est aujourd�hui désigné par

fa; bg et appelé le crochet de Poisson .Lagrange et Poisson l�ont employé pour résoudre le
problème de variation des constantes d�intégration.

Les mathématiciens du 19 ème siècle ont bien sésie l�importance de ce support. En

particulier William Hamilton, en utilisant cette notion pour exprimer ces équations dans un

essai en 1835 [65]; c�est ce que nous appelons maintenant la dynamique hamiltonienne. Carl

Jacobi autour de 1842 [66] a montré que le crochet de Poisson satisfait l�identité célèbre de

Jacobi

ffa; bg ; cg+ ffb; cg ; ag+ ffc; ag ; bg = 0: (2.1.39)

Cette même identité est satisfaite par les algèbres de Lie, étudié par Sophus Lie et ses

collaborateurs à la �n du 19 ème siècle [67]: Ce n�est qu�au cours de la seconde moitié du

XX-ème siècle que la notion de structure de Poisson, sous sa forme générale, a été identi�ée

et systématiquement étudiée. L�étude approfondie des structures de Poisson est due à André

Lichnerowicz [68]; Alexander Kirillov [69] et Alan Weinstein [70]:

En mathématiques, une algèbre de Poisson est une algèbre associative avec un crochet

de Lie qui satisfait également la loi de Leibniz, qui est, le crochet est aussi une dérivation.

Algèbres de Poisson apparaissent naturellement dans la mécanique hamiltonienne, et sont

aussi à l�étude des groupes quantiques.

Dé�nition 2.1.7 Une structure de poisson sur une variété di¤érentiable M est déterminée

par la donnée d�une loi de composition sur l�espace C1 (M;R) ; appelée crochet, (f; g) !
ff; gg ; véri�ant les propriétés suivantes:

-Bilinéarité,

-Antisymétrie, ff; gg = �fg; fg
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2.1. Déformation formelle

-la régle de Leibniz ainsi, le crochet f�;�g; véri�e

ff; ghg = ff; ggh+ g ff; hg : f; g; h 2 C1 (M) : (2.1.40)

-Identité de Jacobi,

fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg = 0: (2.1.41)

Les variétés de Poisson jouent un rôle fondamental dans la dynamique hamiltonienne, où

ils servent d�espace de phase. Ils forment un pont entre le monde commutatif vers le monde

noncommutatif. En des termes très vagues, le problème résolu par Kontsévich consiste en

un passage de structures commutatives à des structures non-commutatives, où les premières

ont leurs origines historiques en mécanique hamiltonienne et les dernières en mécanique

quantique. Dans cette section, nous décrivons brièvement les structures commutatives per-

tinentes. Elles sont associées à des systèmes hamiltoniens classiques.

Dé�nition 2.1.8 Une variété symplectique est une variété lisse (c�est-à-dire C1)M munie

d�une 2-forme fermée non dégénérée !; sachant que:

! =
nX
i=1

dp
i
^ dq

i
: (2.1.42)

Dans notre moderne language, une structure de Poisson sur une variétéM est un champ

de 2-vecteur � =
Pn

i=1
@
@pi
^ @
@qi
(tenseur de poisson ) sur M; de telle sorte que le crochet de

Poisson dans l�éspace des fonctions dé�nis en M est donné par:

ff; gg := hdf ^ dg;�i : (2.1.43)

Dans le langage hamiltonien, un système physique est alors donné par l�algèbre des

fonctions régulières sur la variété symplectique M et par une fonction régulière H appelé le

hamiltonien du système. Les points de M représentent les états du système. Les fonctions

régulières sur M sont alors les observables (comme la position, le moment...). Si O est une

observable, son évolution dans le temps est déterminée par les équations de Hamilton

@

@t
O(t) = XH(O): (2.1.44)

si f :M ! R est une fonction sur une variétés symplectiques (M;!) ; et A � C1 (M) une

algèbre de Poisson de fonctions di¤érentiables réelles, i.e. si f; g 2 A le produit fg 2 A et

le crochet de Poisson

ff; gg = ! (Xf ; Xg) = �hdf;Xgi = �Xg (f) = Xf (g) ; (2.1.45)
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2.1. Déformation formelle

avec ff; gg 2 A ou Xf est le champ de vecteurs hamiltonien de f; i.e.

! (Xf ; Xg) = �hdf;Xgi ; (2.1.46)

pour des fonctions régulières , nous pouvons récrire ces équations ainsi:

@

@t
O(t) = fH;Og: (2.1.47)

l�opération bilinéaire

(f; g)! ff; gg; f et g 2 C1(M); (2.1.48)

est alors antisymétrique. Du fait que ! est fermée, cette opération véri�e l�identité de Jacobi,

à savoir:

fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg = 0: (2.1.49)

l�application g 7! ff; gg véri�e la règle de Leibniz:

ff; ghg = ff; ggh+ g ff; hg : f; g; h 2 C1 (M) : (2.1.50)

Au voisinage de tout point d�une variétés symplectiques (M;!) ;il y a un système local

de coordonnées (p1 ; q1 ; :::; pn ; qn) ; où dimM = 2n; nommé coordonnées canoniques, de telle

sorte nous obtenons l�expression du crochet de Poisson et les champs de vecteurs hamil-

toniens

fF;Gg =
nP
i=1

@F

@qi

@G

@pi
� @F

@pi

@G

@qi
: (2.1.51)

Celà implique

Xh =
nP
i=1

@h

@qi

@

@pi
�

nP
i=1

@h

@pi

@

@qi
: (2.1.52)

l�équations de Hamilton prends la forme suivante

_q
i
=
@h

@pi
; _p

i
=
@h

@qi
: (2.1.53)

En e¤et, pour dé�nir un champ de vecteurs hamiltonien d�une fonction, ce qui l�on a

vraiment besoins n�est pas une structure symplectique, mais une structure de Poisson.

De la mécanique hamiltonienne à la mécanique quantique

Le problème fondamental de la quanti�cation consiste, partant d�un système dont les états

classiques constituent une variété symplectique (M;!), à lui à associer de manière la plus

"canonique" possible un espace de Hilbert H dé�nissant l�espace des états quantiques de ce

système. Une procédure de quanti�cation doit aussi permettre d�associer a toute algèbre
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2.1. Déformation formelle

de Lie d�observables classiques, A 2 C1(M) une algèbre d�opérateurs, A 2 L(H), de telle
sorte que la correspondance A ! A véri�e un certain nombre de règles algébriques,dont

nous allons détailler certaines plus bas.

En mécanique hamiltonienne, les systèmes physiques sont décrits par des algèbres com-

mutatives, à savoir des algèbres de fonctions régulières sur des variétés de Poisson. En

mécanique quantique, à l�opposé, les systèmes physiques sont décrits par des algèbres non

commutatives, à savoir des algèbres d�opérateurs (ce sont les observables) sur des espaces

de Hilbert. La description quantique fournit toujours des prédictions plus précises de résul-

tats d�expériences physiques. Néanmoins pour des systèmes à une échelle macroscopique, la

description classique reste une très bonne approximation de la description quantique. On

obtient une mesure quantitative pour la qualité de l�approximation en exprimant la con-

stante de Planck dans un système d�unités caractéristiques de l�échelle du système : plus la

constante de Planck apparaît petite, plus la description classique s�approchera de la descrip-

tion quantique. On dit souvent que la mécanique classique est la limite de la mécanique

quantique quand la constante de Planck tend vers zéro.

Déformation des structures poisonienne, cohomologie de Poisson et crochet de

Schouten-Nijenhuis.

La cohomologie de Poisson a été introduit par Lichnerowicz [68]: Son existence est basée sur

le lemme suivant:

Lemme 2.1.3 Si � est un tenseur de Poisson, alors pour tout champ multi-vecteur A;(

nous avons, Cette relation a été démontré dans [56])

[�; [�; A]] = 0: (2.1.54)

Soit (M;�) une variété lisse de Poisson, désigné par @ = @� : �
� (M)! �� (M) :Introduisons

sur les tenseurs contravariants anti- symmetrique, l�opérateur @ qui, à tout i-tenseur A fait

correspondre le (i+ 1)-tenseur:

@� (A) = [�; A] : (2.1.55)

(2:1:55) exprime que @� est un opérateur di¤érentiel dans la mesure où @� � @� = 0. Le

complexe di¤érentiel correspondant (�� (M) ; @) c.-à-d.:

:::! �p�1(M)
@! �p(M)

@! �p+1(M)
@! :::; (2.1.56)

sera appelé le complexe de Lichnerowicz et la cohomologie correspondante est appelé Coho-

mologie de Poisson.
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Par dé�nition, les groupes de cohomologie de Poisson de (M;�); c�est à dire la coho-

mologie des groupes de l�ensemble Lichnerowicz sont des groupes quotients:

Hp
� (M) = ker

�
@ : �p(M)! �p+1(M)

�
= Im

�
@ : �p�1(M)! �p(M)

�
: (2.1.57)

le zéroième groupe de cohomologie de PoissonH0
� (M) est le groupe de fonctions f 2 C1(M)

telle que Xf = �[�; f ] = 0:Le premier groupe de cohomologie de Poisson H1
� (M) est le

quotient de l�espace l�espace des champs de vecteurs de Poisson (c.-à-d.champs de vecteursX

tel que [�; X] = 0) par l�espace l�espace des champs de vecteurs hamiltoniens (c.-à-champs

de vecteurs du type [�; f ] = X�f).

On a vu que la di¤érentielle de Hochschild peut s�écrire en fonction du crochet de Ger-

stenhaber. L�analogue pour la di¤érentielle de Poisson est fourni par le crochet de Schouten

SoitM une vari et e di erentiable. On rappelle que l�algèbre graduée A(M) des champs de

tenseurs contravariants antisymétriques surM est munie d�une loi de composition interne, le

crochet de Schouten-Nijenhuis [71; 72]; notée (P;Q)! [P;Q]; dont la restriction a A1(M)

est le crochet usuel des champs de vecteurs.

Rappelons que, si A = ai
P

i
@
@xi
; B = bi

P
i
@
@xi
sont deux champs de vecteur écrits dans

un système de coordonnées local (x1; :::; xn) : Alors le crochet de Lie s�écrit [16]

[A;B] =
X
i

ai

 X
j

@bi
@xi

@

@xj

!
� bi

 X
j

@aj
@xi

@

@xj

!
; (2.1.58)

formellement nous dénotons @
@xi

par � i ;dans ce cas (2:1:59) peut s�écrire:

[A;B] =
X
i

@A

@� i

@B

@xi
�
X
i

@B

@� i

@A

@xi
: (2.1.59)

une génértalisation de cette formule nous mène à dé�nir le commutateur de A et B comme

suit:

[A;B] =
X
i

@A

@� i

@B

@xi
�
X
i

@B

@� i

@A

@xi
: (2.1.60)

Le crochet de Schouten-Nijenhuis est caractérisé par les propriétés suivantes :

Propriété 1: Pour f et g 2 A0(M) = C1 (M;R) ; [f; g] = 0:

Propriété 2: Anti-commutativité, pour un champ de vecteurs P 2 Ap(M) et Q 2 Aq(M)

[P;Q] = � (�1)(p�1)(q�1) [Q;P ] : (2.1.61)

Propriété 4: règle de Leibniz:

[A;B ^ C] = [A;B] ^ C + (�1)(a�1)bB ^ [A;C] : (2.1.62)

23



2.1. Déformation formelle

Propriété 5:identité de jacobi:

(�1)(a�1)(c�1) [A; [B;C]] + (�1)(b�1)(a�1) [B; [C;A]] + (�1)(c�1)(b�1) [C; [A;B]] = 0: (2.1.63)

Propriété 6: Pour un champ de vecteursX 2 A1(M) et un champ de tenseursQ 2 A(M);
[X;Q] est la dérivée de Lie, LXQ de Q relativement a X.

[X;Q] = LXQ: (2.1.64)

En particulier, si X et Q sont deux champs de vecteurs, puis le crochet de Schouten de

X et Q coïncide avec leur crochet de Lie. Si X = f est un champ de vecteurs et B = g est

une fonction, nous aurons par la suite ceci

[f; g] = X (g) = hdg;Xi : (2.1.65)

On a alors pour tout Q 2 �p(M)

@(p) (Q) = � [Q; f�;�g]S : (2.1.66)

La quanti�cation par déformation est une algèbre associative non commutative dont

les éléments sont considérés comme les observables quantiques [72]: Cette algèbre n�est

pas donnée comme une algèbre d�opérateurs sur un espace de Hilbert mais comme une

déformation formelle (formulée dans le cadre des séries formelles) à un paramètre de l�algèbre

des fonctions régulières sur la variété de Poisson donnée.

En 1997, Un travail de M. Kontsévich eut un e¤et catalyseur pour un vaste champ

de recherches mathématiques (théorie de Lie, groupes quantiques, déformations, opérades,

liens avec la théorie des nombres, la théorie des n�uds et les motifs). Il démontre que toute

variété de Poisson admet une quanti�cation formelle, résolvant ainsi un problème ancien

de physique mathématique. le problème résolu par Kontsévich consiste en un passage de

structures commutatives à des structures non commutatives, où les premières ont leurs

origines historiques en mécanique hamiltonienne et les dernières en mécanique quantique.

Dans cette section, nous décrivons brièvement les structures commutatives pertinentes. Elles

sont associées à des systèmes hamiltoniens classiques. Une variété symplectique est une

variété lisse (c�est-à-dire C1) M munie d�une 2-forme fermée non dégénérée !. Un exemple

typique est la variété tangente M = TL:

On étudie dans cette section les déformations des algèbres associatives commutatives.

On montre que la déformation d�ordre 1 induit une structure de Poisson.
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Soit At = (V; �t) une déformation d�une algèbre associative commutative A0 = (V; �0)
Supposons que:

�t (x; y) = �0 (x; y) + �1 (x; y) t+ �2 (x; y) t
2 + :::; 8x; y 2 V: (2.1.67)

Alors

�t (x; y)� �t (y; x)

t
= �1 (x; y)� �1 (y; x) + t

P
i�2 (�i (x; y)� �i (y; x)) t

i�2: (2.1.68)

La relation (2:1:69) implique que pour t tend vers zéro, alors la quantité �t(x;y)��t(y;x)
t

dé�nis le crochet fx; yg := �1 (x; y)� �1 (y; x) : Ce crochet dé�nit une structure de Poisson
sur l�algèbre commutative A0:
En terme physique, on peut considérer t comme un paramètre quantique telle la constante

de Planck, donc on peut conclure cette section par ce résultat : l�algèbre de Poisson A est

la limite classique de l�algèbre de Poisson A [[t]] et l�algèbre A [[t]] est la quanti�cation par

déformation de l�algèbre de Poisson A.

Théorème 2.1.2 Soit A0 = (V ;�0) une algèbre associative commutative et At = (V; �t)

une déformation formelle de A0: Considérons le crochet dé�ni pour x; y 2 V par fx; yg
:= �1 (x; y)� �1 (y; x) où �1 est le premier terme de la déformation �t:

Alors (V; �0; f�;�g) est une algèbre de Poisson.
le problème de quanti�cation par déformation est le problème inverse: étant donnée une

algèbre de Poisson A, il s�agit de trouver une déformation formelle de A permettant de

retrouver la structure d�algèbre de Poisson d�origine sur A; en considerant la limite quasi-
classique. la multiplication déformée est appelée star-produit.

Quanti�cation par déformation de la structure de Poisson

Etant donnée une algèbre de PoissonA; une quanti�cation par déformation consiste à décrire
une algèbre permettant de retrouver la structure d�algèbre de Poisson d�origine sur A: Cette
algèbre n�est pas donnée comme une algèbre d�opérateurs sur un espace de Hilbert mais

comme une déformation formelle à un paramètre de l�algèbre des fonctions régulières sur la

variété de Poisson donnée. Généralement et par dé�nition, la donnée d�une telle déformation

est celle d�une suite d�applications bilinéaires.

(f; g) 7! Bn (f; g) ; f et g régulières; (2.1.69)
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telle que B0 (f; g) = fg et telle que la multiplication

f ? g =
1X
n=0

Bn (f; g) t
n: (2.1.70)

s�étende en une multiplication associative sur l�espace C1(M)[[tn]] des séries formelles en

t: Une quanti�cation formelle ou quanti�cation par déformation d�une variété de Poisson

donnéeM est alors un star-produit tel que, quand t tend vers zéro, le crochet de l�algèbre de

Lie sous-jacente à l�algèbre associative déformée tend vers le crochet de Poisson des fonctions.

Concrètement, cette dernière condition signi�e que l�on a B1ff; g)�B1fg; f) = ff; gg:
Dans cette section on étudie les déformations formelles du crochet de Moyal dé�nie sur

l�algèbre des fonctions d�une variété symplectique. en utilisant cette notation [74] :

ff; ggt = tn
kP
k=0

ff; ggk ; (2.1.71)

avec:

ff; ggk =
2nP
i;j=1

Jkij (x)
@f

@xi

@g

@xj
; k = 0; 1; 2; :::; n (2.1.72)

Où les xi = (x1; :::; x2n) sont les coordonnées dans l�espace des phases sur la variété

de Poisson M: avec J0 (x) est un tenseur dé�nit comme: J0 =

 
On In

�In On

!
et ff; gg0 =

nP
i=1

�
@f
@xi

@g
@pi
� @f

@pi

@g
@xi

�
est le crochet de Poisson ordinaire . Comme on l�a indiqué auparavant

on retrouve le cas ordinaire pour le premier terme k = 0; pour le k 6= 0; c.-à-d. ff; ggk on
dé�nit une déformation formelle de l�algèbre associative M: Ces crochets doivent véri�er la

compatibilité

ff; ghgt = ff; ggt h+ g ff; hgt ; (2.1.73)

et l�identité de Jacobi

	f;g;h ff; fg; hgtgt = 0; (2.1.74)

où 	f;g;hest la somme sur les permutations circulaires de f; g et h. Les caractéristiques des
matrices Jkij (x) sont obtenues en développant toutes ces propriétés.
En utilisant la dé�nition du crochet de Poisson, les équations (2:1:72) et (2:1:77) respec-

tivement donnent:

1X
k=0

tk
2nX
i;j=1

@f

@xi
Jlij (x)

@ (gh)

@xj
=

1X
k=0

tk
2nX
i;j=1

@f

@xi
Jlij (x)

@ (g)

@xj
h+

1X
k=0

tk
2nX
i;j=1

g
@f

@xi
Jlij (x)

@ (h)

@xj
:

(2.1.75)
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et

ff; fg; hgtgt =(
f;

1X
k=0

tk ff; ggk

)
k

=
1X
k;l=0

tl+k
2nX
i;j=1

2nX
�;�=1

@f

@xi
Jlij (x)

@

@xj

�
Jk�� (x)

@g

@x�

@h

@x�

�
(2.1.76)

Par les propriétés de l�algèbre de Poisson déformée, nous pouvons trouver les caractéris-

tiques des matrices Jkij (x) :
Dans le pragraphe suivant essayons de disscuter deux cas, le premier est l�indépendance

des matrices Jkij de l�espace et le second est la dépendance de l�espace.

1. Premier cas: Jkij indépendant du x: Etand donné que l�algèbre de Poisson est anti-
symétrique ff; ggt = �fg; fgt ; par une simple démonstration, on peut montrer que
le tenseur Jkij est antisymmetrique

Jkij = �Jkji; pour k = 0; 1; 2; :::n: et les composantes Jkii (x) = 0: (2.1.77)

la propriété de l�antisymmetrie des matrices Jkij (2:1:78) ; peut être véri�er par une
autre méthode en utilisant en utilisant l�identité de Jacobi (2:1:75) :

2. deuxième cas
�
Jkij (x)

�
: Pour ce cas injectons (2:1:72) dans l�équation (2:1:77) ; on

btient ceci

	f;g;h
1P
k;l=0

tl+k
2nP

i;j;�;�=1

�
(@�f) Jl�� (@�@ig) Jkij (@jh) + (@�f) Jl�� (@ig) Jkij (@�@jh)

�
= 0:

(2.1.78)

Delà, on tire trois équations qui véri�e l�antisymmétrique de la matrice Jkij
1P
k;l=0

tl+k
2nP

i;j;�;�=1

�
(@�f) Jl�� (@�@ig) Jkij (@jh) + (@�h) Jl�� (@if) Jkij (@�@jg)

�
= 0; (2.1.79)

et

1P
k;l=0

tl+k
2nP

i;j;�;�=1

�
(@�h) Jl�� (@�@if) Jkij (@jg) + (@�g) Jl�� (@ih) Jkij (@�@jf)

�
= 0; (2.1.80)

et

1P
k;l=0

tl+k
2nP

i;j;�;�=1

�
(@�g) Jl�� (@�@ih) Jkij (@jf) + (@�f) Jl�� (@ig) Jkij (@�@jh)

�
= 0; (2.1.81)

à l�ordre p en t l�éq. (2:1:82) peut s�écrire comme:

1P
p=0

tp
pP
k=0

2nP
i;j;�;�=1

�
(@�f) Jp�k�� (@�@ig) Jkij (@jh) + (@�h) Jp�k�� (@if) Jkij (@�@jg)

�
= 0

(2.1.82)
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2.1. Déformation formelle

avec une simple permutation d�indices, on trouve:

2nP
i;j;�;�=1

(@if) (@�@jg) (@�h)
pP
k=0

�
�Jp�kij Jk�� + Jp�k�� Jkij

�
= 0: (2.1.83)

On considèr une déformations in�nitesimales à l�ordre 1 et 2 (k = 0; 1) ; on a respec-

tivement

ff; fg; hg0g1 � ff; fg; hg1g0 = 0; 	f;g;h ff; fg; hg1g1 = 0: (2.1.84)

L�identité de Jacobi pour les deux cas s�écrit explicitement:

J0�� (x)
@J1�� (x)
@x�

+ J0�� (x)
@J1�� (x)
@x�

+ J0�� (x)
@J1�� (x)
@x�

= 0; (2.1.85)

; J1�� (x)
@J1�� (x)
@x�

+ J1�� (x)
@J1�� (x)
@x�

+ J1�� (x)
@J1�� (x)
@x�

= 0: (2.1.86)

de la même manière on peut calculer les autres termes de la matrice Jkij (x) : Nous
allons passer à une petite application, soit V l�espace des phase à deux dimensions, les

élements de la matrice Jk peuvent être calculer l�ordre 1 en t:Où le crochet de Poisson
déformé est dé�ni par:

fxi; xjg =
�
J0 + tJ1 (x)

�
ij
: (2.1.87)

par les relations (2:1:74) ; (2:1:75) ; (2:1:87) ; nous pouvons trouver les propriétés des

matrices J1ij (x) dans l�éspace des phase à deux dimensions

J1ij (x) =

 
0 J112 (x)

�J112 (x) 0

!
: (2.1.88)

Cas particulier :

1-le crochet de Poisson dans le cas d�une longueur minimale à une dimension

[74] est donné par:

fxi; pjg = 1 + �p2; (2.1.89)

de (2:1:87) ; nous pouvons aussi conclure les matrices J0 et J1 :

J0 =

 
0 1

�1 0

!
et J1 =

 
0 p2

�p2 0

!
: (2.1.90)

En utilisons la relation (2:1:72) : On peut facilement véri�er que la matrice J1ij (p) véri�e
la régle de Leibniz, ainsi (2:1:85) et (2:1:86) sont satisfaites par les matrices J1ij et J0�� :
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2.1. Déformation formelle

Si �; �; � = 1 ! J1;011 = 0 et si �; �; � = 2 ! J1;022 = 0; donc il faut prendre les indices
�; � = 1 et � = 2; utilisant la relation (2:1:87) ; nous aurons:

J11� (x)
@J112 (x)
@x�

+ J11� (x)
@J121 (x)
@x�

= 0; (2.1.91)

J01� (x)
@J112 (x)
@x�

+ J01� (x)
@J121 (x)
@x�

= 0: (2.1.92)

On peut aussi véri�er que, J112 (x) = �J121 (x) :Tout ces résultats obtenus véri�es le choix
de nos matrices J0 et J1. Par conséquent on peut conclure que la déformation formelle dans
le cas de la longueur minimale à une dimension véri�e les conditions de l�algèbre de poisson

associative.

2-La longueur minimale dans le cas classique:

Avec ces résultats, laissez-nous examiner comment modi�er les structure classiques. Nous

dé�nissons la limite classique en remplaçant les commutateurs par les crochets correspon-

dantes de Poisson. Si x est une observable, son évolution dans le temps est déterminée dans

le cas déformé par:
d

dt
x (t) = fH; xgt (2.1.93)

Le crochet de Poisson de deux fonctions H et x = (qi; pi) sur l�espace de phase déformé

est:

fH; xgt = fH; xg0 + t fH; xg1 : (2.1.94)

Donc les équations canoniques de Hamilton se réecrivent comme suit:

_xi =
�
J0 + tJ1 (x)

�
ij

@H (x)

@xj
: (2.1.95)

avec xTi = (q1;:::qn; p1:::; pn) ; à une dimension nous pouvons écrire les équations du hamil-

tonien en présence d�une longueur minimale comme suit:

_q =
�
1 + �p2

� @H
@p

_p = �
�
1 + �p2

� @H
@q

(2.1.96)

Dans le cas libre, les équations du mouvement s�écrivent:

_p = 0 =) p = cte; et _q =
�
1 + �p2

�
p=m =) q =

�
1 + �p2

� p
m
t: (2.1.97)

et dans le cas d�un oscillateur harmonique, par:

_q =
�
1 + �p2

�
p=m et _p = �

�
1 + �p2

�
m!2q: (2.1.98)

Dans ce qui suit, nous aurons recours à un formalisme introduites par [11, 12, 13, 14],

a�n d�étudier la déformation spéci�que induite par le modèle de déformation formelle en

mécaniqu quantique.

29
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2.1.3 Principe D�incertitude Généralisé (GUP)

L�hypothèse de la continuité de l�espace est l�une des importantes requêtes en physique

théorique et expérimentale, qui peuvent être brisées à la limite des hautes énergies. Il

y a beaucoup d�années, Snyder [75] a proposé d�abandonner l�idée de la continuité de

l�espace-temps. l�existence d�une échelle de longueur minimal l�ont obligés à laisser tomber

l�hypothèse habituelle des coordonnées qui commutent. En e¤et, comme nous l�avons rap-

pelé dans l�introduction, l�existence d�une longueur minimal est l�un des aspects communs

des di¤érents candidats de la gravitation quantique, tel que la théorie des cordes ( string

theory) [15]; Le principe holographique [76]; trous noirs (black hole) [18]; la géométrie non-

commutative [16; 17] et la relativité restreinte déformée (doubly special relativity: DSR)

[4; 5; 6]: Récemment, la construction d�une théorie GUP perturbative qui est conformé aux

théories de DSR est également discuté. En outre, certains preuves phénoménologique im-

plique qu�une longueur minimale de l�ordre de la longueur de Planck lP � 10�35m découle

naturellement de toute théorie de la gravitation quantique.

Comme il est bien connu, l�une des théories contenant une longueur fondamentale de

l�ordre de lP (qui peut être liée à l�extension des particules) est la théorie des cordes. elle

fournit une théorie cohérente de la gravité quantique et permet d�éviter les di¢ cultés men-

tionnées antérieurement (dans l�introduction). En fait, contrairement à des théories des

particules ponctuelles, l�existence d�une longueur fondamentale joue le rôle d�un cut-o¤ na-

turel. Par conséquent, les divergences ultraviolettes sont évitées sans faire appel ni à la

renormalisation ni à la régularisation.

la réalisation de cet e¤et de la gravité quantique dans les expériences en cours ou à venir

peuvent faire une in�uence intense sur notre point de vue sur l�univers dans lequel nous

vivons. En outre, il pourrait résoudre certains problèmes tels que le mécanisme pour éviter

l�espace-temps du trou noir, la constante cosmologique...etc.

Récemment, il y a eu un intérêt croissant en étudiant l�impact de la non-commutativitée

des coordonnées sur les propriétés des systèmes quantiques et a�n d�intégrer l�idée de la

longueur minimale avec les lois de la mécanique quantique, nous avons besoin de modi�er

le principe d�incertitude de Heisenberg à ce qu�on appelle Principe d�incertitude Généralisé

(GUP). L�introduction de cette idée a attiré beaucoup d�attention ces dernières années et

de nombreux documents ont été apparu dans la littérature pour répondre aux e¤ets de la

GUP sur divers systèmes quantiques [10; 21; 22; 27; 28; 33; 35]: Dans ce formalisme, les

relations de commutations dans l�espace de Hilbert sont modi�ées et par conséquent les

hamiltoniens des systèmes devraient être modi�és.
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Étant donné que les e¤ets de la longueur minimale seront importants à l�échelle des

hautes énergies et à cette limite les particules élémentaires obéissent aux équations du

mouvement relativistes, il est essentiel d�investir dans ce domaine en incluant le Principe

d�incertitude Généralisé.

Pour mettre en �uvre la notion d�une longueur minimale; Nous allons commencer par

une esquisse des principes de base de la mécanique quantique. Le principe d�incertitude

(ou principe d�indétermination) énonce que, pour une particule massive donnée, on ne peut

pas connaître simultanément sa position et sa vitesse. Ce principe fut énoncé au printemps

1927 par Heisenberg. Les travaux de Planck, Einstein et De Broglie avaient mis au jour que

la nature quantique de la matière entraînait l�équivalence entre des propriétés ondulatoires

(fréquence et vecteur d�onde) et corpusculaires (énergie et impulsion) selon les lois:

p
i
= ~ki; E = ~!: (2.1.99)

Dans le contexte actuel, il important d�étudier cette relation avec soin. En utilisant les

relations de commutation habituelles.

[xi; kj] = i�ij; (2.1.100)

la quanti�cation dans la représentation des positions x̂i = xi mène à:(
k̂i = �i@i; p̂i = ~ki = �i~@i;
!̂ = i@t; E = ~! = i~@t:

����� : (2.1.101)

On dé�nit la valeur moyenne d�un opérateur (d�une observable) Â dans l�état 	 par

:h	j Â j	i : De façon analogue à l�écart-type d�une variable aléatoire, on peut dé�nir "l�écart-
type" de cet opérateur dans l�état 	 par:

�Âj	i =

r
h	j Â2 j	i �

�
h	j Â j	i

�2
: (2.1.102)

Deux opérateurs Â et B̂ satisfont la relation d�incertitude:

�Âj	i�B̂j	i �
1

2

���hhÂ; B̂iij	i��� ; (2.1.103)

où j	i est le vecteur d�état du système. Ceci nous mène vers l�inégalité de Heisenberg donné
par:

�x̂i�p̂i �
1

2
~: (2.1.104)
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2.1. Déformation formelle

Enmécanique quantique, l�opérateur d�évolution est l�opérateur Û (t� t0) qui transforme

l�état quantique au temps t0 en l�état quantique au temps t résultant de l�évolution du

système sous l�e¤et de l�opérateur hamiltonien

j	(t)i = Û (t� t0) j	(t0)i ;

Û (t� t0) = exp

�
� i
~
Ê (t� t0)

�
) i~@t j	i = Ê j	i ; (2.1.105)

alors qu�une observable satisfait l�équation d�évolution

d

dt
Â =

h
Â; Ê

i
: (2.1.106)

A�n d�incorporer l�hypothèse d�une longueur minimale lm en mécanique quantique,

plusieurs approches ont été proposées, on peut cité: le principe d�incertitude généralisé

[11; 12; 13; 14]; géométrie non-commutative [16; 17]; une relativité restreinte déformée

avec une nouvelle sorte de Lorentz -transformations sont probablement les approches les

plus étudiés [4; 5; 6]: Dans notre thèse, nous allons suivre l�approche de GUP. Dans ce

contexte, nous supposons maintenant que l�on peut augmenter arbitrairement l�impulsion p

de la particule, mais le vecteur d�onde k ne doit pas dépasser une certaine valeur maximale

de l�ordre de 1
lm
[77]: Par conséquent et en tenant compte de la relation (2:2:1) ; on aura des

déviations par rapport à la dépendance linéaire indiqué dans la relation: p
i
= ~ki; lorsque

p approche la valeur ~
lm
:Ceci s�interprète physiquement par le fait que les particules ne peu-

vent pas posséder des longueurs d�onde � = 2�=k arbitrairement petites, et que des échelles

de distances arbitrairement petites ne peuvent plus être explorées.

Le papier de Kempf, Mangano, Mann (KMM) nous propose un principe d�incertitude

généralisé qui réponds à la discontinuité de l�espace et qui véri�e la relation de commutation

suivante: h
X̂; P̂

i
= i~f (P ) ; (2.1.107)

avec f (P ) une fonction positive, qui peut tendre vers la valeur de 1 quand P ! 0 (dans le

but de récupérer les relations de commutations usuelles).

On suppose que cette fonction a une forme générale et le développement au premier

ordre nous donne cette relation: h
X̂; P̂

i
= i~

�
1 + �P 2

�
; (2.1.108)

� est un petit paramètre de déformation positive, relié à la longueur élémentaire à travers

la relation lm = ~
p
�; par exemple dans le cadre de la théorie des cordes, ce paramètre de
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2.1. Déformation formelle

déformation est déterminée comme étant la constante fondamentale associée à la tension

des cordes ls � (10�32cm)2 et véri�e ceci � = �0=(Mpc)
2 = �0 (lp=~)

2 ; avec Mpl � 1019GeV
et lp � 10�33cm sont respectivement la masse et la longueur de Planck, lp peut être écrite

en fonction de La constante gravitationnelle de Newton GN comme lp =
q

GN~
4�c3

and �0 est

de l�ordre de l�unité [78]:

Sous ces hypothèses, le développement de Taylor de f au voisinage de P = 0 est de la

forme:

f (P ) = 1 + �P 2 +O
�
P 4
�
; (2.1.109)

ainsi (2:2:10) décrira la classe la plus normale des modi�cations possibles des relations de

commutation usuelles.

En mécanique quantique, la relation de commutation est reliée directement à la rela-

tion d�incertitude à travers la formule (2:1:103) :À une dimension la relation d�incertitude

généralisée la plus simple qui implique une incertitude minimale non nulle en position a la

forme suivante:

�X�P � ~
2

�
1 + �hP̂ 2i

�
; (2.1.110)

En utilisant la dé�nition de l�écart quadratique moyen (2:1:102) ; on peut démontrer que

la relation d�incertitude généralisée à une dimension a la la forme suivante:(
�X�P � ~

2

�
1 + � (�P )2 + 


�
� ~

2

�
1 + � (�P )2

�
;

����� ; (2.1.111)
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avec 
 = �hP i2: Nous pouvons voir que pour les petits valeurs de �P � hP i � 0; les termes
en � et 
 seront négligés, ce qui implique que la relation (2:1:111) retrouve le comportement

habituel d�une relation d�incertitude

�X & ~
2�P

: (2.1.112)

on observe que pour les petites valeurs de �P; la relation d�incertitude généralisée et la

relation d�incertitude ordinaire sont presque identiques; elles deviennent remarquablement

di¤érentes dans la région de grand �P: Dans cette région ou les valeurs de �P sont su¤-

isamment grandes, l�incertitude en position �X satisfera la relation suivant

�X & ~�
2
�P: (2.1.113)

Comme il est bien connu, la physique des particules, à l�échelle de petites distances est

reliée à un niveau d�énergie très élevé. Ceci est l�une conséquences du principe d�incertitude

de Heisenberg. Idem pour les théories des champs quantiques locales, qui décrivent la

dynamique des particules élémentaires, les degrés de liberté fondamentaux sont dé�nis à

hautes énergies, ou d�une manière équivalente, à petites distances. Il est clair, qu�il y a

une séparation entre la physique ultraviolette et infrarouge du point de vue du groupe de

renormalisation. Contrairement à ce qu�on distingue dans la relation (2:1:113) les deux

domaines sont liés c�est ce qu�on appelle le UV-IR mixing.

Aussi bien que cette conséquence, n�est pas comprise actuellement. De divers auteurs

pensent que ce type de mélange peut être nécessaire pour comprendre le problème de la

constante cosmologique [19]; ou celui de l�in�ation cosmologique [33]:

La présence du terme � (�P )2 dans la relation (2:1:110) indique que même pour de

grandes valeurs de �P; �X est toujours supérieur à une valeur minimale (�X)
min

non

nulle. D�ailleurs, elle nous propose une incertitude minimale en position, cette quantité joue

le rôle d�un cuto¤ qui a comme e¤et de régulariser les divergences ultraviolettes [34]

�X � ~
p
�
�
1 + �hP̂ 2i

�
;

et une incertitude minimal absolue de �X � (�X)min = ~
p
�:

Comme on peut le distinguer la relation de commutation (2:1:108) présente quelques

inconvénients, elle détruit la symétrie entre la position et le moment dans le formalisme

hamiltonien. En e¤et, il est possible que la nature ne possède pas seulement une longueur

minimale, mais également un moment minimal. Dans ce cas là et plus généralement, la

relation GUP se présente sous cette forme [12] :

�X�P � ~
2

�
1 + � (�X)2 + � (�P )2 + 


�
; (2.1.114)
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avec: 
 = �hXi2 + �hP i2; cette relation nous mène vers une incertitude minimale non
nulle sur la position et sur le moment ((�X)min 6= 0 et (�P )min 6= 0) : La relation (2:1:114)
implique une nouvelle relation de commutation entre les opérateurs X̂ et P̂ :h

X̂i; P̂j

i
= i~�ij

�
1 + �X̂2 + �P̂ 2

�
; (2.1.115)

avec � et � sont deux petits paramètres, respectivement de dimension de l�inverse de la

longueur carrée, et de l�inverse du moment carré.

Pour le cas général à N dimensions, la relation d�incertitude généralisée contient des cor-

rections particulières qui pourraient survenir comme un e¤et de la gravitation à l�ultraviolet,

ou comme un e¤et de corde. Donc ici considérons les petites limites de correction d�une

forme générale.

Une généralisation naturelle de la relation de commutation (2:1:108) ; préservant la

symétrie rotationnelle, s�écrit sous cette forme [13; 22; 26; 29] :h
X̂i; P̂j

i
= i~�ij

�
1 + �P̂ 2 + �0P̂iP̂j

�
; (2.1.116)

avec: P̂ 2 =
PN

i=1 P
2
i ; Le paramètre additionnel �

0 est assumé un paramètre petit et positif

[�0] =
�
1
P 2

�
:

Sachant que cette relation n�est pas introduite pour avoir une incertitude minimale non

nulle sur la position, mais aussi, pour assurer que les opérateurs X̂ et P̂ soient auto-adjoints

[13]:

Dans une algèbre de Heisenberg généralisée non seulement les positions et les moments

ne commutent pas, maintenant même les positions et les moments ne commutent pas, entre

elles-mêmes. Bien que la quanti�cation abandonne l�espace des phases classique, cela aban-

donne également l�espace de con�guration et des moments ordinaire. Dans ce cas là nous

nous concentrons au situation avec des incertitudes minimales non nulles sur les positions

seulement ((�X)min 6= 0) et nous exigeons:h
P̂i; P̂j

i
= 0; (2.1.117)

on peut extraire les relations de commutation des opérateurs de positionh
X̂i; X̂j

i
=
(2� � �0) + (2� + �0) �P 2

1 + �P 2

�
P̂iX̂j � P̂jX̂i

�
: (2.1.118)

Celà peut être justi�er par le faite que les opérateurs de positions et des moments doivent

satisfaire l�identité de Jacobi:

[[A;B] ; C] + [[C;A] ; B] + [[B;C] ; A] = 0 8A;B;C 2 fXi; Pjgi;j ; (2.1.119)
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de (2:1:116) ; on peut déduire la relation d�incertitude à N dimention

�Xi�Pj �
~
2
�ij
�
1 + (N� + �0) (�Pj)

2 + 

�
; (2.1.120)

avec: 
 = �
PN

i=1hPki2 + �0hPii2: La minimisation de cette dernière relation par rapport à
�Pj donne:

(�X)min = ~
q
(N� + �0); 8i (2.1.121)

Les relations de commutations modi�ées, signalées antérieurement ne brise pas la symétrie

par rapport aux rotations. Plus exactement, les générateurs du groupes de rotation peuvent

être exprimé en fonction des opérateurs X̂ et P̂ comme ceci:

L̂ij =
1

1 + �P 2

�
X̂iP̂j � X̂jP̂i

�
; (2.1.122)

celà véri�e les relations de commutation suivante (démonstration voir appendix A):h
P̂i; L̂jk

i
= i~

�
�ikP̂j � �ijP̂k

�
;
h
X̂i; L̂jk

i
= i~

�
�ikX̂j � �ijX̂k

�
;
h
L̂i; L̂jk

i
= i~

�
�ikL̂j � �ijL̂k

�
;

(2.1.123)

à trois dimensions on écrit:

L̂i =
1

1 + �P̂ 2
�ijkX̂jP̂k; (2.1.124)

sont des générateurs de rotation. Autrement dit, ils répondent. C�est-à-dire, ils satisfont

l�algèbre usuelle:h
P̂i; L̂j

i
= i~�ijkP̂k;

h
X̂i; L̂j

i
= i~�ijkX̂k;

h
L̂i; L̂j

i
= i~�ijkL̂k: (2.1.125)

La relation de commutation (2:1:116) peut s�écrire en fonction des composantes du mo-

ment angulaire : h
X̂i; P̂j

i
= i~

�
2� � �0 + � (2� + �0) P̂ 2

�
�ijkL̂k: (2.1.126)

Celà peut être utile pour l�étude des systèmes à symétrie sphérique.

2.1.4 Représentation théorique et conséquences de la relation d�incertitude

généralisée

Ultérieurement nous proposons les di¤erentes représentations en termes d�opérateurs di¤er-

entiels des relations de commutation

h
X̂i; P̂j

i
= i~�ij

�
1 + �P̂ 2 + �0P̂iP̂j

�
;
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[Pi; Pj] = 0; (2.1.127)h
X̂i; X̂j

i
=
(2� � �0) + (2� + �0) �P 2

1 + �P 2

�
P̂iX̂j � P̂jX̂i

�
:

Alors que les problèmes de la mécanique quantique déformés, peuvent parfois être résolu

par une approche algébrique élégante , par exemple en introduisant des opérateurs d�échelle

dans le cas de l�oscillateur harmonique [12]; ou par la factorisation SUSYQM [81]; cette

théorie qui a été initiée par Witten [82] qui a introduit pour la première fois en mécanique

quantique non relativiste les concepts de symétrie relatifs à la théorie des champs, ses travaux

seront ensuite repris et développés par d�autres physiciens [83]:

Dans notre cas La méthode qui parait évidente, c�est de trouver une représentation

des opérateurs X̂i; P̂j en termes d�opérateurs di¤érentiels auto-adjoints agissant sur un

espace de Hilbert . Divers documents, traitent des systèmes de la mécanique quantique soit

analytiquement, soit perturbativement, en utilisant un certains nombres de représentations

di¤érentes. La représentation peut être trouvée par un processus en deux étapes. Tout

d�abord, exprimer les opérateurs X̂i; P̂j en termes de certains opérateurs x̂i ; p̂j qui satisfont

les relations de commutation de l�algèbre de Heisenberg canonique,

[x̂i; x̂j] = [p̂i; p̂j] = 0; [x̂i; p̂j] = i~�ij: (2.1.128)

par la suite, on peut utiliser soit la représentation des moments

x̂i = i~
@

@pi
; p̂

i
= p

i
; (2.1.129)

soit la représentation des positions

x̂i = x
i
; p̂

i
= �i~ @

@xi
: (2.1.130)

Nous appellerons d�une manière particulière le passage d�opérateurs noncommutative
�
X̂i; P̂j

�
en termes d�opérateurs commutative une "réduction". Dans la littérature, plusieurs représen-

tations des opérateurs X̂i; P̂j ont été utilisées.

La réduction de Kempf et de la représentation des moments

La réduction original, est dé�ni par Kempf et ces collaborateurs [12]; ils ont introduit la

forme des opérateurs de position et et de moment considérées ici:

X̂i = x̂i + �
p̂2x̂i + x̂ip̂

2

2
+ �0

p̂ip̂jx̂j + x̂j p̂ip̂j
2

; P̂i = p̂i; (2.1.131)
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2.1. Déformation formelle

dans la représerntations des moments, on aura ceci:

X̂i = i~
��
1 + �p2

� @

@pj
+ �0p̂ip̂j

@

@pj
+

�
� +

N + 1

2
�0
�
pi

�
; P̂i = p̂i: (2.1.132)

Ici, nous travaillons dans la représentation des moment, où l�opérateur de position est

explicitement symétrique et ainsi formellement auto-adjoint.

Refs [22] ont également utilisé une représentation similaire à celle si, en introduisant un

paramètre arbitraire ~
 :

X̂i =
��
1 + �p̂2

�
x̂+ �0p̂ip̂jx̂+ ~
p̂i

�
; P̂i=p̂i; (2.1.133)

soit

X̂i = i~
��
1 + � p2

� @

@pj
+ �0pipj

@

@pj
+ ~
pi

�
; P̂i = pi: (2.1.134)

ici ~
 est une constante positif arbitraire, ce qui n�apparaît pas dans les relations de com-

mutation (2:1:127) et a¤ecte seulement la fonction de poids dans le produit scalaire dans

l�espace des impulsions (son choix assure l�herméticité de l�opérateur de position par rapport

au produit scalaire modi�é) [37; 38; 39; 40; 41; 42; 43; 44]

h	j�i =
Z

dNp

(1 + (� + �0) p2)
1�� ; (2.1.135)

avec:

� =
~
 � �0

�
N�1
2

�
� + �0

: (2.1.136)

Comme on peut le réaliser la représentation (2:1:132) correspond à � = 1. Dans le traite-

ment d�un système de la mécanique quantique on peut constater que les deux représentations

précédentes avec un ~
 arbitraire, sont équivalente en e¤ectuant un simple changement de

variables [80; 84]:

	(p) =
�
1 + (� + �0) p2

� 1��
2 ~	 (p) : (2.1.137)

Celà signi�e que si, on veut résoudre l�équation de Schrödinger, un tel changement de

variable élimine toute dépendance en ~
 [22]: Jusqu�ici nous avons considéré la représentation

des moments de la réduction de Kempf (2:1:131) ; son principal avantage est que le moment

n�est pas modi�é et par conséquent l�énergie cinétique sont les mêmes qu�en mécanique

quantique ordinaire. Les fonctions propres obtenues 	(p) sont dans la représentation des

moments et la variable p peut être identi�ée avec le moment du système. En outre, la

solution est exacte, contrairement à certaine représentation, que nous verrons plus tard.

Nous avons parlé de l�avantage de la représentation (2:1:131) ; par contre la représentation

(2:1:134) dont l�utilisation pour résoudre quelques systèmes de la mécanique quantique est
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2.1. Déformation formelle

rarement simple, son principal inconvénient est que toute la complexité résultant de la

longueur minimale contenue dans l�expression des opérateurs de position et par conséquent

le terme du potentiel V (x) contenu dans l�équation de Schrödinger. Cela peut conduire à

des di¢ cultés lorsque le potentiel dépend des opérateurs de position d�une manière un peu

compliquée. Dans ce cas là, on peut citer le cas du potentiel Coulombien, des potentiels

singuliers du type 1p
X2
1+:::+X

2
D

et dans le cas du potentiel gravitationnel. tout ces potentiels

qui nécessite un traitement particulier en mécanique quantique.

Quasi-représentation de position

Dans cette section on propose la quasi-représentation de position, qui peut être utile pour

les di¢ cultés signalées auparavant. Cette représentation n�est que la réduction de Kempf

(2:1:131) ; où la complexités qui �gure dans l�opérateur de position (énergie potentielle) sera

décalée à l�opérateur moment (énergie cinétique).où l�opérateur fondamental de position est

diagonal

x̂i = x
i
; p̂

i
= �i~ @

@xi
; (2.1.138)

l�opérateur position devient diagonal Seulement dans le cas limite ou le paramètre � + �0

s�annule, à ce moment là, ça serai commode de l�employer par exemple dans les problèmes

qui se prêtent à la représentation de position dans la mécanique quantique régulière.

Semblablement à la représentation des moments, il existe une possibilité de trouver une

représentation générale, contenant un extra paramètre �
: L�opérateur X̂i prends la forme

suivante:

X̂i =
�
x̂i
�
1 + �p̂2

�
+ �0x̂j p̂j p̂i + �
p̂i

�
; P̂i=p̂i: (2.1.139)

là où les x̂i sont diagonal. Une telle représentation a été employée dans la ré¤érence [85]:

La representation de Brau

Notons que la représentation KMM n�est pas unique. Dans la littérature on peut distinguer

deux cas, le premier est � = 2�0 le second est � 6= 2�0: Dans la référence [26]; l�auteur discute
le cas � = 2�0 dans lequel les commutateurs entre les opérateurs de position s�annulent au

premier ordre de �. Ce choix présente un intérêt particulier puisque, en plus de l�invariance

rotationnelle, le formalisme devient invariant par rapport aux translations: Xi ! Xi + �i;

en ce sens qu�il simpli�e la façon dont un opérateur de translation peut être dé�nie [12]:

Considérons la représentation suivante:

X̂ = x̂; P̂ =
tan

p
�p̂p
�

; (2.1.140)
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2.1. Déformation formelle

où x̂ et p̂ obéissent à la relation de commutation canonique [x̂; p̂] = i~. Notons que,

contrairement à la représentation KMM, cette représentation préserve la nature ordinaire

de l�opérateur de position et dé�nis un opérateur de position X et un opérateur de mo-

ment P symmetriques[86; 87]: En outre, cette dé�nition satisfait exactement la condition

[X̂; P̂ ] = i~(1 + �P̂ 2) et elle est connue sous le nom de représentation de Brau

X̂ = x̂; P̂ = p̂

�
1 +

�

3
p̂2
�
;

au premier ordre du paramètre GUP. En e¤et, les deux représentations sont équivalentes et

elles sont liées par la transformation canonique suivante [34] :

X̂ =
�
1 + arctan2

p
�p̂
�
X̂;

P̂ = arctan

p
�p̂p
�
; (2.1.141)

ce qui transforme les Eqs. (2:1:140) aux Eqs. précédentes proposées par Kempf et ses

collaborateurs et qui obéissent à l�Eq. (2:1:108)

La réduction de Brau dé�nis pour la première fois dans [36]; peut être utile pour l�étude

perturbative des systèmes quantiques, cette représentation est utilisée dans le premier sujet

traité dans le chapitre application ou nous traitons l�équation de K-G dans un potentiel

linéaire.

Stetsko et Tkatchuk ont introduit une représentation plus générale que celle de Brau

c�est à dire � = 2�0; elle est représentée par ces relations:(
X̂i = x̂i +

2���0
4
(p̂2x̂i + x̂ip̂

2) ;

P̂i = p̂i (1 + �
0p̂2) :

����� : (2.1.142)

Généralement, on peut englober toutes les représentations discutées auparavant sous une

même représentation, en introduisant un paramètre 
(
X̂i = x̂i + (� � 
) p̂

2x̂i+x̂ip̂
2

2
+ (�0 � 2
) p̂ip̂j x̂j+x̂j p̂ip̂j

2
;

P̂i = p̂i (1 + 
p̂
2) :

����� ; (2.1.143)

cette famille de représentations, est valables au premier ordre en � et �0 et elle comprend

toutes les représentations présentées précédemment. En e¤et, elle se réduit à :

1- la réduction de Kempf (2:1:131) pour, 
 = 0;

2- la réduction de Stetsko-Tkatchuk (2:1:142) pour, 
 = �0

2
;

3- la réduction de Brau (2:1:140) ; pour 
 = � = �0

2
:
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La relation d�incertitude étudiée auparavant n�est pas unique, mais il existe d�autres

formes dans la literature.

Espace de Sitter

.Dans [75]; Snyder a décrit un espace de Sitter, avec des coordonnées (�0; �2; �3; �4)

satisfaisant :

��2 = ��0 � �1 � �2 � �3 � �4: (2.1.144)

les opérateures position et moment sont dé�nis comme ceci:

Xi = ia

�
�4

@

@�i
� �i

@

@�4

�
; Pi =

~
a

�i
�4
; (2.1.145)

des relations de commutations découlant de ces dé�nitionsh
X̂i; P̂i

i
= i~

�
1 +

a2

~2
P̂ 2i

�
;
h
X̂i; P̂j

i
= i~

�
a2

~2
P̂iP̂j

�
: (2.1.146)

cette algèbre décrite par Snyder correspond à notre relation de commutation déformée avec

une correspondance: � = 0 et �0 = a2

~2 :

Relationde de Broglie modi�ée

Pour incorporer une longueur minimale Lf dans leur théorie Hossenfelder, S et collab-

orateurs [88]; commencent par donner une relation entre k vecteur d�onde et impulsion p

(k = k(p)) : Cette fonction doit être impaire, du fait de la parité, et la fonction inverse doit

approcher asymptotiquement une valeur de l�ordre Mf =
1
Lf
lorsque p tend vers l�in�ni.

Une telle fonction aura le developpement suivant:

k(p) = p� 

p3

M2
f

; (2.1.147)

avec 
 est un coe¢ cient de l�ordre un qui dépend de l�exact forme de la fonction k(p): Les

relations de commutation canoniques entre x et k peut être dé�nit comme cecih
x̂; k̂ (p)

i
= i

@k

@p
= i~

 
1 + 


p̂2

M2
f

!
; (2.1.148)

l�algèbre des commutateurs modi�és s�écrit sous cette forme:

[x̂; p̂] = i
@p

@k
; (2.1.149)

ceci mène à une relation d�incertitude de la forme:

�x̂�p̂ =
~
2
h@p
@k
i = ~

2

 
1 + 


hp̂2i
M2
f

!
; (2.1.150)

la relation (2:1:150) est conforme avec (2:1:110) ; en admettons que � = 

M2
f
:
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Représentation de l�espace de Hilbert

L�algèbre de Heisenberg, générée par les observables x̂ et p̂; obéissant à la relation de commu-

tation suivante [x̂; p̂] = i~; est représentée par l�espace des états dans lesquels on choisit une
base de vecteurs propres jxi et jpi ; x̂ jxi = x jxi p̂ jpi = p jpi ; qui ne sont pas normalisables
et donc n�appartiennent pas à l�espace de Hilbert. le passage entre l�espace des positions

vers l�espace des moments se fait par la transformée de Fourier hpj	i =
R +1
�1 dxhx j	i ; avec

hpjxi = 1p
2�~ exp�ipx=~: Où x̂ et p̂ sont représentés par des opérateurs de multiplication

x;�i~@x ou de dérivations p; i~@p agissant sur les fonctions d�ondes 	x (x) := hxj	i (espace
des positions) ou 	p (x) := hpj	i (espace des moment).
Cependant, les opérateurs x̂ et p̂ sont auto-adjoints leurs états propres sont exprimés

comme des fonctions d�ondes, qui peuvent être approchés, avec une précision arbitrairement

grande, par une séquence d�états physiques j	ni ; ayant une localisation croissante dans
l�espace des coordonnées ou des impulsions [12]; c�est-à-dire :

Dans le cas des relations de commutation ordinaires et des relations d�incertitude sous-

jacentes, les états de la localisation maximale sont les états propres de position jxi et, pour
lesquels l�incertitude en position disparaît(

limn!1 (�x)j	ni = 0;

limn!1 (�p)j	ni = 0:

����� : (2.1.151)

Fondamentalement, ces états de localisation maximales sont nonnormalizable. Par con-

séquent, leur produit scalaire n�est pas une fonction mais une distribution de Dirac �

hxjx0i = � (x� x0) ;

Le principe d�incertitude généralisé peut être écrit comme:

�X̂ �P̂ � ~
2

�
1 + �

�
�P̂
�2
+ 


�
; 
 = � hp̂i2 : (2.1.152)

une incertitude minimale rapportera une normalizable aux états de localisation maximales

et régularise la divergence ultraviolette, en apportant des corrections aux relations de com-

mutations habituelles h
X̂; P̂

i
= i~

�
1 + �P̂ 2 + :::

�
: (2.1.153)

� est choisi tels que les relations d�incertitude correspondantes impliquent une incertitude

minimale �nie �Xmin � 0
�
(�X)j	i = h	j

�
X̂ � h	j X̂ j	i

�2
j	i � �Xmin

�
: Pour la sim-

plicité nous supposons [Pi;Pj;] = 0 et [Xi;Xj;] 6= 0: Ceci, implique l�inexistence d�états
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propres physiques, de l�opérateur X̂ (puisqu�un état propre de X̂ devrait avoir une incer-

titude nulle sur la position): Techniquement, nous verrons, que l�incertitude minimale en

position signi�era que l�opérateur de position n�est plus essentiellement auto-adjoint mais

seulement symétrique. Alors que la préservation de la symétrie assure que toutes les valeurs

propres sont réelles, que l�opérateur X̂ n�est pas auto-adjoint ouvre la voie à l�introduction

d�une incertitude minimales.

Nous verrons que les états de localisation maximale seront les états physiques appropriés.

Que nous pouvons les employer pour dé�nir une représentation " quasi-position ". Cette

représentation a une interprétation directe en termes de mesures de position, bien qu�elle

ne soit pas diagonale en x .Cependant, il est plus simple de travailler dans l�espace des im-

pulsions, en choisissant une représentation adéquate satisfaisant la relation de commutation

déformée (2:1:108) :

Revenons à (2:2:56) ; pour un (�X) �xe, cette inégalité est satisfaite dans l�intervalle

[�P�;�P+] ; tel que:

�P� =
�X

~�
�

s�
�X

~�

�2
� 
 + 1

�
: (2.1.154)

la petite valeur de�X correspond à une racine double, (�P+ = �P�) c.-à-d.,
��

(�X)0
~�

�2
� 
+1

�
= 0;

�
;

donc

(�X)0 = ~
p
� (
 + 1)

1
2 ; (2.1.155)

de telle sorte que la valeur la plus petite de l�incertitude en positions (�X)min est donnée

par:

(�X)min = ~
p
�: (2.1.156)

Kempf et ses collaborateurs ont indiqué dans leur document précurseur, on proposé cette

représentation:

X̂ = i~
�
1 + �P 2

�
x̂; P̂ = p̂: (2.1.157)

il est facile de s�assurer que cette réalisation véri�e bien la relation de commutation (2:2:10) :

En fait l�algèbre de Heisenberg peuvent être représentés sur les fonctions d�onde de l�espace

des moment (
P̂ (p) = p (p) ;

X̂ (p) = i~ (1 + �P 2) @p (p) :

����� : (2.1.158)

En outre, X̂ et P̂ sont symmetriques dans le domaine S1 (démonstration voir appendix

B) �
h	j X̂

�
j�i =

�
h	j X̂

�
j�i ;

�
h	j P̂

�
j�i =

�
h	j P̂

�
j�i : (2.1.159)
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pour véri�er la propriétée si dessus la dé�nition du produit scalaire doit être redé�nit

h j�i =
Z +1

�1

dp

1 + �P 2
 � (p) � (p) ; (2.1.160)

le faceur (1 + �P 2)�1 ; sert a éliminé le facteur correspondant de l�operateur X̂: La nouvelle

dé�nition du produit scalair, nous conduit à redé�nir la relation de fermetureZ +1

�1

dp

1 + �P 2
jpi hpj = 1; (2.1.161)

et le produit scalaire d�états propres d�impulsion est donc:

hpj p0i =
�
1 + �P 2

�
� (p� p0) : (2.1.162)

Fonction propre de l�opérateur position

L�équation à valeur propre de l�opérateur de position, sur l�espace des moments est exprimée

en forme d�équation di¤erentielle

i~
�
1 + �P 2

� @
@p
	x (p) = x	x (p) ; (2.1.163)

la solution de l�équation (2:2:67) est donnée en fonction du paramètre de déformation � par:

	x (p) = c exp

�
�i x
~�
arctan

p
�p

�
; (2.1.164)

c est la constante de normalisation qui peut être calculée en utilisant la relation (2:2:64)

1 = cc�
Z +1

�1

dp

1 + �P 2
=
cc��p
�

) c =

rp
�

�
: (2.1.165)

Finalement la solution normalisée prends la forme suivante:

	x (p) =

rp
�

�
exp

�
�i x
~�
arctan

p
�p

�
; (2.1.166)

	x (p) = hp jxi ne représente pas un état physique car la relation d�incertitude généralisée
ne permet pas l�existence de tel état. Ceci s�explique par le fait que jxi étant un vecteur
propre de X̂ ayant une localisation in�nie

�
�X̂

�
jxi
= 0: Les fonctions 	x (p) seront consid-

érées alors comme des "fonctions propres formelles" de l�opérateur de position. La relation

(2:1:162) ; (2:1:164) implique une nouvelles relations de fermeture des vecteurs formels jxi

1

2�
p
�

Z +1

�1
dp jxi hxj = 1: (2.1.167)
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par un simple calcul, on peut calculer le produit scalaire entre deux états formels jxi et jx0i8<: hxjx0i =
R +1
�1

dp
1+�P 2

	�x (p)	x (p) ;

= 2~
p
�

�
sin
�
(x�x0)
2~
p
�
�
�
:

������ : (2.1.168)

Comme, on peut le distinguer les états propres formelles de l�opérateur de position ne

sont pas, en général, orthogonaux. De l�équation (2:1:168) nous pouvons construire une

base complète et orthogonale, on essayons de trouver une famille de paramètres qui peut

diagonaliser l�opérateure X̂. Cependant si, les ensembles de vecteurs propres paramétrisés

par x 2 [�1; 1[ ��	(2n+x)~p�� :::::::::: (2.1.169)

On peut véri�er que Les vecteurs propres
��	(2n+x)~p�� ; constituent, alors, un ensemble

complet et orthogonal

h	(2n+x)~p� j 	(2n0+x)~p�i = �n;n0 : (2.1.170)

Comme nous l�avons déjà signalé les états propres formelles ne sont pas physique, c�est

parce qu�ils ne sont pas dans le domaine de P; qui signi�e phisiquement qu�ils ont une

incertitude in�nie dans les moments et par conséquent, la valeur moyenne de l�énergie dans

les états formels jxi est in�nie�
	x

���� P 22m
����	x� = p

�

2�m

Z +1

�1
dp

p2

1 + �p2

=
1

2�m

�
pp
�
� 1

�
arctan

�p
�p
��

;

ce résultat a une conséquence très importante, à savoir: tout état j	i pour lequel l�incertitude
sur la position (�X) se trouve à l�intérieur de l�intervalle interdit 0 � (�X) � (�X)min ne
peut pas avoir une énergie �nie.

Ainsi, contrairement à la mécanique quantique ordinaire, les états formels j	i ayant
une incertitude nulle sur la position, ne peuvent plus maintenant être approchés par une

série d�états physiques où l�incertitude décroît vers zéro, car il y a maintenant une limite

à la localisabilité. Pour ceci, il est plus utile d�introduire ce que l�on appelle "les états à

localisation maximale" et dé�nir une "quasi-représentation de con�guration".

Quasi-représentation de con�guration: États à localisation maximale

Essayon explicitement de calculer les états à localisation maximale autour de la position x;

c�est à dire les états qui obéissent aux propriétés suivantes:

	lmx

�� X̂ ��	lmx � = x̂ et (�X)j	lmx i = (�X)min : (2.1.171)

45



2.1. Déformation formelle

sachant que (�X)min est à la plus petite valeur de l�incertitude minimale correspond à

hP i = 0; à partir de cette expression






 
X̂ � hX̂i+

�
h[X̂;P̂ ]i
2(�P )2

�2
+
�
P̂ � hP̂ i

�
j	i
!




 � 0;on

peut établir la relation d�incertitude;
h
X̂; P̂

i
étant imaginaire, alors:

h	j
�
X̂ � hX̂i

�2
+

0@
���hhX̂; P̂ii���
2 (�P )2

1A2 �
P̂ � hP̂ i

�2
j	i � 0; (2.1.172)

qui implique immédiatement la relation d�incertitude :

�X�P � 1

2

���hX̂; P̂ i��� : (2.1.173)

donc on peut dire que l�état j	i véri�e �X�P � 1
2

���hhX̂; P̂ii��� ; si et seulement si il satisfait:0@X̂ � hX̂i+
h
h
X̂; P̂

i
i

2 (�P )2

�
P̂ � hP̂ i

�1A j	i = 0: (2.1.174)

En injectant cette expression dans l�espace des phase on obtient:24i~ �1 + �P 2� @p � hX̂i+ i~
�
1 + � (�P )2 + �hP̂ i2

�
2 (�P )2

�
P̂ � hP̂ i

�35	(p) = 0; (2.1.175)

dont la solution est exprimée par:

	(p) = N

h�
hX̂i
i~
p
�
� 1+�(�P )2+�hP̂ i2hP̂ i

2(�P )2
p
�

�i
(1 + �P 2) 1+�(�P )

2+�hP̂ i2
2�(�P )2

: (2.1.176)

les états à localisation maximale correspondent au cas hP̂ i = 0 ou (�X)min = ~
p
�: La rela-

tion (2:1:152) implique que�P = 1p
�
: Par conséquent on peut obtenir les états à localisation

maximals:

	lmx (p) = N
�
1 + �P 2

�� 1
2 exp

�
�i x
~�
arctan

p
�p

�
avec N =

r
2
p
�

�
: (2.1.177)

les états (2:1:177) est une généralisation des états à localisation maximale en mécanique

quantique ordinaire.maintenant, les états 	lmx (p) sont des états physiques ; et on peut

véri�er que la divergence de la valeur moyenne de l�énergie est absorbée. En e¤et :



	lmx

�� p̂2
2m

��	lmx � = 2
p
�

�

Z +1

�1

dp

1 + �P 2
p2

2m
=

1

2m�
: (2.1.178)
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2.1. Déformation formelle

Le produit scalaire des états à localisation maximale h	lmx
��	lmx � en fonction de (x� x0)

est donné par:8><>:
h	lmx

��	lmx � = 2
p
�
�

R +1
�1

dp

(1+�P 2)2
exp

�
�i (x�x

0)
~� arctan

p
�p
�

= 1
�

�
(x�x0)
2~
p
�
�
�
(x�x0)
2~
p
�

�3��1
sin
�
x�x0
2~
p
�

�
������� : (2.1.179)

Les états à localisation maximale ne sont pas en général orthogonaux et celà est d�origine

de la nouvelle structure de notre espace modi�é.
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3

Traitement de certains problèmes

relativistes dans le cadre du principe

d�incertitude généralisé

3.1 L�équation de Klein-Gordon en interaction avec un

mélange de potentiel linéaire scalaire et vectoriel

L�étude de la particule relativiste sous l�action des potentiels vecteur et scalaire ainsi sus-

cité un intérêt considérable dans divers domaines de la physique a�n de garantir l�existence

d�états liés, tels que le problème de con�nement dans le modèle de sac (the bag model)

[40]: On peut faire un bref rappel sue le con�nement, la véri�cation directe de l�existence

des quarks n�est toutefois pas simple et demande beaucoup d�analyse et de déduction. Le

problème est le suivant : il n�est pas possible de les isoler pour en faire une analyse di-

recte. Les quarks sont dits con�nés, Di¤érentes théories ont été élaborées a�n d�expliquer

le phénomène de con�nement, notamment le modèle du sac du MIT. Ce modèle permet de

fournir une analogie d�une simplicité remarquable pour expliquer le con�nement des quarks

dans les hadrons. En plus de prédire les propriétés fondamentales comme l�absence de quarks

libres et de hadrons ayant une charge colorée, il prédit avec un formalisme mathématique

accessible la masse de plusieurs hadrons et ce, avec une précision plus que satisfaisante.

Il est tout de même possible de décrire le phénomène de façon plus naïve; pour ce faire,

certains ont postulé une force de « couleur » agissant entre les quarks et augmentant avec la

distance à un taux de 1GeV par fermi. Conséquemment, et dans la mesure où les modèles

théoriques sont bons, il ne nous sera pas possible d�observer de quark à l�état libre. En
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3.1. L�équation de Klein-Gordon en interaction avec un mélange de potentiel linéaire
scalaire et vectoriel

e¤et, à partir du moment où la séparation entre deux quarks devient perceptible, l�énergie

du système est déjà bien au-dessus de l�énergie de production de paires de quark-antiquark.

Par exemple, les quarks up et down ayant des masses de l�ordre de quelques centaines de

MeV, la production de ce type de paire peut de faire à des distances inférieures à un fermi.

On peut donc s�attendre à avoir un taux de production de mésons très élevé, qui sont des

états liés de quark et d�antiquark, lors d�expériences de collision à très haute énergie.

En outre, le potentiel traité dans cette section peut être considéré comme un terme de

masse e¢ cace en physique des solides pour décrire les impuretés dans les cristaux, dans

le puits quantique et les points quantiques [89]: Toutefois, pour son application pratique,

l�étude quantique de ce problème nécessite quelques précautions relatives à l�ordre des opéra-

teurs [90; 91]: Par conséquent, l�application d�un mélange de plusieurs potentiels vecteurs

et scalaires pour une particule sans spin (boson) a été développée dans plusieurs travaux.

Par exemple, l�équation de Klein-Gordon est exactement résolu, en présence d�un potentiel

vecteur et d�un potentiel scalaire du type Hulthén [92; 93]; avec un potentiel Coulombien

[94]; avec des potentiels vecteurs et scalaires de type exponentielle [95]; avec potentiel de type

Rosen-Morse [96]; avec le potentiel généralisé de Hulthén [97]; avec des potentiels linéaires

et exponentielles [98]:::etc.

Toutefois, nous notons que ces problèmes sont traités dans la mécanique quantique

habituelles, où les opérateurs position et moment agissant sur l�espace de Hilbert des états

véri�ent l�algèbre de Heisenberg. En revanche, si l�on prend en compte les e¤ets des �uctua-

tions quantiques du champ gravitationnel dans le but de l�intégrer en mécanique quantique,

une conséquence importante déduite de cette uni�cation est l�existence d�une distance min-

imale de l�ordre de la longueur de Planck [11; 12; 13; 14]: Ce qui pourrait être obtenu par

le biais de petites corrections quadratiques aux relations de commutation canoniques.

. Dans la première nous considérons la représentation de Brau où l�opérateur impulsion

comprend des dérivées d�ordre supérieur et nous l�injectons dans l�équation de Klein-Gordon.

Nous obtenons par la suite une équation di¤érentielle du quatrième ordre, dont sa solution

analytique est compliquée en présence de champs extérieurs. La méthode d�approximation

la plus populaire et qui est largement utilisée en mécanique quantique est la théorie des per-

turbations, qui permet de résoudre approximativement des problèmes complexes ou com-

pliqués. Elle nous o¤re une méthode e¢ cace pour calculer les solutions approchées de

nombreux problèmes qui ne peuvent pas être résolus de façon exacte. Avec une technique

d�approximation appropriée d�une mécanique quantique non-relativiste, on retrouve les dé-

placements des niveaux d�énergie relativistes à l�ordre 1 du paramètre de déformation. Dans
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la deuxième, nous avons introduit formalisme de Feynman des intégrales de chemin dans

l�espace des impulsions, qui est une autre formulation de la mécanique quantique donnée par

R, Feynman [99]; dans sa thèse portant sur la formulation de la mécanique quantique à par-

tir du Lagrangien du système, et c�est là où il fait introduire des intégrales de chemin pour la

première fois; Cet outil mathématique s�est rapidement imposé en physique théorique avec

sa généralisation à la théorie quantique des champs, permettant notamment une quanti�-

cation des théories de jauge non-abéliennes plus simple que la procédure de quanti�cation

canonique. Feynman a essayé de trouver une méthode de quanti�cation basée sur le La-

grangien pour décrire un système qui n�a pas d�hamiltonien, et cela en utilisant l�idée de

Dirac; qui stipule que l�amplitude de transition élémentaire est proportionnelle à exp
�
iS�
~

�
où S� est l�action classique évaluée le long du chemin classique, c.-à-d. S� =

R
�
L ( _x; x; t) et

L ( _x; x; t) est le Lagrangien du système. Dans cette partie on calcule la fonction de Green

correspondante à notre système et on détermine le spectre d�énergie, les fonctions d�onde

normalisées sont déduites et coïncident exactement avec ceux de la littérature [100]: En

outre, les cas limites sont également déduits pour un petit paramètre de déformation. Les

résultats des deux méthodes sont comparés. En conclusion, pour un petit paramètre de

déformation les deux méthodes donnent le même décalage des niveaux d�énergie.

Avant d�entamer l�analyse du système proposé, je trouve que c�est nécessaire de faire un

bref rappel sur quelques relations importantes que j�utiliserai par la suite.

En une dimension, la relation de commutation déformée est donnée par:h
X̂; P̂

i
=
�
1 + �P̂ 2

�
; (3.1.1)

avec X̂; P̂ sont respectivement l�opérateur position et moment à une dimension, pour � = 0

on retrouve la relation de commutation bien connue en mécanique quantique ordinaire.

KMM ont proposé dans leur article séminal, dans la représentation de l�espace des moment:

X̂ = i~
�
1 + �P̂ 2 + 
P̂

�
@p; ;

P̂ = p̂: (3.1.2)

où P̂ 2 =
PN

i=1 P
2
i

La relation de fermeture déformée et le produit scalaire de P̂ et P̂0 en données par:8>><>>:
Z

dP

(1+�P2j )
1�� jP i hP j = 1Z

dP0 jP0i hP0j = 1
; (3.1.3)

Le produit scalaire est exprimé dans cette expression:
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8>><>>:
hPjjPj�1i =

�
1 + �P 2j

���
2
�
1 + �P 2j�1

���
2 �
�

1p
�
arctg

p
�Pj � 1p

�
arctg

p
�Pj�1

�
=
�
1 + �P 2j

� 1��
2
�
1 + �P 2j�1

� 1��
2 � (Pj � Pj�1)

hP0jjP0j�1i = � (P0j � P0j�1)

;

(3.1.4)

où il a été supposé que la déformation n�a¤ecte pas la composante temporelle P0:

3.1.1 Par la méthode analytique directe

L�équation de Klein-Gordon sous l�action du potentiels vecteur et scalaire à (1+1)dimension

est donnée par: �
(P� � eA�)(P

� � eA�)� (S +M)2
�
	(x; t) = 0; (3.1.5)

avec eA� = (V (x); 0) est le quadrivecteur potentiel et S(x) désigne le potentiel scalaire avec

le tenseur de Minkowski est g�� = diag(1;�1):
En unidimensionnelle, l�équation de Klein-Gordon stationnaire décrivant une particule

de masse M en présence d�un potentiel vecteur V (x) et un potentiel scalaire S (x) est ainsi�
P 2 + (E � V (x))2 � (M + S (x))2

�
� (x) = 0; (3.1.6)

avec 	(x; t) = exp (�iEt) � (x)
En employant la représentation (3:1:2) des operateurs X̂ et P̂ dans l�espace des moments

et nous proposons que les e¤ets des �uctuations quantiques du champ de gravitation sont à

l�ordre 1 en �. Alors, l�equation de Klein-Gordon modi�ée est donnée par�
�2
3
�@4x + @2x + (E � V (x))2 � (M + S (x))2

�
� (x) = 0; (3.1.7)

qui est une équation di¤érentielle du quatrième ordre, dont la solution est très compliquée

en présence d�un potentiel dépendant de x.

Nous prenons maintenant les potentiels vecteur et scalaire de la forme:S (x) = S0x

et V (x) = V0x avec S0 et V0 deux constantes arbitraires caractérisant la résistance des

potentiels. En outre, nous supposons que jS0j � jV0j; a�n d�éviter valeurs propres complexe
[38; 101]:

En substituant dans le système (3:1:7) l�expression du potentiel choisi (3:1:8) ; nous

obtenons pour la fonction � (x) ; l�équation di¤érentielle suivante:�
�2
3
�@4x + @2x �

�
S20 � V 2

0

�
x2 � 2 (MS0 + EV0)x+

�
E2 �M2

��
� (x) = 0: (3.1.8)
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Avant d�appliquer la méthode d�approximation pour cette équation, a�n de déterminer

la correction d�énergie, nous proposons d�étudier le cas particulier: V (x) = 0 et S(x) = 0,

Dans ce cas là l�équation (3:1:9) présente quatre solutions indépendantes de la forme

� (x)1;2 = C�� exp
�
�k�x

�
; (3.1.9)

où C�� sont des constantes de normalisation, et

k� =

r
1�

q
1 + 8

3
� (E2 �M2)

2
q

�
3

: (3.1.10)

On remarque que les quantités k�est un nombre imaginaire pur qui est égal à i
p
(E2 �M2)

quand � ! 0 et k+ est un réel qui diverge lorsque � ! 0: En résolvant l�identité ci-dessus

pour (E2 �M2) ; on constate que�
E2 �M2

�
= �

�
k�
�2
+
3

2
�
�
k�
�4
; (3.1.11)

qui n�est autre que la relation de dispersion modi�ée en présence de la longueur minimale

[102]:

Maintenant, retournons à l�équation (3:1:9) ; comme, on l�a déjà mentionné auparavant

pour décrire un système quantique complexe de façon simpli�ée, nous essayons d�appliquer

la méthode des perturbations usuelles de la mécanique quantique, pour pouvoir calculer la

correction première d�énergie à l�ordre 1 en � et voir comment l�introduction de l�algèbre de

Heisenberg modi�ée a¤ecte les résultats physiques. Dans un premier temps, on suppose que

(S2 � V 2) > 0 a�n d�éviter les valeurs propres complexeset nous écrivons l�équation (3:1:9)

en une somme de deux termes, un hamiltonien non perturbé+la perturbation,�
H0 (z; @z) +Hpert (@z)

�
� (z) = 0; (3.1.12)

en utilisant ce changement de variable:

z =
q
(S20 � V 2

0 )

�
x+

(MS0 + EV0)

(S20 � V 2
0 )

�
; (3.1.13)

on aura:

H0 = @2z � z2 + z1; (3.1.14)

Hpert = �2
3
�
q
(S20 � V 2

0 )@
4
z ; (3.1.15)
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avec:

z1 =
(MS0 + EV0)

2

(S20 � V 2
0 )

3
2

+
(E2 �M2)p
(S20 � V 2

0 )
: (3.1.16)

Dans le cas, où Hpert (@z) s�annule, (otherwise when � ! 0), l�équation (3:1:15) devient le

problème de l�oscillateur harmonique dont la solution est connue,

� (z) = C exp�1
2
z2Hn (z) ; (3.1.17)

avec z1 véri�e

z1 = 2n+ 1: (3.1.18)

En injectant l�équations. (3:1:18) dans (3:1:16), il est facile de montrer que le spectre

d�énergie E�=0n;� est

E�=0n;� = �MV0
S0

�
p
(2n+ 1) (S20 � V 2

0 )
3=4

S0
: (3.1.19)

Notons que l�existence des deux signes � en (3:1:19) est une propriété caractéristique des

énergies de la mécanique quantique relativiste.

Maintenant, pour trouver la première correction des niveaux d�énergie, nous utilisons la

valeur moyenne de l�opérateur de perturbation

�zn1 =
h� (z) jHpertj� (z)i
h� (z) j� (z)i ; (3.1.20)

on obtient ce résultat:

�zn1 =
�2
3

p
(S20 � V 2

0 )
R
exp

�
�1
2
z2
�
Hn (z) @

4
z exp

�
�1
2
z2
�
Hn (z) dzR

exp
�
�1
2
z2
�
Hn (z) exp

�
�1
2
z2
�
Hn (z) dz

;

= ��
p
(S20 � V 2

0 )

2

�
2n2 + 2n+ 1

�
; (3.1.21)

où nous avons utilisé certaines propriétés des polynômes d�Hermite (voir annex).

De la relation (3:1:17) ; nous obtenons l�expression de �En1 en fonction de �zn1 :

�En1 =
(S20 � V 2

0 )
3=2

2
�
MS0V0 + E�=0n;� S

2
0

��zn1; (3.1.22)

En injectant l�équation (3:1:19) et (3:1:21) ; dans (3:1:22)on trouve:

�En1 = �
�

4S0

(S20 � V 2
0 )
5=4
(2n2 + 2n+ 1)p

(2n+ 1)
: (3.1.23)

Le spectre d�énergie du système à l�ordre 1 en � peut être écrit comme:

E�n;� = E�=0n;� +�En1 +O
�
�2
�
; (3.1.24)
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qui est égale à:

E��n = �MV0
S0

�
p
(2n+ 1) (S20 � V 2

0 )
3=4

S0
� �

4S0

(S20 � V 2
0 )
5=4
(2n2 + 2n+ 1)p

(2n+ 1)
+O

�
�2
�
:

(3.1.25)

3.1.2 Par le formalisme des intégrales de chemins

Dans cette partie, nous proposons d�utiliser le formalisme d�intégrale de chemin pour calculer

la fonction de Green du même système étudié dans la dernière section en présence du

formalisme GUP et dans l�éspace des moment.

Considérons la fonction formelle de Green correspondante à l�équation de Klein-Gordon

pour une particule sans spin de masse m au repos et de charge e;

G = � I

(P� � eA�)(P � � eA�)� (M + S)2
: (3.1.26)

Selon la méthode de Schwinger du temps propre, la représentation globale de la causalité

de la fonction de Green dans l�espace du bivecteur énergie-impulsion (p0; p) est écrite comme:

G (Pb; Pa; P0b; P0a) = i

Z 1

0

d� hPa; P0aj exp (�i�H) jPb; P0bi ; (3.1.27)

avec:

�H = ��
�
P 20 � P 2 �M2 + V 2 (x)� S2 (x)� 2P0V (x)� 2MS (x)

�
: (3.1.28)

A�n de dériver une représentation intégrale de chemin pour G (Pj; Pj�1; P0j; P0j�1), la

méthode standard est adopté où l�on discrétise l�intervalle de temps � à N+1 in�nitésimales

parties égales à " = �
N+1

et appliquer la formule de Trotter:

hPf ; P0f j exp (�iH (�)) jPi; P0ii = lim
N�!1

hPf ; P0f j
�
e�i"H

�N+1 jPi; P0ii : (3.1.29)

Les relations de fermeture (3:1:3) par rapport à P et P0 sont insérés N fois entre chaque

paire d�opérateur d�évolution in�nitésimale nous obtenons par la suite l�expression suivante:

G (Pj; Pj�1; P0j; P0j�1) = i

Z 1

0

d� lim
N!1

NY
j=1

Z
dPj�

1 + �P 2j
�1��dP0j N+1Y

j=1

hPj;P0jj exp
n
�i"

h
P̂ 20 � P̂ 2 �M2 + V 2 (x̂)� S2 (x̂)� 2P̂0jV (x̂)� 2MS (x̂)

io
jPj�1;P0j�1i;

(3.1.30)
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ou sous cette forme:

G (Pj; Pj�1; P0j; P0j�1) = i lim
N!1

Z 1

0

d�
NY
j=1

Z
dPj�

1 + �P 2j
�1��dP0j N+1Y

j=1

exp
�
�i"

�
P 20j � P 2j �M2

��
hPj;P0jj exp

n
�i"

h�
�S2 (x̂) + V 2 (x̂)

�
� 2

�
MS (x̂) + P̂0jV (x̂)

�io
jPj�1;P0j�1i: (3.1.31)

Maintenant, nous utilisons la forme des potentiels proposée dans (3:1:8) ; l�expression de la

fonction de Green (3:1:32) devient:

G (Pj; Pj�1; P0j; P0j�1) = i lim
N!1

Z 1

0

d�
NY
j=1

Z
dPj�

1 + �P 2j
�1��dP0j

N+1Y
j=1

exp
�
�i"

�
P 20j � P 2j �M2

��
hPj;P0jj exp

�
�i"

��
V 2
0 � S20

�
x̂2j � 2 (MS0 + P0jV0) x̂j

�	
jPj�1;P0j�1i;

(3.1.32)

l�équation (3:1:33) peut être exprimé explicitement en utilisant la relation (3:1:2) comme

suit:

G (Pj; Pj�1; P0j; P0j�1) = i lim
N!1

Z 1

0

d�
NY
j=1

Z
dPj�

1 + �P 2j
�1��dP0j N+1Y

j=1

exp
�
�i"

�
P 20j � P 2j �M2

��

hPj;P0jj exp�i"
 �
V 2
0 � S20

� �
i

��
1 + �P 2j

� @

@Pj
+ 
P

��2
�

�2i (MS0 + P0jV0)

��
1 + �P 2j

� @

@Pj
+ 
P

��
jPj�1;P0j�1i; (3.1.33)

c�est-facile de démontrer que l�évolution du dernier terme en (3:1:34) à l�ordre 1 en " peut

être écrit:

hPj;P0jj exp
(
�i"

 �
V 2
0 � S20

� �
i

��
1 + �P 2j

� @

@Pj
+ 
P

��2
�

�2i (MS0 + P0jV0)

��
1 + �P 2j

� @

@Pj
+ 
P

���
jPj�1;P0j�1i

' hPj;P0jj
(
1� i"

 �
V 2
0 � S20

� �
i

��
1 + �P 2j

� @

@Pj
+ 
P

��2
�

�2i (MS0 + P0jV0)

��
1 + �P 2j

� @

@Pj
+ 
P

���
jPj�1;P0j�1i; (3.1.34)

et introduisant la représentation intégrale de hPj;P0jjPj�1;P0j�1i donnée par:

hPj;P0jjPj�1;P0j�1i =
Z Z

dtj
2�

d�j
2�

exp itj (P0j � P0j�1)�
1 + �P 2j

��
2
�
1 + �P 2j�1

��
2

exp i�j

�
1p
�
arctg

p
�Pj �

1p
�
arctg

p
�Pj�1

�
;

(3.1.35)
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l�expression (3:1:34) devient la suivante:

G (Pj; Pj�1; P0j; P0j�1) = i
R1
0
d� limN!1

QN
n=1

R dPjdP0j

(1+�P 2j )
1��
QN+1
n=1

R R dtj
2�

d�j
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exp itj(P0j�P0j�1)

(1+�P 2j )
�
2 (1+�P 2j�1)

�
2
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�
�i"

�
P 20j + [(S

2
0 � V 2

0 ) (�
 + 
2)� 1]P 2j � 2i
 (MS0 + P0jV0)Pj �M2 + (S20 � V 2
0 ) 
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exp i
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�
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p
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p
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�
+ 2"
 (S20 � V 2
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i
�j + " (S20 � V 2

0 ) �
2
j

o
;

ce qui revient à un simple calcul de la limite sur des intégrales Gaussiennes,
R
dx exp(�ax2+

bx) =
p

�
a
exp b2

4a
; sur les �j de la forme:Z

d�j
2�
exp

�
i

�
4 1p

�
arctg

p
�Pj + 2"


�
S20 � V 2

0

�
Pj + 2" (mS0 + P0jV0)
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0

�
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�
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r
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0 )
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p
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p
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�2
4"� (S20 � V 2
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p
�

�
arctg

p
�Pj � arctg

p
�Pj�1

�
Pj

#
(3.1.36)

et l�intégration sur les tj donne une fonction de delta. Cette fonction � limite les valeurs pos-

sibles de p0j pour les valeurs possibles dans l�intégration. En�n, nous obtenons ce nouveau

résultat

G (Pj; Pj�1; P0j; P0j�1) =

i
�
1 + �P 2f

��
2
�
1 + �P 2i

��
2

Z 1

0

d� lim
N!1

NY
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Z
dPj�
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� (P0j � P0j�1)p
4�i" (S20 � V 2
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arctg

p
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p
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+


p
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p
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�
Pj

#
; (3.1.37)

en utilisons le changement de variables suivant:

kj =
1p
�
arctg

p
�Pj;

k0j = P0j; (3.1.38)

la valeur de k change dans l�intervalle
i
� �
2
p
�
;+ �

2
p
�

h
selon les valeurs de p dans l�intervalle

]�1;+1[ ; On trouve alors le résultat suivant :

G (kj; kj�1; k0j; k0j�1) = i
�
1 + tan2

p
�kf

��
2
�
1 + tan2

p
�ki

��
2

Z 1
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2
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0 )

) eG (kj; kj�1; �) ;
(3.1.39)
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avec: eG (kj; kj�1; �) = NY
n=1

Z
dkj

N+1Y
n=1

1p
4�i" (S20 � V 2

0 )

exp i

"
(�kj)

2

4" (S20 � V 2
0 )
� (MS0 + k0jV0)

(S20 � V 2
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�kjp
�
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p
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�
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0

�
� 1
� tan2p�kj

�

#
;

(3.1.40)

et �kj = kj � kj�1:

Maintenant, nous développons les termes de l�action in�nitésimale de eG (kj; kj�1; �) à
l�ordre " dans les environs du mid-point

�kj tan
p
�kj ' �kj tan

p
�
�
kj
�
+
(�kj)

2p�
2

�
1 + tan2

p
�kj

�
; (3.1.41)

où kj =
kj+kj+1

2
et on ne retient que les termes qui contribuent [103]

h(�kj)2i = 2i"
�
S20 � V 2

0

�
; (3.1.42)

équation (3:1:41) s�écrit alors:

G (kj; kj�1; k0j; k0j�1) = i
�
1 + tan2

p
�kf

��
2
�
1 + tan2

p
�ki

��
2

Z 1
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d� lim
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) eG (kj; kj�1; �) ;
(3.1.43)

avec:

eG (kj; kj�1; �) = NY
n=1

Z
dkj

N+1Y
n=1

1p
4�i" (S20 � V 2

0 )
exp i

(
(�kj)

2

4" (S20 � V 2
0 )
� "

tan2
p
�kj

�

)
:

(3.1.44)

Cette expression (3:1:46) est formellement identique à celle du potentiel la Poschl-Teller

étudié [104]

eG (kj; kj�1; �) = NY
n=1

Z
dkj

N+1Y
n=1

1p
4�i" (S20 � V 2

0 )
exp i

(
(�kj)

2

4" (S20 � V 2
0 )
� "�

�
S20 � V 2

0

�
� (�� 1) tan2

p
�kj

)
;

(3.1.45)

avec:

� =
1

2

 
1 +

s
1 +

4

�2 (S20 � V 2
0 )

!
: (3.1.46)

La solution de cette intégrale de chemin peut s�écrire sous la forme:

eG (kj; kj�1; �) =
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1X
n=0

Nn exp
�
i��

�
S20 � V 2

0

� �
n2 + (2n+ 1)�

�� �
cos
p
�ki cos

p
�ki

��
C�n

�
sin
p
�kf

�
C�n

�
sin
p
�kf

�
;

(3.1.47)

où C�n sont des polynômes de Gegenbauer avec la constante de normalisation Nn donnée

par:

Nn = � (�)
2

�
22��1n! (n+ �)

p
�

�� (n+ 2�)

�
: (3.1.48)

Aprés avoir e¤ectuer des intégrations sur les fP0jg et
�
�j
	
, par la suite, on e¤ectuera

une integration sur les koj; la fonction de Green (3:1:45) se réduit à:
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�
1 + tan2

p
�kf

��
2
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; (3.1.49)

après intégration sur �

G (kf ; ki; k0f ; k0i) = i
�
1 + tan2

p
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2
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; (3.1.50)

nous notons que la présence de � re�ets la conservation de l�énergie.

A�n d�évaluer exactement l�expression propagateur, il est commode d�écrire la transfor-

mation de Fourier (3:1:50) pour les variables fk0bg et fk0ag : La première intégrale sur le
delta est immédiate, on obtient:

G (kf ; ki; tf ; ti) = i
�
1 + tan2

p
�kf

��
2
�
1 + tan2

p
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(3.1.51)

On peut tirer le spectre d�énergie discret, en calculant les pôles de la fonction de Green

G (kb; ka; tb; ta)

E�n = �
MV0
S0

� !�n; (3.1.52)
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avec !�n dé�nie comme ceci:

!�n =
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; (3.1.53)

nous notons que ce résultat coïncide exactement avec celui obtenus par Roy.

Nous obtenons �nalement la décomposition spectrale de l�amplitude de transition:
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Pour évaluer les fonctions d�ondes et le spectre d�énergie, intégrons sur la variable E: Ce

qui peut être converti en une intégration complexe le long du contour C; puis en utilisant

le théorème des résidus:I
dE

2�

e�iE(tf�ti)�
E + MV0

S0
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�
: (3.1.55)

En�n, nous obtenons la décomposition spectrale du propagateur de la particule (1 +

1)dimension de Klein-Gordon sous l�action des potentiels linéaires vecteurs et scalaires en

présence d�une longueur minimale

G (Pf ; Pi; tf ; ti) =
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35 ;
(3.1.56)

où nous avons utilisé les relations suivantes:

cos
p
�k =

1p
1 + �P 2

;

sin
p
�k =

p
�Pp

1 + �P 2
: (3.1.57)
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En�n, nous obtenons la décomposition spectrale du propagateur de la particule (1 +

1)dimension de K-G sous l�action d�un potentiel linéaire vecteur et scalaire en présence d�un

principe d�incertitude généralisé

G (Pf ; Pi; tf ; ti) =

1X
n=0
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�(tf � ti)� (Pf )n � (Pi)
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n e
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�
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�
;

(3.1.58)

en utilisant l�ancienne variable p; � (P )n sont données par:

� (P )n =

s
22��1n! (n+ �) � (�)2

p
�

2�� (n+ 2�) (1 + �P 2)��� !�n
C�n

 p
�Pp

1 + �P 2

!
: (3.1.59)

Dans l�Eq.(3:1:57) ; nous avons deux types de propagations, l�une avec l�énergie positive

E�+n = +
�
!�n � MV0

S0

�
; se propageant vers le futur et l�autre avec une énergie négative

E��n = �
�
!�n +

MV0
S0

�
; se propageant vers le passé.

il est remarquable si l�on considère un � �; (3:1:55) peut facilement s�écrire comme:

!��n =

p
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4S0
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5
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+O
�
�2
�
; (3.1.60)

En�n, nous obtenons:

E��n = �MV0
S0

�
p
(2n+ 1) (S20 � V 2

0 )
3=4

S0
� �

4S0

(S20 � V 2
0 )
5=4
(2n2 + 2n+ 1)p

(2n+ 1)
+O

�
�2
�
:

(3.1.61)

Nous pouvons maintenant comparer ce résultat avec celui obtenu dans la section précé-

dente (3:1:25) de la théorie des perturbations, quoique les deux méthodes donnent le même

décalage des niveaux d�énergie.

Dans cette section nous avons évalué la particule de Klein-Gordon à (1 + 1) dimension,

soumise à l�action de plus les potentiels vecteur scalaire linéaires dans le cadre du principe

d�incertitude généralisé via deux méthodes: 1/ une méthode directe, dans laquelle on a

traité le problème dans la représentation de position, en utilisant la réduction de Brau.

Notre système a été converti vers une équation de Klein-Gordon modi�ée, une équation

di¤érentielle d�ordre quatre se présente dont sa solution analytique est compliquée. En

utilisant une technique d�approximation d�une mécanique quantique usuelle, nous obtenons

les niveaux d�énergie relativiste à l�ordre 1 en paramètre de déformation �:

En revanche, la deuxième méthode, par le formalisme de Feynman dans l�espace des

moments. La fonction de Green est obtenue, le spectre d�énergie ainsi que les fonctions

60



3.2. L�équation de Klein-Gordon en présence d�un champ éléctromagnétique à (3 + 1)
dimensions

d�onde normalisées des états liés sont déduites et dépendent du paramètre � de la déforma-

tion comme dans le cas de la théorie non commutative. Le cas limite est alors déterminé

et comparée à celui obtenue à partir de la théorie des perturbations, les deux méthodes

donnent le même décalage des niveaux d�énergie. Le mérite de la formulation de Feynman

est sa façon intuitive d�interpréter les équations fondamentales de la mécanique quantique

ordinaire en utilisant des trajectoires classiques. En outre, pour des raisons pédagogiques,

il convient de traiter ce problème par le biais de ces méthodes équivalentes.

Le présent travail peut trouver quelques applications intéressantes dans la phénoménolo-

gie de con�nement des quarks, dont le potentiel linéaire est un modèle de mécanique quan-

tique important [105]:

Le potentiel linéaire permet donc d�avoir un tetraquark stable qui serait un moyen

d�expliquer les états récemment observés dans les collisionneurs et il décrit un mouvement

dans un champ gravitationnel uniforme ou électrique [106]:

3.2 L�équation de Klein-Gordon en présence d�un champ

éléctromagnétique à (3 + 1) dimensions

La mécanique quantique avec des champs externes a été continuellement développée et

plusieurs propriétés des di¤érents états de la matière ont été étudiées. En particulier, le

cas du champ électromagnétique qui a joué un rôle majeur pour la liaison des électrons

aux noyaux, l�interaction entre les molécules, les réactions photonucléaires qui se traduisent

par la production de mésons, des liaisons chimiques qui se posent des interactions entre les

électrons des atomes voisins ... et parmi les phénomènes bien connus causés sont appelés

l�e¤et Zeeman, e¤et Stark et e¤et Aharonov-Bohm ... Pour tenir compte de cette interaction.

Pour une charge en présence d�un champ électromagnétique externe donné, représenté par

le quadri-potentiel A�, la prescription de couplage minimal de Fock conduit à substituer à

la quadri-impulsion la quantité suivante : p� ! p��eA�; avec A� = (A0;A):

A cet e¤et, certains problèmes ont été résolus dans ce cadre. Par exemple, la solution

de l�équation de Dirac dans des champs électriques et magnétiques orthogonales [107; 108];

le cas des champs électriques et magnétiques obliques par [109]; Klein-Gordon et de Dirac

équations pour une particule dans un champ électrique constant [110]; le mouvement d�un

électron dans un champ électromagnétique [111; 5]; Équation de Dirac, en présence d�un

champ magnétique spatialement périodique [112]; Création de spin 1/2 particules par un

champ électrique dans l�espace de Sitter [113]; Création de particules de Dirac, en présence

61



3.2. L�équation de Klein-Gordon en présence d�un champ éléctromagnétique à (3 + 1)
dimensions

d�un champ électrique constant dans un univers anisotrope Bianchi I [114]; Particules de

Dirac dans un champ magnétique tournant [115]; les fonctions de Green de l�équation de

Dirac avec champ magnétique solénoïde [116]: Mécanique quantique des champs de Klein-

Gordon II: des états cohérents relativiste [117]; Des électrons dans des champs électromag-

nétiques croisés constants et un champ d�ondes planes [118] et les ensembles équivalents de

solutions de l�équation de Klein-Gordon avec un champ électrique constant [119]:

Ces dernières années, beaucoup d�e¤orts ont été déployés pour résoudre ces équations

d�ondes relativistes pour di¤érents potentiels en utilisant des méthodes di¤érentes dans la

mécanique quantique habituelles, où les opérateurs position et moment agissant sur l�espace

de Hilbert des états véri�e l�algèbre de Heisenberg standard . Toute approche visant à une

formulation cohérente d�une théorie quantique de la gravitation semble impliquer l�existence

d�une échelle de longueur minimale dans la nature de l�ordre de la longueur de Planck

[11; 12; 13; 14]: Comme on l�a déjà mentionnée dans le chapitre précédent, Cette carac-

téristique conduit à une modi�cation du principe d�incertitude de Heisenberg (GUP). Pour

préparer la construction d�une mécanique quantique totalement relativiste dans l�espace dé-

formé, nous essayant de construire une théorie d�une particule. Certains exemples ont été

pris en compte dans la littérature, l�oscillateur harmonique qui a été récemment consid-

éré [31; 32; 120; 121]; la construction de l�équation de Dirac généralisée [38]; traitement de

l�équation de Dirac dans un potentiel linéaire à (1+1)-dimensions [122]; di¤usion des partic-

ules [123]; l�équation de Klein-Gordon à (1+1) dimensions soumise à un potentiel vecteur et

scalaire linéaires en [124; 125]; l�oscillateur de Klein�Gordon à D-dimension [126]; l�équation

de Dirac dans un potentiel linéaire scalaire [39] et un champ magnétique statique [127]:::etc.

Le but principal de cette partie est de résoudre exactement les équations e Klein-Gordon

et de Dirac à (3 + 1) dimensions, en présence d�une longueur minimale, où la particule est

soumise à un champ électromagnétique externe.

L�algèbre de Heisenberg déformée à trois dimensions qui considère la longueur minimale

comme une incertitude supplémentaire dans la mesure de position [12]; est dé�nie par les

relations de commutations suivante:

[X
i
; Pj] = i~�ij

�
1 + �P 2

�
; [Xi; Xj] = �2�i~

�
1 + �P 2

�
�ijkLk; and [Pi; Pj] = 0; (3.2.1)

avec � est un paramètre positif très faible déformation et Lk est la composante du moment

cinétique qui peut être exprimé comme suit:

Lk =
1

1 + �P 2
�ijkXiPj; (3.2.2)
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qui satisfait l�algèbre usuelle :

[Pi; Lj] = i~�ijkPk; [Xi; Lj] = i~�ijkXk; [Li; Lj] = i~�ijkLk; (3.2.3)

Sous l�in�uence de (GUP), les opérateurs position et moment agissent comme:

Xi = i~
�
1 + �p2

� @

@pi
; Pi = pi; (3.2.4)

Dans ce qui suit nous obtenons les relations nécessaires pour notre calcul en tenant

compte du fait que nous devons récupérer la mécanique quantique habituelles dans la limite

� ! 0:

Dans cette partie, nous allons résoudre l�équation de Klein-Gordon à trois dimensions

dans le formalisme de la mécanique quantique avec un principe d�incertitude généralisé,

qui a été développé au début. En employant la substitution p� ! p��eA�: l�équation

stationnaire de Klein-Gordon décrivant une particule scalaire, de massem soumise à l�action

d�un champ électromagnétique uniforme A�; nous travaillons dans le système (~ = c = 1) ;

est donnée par: �
(p�eA(y))2 +m2 � ("� eA0)

2� = 0; (3.2.5)

" est l�énergie.

En supposant que la direction de champ magnétique H le long de l�axe z; du champ

électrique E le long de l�axe y et la jauge est �xée comme suit:

A� = �y (��0E + ��1H) ; (3.2.6)

où ��� est le symbole de Kronecker.

En remplaçant le champ A� par (3:2:6) ; l�Eq. (3:2:5) se transforment comme:�
e2
�
H2 � E2

�
y2 + 2e (pxH � �E) y + p2x + p2y + p2z +m2 � "2

�
 (y) = 0; (3.2.7)

où en exprimant les operateurs Xi et Pj en termes des opérateurs de coordonnées commu-

tatives et leurs opérateurs du moments (3:2:4) ; l�Eq. (3:2:7) peut s�écrire:"
�e2H2
2

�
�

�

�
1 + �p2y

� @

@py

�2
+ 2ieH

�
px �

�
1� 
2

� 1
2 "
���

�

�
1 + �p2y

� @

@py

�
+p2x + p2y + p2z +m2 � "2

�
 (py) = 0; (3.2.8)

où il a été choisi jHj � jEj avec � = �
1+�(p2x+p

2
z)
et 
2 =

�
1� E2

H2

�
: Nous notons que dans le

cas particulier si:jHj = jEj ; Eq.(3:2:8) se convertira à une équation di¤érentielle du premier
ordre.
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Maintenant, a�n de résoudre cette dernière Eq.; nous utilisons la transformation suivante:

� =
1p
�
arctan

�p
�py
�
; (3.2.9)

la valeur de � change dans l�intervalle
i
� �
2
p
�
;+ �

2
p
�

h
selon les valeurs de py dans l�intervalle

]�1;+1[ ; on obtient:�
d2

d�2
� 2i�

p
�
d

d�
� �� tan2

�p
��
�
� ��

�
 = 0; (3.2.10)

avec:

� =
� (p2x + p2z +m2 � "2)

�2e2H2
2
; � =

p
�
�
px � (1� 
2)

1
2 "
�

�eH
2
and � =

1

�2e2H2
2
; (3.2.11)

Pour simpli�er l�équation (3:2:10) ; Nous utilisons l�ansatz suivant:

 (�) = exp(i�
p
��)' (�) ; (3.2.12)

nous obtenons �
d2

d�2
� �� tan2

p
��+ �

�
�2 � �

��
' (�) = 0; (3.2.13)

Pour réduire cette équation à une classe d�équations di¤érentielles connues, on utilise la

transformation suivante:

' (�) =
�
1� u2

��
2 f (u) ; (3.2.14)

où � est une constante à déterminer et u = sin (
p
��) :

Au moyen de cette substitution (3:2:14) ; l�équation di¤érentielle (3:2:13) se réduisent au

type de Gegenbauer��
1� u2

� @2

@u2
� (2�+ 1)u @

@u
+ n (n+ 2�)

�
f (u) = 0; (3.2.15)

où � et n; des entier non négatifs, qui véri�ent ces conditions:(
� (�� 1)� � = 0

�2 � � � � = n (n+ 2�)
; (3.2.16)

où la première relation de (3:2:16) détermine la valeur de � :

�� = 1=2
�
1�

p
1 + 4�

�
; (3.2.17)

et pour éviter la singularité de ' (u) à u = �1: Dans la suite du calcule nous choisissons
cette valeur:

� = �+ = 1=2
�
1 +

p
1 + 4�

�
: (3.2.18)
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Finalement, la solution exacte de l�équation (3:2:15) peut être exprimée par le polynôme

de Gegenbauer comme:

f (u) = NC�
+

n (u) ; (3.2.19)

avec N est une constante de normalisation.

Par conséquent, l�expression de  (�) peut être écrite comme:

 n (�) = N cos�
+ �p

��
�
exp(i�

p
��)C�

+

n

�
sin
�p

��
��
; (3.2.20)

ou avec l�ancienne variable py comme:

 n (py) = N
�
1 + �p2y

���+

2 exp(i� arctan
�p

�py
�
)C�

+

n

 p
�pyp

1 + �p2y

!
: (3.2.21)

Pour extraire le spectre d�énergie, on substitue les expressions (3:2:11) et (3:2:18) dans

la deuxième relation de (3:2:16) ; il est facile de montrer que:

"�n;� =
�
1� 
2

� 1
2 px � 


��
p2z +m2

�
+ eH


�
1 + �

�
p2x + p2z

��
�
 
(2n+ 1)

r
1 +

1

4
�2e2H2
2 + �eH


�
n (n+ 1) +

1

2

�!# 1
2

: (3.2.22)

Il est remarquable que l�expression ci-dessus de spectre d�énergie contient une correction

supplémentaire,qui dépend du paramètre de déformation � et sa déviation augmente rapi-

dement avec n2: Cet e¤et est dû essentiellement à la modi�cation de l�algèbre de Heisenberg

standard. Nous notons également que, ce résultat explique le con�nement au secteur de

haute énergie. In addition, Cependant, la forme de spectre énergétique peut être testée; en

utilisant la limite � ! 0; nous obtenons le résultat obtenue dans le cas ordinaire.

Dans le cas d�un champ magnétique pur, c�est à dire, où E = 0; l�Eq.(3:2:22) se présente

sous forme:

"�n;� =

vuut(p2z +m2) + eH (1 + � (p2x + p2z))

"
(2n+ 1)

r
1 +

1

4
�2e2H2 + eH�

�
n (n+ 1) +

1

2

�#
:

(3.2.23)

A�n de séparer la contribution en �; nous étendons au premier ordre en �, nous obtenons:

"��n;� =
�
1� 
2

� 1
2 px � 


hp
(p2z +m2) + (2n+ 1) eH


+
�

2
eH


��
p2x + p2z

�
(2n+ 1) + eH


�
n (n+ 1) +

1

2

���
: (3.2.24)
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Le premier terme de (3:2:24) est le spectre d�énergie de l�équation de Klein-Gordon ordi-

naire en présence d�un champ électromagnétique et le second terme représente la correction

due à la présence de la longueur minimale. Ici, nous notons la dépendance à n2 qui est

une caractéristique du con�nnement di¢ cile comme dans le cas du problème de l�oscillateur

[27; 28]; qui est la similitude entre les deux problèmes. Dans la limite � ! 0, on obtient le

résultat suivant ordinaire.

3.3 Dynamique d�une particule de Dirac sous l�action

d�un champ électromagnétique à (3 + 1)dimensions

3.3.1 Solution de l�équation de Dirac dans l�espace des moment

Dans cette section, nous considérons des particules relativistes de spin un demi décrites par

l�équation de Dirac stationnaire dans un champ de jauge électromagnétique A�; (3:2:6)

[�: (p� eA) + �m� (�� eA0)] 	 (y) = 0; (3.3.1)

avec:

� =

"
0 �

� 0

#
; � =

"
I2 0

0 �I2

#
; (3.3.2)

�
�2 + e(1 + �p2)M

�
� (y) = 0; (3.3.3)

et � (�x; �y; �z) sont les matrices de Pauli et I2 est la matrice unité 2� 2:
La quadrature de cette équation est nécessaire pour résoudre (3:3:1) dans un champ

externe, donc il est commode de multiplier par cet ansatz:

	 = [�: (p� eA) + �m+ (�� eA0)]�; (3.3.4)

la fonction � à quatre composants véri�e l�équation:où �2 est l�opérateur de Klein Gordon:

�2 =
�
(p�eA(y))2 +m2 � (�� eA0)

2�et la matrice M est donnée par:

M =

0BBBBB@
�H 0 0 �H
0 H E 0

0 �E �H 0

E 0 0 H

1CCCCCA :

Pour résoudre (3:3:4) ; nous diagonalisons la matrice �M dont les valeurs propres sont ��i =

�H
: D�où les solutions peuvent être construites comme suit � (p) = U��� (p) avec U est la
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matrice de transfert donnée par:

U� = �
H

E

0BBBBB@
0 (1� 
) (1 + 
) 0

(1 + 
) 0 0 (1� 
)

1 0 0 1

0 1 1 0

1CCCCCA : (3.3.5)

Eq.(3:3:4) devient: h
�2 + e(1 + �p2)fMi �� (p) = 0; (3.3.6)

où fM = U�1�
�MU� : (3.3.7)

En utilisant l�expression du champ en (3:2:6) et (3:1:3) la forme explicite de (3:3:6) peut

s�écrire sous la forme:"
�e2H2
2

�
�

�

�
1 + �p2y

� @

@py

�2
+ 2ieH

�
px � �

�
1� 
2

� 1
2

���
�

�
1 + �p2y

� @

@py

�

+(1� e�H
) p2y + p2x + p2z +m2 � �2 � e

�
�

�

�
H


�
��� (py) = 0; (3.3.8)

avec:

�� (py) =

 
�+�

���

!

V; (3.3.9)

où V est un vecteur constant de dimension (2� 1) :
en utilisant le changement de variable (3:2:9) ; Eq. (3:3:8) se simpli�e en:�

d2

d�2
� 2i�

p
�
d

d�
� ��� tan2

�p
��
�
� ���

�
��� (�) = 0; (3.3.10)

où

�� =
�
�
p2x + p2z +m2 � �2 � e

�
�
�

�
H

�

�2e2H2
2
; �� =

(1� e�H
)

�2e2H2
2
; (3.3.11)

Procédons de la même manière que dans le cas de l�équation de Klein-Gordon, en tenant

compte des mêmes transformations. (3:2:14)

��� (�) = exp(i�
p
��)�� (�) ; et ��� (�) =

�
1� u2

���
2 g�� (u) ; (3.3.12)

où � et n; un entier non négatif, véri�e ces conditions:(
� (�� 1)� �� = 0

�2 � �� � � = n (n+ 2�)
: (3.3.13)
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Par conséquent, la solution exacte de l�équation (3:3:6) est donnée en fonction de l�ancienne

variable py comme:

���;n (py) = �
�
�
1 + �p2y

����
2 exp(i� arctan

�p
�py
�
)C��n

 p
�pyp

1 + �p2y

!
; (3.3.14)

avec �� est la constante de normalisation, et par le même raisonnement que dans le cas

précédent, la valeur acceptée de �� sont:

�+ = 1 +
1

e�H

; �� =

1

e�H

: (3.3.15)

Le spectre d�énergie correspondante peut être déduit de la condition (3:3:13)

�+n =
�
1� 
2

� 1
2 px � 


��
p2z +m2

�
+ (n+ 1) eH


�
1 + �

�
p2x + p2z

��
(� (n+ 1) eH
 + 2)

� 1
2 ;

(3.3.16)

��n =
�
1� 
2

� 1
2 px � 


��
p2z +m2

�
+ neH


�
1 + �

�
p2x + p2z

��
(�neH
 + 2)

� 1
2 : (3.3.17)

La dépendance en n2 serait une signature unique des relations de commutation modi�ée.

Contrairement au cas ordinaire, les niveaux d�énergie se comportent comme les niveaux

d�énergie d�une particule con�née dans un puits de potentiel. C�est une caractéristique

du con�nement di¢ cile qui rend le modèle considéré dans une position plus adaptée à la

description de con�nement des quarks. Avant de �naliser cette section, il est préférable de

traiter quelques cas particuliers.

Le cas d�un champ magnétique pur, c�est à dire, où E = 0; l�Eq. (3:3:16) et (3:3:17)

prennent la forme:

�+n = �
p
(p2z +m2) + (n+ 1) eH (1 + � (p2x + p2z)) [� (n+ 1) eH + 2]; (3.3.18)

��n = �
��
p2z +m2

�
+ neH

�
1 + �

�
p2x + p2z

��
(�neH + 2)

� 1
2 : (3.3.19)

A�n de séparer la contribution en �; nous étendons au premier ordre en � (3:3:16) et

(3:3:17), nous obtenons:

"+n;�� =
�
1� 
2

� 1
2 px�




�p
(p2z +m2) + 2 (n+ 1) eH
 +

�

2
(n+ 1) eH


�
(n+ 1) eH
 + 2

�
p2x + p2z

��
+O

�
�2
��
;

(3.3.20)

"�n;�� =
�
1� 
2

� 1
2 px�


�p
(p2z +m2) + 2neH
 +

�

2
neH


�
neH
 + 2

�
p2x + p2z

��
+O

�
�2
��
;

(3.3.21)
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Ces résultats sont en accord avec ceux de la mécanique quantique ordinaire, si nous perenons

� = 0 dans (3:3:18) et (3:3:19)

�+n =
�
1� 
2

� 1
2 px � 


��
p2z +m2

�
+ 2 (n+ 1) eH


� 1
2 ; (3.3.22)

��n =
�
1� 
2

� 1
2 px � 


��
p2z +m2

�
+ 2neH


� 1
2 ; (3.3.23)

nous obtenons les spectre d�énergies de l�équation de Dirac ordinaire, qui coïncide exacte-

ment avec ceux obtenus par [107] dans le cas où la longueur minimale est abscente.

Avant de conclure cette discussion, par un calcul direct, la détermination des autres com-

posantes est simple, nous devons prendre en compte la propriété du polynôme de Gegenbauer

suivante.
d

du
C�n (u) = 2�C

�+1
n�1 (u) : (3.3.24)

La solution �nale est donnée par:

	 = �H
E
exp(i� arctan

�p
�py
�
)

 
A+C

�+

n

 p
�pyp

1 + �p2y

!
+ A�C

��

n

 p
�pyp

1 + �p2y

!

+B+C
�++1
n�1

 p
�pyp

1 + �p2y

!
+B�C

��+1
n�1

 p
�pyp

1 + �p2y

!!
; (3.3.25)

avec A� et B� sont des vecteurs (4� 1) dé�nis comme:

A� =

�
P � ie�

�
py�

� � i�p
�

�
Q

�
N�; B� =

2ie���

p
�
�
1 + �p2y

� 1
2

N�; (3.3.26)

avec

P =

0BBBBB@
(pz +m+ �) 0 0 (px � ipy)

0 (�pz +m+ �) (px + ipy) 0

0 (px � ipy) (pz �m+ �) 0

(px + ipy) 0 0 (�pz �m+ �)

1CCCCCA ; Q =

0BBBBB@
E 0 0 H

0 E H 0

0 H E 0

H 0 0 E

1CCCCCA ;

(3.3.27)

et

NT
� = �

�
�
1 + �p2y

����
2 ((1� 
) ; (1� 
) ; 1; 1) : (3.3.28)

3.3.2 Propriétés statistiques

La fonction de partition de l�oscillateur de Dirac, à une température T; en présence d�une

longueur minimale est donnée par:

Z� =
1X
n=0

exp��En; (3.3.29)
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avec � = 1=kT: Le calcul de la fonction de partition est évaluée en utilisant les équations

d�Euler-Maclaurin formule:

1X
n=0

f (n) =
1

2
f (0) +

Z 1

0

f (x) dx�
1X
n=0

1

2p!
B2pf

(2p�1) (0) ; (3.3.30)

où B2p sont les nombres de Bernoulli et f (2p�1) sont des dérivés de la fonction f(x) en x = 0:

On posons: y =
p
(p2z +m2) + eH
 (1 + � (p2x + p2z)) (�eH
n

2 + (�eH
 + 1)n): À l�aide

de quelques manipulations y2 peut se mettre sous cette forme condensée:

y2 = C
�
A0n2 + A00n+ 1

�
; (3.3.31)

avec:

C = eH

�
1 + �

�
p2x + p2z

�� "r
1 +

1

4
�2e2H2
2 +

�eH


2
+

(p2z +m2)

eH
 (1 + � (p2x + p2z))

#
;

A0 =
(�eH
)"r

1 +
1

4
�2e2H2
2 + �eH


2
+ (p2z+m

2)
eH
(1+�(p2x+p

2
z))

# ;

A00 =

"
2

r
1 +

1

4
�2e2H2
2 + �eH


#
"r

1 +
1

4
�2e2H2
2 + �eH


2
+ (p2z+m

2)
eH
(1+�(p2x+p

2
z))

# :
En utilisant ce changement de variable:

X2 =
y2

C
=
�
A0n2 + A00n+ 1

�
; (3.3.32)

l�intégrale sur x dans (3:3:30) prendra cette forme:

J =

1Z
0

f (x) dx =

1Z
1

f (X) dX =
1p
A00

1Z
1

dXX

�
A0X2 � A0 + A002

A0

�� 1
2

exp��

p
CX

(3.3.33)

En utilisant le dévellopement en série de la racine carrée, l�intégrale peut être évaluée

avec le résultat:

J =
exp�� (1� 
2)

1
2 pxp

A002 � A0

1Z
1

X

" 1X
n=0

(�1)n (2n� 1)!!
(2n)!!

�
A0

A002 � A0

�n
(X)2n

#
dX exp��


p
CX;

(3.3.34)
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en intégrant sur les X; on aura:

J =
exp
p
A002 � A00

1X
n=0

(�1)n (2n� 1)
(2n)

�
A0

A002 � A0

�n �
� (2n+ 2)

�2n+2
� e��

2n+ 2
� (1; 2n+ 3;�)

�
(3.3.35)

avec:

�=�

p
C and 
 = ��

�
1� 
2

� 1
2 px: (3.3.36)

pour � � 1 (à haute température) les contributions du premièr et troisième termes dans

(3:3:30) et du deuxième terme en (3:3:35) sont négligeable en les comparant au premier

terme contenant 1
�2n+2

1X
n=0

f (n) =

Z 1

0

f (x) dx =
exp
p
A002 � A0

1X
n=0

(�1)n (2n� 1)!!
(2n)!!

�
A0

A002 � A0

�n
� (2n+ 2)

�2n+2
;

(3.3.37)

Par conséquent, on obtient:

Z� =
1

�2
exp
p
A002 � A0

1X
n=0

(�1)n (2n� 1)!!
(2n)!!

�n� (2n+ 2) ; (3.3.38)

où

� =

�
1

�2
A0

A002 � A0

�
: (3.3.39)

À ce stade, on peut distinguer que pour l�extension à hautes températures � est un petit

paramètre:

� '
�
(�x)min
lth

�2
; (3.3.40)

où lth = ~c=kT; avec (~ = c = 1) représente la longueur d�onde thermique obtenue à des

températures élevées. Cette longueur d�onde est une longueur caractéristique du système

et ne pourra pas être accessible expérimentalement, elle doit être supérieure à la longueur

minimale, en vertu du principe d�incertitude généralisé. Finalement, en conservant seule-

ment les termes de premier ordre en paramètre de déformation �; on obtient �nalement

l�extension à haute température de la fonction de partition:

Z� '
exp


2

"
(KT )2

eH
3
� �

3 (KT )4

2
4

#
: (3.3.41)

Le premier terme est la fonction de partition d�une particue de Dirac soumise à un champ

électromagnétique en abscence d�une longueur minimale, tandis que le second terme est la

contribution venant de la perturbation de l�espace par la présence de la longueur minimale.
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L�énergie moyenne dé�nie par:U = KT 2 @ lnZ
@T

est donné par:

U = exp
KT
�
1� 2eH� (KT )2

�
;

= exp
KT

"
1� 2eH

�
�xmin
lth

�2#
; (3.3.42)

tandis que la capacité thermique C = @U
@T
est donnée par:

C = exp
K
�
1� 6eH� (KT )2

�
;

= exp
K

"
1� 6eH

�
�xmin
lth

�2#
; (3.3.43)

Dans la limite � = 0; (3:3:42) et (3:3:43) se réduisent à l�énergie et la capacité thermique

d�une particule de Dirac soumise à un champ électromagnétique dans cas ordinaire

Le problème du potentiel électromagnétique à 3 dimensions spatiales a été développé dans

le formalisme de la mécanique quantique avec une longueur minimale [128]: Considérons le

cas relativiste était important pour de nombreuses raisons. les particules relativistes sont

des candidats naturels pour l�étude de la nature de l�espace-temps à proximité de l�échelle

de Planck. En outre, il est plus facile de déterminer si la discontinuité de l�espace existe

en deux et trois dimensions en étudiant les équations de Klein-Gordon et de Dirac dans le

cadre de GUP. Dans les deux cas, la solution exacte est obtenue, où les fonctions d�onde

sont exprimées en polynômes de Gegenbauer. Le spectre d�énergie est déduit exactement

et il contient une correction supplémentaire, qui dépend du paramètre de déformation �;

et sa déviation croît rapidement avec n2 qui est un signe de con�nement dur. Ceci est une

conséquence naturelle depuis notre problème original est associé à un mouvement d�une

particule ponctuelle près de la surface d�une sphère. Le cas limite est alors déduit pour

� ! 0: À haute température les propriétés thermiques sont dérivées.

Dans le régime de hautes températures, le champ électromagnétique extérieur joue un

rôle important dans la mécanique quantique relativiste avec le GUP, notamment dans la

description du con�nement des quarks en physique des particules. En outre, les résultats

de cette étude pourraient être utiles pour l�étude des spectres de méson.

Il est intéressant d�étudier ce problème avec le champ électromagnétique quanti�é dans

le cadre de la théorie quantique des champs, a�n de déterminer le taux de création des par-

ticules par exemple. Ce problème sera une autre étude détaillée est en phase de préparation.
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3.4 Etude de l�oscillateur relativiste dans un champ

magnétique constant à (2 + 1) dimensions

Le problème de l�oscillateur harmonique est l�un de nombreux sujets, qui ont été récemment

étudiés dans le contexte de la longueur minimale. Ce problème a été étudié par Kempf

et ces collaborateurs [13]; qui ont obtenu la déviation exacte des niveaux d�énergie du sys-

tème causée par la longueur minimale dans le cas unidimensionnel. Plus tard, Chang et

ces collaborateur généralisent l�étude exacte à des dimensions arbitraires [22]: Le modèle

de l�oscillateur harmonique peut parfaitement décrire le mouvement cyclotron d�un électron

dans un piège de Penning [129]: Ce fait a été exploité par les auteurs de Réf [22] pour exam-

iner la contrainte qui peut être placé sur le paramètre de déformation à l�aide des mesures

de précision des niveaux d�énergie de l�électron. Toutefois, lorsque le champ magnétique est

su¢ samment fort, ainsi les e¤ets relativistes deviennent importants et doivent être pris en

considération. Dans ce cas là, la mécanique quantique relativiste est nécessaire a�n d�obtenir

un résultat plus précis. L�oscillateur relativiste peut être considéré comme le partenaire rel-

ativiste de l�oscillateur harmonique car il se réduit à celui ci dans la limite non relativiste.

Vu l�intérêt majeur de ce sujet, de nombreux travaux lui one été consacrés, par exemple,

la solution exacte de l�oscillateur de Klein�Gordon à 2-dimensions [130]; l�oscillateur de

Dirac dans la Réf [131]; l�oscillator Bosonic (spin 0 and 1) à une dimension par [120] ça

généralisation à (1 + 3) dimensions dans la Réf [121]:::etc.

Pour commencer notre étude, choisissons la direction de champ magnétique suivant

l�axe-z; d�où la gauge est �xé comme suit:

A=
B
2
(�y; x; 0) ; (3.4.1)

B est l�intensité du champ magnétique A qui est exprimé en fonction du paramètre de

déformation � sous la forme:

A!
�
1 + �p2

�
A; (3.4.2)

en employant une forme générale de l�opérateur de position avec une substitution non-

minimale donnée par:

p! p�
�
1 + �p2

� �e
c
A�im!r

�
: (3.4.3)
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3.4.1 Cas de l�oscillateur de Klein-Gordon

L�équation stationnaire décrivant l�oscillateur de Klein-Gordon en présence d�un potentiel

A est donné par:

c2
�
p� e

c
A+im!r

��
p� e

c
A�im!r

�
� =

�
E2 �m2c4

�
�: (3.4.4)

Dans cette section nous illustrons l�e¤et de la longueur minimale sur le spectre d�énergie

et les fonctions propres d�une particule scalaire chargée dans un champ magnétique constant.

Considérons le potentiel vecteur dans la mesure symétrique:

A =
B�r
2

; (3.4.5)

on peut dé�nir �! comme:

�! = e
B
2mc

; (3.4.6)

En ce moment, et, dans le cas ordinaire, à deux dimensions avec une certaines remise en

ordre en utilisant les relations de commutations ordinaire entre les opérateurs de position

et de moment, nous obtenons:

c2
�
p2 +m2

�
�!2 + !2

�
r2 � 2m�!Lz

�
� =

�
E2 �m2c4 + 2m!~

�
�; (3.4.7)

En substituant l�expression (3:4:3) ; l�équation. (3:4:4) s�écrit:

c2
h
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A� im!r

�i
�
h
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A+im!r

�i
� =

�
E2 �m2c4

�
�; (3.4.8)

à l�aide des relations de commutation proposées dans (2:2:18) ; avec �0 = 0; on obtient:

c2
h
(1� 2�m!~) p2 +m2

�
�!2 + !2

� �
1 + �p2

�2
r2 + 2i~�m2

�
�!2 + !2

� �
1 + �p2

�
(~p � ~r)

�2m�! (1� 2�m!~)
�
1 + �p2

�
Lz
�
� =

�
E2 �m2c4 + 2m!~c2

�
�; (3.4.9)

en utilisant la représentation des moment, on aura:��
1 + �p2

�2� @2

@2px
+

@2

@2py

�
+ 2�

�
1 + �p2

��
px

@

@px
+ py

@

@py

�

+
2�! (1� 2�m!~) (1 + �p2)

m (�!2 + !2) ~2
Lz �

(1� 2�m!~) p2
m2 (�!2 + !2) ~2

+ �

�
� (px; py) = 0; (3.4.10)

avec:

� =
1

m2 (�!2 + !2) ~2

�
(E2 �m2c4)

c2
+ 2m!~

�
: (3.4.11)
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pour résoudre cette équation il est préférable d�utilisé les coordonnées polaires (p; ') dans

l�espace des moments et qui sont reliées aux coordonnées cartésiennes par ces relations:

px = p cos'; py = p sin': (3.4.12)

on coordonnées polaire l�équation (3:4:10) devient:"��
1 + �p2

� @
@p

�2
+
�
1 + �p2

�2�1
p

@

@p
+
1

p2
@2

@'2

�

+
2�! (1� 2�m!~) (1 + �p2)

m (�!2 + !2) ~2
~
i

@

@'
� (1� 2�m!~) p

2

m2 (�!2 + !2) ~2
+ �

�
�(p; ') = 0 (3.4.13)

Pour résoudre cette équation, nous employons la forme séparée suivante:

�(p; ') = N eijmlj'R (p) ; ml = 0;�1;�2;�3::: (3.4.14)

en utilisant la représentation bidimentionelle des opérateurs de position, on obtient l�équation

di¤erentielle suivante pour la partie radiale de la fonction d�onde:"��
1 + �p2

� @
@p

�2
+
�
1 + �p2

�2�1
p

@

@p
� m2

l

p2

�
+

2 jmlj �! (1� 2�m!~) (1 + �p2)

m (�!2 + !2) ~
� (1� 2�m!~) p

2

m2 (�!2 + !2) ~2
+ �

�
R (p) = 0: (3.4.15)

Pour simpli�er cette équation nous introduisons la variable � dé�nie:

p! � =
1p
�
arctan

�
p
p
�
�
; (3.4.16)

la valeur de � change dans l�intervalle
i
� �
2
p
�
;+ �

2
p
�

h
selon les valeurs de p dans l�intervalle

]�1;+1[ ;
Alors, nous obtenons:�

d2

d�2
+

p
�

tan (
p
��)

�
1 + tan2

�p
��
�� d
d�
� m2

l�

tan2 (
p
��)

�
1 + tan2

�p
��
��2

+
�
� � �

�

�
tan2

�p
��
�
+ (�+ �)

i
R (�) = 0; (3.4.17)

avec:

� =
2 jmlj �! (1� 2�m!~)

m (�!2 + !2) ~
; � =

(�m)2 (�!2 + !2) ~2

(1� 2�m!~) : (3.4.18)

Nous simpli�ons l�Eq. (3:4:17) ; en utilisons l�ansatz suivant:

R (�) =
�
1� q2

��
2 qjmljf (q) ; (3.4.19)
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où � est une constante à déterminer et q = sin (
p
��) :

Un simple calcul nous mène vers une equation di¤érentielle du type��
1� q2

� d2
dq2

+

�
2 jmlj+ 1

q
� (2 (�+ jmlj) + 1) q

�
d

dq

+

�
�+ �

�
� 2m2

l � 2� (jmlj+ 1)
��

f (q) = 0; (3.4.20)

avec � veri�e:

� (�� 2)�m2
l +

�

�
� 1

�
= 0: (3.4.21)

dont la solution est donnée par:

� = 1�
r
1 +m2

l �
�

�
+
1

�
: (3.4.22)

il est remarquable de noter que la fonction f(q) doit être non singulière à q = �1; ce qui
implique alors que la valeur acceptée de � est:

� = 1 +

r
1 +m2

l �
�

�
+
1

�
: (3.4.23)

Pour réduire l�équation (3:4:20) à une classe d�équations di¤érentielles connues avec une

solution polynomiale, nous utilisons un nouveau changement de variable z = 2q2 � 1 et
imposons la condition suivante:

1

4

�
�+ �

�
� 2m2

l � 2� (jmlj+ 1)
�
= n (n+ a+ b+ 1) ; (3.4.24)

où n est un entier non négatif et a; b sont dé�nis par:

a = �� 1 and b = jmlj

Injectons a et b dans l�équation (3:4:20) ; pour obtenir la forme suivante:

�
1� z2

� d2f
dz2

+ [(b� a)� (a+ b+ 2) z]
df

dz
+ n (n+ a+ b+ 1) f (z) = 0: (3.4.25)

où la solution exacte est donnée par le polynôme de Jacobi

f (z) = P (a;b)n (z) ; (3.4.26)

En retournant à l�ancienne variable p; la fonction d�onde s�écrit:

�n;ml
(p; ') = N eijmlj'

�
1 + �p2

����+jmlj
2

� �
�p2
� jmlj

2 P (��1;jmlj)
n

�
�p2�1
�p2+1

�
; (3.4.27)
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avec N est la constante de normalisation qui peut être calculer en utilisant la condition de

normalisation:
Z

pdpd'
(1+�p2)

��(p; ')�(p; ') = 1 et l�identité suivante:

+1Z
�1

dy (1� y)a (1 + y)b
�
P (a;b)n (y)

�2
=

2a+b+1� (a+ n+ 1)� (b+ n+ 1)

n! (a+ b+ 1 + 2n) � (a+ b+ n+ 1)
; (3.4.28)

la fonction d�onde se réduit alors à l�expression suivante:

�n;ml
(p; ') =

p
�

"�
n! (2n+ �+ jmlj) � (n+ �+ jmlj)

�� (n+ �) � (n+ jmlj+ 1)

� 1
2

eijmlj'
�
1 + �p2

����+jmlj
2

� �
�p2
� jmlj

2 P (��1;jmlj)
n

�
�p2�1
�p2+1

�#
; (3.4.29)

en insérant (3:4:22) dans (3:4:24) ; nous obtenons en représentation de l�espace des moment

le spectre le l�oscillateur de Klein-Gordon avec un champ magnétique uniforme

E2N;ml
= m2c4 +m~c2�

2 (N + 1)
q
(�!2 + !2)

�
(1� 2�m!~) (1� 2�m�! jmlj ~) + (�m~)2 (m2

l + 1) (�!
2 + !2)

�
+�m (�!2 + !2)

�
(N + 1)2 +m2

l + 1
�
~� 2 jmlj �! (1� 2�m!~)� 2!

�
:

;

(3.4.30)

avec N = 2n+ jmlj et n est le nombre quantique principal.
Comme dans le cas ordinaire E = mc2 +Enr; la limite non-relativiste est obtenue, dans

l�hypothèse où mc2 � Enr; l�approximation de premier ordre est donnée par:

ENr = ~m
p
(�!2 + !2)�

(N + 1)
q
1 + (�~m)2 (�!2 + !2) (m2

l + 1) + 2~m� (�! jmlj (1� 2m!~�)� !)

+�~m
p
(�!2 + !2)

[(N+1)2+m2
l+1]

2

�
+ ~ (�! jmlj (1� 2m!~�)� !) :

: (3.4.31)

Il est clair que sans compter l�énergie au repos de la particule, le deuxième et troisième

termes représentent, respectivement, l�énergie de l�oscillateur non-relativiste et la correction

relativiste toutes les deux en présence de la longueur minimale.

3.4.2 Cas de l�oscillateur de Dirac

Dans cette section nous considérons l�équation stationnaire décrivant l�oscillateur de Dirac

en présence d�un potentiel A à D-dimensions [132]h
c� �

�
p�e

c
A�im!
0r

�
+ 
0mc2

i
	(r) = E	(r) ; (3.4.32)
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où m et !, sont respectivement la masse et la fréquence de l�oscillateur and là où les états

stationnaires 	(r) et les matrices de Dirac � et 
0de dimensions (4� 4) sont donnés par:

	(r) =

�
� (r)

� (r)

�
; � =

 
0 �

� 0

!
et 
0 =

 
I 0

0 �I

!
; (3.4.33)

avec � sont les matrices standard de Pauli et I représente une matrice (2� 2) unitaire.
Après avoir e¤ectuer un calcul simple, nous pouvons arriver à ces équations couplés:

c��
�
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A�im!r

��
� (r) =

�
E �mc2

�
� (r) ; (3.4.34)

c��
�
p�
�
1 + �p2

� �
i
e

c
A+m!r

��
� (r) =

�
E +mc2

�
� (r) ; (3.4.35)

Exprimons � (r) en fonction de � (r) dans (3:4:35) et on le remplaçons dans (3:4:34) et

en utilisant la relation (�a) � (�b) = a � b+ i� � (a� b) ; nous obtenons:

c2�2KG + (1 + �p2) f2�~m2 (�!2 + !2)Lz � 2m!Lz + 2m2�!! (1 + �p2) r2

(+4i~�m2�!! (~p � ~r)� 2m~�!)�zg� = (E2 �m2c4)�
(3.4.36)

où la fonction d�onde est un spineur à deux composants noté: � (r)T = (�1; �2), et �
2
KG est

le propagateur de K-G:

�2KG =
h
p2 � 2m�!

�
1 + �p2

�
(1� 2�m~!)Lz +m2

�
�!2 + !2

� �
1 + �p2

�2
r2

+2i~m2
�
�!2 + !2

�
�
�
1 + �p2

�
(~p � ~r)� 2m!~

�
1 + �p2

��
(3.4.37)

par un calcul direct, l�Eq.(3:4:36) peut être réécrite comme:

c2
h
(1� 2�m (! � �!) ~) p2 +m2 (! � �!)2

�
1 + �p2

�2
r2 + 2i~�m2 (! � �!)2

�
1 + �p2

�
(~p � ~r)

�2m (! � �!) (1� �m (! � �!) ~)
�
1 + �p2

�
Lz
�
�
1;2
=
�
E2 �m2c4 + 2m (! � �!) ~c2

�
�
1;2

(3.4.38)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons le formule séparé ci-dessous:

�
1;2
(p; ') = eijmlj'R1;2 (p) ;ml = 0;�1;�2;�3::: (3.4.39)

nous obtenons l�équation radiale suivante:��
1 + �p2

�2� @2

@2px
+

@2

@2py

�
+ 2�

�
1 + �p2

��
px

@

@px
+ py

@

@py

�
� 2 (1 + �p2)

m (! � �!) ~2 [1� �m (! � �!) ~]Lz

�(1� 2�m (! � �!) ~) p
2

m2 (! � �!)2 ~2
+���

�
R1;2 (p) = 0; (3.4.40)
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où

��� =
1

m2 (! � �!)2 ~2

�
E2 �m2c4

c2
+ 2m (! � �!) ~

�
(3.4.41)

A ce stade, on résout l�équation. (3:4:40) Exactement de la même manière que l�Eq. De

K-G, en tenant compte des mêmes transformations (3:4:16) et (3:4:19) : Les spineurs R1 et

R2 sont exprimés par le polynôme de Jacobi:

R1;2 (p) = C1;2
�
1 + �p2

����1;2+jmlj
2

� �
�p2
� jmlj

2 P (�1;2�1;jmlj)
n

�
�p2�1
�p2+1

�
(3.4.42)

avec:

�1;2 (�1;2 � 2)�m2
l +

���
�
� 1

���
= 0: (3.4.43)

Analysons de la même manière que dans le cas de K-G. Les valeurs admises de �1;2 pour

l�équation sont:

�1;2 = 1 +

s
1 +m2

l �
���
�
+
1

���
; (3.4.44)

où nous avons utilisé:

��� = �
2 jmlj (1� �m (! � �!) ~)

m (! � �!) ~ ; ��� =
(�m)2 (! � �!)2 ~2
(1� 2�m (! � �!) ~) ; (3.4.45)

et C1; C2 sont les constantes de normalisation.

Maintenant nous utilisons la propriétés du polynôme de jacobi dans le but de déterminer

les autres composantes de 	(p) :

dP
(a;b)
n (y)

dy
=
1

2
(n+ a+ b+ 1)P

(a+1;b+1)
n�1 (y) : (3.4.46)

Finalement la fonction d�onde s�écrit :

	nml
(p; ') � �1

26666664

0BBBBBB@
E +mc2

c
0

0


1e
i'

1CCCCCCAP (�1�1;jmlj)
n +

0BBBBB@
0

0

0

��1ei'

1CCCCCAP
(�1;jmlj+1)
n�1

37777775+

�2

26666664

0BBBBBB@
0

E +mc2

c

2e

�i'

0

1CCCCCCAP (�2�1;jmlj)
n +

0BBBBB@
0

0

�2e
�i'

0

1CCCCCAP
(�2;jmlj+1)
n�1

37777775 (3.4.47)
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avec:

�1;2(p) = C1;2

�
c

E +mc2

��
1 + �p2

����1;2+jmlj
2

� �
�p2
� jmlj

2 ; �1;2(p) =
2im (�! � !) (n+ml + �1;2)�p

1 + �p2

and 
1 = p+ im (�! � !)

�
(ml � �2)�p+

2ml

p

�
; 
2 = p+ im (�! � !) (ml + �1)�p

(3.4.48)

En�n, selon la condition de quanti�cation et les Eqs. (3:4:24) ; (3:4:44) ; On obtient le

spectre d�énergie relativiste E1 et E2 qui correspond aux spineurs R1 et R2

E2(1;2)N;ml

= m2c4 +m (! � �!) ~c2 [�2 (N + 1)q
(1� 2�m (! � �!) ~) (1� �m (! � �!) jmlj ~) + �m (! � �!) ~ [�m (! � �!) (m2

l + 1) ~�ml]

+�m (! � �!)
�
(N + 1)2 +m2

l + 1
�
~� 2 jmlj (1� �m (! � �!) ~)� 2

�
: (3.4.49)

Dans ce cas, nous observons que E22N;ml = m2c4 pour les valeures
�
! = �! = eB

2mc

�
; qui peut

être interprété comme point de résonance. Le cas ordinaire est obtenu en posons � = 0:

L�étude de la limite non relativiste de l�équation de Dirac est une méthode utile pour

comprendre certains e¤ets sur les fermions couplés à des champs externes.(E2 �m2c4) =

2mc2Enr

Enr = �~ (! �$) [(N + 1)�q
1� 2~m� (! �$) [�1 + jmlj � �~m jmlj (! � �!)] + (�~m)2 (! �$)2 (m2

l + 1)

�
�m~ (! �$)�

2

�
N2 +m2

l + 2N + 2
�
� ~m (! � �!)

2
(�1 + jmlj � �~m jmlj (! �$))

�
(3.4.50)

Là, on con�rme le résultat obtenu par nouicer [32]

3.4.3 Cas de l�oscillateur de Du¢ n-Kemmer-Petiau (DKP)

Bref rappel sur l�équation de Du¢ n-Kemmer-Petiau

L�équation de Du¢ n-Kemmer-Petiau (DKP) décrit la dynamique des particules scalaires

et vectorielles de spin respectivement 0 et 1: Elle est covariante, du premier degré par

rapport au temps et similaire à celle de Dirac. Elle obéit à une algèbre plus compliquée

possédant trois représentations irréductibles respectivement, une représentation triviale à

une dimension, cinq dimensions associées au spin 0 et à 10 dimensions associées au spin 1:
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En plus, cette équation de DKP contient toute information sur le système des particules

scalaires de spin 0 mais elle n�est pas complètement équivalente à celle de Klein-Gordon (K-

G) sauf dans le cas où l�interaction est absente. Autrement, sa forme quadratique contient

un terme supplémentaire non physique peut être dû aux mélanges des secteurs de spin 0

et 1 contrairement à celle de Dirac. Peut être à cause de ce défaut majeur cette équation

est restée pendant des années sans aucune importance. Maintenant l�équivalence est établie

en montrant que cette contradiction est seulement apparente et peut être élucidée par une

interprétation correcte de la théorie DKP.

En mécanique quantique relativiste, cette équation de DKP ayant déjà fait l�objet d�un

certain nombre de travaux, nous nous proposons dans cette section de donner des éléments

et des représentations essentiels relatifs au boson scalaire ou vectoriel de DKP qui nous

seront utiles par la suite, en partant de l�équation de DKP:

[i��D� �m] (r) = 0 (3.4.51)

où D� = @� + ieA� et les �
� sont des matrices singulières véri�ant les relations de commu-

tation suivantes

������ + ������ = g���� + g����: (3.4.52)

L�équation adjointe de (3:4:51) est donnée par:

[i(@� � ieA�)] (x; t)�
� +m (x; t) = 0; (3.4.53)

avec:  =  +(2�20 � 1):
De (3:4:51) et (3:4:53) ; il est facile d�obtenir l�équation de continuité suivante:

@�J
� = 0; où J� �  �� :

1) Pour le cas du spin 0; la représentation associée est à 5 dimensions, dont les matrices

sont données explicitement par:

�0 =

 
� ~0

~0T 0

!
; et �i =

 
0̂ �i

��iT 0

!
; i = 1; 2; 3 (3.4.54)

avec, 0; ~0 sont respectivement des matrices nulles de dimensions 2� 2; 2� 3 et

� =

 
0 1

1 0

!
; �1 =

 
�1 0 0

0 0 0

!
; �2 =

 
0 �1 0

0 0 0

!
et �3 =

 
0 0 �1
0 0 0

!
(3.4.55)
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2) Dans le deuxième cas d�une particule de spin 1; la représentation associée est à 10 di-

mensions et les matrices ��; sont données par

�0 =

0BBBBB@
0 0 0 0

0
T
0 1 0

0
T
1 0 0

0
T
0 0 0

1CCCCCA ; et �i =

0BBBBB@
0 0 ei 0

0
T

0 0 �isi
�eTi 0 0 0

0
T �isi 0 0

1CCCCCA ; i = 1; 2; 3 (3.4.56)

où les matrices si sont les matrices usuelles (3� 3) du spin 1; qui sont dé�nies comme suit:

s1 =

0BB@
0 0 0

0 0 �i
0 i 0

1CCA ; s2 =

0BB@
0 0 i

0 0 0

�i 0 0

1CCA ; s3 =

0BB@
0 �i 0

i 0 0

0 0 0

1CCA ; (3.4.57)

et 0 et 1; sont respectivement la matrice nulle et la matrice unité de dimensions (3� 3) et
les matrices 0 et ei sont dé�nies comme suit:

0 = (000); e1 = (100); e2 = (010); e3 = (001): (3.4.58)

Avant de commencer l�étude de l�e¤et de la longueur minimale sur les fonctions d�ondes et le

spectre d�un oscillateur DKP avec un champ magnétique uniforme, nous exposons quelques

formules utiles. L�équation stationnaire décrivant le modèle d�oscillateur DKP de spin 0 et

de spin 1 avec une masse m non nulle dans un champ magnétique constant est donnée par:h
c�
�
p�e

c
A�im!�0r

�
+mc2

i
	 = E�0	; (3.4.59)

on a employer la substitution non-minimale p! p�im!�0r avec ! est la fréquence de

l�oscillateur, �0 = 2
�
�0
�2 � 1 and (�;�0) sont les matrices de DKP [133]:

en tenant compte de l�expression (3:4:3) ; l�équation d�oscillateur DKP dans un champ

magnétique constant dans le formalisme de GUP dans le formalisme de GUP est donnée

par cette expression:h
c�
�
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A+im!�0r

��
+mc2

i
	 = E�0	: (3.4.60)

Cas du spin 0

Dans le cas spin-0, la fonction d�onde prend la forme suivante:

	(p) =

 
�

i 

!
; with � �

 
�1

�2

!
; and  �

0BB@
 1

 2

 3

1CCA ; (3.4.61)
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Injectons (3:4:61) dans l�équation (3:4:60) ; nous obtenons le système couplé suivant:

mc2�1 = E�2 + ic
h
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A�im!r

�i
� (3.4.62)

mc2�2 = E�1 (3.4.63)

mc2 = ic
h
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A+im!r

�i
�1 (3.4.64)

éliminant par substitution �2 et  en faveur de �1; nous aurons:

c2
h
(1� 2�m!~) p2 +m2 (�!2 + !2) (1 + �p2)

2
r2 + 2i~�m2 (�!2 + !2) (1 + �p2) (~p � ~r)

�2m�! (1� 2�m!~) (1 + �p2)Lz] �1 = [E
2 �m2c4 + 2m!~c2] �1;

;

(3.4.65)

avec:

�! =
eB
2mc

; (3.4.66)

le problème peut être convertie directement à l�oscillateur de K-G pour une particule soumise

à l�action d�un champ magnétique constant, en présence d�une longueur minimale, et la so-

lution exacte de l�équation (3:4:64) peut être écrite directement dans l�espace des impulsions

comme suit:

�1nml
(p; ') = N1e

ijmlj'
�
1 + �p2

����+jmlj
2

� �
�p2
� jmlj

2 P (��1;jmlj)
n

�
�p2�1
�p2+1

�
; (3.4.67)

avec N1 est la constante de normalisation.

et le spectre d�énergie relativiste E qui correspond aux fonctions d�onde spinorielles �1

est:

E2N;ml
= m2c4 +m~c2�
2 (N + 1)

q
(�!2 + !2)

�
(1� 2�m!~) (1� 2�m�! jmlj ~) + (�m~)2 (m2

l + 1) (�!
2 + !2)

�
+�m

�
�!2 + !2

� �
(N + 1)2 +m2

l + 1
�
~� 2 jmlj �! (1� 2�m!~)� 2!

�
: (3.4.68)

Nous notons que le spectre d�énergie pour le premier cas spin 0 explique le con�nement

de la particule à haute énergie. En revanche, cette expression est connue en théorie non

commutative, où la déformation spatiale a¤ecte les résultats de physique.

Maintenant nous utilisons la propriétés du polynôme de Jacobi (3:4:46) on extraire les

autres composantes de la fonction d�onde 	nml
(p) :
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On obtient �nalement:

	nml
(p; ') � �

266666664

0BBBBBBB@

mc2

E

(A+ �B+) e
i' + (A+ +B+) e

�i'

i (B� � A�) e
i' + i (B� + A�) e

�i'

0

1CCCCCCCA
P
(��1;jmlj)
n

�
�p2�1
�p2+1

�

�C

0BBBBBBB@

0

0

(�! + !) ei' � (�! � !) e�i'

(�! + !) ei' + (�! � !) e�i'

0

1CCCCCCCA
P
(�;jmlj+1)
n�1

�
�p2�1
�p2+1

�
377777775

; (3.4.69)

on dé�nit les paramètres �; A�; B�; C par:

� =
N
mc2

eijmlj'
�
1 + �p2

����+jmlj
2

� �
�p2
� jmlj

2 : (3.4.70)

A� = �
ipc

2
� mc

2p

�
(�! � !) jmlj+ (�! jmlj � !�)�p2

�
(3.4.71)

B� = �
mc

2p

�
(�! � !) jmlj+ (! jmlj � �!�)�p2

�
(3.4.72)

C =
imc (n+ �+ jmlj)�p

(1 + �p2)
: (3.4.73)

Avant de terminer cette section, nous déterminons la constante de normalisation N par la

condition de normalisation suivante:Z
pdpd'

(1 + �p2)
�	(p; ')�0	(p; ') = 1: (3.4.74)

qui peut aussi s�écrire en fonction des composantes du spineur 	;Z
pdpd'

(1 + �p2)
< [��1�2] =

1

2
: (3.4.75)

Un simple calcul nous donne:

N1 =
p
�

�
mc2

E

n! (2n+ �+ jmlj) � (n+ �+ jmlj)
2�� (n+ �) � (n+ jmlj+ 1)

� 1
2

(3.4.76)

Cas du spin 1

Passons de la même manière que dans le cas de spin 0; la fonction d�onde dans le cas de spin

1 est un vecteur à dix éléments exprimés par ~	 (r)T = (i';A (r) ;B (r) ;C (r)); avec Ai; Bi
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and Ci i = 1; 2; 3 sont respectivement les composantes des vecteurs A (r) ;B (r) et C (r) :

L�équation (3:4:60) est réduite au système suivant:

mc2' = �cp� �B (3.4.77)

mc2A = EB� cp+ �C (3.4.78)

mc2B = EA+ cp+' (3.4.79)

mc2C = �cp� �A (3.4.80)

avec:

p+ =
h
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A�im!r

�i
et p� =

h
p�
�
1 + �p2

� �e
c
A+im!r

�i
(3.4.81)

Eliminant par substitution respective ';B et C en fonction de A; nous aurons cette

équation: �
E2 �m2c4

�
A =

�c2p+ �
�
p� �A

�
+ c2p+

�
p� �A

�
� 1

m2
p+
�
p� �

�
p+ �

�
p� �A

���
à cette égard le calcul n�est pas vraiment évident pour traiter pour traiter ce système

d�équations

on conclusion de ce chapitre les expression des fonctions d�ondes et les spectres énerge-

tiques correspondents contienent des nouveaux termes complémentaires qui n�apparaissent

pas dans le cas ordinaire, ce qui explique la richesse de la structure de l�espace à cette échelle.

Ce travail coinside avec plusieurs travaux traités en introduisant une longueur minimal.

Citons [134] et [36] pour le premier cas de l�oscillateur de K-G si on pose respectivement

� = 0 et B = 0: pour le deuxième cas, de l�oscillateur de Dirac on retombe sur les résultats
de Nouicer [32] pour le cas non-ralativiste pour ! = 0:
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Conclusion Générale

Dans cette thèse, nous avons développé les outils et techniques nécessaires pour la théorie

quantique relativiste qui comprend une longueur minimale absolue. Dans un premier temps

nous avons introduit du point de vue mathématique la théorie des déformations formelles

des structures algébriques qui joue un rôle fondamentale en physique. Nous avons exposé

quelques étapes nécessaires pour construire ce formalisme avant de passer à un cas particulier

qui est le principe d�incertitude généralisé (GUP), en postulant une relation de commutation

modi�ées de la forme: h
X̂i; P̂j

i
= i~�ij

�
1 + �P̂ 2 + :::

�
Les nouveaux opérateurs de position et d�impulsion sont en général considérés comme des

fonctions des anciens opérateurs x̂ et p̂ satisfaisant aux relations de commutation canoniques

de la mécanique quantique ordinaire.

Les relations de commutation entre les opérateurs de position sont déterminées par

l�identité de Jacobi. Les représentations di¤érentielles des opérateurs de positions et de

moments ont été présentées explicitement au deuxième chapitre. Il a été montré que les

représentations les plus utilisées dans la littérature n�ont aucun e¤et sur les observables

physiques, quoique l�espace des impulsions soit le plus approprié pour résoudre n�importe

quel problème aux valeurs propres, un important aspect de ces théories est que les états

propres de l�opérateur de position ne sont plus des états physiques, et donc on est forcé à in-

troduire la représentation dite quasi-position, qui consiste à projeter les états sur l�ensemble

des états à localisation maximales, au lieu d�utiliser la représentation standard de posi-

tion obtenue en projetant les vecteurs d�état sur les états propres de l�opérateur posi-

tion. Ainsi les états du moment qui sont normalement représentés par des ondes planes

(2�)�
3
2 exp (i~ (p � x)) = hxj pi. sont désormais remplacés par l�ensemble des fonctions
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	ML
p (x) =



	ML
x

�� pi; avec 	ML
x sont les états de localisation maximal autour d�une posi-

tion moyenne x:

L�existence d�une longueur minimale dans la nature est une proposition intéressante de

la théorie des cordes et gravité quantique. Pour cette raison, et aussi à cause de leur in-

térêt intrinsèque, l�étude des théories quantiques caractérisées par une longueur minimale

est devenue une zone active dans la physique théorique. Dans le troisième chapitre nous

traitons trois systèmes relativistes commençons, par le potentiel vecteur et scalaire de la

forme qA(x) = (V0x ; 0; 0; 0) ; avec un masse variable, S(x) = S0x: Nous traitons l�équation

de Klein-Gordon à (1 + 1) dimension en présence d�une longueur minimale, où une par-

ticule est soumise à un mélange de potentiels vecteur et scalaire linéaire en utilisant deux

approches. Dans la première nous considérons la représentation de Brau où l�opérateur

impulsion comprend des dérivées d�ordre supérieur et nous l�injectons dans l�équation de

Klein-Gordon. Nous obtenons par la suite une équation di¤érentielle du quatrième ordre,

dont sa solution analytique est compliquée en présence de champs extérieurs. ....En util-

isant la méthode d�approximation, nous avons calculé les décalages des niveaux d�énergie

relativiste en fonction du paramètre de déformation �. Dans la deuxième approche, nous

avons introduit le formalisme des intégrales de chemins de Feynman dans l�espace des mo-

ments. La forme exacte de la fonction de Green est bien déterminée, le spectre d�énergie

ainsi que les fonctions d�ondes normalisées de l�état lié sont déduits. Les deux méthodes

sont comparées, et donnent les mêmes résultats de décalage de niveaux d�énergie. Le cas

limite est également déduit et les résultats de la mécanique quantique habituelle sont véri-

�és. L�étude de la dynamique d�une particule relativiste sous l�action des potentiels vecteurs

ainsi scalaires suscité un intérêt considérable dans divers domaines de la physique a�n de

garantir l�existence d�états liés, tels que le problème de con�nement dans le modèle de sac.

Dans le même chapitre les équations de K-G et Dirac en présence d�un champ électromag-

nétique ont été résolu exactement dans ce nouveau formalisme de la mécanique quantique

déformée. Les fonctions d�ondes des deux équations dans l�espace des impulsions sont ex-

primées en polynômes de Gegenbauer et les niveaux d�énergie, dépendent explicitement de

n2 La raison de ce comportement peut être compris comme suit: Le changement de variable

de p vers � change le terme cinétique p2 à un terme potentiel tan2
p
�� qui est limitée à

� = ��=2
p
�: Donc on peut conclure que pour le spectre d�énergie à haute température, les

potentiels sont des puits carrés (square wells), ce qui conduit à la dépendance n2 de l�énergie.

La fonction de partition de l�oscillateur de Dirac, à une température T; en présence d�une

longueur minimale est calculée et exprimée en fonction de la longueur d�onde thermique
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obtenue à des températures élevées. Pour que cette longueur d�onde qui caractérise le sys-

tème soit accessible expérimentalement, elle doit être supérieure à la longueur minimale, en

vertu du principe d�incertitude généralisé.

La quatrième section du troisième chapitre est consacrée à la résolution du problème de

l�oscillateur relativiste à (2 + 1) dimensions le cadre de la mécanique quantique déformée

dans l�espace des moments ou, nous avons obtenu les fonctions d�ondes normalisées associées

ainsi que le spectre d�énergie qui dépendent aussi de n2 et cela est justi�é auparavant. Une

autre conséquence intéressante, de la modi�cation des relations commutation est la dépen-

dance supplémentaire des niveaux d�énergie en ml qui n�existait pas dans le cas ordinaire.

Cela conduit à une réduction de la dégénérescence des valeurs propres de l�énergie qui peut

être interprété comme une rupture de la super symétrie de ce système relativiste. Le modèle

de l�oscillateur harmonique peut parfaitement décrire le mouvement cyclotron d�un électron

piégé dans un champ magnétique fort.
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Appendix A

Démontration des relationsh
P̂i; L̂jk

i
= i~ (�ikPj � �ijPk) ; (0.0.1)

Les relations (2:2:25) peuvent être obtenus facilement, car les opérateurs moment

commutent.
h
X̂i; L̂jk

i
est loin d�être évidente. elle peut être prouvé à partir de la

dé�nition de Lij écrite comme:

�
1 + �p2

�
L̂ij = (XiPj �XjPi) ; (0.0.2)

en constuisons le commutateur avec Xk, ce qui conduit à:

� [Xk; Xi]Pj �Xi [Xk; Pj] + [Xk; Xj]Pi +Xj [Xk; Pi]

+� [Xk; P
2]Lij + (1 + �p2) [Xk; Lij] = 0

(0.0.3)

Calculons le second terme de cette dernière relation, en utilisant l�identité de Jacobi:

�Xi [Xk; Pj] = � [Xi; [Xk; Pj]]� [Xk; Pj]Xi;

= [Xk; [Pj; Xi]] + [Pj; [Xi; Xk]]� [Xk; Pj]Xi;

= [Xk; [Pj; Xi]]� Pj [Xi; Xk] + [Xi; Xk]Pj � [Xk; Pj]Xi:

(0.0.4)

On refait le même calcul pour le quatrième terme de l�équation (0:0:3)

Xj [Xk; Pi] = [Xk; [Pi; Xj]]� Pi [Xj; Xk] + [Xj; Xk]Pi � [Xk; Pi]Xj;

En remplaçant les deux dernières relations dans (0:0:5) ; le résultat souhaité est obtenu,h
X̂k; L̂ij

i
= i~ (�jkPi � �ikPj) ; (0.0.5)
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Appendix B

La symétrie de l�orérateur X̂ (2:2:60)

l�algèbre de Heisenberg peuvent être représentés sur les fonctions d�onde de l�espace des

moment: (
P̂ (p) = p (p) ;

X̂ (p) = i~ (1 + �P 2) @p (p) :

����� : (0.0.6)

La symétrie de P̂ est évidente
�
h	j P̂

�
j�i =

�
h	j P̂

�
j�i. La symétrie de X̂ peut être vu

en e¤ectuant une intégration partielle

h	j
�
X̂ j�i

�
=

Z +1

�1

dp

1 + �P 2
 � (p)

�
i~
�
1 + �P 2

�
@p� (p)

�
;

= i~
Z +1

�1
dp � (p) @p� (p) ;

= �i~
Z +1

�1
dp (@p 

� (p)) � (p) : (0.0.7)

�
h	j X̂

�
j�i =

Z +1

�1

dp

1 + �P 2
�
i~
�
1 + �P 2

�
@p (p)

��
� (p) ;

= i~
Z +1

�1
dp (@p (p))

�� (p) ;

= �i~
Z +1

�1
dp (@p 

� (p)) � (p) : (0.0.8)
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Appendix C

Calcule de l�expectation �zn1

La fonction � (z) qui est dé�nie dans l�équation (3:1:23) ; satisfait les conditions d�orthogonalité:Z +1

�1
�m (z)�n (z) dz = �mn; (0.0.9)

et Z +1

�1
�m (z) z�n (z) dz =

8>><>>:
q

n+1
2

m = n+ 1p
n
2

m = n� 1
0 autrement

; (0.0.10)

et

Z +1

�1
�m (z) z

2�n (z) dz =

8>>>>><>>>>>:

p
n(n�1)
2

; m = n� 2
2n+1
2
; m = np

(n+1)(n+2)

2
; m = n+ 2

0 autrement

; (0.0.11)

d�une manière plus générale, on a

Z +1

�1
�n (z) z

r�m (z) dz =

8><>:
0 si r �m� n est impair

r!
2r

q
2m+n

m!n!

min(m;n)P
p=max(0;�s)

�
n
p

��
m
p

�
p!

2p(s+p)!
autrement

;

(0.0.12)

où s = (r � n�m)=2 et
�
n
p

�
est un coe¢ cient binomial.

En utiolisons ces intégrales, nous pouvons calculer l�expectation �zn1 de l�ordre �;

�zn1 =
h� (z) jHpertj� (z)i
h� (z) j� (z)i : (0.0.13)

avec le Hpert = ��
�
�2
3
@4z + �@2z

�
; nous utilisons l�équivalence de l�équation oscillateur har-

monique à une dimension (à savoir, @2z�n (z) = (z
2 � z1)�n (z)). on aura:

�zn1 =
��
R
exp

�
�1
2
z2
�
Hn (z)

�
�2
3
@4z + �@2z

�
exp

�
�1
2
z2
�
Hn (z) dzR

exp
�
�1
2
z2
�
Hn (z) exp

�
�1
2
z2
�
Hn (z) dz

= ��
p
(S20 � V 2

0 )

2

�
2n2 + 2n+ 1

�
; (0.0.14)
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Appendix D

Intégral de Riemann

Intégral de Riemann du type
R +1
0

tr exp st (r 2 R; s 2 R) :

On pose f (x) = xr exp sx et I (r; s) =
R 1
0
f (t) dt; J (r; s) =

R +1
1

f (t) dt: La fonction f

est positive sur tout l�intervalle d�intégration.

- Étude de l�intégrale I (r; s)

On a, quand x tend vers 0; f(x)~xr. L�intégrale est convergente si et seulement si r > �1.
- Étude de l�intégrale J(r; s)

Quand x tend vers +1; on a :

- si s > 0; la fonction f (x) � xr exp sx tend vers +1 quand x tend vers +1 et J(r; s)

est divergente,

- si s = 0; alors f(x) = xr et J(r; s) est convergente si et seulement si r < �1;
- si s < 0; alors 8r limx2+r exp sx et J(r; s) est convergente.
Les intégrales

R +1
0

tr exp st (r 2 R; s 2 R) sont convergentes si et seulement si s < 0
et r > �1.
Nous allons maintenant véri�er que les fonctions d�onde donnés par () sont physiquement

acceptable. Cette dernière propriété exige que les fonctions d�onde doivent appartenir au

domaine de p; Cela signi�e que la fonction d�onde radiale doit satisfaire la condition (avoir

une incertitude �ni dans le moment):

p2
�
=

Z
dp

(1 + �p2)
p2
�
�2(p; ')

�
� 1 (0.0.15)

Il est facile de véri�er que cette intégrale se comporte pour p!1 comme p�2�. Étant

donné que pour p ! 0 l�intégrale se comporte comme p2, la convergence de cette intégrale

sera assurée à condition que � > 1=2. Cette condition n�est pas satisfaite par la deuxième

solution de l�équation. (3:2:17) elle est donc été rejetée.
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                                                                     ملخص
هــذا . لقــد نــاقشــنا فــي هـــذه الأطروحــة الأدوات الأساسية لميكانيك الكــم النســبية فــي مبــدأ الارتيـــاب المعمــم

النمــــوذج هـــو متــوافــق مــع مختمــف نظـريــات الجاذبيــة الكوانتيــة  مثــل نظــرية الأوتــار، حــمقــة خطـــورة الكم 
  .وفيزياء الثقــب الأســود

/ ، خميط فوق البنفسجي( lp =10-35m) هــذه النظريــة تتــضمن حــدا أدنــى لمقيــاس، يتناسب مع طول بلانك
  .تحت الأحمر والفضاء غير تبديمي

وهـو التكميم بالتـشوه : نقدم مختمف الأدوات والتقنيات التي تفسر هذه الشكمية، ونبدأ مع وصف نهج رياضـي
في وقت لاحق أن نظهر . والتي تنطبق عمى مجموعة منوعة لبوا سون، والنتيجة هي جبر غير تبادلي تجميعي

 .حالة خاصة من هذا النهج وهي مبدأ الارتياب المعمم

غوردون ذات البعد الواحد تحت تأثير خميط من كمون -معادلة كلاين: نطبق هذه الشكمية عمى عدة أنظمة نسبية
طريقـة مباشـرة في الفضاء الموضع  و طريقة تكامل المسار فـي  فضاء : شعاعـي وسممي باستخدام طريقتين

 . في معامل التشوه1تتم مقارنة نتائج كل من الطريقتين ونجد نفس الكميات المهيمنة عمى الترتيب . دفع-طاقة

غوردون ؤ ديراك خاضعتين  لتأثـير حقــل كهرومغناطيسي منتظــم في -معادلة كلاين: نحــل معادلتين نسبيتين
يتم تحديد النهاية الغير نسبية . في كمتا الحالتين، يتم الحصول عمى الطاقة ودالة الموجة المقابمة. فضاء الدفع

 .من اجل معامل تشوه صغير

الحل التحميمي هو متعدد الحدود لجاكوبي . ندرس الهزاز النسبي ذوا لبعدين تحت تأثير حقل مغناطيسي منتظم
النتائج هي تعميم بعض الأعمــال درست في . في تمثيل الفضاء الديناميكي وكما يتم الحصول عمى طيف الطاقة

 .نفس الشكمية

ومن خلال هذه الدراسة تأكدنا أن كل النتائج التي تحصمنا عميهــا باستعمال الجبــر المشـوه فرضـا أن معامــل 
في هذا السياق، نــلاحظ أيضا أن إدخال مفهوم طول ألأساسي .  التشوه معدوم تتطابق مع ميكانيكا الكم العادي

بحيث . الأدنى في ميكانيكا الكم ونظرية الحقــول الكميـــة هــو ما يعادل ارتــياب إضـــافي عمى قياس الموضع
فـي الواقـع، إدخـال مفهوم الحد الأدنى لمطول يستند أساسا عمى  . الارتياب الأدنى لا يمكن أبدا أن يكون معدوما

 .تعديل جبر هايزنبرغ القياسي
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