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1

Introduction générale

On distingue quatre interactions fondamentales dans la nature: l'interaction forte, faible,
électromagnétique et la gravitation. La derniére mise & part, les trois autres sont regroupées
au sein du Modele Standard de la physique des particules. Pourtant, un probléme demeure :
comment unifier au sein d’une méme théorie Modele Standard et relativité générale? Alors
que chacun de ces modeles a été largement vérifié expérimentalement dans ses domaines de
validité, il n’existe toutefois aucune théorie quantique de la gravité.

Donc le probléeme fondamental de la physique moderne est le manque d’une théorie de
la grande unification englobant la gravitation. La physique théorique propose plusieurs
solutions qui répondent & cette question, la plupart d’entre elles reposent sur des extensions
au Modeéle Standard (modéles super symétriques, modeéles avec dimensions supplémentaires,
théorie des cordes, théorie M....), dans lesquelles le Modeéle Standard constituerait une limite
a basse énergie d'une théorie plus compléte.

La gravitation fut la premiére a étre reconnue comme une propriété fondamentale de la
matiére. Paradoxlalement, de nos jours, c’est la gravitation qui souléve le plus d’interrogations
puisqu’elle s’accorde mal avec la mécanique quantique. La constante gravitationnelle (en
unités S.1.)

G, =67x10"m*Kg 152 (1.0.1)

détermine la force du couplage entre deux masses. Comparons la force du couplage entre

deux protons telle que donnée par la théorie de Newton,

G,m;
= Y P g6 x10740 1.0.2
aG = 6 x 107, (1.0.2)
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ot m, est la masse du proton. la force gravitationnelle est donc comparable a la répulsion

électrostatique seulement a de trés courtes distances de 'ordre de:

1
h\ 2
l, = (GN ) =1.6 x 107*m, (1.0.3)

4med
ot [, est appelée la longueur de Planck. Pour sonder de telles distances, il faut des particules
dont la longueur d’onde est d’au plus la longueur de Planck ce qui correspond a des énergies

d’au moins la masse de Planck soit:
m, =~ 10" MeV. (1.0.4)

Mais si la gravité devient aussi importante & ces échelles d’énergie que les interactions
forte, électromagnétique et faible dont le traitement est quantique, il convient de se deman-
der s’il ne faut pas quantifier la gravité. La plupart des difficultés rencontrées lors de cette
unification proviennent des suppositions différentes de ces théories sur le fonctionnement de
I'univers. Une autre difficulté vient du succes de la mécanique quantique et de la théorie de
la relativité générale. Toutes deux sont couronnées de succes et constituent les piliers de la
physique moderne.

La mécanique quantique met fin a la notion de particule ponctuelle de la mécanique
classique et se base sur les particules de médiation des différents forces utilisées dans ’espace-
temps plat de la mécanique newtonienne ou de la relativité restreinte tandis que la théorie de
la relativité générale dans laquelle on abandonne la notion de gravitation en tant que force
mais on la modélise comme une courbure de I’espace-temps dont le rayon se modifie lorsque
la matiére se déplace. La simple quantification de la gravité pose probléme: Le calcul de
sections efficaces de diffusion méne & des divergences trés séveres (on rencontre trés souvent
des intégrales du type [d*pf(p) dans le calcul des corrections radiative associées a une
boucle dans un diagramme de Feynman, cette intégrale diverge). En fait, cette théorie de la
gravité quantique n’est pas renormalisable. La région d’intégration qui génére la divergence
est la région dite ultraviolette c’est-a-dire 1’échelle d’énergie-impulsion arbitrairement grande
ou de dimension spatiale arbitrairement petite.

Un certains nombre de propositions ont été avancées pour aborder le probléme de diver-
gences, citons quelques propositions [1, 2, 3| :

-La supergravité qui essaye de rajouter 'ingrédient de la super symétrie afin de relier le
comportement du graviton a celui des autres particules de spin plus petit afin d’adoucir les
divergences de la théorie.

-La théorie des super cordes qui est une tentative non seulement de description quantique

de la gravité mais également des autres interactions fondamentales présentés dans le modeéle
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standard de la physique des particules. Cette théorie admet les théories de supergravité
comme théories effectives & basse énergie.

-La géométrie non-commutativite proposée par Alain Connes qui a comme but la général-
isation de la dualité entre espace géométrique et algébre au cas plus général ou I’algebre
n’est plus commutative.

-La relativité restreinte déformée (DSR) [en anglais, deformed (doubly) special rela-
tivity]. Il a été affirmé que la relativité restreinte doit étre modifiée, que la violation de
la symétrie de Lorentz pourrait étre observable dans certains essais expérimentaux dans
un avenir proche comme dans les expériences cosmiques a haute énergie [4, 5, 6]. D’autre
part, en plus de la violation de la symétrie de Lorentz, des corrections dans la relation de
dispersion E? — p? = m? ont été proposées a la place [6].

Toutes ces approches font intervenir ou donnent lieu & de nouveaux concepts ou outils.
En outre, les modeéles de la gravité quantique suggérent qu’il pourrait étre souhaitable de
revoir les relations d’invariance de Lorentz et les théories des cordes envisage des modifica-
tions a la structure méme de l’espace-temps & haute énergie.

Toutes ces théories prédisent I’existence d’'une longueur minimale en dessous de laquelle
la physique est inaccessible [7, 8, 9, 10], Cette longueur minimale est supposée étre proche
de la longueur de Planck (I, ~ 107%m). Ainsi, la gravitation devrait mener a une coupure &
la limite de cette région. Par conséquent, la structure de ’espace-temps va étre perturbée.
Cela conduit & modifier deux concepts fondamentaux des mathématiques, ceux d’espace
et de symétrie et a adapter ’ensemble des outils mathématiques, dont le calcul infinitési-
mal et la cohomologie & ces nouveaux paradigmes. L’idée d’incorporer la longueur mini-
male en mécanique quantique, nécessite la modification du principe d’incertitude de Heisen-
berg & un principe d’incertitude généralisé prénommé (GUP) [11, 12, 13, 14] candidat de
I'unification des interactions fondamentales. Dans cette théorie, une échelle minimale est
naturelle puisque les particules, qui sont considérées comme des cordes, ne peuvent pas ac-
quérir des distances plus petites que la dimension de la corde. Si I’énergie de la corde atteint
une certaine échelle m,, des excitations de la corde peuvent survenir et auront comme effet
I’élargissement de ’extension spatiale de la corde. Des motivations plus rigoureuses pour
I'occurrence d’une longueur minimale viennent de la théorie des cordes [15], la géométrie non-
commutative [16, 17], la physique des trous noirs [18]...etc. Toutes ces théories proposent
des petites corrections a la relation d’incertitude de Heisenberg de la forme (AX;) (AP;) >
g [1 +p (AB)2 + } ,ce nouveau concept a comme conséquence, la modification des rela-

tions de commutation canonique habituelle [X;, P;] = ihd;; (1 + SP? + ...) . Les relations de
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commutation modifiées ont également apparues dans les théories DSR. En fait, les théories
de DSR indiquent également la présence d’une distance minimal [4, 5, 6].

Comme il est bien connu, dans le cas des particules ponctuelles, la physique a courte
distance se traduit directement en physique & hautes énergies. Il s’agit d’'une simple con-
séquence du principe d’incertitude de Heisenberg. En théories des champs quantique locale
qui décrivent la dynamique des particules ponctuelles les degrés de liberté sont révélés a
hautes énergies, ou a courte distances. Du point de vue groupe de renormalisation, il y
a aussi une séparation claire entre la physique ultraviolette et infrarouge. Contrairement
aux théories des champs quantique locales. Dans la théorie des cordes, il y a des preuves
croissantes que la physique a courtes distances n’est pas clairement séparée de la physique a
longues distances [15], la formulation fondamentale de ce soi-disant mélange UV-IR (mixing
UV-IR), ainsi que ses conséquences observables, ne sont pas comprises a I’heure actuelle.
Divers auteurs ont fait valoir que certains types du mélange UV-IR sont nécessaire pour
comprendre quelques problémes qui se posent en cosmologie & titre d’exemple: le probleme
de la constante cosmologique [19].

Motivés par ces questions, ils ont récemment étudiées divers conséquences du mixing
UV-IR incorporé dans les relations de commutation déformées. L’introduction de cette idée
a constitué le point de départ pour que beaucoup d’auteurs étudient 'effet du principe
d’incertitude généralisé sur divers problémes de la mécanique quantique. Dans ce formal-
isme, toutes les relations de commutation dans I'espace de Hilbert sont déformées et par
conséquent tous les hamiltoniens devraient étre modifiés [20]. En outre, cette longueur min-
imale peut étre d’un grand intérét en mécanique quantique non-relativiste. En effet, il
a été supposé que la longueur minimale peut étre déduite comme une échelle intrinseque
caractérisant la structure du systéme considérée [21]. En conséquence, le formalisme de la
longueur minimale peut également fournir plus tard un modeéle pour la description efficace
des systéemes complexes comme les quasi-particules et les diverses excitations collectives
dans les particules composées, telles que les molécules, les noyaux et les nucléons [13]. Dans
le cas non-relativiste, divers problémes ont été traités: 1’équation de Schrodinger a été ex-
actement résolue avec l'oscillateur [11, 12, 13, 14, 22|, le cas du potentiel coulombien [23],
le cas unidimensionnel d’une particule dans une boite [24], potentiel linéaire dépendant du
temps [25] ...etc Puisque les effets de la longueur minimale seront significatifs a hautes éner-
gies ol les particules élémentaires obéissent aux équations de mouvement relativistes, il est
essentiel d’étudier les équations d’ondes relativistes dans le cadre de GUP. Dans le contexte

de la mécanique quantique relativiste on peut citer une diversité de travaux tels que: le



1. Introduction générale

spectre d’énergie de 'atome d’hydrogene a été obtenu perturbativement dans ’espace des
coordonnées par plusieurs auteurs [26, 26, 28|, alors que son traitement dans ’espace des
impulsions a été étudié dans la référence [29], 'oscillateur harmonique a une et a plusieurs
dimensions a été résolu exactement [22] et perturbativement dans [13, 26]. Le role de GUP
a la généralisation du champ électromagnétique est discuté dans [30]. L’oscillateur de Dirac
en trois dimensions a été analysée dans [31], Le probléme d’une particule chargée de spin 1/2
se mouvant dans un champ magnétique constant a été traité aussi dans ce formalisme, et
les propriétés thermodynamiques du systéme a haute température ont été examinées [32],
I'équation de la particule libre de Dirac dans le contexte de GUP a été résolu dans [33],
Ieffet nonperturbative de la longueur minimal sur la mécanique quantique relativiste[34] et
la physique statistique dans le cadre de GUP [35, 36]. Plus récemment, plusieurs travaux
ont été consacrés a 1’étude de l'effet de la longueur élémentaire sur la thermodynamique des
trous noirs [37], Il a été montré en particulier que la longueur minimale, qui serait de 'ordre
de la longueur de Planck, empéche les trous noirs de s’évaporer totalement, exactement
comme le principe d’incertitude standard de Heisenberg empéche ’atome d’hydrogéne de
s’effondrer (existence d’un état fondamental), les spectres d’énergie de I’équation de Dirac a
(1+1)dimension en présence d’un potentiel linéaire vecteur et scalaire [34, 38] et le potentiel
linéaire dans [39] ont été résolus exactement.

Les systémes dynamiques sont un domaine riche en applications, mais qui n’a été étudié
dans le monde quantique que tout récemment ; et c’est pour cela que dans cette thése, nous
étudions une telle présence dans le cadre de GUP.

L’objectif essentiel de cette thése est de traiter dans le cadre de la mécanique quantique
relativiste via le formalisme de GUP, certains interactions fondamentales telles que: le cas de
particule relativiste dans un mélange du potentiel linéaire, dans un champ électromagnétique
et enfin l'oscillateur relativiste en présence d’un champ magnétique constant.

Notre these se compose essentiellement de quatre chapitres. Le premier est consacré a
une introduction générale qui nous donne un bref historique sur les motivations de cette
longueur minimale ces succes et ces applications.

Dans le deuxiéme chapitre, On expose les différents Outils et techniques utilisés dans la
reformulation du principe d’incertitude généralisé. Dans un premier lieu, nous donnons un
bref rappel sur la théorie de la déformation formelle des algébres de Lie et de Poisson et
par la suite, nous traitons un cas particulier de la déformation des structure de poisson, le
GUP, via, la quantification par déformation qui consiste a décrire une algébre permettant

de retrouver la structure d’une algeébre de Poisson. En second lieu, nous présenterons le
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formalisme nécessaire développé essentiellement par Kempf et ses collaborateurs pour décrire
ce nouveau formalisme.

Dans le troisieme chapitre on traite quelques systémes relativistes tels que:

1- L’équation de Klein-Gordon en interaction avec un potentiel linéaire de la forme
S(x) = Soz, qA(x) = (Vox,0,0,0). L’étude de la particule relativiste sous 1’action du po-
tentiel proposé est d'un intérét considérable pour de divers domaines de la physique afin de
garantir I'existence des états liés, tels que le probléme de confinement dans le modeéle de sac
[40] et des modeles de hadrons etc... Nous traitons I’hamiltonien déformé (GUP-corrected
hamiltonien), en utilisant deux méthode: Pour une premiére méthode, en se sert de la
représentation de Brau, comme représentation des opérateurs de position et d’impulsion
satisfaisant les relations de commutation déformées, nous arriverons a une équation dif-
férentielle de I'ordre quatre dont le traitement analytique est compliqué, nous résolvant ce
probléme on se servant de la technique des perturbations et nous calculons les corrections du
spectre d’énergie au premier ordre en 3. Par la suite, nous passons a la deuxiéme méthode
qui est les intégrales de chemins via le formalisme de Feynman qui consiste a construire
la fonction de Green. La construction de la fonction de Green correspondante au systéme
étudié, au moyen du I'l'intégrale de chemin, est adopté par la méthode standard ou 'on

discrétise 'intervalle de temps 7 & N + 1 infinitésimale parties égales au ¢ = et on

—
applique la formule du Trotter, le spectre d’énergie ainsi que les fonctions d’ondes correspon-
dantes sont déduits. Nous comparons les deux méthodes et nous montrons qu’elles donnent
le méme décalage des niveaux d’énergie qui dépendent du parameétre de déformation 3. Le
cas ordinaire est obtenu quand le parameétre de déformation tend vers zéro. Bien que les
deux méthodes donnent les mémes résultats, 'avantage de la formulation de Feynman est
sa fagon intuitive pour décrire la dynamique quantique via les trajectoires et par la méme
occasion d’en déduire la limite classique. En outre, pour des raisons pédagogiques, il est
préférable de traiter ce probléme au moyen de ces méthodes équivalentes.

2- L’équation de K-G en présence d'un champ électromagnetique a (3 + 1) dimen-
sions. Nous proposons de résoudre ’équation analytiquement avec un principe d’incertitude
généralisée, en examinant 'effet de la longueur minimale sur les systémes relativistes sans
spin.

3- La dynamique d’'une particule de Dirac soumise & un champ électromagnétique a
(3 4+ 1) dimensions. Par un calcul direct, la forme finale et explicite de la fonction d’onde

ainsi que le spectre d’énergie est trouvée avec une dépendance du parameétre de déformation

3.



1. Introduction générale

4- Toscillateur relativiste (Klein-Gordon, Dirac) dans un champ magnétique constant
a (2+ 1) dimensions, sera étudié dans le cadre de cette nouvelle version de la mécanique
quantique. En plus de loscillateur de K-G et Dirac, nous traitons un autre oscillateur
bosonique relativiste intéressant, a savoir 1’oscillateur de Duffin-Kemmer-Petiau. Ce dernier
est considéré comme une extension de l'oscillateur de Dirac [134], il décrit les bosons du spin
0 et 1. Cette extension est réalisée en remplagant 1’algébre des matrices gamma de Dirac par
d’autres matrices beta vérifiant une algébre plus complexe connu sous 'algebre de DKP qui
présente trois représentations irréductibles: une représentation unidimensionnelle triviale,
une représentation a cinq dimensions associées aux bosons de spin 0 et représentation a dix
dimensions associée aux bosons de spin 1. Cette derniére application est considérée comme
étant un cas général de quelques travaux réalisés auparavant.

Le dernier chapitre sera consacré a un récapitulatif des principaux résultats et & nos
conclusions générales.

Le travail sur 'interaction d’une particule sans spin avec un mélange de potentiel linéaire
vecteur et scalaire en présence d’une longueur minimale a donné lieu a I’article:

"Spinless Relativistic Particle in the Presence of A Minimal Length" M. Merad, F.
Zeroual, and H. Benzair. EJTP 7, No. 23 (2010) 1-16.

Le travail sur la dynamique d’une particule bosonique et fermionique soumise a un
champ éléctromagnétique dans le contexte de GUP a fait 'objet de la publication et de la
communication:

"Relativistic Particle in Eectromagnetic Fields With A Generalized Uncertainty Princi-
ple". M. Merad, F. Zeroual and M. Falek Modern Physics Letters A. Vol. 27, No. 15 (2012)
1250080

et

"Spinorial Relativistic Particle in the Presence of a Minimal Length. F.Zeroual and M.
Merad". F. Zeroual and M. Merad. AIP Conf. Proc. 1444, 453 (2012);

L’étude de loscillateur relativiste est en cours de finition et fera I'objet de 'article

"An exact solution of the two-dimensional relativistic oscillator in constant magnetic

Field With Minimal Length Uncertainty Relations".



2

Outils et thechniques

2.1 Déformation formelle

La déformation des algebres associatives fait maintenant partie du paysage classique de
lalgébre. On peut cependant raisonnablement imaginer de déformer toutes les structures
algébriques en suivant les idées de Gerstenhaber, qui définit un cadre théorique pour la
déformation des structures algébriques [41] en 1964. Cette définition est considéré comme
étant la face algébrique des déformations analytiques réalisées par Frolicher, Kodaira, Ni-
jenhuis et Spencer a la fin des années 1950 [42]. Selon Gerstenhaber, I'idée générale d'une
déformation, consiste a définir une classe d’objets que 'on peut déformer de maniére lisse
et dont les déformations infinitésimales doivent pouvoir étre naturellement interprétées en
termes cohomologiques. La théorie algébrique des déformations a su trouver de nombreuses
applications en mathématiques et I'un des succés culminants de cette théorie en est proba-
blement le théoréeme de quantification par déformation Depuis ’article fondateur de Bayen,
Flato, Frgnsdal, Lichnerowicz et Sternheimer en 1978 [43] la quantification par déformation
est devenu un domaine de recherche assez vaste qui couvre de divers domaines de la physique,
on peut citer, la théorie des cordes et la théorie des jauges non-commutative et plusieurs
domaines algébriques comme la théorie des déformations formelles des algébres associatives
et, plus récemment, le domaine des variétés de Poisson qui inclut celui des variétés symplec-
tiques da & Kontsevich publié en 1997 [44]. Son approche est entiérement différente de celles
de ses prédécesseurs. Grace a des idées classiques de la théorie des déformations formelles
dues a Gerstenhaber [45], Schlessinger-Stasheff [46], Deligne [47]... Kontsévich déduit ses
résultats d'un énoncé plus général qu’il avait lui-méme formulée en 1996 dans [48]. A toute

dg-algeébre de Lie est associé un probléme de déformation.



2.1. Déformation formelle

La quantification des variétés de Poisson était un objectif majeur de la physique math-
ématique ou les variétés de Poisson jouent le role de systémes mécaniques classiques alors
que leurs quantifications jouent le role de systémes mécaniques quantiques. Donc la mé-
canique quantique et la théorie des groupes quantiques eu un grand impact sur la théorie
de la déformation. pour des comptes rendus plus détaillés concernant ’historique du sujet,
nous pouvons citer [49, 50, 51, 52].

Le passage de la description quantique & la description classique est immeédiat. L’opération
inverse, qui consiste donc a produire une description quantique & partir de la description
classique, est naturellement beaucoup moins évidente. Deux approches ont été prédomi-
nantes:

1- la quantification géométrique,

2- la quantification par déformation.

La premiére version consiste & construire explicitement un espace de Hilbert muni de
l’action d’une algebre d’opérateurs. En fait, dans sa forme principale, elle s’applique aux
espaces de phases. Dans ce domaine, la quantification géométrique a connu de nom-
breux succés. D’un autre coté, la quantification géométrique n’a pas élucidé la théorie
des champs quantique et on n’a pas réussi a 'appliquer a la relativité générale pour obtenir
une théorie adéquate de la gravité quantique. Le probléme vient du fait que la quantifi-
cation géométrique ne permet que la quantification d’un nombre assez petit d’observables
classiques.

La quantification par déformation part de la méme donnée que la quantification géométrique,
A savoir une variété symplectique ou, plus généralement, une variété de Poisson. A opposé,
le résultat de la quantification par déformation est une algébre associative non commutative
dont les éléments sont considérés comme les observables quantiques.

Le second chapitre, est composé de deux parties, la premiére se consacre aux défini-
tions élémentaires relatives aux algébres de Lie et les propriétés élémentaires et fondamen-
tales des déformations des algebres au sens de Gerstenhaber. Cette déformation la plus
fréquemment employé est la déformation formelle présentée par Gerstenhaber pour des an-
neaux et les algebres [41], elle emploie une série formelle, en introduisons des complexes,
appelés complexes de Hochschild, dont la cohomologie de Hochschild encode des informa-
tions relatives aux déformations. Dans la méme partie du chapitre nous rappelons quelques
définitions sur la structure de Poisson, cohomologie de poisson. Dans ce passage nous
discutons 'un des points culminants qui est le théoréme de quantification par déforma-

tion des variétés de Poisson dii & Kontsevich notre études sera basée sur ces documents
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(53, 54, 55, 56, 57, 58, 59]. Dans cette section nous traitons une application directe du
théoréme de quantification dans le domaine de la physique qui est le passage de la mécanique
classique vers la mécanique quantique. En seconde partie du chapitre, nous exposons un
cas particulier de la quantification par déformation qui est le principe d’incertitude général-
isé. Ce principe qui inclue le concept de longueur élémentaire est apparu dans le contexte
de la théorie des cordes [15], candidate & 'unification des interactions fondamentales et
il nous proposent des petites corrections a la relation d’incertitude de Heisenberg de la
forme [11, 12, 13, 14] : (AXAP > 11 + B(AP) + ...) . Cette correction a comme con-
séquence, la modification de la relation de commutation entre 'opérateur de position et
Iopérateur d’impulsion qui devient: [)A(l, ]5]] = 1h;; (1 + BPQ + ) , nous présentons de
différentes représentations des opérateurs X et P déformés et nous exposons la nouvelle
image de I'espace de Hilbert, produit scalaire et relation de fermeture, fonctions propres de

Iopérateur de position ....

2.1.1 Généralités sur les Groupes et les Algéebres de Lie

La théorie des groupes et algebres de Lie commence & la fin du 19éme siecle avec les
travaux du mathématicien norvégien Sophus Lie. Elle a connu de nombreuses implications
(géométries non euclidiennes, espaces homogenes, analyse harmonique, théorie des représen-
tations, groupes algébriques, groupes quantiques...) et reste encore trés active. Par ailleurs
ces objets interviennent aussi dans des branches a priori plus éloignées des mathématiques :
en théorie des nombres et en physique théorique, notamment dans la physique des particules

ou la relativité générale.

Algeébre associative

En mathématiques, une algébre associative est un espace vectoriel dans lequel est aussi
définie une multiplication des vecteurs, qui posséde les propriétés de distributivité et d’associativité
[60].

Définition 1 wune algébre associative A sur un corps K est un espace vectoriel sur
K muni d’une multiplication bilinéaire telle que pour tous x;y et z dans A, ou l’image de
(x;y) est notée:

(zy)z = x(y2).

Si A contient une unité, i.e. un élément 1 tel que 1x = = = 1 pour tout = dans A, alors

A est appelée algébre associative unifére ou unitaire.

10



2.1. Déformation formelle

La dimension d’une algébre associative A sur un corps K est sa dimension comme espace
vectoriel sur K. On peut citer quelques exem- ples d’algebre associative:

1-Les matrices carrées de taille n par n; a coefficients dans un corps commutatif K,
forment une algébre associative unitaire sur K.

2-Les nombres complexes C' forment une algébre associative unitaire de dimension 2 sur

le corps R des nombres réels.

Groupe de Lie et algébre de Lie

On appelle un groupe G de Lie (ou un groupe differentiable) si les applications suivantes
sont differentiables:
G x G — G, (a, b) — ab, (2.1.1)

G— G,a—al. (2.1.2)

on peut citer quelques examples:
1-R* = R\{O} est un groupe de Lie pour le produit ordinaire .
2-Tout espace vectoriel de dimention finie est un groupe de Lie pour ’addition.
3-Le cercle unitaire S': |z| = 1 dont les points sont les nombres complexes z = exp if

est un groupe de Lie pour la multiplication.

Définition 2.1.1 Soient G et H des goupes de Lie. Une application G — H est par

définition un morphisme de goupe de Lie (ou un homo- morphisme differentiable de ces

groupes).

Définition 2.1.2 Une algébre de Lie est un couple (g, 1) ou g est un espace vectoriel com-

plexe et p une application bilinéaire.

Bigxg—4g,
satisfaisant :
(X, Y)=—pY,X),VX,Y € g,
(X, (Y, Z2)) + (Y, (2, X)) + p(Z, (X, Y)) =0, VX, Y, Z € g. (2.1.3)

Cette derniére identité est appelée I'identité de Jacobi. Si g est un espace vectoriel de
dimension finie n, on dira que (g, ;1) est une algébre de Lie de dimension n. Sinon on dira

que l'algebre de Lie g est de dimension infinie. Par soucis de simplification de langage,

11
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lorsque celd n’entraine aucune conséquence, on parlera de g algébre de Lie au lieu du couple
(g, 1)

A toute algebre de Lie g, on associe une K-algebre associative Ug telle que toute g-
représentation (& gauche) peut etre vue comme une Ug-représentation (& gauche) et vice-

versa.

Définition 2.1.3 Soit V' un espace vectoriel de dimension finie ou non. Si p = 0, alors

g = (V,0) est une algébre de Lie appelée dans ce cas abélienne.

A titre d’exemples, on peut citer:

1-Soit V' un espace vectoriel de dimension finie ou non. Si g = 0, alors g = (V,0) est
une algeébre de Lie appelée dans ce cas abélienne.

2- Soit g une espace vectoriel de dimension 2. Alors, pour toute application bilinéaire
antisymétrique p sur g & valeurs dans g, le couple g = (V, ) est une algebre de Lie. En
effet la condition de Jacobi est toujours, dans ce cas, satisfaite.

3- Soit si(2,C) l'espace vectoriel des matrices d’ordre 2 de trace nulle. Le produit
(A, B) = AB — BA est bien d’efini sur sl(2,C) car tr(AB — BA) = 0 dés que A, B
€ sl(2,C). Comme cette multiplication vérifie I'identit “e de Jacobi, sl(2, C') est une algebre

de Lie complexe de dimension 3.

Définition 2.1.4 Une dérivation de [’algébre de Lie g est un endomorphisme linéaire f

satisfaisant:
p(f(X),Y) + p(X, f(Y)) = f(u(X,Y)), (2.1.4)

pour tout XY € g.

Déformations et cohomologie de Hochschild et crochet de Gerstenhabe

La référence principalement utilisée pour ce chapitre est [61], qui concise les principaux
résultats de 'article original de Gerstenhaber [41]. Notre section adopte aussi en grande
partie le travail de Keller sur le théoréme de quantification par déformation de Kontsevich
[62].

Définition 2.1.5 la déformation d’une algébre A peut-étre vue comme une famille {A;},

d’algébres qui varie en fonction d’un paramétre t et qui spécialise a A ent = 0.

12
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Soit A (V,«) une k-algebre. Une R-déformation de A est la donnée d’un couple (Vg;ag)

ou ag Homg(Vrgr X Vg, Vr).On pose:

ar =Y a;t' € Homyy (A[[t]A[[t]]) . (2.1.5)

k=0

avec k [[t]] une déformation associative de A.

Obstruction Soit R = k[[t]] 'anneau des séries formelles et soit a = >, a;t’ une

R-déformation de «,

Lemme 2.1.1 R est associative si et seulement si pour tout n > 0, on a

Y i @ly) =) ai(ly @ an) (2.1.6)
=0 1=0

on notera @ désignera toujours le produit tensoriel au-dessus de l’anneau k. 1y, l'application

identité.

Définition 2.1.6 Soit n > 0 et soient ag...0n_1 € Homg(V x V,V) tels que o"1) =
Z?:_Ol it soit une k [[t]]-déformation associative de A. Alors le terme Z;L:_(]l a; (ap_; @ 1y)—

Z;:()l a; (1y ® ay,_;), s’appelle obstruction de o' .

L’emploi de ce mot provient du fait que I'obstruction est le terme qu’il faut controler
pour pouvoir prolonger une déformation formelle en une déformation formelle de degré plus
grand. En effet, d’aprés le lemme (2.1.1) , si on on trouve un «,, € Hompg(V x V, V) tel que
a® = at-Y 4 q,t" est une déformation associative de 9, alors nécessairement O, est égal
a 'obstruction, ot 0 est 'opérateur bord qui sera défini dans la section qui vienne.

Dans ce qui suit section, nous verrons comment la cohomologie de Hochschild d’une
algebre encode des informations sur les déformations de celle-ci [24]. La théorie des défor-
mations est liée a la cohomologie de Hochschild dans le cas des algebres associatives et a la
cohomologie de Chevalley-FEilenberg dans le cas des algeébres de Lie. Alors il est nécessaire
de faire un bref rappel.

Dans toute cette section k désigne toujours un anneau commutatif et A = (V; ) une
k-algébre. On note la lettre o comme une simple multiplication, c’est a dire que I’on notera

ab pour a (a ® b) , pour tout n > 1,on pose

CP(A) = Homy,(VE", V), (2.1.7)

13
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le n-éme k module des cochaines de Hochschild, on note C°(A) = V avec C°(A) le k-module
N gradué et on pose C*(A) le k-module N gradué

C*(A) = BrooCP(A). (2.1.8)

=

on définit ’application bord
0€Endy (C*(A)),

en posant pour tout n > 0 et tout f € C"(A) on a:

i

(1=)"0f=a(ly @ f) + ;1 (1) fAZ ' Ra® 1) + (-1)" M a(f @ 1y) € C™(A).
(2.1.9)

alors 0 est une application k-linéaire et homogene de degré 1 au sens ou:
O(C™(A)) c C™T1(A), (2.1.10)

pour tout n > 0.De maniére plus prosaique, I’équation (2.1.10) peut se réécrire en disant

que pour tout f € C"(A), df € C""(A) est application définie par:

(—1)"(0/) (01 ® ... @ apg1) = a1f (a2 ® ... @ aps1) — [ (0102 ® ... @ Apyr) + .. (2.1.11)
+(=1)" f (a1 ® ... ® anans1) + (1) f a1 ® ... @ ay) Gppa.

La propriété fondamentale de I'application 0 est que
0o0d=0. (2.1.12)

Pour demontrer cette propriété,On pourra se référer a [63]. Ainsi, (C*(A); ) est un com-
plexe, appelé complexe de Hochschild de A. On définit alors la cohomologie de Hochschild
de A comme la cohomologie du complexe de Hochschild associé & A. On pose: HY(A) =
Kerd® = A et

H"(A)=2Z"(A) /B"(A), (2.1.13)

avec, Z"(A) = Kerd™ est le k-module des n-cocycles de Hochschild et B"(A) = Im 91,
est k-module des n-cobords de Hochschild avec la convention que B°(A) =0 et on a B"(A) C
Z™ (A) .En d’autres termes, (C*(A); «) est un complexe de k-module, appelé complexe de
Hochschild de A= (A; «), dont le n-éme module de cohomologie est noté H"(A). On remar-

que que:

Z'A] = {f € End,(V)/of =0}, (2.1.14)
= {f € End,(V)/f(ab) =af (b)+ f (a)b pour tous a,b € V},

14
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est 'ensemble des dérivations k-linéaires de V.
L’ensemble B'(A) est I'ensemble des dérivations intérieures de V,c’est a dire I'ensemble

des endomorphismes k-linéaires de V' de la forme:
b — ab— ba, (2.1.15)

ou a € V. Il s’ensuit que le premier k-module de cohomologie est le quotient des dérivations

par les dérivations intérieures.
Puisque nous nous intéressons principalement aux multiplications sur V, c’est a dire a

des éléments de Homy(V@V; V) = C?(A), il peut étre utile d’avoir une description explicite

de I'ensemble des 2-cobords et des 2-cocycles. Il suit immédiatement des définitions:
B?(A)={f € Hom, (V®V,V)/3g € End, (V) tqdf =0} ={f € Homy (V®V,V) /39 € Endy, (V
et 72 (A)={f € Hom, V@V, V)/df =0},

Anisi, f € Homy (V ® V, V') est un 2-cocycles si et seulement si, pour tous a, b, c € V,on

af (b®@c)— flab®c)+ fla®be) — fa®b) =0. (2.1.16)

Théoréme 2.1.1 Soit R = k|[[t]] et soit ar une déformation formelle de . Si ar est

associative alors linfinitésimal de ag est un 2-cocycle.

I sufirait d’appliquer le lemme (2.1.1) . Soit ag = ), a;t* une déformation formelle de
a avec: a; € C%*(A) = Homy(V ®@V; V) pour tout i > 0. Si ag = « alors son infinitésimal

est nul par définition. Sinon, on note «; son infinitésimal. On peut donc écrire:

ar = a+ apth + (ai > aiti_k_l) ¢t (2.1.17)

ik
Ainsi, si ag est associative, pour tous a,b,c € V, ar (ab® c¢) = ag (a ® bc) et donc, en

réduisant modulo (t**!) , on a:
(ab)c + (ap(a ® b)c + ap(ab @ ))t* = a(be) + (acw(b @ c) + ax(a @ be))t*, (2.1.18)
malis ag est associative donc:
(ar(a @ b)c + ag(ab @ c))t* = (acy(b @ ¢) + ag(a @ be))t*, (2.1.19)
c’est a dire:

[0%% (1\/ &® Oék) — O (Oék®1v) + oy (1\/@0%) — O (1\/@04) = 0, (2120)
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autrement dit, day = 0 et donc a,€ Ker (0) N C? (A) = Z? (A).

Dans ce paragraphe nous allons définir le crochet de Gerstenhaber et monter que ce
dernier étend naturellement la notion d’application bord 0.

Soient p = 0,q = 0 des entiers. Pour tout € {0,...,p— 1}, et f € C"(A).g € C"(A), on
définit:

foige C""(A) = Homy, (VL V) (2.1.21)
en posant:
foig=f(1¥ega1PP"), (2.1.22)
ou, pour tous ay, ..., apye—1 € V, on a:

Joiglay, ....aprg1) = f01® ... ®a; ® g(Ais1 @ ... ® Aitg) ® Qiggy1 @ ... @ Apyg1)

(2.1.23)
et on pose: fog = ?;01 (—1)““1) (foig) € Homy (VP11 V) en posant pour f €
C"(A).g € C"(A) le crochet de Gerstenhabe est définis comme ceci:

f.gl=Fog— ()" V" Vgof. (2.1.24)

Lemme 2.1.2 Pour tout g € C"(A), on a [a;g] = —0g.

Le lemme suivant montre que le crochet de Gerstenhaber étend naturellement la notion

d’application bord 0. D’une maniére plus générale on peut écrire:

dPC = (=1 [u, O, - (2.1.25)

L’équation de déformation Par définition, la donnée d’une telle déformation est celle
d’une suite d’applications bilinéaires. qui s’étende en une multiplication associative sur

I'espace C™ (M) [[t"]] des séries formelles en ¢
Voz,y,z €V a(z,ae(y, 2) — ar (ar (,y),2) = 0. (2.1.26)

Expriment a; en fonction de «;, on obtien un systéme infini d’équation:

> a; (z,05(y,2)) —a; (o (z,y),2) =0. k=0,1,2,... (2.1.27)
itj=k i,j>0
Ce systéme infini, appelée équation de déformation, donne les conditions nécessaires et

suffisantes pour que «; soit associative:

{ i a; (z,ap—i (y,2)) — a; (ag—i (z,9),2) =0.  k=0,1,2,.. (2.1.28)

=0
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1-k = 0 correspond & la condition d’associativité pour ay.

2-La seconde équation est: ag (x, a1 (y, 2))—ao (1 (2,Y) , 2)+ay (2,00 (y, 2))—aq (g (2, ) , 2) =
0. Nous pouvons vérifier que a; est un 2-cocycle pour la cohomologie de Hochschild (o € Z2 (Ao, Ay)) -
En concluant que, le premier coefficient o, non nul apres «q est un 2-cocycle et il determine

la partie infinitesimale de oy voir (2.1.18).

Obstructions Comme on I’a déja indiqué dans les sections précédentes, ’équation (2.1.10)
peut se réécrire en disant que pour tout f € C"(A),df € C"T1(A) est I'application définie
par (2.1.12) .On consideré (2.1.29), pour k arbitraire, £ > 1, En rassemblant le premier et
le dernier terme I’équation, on peut définir 9?1, qui est le deuxiéme opérateur cobord de la
cohomologie de Hochischild appliqué:
k—1
Oy, (2,y,2) = > (i (,9) 5 2) = pg (21 (45 2)) (2.1.29)

2

Supposons que la déformation tronquée p, = g + tpy + t2pg + ... + ™1y, . satisfait
I’équation de déformation. La déformation tronquée est étendue & une déformation d’ordre

m, c’est & dire p, = pg + thy + Py 4 oo+ e ",

a2lum (l‘, Y, Z) = Tzl i (ﬂm—i (Z‘, y) ) Z) — My (Ia Mo —i (y7 Z)) . (2'1'30)

En utilisant 'opération rond de Gerstenhaber défini par:

o 1y (,y,2) = iy (g (2,9) 5 2) = s (2,05 (9, 2)) 5 (2.1.31)
I’obstruction s’écrit:
m—1
D Hi ® [y O > Hoi @ g (2.1.32)
i=1 i+j=m ij#m

2.1.2 Variétés poissonienne, variétés symplectique, mécanique hamil-
tonienne
Mécanique classique

En 1687, Newton publie dans ces 'Principia’ les trois lois de la dynamique :
1. Dans un repére inertiel, les corps gardent leur état initial, ou bien le repos, ou bien
la vitesse, en absence de forces externes
2. Dans un repére inertiel, la variation de quantité de mouvement est proportionelle &
la force qui agit sur le corps : .
p

@P_ g 2.1.33
= ( )
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3. Principe d’action et réaction : quand un corps A produit une force sur un corps B,
le corps B produit une force sur le corps A égale en direction et module, mais avec le sens
inverse.

Le deuxiéme principe décrie le mouvement d’une particule de masse m € R strictement
positive dans un ouvert U de R" est décrit par le systéme d’équations différentielles d’ordre
2 suivant: o .

=4 1
i F&m 72

(21, ..., z,) désignent les n coordonnées de la particule et F; (Fi,..., F,) : U — R", est une

=F (21, ...,x), (2.1.34)

application de classe C?. L’idée principale de la mécanique Hamiltonienne est la transfor-

mation du systéme d’ordre 2 (2.1.35) a n variables en un systéme d’ordre 1 & 2n variables

dz! dz!
(q7p) :: (q17"'7qn'p17""pn) — (x17"'7'rn'md_xt7"'7md_a;> ) (2«1.35)
la fonction de Hamilton est définit comme suit:
H = L 4V 2.1.36

2
avec: y o, me est I’énergie cinétique et V (q) est ’énergie potentielle. On peut récrire le

systéme d’équation (2.1.36) de la maniére suivante:

d  pi  OH o
dt - E - apz (Q7p) - XHqi <Q7p>7
dp’ oV OH
= -2 (q) =~ (¢,p) = Xu, 2.1.
dt aqz (Q) 3(]1 <Q7p) le <Q7p)7 ( 37)

o Xy = (Xu,, Xu,) = (XHXH> .= (X, Xn,,) , sappelle le champ hamil-
tonien associé a la fonction H. Il est évident que la fonction hamiltonienne H est une
intégrale premiére du systéme (2.1.38), c.-a~d., H (¢ (t),p(t)) = H (¢(0),p(0)), ce qui cor-
respond bien & la conservation de I’énergie. On appelle les éléments (q,p) les états (purs)

du systeme.
Généralités sur la structure de Poisson et son application en mécanique hamil-
tonienne

Dans cette section nous essayons de faire le lien entre la mécanique classique, la géométrie
symplectique, poissonienne et de la mécanique quantique usuelle. "Il ne semblait pas que

cette importante théorie put encore étre perfectionnée, lorsque les deux géometres qui ont le
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plus contribué & la rendre compléte, en ont fait de nouveau le sujet de leurs méditations...".
Par ces mots, Siméon Denis Poisson a annoncé en 1809 [64], qu’il avait trouvé une améliora-
tion dans la théorie de la mécanique lagrangienne, qui a été mis au point par Joseph Louis

Lagrange et Pierre-Simon Laplace. Dans ce document pionnier, Poisson introduit la notion

" /0a Ob  Oa Ob
b) = — 2.1.38
(@) ZX; (8%‘ dp;  Opi 3%) 7 ( )
avec a,b deux fonctions de coordonnés ¢, et de moment conjugué p; = g—g, avec [ une

fonction Lagrangienne d’un systéme mécanique. Il a prouvé que si a,b sont des intégrales
premiers du systémes, implique que (a, b) 'est aussi. Ce (a,b) est aujourd’hui désigné par
{a,b} et appelé le crochet de Poisson .Lagrange et Poisson 'ont employé pour résoudre le
probléme de variation des constantes d’intégration.

Les mathématiciens du 19 éme siécle ont bien sésie 'importance de ce support. En
particulier William Hamilton, en utilisant cette notion pour exprimer ces équations dans un
essai en 1835 [65], c’est ce que nous appelons maintenant la dynamique hamiltonienne. Carl
Jacobi autour de 1842 [66] a montré que le crochet de Poisson satisfait I'identité célébre de

Jacobi
{{a,b},ct+ {{b,c},a} + {{c,a},b} = 0. (2.1.39)

Cette méme identité est satisfaite par les algebres de Lie, étudié par Sophus Lie et ses
collaborateurs a la fin du 19 éme siécle [67]. Ce n’est qu’au cours de la seconde moitié du
XX-éme siécle que la notion de structure de Poisson, sous sa forme générale, a été identifiée
et systématiquement étudiée. L’étude approfondie des structures de Poisson est due & André
Lichnerowicz [68], Alexander Kirillov [69] et Alan Weinstein [70].

En mathématiques, une algebre de Poisson est une algébre associative avec un crochet
de Lie qui satisfait également la loi de Leibniz, qui est, le crochet est aussi une dérivation.
Algebres de Poisson apparaissent naturellement dans la mécanique hamiltonienne, et sont

aussi a I’étude des groupes quantiques.

Définition 2.1.7 Une structure de poisson sur une variété différentiable M est déterminée
par la donnée d’une loi de composition sur l'espace C*° (M,R), appelée crochet, (f,g) —

{f, g}, vérifiant les propriétés suivantes:

-Bilinéarité,

-Antisymétrie, {f, g} = — {9, f}
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2.1. Déformation formelle

-la régle de Leibniz ainsi, le crochet {—, —}, vérifie
{f.gh} ={f.9th+g{f.h}. f,g,heC™(M). (2.1.40)
-Identité de Jacobi,

{590+ g by  f3 +{{h 1,9} = 0. (2.1.41)

Les variétés de Poisson jouent un réle fondamental dans la dynamique hamiltonienne, ot
ils servent d’espace de phase. Ils forment un pont entre le monde commutatif vers le monde
noncommutatif. En des termes trés vagues, le probléme résolu par Kontsévich consiste en
un passage de structures commutatives a des structures non-commutatives, ot les premiéres
ont leurs origines historiques en mécanique hamiltonienne et les derniéres en mécanique
quantique. Dans cette section, nous décrivons brievement les structures commutatives per-

tinentes. Elles sont associées a des systémes hamiltoniens classiques.

Définition 2.1.8 Une variété symplectique est une variété lisse (c’est-a-dire C*) M munie

d’une 2-forme fermée non dégénérée w, sachant que:
W= Z dp, N dg,. (2.1.42)
i=1

Dans notre moderne language, une structure de Poisson sur une variété M est un champ
de 2-vecteur II = " | 6%% A a%(tenseur de poisson ) sur M, de telle sorte que le crochet de
Poisson dans I’éspace des fonctions définis en M est donné par:

{f, 9} = (df ndg,1I). (2.1.43)

Dans le langage hamiltonien, un systéme physique est alors donné par ’algebre des
fonctions réguliéres sur la variété symplectique M et par une fonction réguliere H appelé le
hamiltonien du systéme. Les points de M représentent les états du systéme. Les fonctions
régulieres sur M sont alors les observables (comme la position, le moment...). Si O est une
observable, son évolution dans le temps est déterminée par les équations de Hamilton

0

S0(t) = Xu(0). (2.1.44)

si f: M — R est une fonction sur une variétés symplectiques (M,w), et A C C* (M) une
algeébre de Poisson de fonctions différentiables réelles, i.e. si f,g € A le produit fg € A et

le crochet de Poisson

{f,9} =w(Xy, Xg) = = {df, Xg) = =X, (f) = X (9), (2.1.45)
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avec {f, g} € A ou X est le champ de vecteurs hamiltonien de f, i.e.
CL)<‘Xf7‘)(g> = —(df, X9> ) (2.1.46)

pour des fonctions réguliéres , nous pouvons récrire ces équations ainsi:

0
&O(t) ={H,O}. (2.1.47)
I’opération bilinéaire

(f,9) = {f. g}, f et g € C=(M), (2.1.48)
est alors antisymétrique. Du fait que w est fermée, cette opération vérifie I'identité de Jacobi,
a savoir:

{590+ g hy [+ {{h f}. 9} =0 (2.1.49)

lapplication g — {f, g} vérifie la régle de Leibniz:

{fighy ={f.9yh+g{f.h}. f,9.h e CF(M). (2.1.50)

Au voisinage de tout point d’une variétés symplectiques (M, w) il y a un systéme local
de coordonnées (p,,q,,...,p,,q,) , ot dim M = 2n, nommé coordonnées canoniques, de telle
sorte nous obtenons ’expression du crochet de Poisson et les champs de vecteurs hamil-

toniens

" OF 0G OF 0G

FG) = - . 2.1.51
thae) ;1 9q; Op;  Op; 9g; ( )
Cela implique

n 0h 0O " Oh 0
X, = — — . 2.1.52
" ;1 9q; Op; =1 Op; Og; ( )

I’équations de Hamilton prends la forme suivante
oh oh

| = ) (2.1.53)

= 3Pi’pi B 3%"

En effet, pour définir un champ de vecteurs hamiltonien d’une fonction, ce qui 'on a

vraiment besoins n’est pas une structure symplectique, mais une structure de Poisson.

De la mécanique hamiltonienne a la mécanique quantique

Le probleme fondamental de la quantification consiste, partant d’un systéme dont les états
classiques constituent une variété symplectique (M, w), a lui & associer de maniére la plus
"canonique" possible un espace de Hilbert H définissant I’espace des états quantiques de ce

systéme. Une procédure de quantification doit aussi permettre d’associer a toute algebre
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de Lie d’observables classiques, A € C°(M) une algebre d’opérateurs, A € L(H), de telle
sorte que la correspondance A — A vérifie un certain nombre de régles algébriques,dont
nous allons détailler certaines plus bas.

En mécanique hamiltonienne, les systémes physiques sont décrits par des algebres com-
mutatives, a savoir des algebres de fonctions régulieres sur des variétés de Poisson. En
mécanique quantique, a I’opposé, les systémes physiques sont décrits par des algébres non
commutatives, a savoir des algeébres d’opérateurs (ce sont les observables) sur des espaces
de Hilbert. La description quantique fournit toujours des prédictions plus précises de résul-
tats d’expériences physiques. Néanmoins pour des systémes a une échelle macroscopique, la
description classique reste une trés bonne approximation de la description quantique. On
obtient une mesure quantitative pour la qualité de I'approximation en exprimant la con-
stante de Planck dans un systéme d’unités caractéristiques de 1’échelle du systéme : plus la
constante de Planck apparait petite, plus la description classique s’approchera de la descrip-
tion quantique. On dit souvent que la mécanique classique est la limite de la mécanique

quantique quand la constante de Planck tend vers zéro.

Déformation des structures poisonienne, cohomologie de Poisson et crochet de

Schouten-Nijenhuis.

La cohomologie de Poisson a ¢été introduit par Lichnerowicz [68]. Son existence est basée sur

le lemme suivant:

Lemme 2.1.3 Si II est un tenseur de Poisson, alors pour tout champ multi-vecteur A,(

nous avons, Cette relation a été démontré dans [56))
11, [II, A]] = 0. (2.1.54)

Soit (M, IT) une variété lisse de Poisson, désigné par 0 = 0y : £ (M) — £ (M) Introduisons
sur les tenseurs contravariants anti- symmetrique, 'opérateur 0 qui, a tout i-tenseur A fait
correspondre le (i + 1)-tenseur:

Oon (A) = [II, A] . (2.1.55)
(2.1.55) exprime que Oy est un opérateur différentiel dans la mesure ou Jy - dp = 0. Le
complexe différentiel correspondant (£* (M), 0) c.-a-d.:

Lo ) S e S e ) (2.1.56)

sera appelé le complexe de Lichnerowicz et la cohomologie correspondante est appelé Coho-

mologie de Poisson.
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Par définition, les groupes de cohomologie de Poisson de (M, II), c’est a dire la coho-

mologie des groupes de ’ensemble Lichnerowicz sont des groupes quotients:
HE (M) =ker (0: °(M) — (M) /Im (8 : &1 (M) — &°(M)) . (2.1.57)

le zéroieme groupe de cohomologie de Poisson HY (M) est le groupe de fonctions f € C*(M)
telle que X; = —[II, f] = 0.Le premier groupe de cohomologie de Poisson Hjj (M) est le
quotient de I'espace I’espace des champs de vecteurs de Poisson (c.-a-d.champs de vecteurs X
tel que [IT, X] = 0) par l'espace 1’espace des champs de vecteurs hamiltoniens (c.-a-champs
de vecteurs du type [II, f] = X_¢).

On a vu que la différentielle de Hochschild peut s’écrire en fonction du crochet de Ger-
stenhaber. L’analogue pour la différentielle de Poisson est fourni par le crochet de Schouten

Soit M une vari et e di erentiable. On rappelle que 'algébre graduée A(M) des champs de
tenseurs contravariants antisymétriques sur M est munie d’une loi de composition interne, le
crochet de Schouten-Nijenhuis [71, 72], notée (P, Q) — [P, Q], dont la restriction a A'(M)
est le crochet usuel des champs de vecteurs.

Rappelons que, si A =a; > B=b). % sont deux champs de vecteur écrits dans

i Ox;)

un systéme de coordonnées local (1, ..., z,) . Alors le crochet de Lie s’écrit [16]

ab; 0 da;
[A, B] = Zaz ( 8%8—%) (Z T, ax]> (2.1.58)

formellement nous dénotons 7=- par ¢; ,dans ce cas (2.1.59) peut s’écrire:
0A OB 0B 0A
B] = — . 2.1.59
une génértalisation de cette formule nous méne & définir le commutateur de A et B comme
e 0A 0 0B 0A
B B
Bl = —— = — . 2.1.60

Le crochet de Schouten-Nijenhuis est caractérisé par les propriétés suivantes :
Propriété 1: Pour f et g € A°(M) =C>(M,R),|f, g] =
Propriété 2: Anti-commutativité, pour un champ de vecteurs P € AP(M) et Q € AY(M)

P.Ql =~ (-1 VQ.Pl. (2.1.61)
Propriété 4: régle de Leibniz:

[A,BAC]=[A,BIAC+ (1) " BA[A,C]. (2.1.62)
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Propriété 5:identité de jacobi:
(—1)“ VA B, O + (—1)V D (B e, A+ (1) VOV (€[4, B]) = 0. (2.1.63)

Propriété 6: Pour un champ de vecteurs X € A'(M) et un champ de tenseurs Q € A(M),
[X, Q)] est la dérivée de Lie, Lx@ de @ relativement a X.

X, Q] = LxQ. (2.1.64)

En particulier, si X et () sont deux champs de vecteurs, puis le crochet de Schouten de
X et @ coincide avec leur crochet de Lie. Si X = f est un champ de vecteurs et B = g est

une fonction, nous aurons par la suite ceci

[f, 9] = X (9) = (dg, X). (2.1.65)

On a alors pour tout @ € &°(M)

07 (Q) =—[Q.{~ s (2.1.66)

La quantification par déformation est une algébre associative non commutative dont
les éléments sont considérés comme les observables quantiques [72]. Cette algébre n’est
pas donnée comme une algebre d’opérateurs sur un espace de Hilbert mais comme une
déformation formelle (formulée dans le cadre des séries formelles) & un paramétre de I’algebre
des fonctions réguliéres sur la variété de Poisson donnée.

En 1997, Un travail de M. Kontsévich eut un effet catalyseur pour un vaste champ
de recherches mathématiques (théorie de Lie, groupes quantiques, déformations, opérades,
liens avec la théorie des nombres, la théorie des noeuds et les motifs). Il démontre que toute
variété de Poisson admet une quantification formelle, résolvant ainsi un probléme ancien
de physique mathématique. le probleme résolu par Kontsévich consiste en un passage de
structures commutatives a des structures non commutatives, ou les premiéres ont leurs
origines historiques en mécanique hamiltonienne et les derniéres en mécanique quantique.
Dans cette section, nous décrivons brievement les structures commutatives pertinentes. Elles
sont associées & des systéemes hamiltoniens classiques. Une variété symplectique est une
variété lisse (c’est-a-dire C'*°) M munie d’une 2-forme fermée non dégénérée w. Un exemple
typique est la variété tangente M = T'L.

On étudie dans cette section les déformations des algébres associatives commutatives.

On montre que la déformation d’ordre 1 induit une structure de Poisson.
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Soit A; = (V, ;) une déformation d’une algebre associative commutative Ay = (V, )

Supposons que:
o (z,y) = ag (2,y) + ay (z,y) t + g (2,9) >+ ..., Yo,y €V. (2.1.67)

Alors

Qi (Jf,y) — Oy (y,l’)
t

=y (z,y) —ar (Y, 2) + 300 (i (2,y) — ai (y,2)) 2. (2.1.68)

La relation (2.1.69) implique que pour ¢ tend vers zéro, alors la quantité w

définis le crochet {x,y} := a; (z,y) — a1 (y,x) . Ce crochet définit une structure de Poisson
sur 'algeébre commutative Ag.

En terme physique, on peut considérer t comme un parametre quantique telle la constante
de Planck, donc on peut conclure cette section par ce résultat : I’algebre de Poisson A est
la limite classique de 1’algebre de Poisson A [[t]] et 'algeébre A [[t]] est la quantification par

déformation de 'algébre de Poisson A.

Théoréme 2.1.2 Soit Ay = (V,u,) une algébre associative commutative et Ay = (V, ;)
une déformation formelle de Ao. Considérons le crochet défini pour x,y € V par {z,y}

=g (x,y) — a1 (y,x) ot «, est le premier terme de la déformation «.

Alors (V, g, {—, —}) est une algebre de Poisson.

le probléme de quantification par déformation est le probléme inverse: étant donnée une
algebre de Poisson A, il s’agit de trouver une déformation formelle de A permettant de
retrouver la structure d’algebre de Poisson d’origine sur A, en considerant la limite quasi-

classique. la multiplication déformée est appelée star-produit.

Quantification par déformation de la structure de Poisson

Etant donnée une algébre de Poisson A, une quantification par déformation consiste a décrire
une algebre permettant de retrouver la structure d’algébre de Poisson d’origine sur A. Cette
algébre n’est pas donnée comme une algébre d’opérateurs sur un espace de Hilbert mais
comme une déformation formelle & un parameétre de I’algebre des fonctions réguliéres sur la
variété de Poisson donnée. Généralement et par définition, la donnée d’une telle déformation

est celle d’une suite d’applications bilinéaires.

(f,9) — B, (f,9), f et g régulieres, (2.1.69)
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telle que By (f,g) = fg et telle que la multiplication
fxg=> B.(fg)t" (2.1.70)
n=0

s’étende en une multiplication associative sur I'espace C(M)[[t"]] des séries formelles en
t. Une quantification formelle ou quantification par déformation d’une variété de Poisson
donnée M est alors un star-produit tel que, quand t tend vers zéro, le crochet de ’algébre de
Lie sous-jacente a ’algébre associative déformée tend vers le crochet de Poisson des fonctions.
Concrétement, cette derniére condition signifie que U'on a Bi{f,g9) — Bi{g, f) ={f, 9}
Dans cette section on étudie les déformations formelles du crochet de Moyal définie sur

’algebre des fonctions d’une variété symplectique. en utilisant cette notation [74] :

k
{fig}t, =t" kZ:O {f. g}, (2.1.71)

avec: 9t o
{fi9h = ZlJ (z )850—5, k=0,1,2,..,n (2.1.72)

Ou les z; = (x1,...,x9,) sont les coordonnées dans l’espace des phases sur la variété
) )

O, I,
) et {fvg}o =

de Poisson M. avec J° (z) est un tenseur définit comme: J° = ( I o

> 0 09 _ 0 09 ) egt ]e crochet de Poisson ordinaire . Comme on I’a indiqué auparavant
Ox; Op; Op; Ox;

i=1
on retrouve le cas ordinaire pour le premier terme k = 0, pour le k # 0, c-a-d. {f, g}, on
définit une déformation formelle de I'algebre associative M. Ces crochets doivent vérifier la
compatibilité

1f, gh}t if g}th+g{f h}t7 (2.1.73)

et 'identité de Jacobi
Ot.gn 1f. {9, 0} }, =0, (2.1.74)

ou Oy g pest la somme sur les permutations circulaires de f, g et h. Les caractéristiques des
matrices ij (x) sont obtenues en développant toutes ces propriétés.
En utilisant la définition du crochet de Poisson, les équations (2.1.72) et (2.1.77) respec-

tivement donnent:

= ij= 1 k=0 =1 J k=0 i,j:l
(2.1.75)
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et

if, {g7h}t}t =

e’} i B e’} Lk 2n 2n 8f l a i 8g 8h 2 1 76
P fghp = DY 5.3 () 5= (T (2) 5 =5 )(2.1.76)
k=0 k k,1=0 ij=1pp=1 """ J oy

Par les propriétés de ’algebre de Poisson déformée, nous pouvons trouver les caractéris-
tiques des matrices J}; (z) .
Dans le pragraphe suivant essayons de disscuter deux cas, le premier est 'indépendance

des matrices ij de I'espace et le second est la dépendance de I'espace.

1. Premier cas: ij indépendant du z. Etand donné que l’algeébre de Poisson est anti-
symétrique {f, g}, = —{g, f},, par une simple démonstration, on peut montrer que

le tenseur .,]]fj est antisymmetrique

ij = —J%, pour k=0,1,2,...n. et les composantes J% (z) = 0. (2.1.77)

Ju
la propriété de 'antisymmetrie des matrices ij (2.1.78) , peut étre vérifier par une

autre méthode en utilisant en utilisant I'identité de Jacobi (2.1.75) .

2. deuxiéme cas (J% (x)): Pour ce cas injectons (2.1.72) dans D'équation (2.1.77), on

btient ceci

00 2n
Of.g.h k%o ' WZV:l [(0f) T (0,0i9) T5; (951) + (9, f) T, (Di9) T (9,051)] = 0.
(2.1.78)

Dela, on tire trois équations qui vérifie 'antisymmétrique de la matrice ij

S A S ((0,) 3L, (000) T (0)h) + () T, (07) T 039)] = 0, (21.79)

k,1=0 b5,V =1

et

SS9, 1L, (0,0.0) 35 (04) + (0,9) I, (0) I (0,0,1)] = 0. (2:1.80)

k=0 2,7, V=1
et
00 2n
ST [(0,0) 1 (0,0 I (0,0) + (0,0, (0.9) T (0,61)] = 0. (2:181)
= 01, V=

a Pordre p en t I’éq. (2.1.82) peut s’écrire comme:

[e’e) D 2n
D S [(0u) B (0,0) T (05h) + 0uh) B (0) T (0,0,)] = 0
p= =04,5,p,v=
(2.1.82)
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avec une simple permutation d’indices, on trouve:

o ¢ p—Fk 1k p—k Tk
(00 (0.9:9) (Ouh) 2 (370, + 33t =o. (2.1.83)
0,1, V= =

On considér une déformations infinitesimales a l'ordre 1 et 2 (k= 0,1), on a respec-

tivement

{fv {g, h}O}l - {f, {g, h}1}0 =0, Ofgn {f, {97 h}l}l = 0. (2-1-84)
L’identité de Jacobi pour les deux cas s’écrit explicitement:

MWy (@) | 0 () e @ o1}, (x)

0 0 Bp )
"Huu (CE’) axlj 1612 (l’) 81’,/ + "Hoa/ (I) axu 07 (2185)
oL 5 () oIt (x) oIk, ()
1 af 1 po 1 Bu _
T () =5 =+ 35, (2) — =+ (7) —5 — =0, (2.1.86)

de la méme maniére on peut calculer les autres termes de la matrice JJ; (). Nous
allons passer a une petite application, soit V' ’espace des phase a deux dimensions, les
élements de la matrice J* peuvent étre calculer I'ordre 1 en ¢.Ou le crochet de Poisson
déformé est défini par:

{zi,2;} = (I° + tI" (2)) (2.1.87)

ij
par les relations (2.1.74), (2.1.75), (2.1.87), nous pouvons trouver les propriétés des

matrices Jj; () dans I'éspace des phase a deux dimensions

() — 0 Jia (2)
Jij( ) ( I @) 0 ) . (2.1.88)

Cas particulier :
1-le crochet de Poisson dans le cas d’une longueur minimale & une dimension

[74] est donné par:
{zi,p;} =1+ 8%, (2.1.89)

de (2.1.87), nous pouvons aussi conclure les matrices J° et J* :

0 1 0 p?
f:< )af=< p). (2.1.90)
-1 0 —p® 0

En utilisons la relation (2.1.72) . On peut facilement vérifier que la matrice J}; (p) vérifie

la régle de Leibniz, ainsi (2.1.85) et (2.1.86) sont satisfaites par les matrices J}; et I,
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Sip,a,=1— J]}’lo =0etsipal=2— J%’; = 0, donc il faut prendre les indices

w,a =1 et f =2 utilisant la relation (2.1.87), nous aurons:

o1, () o3, (z)
1 <12 ) 1 2t .1.91
Jll/ (I) axl/ + "Hly (LC) 5$,, O? (2 9 )
oI, () o3, ()
O () =22 4]0 (2) 2L =0, 2.1.92
le (.I') 8.1',/ + le (33') al',/ 0 ( 9 )
On peut aussi vérifier que, Ji, (r) = —J}, (z) . Tout ces résultats obtenus vérifies le choix

de nos matrices J° et J'. Par conséquent on peut conclure que la déformation formelle dans
le cas de la longueur minimale & une dimension vérifie les conditions de I’algébre de poisson
associative.

2-La longueur minimale dans le cas classique:

Avec ces résultats, laissez-nous examiner comment modifier les structure classiques. Nous
définissons la limite classique en remplacant les commutateurs par les crochets correspon-
dantes de Poisson. Si x est une observable, son évolution dans le temps est déterminée dans

le cas déformé par:

%x (t) ={H,x}, (2.1.93)
Le crochet de Poisson de deux fonctions H et x = (¢;, p;) sur 'espace de phase déformé
est:
{H,z}, ={H,z}, +t{H, z},. (2.1.94)
Donc les équations canoniques de Hamilton se réecrivent comme suit:
;= (I°+ ' (), ag—f)' (2.1.95)

avec ! = (q1....qn, p1---,Pn) , & une dimension nous pouvons écrire les équations du hamil-

tonien en présence d'une longueur minimale comme suit:

. oH
¢ = (1+pp°) o
oH

p=—(1+5p?) e (2.1.96)

Dans le cas libre, les équations du mouvement s’écrivent:
p=0= p=cte; et § = (1 + ﬁpz) p/m=—= q= (1 + Bp2) %t. (2.1.97)
et dans le cas d’un oscillateur harmonique, par:
¢= (14 Bp*)p/metp=—(1+ Bp*) mw’q. (2.1.98)
Dans ce qui suit, nous aurons recours a un formalisme introduites par [11, 12, 13, 14],

afin d’étudier la déformation spécifique induite par le modeéle de déformation formelle en

mécaniqu quantique.
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2.1.3 Principe D’incertitude Généralisé (GUP)

L’hypothése de la continuité de ’espace est 1'une des importantes requétes en physique
théorique et expérimentale, qui peuvent étre brisées a la limite des hautes énergies. Il
y a beaucoup d’années, Snyder [75] a proposé d’abandonner 'idée de la continuité de
I’espace-temps. 'existence d’une échelle de longueur minimal 1’ont obligés a laisser tomber
I’hypothése habituelle des coordonnées qui commutent. En effet, comme nous ’avons rap-
pelé dans l'introduction, 'existence d’une longueur minimal est I'un des aspects communs
des différents candidats de la gravitation quantique, tel que la théorie des cordes ( string
theory) [15], Le principe holographique [76], trous noirs (black hole) [18], la géométrie non-
commutative [16, 17] et la relativité restreinte déformée (doubly special relativity: DSR)
[4, 5, 6]. Récemment, la construction d’une théorie GUP perturbative qui est conformé aux
théories de DSR est également discuté. En outre, certains preuves phénoménologique im-
plique qu’une longueur minimale de 'ordre de la longueur de Planck Ip ~ 1073*m découle
naturellement de toute théorie de la gravitation quantique.

Comme il est bien connu, 'une des théories contenant une longueur fondamentale de
l'ordre de lp (qui peut étre liée a I'extension des particules) est la théorie des cordes. elle
fournit une théorie cohérente de la gravité quantique et permet d’éviter les difficultés men-
tionnées antérieurement (dans l'introduction). En fait, contrairement & des théories des
particules ponctuelles, 'existence d’une longueur fondamentale joue le role d’un cut-off na-
turel. Par conséquent, les divergences ultraviolettes sont évitées sans faire appel ni a la
renormalisation ni a la régularisation.

la réalisation de cet effet de la gravité quantique dans les expériences en cours ou a venir
peuvent faire une influence intense sur notre point de vue sur 'univers dans lequel nous
vivons. En outre, il pourrait résoudre certains problémes tels que le mécanisme pour éviter
I’espace-temps du trou noir, la constante cosmologique...etc.

Récemment, il y a eu un intérét croissant en étudiant 'impact de la non-commutativitée
des coordonnées sur les propriétés des systémes quantiques et afin d’intégrer 'idée de la
longueur minimale avec les lois de la mécanique quantique, nous avons besoin de modifier
le principe d’incertitude de Heisenberg & ce qu’on appelle Principe d’incertitude Généralisé
(GUP). L’introduction de cette idée a attiré beaucoup d’attention ces derniéres années et
de nombreux documents ont été apparu dans la littérature pour répondre aux effets de la
GUP sur divers systémes quantiques [10, 21, 22, 27, 28, 33, 35]. Dans ce formalisme, les
relations de commutations dans ’espace de Hilbert sont modifiées et par conséquent les

hamiltoniens des systémes devraient étre modifiés.
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Etant donné que les effets de la longueur minimale seront importants a 1'échelle des
hautes énergies et & cette limite les particules élémentaires obéissent aux équations du
mouvement relativistes, il est essentiel d’investir dans ce domaine en incluant le Principe
d’incertitude Généralisé.

Pour mettre en ceuvre la notion d’une longueur minimale; Nous allons commencer par
une esquisse des principes de base de la mécanique quantique. Le principe d’incertitude
(ou principe d’indétermination) énonce que, pour une particule massive donnée, on ne peut
pas connaitre simultanément sa position et sa vitesse. Ce principe fut énoncé au printemps
1927 par Heisenberg. Les travaux de Planck, Einstein et De Broglie avaient mis au jour que
la nature quantique de la matiére entrainait I’équivalence entre des propriétés ondulatoires

(fréquence et vecteur d’onde) et corpusculaires (énergie et impulsion) selon les lois:
p. = Tiks, B = hw. (2.1.99)

Dans le contexte actuel, il important d’étudier cette relation avec soin. En utilisant les

relations de commutation habituelles.

la quantification dans la représentation des positions z; = x; méne a:

]271' — —@, A, - hk’z - —h@z,
{ 1P ' (2.1.101)

(,:) - iat,E - h&) - Zhat

On définit la valeur moyenne d’un opérateur (d’une observable) A dans Détat ¥ par
:(WU| A|¥) . De fagon analogue a I’écart-type d’une variable aléatoire, on peut définir "I’écart-

type" de cet opérateur dans I’état W par:

~ . . 2
Al = \/<‘PIA2 v) — ((\I’\AM) : (2.1.102)
Deux opérateurs A et B satisfont la relation d’incertitude:
o N 1 N A
AAyAB) 2 5 MA, Bbm), (2.1.103)

ou |W) est le vecteur d’état du systéme. Ceci nous méne vers I'inégalité de Heisenberg donné
par:

Az;Ap, > Sh. (2.1.104)

N —
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2.1. Déformation formelle

En mécanique quantique, 'opérateur d’évolution est 'opérateur U (t — to) qui transforme
I’état quantique au temps ty en ’état quantique au temps ¢ résultant de 1’évolution du

systéme sous l'effet de 'opérateur hamiltonien

U () = U (t = to) ¥ (t0)),

U (t — to) = exp (—%E (t — tg)) = ihd, |U) = E|T), (2.1.105)
alors qu’une observable satisfait 1’équation d’évolution
44 [21 E} (2.1.106)
A= |4 E|. 1.

Afin d’incorporer I'hypothése d’une longueur minimale [,, en mécanique quantique,
plusieurs approches ont été proposées, on peut cité: le principe d’incertitude généralisé
[11, 12, 13, 14], géométrie non-commutative [16, 17], une relativité restreinte déformée
avec une nouvelle sorte de Lorentz -transformations sont probablement les approches les
plus étudiés [4, 5, 6]. Dans notre thése, nous allons suivre 'approche de GUP. Dans ce
contexte, nous supposons maintenant que l’on peut augmenter arbitrairement 1'impulsion p
de la particule, mais le vecteur d’onde k£ ne doit pas dépasser une certaine valeur maximale
de I'ordre dei [77]. Par conséquent et en tenant compte de la relation (2.2.1), on aura des
déviations par rapport & la dépendance linéaire indiqué dans la relation: p, = hk;, lorsque

p approche la valeur /-.Ceci s’interpréte physiquement par le fait que les particules ne peu-

-
vent pas posséder des longueurs d’onde A = 27/k arbitrairement petites, et que des échelles
de distances arbitrairement petites ne peuvent plus étre explorées.
Le papier de Kempf, Mangano, Mann (KMM) nous propose un principe d’incertitude
généralisé qui réponds a la discontinuité de 'espace et qui vérifie la relation de commutation

suivante:

[X, 15] — ihf (P), (2.1.107)

avec f (P) une fonction positive, qui peut tendre vers la valeur de 1 quand P — 0 (dans le
but de récupérer les relations de commutations usuelles).
On suppose que cette fonction a une forme générale et le développement au premier

ordre nous donne cette relation:
[X, 15} —ih(1+ BP?), (2.1.108)

[ est un petit parameétre de déformation positive, relié a la longueur élémentaire a travers

la relation 1, = h\/f3, par exemple dans le cadre de la théorie des cordes, ce paramétre de
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2.1. Déformation formelle

déformation est déterminée comme étant la constante fondamentale associée & la tension
des cordes I, ~ (10732¢m)? et vérifie ceci 8 = By/(Myc)? = By (I,/h)?, avec My, ~ 10°GeV

et [, ~ 10733cm sont respectivement la masse et la longueur de Planck, [, peut étre écrite

en fonction de La constante gravitationnelle de Newton G'x comme [, = 4/ f:c b and 3, est
de lordre de l'unité [78].
Sous ces hypothéses, le développement de Taylor de f au voisinage de P = 0 est de la

forme:

f(P)=1+pP*+0 (P, (2.1.109)

ainsi (2.2.10) décrira la classe la plus normale des modifications possibles des relations de
commutation usuelles.

En mécanique quantique, la relation de commutation est reliée directement & la rela-
tion d’incertitude a travers la formule (2.1.103) .A une dimension la relation d’incertitude
généralisée la plus simple qui implique une incertitude minimale non nulle en position a la

forme suivante:

AXAP >

N | >t

(1 + 5<P2>> , (2.1.110)

En utilisant la définition de 1’écart quadratique moyen (2.1.102) , on peut démontrer que

la relation d’incertitude généralisée a une dimension a la la forme suivante:

(2.1.111)
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2.1. Déformation formelle

avec v = B3(P)%. Nous pouvons voir que pour les petits valeurs de AP ~ (P) ~ 0, les termes
en [ et 7y seront négligés, ce qui implique que la relation (2.1.111) retrouve le comportement

habituel d’une relation d’incertitude

h
>
AX 2 o5 (2.1.112)

on observe que pour les petites valeurs de AP, la relation d’incertitude généralisée et la
relation d’incertitude ordinaire sont presque identiques; elles deviennent remarquablement
différentes dans la région de grand AP. Dans cette région ou les valeurs de AP sont suff-

isamment grandes, I'incertitude en position AX satisfera la relation suivant
h
AX 2 TBAP. (2.1.113)

Comme il est bien connu, la physique des particules, a I’échelle de petites distances est
reliée & un niveau d’énergie tres élevé. Ceci est 'une conséquences du principe d’incertitude
de Heisenberg. Idem pour les théories des champs quantiques locales, qui décrivent la
dynamique des particules élémentaires, les degrés de liberté fondamentaux sont définis a
hautes énergies, ou d’une maniére équivalente, a petites distances. Il est clair, qu’il y a
une séparation entre la physique ultraviolette et infrarouge du point de vue du groupe de
renormalisation. Contrairement a ce qu’on distingue dans la relation (2.1.113) les deux
domaines sont liés c’est ce qu’on appelle le UV-IR mixing.

Aussi bien que cette conséquence, n’est pas comprise actuellement. De divers auteurs
pensent que ce type de mélange peut étre nécessaire pour comprendre le probleme de la
constante cosmologique [19], ou celui de I'inflation cosmologique [33].

La présence du terme f3 (AP)2 dans la relation (2.1.110) indique que méme pour de

grandes valeurs de AP, AX est toujours supérieur & une valeur minimale (AX) . non

min

nulle. D’ailleurs, elle nous propose une incertitude minimale en position, cette quantité joue

le role d'un cutoff qui a comme effet de régulariser les divergences ultraviolettes [34]

AX = /B (1+8(PY),
et une incertitude minimal absolue de AX > (AX) . = h/p.

Comme on peut le distinguer la relation de commutation (2.1.108) présente quelques
inconvénients, elle détruit la symétrie entre la position et le moment dans le formalisme
hamiltonien. En effet, il est possible que la nature ne posséde pas seulement une longueur
minimale, mais également un moment minimal. Dans ce cas 1a et plus généralement, la

relation GUP se présente sous cette forme [12] :

AXAP > g (1+a(AX)?+ B (AP)” +7), (2.1.114)
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avec: v = a(X)? 4+ B(P)?, cette relation nous meéne vers une incertitude minimale non
nulle sur la position et sur le moment ((AX) ., # 0et (AP)_ .. #0). La relation (2.1.114)

implique une nouvelle relation de commutation entre les opérateurs X et P.
[X Pj} = ihd;; (1 +aX?+ 6152) , (2.1.115)

avec « et [ sont deux petits parameétres, respectivement de dimension de l'inverse de la
longueur carrée, et de I'inverse du moment carré.

Pour le cas général & N dimensions, la relation d’incertitude généralisée contient des cor-
rections particuliéres qui pourraient survenir comme un effet de la gravitation a 'ultraviolet,
ou comme un effet de corde. Donc ici considérons les petites limites de correction d’une
forme générale.

Une généralisation naturelle de la relation de commutation (2.1.108), préservant la

symeétrie rotationnelle, s’écrit sous cette forme [13, 22, 26, 29] :
[X 1%] — il (1 +BP% + B’J%Pj) : (2.1.116)

avec: P? = Zfil P?, Le paramétre additionnel 3’ est assumé un paramétre petit et positif
87 =[]

Sachant que cette relation n’est pas introduite pour avoir une incertitude minimale non
nulle sur la position, mais aussi, pour assurer que les opérateurs X et P soient auto-adjoints
[13].

Dans une algébre de Heisenberg généralisée non seulement les positions et les moments
ne commutent pas, maintenant méme les positions et les moments ne commutent pas, entre
elles-mémes. Bien que la quantification abandonne ’espace des phases classique, cela aban-
donne également ’espace de configuration et des moments ordinaire. Dans ce cas la nous
nous concentrons au situation avec des incertitudes minimales non nulles sur les positions

seulement ((AX) . # 0) et nous exigeons:

[J%,Pj] —0, (2.1.117)

on peut extraire les relations de commutation des opérateurs de position

(28 —p) + (28 + B) pP*
1+ BP?

Cela peut étre justifier par le faite que les opérateurs de positions et des moments doivent

[XXJ] = (R»Xj - J%Xi) . (2.1.118)
satisfaire I'identité de Jacobi:

1A, B],C) + [[C, A], Bl + [[B,C],A| =0 VA,B,C € {X,,P;} (2.1.119)

5,J
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de (2.1.116) , on peut déduire la relation d’incertitude & N dimention
h
AX:AP; 2 50 (L+ (NG + 3) (AP +7), (2.1.120)

avec: 7 = f3 Z£1<Pk>2 + B'(P;)?. La minimisation de cette derniére relation par rapport a

AP; donne:
(AX), ., =M/ (NB+ ), Vi (2.1.121)

Les relations de commutations modifiées, signalées antérieurement ne brise pas la symétrie
par rapport aux rotations. Plus exactement, les générateurs du groupes de rotation peuvent

étre exprimé en fonction des opérateurs X et P comme ceci:

. 1 o
Ly =175 (Xin _ iji> , (2.1.122)

cela vérifie les relations de commutation suivante (démonstration voir appendix A):
[p@', ijk] =N (@kﬁ’g — 5ijpk> ; [Xz', zjk] =N (51'ka — 5ink> ; [fm ﬁjk] =1h <5ik£j — 5ij£k> )
(2.1.123)

A trois dimensions on écrit:

Li = —AEZ']']{;X]'P]C, (21124)

sont des générateurs de rotation. Autrement dit, ils répondent. C’est-a-dire, ils satisfont

I’algebre usuelle:
|:pz; ZA—JJ:| = Zhﬁljkpk, [XZ, f/]] == Zh‘EU]ng, |:ZA—JZ’ ij:| = ZhEz]kI:k (21125)

La relation de commutation (2.1.116) peut s’écrire en fonction des composantes du mo-

ment angulaire :
[X f’]} =ih (26 - +B826+0) 152) €iikLin- (2.1.126)

Cela peut étre utile pour ’étude des systémes a symétrie sphérique.

2.1.4 Représentation théorique et conséquences de la relation d’incertitude
généralisée
Ultérieurement nous proposons les differentes représentations en termes d’opérateurs differ-

entiels des relations de commutation

[X ﬁj] — ihdy (1 4 AP+ 5’1%15]-) ,
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[P, P] =0, (2.1.127)

(28 -p)+(28+p)pP?
14 pP?

Alors que les problémes de la mécanique quantique déformés, peuvent parfois étre résolu

%% = (X, 7).
par une approche algébrique élégante , par exemple en introduisant des opérateurs d’échelle
dans le cas de l'oscillateur harmonique [12], ou par la factorisation SUSYQM [81], cette
théorie qui a été initiée par Witten [82] qui a introduit pour la premiére fois en mécanique
quantique non relativiste les concepts de symétrie relatifs a la théorie des champs, ses travaux
seront ensuite repris et développés par d’autres physiciens [83].

Dans notre cas La méthode qui parait évidente, c’est de trouver une représentation
des opérateurs Xi, ]5] en termes d’opérateurs différentiels auto-adjoints agissant sur un
espace de Hilbert . Divers documents, traitent des systemes de la mécanique quantique soit
analytiquement, soit perturbativement, en utilisant un certains nombres de représentations
différentes. La représentation peut étre trouvée par un processus en deux étapes. Tout
d’abord, exprimer les opérateurs Xi, Pj en termes de certains opérateurs I, p, qui satisfont

les relations de commutation de I'algebre de Heisenberg canonique,

par la suite, on peut utiliser soit la représentation des moments

Ai = ‘h—, A,. =D, 2.1.129
Ti =1 s b; =D, ( )
soit la représentation des positions
Ui = p, = —ih (2.1.130)
Ti=2x,,D, ) . A
D 833'1

Nous appellerons d’'une maniére particuliére le passage d’opérateurs noncommutative <X i PJ>
en termes d’opérateurs commutative une "réduction". Dans la littérature, plusieurs représen-

tations des opérateurs X;, P; ont été utilisées.

La réduction de Kempf et de la représentation des moments

La réduction original, est défini par Kempf et ces collaborateurs [12], ils ont introduit la

forme des opérateurs de position et et de moment considérées ici:

X = by pI I gD AP, (2.1.131)
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dans la représerntations des moments, on aura ceci:

A . 8 NN 8 N+ 1 / ~ ~
X; =ih |[(1+8p°) s + Bpipja—p - (6 - Tﬁ > pz} . P =pi. (2.1.132)
J J

Ici, nous travaillons dans la représentation des moment, ot 'opérateur de position est
explicitement symétrique et ainsi formellement auto-adjoint.
Refs [22] ont également utilisé une représentation similaire & celle si, en introduisant un

parameétre arbitraire 7 :

Xi = [(1+ B6°) & + B'pips& +3pi] , Piebi, (2.1.133)
soit
X. =ik (1 + 5 p2) i 4 pr.p.i + Api P = ;. (2.1.134)
8]?]' ]apj ’

ici 4 est une constante positif arbitraire, ce qui n’apparait pas dans les relations de com-
mutation (2.1.127) et affecte seulement la fonction de poids dans le produit scalaire dans

’espace des impulsions (son choix assure I’herméticité de 'opérateur de position par rapport

au produit scalaire modifié¢) [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44]

dN
(0| ®) = / . (5+§,)p2)1_9, (2.1.135)
avec: - ﬁ’ (M)
0 = ﬁ (2.1.136)

Comme on peut le réaliser la représentation (2.1.132) correspond a § = 1. Dans le traite-
ment d’un systéme de la mécanique quantique on peut constater que les deux représentations
précédentes avec un 7 arbitraire, sont équivalente en effectuant un simple changement de
variables [80, 84].

U(p)= (1+(B+8)p) 7 (). (2.1.137)

Cela signifie que si, on veut résoudre I’équation de Schrodinger, un tel changement de
variable élimine toute dépendance en 7 [22]. Jusqu’ici nous avons considéré la représentation
des moments de la réduction de Kempf (2.1.131) , son principal avantage est que le moment
n’est pas modifié et par conséquent l’énergie cinétique sont les mémes qu’en mécanique
quantique ordinaire. Les fonctions propres obtenues ¥(p) sont dans la représentation des
moments et la variable p peut étre identifiée avec le moment du systéeme. En outre, la
solution est exacte, contrairement & certaine représentation, que nous verrons plus tard.

Nous avons parlé de 'avantage de la représentation (2.1.131) , par contre la représentation

(2.1.134) dont l'utilisation pour résoudre quelques systémes de la mécanique quantique est

38



2.1. Déformation formelle

rarement simple, son principal inconvénient est que toute la complexité résultant de la
longueur minimale contenue dans I’expression des opérateurs de position et par conséquent
le terme du potentiel V' (x) contenu dans I’équation de Schrédinger. Cela peut conduire a
des difficultés lorsque le potentiel dépend des opérateurs de position d’une maniére un peu
compliquée. Dans ce cas la, on peut citer le cas du potentiel Coulombien, des potentiels
singuliers du type \/ﬁ et dans le cas du potentiel gravitationnel. tout ces potentiels

qui nécessite un traitement particulier en mécanique quantique.

Quasi-représentation de position

Dans cette section on propose la quasi-représentation de position, qui peut étre utile pour
les difficultés signalées auparavant. Cette représentation n’est que la réduction de Kempf
(2.1.131) , o la complexités qui figure dans 'opérateur de position (énergie potentielle) sera
décalée a Popérateur moment (énergie cinétique).ou opérateur fondamental de position est

diagonal

0]
0@’

I'opérateur position devient diagonal Seulement dans le cas limite ou le paramétre 3 + 3’

& =, p, = —ih (2.1.138)

s’annule, & ce moment 13, ¢a serai commode de ’employer par exemple dans les problémes
qui se prétent a la représentation de position dans la mécanique quantique réguliere.
Semblablement & la représentation des moments, il existe une possibilité de trouver une
représentation générale, contenant un extra parameétre 7. L’opérateur X, prends la forme
suivante:
X = [&: (1+ Bp*) + B'2;p;0; + 7bi] » Pieii. (2.1.139)

la ou les &; sont diagonal. Une telle représentation a été employée dans la réfférence [85].

La representation de Brau

Notons que la représentation KMM n’est pas unique. Dans la littérature on peut distinguer
deux cas, le premier est 5 = 23’ le second est 3 # 23'. Dans la référence [26], 'auteur discute
le cas 3 = 28" dans lequel les commutateurs entre les opérateurs de position s’annulent au
premier ordre de 3. Ce choix présente un intérét particulier puisque, en plus de I'invariance
rotationnelle, le formalisme devient invariant par rapport aux translations: X; — X; + «;,
en ce sens qu'il simplifie la fagon dont un opérateur de translation peut étre définie [12].

Considérons la représentation suivante:

. tan /Bp

X=3 P= , (2.1.140)
VB
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ol & et p obéissent a la relation de commutation canonique [Z,p] = ih. Notons que,
contrairement & la représentation KMM, cette représentation préserve la nature ordinaire
de V'opérateur de position et définis un opérateur de position X et un opérateur de mo-
ment P symmetriques[86, 87]. En outre, cette définition satisfait exactement la condition
[X, P] = ili(1 + BP?) et elle est connue sous le nom de représentation de Brau

X =2, ﬁ:p<1+§q),

au premier ordre du paramétre GUP. En effet, les deux représentations sont équivalentes et

elles sont liées par la transformation canonique suivante [34] :

X = (1 + arctan? \/Bﬁ) X,
p VBp

= arctan ——, (2.1.141)
VB

ce qui transforme les Egs. (2.1.140) aux Eqs. précédentes proposées par Kempf et ses
collaborateurs et qui obéissent a I’'Eq. (2.1.108)

La réduction de Brau définis pour la premiére fois dans [36], peut étre utile pour 1’étude
perturbative des systémes quantiques, cette représentation est utilisée dans le premier sujet
traité dans le chapitre application ou nous traitons 1’équation de K-G dans un potentiel
linéaire.

Stetsko et Tkatchuk ont introduit une représentation plus générale que celle de Brau

c’est a dire 3 = 23, elle est représentée par ces relations:

Xi = iy + 275 (58 + d4p?)
{ (P P) (2.1.142)

P=pi (1469

Généralement, on peut englober toutes les représentations discutées auparavant sous une

méme représentation, en introduisant un parameétre y

~

; 3 : (2.1.143)
P =p; (14 7p?).

{)A(i—@iJr(ﬁ_V)zMJr(ﬁ/_gww’

cette famille de représentations, est valables au premier ordre en 3 et 3’ et elle comprend
toutes les représentations présentées précédemment. En effet, elle se réduit a :
1- la réduction de Kempf (2.1.131) pour, v = 0;
2- la réduction de Stetsko-Tkatchuk (2.1.142) pour, v = %;
3- la réduction de Brau (2.1.140) , pour v = 3 = %l
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La relation d’incertitude étudiée auparavant n’est pas unique, mais il existe d’autres
formes dans la literature.

Espace de Sitter

.Dans [75], Snyder a décrit un espace de Sitter, avec des coordonnées (1, 75,73, 74)

satisfaisant :
—n? = —ng — 1Ny — Ny — N3 — M. (2.1.144)

les opérateures position et moment sont définis comme ceci:

X; = ia (7748% - ”ia%l) D= 22—4 (2.1.145)
des relations de commutations découlant de ces définitions
~ A a2 ~ ~ A a2 A A
[Xi, B] — iR <1 + ﬁpf) , [X Pj} —ih (ﬁpipj) . (2.1.146)

cette algebre décrite par Snyder correspond & notre relation de commutation déformée avec
une correspondance: = 0et 3/ = %—z

Relationde de Broglie modifiée

Pour incorporer une longueur minimale L; dans leur théorie Hossenfelder, S et collab-
orateurs [88], commencent par donner une relation entre k vecteur d’onde et impulsion p
(k = k(p)) . Cette fonction doit étre impaire, du fait de la parité, et la fonction inverse doit
approcher asymptotiquement une valeur de l'ordre M; = Lif lorsque p tend vers 'infini.

Une telle fonction aura le developpement suivant:

p3

k(p) =p — v+ 2.1.147
(p) =0 VM?, ( )

avec v est un coefficient de I'ordre un qui dépend de I'exact forme de la fonction k(p). Les

relations de commutation canoniques entre x et k peut étre définit comme ceci

) Ok 2
[:f:, i (p)} =iy =il (1 ¥ 7%> , (2.1.148)
f

I’algébre des commutateurs modifiés s’écrit sous cette forme:

[z, p] = i%, (2.1.149)
cecl méne a une relation d’incertitude de la forme:
A~ hOp R (p*)
AZAD = —(—)=—=|1 - 2.1.1

la relation (2.1.150) est conforme avec (2.1.110) , en admettons que 3 = 5.
7
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2.1. Déformation formelle

Représentation de ’espace de Hilbert

L’algebre de Heisenberg, générée par les observables & et p, obéissant a la relation de commu-
tation suivante [Z, p| = ik, est représentée par I'espace des états dans lesquels on choisit une
base de vecteurs propres |x) et |p), & |x) = z|z) p|p) = p|p), qui ne sont pas normalisables
et donc n’appartiennent pas a ’espace de Hilbert. le passage entre ’espace des positions
vers I’espace des moments se fait par la transformée de Fourier (p| ¥) = fj;o dx(z |¥) , avec
(p|z) = \/ﬁ exp —ipz/h. O & et p sont représentés par des opérateurs de multiplication
x, —ih0, ou de dérivations p, ih0, agissant sur les fonctions d’ondes ¥, (z) := (x| ¥) (espace
des positions) ou ¥, (z) := (p| V) (espace des moment).

Cependant, les opérateurs = et p sont auto-adjoints leurs états propres sont exprimés
comme des fonctions d’ondes, qui peuvent étre approchés, avec une précision arbitrairement
grande, par une séquence d’états physiques |¥, ), ayant une localisation croissante dans
'espace des coordonnées ou des impulsions [12], c’est-a-dire :

Dans le cas des relations de commutation ordinaires et des relations d’incertitude sous-
jacentes, les états de la localisation maximale sont les états propres de position |z) et, pour

lesquels I'incertitude en position disparait

lim,, o (A =0,
{ Moo (AT, (2.1.151)

Fondamentalement, ces états de localisation maximales sont nonnormalizable. Par con-

séquent, leur produit scalaire n’est pas une fonction mais une distribution de Dirac 0
(@]a’) =0 (x— 1),

Le principe d’incertitude généralisé peut étre écrit comme:

h

AX AP <1 + 8 (AP)2 ¥ ’y) =62, (2.1.152)

une incertitude minimale rapportera une normalizable aux états de localisation maximales
et régularise la divergence ultraviolette, en apportant des corrections aux relations de com-

mutations habituelles
[X,P] — il <1+ﬁfﬂ+ ) (2.1.153)

[ est choisi tels que les relations d’incertitude correspondantes impliquent une incertitude
. . 2

minimale finie AX i, > 0 ((AX)M — (Y] (X — (O] X \\If>> T > AXmin> . Pour la sim-

plicité nous supposons [P, P;] = 0 et [X; X;] # 0. Ceci, implique I'inexistence d’états
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2.1. Déformation formelle

propres physiques, de I'opérateur X (puisqu’un état propre de X devrait avoir une incer-
titude nulle sur la position). Techniquement, nous verrons, que l'incertitude minimale en
position signifiera que l'opérateur de position n’est plus essentiellement auto-adjoint mais
seulement symétrique. Alors que la préservation de la symétrie assure que toutes les valeurs
propres sont réelles, que I'opérateur X nest pas auto-adjoint ouvre la voie a 'introduction
d’une incertitude minimales.

Nous verrons que les états de localisation maximale seront les états physiques appropriés.

" quasi-position ". Cette

Que nous pouvons les employer pour définir une représentation
représentation a une interprétation directe en termes de mesures de position, bien qu’elle
ne soit pas diagonale en x .Cependant, il est plus simple de travailler dans ’espace des im-
pulsions, en choisissant une représentation adéquate satisfaisant la relation de commutation
déformée (2.1.108).

Revenons a (2.2.56), pour un (AX) fixe, cette inégalité est satisfaite dans l'intervalle

[AP_,AP.], tel que:

2
AP, = i—g + \/<i—§) - VTH (2.1.154)
la petite valeur de AX correspond a une racine double, (AP, = AP_) c.-a-d., <<(Ah);)°)2 — %l = 0,) ,
donc
(AX)y=hy/B (7 +1)7, (2.1.155)

de telle sorte que la valeur la plus petite de l'incertitude en positions (AX) . est donnée

min
par:

(AX),_ . = h/B. (2.1.156)

Kempf et ses collaborateurs ont indiqué dans leur document précurseur, on proposé cette
représentation:

X =ih(1+BP*)z, P=5p. (2.1.157)

il est facile de s’assurer que cette réalisation vérifie bien la relation de commutation (2.2.10) .
En fait I’algébre de Heisenberg peuvent étre représentés sur les fonctions d’onde de I'espace

des moment

{ Py (n) =0 ().
X (p) = ih (14 BP?) Oy (p).-
En outre, X et P sont symmetriques dans le domaine S, (démonstration voir appendix

B)

. (2.1.158)

((xmf() 1B) = (m X) D), ((xm 15) B) = <<\p| 15) D). (2.1.159)

43



2.1. Déformation formelle

pour vérifier la propriétée si dessus la définition du produit scalaire doit étre redéfinit

+oo
W)= | 0o ). (2.1.160)

le faceur (1 + BPZ)_1 , sert a éliminé le facteur correspondant de Poperateur X. La nouvelle

définition du produit scalair, nous conduit a redéfinir la relation de fermeture

+o0 dp
—_— =1 2.1.161
| tmn =t (21.161)

et le produit scalaire d’états propres d’impulsion est donc:
(plp)y=(1+BP*)é(p—7). (2.1.162)

Fonction propre de 'opérateur position

L’équation a valeur propre de 'opérateur de position, sur ’espace des moments est exprimée
en forme d’équation differentielle
. o\ O
ik (1+ BP?) a—\lfm (p) = 27, (p), (2.1.163)
p

la solution de ’équation (2.2.67) est donnée en fonction du parameétre de déformation [ par:

U, (p) = cexp <—z% arctan \/Bp) : (2.1.164)
c est la constante de normalisation qui peut étre calculée en utilisant la relation (2.2.64)

 TEmm T eV (2.1.165)

Finalement la solution normalisée prends la forme suivante:

U, (p) = @ exp (—z% arctan \/Bp> , (2.1.166)

U, (p) = (p|x) ne représente pas un état physique car la relation d’incertitude généralisée

. /+°° dp cctm VB
1=cc

ne permet pas l'existence de tel état. Ceci s’explique par le fait que |x) étant un vecteur
propre de X ayant une localisation infinie (AX >| > = 0. Les fonctions ¥, (p) seront consid-
x

érées alors comme des "fonctions propres formelles" de 'opérateur de position. La relation

(2.1.162), (2.1.164) implique une nouvelles relations de fermeture des vecteurs formels |z)

1 400
o3 /oo dp |x) (x| = 1. (2.1.167)
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2.1. Déformation formelle

par un simple calcul, on peut calculer le produit scalaire entre deux états formels |z) et |z”)

() = [ 55V (0) Ve ()

- —%;/B sin (—(Qxh_fg 7r) .

(2.1.168)

Comme, on peut le distinguer les états propres formelles de 'opérateur de position ne
sont pas, en général, orthogonaux. De 1’équation (2.1.168) nous pouvons construire une
base compléte et orthogonale, on essayons de trouver une famille de parameétres qui peut
diagonaliser 'opérateure X. Cependant si, les ensembles de vecteurs propres paramétrisés
par x € [—1,1]

| 2t ayiyB) oo (2.1.169)

On peut vérifier que Les vecteurs propres |\I/(2n +x)h\/B> , constituent, alors, un ensemble
complet et orthogonal

<‘I’(2n+x)h\/ﬁ | ‘I’(2nf+x)ﬁ\/B> = On- (2.1.170)

Comme nous ’avons déja signalé les états propres formelles ne sont pas physique, c’est

parce qu’ils ne sont pas dans le domaine de P, qui signifie phisiquement qu’ils ont une

incertitude infinie dans les moments et par conséquent, la valeur moyenne de 1’énergie dans

P2

les états formels |z) est infinie
2m

o
= ﬁ {% — %arctan (\/Epﬂ )

ce résultat a une conséquence trés importante, a savoir: tout état |¥) pour lequel 'incertitude

sur la position (AX) se trouve a I'intérieur de l'intervalle interdit 0 < (AX) < (AX)_. ne

\IJ$> B ﬁ 400 J p2

2mm pl—l—ﬁp2

peut pas avoir une énergie finie.

Ainsi, contrairement a la mécanique quantique ordinaire, les états formels |¥) ayant
une incertitude nulle sur la position, ne peuvent plus maintenant étre approchés par une
série d’états physiques ou l'incertitude décroit vers zéro, car il y a maintenant une limite
a la localisabilité. Pour ceci, il est plus utile d’introduire ce que 'on appelle "les états a

localisation maximale" et définir une "quasi-représentation de configuration".

Quasi-représentation de configuration: Etats a localisation maximale

Essayon explicitement de calculer les états a localisation maximale autour de la position x,

c’est & dire les états qui obéissent aux propriétés suivantes:

(Ul X [Tl = 3 et (AX) gy = (AX) - (2.1.171)

pim
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2.1. Déformation formelle

sachant que (AX) est a la plus petite valeur de l'incertitude minimale correspond a

min o )
(P) =0, a partir de cette expression (X —(X) + (;K;B) + <]5 - (ﬁ’)) |\IJ>) > 0,0n
peut établir la relation d’incertitude; X , ]5] étant imaginaire, alors:
. 2
) (£ - ) |([x-7D)] P (7)) 1w 7
_ + ( . ) >0, 2.1.172
@ (£-0) + | 55 (P)) 1) (21.172)
qui implique immédiatement la relation d’incertitude :
1 A A
AXAP ‘(X, P>‘ . (2.1.173)

donc on peut dire que I'état |¥) vérifie AXAP > 1 )([X, P})

, si et seulement si il satisfait:

(x.2])

X —(X)+ SAPY (AP

(15 . <P>) T = 0. (2.1.174)

En injectant cette expression dans I’espace des phase on obtient:

2 (1 B@AP?AP?)
h(1+BP%)a,— (X)+ TNk (P

dont la solution est exprimée par:

(X) _ 1+B(AP)*+B(P)%(P)
N ih/B 2(AP)%\/B

1+8(AP)%+5(P)2
(1+ pP?) P

U(p) = (2.1.176)
les états a localisation maximale correspondent au cas (P) = 0 ou (AX )min = hy/B. La rela-
tion (2.1.152) implique que AP = \/LB Par conséquent on peut obtenir les états a localisation
maximals:

)

7

it (p) =N (1+ BPQ)_% exp (—z% arctan \/Bp> avec N = (2.1.177)

les états (2.1.177) est une généralisation des états a localisation maximale en mécanique
quantique ordinaire.maintenant, les états Wi™ (p) sont des états physiques ; et on peut

vérifier que la divergence de la valeur moyenne de I’énergie est absorbée. En effet :

Im Im 2\/_ p2 1
<\1/\ \\1/ ) =— / 1+6P22m = omi (2.1.178)
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2.1. Déformation formelle

Le produit scalaire des états & localisation maximale (U | W) en fonction de (z — ')

est donné par:

(whm |\I’i;m> = _2\7{3 fj;o (1+g[;32)2 exp (—z% arctan \/Bp>
47 -1
_ 1 | (z=2) (z—2') : z—x'
= [QE\/B - (2WB> ] Sin (25\/B>

Les états a localisation maximale ne sont pas en général orthogonaux et cela est d’origine

(2.1.179)

de la nouvelle structure de notre espace modifié.
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3

Traitement de certains problémes
relativistes dans le cadre du principe

d’incertitude généralisé

3.1 L’équation de Klein-Gordon en interaction avec un

mélange de potentiel linéaire scalaire et vectoriel

L’étude de la particule relativiste sous ’action des potentiels vecteur et scalaire ainsi sus-
cité un intérét considérable dans divers domaines de la physique afin de garantir ’existence
d’états liés, tels que le probléme de confinement dans le modele de sac (the bag model)
[40]. On peut faire un bref rappel sue le confinement, la vérification directe de ’existence
des quarks n’est toutefois pas simple et demande beaucoup d’analyse et de déduction. Le
probléme est le suivant : il n’est pas possible de les isoler pour en faire une analyse di-
recte. Les quarks sont dits confinés, Différentes théories ont été élaborées afin d’expliquer
le phénomeéne de confinement, notamment le modéle du sac du MIT. Ce modéle permet de
fournir une analogie d’une simplicité remarquable pour expliquer le confinement des quarks
dans les hadrons. En plus de prédire les propriétés fondamentales comme ’absence de quarks
libres et de hadrons ayant une charge colorée, il prédit avec un formalisme mathématique
accessible la masse de plusieurs hadrons et ce, avec une précision plus que satisfaisante.
Il est tout de méme possible de décrire le phénoméne de facon plus naive; pour ce faire,
certains ont postulé une force de « couleur » agissant entre les quarks et augmentant avec la
distance & un taux de 1GeV par fermi. Conséquemment, et dans la mesure ou les modéles

théoriques sont bons, il ne nous sera pas possible d’observer de quark a 1’état libre. En
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3.1. L’équation de Klein-Gordon en interaction avec un mélange de potentiel linéaire
scalaire et vectoriel

effet, a partir du moment ou la séparation entre deux quarks devient perceptible, ’énergie
du systéeme est déja bien au-dessus de ’énergie de production de paires de quark-antiquark.
Par exemple, les quarks up et down ayant des masses de 'ordre de quelques centaines de
MeV, la production de ce type de paire peut de faire a des distances inférieures a un fermi.
On peut donc s’attendre a avoir un taux de production de mésons trés élevé, qui sont des
états liés de quark et d’antiquark, lors d’expériences de collision a trés haute énergie.

En outre, le potentiel traité dans cette section peut étre considéré comme un terme de
masse efficace en physique des solides pour décrire les impuretés dans les cristaux, dans
le puits quantique et les points quantiques [89]. Toutefois, pour son application pratique,
I’étude quantique de ce probléme nécessite quelques précautions relatives a ’ordre des opéra-
teurs [90, 91]. Par conséquent, I’application d’'un mélange de plusieurs potentiels vecteurs
et scalaires pour une particule sans spin (boson) a été développée dans plusieurs travaux.
Par exemple, I’équation de Klein-Gordon est exactement résolu, en présence d’un potentiel
vecteur et d’ un potentiel scalaire du type Hulthén [92, 93], avec un potentiel Coulombien
[94], avec des potentiels vecteurs et scalaires de type exponentielle [95], avec potentiel de type
Rosen-Morse [96], avec le potentiel généralisé de Hulthén [97], avec des potentiels linéaires
et exponentielles [98]...etc.

Toutefois, nous notons que ces problémes sont traités dans la mécanique quantique
habituelles, ot les opérateurs position et moment agissant sur 1’espace de Hilbert des états
vérifient 1'algébre de Heisenberg. En revanche, si ’on prend en compte les effets des fluctua-
tions quantiques du champ gravitationnel dans le but de I'intégrer en mécanique quantique,
une conséquence importante déduite de cette unification est ’existence d’une distance min-
imale de l'ordre de la longueur de Planck [11, 12, 13, 14]. Ce qui pourrait étre obtenu par
le biais de petites corrections quadratiques aux relations de commutation canoniques.

. Dans la premiére nous considérons la représentation de Brau ou 'opérateur impulsion
comprend des dérivées d’ordre supérieur et nous I'injectons dans I’équation de Klein-Gordon.
Nous obtenons par la suite une équation différentielle du quatriéme ordre, dont sa solution
analytique est compliquée en présence de champs extérieurs. La méthode d’approximation
la plus populaire et qui est largement utilisée en mécanique quantique est la théorie des per-
turbations, qui permet de résoudre approximativement des problémes complexes ou com-
pliqués. Elle nous offre une méthode efficace pour calculer les solutions approchées de
nombreux problémes qui ne peuvent pas étre résolus de facon exacte. Avec une technique
d’approximation appropriée d’'une mécanique quantique non-relativiste, on retrouve les dé-

placements des niveaux d’énergie relativistes a I'ordre 1 du paramétre de déformation. Dans

49



3.1. L’équation de Klein-Gordon en interaction avec un mélange de potentiel linéaire
scalaire et vectoriel

la deuxiéme, nous avons introduit formalisme de Feynman des intégrales de chemin dans
I’espace des impulsions, qui est une autre formulation de la mécanique quantique donnée par
R, Feynman [99], dans sa thése portant sur la formulation de la mécanique quantique a par-
tir du Lagrangien du systéme, et c’est 1a ot il fait introduire des intégrales de chemin pour la
premiére fois; Cet outil mathématique s’est rapidement imposé en physique théorique avec
sa généralisation a la théorie quantique des champs, permettant notamment une quantifi-
cation des théories de jauge non-abéliennes plus simple que la procédure de quantification
canonique. Feynman a essayé de trouver une méthode de quantification basée sur le La-
grangien pour décrire un systéme qui n’a pas d’hamiltonien, et cela en utilisant 'idée de
Dirac; qui stipule que 'amplitude de transition élémentaire est proportionnelle a exp (ZSTF)
ou St est 'action classique évaluée le long du chemin classique, c.-a-d. Sy = fr L(&,x,t) et
L (Z,z,t) est le Lagrangien du systéme. Dans cette partie on calcule la fonction de Green
correspondante a notre systéme et on détermine le spectre d’énergie, les fonctions d’onde
normalisées sont déduites et coincident exactement avec ceux de la littérature [100]. En
outre, les cas limites sont également déduits pour un petit parameétre de déformation. Les
résultats des deux méthodes sont comparés. En conclusion, pour un petit paramétre de
déformation les deux méthodes donnent le méme décalage des niveaux d’énergie.

Avant d’entamer I'analyse du systéme proposé, je trouve que c’est nécessaire de faire un
bref rappel sur quelques relations importantes que j’utiliserai par la suite.

En une dimension, la relation de commutation déformée est donnée par:
[X,P} _ (1 + /3152) , (3.1.1)

avec X, P sont respectivement ’opérateur position et moment & une dimension, pour 5 =0
on retrouve la relation de commutation bien connue en mécanique quantique ordinaire.

KMM ont proposé dans leur article séminal, dans la représentation de I’espace des moment:

X = z’h(1+ﬁ]52+7]5)8p,,

A

P = p (3.1.2)

P2 N 2
ou P* =370 P

La relation de fermeture déformée et le produit scalaire de P et Py en données par:

[tz 1Py P =1
(0r7) (3.1.3)
/dP0|P0><P0| =1

Le produit scalaire est exprimé dans cette expression:
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(Pj| Pj—1) = (1+ BP]?)*% (1+ ﬁ]Df_l)*% ) (%Barctg\/ﬁPj — \/Lgarctg\/ﬁPj,O
= (1+BP?) * (14+BP2) % 6(P,— Piy)
(Poj| Poj—1) = 6 (Poj — Poj-1)

(3.1.4)

ou il a été supposé que la déformation n’affecte pas la composante temporelle F.

3.1.1 Par la méthode analytique directe

L’équation de Klein-Gordon sous ’action du potentiels vecteur et scalaire & (1+1)dimension

est donnée par:
(P, — eA,)(P* — eA") — (S + M)?*] U (z,t) =0, (3.1.5)

avec eA, = (V(z),0) est le quadrivecteur potentiel et S(z) désigne le potentiel scalaire avec
le tenseur de Minkowski est g, = diag(1, —1).
En unidimensionnelle, I’équation de Klein-Gordon stationnaire décrivant une particule

de masse M en présence d'un potentiel vecteur V' (z) et un potentiel scalaire S (x) est ainsi
[P+ (E -V (2))*— (M +S(2))*] ®(z) =0, (3.1.6)

avec ¥ (z,t) = exp (—iFEt) ¢ ()
En employant la représentation (3.1.2) des operateurs X et P dans I’espace des moments
et nous proposons que les effets des fluctuations quantiques du champ de gravitation sont &

lordre 1 en 3. Alors, I'equation de Klein-Gordon modifiée est donnée par
2
—gﬁa;% + P+ (E-V(2)? = (M+S(2)*| @) =0, (3.1.7)

qui est une équation différentielle du quatriéme ordre, dont la solution est trés compliquée
en présence d'un potentiel dépendant de .

Nous prenons maintenant les potentiels vecteur et scalaire de la forme:S (x) = Spx
et V(x) = Vox avec Sy et Vy deux constantes arbitraires caractérisant la résistance des
potentiels. En outre, nous supposons que |Sy| = |Vp], afin d’éviter valeurs propres complexe
(38, 101].

En substituant dans le systéme (3.1.7) lexpression du potentiel choisi (3.1.8), nous

obtenons pour la fonction ® (x), ’équation différentielle suivante:

—%68;* +02— (S§—Vg)a* —2(MSy+ EVp)x + (E*> — M?)| @ (z) = 0. (3.1.8)
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Avant d’appliquer la méthode d’approximation pour cette équation, afin de déterminer
la correction d’énergie, nous proposons d’étudier le cas particulier: V(z) =0 et S(z) =0,

Dans ce cas 1a ’équation (3.1.9) présente quatre solutions indépendantes de la forme
P (1), = Ciexp (£k*z), (3.1.9)
ott CF sont des constantes de normalisation, et

. \/1i\/1+§ﬁ(E2—M2)
K = .

B8
24/3

(3.1.10)

On remarque que les quantités k~est un nombre imaginaire pur qui est égal a i1/ (E? — M?)
quand 3 — 0 et kT est un réel qui diverge lorsque 3 — 0. En résolvant I'identité ci-dessus

pour (E? — M?), on constate que
(E* — M?) = + (k)% + gﬁ (K5, (3.1.11)

qui n’est autre que la relation de dispersion modifiée en présence de la longueur minimale
[102].

Maintenant, retournons a ’équation (3.1.9), comme, on ’a déja mentionné auparavant
pour décrire un systéme quantique complexe de fagon simplifiée, nous essayons d’appliquer
la méthode des perturbations usuelles de la mécanique quantique, pour pouvoir calculer la
correction premiére d’énergie a 'ordre 1 en et voir comment 'introduction de 1’algebre de
Heisenberg modifiée affecte les résultats physiques. Dans un premier temps, on suppose que
(52 — V%) > 0 afin d’éviter les valeurs propres complexeset nous écrivons 1’équation (3.1.9)

en une somme de deux termes, un hamiltonien non perturbé+la perturbation,
[H® (2,0,) + H*"(9.)] ® (=) =0, (3.1.12)

en utilisant ce changement de variable:

MSy + EVjy)
_ 2 _ 2 (MSo + EVo) 1.1
z (S3 V(])(a:+ (2 =7 >, (3.1.13)
o1 auras:

H® =02 — 2 + 2, (3.1.14)

2
HP™t = —gﬁ\/(sg — VoL, (3.1.15)
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avec: 9 ) )
MS, + EV, - M
o = M+ Vo) ( ) (3.1.16)

(s2-v2): VISV

Dans le cas, ou HP! (9,) s’annule, (otherwise when 5 — 0), 'équation (3.1.15) devient le

probléme de l'oscillateur harmonique dont la solution est connue,
1
® (2) = Cexp —522Hn (2), (3.1.17)

avec z; vérifie
21 =2n+ 1. (3.1.18)

En injectant ’équations. (3.1.18) dans (3.1.16), il est facile de montrer que le spectre

d’énergie E jEO est

2 1/2\3/4
EP = _J\évo n V(2n + 1);50 V3) | (31.19)
0 0

Notons que existence des deux signes + en (3.1.19) est une propriété caractéristique des

énergies de la mécanique quantique relativiste.
Maintenant, pour trouver la premiére correction des niveaux d’énergie, nous utilisons la

valeur moyenne de l'opérateur de perturbation

(P (2) [H"| @ (2))

Ao = SH @) (3.1.20)
on obtient ce résultat:
Ao — —§\/(S§ — V@) [exp (—522) H, (z) 0% exp (—%22) H, (2)dz
" [exp (—322) H, () exp (—322) H, (z) dz ’
B\ (S5 — Vi)
= —% (2n® +2n+1), (3.1.21)

ol nous avons utilisé certaines propriétés des polynomes d’Hermite (voir annex).
De la relation (3.1.17), nous obtenons I’expression de AFE,,; en fonction de Az, :
(53 - V)™
2 (MSoVo + E2"S3)

AEnl = Aznl, (3122)

En injectant 1’équation (3.1.19) et (3.1.21), dans (3.1.22)on trouve:

B (S2—V2)»* (202 +2n 4+ 1)

AE,; =+ 3.1.23
LTS, 2n+1) (3.1.23)
Le spectre d’énergie du systéme a l'ordre 1 en  peut étre écrit comme:

B =B+ AE.+0 (8, (3.1.24)
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qui est égale a:

MV | /@or D) (S5 -V)" | B (55— V)™ 2n® + 204 1)

EPE —
" So So 4S[) (2n + 1)

3.1.2 Par le formalisme des intégrales de chemins

Dans cette partie, nous proposons d’utiliser le formalisme d’intégrale de chemin pour calculer
la fonction de Green du méme systéme étudié dans la derniére section en présence du
formalisme GUP et dans I’éspace des moment.

Considérons la fonction formelle de Green correspondante & I’équation de Klein-Gordon

pour une particule sans spin de masse m au repos et de charge e,

I
O B AP —cAn) — (M1 8 (3.1.26)

Selon la méthode de Schwinger du temps propre, la représentation globale de la causalité

de la fonction de Green dans I’espace du bivecteur énergie-impulsion (pg; p) est écrite comme:
G (Py, Py, Poy, Poa) = i/oo dt (P,, Pos| exp (—iTH) | Py, Poy) (3.1.27)
0
avec:
TH=—7 [P} —P* = M*+V?(z) = S* (z) — 2P,V (z) — 2M S (z)] . (3.1.28)

Afin de dériver une représentation intégrale de chemin pour G (P;, Pj_1, Poj, Poj-1), la

méthode standard est adopté ot 'on discrétise I'intervalle de temps 7 & N +1 infinitésimales

T _

~i1 et appliquer la formule de Trotter:

parties égales & ¢ =
. . —ieH1N+1
(P, Py¢lexp (—iH (7)) | P, Poi) = NhinOO (Py, Pog| [e7*"] P, Py (3.1.29)

Les relations de fermeture (3.1.3) par rapport & P et P, sont insérés N fois entre chaque

paire d’opérateur d’évolution infinitésimale nous obtenons par la suite I’expression suivante:

0o N dP. N+1
G(P»,P-_,P»,P»_):z'/ dr lim /—JadP»
gL -1 0j 0j—1 : Naoojl_‘[ (1+6P]2)1 0j }_[1

(P Pojlexp { —ie [ B2 = P* = M? + V2 (2) = 8% (&) — 2P,V (&) — 2M S (2)| } 1Py, Poj 1),

(3.1.30)

=
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ou sous cette forme:

N+1

—dRy; H exp (—ie POQJ Pj2 — M?))

N—oo

o N
G (Pj, P;_1, Py;, Poj_1) = i lim dTH/(

(P, Py;| exp {—z’@ [( S% (&) + V2 (1)) — 2 (MS( )+ Py, V (i ))] } Py Py_1). (3.1.31)
Maintenant, nous utilisons la forme des potentiels proposée dans (3.1.8), I'expression de la

fonction de Green (3.1.32) devient:

dP;
G (Pj, Pj_1, Py, Pyj_1) =i lim dTH/—JdPOj

N—o0 0

N+1

H exp (—ie [P2 — P2 — M2]) (P, Poy| exp { iz [(VZ — S2) &2 — 2 (MSy + PoyVi) 5]} [Prs Poyr).
(3.1.32)

I'équation (3.1.33) peut étre exprimé explicitement en utilisant la relation (3.1.2) comme

suit:

0o N N+1

ar; . [p2 2 2
G (P}, Pi—1, Poj, Foj— 1)—21\}1_{1(1)0 ; dTg/WdPOJHeXp —ie [Py, — P} — M?])

(Pj, Fo;| exp —ie ((1/02 - 59) { ((1 + BP?) 8% +7p)]2 _

OP;

c’est-facile de démontrer que I’évolution du dernier terme en (3.1.34) a ordre 1 en ¢ peut

—2i (M Sy + Py; V) {(1 + BP?) 9 + ~yPD |Pj_1,Poj_1), (3.1.33)

étre écrit:

(P, Pos| exp {—ie ((VO2 —53) {z ((1 + BP?) % +7p)r _

—2Z (MS() + POj%) |:( + BP2) aip + ’}/P‘|) } ‘ijl,POj*1>

~ (P, Py {1 e ((vg -3y i (0P 55 —i—’yP)r_
—2i (M Sy + Py; V) [(1 + 3P?) aip + VP} ) } |Pj_1.Poj_1), (3.1.34)

et introduisant la représentation intégrale de (P; Py;|Pj_1, Py;j—1) donnée par:

<P P0;|Pg 1,P0— 1) // oy _ BT ( o by-1) = eXpip; <—a7’ctg\/BPj—ﬁarctg\/BPj_l

27 2T (14 8P2)% (14 BPL,)" VB

(3.1.35)
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I'expression (3.1.34) devient la suivante:

G(P:. P, . P:.. Py 1)=1 Ood li . N dP;dPy; N+1 dt; dp] exp it (POJ Poj_1)
(B P Fo) Zfo T Oonn:lf<1+ﬁpaz)l ffz” 2 1+ﬁp2) (1+8P2.))

exp { iz (P2 + (53— V2) (By +72) — 1] P2 — 207 (MSy + PyVo) Py — M2 + (S — V)) )
exp i { [\/ig (arctgy/BP; — arctgy/BPj—1) + 2e7v (S3 — V@) Py — 26 (M Sy + POJVO)} p; +e (S5 — Vi) ,03}

ce qui revient & un simple calcul de la limite sur des intégrales Gaussiennes, f dw exp(—ax?+

Q)

_ /z v .
= \/Z exp 4, sur les p; de la forme:

dp; , 1
/ 2—7; exp lz (Aﬁarctg\/gpj + 26 (S5 — Vi) P + 2e (mSo + PojVo)> p; —e (S5 — V) p?]

T
ie (5§ = Vi)

2
[ (arctgy/BP, — arctgy/BPL)’ 4
— (arctg\/BP; — arctg\/BP; 1) P 3.1.36
expz[ 128 (S =) —1—\/3(&7"09\/3] arctg\/BP;_, ( )
et I'intégration sur les ¢; donne une fonction de delta. Cette fonction 4 limite les valeurs pos-
sibles de po; pour les valeurs possibles dans I'intégration. Enfin, nous obtenons ce nouveau
résultat
G(P P 17P0]7P0] 1)
N+1
) a a PO‘ - PO' 1)
21—|—P221—|—Pi22/d7'11m / / o
(1+587)" (14 F) NHOOH 1+5P2 OJH\/4m£ S5 — V&)
. MSy + Py; Vi
o i { I (51 )+ (55 ) - ] £ - a2 B0
0 0
2
[ (arctgy/BP; — arctgyBP 1) 4
exp i + — (arctg BP; —arctg\/ BP;_ ) P |, (3.1.37
[ 485(53—‘/02) \/B \/_ J \/_] 1 J ( )
en utilisons le changement de variables suivant:
1
k; = —arctg\/BP-,
J \/B J
kOj - POj; (3138)
la valeur de k£ change dans l’intervalle] —#, +575 f [ selon les valeurs de p dans l'intervalle
|—00, 4+00[, On trouve alors le résultat suivant :
G (ko Ky, Koy Koj1) = i (1+ tan® /Bhy) (14 tan? \/_k)/ dr
N+1 2
: (mSO + ko; Vo)™ | ~
lim H/dkoj }_[1 6 (koj — koj_1) exp —ie {kgj M2 4 (S2— V)~ + o 1/]02) G (kj ko1, 7),
(3.1.39)
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avec:
N N N+1 1
G (kj, kj_1,7 /dk;
(Fjrky1,7) = E H\/4m€ S — V@)
expi (k)" _ (M5 + kojvo)Ak: +— Ak tan \/_k +e By (S5 - V) — 1] —tan2 v/ k;
(55 -Ve) (S5 -V5) VB ’ B ’
(3.1.40)

et Ak’j = k?j — kj—l
Maintenant, nous développons les termes de 'action infinitésimale de G (kj, kj_1,7) &

I’ordre € dans les environs du mid-point

Akjtan \/Bk; ~ Ak; tan\/_( i) + ; VP <l—|—tan2 \/_k‘) (3.1.41)

ot k; = %et on ne retient que les termes qui contribuent [103]

(D) = 202 (53 V) (3.1.42)
équation (3.1.41) s’écrit alors:

bt (1 V) (1 )

N+1 2
/ dr lim H/dkoj H5 Koy — koy1) exp za{kgj YR é%t ‘22‘)/0) }G(k:],kj LT

(3.1.43)
avec:
N N+1 2
N 1 . (Ak;) tan? v/Bk;
G (kj, kj-1,7) = J;[l/dk H \/47”5 S2—V2) exp {46 (S§ —V¢) ) B '
(3.1.44)

Cette expression (3.1.46) est formellement identique a celle du potentiel la Poschl-Teller
étudié [104]

é(k: k; T)—ﬂ/dk‘ ]ﬁ ! exp i M—5ﬁ(52—V2))\()\—1)tan2\/Ek-]
» D o \/4m€ P e (S5 - Vi) ’ ’ ]J

52 %2) ( )
3.1.45

1 4
)\_§<1+\/1+m>. (3.1.46)

La solution de cette intégrale de chemin peut s’écrire sous la forme:

avec:

G (kj kjr,7) =
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i Nyexp [itf (S5 — V5) (n® + (2n+ 1) A)] (COS \/Bkicos \/Bk; ) (sm \/_kf> (sm \/_kf)

(3.1.47)
ot C sont des polynémes de Gegenbauer avec la constante de normalisation N,, donnée

par:

(3.1.48)

Ny — T [22’\171! (n+A) \/B} |

[ (n+ 2))
Aprés avoir effectuer des intégrations sur les {F;} et { pj}, par la suite, on effectuera

une integration sur les k,;, la fonction de Green (3.1.45) se réduit a:

G (kp, ko, Kop, koa) = i (1 + tan? \/Bk;f> : (1 + tan? /B ) Z N, / dr6 (ko — kou)
i (- S
<cos /By cos \/Bk; ) <sm \/_kf) (sm Bk ) (3.1.49)

aprés intégration sur
G (k. ki, oy, i) = i (1 + tan? \/Ekf> : (1 + tan? \/Ek)
Z v, 8 U = i) (cos /Bky cos /Bk;)" C (sin /Bky) C2 (sin /Bk;)

2
(Aﬁi’??) =85 = V¢) (n* + (2n + 1) A)

nous notons que la présence de ¢ reflets la conservation de ’énergie.

—5(53—%2><n2+<2n+1>x>}

: (3.1.50)

k3, — M? +

Afin d’évaluer exactement I’expression propagateur, il est commode d’écrire la transfor-
mation de Fourier (3.1.50) pour les variables {ko,} et {ko.}. La premiére intégrale sur le

delta est immédiate, on obtient:

¢ (kﬂ ki,tf’ti) =1 (1 + tan® \/Ekf>g (1 + tan? \/Bk) '

Z N, / dFE Bt (cos v/Bk; cos \/Bk'l)A C)) (sinv/Bky) Cp (sin v/Bk;)

S (5=t + (20 + 1))
(3.1.51)

On peut tirer le spectre d’énergie discret, en calculant les poles de la fonction de Green
G (kba ka; tba ta)

E'Z_M2+

M
Er=— Voiwﬁ,

n SO

(3.1.52)
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avec w? définie comme ceci:

2 12
u)g:wosovo) 5(n2+n+1>+5( ;)\/Hﬁ (3.1.53)

nous notons que ce résultat coincide exactement avec celui obtenus par Roy.

Nous obtenons finalement la décomposition spectrale de ’amplitude de transition:

G (K, Kj1, Ko Koj1) = i (1 + tan? \/_kf) (1+ tan? \/Bk:>

ZN [ L 1y (o8 Bk cos v/Bki)" Ci (sin v/Bky) Cp (sin vBks) ) oy

(B+250 — o) (B+ 28 + )
Pour évaluer les fonctions d’ondes et le spectre d’énergie, intégrons sur la variable E. Ce
qui peut étre converti en une intégration complexe le long du contour C, puis en utilisant

le théoréme des résidus:

de 71E(tf ti)
21 (B+ M — o) (B + 4 + uf)

MV,
{e(tf e

—1

2wg

MV,
2 )0 g, — )6 (S 0)“1’”’}. (3.1.55)

Enfin, nous obtenons la décomposition spectrale du propagateur de la particule (1 +
1)dimension de Klein-Gordon sous ’action des potentiels linéaires vecteurs et scalaires en

présence d’une longueur minimale

G(Pfap’wtfatz) =

[e.e]

Nn = P -Pz —1 wﬁ MVO te—t;
goleaf—t)z 5 (1P = (14 P2 (—_f;m) c (—_f[m)e (=) st

+9<ti—tf>2]i% (14 68)F (L e T 0 (2D 0A(¢1ff—gp2)a<wn+MV°><tff>

" \/1+BP;

)

(3.1.56)

ol nous avons utilisé les relations suivantes:

sin \/fk = ﬂ. (3.1.57)
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Enfin, nous obtenons la décomposition spectrale du propagateur de la particule (1 +
1)dimension de K-G sous 'action d’un potentiel linéaire vecteur et scalaire en présence d’un
principe d’incertitude généralisé

G (Py, Py, tp,t;) =
> ot~ )€ (P, € (P AR gt gy (), SR

n=0

(3.1.58)

en utilisant I’ancienne variable p, £ (P), sont données par:

2 e+ TN VB . VBP
$P). = \/%P (n+2\) (14 P2 wh Cn <\/1 + 6P2> ' (3.1.59)

Dans I’Eq.(3.1.57) , nous avons deux types de propagations, l'une avec 1'énergie positive

EPt = + (wg — AQ;") , se propageant vers le futur et l'autre avec une énergie négative

EP~ = — (wﬁ + MS—L/O> , se propageant vers le passé.

il est remarquable si ’on considére un <, (3.1.55) peut facilement s’écrire comme:

NI

Cn+1)(S3- V)" | B (S3-V)i (20’ +2n+1)
So 450 (2n+1)

B
Wy, =

+0 (), (3.1.60)

Enfin, nous obtenons:

MV | /@or D) (3 -V | B (55— V)™ 2n® 4 204 1)

EPE — _
" SO SO 45{) (2n + 1)

+0 (8.
(3.1.61)

Nous pouvons maintenant comparer ce résultat avec celui obtenu dans la section précé-
dente (3.1.25) de la théorie des perturbations, quoique les deux méthodes donnent le méme
décalage des niveaux d’énergie.

Dans cette section nous avons évalué la particule de Klein-Gordon a (1 + 1) dimension,
soumise & l’action de plus les potentiels vecteur scalaire linéaires dans le cadre du principe
d’incertitude généralisé via deux méthodes: 1/ une méthode directe, dans laquelle on a
traité le probléme dans la représentation de position, en utilisant la réduction de Brau.
Notre systéme a été converti vers une équation de Klein-Gordon modifiée, une équation
différentielle d’ordre quatre se présente dont sa solution analytique est compliquée. En
utilisant une technique d’approximation d’une mécanique quantique usuelle, nous obtenons
les niveaux d’énergie relativiste a ’ordre 1 en parameétre de déformation f3.

En revanche, la deuxiéme méthode, par le formalisme de Feynman dans ’espace des

moments. La fonction de Green est obtenue, le spectre d’énergie ainsi que les fonctions
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d’onde normalisées des états liés sont déduites et dépendent du parameétre 5 de la déforma-
tion comme dans le cas de la théorie non commutative. Le cas limite est alors déterminé
et comparée a celui obtenue & partir de la théorie des perturbations, les deux méthodes
donnent le méme décalage des niveaux d’énergie. Le mérite de la formulation de Feynman
est sa facon intuitive d’interpréter les équations fondamentales de la mécanique quantique
ordinaire en utilisant des trajectoires classiques. En outre, pour des raisons pédagogiques,
il convient de traiter ce probléme par le biais de ces méthodes équivalentes.

Le présent travail peut trouver quelques applications intéressantes dans la phénoménolo-
gie de confinement des quarks, dont le potentiel linéaire est un modéle de mécanique quan-
tique important [105].

Le potentiel linéaire permet donc d’avoir un tetraquark stable qui serait un moyen
d’expliquer les états récemment observés dans les collisionneurs et il décrit un mouvement

dans un champ gravitationnel uniforme ou électrique [106].

3.2 L’équation de Klein-Gordon en présence d’un champ
éléctromagnétique a (3 + 1) dimensions

La mécanique quantique avec des champs externes a été continuellement développée et
plusieurs propriétés des différents états de la matiére ont été étudiées. En particulier, le
cas du champ électromagnétique qui a joué un role majeur pour la liaison des électrons
aux noyaux, l'interaction entre les molécules, les réactions photonucléaires qui se traduisent
par la production de mésons, des liaisons chimiques qui se posent des interactions entre les
électrons des atomes voisins ... et parmi les phénomeénes bien connus causés sont appelés
Veffet Zeeman, effet Stark et effet Aharonov-Bohm ... Pour tenir compte de cette interaction.
Pour une charge en présence d’'un champ électromagnétique externe donné, représenté par
le quadri-potentiel A#, la prescription de couplage minimal de Fock conduit & substituer a
la quadri-impulsion la quantité suivante : p* — p#—eA*, avec A* = (Ag, A).

A cet effet, certains problémes ont été résolus dans ce cadre. Par exemple, la solution
de ’équation de Dirac dans des champs électriques et magnétiques orthogonales [107, 108],
le cas des champs électriques et magnétiques obliques par [109], Klein-Gordon et de Dirac
équations pour une particule dans un champ électrique constant [110], le mouvement d’un
électron dans un champ électromagnétique [111, 5], Equation de Dirac, en présence d’un
champ magnétique spatialement périodique [112], Création de spin 1/2 particules par un

champ électrique dans 'espace de Sitter [113], Création de particules de Dirac, en présence
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d’un champ électrique constant dans un univers anisotrope Bianchi I [114], Particules de
Dirac dans un champ magnétique tournant [115], les fonctions de Green de 1’équation de
Dirac avec champ magnétique solénoide [116]. Mécanique quantique des champs de Klein-
Gordon II: des états cohérents relativiste [117], Des électrons dans des champs électromag-
nétiques croisés constants et un champ d’ondes planes [118] et les ensembles équivalents de
solutions de I’équation de Klein-Gordon avec un champ électrique constant [119].

Ces derniéres années, beaucoup d’efforts ont été déployés pour résoudre ces équations
d’ondes relativistes pour différents potentiels en utilisant des méthodes différentes dans la
mécanique quantique habituelles, ol les opérateurs position et moment agissant sur 1’espace
de Hilbert des états vérifie I’algebre de Heisenberg standard . Toute approche visant a une
formulation cohérente d’une théorie quantique de la gravitation semble impliquer ’existence
d’une échelle de longueur minimale dans la nature de l'ordre de la longueur de Planck
[11, 12, 13, 14]. Comme on I'a déja mentionnée dans le chapitre précédent, Cette carac-
téristique conduit & une modification du principe d’incertitude de Heisenberg (GUP). Pour
préparer la construction d’une mécanique quantique totalement relativiste dans I’espace dé-
formé, nous essayant de construire une théorie d’une particule. Certains exemples ont été
pris en compte dans la littérature, 'oscillateur harmonique qui a été récemment consid-
éré [31, 32, 120, 121], la construction de ’équation de Dirac généralisée [38], traitement de
I'équation de Dirac dans un potentiel linéaire a (14 1)-dimensions [122], diffusion des partic-
ules [123], I’équation de Klein-Gordon & (14 1) dimensions soumise & un potentiel vecteur et
scalaire linéaires en [124, 125], loscillateur de Klein—-Gordon a D-dimension [126], I’équation
de Dirac dans un potentiel linéaire scalaire [39] et un champ magnétique statique [127]...etc.

Le but principal de cette partie est de résoudre exactement les équations e Klein-Gordon
et de Dirac & (3 + 1) dimensions, en présence d’une longueur minimale, ou la particule est
soumise & un champ électromagnétique externe.

L’algebre de Heisenberg déformée a trois dimensions qui considére la longueur minimale
comme une incertitude supplémentaire dans la mesure de position [12], est définie par les

relations de commutations suivante:
[X,, Pj] =ihd;; (L+ BP?), [X;, X;] = —2Bih [1+ BP?] Ly, and [P, Pj] =0, (3.2.1)

avec [ est un parameétre positif trés faible déformation et Lj est la composante du moment

cinétique qui peut étre exprimé comme suit:

1
Ly = 11 P2 €ijkXiLj, (3.2.2)
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qui satisfait I’algebre usuelle :
[PZ', LJ] = ihﬁijkpk, [XZ, LJ] = ihEiijk, [LZ, L]] = ihéijkLk, (323)

Sous l'influence de (GUP), les opérateurs position et moment agissent comme:

X; =ih (1+ Bp°) P; = p;, (3.2.4)

op;’

Dans ce qui suit nous obtenons les relations nécessaires pour notre calcul en tenant
compte du fait que nous devons récupérer la mécanique quantique habituelles dans la limite
£ — 0.

Dans cette partie, nous allons résoudre 1’équation de Klein-Gordon a trois dimensions
dans le formalisme de la mécanique quantique avec un principe d’incertitude généralisé,
qui a été développé au début. En employant la substitution p# — pt—eA*. 'équation
stationnaire de Klein-Gordon décrivant une particule scalaire, de masse m soumise & I’action
d’un champ électromagnétique uniforme A,, nous travaillons dans le systéme (h =c=1),

est donnée par:
((P—eA(y)" +m® — ( — e4p)’) ¥ = 0, (3.2.5)

¢ est ’énergie.
En supposant que la direction de champ magnétique H le long de I'axe z, du champ

électrique F le long de 'axe y et la jauge est fixée comme suit:
AH =Y (6MOE + 5M1H) 5 (326)

ol d,, est le symbole de Kronecker.

En remplagant le champ A, par (3.2.6), I'Eq. (3.2.5) se transforment comme:
[* (H? = E?) y* + 2¢ (p. H — €BE) y +p +py, + p2 +m? —*] 4 (y) = 0, (3.2.7)

ou en exprimant les operateurs X; et P; en termes des opérateurs de coordonnées commu-

tatives et leurs opérateurs du moments (3.2.4), 'Eq. (3.2.7) peut s’écrire:

3 2\, .. 1\ (8 0
[—eZHny? <E (14 ap?) 8—%) + 2ieH (pm —(1-7%) g) (E (14 ap?) a_zoy)

i+ P2+ m’ = (p,) =0, (3.2.8)
ou il a été choisi |H| > |F| avec a = #ﬁﬂ??) et v = (1 - 5—2) . Nous notons que dans le
cas particulier si:|H| = |E|, Eq.(3.2.8) se convertira a une équation différentielle du premier
ordre.
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Maintenant, afin de résoudre cette derniére Eq., nous utilisons la transformation suivante:

p= % arctan (\/apy) , (3.2.9)

la valeur de p change dans l’intervalle} —#&, +ﬁa [ selon les valeurs de p, dans 'intervalle

|—00, +00[, on obtient:

d? ) d 9
{d_pQ - 2277\/ad—p — ad tan® (vap) — aa} =0, (3.2.10)
avec:
1
a(ph +pi+m?—¢%) ‘/a<px_(1_72)28) 1
o= 557733 , = 5 and 0 = —5————, (3.2.11)
22 H2y BeH~ B e H?y

Pour simplifier I’équation (3.2.10) , Nous utilisons ’ansatz suivant:

¥ (p) = exp(iny/ap)e (p), (3.2.12)

nous obtenons

{% _ adtan? yap +a (i — a)} o(p) =0, (3:2.13)

Pour réduire cette équation & une classe d’équations différentielles connues, on utilise la

transformation suivante:
A
pp)=(1-u")"f(u), (3.2.14)
ol A est une constante a déterminer et u = sin (y/ap) .

Au moyen de cette substitution (3.2.14) , I'équation différentielle (3.2.13) se réduisent au

type de Gegenbauer
(1—u?) 8—2 — (22 +1) u3 +n(n+2\)| f(u)=0 (3.2.15)
Ou? ou ’
ol A et n, des entier non négatifs, qui vérifient ces conditions:
{ AA=1)—6=0

(3.2.16)
”—o—X=n(n+2)\)

ou la premiére relation de (3.2.16) détermine la valeur de A :
AE=1/2 (1 +VIT 45) , (3.2.17)

et pour éviter la singularité de ¢ (u) & u = £1. Dans la suite du calcule nous choisissons

cette valeur:

A=At =1/2 (1+\/1+45>. (3.2.18)
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Finalement, la solution exacte de I’équation (3.2.15) peut étre exprimée par le polynome
de Gegenbauer comme:

f(u)=NC (u), (3.2.19)

avec N est une constante de normalisation.

Par conséquent, 'expression de 1 (p) peut étre écrite comme:

1, (p) = Ncos* (vap) exp(iny/ap)Cy ' (sin (vVap)) . (3.2.20)

ou avec l’ancienne variable p, comme:

U, (py) =N (1 + apg)*% exp(in arctan (vap,))Co" (%) _ (3.2.21)

Pour extraire le spectre d’énergie, on substitue les expressions (3.2.11) et (3.2.18) dans

la deuxieéme relation de (3.2.16), il est facile de montrer que:

e o= (1= 7 pe £y [(B2 +m?) + eHy (14 8 (0 +p2))

1
2

(3.2.22)

X ((Qn—l— 1) \/1 + }16262[{2’72 + BeH~ (n (n+1)+ %))

Il est remarquable que ’expression ci-dessus de spectre d’énergie contient une correction
supplémentaire,qui dépend du parameétre de déformation o et sa déviation augmente rapi-
dement avec n?. Cet effet est dii essentiellement & la modification de 1’algébre de Heisenberg
standard. Nous notons également que, ce résultat explique le confinement au secteur de
haute énergie. In addition, Cependant, la forme de spectre énergétique peut étre testée; en
utilisant la limite 5 — 0, nous obtenons le résultat obtenue dans le cas ordinaire.

Dans le cas d’'un champ magnétique pur, c’est a dire, ou £ = 0, 'Eq.(3.2.22) se présente

sous forme:

b= | @2+ m2) +eH (1+ B (p2 +p2))

(2n+1)\/1+i6262H2+eHﬁ [n(n+1)—|—ﬂ

(3.2.23)

Afin de séparer la contribution en /3, nous étendons au premier ordre en (3, nous obtenons:

1
ehs = (1_’}’2)21%:‘:7[\/(p§+m2)+(2n+1)ery

+§eH’y ((pi +p2) (2n+1) +eHy (n (n+1)+ %))} : (3.2.24)
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Le premier terme de (3.2.24) est le spectre d’énergie de I’équation de Klein-Gordon ordi-
naire en présence d'un champ électromagnétique et le second terme représente la correction
due & la présence de la longueur minimale. Ici, nous notons la dépendance & n? qui est
une caractéristique du confinnement difficile comme dans le cas du probléme de I'oscillateur
[27, 28], qui est la similitude entre les deux problémes. Dans la limite 5 — 0, on obtient le

résultat suivant ordinaire.

3.3 Dynamique d’une particule de Dirac sous ’action

d’un champ électromagnétique a (3 + 1)dimensions

3.3.1 Solution de I’équation de Dirac dans ’espace des moment

Dans cette section, nous considérons des particules relativistes de spin un demi décrites par

’équation de Dirac stationnaire dans un champ de jauge électromagnétique A, (3.2.6)

. (p—eA) + pm — (e — eAy)| ¥ (y) =0, (3.3.1)

| 0 o IQ 0
“=1_ ol p= [o _[2], (3.3.2)
(I + (1 + Bp*)M) x (y) = 0, (3.3.3)

et o (04,0,,0,) sont les matrices de Pauli et I est la matrice unité 2 x 2.
La quadrature de cette équation est nécessaire pour résoudre (3.3.1) dans un champ

externe, donc il est commode de multiplier par cet ansatz:
U =[a.(p—eA)+ m+ (e —edp)] x, (3.3.4)

la fonction y & quatre composants vérifie I’équation:on I1? est 'opérateur de Klein Gordon:

12 = ((p—eA(y))2 +m? — (e — eA0)2)et la matrice M est donnée par:

-H 0 0 -—-H
— 0 H FE 0
M =
0 —-E —-H 0
E 0 0 H

Pour résoudre (3.3.4) , nous diagonalisons la matrice M dont les valeurs propres sont 75 =

+ H~. D’ou les solutions peuvent étre construites comme suit x (p) = U.£, (p) avec U est la
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matrice de transfert donnée par:

| 1+ 0 0 1—
vo— 1 (1+7) (1—=7) (3.3.5)

L 1 0 0 1

0 1 1 0

Eq.(3.3.4) devient:
112+ e(1+ Bp*) M | €, (p) = 0, (3:3.6)
ou

M = U-"MU.. (3.3.7)

En utilisant I'expression du champ en (3.2.6) et (3.1.3) la forme explicite de (3.3.6) peut

s’écrire sous la forme:

271722 6 2 a 2 . 2
[—eHv (a(1+0¢py)8—py) +226H<p$—6(1—’)/)

N

[

+(1xeSHY) P, +po+pi+m’ —te (g) ny] ¢ (py) =0, (3.3.8)
avec:

(& )ov.

ol V est un vecteur constant de dimension (2 x 1).
en utilisant le changement de variable (3.2.9), Eq. (3.3.8) se simplifie en:

d—2 - 22'77\/5i — ad tan? (Vap) — as & (p)=0 (3.3.10)

dp? dp T ’ e
on 2 2 2 2 B

+p;+ —e“tre(z)H . 1+eBH
é.: Oé(px pz T € e(a) 7)7 (5: ( 5 6/8 /y)’ (3‘3‘11)
322 [12+2 322 [12+2

Procédons de la méme maniére que dans le cas de I’équation de Klein-Gordon, en tenant

compte des mémes transformations. (3.2.14)

At

& (p) = exp(inv/ap)(* (p), et (7 (p) = (1—u?) 7 gf (u), (3.3.12)
ol A et n, un entier non négatif, vérifie ces conditions:

{ AAN=1)—6=0

. (3.3.13)
" —6—A=n(n+2\)
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Par conséquent, la solution exacte de I’équation (3.3.6) est donnée en fonction de I’ancienne

variable p, comme:

fin (py) = A* (1 + apZ)f% exp(in arctan (\/Epy))C’,i‘i <ﬂ> , (3.3.14)

1+ ap?

avec A* est la constante de normalisation, et par le méme raisonnement que dans le cas

précédent, la valeur acceptée de A* sont:

1 1
t 1+ —— N = . 3.1
A +65H7, A I~ (3.3.15)

Le spectre d’énergie correspondante peut étre déduit de la condition (3.3.13)

= (1=7) pe [0 +m) + (n+ 1) eHy (146 (0% +52)) (B (n+ 1) eHry + )%,
(3.3.16)
6, = (1=7")2p, £ [(p?+m®) + neHvy (1 + B (p2 +p?)) (BneHy+2)]?.  (3.3.17)

n

La dépendance en n? serait une signature unique des relations de commutation modifiée.
Contrairement au cas ordinaire, les niveaux d’énergie se comportent comme les niveaux
d’énergie d’une particule confinée dans un puits de potentiel. C’est une caractéristique
du confinement difficile qui rend le modéle considéré dans une position plus adaptée a la
description de confinement des quarks. Avant de finaliser cette section, il est préférable de
traiter quelques cas particuliers.

Le cas d’'un champ magnétique pur, c’est a dire, ou £ = 0, 'Eq. (3.3.16) et (3.3.17)

prennent la forme:

e =2 +m2) +(n+1)eHA+B(p2+p2)[B(n+1)eH +2], (3.3.18)

n

e =% [(p2 +m?) + neH (1+ 8 (p2 + p2)) (BneH +2)]2. (3.3.19)

Afin de séparer la contribution en 3, nous étendons au premier ordre en 3 (3.3.16) et

(3.3.17), nous obtenons:
1
Enpe = (1=7°) pot
y [\/(p§+m2) +2(n+1)eH7+§(n+1)eH7 [(n—l— 1)6H7+2(p§+p3)] +O(62)] ,

(3.3.20)

€ pe = (1- 72)%pxj:7 [\/(pg +m?2) + 2neH~y + gneHV (neHv +2(p2 +p?))+ 0O (52)] :
(3.3.21)
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Ces résultats sont en accord avec ceux de la mécanique quantique ordinaire, si nous perenons

B =0 dans (3.3.18) et (3.3.19)

N|=

&= (1= 7p, £ [(E+m?) +2(n+1)eHr]?, (3.3.22)

N

e = (1=72)2 po & 7 [(p2 + m?) + 2neHA)? (3.3.23)

n

nous obtenons les spectre d’énergies de I’équation de Dirac ordinaire, qui coincide exacte-
ment avec ceux obtenus par [107] dans le cas ou la longueur minimale est abscente.

Avant de conclure cette discussion, par un calcul direct, la détermination des autres com-
posantes est simple, nous devons prendre en compte la propriété du polynéme de Gegenbauer

suivante.

%cg (u) = 20O (u) . (3.3.24)

La solution finale est donnée par:

_H . At Vap, AT vapy
V=" exp(in arctan (vap,)) (A+Cn <\/Tap§ tAG V1+ap?

+B.C) ! _Vap, +B_C) _vop, : (3.3.25)
J1+ap? JI+ap

avec Ay et By sont des vecteurs (4 x 1) définis comme:

Ay = [P —ief3 <py)\jE - ﬂ) Q] Ny, By= 2ie AT TN, (3.3.26)
ve va (1 +ap)?
avec
(p. +m+e) 0 0 (P2 — ipy) E 0 0
P 0 (—p:+m+e)  (pa+ipy) 0 o-| " B!
0 (pz —ipy) (. —m+e€) 0 0 H E
(ps + ipy) 0 0 (—p, —m+e) H 0 0
(3.3.27)
et .
NI = A+ (1+04p§)_% (LF),(1£7),1,1). (3.3.28)

3.3.2 Propriétés statistiques

La fonction de partition de 'oscillateur de Dirac, & une température 7', en présence d’une

longueur minimale est donnée par:

Zy = exp—BE, (3.3.29)
n=0
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avec 3 = 1/kT. Le calcul de la fonction de partition est évaluée en utilisant les équations

d’Euler-Maclaurin formule:

e 1 0o e 1 B

S rm =gl 0+ [ F@dr =Y B0, 3330)
n=0 :

o1l By, sont les nombres de Bernoulli et fP~Y) sont des dérivés de la fonction f(z) en x = 0.
On posons: y = \/(p2 + m2) + eHy (1 + B (p2 + p2)) (BeHyn? + (BeH~ + 1) n). A l'aide

de quelques manipulations y? peut se mettre sous cette forme condensée:

¥ =C(An*+An+1), (3.3.31)

avec:

1 BeH~ (p2 +m?)
1+ =%2H?2 + + :
\/ i’ ! 2 eHy(1+(5(pi+n)

C = eHy(1+8(p2+p?))
(BeH~)

L2 orra 0 ey (P2+m?) |
\/1 + 15 ey + =+ eHy(1+B(p2+p2))

1
2\/1 + 16262]‘.’2’}/2 + BeHyl

A// —

1 Betl amy |
\/1 TP N e

En utilisant ce changement de variable:
2

X?= % = (An? 4 A'n+1). (3.3.32)

'intégrale sur = dans (3.3.30) prendra cette forme:

= /f (z) dz = /f (X)dX = \/%/dXX [A/XQ _A/‘}/JFANQ] " exp —AVOX
’ 1 1 (3.3.33)
En utilisant le dévellopement en série de la racine carrée, l'intégrale peut étre évaluée
avec le résultat:

exp 6 px 2” B 1)” A " 2n
J = VA A A’ /X [Z (2n)! A2 — A (X) dX exp B’Y@Xy

n=

(3.3.34)
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en intégrant sur les X, on aura:

. o )
/= \/%; 2n2n § (A/f?A— A/> [F f?nj;Q) - 2§+2‘P(1,2n+3;/\)
(3.3.35)
avec:
A=pyV/C and @ = =5 (1= 4%)* p.. (3.3.36)

pour A < 1 (& haute température) les contributions du premiér et troisiéme termes dans
(3.3.30) et du deuxiéme terme en (3.3.35) sont négligeable en les comparant au premier

terme contenant ﬁ

Y  expQ < 2n—1)” A "T(2n+2)
- /O f (J}) dr = \/W Z 27’L A"2 — A A2n+2 ?

n=0
(3.3.37)
Par conséquent, on obtient:
exp  — Qn — 1)

Zy = m Z S a"T (2n 4 2), (3.3.38)

ou ,

1 A
o= ( G A/) . (3.3.39)

A ce stade, on peut distinguer que pour extension & hautes températures o est un petit

o~ <(A$)mm)2, (3.3.40)

Lin

parametre:

ou ly, = he/kT, avec (h = c = 1) représente la longueur d’onde thermique obtenue a des
températures élevées. Cette longueur d’onde est une longueur caractéristique du systéme
et ne pourra pas étre accessible expérimentalement, elle doit étre supérieure a la longueur
minimale, en vertu du principe d’incertitude généralisé. Finalement, en conservant seule-
ment les termes de premier ordre en parametre de déformation (3, on obtient finalement

I’extension & haute température de la fonction de partition:

exp (2
2

(KT)* 63 (KT)*

Zg o~
g eH~3 24

(3.3.41)

Le premier terme est la fonction de partition d’une particue de Dirac soumise & un champ
¢électromagnétique en abscence d’une longueur minimale, tandis que le second terme est la

contribution venant de la perturbation de ’espace par la présence de la longueur minimale.
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L’énergie moyenne définie par:U = K TQ%LTZ est donné par:

U = expQKT [1-2eHB(KT)?],

A min 2
— expQKT |1 26H( f ) ] , (3.3.42)
th
tandis que la capacité thermique C' = g—gest donnée par:

C = expQK [1—6eHf (KT)Q} :
2
1 - 6eH (Af‘ni”) ] : (3.3.43)

th

= expQK

Dans la limite 5 = 0, (3.3.42) et (3.3.43) se réduisent a I’énergie et la capacité thermique
d’une particule de Dirac soumise & un champ électromagnétique dans cas ordinaire

Le probléme du potentiel électromagnétique a 3 dimensions spatiales a été développé dans
le formalisme de la mécanique quantique avec une longueur minimale [128]. Considérons le
cas relativiste était important pour de nombreuses raisons. les particules relativistes sont
des candidats naturels pour ’étude de la nature de I’espace-temps & proximité de I’échelle
de Planck. En outre, il est plus facile de déterminer si la discontinuité de ’espace existe
en deux et trois dimensions en étudiant les équations de Klein-Gordon et de Dirac dans le
cadre de GUP. Dans les deux cas, la solution exacte est obtenue, ou les fonctions d’onde
sont exprimées en polynomes de Gegenbauer. Le spectre d’énergie est déduit exactement
et il contient une correction supplémentaire, qui dépend du parameétre de déformation [,
et sa déviation croit rapidement avec n? qui est un signe de confinement dur. Ceci est une
conséquence naturelle depuis notre probléme original est associé & un mouvement d’une
particule ponctuelle prés de la surface d’'une sphére. Le cas limite est alors déduit pour
5 — 0. A haute température les propriétés thermiques sont dérivées.

Dans le régime de hautes températures, le champ électromagnétique extérieur joue un
role important dans la mécanique quantique relativiste avec le GUP, notamment dans la
description du confinement des quarks en physique des particules. En outre, les résultats
de cette étude pourraient étre utiles pour I’étude des spectres de méson.

Il est intéressant d’étudier ce probléme avec le champ électromagnétique quantifié dans
le cadre de la théorie quantique des champs, afin de déterminer le taux de création des par-

ticules par exemple. Ce probléme sera une autre étude détaillée est en phase de préparation.
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3.4 Etude de l'oscillateur relativiste dans un champ

magnétique constant a (2+ 1) dimensions

Le probléme de 'oscillateur harmonique est 'un de nombreux sujets, qui ont été récemment
étudiés dans le contexte de la longueur minimale. Ce probléme a été étudié par Kempf
et ces collaborateurs [13], qui ont obtenu la déviation exacte des niveaux d’énergie du sys-
téme causée par la longueur minimale dans le cas unidimensionnel. Plus tard, Chang et
ces collaborateur généralisent 1'étude exacte a des dimensions arbitraires [22]. Le modeéle
de l'oscillateur harmonique peut parfaitement décrire le mouvement cyclotron d’un électron
dans un piége de Penning [129]. Ce fait a été exploité par les auteurs de Réf [22] pour exam-
iner la contrainte qui peut étre placé sur le parameétre de déformation a I’aide des mesures
de précision des niveaux d’énergie de I’électron. Toutefois, lorsque le champ magnétique est
suffisamment fort, ainsi les effets relativistes deviennent importants et doivent étre pris en
considération. Dans ce cas 1a, la mécanique quantique relativiste est nécessaire afin d’obtenir
un résultat plus précis. L’oscillateur relativiste peut étre considéré comme le partenaire rel-
ativiste de 'oscillateur harmonique car il se réduit a celui ci dans la limite non relativiste.
Vu l'intérét majeur de ce sujet, de nombreux travaux lui one été consacrés, par exemple,
la solution exacte de loscillateur de Klein—-Gordon a 2-dimensions [130], loscillateur de
Dirac dans la Réf [131], l'oscillator Bosonic (spin 0 and 1) & une dimension par [120] ¢a
généralisation a (1 + 3) dimensions dans la Réf [121]...etc.

Pour commencer notre étude, choisissons la direction de champ magnétique suivant

laxe-z, d’oul la gauge est fixé comme suit:
B
A:§ (—y,2,0), (3.4.1)

B est lintensité du champ magnétique A qui est exprimé en fonction du parameétre de

déformation a sous la forme:
A— (1+ ap®) A, (3.4.2)

en employant une forme générale de l'opérateur de position avec une substitution non-

minimale donnée par:

p— p— (1 + ap®) (gA—imwr> : (3.4.3)
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3.4.1 Cas de ’oscillateur de Klein-Gordon

[’équation stationnaire décrivant l'oscillateur de Klein-Gordon en présence d’un potentiel

A est donné par:
? <p — EA—l—imwr) (p - EA—imwr) ¢ = (E* —m>c*) ¢. (3.4.4)
c c

Dans cette section nous illustrons l'effet de la longueur minimale sur le spectre d’énergie
et les fonctions propres d'une particule scalaire chargée dans un champ magnétique constant.

Considérons le potentiel vecteur dans la mesure symétrique:

B
A= (3.4.5)
2
on peut définir w comme:
B
v =e— 3.4.6
YT e ( )

En ce moment, et, dans le cas ordinaire, a deux dimensions avec une certaines remise en
ordre en utilisant les relations de commutations ordinaire entre les opérateurs de position

et de moment, nous obtenons:
A [p* +m* (@° +w?) r? = 2mwL.] ¢ = (E* — m*c* + 2mwh) ¢, (3.4.7)
En substituant 'expression (3.4.3), I'équation. (3.4.4) s’écrit:
¢ [p= (1 +ap?) (Sa —imur) |- [p= (1 +ap?) (Saimer)| ¢ = (B2 = m*c") 6, (3.4.8)
a Paide des relations de commutation proposées dans (2.2.18), avec o’ = 0, on obtient:
c [(1 — 2amwh) p* +m* (0> + w?) (1 + ap2)2 r? + 2iham?® (&° + w?) (14 ap?) (5 7)

—2m& (1 — 2amwh) (1 + ap®) L.] ¢ = [E* — m*c* + 2mwhc®] ¢, (3.4.9)

en utilisant la représentation des moment, on aura:

(1+a2)2 o + i +2a(1+a2) i_|_ i
D 2p,  0%p, D)\ Pz opa Dy ap,
20 (1 — 2amwh) (1 + ap?) (1 — 2amwh) p?
L. - = 4.1
- m (0% + w?) h? * T 2 (@2 + w?) 2 + €| ¢ (paypy) =0, (3.4.10)
avec: - "
1 E* —m?c
=2 (0% + w?) K2 ( 2 + 2mwh) . (3.4.11)

74



3.4. Etude de l'oscillateur relativiste dans un champ magnétique constant a (2 + 1)
dimensions

pour résoudre cette équation il est préférable d’utilisé les coordonnées polaires (p, p) dans

I’espace des moments et qui sont reliées aux coordonnées cartésiennes par ces relations:

Pz =DCOSp, p, = psin. (3.4.12)

on coordonnées polaire I’équation (3.4.10) devient:

((1 + ap?) 8%)2 + (1+ ap?)’? (lé + 38—22)

pOp  p*op

20 (1 —2amwh) (1 +ap®)h & (1 — 2amwh) p? B
m (@2 + w?) h2 i a(p m2 (@2 + wg) 72 +€ ¢(p7 4,0) =0 (3413)

Pour résoudre cette équation, nous employons la forme séparée suivante:

d(p, o) = Nel™PR (p), my = 0,41, £2,43... (3.4.14)

en utilisant la représentation bidimentionelle des opérateurs de position, on obtient I’équation

differentielle suivante pour la partie radiale de la fonction d’onde:

<@+wa£J:4Lwa<Li_gg+

pop p
2|myl@ (1 — 2amwh) (1 + ap?) (1 — 2amwh) p?
— R = 0. 4.1
m(0? +w?) h m? (w? 4+ w?) h? e Bp) (34.15)

Pour simplifier cette équation nous introduisons la variable p définie:

1
p—p= ﬁ arctan (p\/a) , (3.4.16)

la valeur de p change dans l’intervalle] —#, —|—#B [ selon les valeurs de p dans I'intervalle
]—OO, +OO[ )

Alors, nous obtenons:

d2 \/a ml2 2 2
{d_ﬁ+m( +tan’ (\/_'0)) Bt (Jap) e (Var))

+ (1= %) tan? (Vap) + (e +m)| R(p) =0, (3.4.17)

avec:

2 |my|@ (1 — 2amwh) (am)® (@2 4 w?) K2

= . 3.4.18
m(@w?+w?)h " (1 — 2amwh) ( )

Nous simplifions 'Eq. (3.4.17), en utilisons 'ansatz suivant:

Rip)=(1—¢*) g™ f(q), (3.4.19)
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ol A est une constante & déterminer et ¢ = sin (y/ap) .
Un simple calcul nous meéne vers une equation différentielle du type
d? 2 |ml| +1 d
1—¢*) — — —(2(A 1 —
{( q)dq2+< . @A+ lml) +1)q ) 2
€+ 9
- - 2m; — 2\ (Jmy|+1) )| f(q) =0, (3.4.20)
avec \ verifie:
n 1
AA=2)—mj+—-—==0. 3.4.21
(=2 —mi+ T2 (3.421)
dont la solution est donnée par:
s 01
A=1E4/14+mj— =+ —. (3.4.22)
a K

il est remarquable de noter que la fonction f(q) doit étre non singuliére & ¢ = +1, ce qui

implique alors que la valeur acceptée de \ est:

1
A=1+\/1+m§—g+; (3.4.23)

Pour réduire I’équation (3.4.20) a une classe d’équations différentielles connues avec une
solution polynomiale, nous utilisons un nouveau changement de variable z = 2¢® — 1 et

imposons la condition suivante:

1
Z(€+n—2ml2—2)\(|ml!+1)):n(n+a+b+1), (3.4.24)
(6%

ol n est un entier non négatif et a, b sont définis par:
a=XA—1and b= |my]

Injectons a et b dans 1’équation (3.4.20) , pour obtenir la forme suivante:

(1—22)%—I—[(b—a}—(a+b—|—2)z]Z—Z+n(n+a—l—b+1)f(z):(). (3.4.25)

ot la solution exacte est donnée par le polyndéme de Jacobi
f(z) =P (2), (3.4.26)

En retournant & I'ancienne variable p, la fonction d’onde s’écrit:

rmy|

_ (2l )
¢n7ml(p’ ©) — Neilmile (1 +ap2) ( 3 l) (apZ)T Pé)‘_l’”'”')(%), (3.4.27)
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avec N est la constante de normalisation qui peut étre calculer en utilisant la condition de

normalisation:/ pdpde - i (p, ) (p, ) = 1 et lidentité suivante:

(1+ap?)
+1
27 M (a4+n+ 1) T (b+n+1)
dy (1 — ) (1+ 1) [P (1)]* = 3.4.28
/y< v)' L+ B W) n(a+b+1+20)T (a+b+n+1) ( )
“1
la fonction d’onde se réduit alors & I’expression suivante:
1
B n!(2n+ A+ |my|)T(n+ X+ |my|)]2
(bn,mz(p’gp) - \/aH L (n+ AT (n+ |my| +1)
4 _ (2l [mq]
ez\ml\ap 1+a 2 ( 2 ) an? = P()\*L‘ml‘) ap’~1 3.4.99
p p n ap?+1 ’

en insérant (3.4.22) dans (3.4.24) , nous obtenons en représentation de 'espace des moment

le spectre le 'oscillateur de Klein-Gordon avec un champ magnétique uniforme
B, = m*ct + mhc?

lZ (N+1) \/(&)2 + w?) [(1 = 2amwh) (1 — 2ama |my| h) + (amh)? (m? + 1) (@2 + w?)]

+am (©0* + w?) (N + 1)° +m2 + 1) h—2|my|® (1 - 2amwh) — 2w] .
(3.4.30)
avec N = 2n + |my| et n est le nombre quantique principal.
Comme dans le cas ordinaire £ = mc? + E,,, la limite non-relativiste est obtenue, dans

I’hypothése ot mc? < E,,,., 'approximation de premier ordre est donnée par:
En, = hmy/(0? + w?)

[(N +1) \/1 + (ahm)® (@2 + w?) (mf + 1) + 2hma (@ [my| (1 = 2mwha) = w)  (3.4.31)

(N+1)24m?+1
[
2

+ahmy/(0? + w?) + h (@ |my| (1 — 2mwha) —w) .

Il est clair que sans compter I’énergie au repos de la particule, le deuxiéme et troisiéme
termes représentent, respectivement, ’énergie de 'oscillateur non-relativiste et la correction

relativiste toutes les deux en présence de la longueur minimale.

3.4.2 Cas de ’oscillateur de Dirac

Dans cette section nous considérons ’équation stationnaire décrivant 1’oscillateur de Dirac

en présence d'un potentiel A & D-dimensions [132]

[ca : <p—§A—2’mw'yor> + ”yomcz} U(r)=EV(r), (3.4.32)
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ol m et w, sont respectivement la masse et la fréquence de l'oscillateur and 14 ou les états

stationnaires ¥ (r) et les matrices de Dirac « et 7°de dimensions (4 X 4) sont donnés par:

(o (r) o — 0 o ot A0 — I 0
qj(r)_<x(r))’ (0' 0) 7 <o —[>’ (3.4.33)

avec o sont les matrices standard de Pauli et I représente une matrice (2 X 2) unitaire.

Apres avoir effectuer un calcul simple, nous pouvons arriver a ces équations couplés:
e
co: (P— (14 ap®) (—A—imwr)) x(r) = (E—mc®) ¢(r), (3.4.34)
c

co- (p— (1+ ap?) (igA—l—mwr)) ¢(r)=(E+mc?)x(r), (3.4.35)

Exprimons x (r) en fonction de ¢ (r) dans (3.4.35) et on le remplagons dans (3.4.34) et

en utilisant la relation (ga) - (6b) =a-b +io - (a x b), nous obtenons:

A2 + (1 + ap?) {2ahm? (0 + w?) L, — 2mwL, + 2m2ow (1 + ap?) r?

(3.4.36)
(+4iham?ow (- 7) — 2mhi) 0.} ¢ = (E* — m2ct) ¢

ot la fonction d’onde est un spineur a deux composants noté: ¢ (r)” = (¢, ¢,), et 1%, est
le propagateur de K-G:

H%G = [pQ — 2mw (1 + ap2) (1 —2amhw) L, + m? (@2 + wz) (1 + ap2)2 2
+2ihm® (0 4+ w?) a (1 + ap®) (- 7) — 2mwh (1 + ap?) | (3.4.37)

par un calcul direct, 'Eq.(3.4.36) peut étre réécrite comme:
A |(1 - 2am (w+ @) k) p* + m? (w £ @) (1+ ozp2)2 2 + 2iham? (w + @)° (1+ap?) (F-7)

F2m (w+w) (1—am (wEo)h) (1+ap?) L] ¢,, = [E> = m*c* + 2m (w £ @) hc’] ¢,

(3.4.38)

1,2

Pour résoudre cette équation, nous utilisons le formule séparé ci-dessous:
,,(p,@) = "™ R 5 (p) my = 0,41, £2,£3... (3.4.39)

nous obtenons I’équation radiale suivante:

w2 [ O 0? 9 0 0 2 (1 + ap?) B _
[(14—04})) (02px+82py>+2a(1+Qp><px8px+py5py im(wi@)f# [1—am(w+w)h| L,

(1—2am(w+a)h)p* | }
— + R =0, 3.4.40
m? (w+ @)* h? x| Faz (P) ( )

78



3.4. Etude de l'oscillateur relativiste dans un champ magnétique constant a (2 + 1)
dimensions

ou

b = (3.4.41)

1 E? —m2ct
2

m? (w+ @)° k2

A ce stade, on résout I’équation. (3.4.40) Exactement de la méme maniére que ’Eq. De

+2m(wj:cu)h)

K-G, en tenant compte des mémes transformations (3.4.16) et (3.4.19) . Les spineurs R; et

R5 sont exprimés par le polynéme de Jacobi:

_ )\1_’242r|ml| |my | ,
Ris(p) = Ciz (1+ap?) ( ) (ap?) 7 P{ha—timb (@2t (3.4.42)
avec:
; 1
Ao (s —2) — m? + % -—=0. (3.4.43)
+

Analysons de la méme maniére que dans le cas de K-G. Les valeurs admises de A; 2 pour

I’équation sont:

7 1
ALQ:H\/Hm;_”_ﬂ:J__, (3.4.44)
(0% R4
ol nous avons utilisé:
. 2lmy| (1 —am (w+@)h) . (am)® (w £ @)° K2
=+ = 3.4.45
I m(w=+w)h T 2amwEw) k)’ (3.4.45)

et C1, (5 sont les constantes de normalisation.
Maintenant nous utilisons la propriétés du polynéme de jacobi dans le but de déterminer

les autres composantes de ¥ (p) :

AP ()

3 (n+a+0b+1) P (), (3.4.46)
Finalement la fonction d’onde s’écrit :
) -
E +mc 0
o 0
o, (p.9) = Ay N e
0 0
Q1€w _Flew
0 0
E + mc? 0
A, - pRaLiml) 4 ‘ Pé_z’l"ml'*l) (3.4.47)
Qze_w F2e_w
0 0
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avec:

¢ ~ (2raylmd Lt} 2im (0 —w) (n+my + A\ o)
A1,2(p) = 01,2 (—) (1 + ap2) ( ) (ap2) e F1,2<p) _ ( )1(+ ap2l 1,2) D

E 4+ mc?

2
and Q; =p+im(©—w) [(ml—)\g)ap—k%] , Qo =p+im(w—w)(m + A1) ap

(3.4.48)
Enfin, selon la condition de quantification et les Egs. (3.4.24), (3.4.44), On obtient le
spectre d’énergie relativiste F; et Ey qui correspond aux spineurs R; et Ry

2
E(lvz)N,ml

=m?c* +m(w+ o) hc® [£2 (N + 1)

\/(1—2am(w:i:®)h)(1$am(w:i:@) imy| h) + am (w £ @) hlam (w £ @) (m? 4+ 1) h+ my]
+am (wE o) (N+1)°+mi+1) hF2my| (1 — am(wEw)h) —2]. (3.4.49)

Dans ce cas, nous observons que E22Nm = m?2c* pour les valeures (w =W = ;nlfc) , qui peut
smy

étre interprété comme point de résonance. Le cas ordinaire est obtenu en posons a = 0.
L’étude de la limite non relativiste de ’équation de Dirac est une méthode utile pour
comprendre certains effets sur les fermions couplés a des champs externes.(E? — m?c¢?) =

2mc*E,,

By = thwxm)[(N+1)

(\/1 + 2hma (w + @) [F1 + [my| — ahm |my| (w £ @)] + (ahm)? (w + @)* (m2 + 1)>

hm (w £ @)
2

mh(w+ o)«
2

+ (N*+m]+2N+2) £ (F1+ |my] —ahm|ml|(w¢3.@5§)]>

La, on confirme le résultat obtenu par nouicer [32]

3.4.3 Cas de l'oscillateur de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

Bref rappel sur ’équation de Duffin-Kemmer-Petiau

L’équation de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) décrit la dynamique des particules scalaires
et vectorielles de spin respectivement 0 et 1. Elle est covariante, du premier degré par
rapport au temps et similaire & celle de Dirac. Elle obéit & une algébre plus compliquée
possédant trois représentations irréductibles respectivement, une représentation triviale a

une dimension, cinq dimensions associées au spin 0 et & 10 dimensions associées au spin 1.
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En plus, cette équation de DKP contient toute information sur le systéme des particules
scalaires de spin 0 mais elle n’est pas complétement équivalente a celle de Klein-Gordon (K-
G) sauf dans le cas ou l'interaction est absente. Autrement, sa forme quadratique contient
un terme supplémentaire non physique peut étre dii aux mélanges des secteurs de spin 0
et 1 contrairement & celle de Dirac. Peut étre a cause de ce défaut majeur cette équation
est restée pendant des années sans aucune importance. Maintenant I’équivalence est établie
en montrant que cette contradiction est seulement apparente et peut étre élucidée par une
interprétation correcte de la théorie DKP.

En mécanique quantique relativiste, cette équation de DKP ayant déja fait ’objet d'un
certain nombre de travaux, nous nous proposons dans cette section de donner des éléments
et des représentations essentiels relatifs au boson scalaire ou vectoriel de DKP qui nous

seront utiles par la suite, en partant de I’équation de DKP:
[iB"D,, —m](r) =0 (3.4.51)

ou D, =0, +ieA, et les B" sont des matrices singuliéres vérifiant les relations de commu-

tation suivantes
BB B+ 3B B = g B + ¢ B". (3.4.52)

L’équation adjointe de (3.4.51) est donnée par:
[i(0,, — ieA)] ¥(z, t)B" + my(z,t) = 0, (3.4.53)

avec: ¢ =1 (26 — 1).
De (3.4.51) et (3.4.53) , il est facile d’obtenir I’équation de continuité suivante:

o, J" =0, ou J" =y,

1) Pour le cas du spin 0, la représentation associée est a 5 dimensions, dont les matrices

sont données explicitement par:

6 0 ‘ 0 /
ﬂO_(ﬁ 0), ot 52_( | ’(’)), i=1,2,3 (3.4.54)
T —Pr

avec, 0, 0 sont respectivement des matrices nulles de dimensions 2 x 2, 2 x 3 et
01 ) -1 00 9 0 -1 0 3 0 0 —1
0= , p= NS et p” =
10 0 0O 0 0 O 00 O
(3.4.55)
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2) Dans le deuxiéme cas d’une particule de spin 1, la représentation associée est a 10 di-

mensions et les matrices 3", sont données par

0 00O 0 0 e O

, |0 o010 ) 00 0 0 —is; | .

B =1 _r , et 5= ,1=1,2,3 (3.4.56)
00 100 —T 0 0 0
00 000 00 —iss 0 0O

oul les matrices s; sont les matrices usuelles (3 x 3) du spin 1, qui sont définies comme suit:

00 0 0 0 i 0 —i 0
si=[ 00 —i |,s2=| 0 00 |,s5=|4i 0 0], (3.4.57)
0 i 0 —i 00 0 0 0

et 0 et 1, sont respectivement la matrice nulle et la matrice unité de dimensions (3 x 3) et

les matrices 0 et e; sont définies comme suit:
0 = (000),e; = (100), e5 = (010), e3 = (001). (3.4.58)

Avant de commencer ’étude de leffet de la longueur minimale sur les fonctions d’ondes et le
spectre d’un oscillateur DKP avec un champ magnétique uniforme, nous exposons quelques
formules utiles. L’équation stationnaire décrivant le modele d’oscillateur DKP de spin 0 et

de spin 1 avec une masse m non nulle dans un champ magnétique constant est donnée par:
e

[cﬁ (p——A—imwn%) + ch] U = EB°7, (3.4.59)
c

on a employer la substitution non-minimale p— p—imwn’r avec w est la fréquence de
loscillateur, n° = 2 (50)2 — 1 and (3,5°) sont les matrices de DKP [133].

en tenant compte de I'expression (3.4.3), I’équation d’oscillateur DKP dans un champ
magnétique constant dans le formalisme de GUP dans le formalisme de GUP est donnée

par cette expression:
[CB (p— (1+ ap?) (9A+z‘mwn0r)) + mc2] v — E3°V. (3.4.60)
c

Cas du spin 0

Dans le cas spin-0, la fonction d’onde prend la forme suivante:

P

U(p) = ( ¢ ) , with & = ( 1 ) ,and Y = | o, | (3.4.61)
) D, "
3
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Injectons (3.4.61) dans ’équation (3.4.60) , nous obtenons le systéme couplé suivant:

m®, = E®y + ic [p— (1 + ap?) (ZA—imwr)] ab (3.4.62)
mc*®y, = Ed, (3.4.63)
mép = ic [p— (14 ap?) (EA—H’mwr)] o, (3.4.64)

éliminant par substitution ®, et 19 en faveur de ®;, nous aurons:

2 (1 = 20mwh) p? + m2 (@* + w?) (1 4+ ap?)’ r2 + 2ikiam? (&2 + w?) (1 + ap?) (7 - 7)
—2mio (1 — 2amwh) (1 + ap?) L] ®; = [E? — m?c* + 2mwhc?] &4, 7
(3.4.65)

avec:

B

O =
2me’

(3.4.66)

le probléme peut étre convertie directement & ’oscillateur de K-G pour une particule soumise
a I’action d’un champ magnétique constant, en présence d’une longueur minimale, et la so-
lution exacte de I’équation (3.4.64) peut étre écrite directement dans ’espace des impulsions
comme suit:

_ Ayl

D1, (P, 0) = N1 (14 ap?) (% >(ap2)

]

2 pO-Limil) (ap-1) (3.4.67)

ap?+1

avec N est la constante de normalisation.
et le spectre d’énergie relativiste £ qui correspond aux fonctions d’onde spinorielles ®,

est:

B}, = mPct + mhc?

[2 (N+1) \/(@2 + w?) [(1 = 2amwh) (1 — 2ama [my| k) + (amh)? (m? + 1) (@2 + w?)]
+am (@ +w?) (N + 1% +mi+1) h— 2 my|@ (1 — 2amwh) — 2w] . (3.4.68)

Nous notons que le spectre d’énergie pour le premier cas spin 0 explique le confinement
de la particule a haute énergie. En revanche, cette expression est connue en théorie non
commutative, ou la déformation spatiale affecte les résultats de physique.

Maintenant nous utilisons la propriétés du polynéme de Jacobi (3.4.46) on extraire les

autres composantes de la fonction d’onde ¥, (p) .
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On obtient finalement:
[ mc?
E
v =A A — i 1 (A —ip pA-Llml) (ap?-1
nmy (D5 ) = (Ay = By)e + (AL + By)e n (ocp2+1)
i(B.—A )e¥+i(B_.+A )e ™
0
- _ . (3.4.69)
0
—C| @+w)e - (@-w)es | PO (e
(WHw)e? + (0—w)e ™
0 -
on définit les parametres A, AL, By, C par:
e (1 4 )" CFL) (o) 3
A= mrle (1+ ap?) (ap?) 2 . (3.4.70)
ipc  mc
AL = :I:% -5, [(@ F w) [m] + (@ mu] £ wA) ap?] (3.4.71)
me
B, = i% (0 F w) [mu| + (w]my| £ ©X) ap?] (3.4.72)
) A
o = fme (n 4+ A+ |my|) ap (3.4.73)
(1+ap?)

Avant de terminer cette section, nous déterminons la constante de normalisation N par la

condition de normalisation suivante:

/ %‘T’(n ©)B°¥(p, ) = 1. (3.4.74)

qui peut aussi s’écrire en fonction des composantes du spineur ¥,

pdpdyp e 1 L
/ an ap2)9fe[<1>1<1>2] =3 (3.4.75)

Un simple calcul nous donne:

menl (2n+ A+ [my) T (n + A+ )]
E 20 (n+ M\ (n+ |m|+1)

N =Va { (3.4.76)

Cas du spin 1

Passons de la méme maniére que dans le cas de spin 0, la fonction d’onde dans le cas de spin

1 est un vecteur & dix éléments exprimés par ¥ (r)" = (ip, A (r) ,B(r),C (r)), avec 4;, B;
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and C; i = 1,2,3 sont respectivement les composantes des vecteurs A (r),B (r) et C(r).

L’équation (3.4.60) est réduite au systéme suivant:

mctp = —cp” - B 3.4.77

mc*A = EB — ¢p™ x C 3.4.78
mc*B = EA 4+ cpto 3.4.79

mc?C = —cp~ x A 3.4.80

~~ I~
~— N N~

p" = [P— (1 + ap2) (ZA—imwrﬂ et p” = [p— (1 + osz) (§A+imwr>] (3.4.81)

Eliminant par substitution respective ¢, B et C' en fonction de A, nous aurons cette

équation:
(E'2 — m2c4) A=
1
—pt x (p” x A)+7pt(p - A) - ﬁp+ P[Pt x (p” xA)]]

a cette égard le calcul n’est pas vraiment évident pour traiter pour traiter ce systeme
d’équations

on conclusion de ce chapitre les expression des fonctions d’ondes et les spectres énerge-
tiques correspondents contienent des nouveaux termes complémentaires qui n’apparaissent
pas dans le cas ordinaire, ce qui explique la richesse de la structure de I’espace a cette échelle.

Ce travail coinside avec plusieurs travaux traités en introduisant une longueur minimal.
Citons [134] et [36] pour le premier cas de 'oscillateur de K-G si on pose respectivement
a =0 et B=0. pour le deuxiéme cas, de I'oscillateur de Dirac on retombe sur les résultats

de Nouicer [32] pour le cas non-ralativiste pour w = 0.
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Conclusion Générale

Dans cette thése, nous avons développé les outils et techniques nécessaires pour la théorie
quantique relativiste qui comprend une longueur minimale absolue. Dans un premier temps
nous avons introduit du point de vue mathématique la théorie des déformations formelles
des structures algébriques qui joue un role fondamentale en physique. Nous avons exposé
quelques étapes nécessaires pour construire ce formalisme avant de passer & un cas particulier
qui est le principe d’incertitude généralisé (GUP), en postulant une relation de commutation
modifiées de la forme:
[X 1%-] — iho;; (1 + 8P+ )

Les nouveaux opérateurs de position et d’impulsion sont en général considérés comme des
fonctions des anciens opérateurs & et p satisfaisant aux relations de commutation canoniques
de la mécanique quantique ordinaire.

Les relations de commutation entre les opérateurs de position sont déterminées par
I'identité de Jacobi. Les représentations différentielles des opérateurs de positions et de
moments ont été présentées explicitement au deuxiéme chapitre. Il a été montré que les
représentations les plus utilisées dans la littérature n’ont aucun effet sur les observables
physiques, quoique ’espace des impulsions soit le plus approprié pour résoudre n’importe
quel probléme aux valeurs propres, un important aspect de ces théories est que les états
propres de I'opérateur de position ne sont plus des états physiques, et donc on est forcé a in-
troduire la représentation dite quasi-position, qui consiste a projeter les états sur I’ensemble
des états a localisation maximales, au lieu d’utiliser la représentation standard de posi-
tion obtenue en projetant les vecteurs d’état sur les états propres de l'opérateur posi-
tion. Ainsi les états du moment qui sont normalement représentés par des ondes planes

(27?)_% exp (ih(p-x)) = (x|p). sont désormais remplacés par l'ensemble des fonctions
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UME () = (UME| p), avec WM Esont les états de localisation maximal autour dune posi-
tion moyenne z.

L’existence d’une longueur minimale dans la nature est une proposition intéressante de
la théorie des cordes et gravité quantique. Pour cette raison, et aussi a cause de leur in-
térét intrinseque, 1’étude des théories quantiques caractérisées par une longueur minimale
est devenue une zone active dans la physique théorique. Dans le troisiéme chapitre nous
traitons trois systémes relativistes commencons, par le potentiel vecteur et scalaire de la
forme gA(z) = (Voz ,0,0,0), avec un masse variable, S(z) = Spx. Nous traitons I’équation
de Klein-Gordon & (1 + 1) dimension en présence d’une longueur minimale, ou une par-
ticule est soumise & un mélange de potentiels vecteur et scalaire linéaire en utilisant deux
approches. Dans la premiére nous considérons la représentation de Brau ou l'opérateur
impulsion comprend des dérivées d’ordre supérieur et nous l'injectons dans I’équation de
Klein-Gordon. Nous obtenons par la suite une équation différentielle du quatriéme ordre,
dont sa solution analytique est compliquée en présence de champs extérieurs. ....En util-
isant la méthode d’approximation, nous avons calculé les décalages des niveaux d’énergie
relativiste en fonction du parameétre de déformation 5. Dans la deuxiéme approche, nous
avons introduit le formalisme des intégrales de chemins de Feynman dans ’espace des mo-
ments. La forme exacte de la fonction de Green est bien déterminée, le spectre d’énergie
ainsi que les fonctions d’ondes normalisées de 1’état lié sont déduits. Les deux méthodes
sont comparées, et donnent les mémes résultats de décalage de niveaux d’énergie. Le cas
limite est également déduit et les résultats de la mécanique quantique habituelle sont véri-
fies. L’étude de la dynamique d’une particule relativiste sous ’action des potentiels vecteurs
ainsi scalaires suscité un intérét considérable dans divers domaines de la physique afin de
garantir 'existence d’états liés, tels que le probléme de confinement dans le modeéle de sac.

Dans le méme chapitre les équations de K-G et Dirac en présence d’un champ électromag-
nétique ont été résolu exactement dans ce nouveau formalisme de la mécanique quantique
déformée. Les fonctions d’ondes des deux équations dans ’espace des impulsions sont ex-
primées en polynomes de Gegenbauer et les niveaux d’énergie, dépendent explicitement de
n? La raison de ce comportement peut étre compris comme suit: Le changement de variable
de p vers p change le terme cinétique p? & un terme potentiel tan®\/Bp qui est limitée &
p = +m/24/B. Donc on peut conclure que pour le spectre d’énergie a haute température, les
potentiels sont des puits carrés (square wells), ce qui conduit & la dépendance n? de 1’énergie.
La fonction de partition de 'oscillateur de Dirac, & une température 7', en présence d’une

longueur minimale est calculée et exprimée en fonction de la longueur d’onde thermique
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obtenue a des températures élevées. Pour que cette longueur d’onde qui caractérise le sys-
téme soit accessible expérimentalement, elle doit étre supérieure a la longueur minimale, en
vertu du principe d’incertitude généralisé.

La quatriéme section du troisiéme chapitre est consacrée a la résolution du probléme de
loscillateur relativiste a (2 4 1) dimensions le cadre de la mécanique quantique déformée
dans I’espace des moments ou, nous avons obtenu les fonctions d’ondes normalisées associées
ainsi que le spectre d’énergie qui dépendent aussi de n? et cela est justifié auparavant. Une
autre conséquence intéressante, de la modification des relations commutation est la dépen-
dance supplémentaire des niveaux d’énergie en m; qui n’existait pas dans le cas ordinaire.
Cela conduit a une réduction de la dégénérescence des valeurs propres de 1’énergie qui peut
étre interprété comme une rupture de la super symétrie de ce systeme relativiste. Le modeéle
de loscillateur harmonique peut parfaitement décrire le mouvement cyclotron d’un électron

piégé dans un champ magnétique fort.
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Appendix A

Démontration des relations
Py Lix| = ih (0 P; = 835Pe) (0.0.1)

Les relations (2.2.25) peuvent étre obtenus facilement, car les opérateurs moment
commutent. [)AQ, ﬁjk] est loin d’étre évidente. elle peut étre prouvé a partir de la

définition de L;; écrite comme:

(1+8p®) Ly = (X;P; — X;P,), (0.0.2)
en constuisons le commutateur avec X, ce qui conduit a:

— (X, Xi] Py — X [Xi, Pj] + [ Xp, X;j] Py + X [ Xy, P

(0.0.3)
+06 [ Xk, P?] Lij + (1 + 8p?) [Xk, Lij] = 0

Calculons le second terme de cette derniére relation, en utilisant 1'identité de Jacobi:

—Xi [Xk’ PJ] == [Xi7 [ka PJH - [Xk’ PJ] Xi,
= [ X, [P}, Xil] + [P}, [Xi, Xil] — [ Xk, Pj] X; (0.0.4)

Jo

= [X, [P, Xi]] = Py [ Xy, Xi| + [ Xy, Xi] Py — [Xi, Pj] X

On refait le méme calcul pour le quatriéme terme de I’équation (0.0.3)

Xj [ Xk, B] = [Xi, [P, Xj]] = P [ X, Xie] + [ X5, Xil) B — [Xi, B] X
En remplagant les deux derniéres relations dans (0.0.5) , le résultat souhaité est obtenu,

X Lis| = im0, = uFy) (0.0.5)
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Appendix B

La symétrie de Porérateur X (2.2.60)

I’algébre de Heisenberg peuvent étre représentés sur les fonctions d’onde de I'espace des
P -
{ A w.(p) Py (5) : ' . (0.0.6)
X9 (p) = th(1+ BP?) 0p¢ (p) -

La symétrie de P est évidente ((‘IJ\ ﬁ) |D) = <<\IJ] ﬁ) |®). La symétrie de X peut étre vu

en effectuant une intégration partielle

moment:

A +OO
W (£19) = [T ) (5P 2 ),

“+o00

_ / dpu* (p) 9,® (p),

o0

= i [ o e, (0.0.7

o0

“+o00

(wi$)ie) = f Hdgpz (i (1 + BP) 0,0 (p))" @ (p).

_ i / 00 () B ).

o0

+oo
~ i / dp (0,0 (1) ® () (0.0.8)

o)
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Appendix C

Calcule de ’expectation Az,

La fonction ¢ (2) qui est définie dans I’équation (3.1.23) , satisfait les conditions d’orthogonalité:

“+o0o
O (2) &y, (2) dz = O, (0.0.9)
et
”T“ m=n-++1
+oo
/Oo O (2) 20, (2)dz=q /T m=n-1, (0.0.10)
0 autrement
et
( n{n—
(2 1), m=n—2
+oo 2n+1 m=n
b (2) 20, (2)dz = § fmis , (0.0.11)
- S, m=n+2
L 0 autrement
d’une maniére plus générale, on a
too 0 si r —m — n est impair
¢n (Z) Zr¢m (2) dZ = r m—+n min(m,n) n m
> 2_l 2m!;! Z( ) (p) (p) ﬁ—!{-p)! autrement
p=max(0,—s
(0.0.12)

ous=(r—n—m)/2 et (Z) est un coefficient binomial.
En utiolisons ces intégrales, nous pouvons calculer I'expectation Az,; de 'ordre [3,
Hpert
pe _ GG IH 6 ()
(¢ (2)]¢(2))

avec le HP*"' = o [—%3;1 + )\aﬂ , nous utilisons I’équivalence de I’équation oscillateur har-

(0.0.13)

monique & une dimension (& savoir, 92¢,, (2) = (22 — 21) ¢,, ()). on aura:

p DS e (32%) Hu(2) [-508 + 002 exp (—52) H (2) d2
' Jexp (—32%) Hy, (2) exp (—32%) Hy, (2) dz
BV (S5 = Vi)

S — (2n® +2n + 1), (0.0.14)
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Appendix D

Intégral de Riemann
Intégral de Riemann du type f0+oo t"expst (reR, seR):

On pose f () = 2" expsz et I (r,s) fo t)dt, J(r,s) = [/ f(t)dt. La fonction f
est positive sur tout l'intervalle d’intégration.

- Etude de lintégrale I (r, s)

On a, quand z tend vers 0, f(z) z". L’intégrale est convergente si et seulement si r > —1.

- Etude de l'intégrale J(r, s)

Quand z tend vers 400, on a :

- si s > 0, la fonction f (x) ~ 2" exp sz tend vers +o0o quand z tend vers +oo et J(r, s)
est divergente,

-si s =0, alors f(z) = 2" et J(r,s) est convergente si et seulement si r < —1,

- si s < 0, alors Vr lim 2*" exp sz et J(r, s) est convergente.

Les intégrales f0+°° t"expst (r € R, s € R) sont convergentes si et seulement si s < 0
et r> —1.

Nous allons maintenant vérifier que les fonctions d’onde donnés par () sont physiquement
acceptable. Cette derniére propriété exige que les fonctions d’onde doivent appartenir au
domaine de p, Cela signifie que la fonction d’onde radiale doit satisfaire la condition (avoir

une incertitude fini dans le moment):

(p*) = / +&p p* [¢*(p, )] < o0 (0.0.15)

Il est facile de veérifier que cette intégrale se comporte pour p — oo comme p~2*. Etant
donné que pour p — 0 I'intégrale se comporte comme p?, la convergence de cette intégrale
sera assurée a condition que A > 1/2. Cette condition n’est pas satisfaite par la deuxiéme

solution de I’équation. (3.2.17) elle est donc été rejetée.
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