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  الافتتاح  
إن الحمد ƅ نحمده ونستعينه ونستغفره ونعوذ ƅʪ من شرور أنفسنا 
ومن سيئات أعمالنا من يهده الله فلا مضل له ومن يضلل فلا هادي  

شريك له وأشهد أن محمدا عبده  له وأشهد أن لا إله إلا الله وحده لا  
 .ورسوله

وَأنَْـتُمْ   إِلاَّ  تمَوُتُنَّ  وَلا  تُـقَاتهِِ  حَقَّ   ََّɍا اتَّـقُوا  آمَنُوا  الَّذِينَ  أيَُّـهَا   ʮَ﴿
 مُسْلِمُونَ﴾

﴿ʮَ أيَُّـهَا النَّاسُ اتَّـقُوا رَبَّكُمُ الَّذِي خَلَقَكُمْ مِنْ نَـفْسٍ وَاحِدَةٍ وَخَلَقَ 
هَا زَوْجَهَ  هُمَا رجَِالاً كَثِيراً وَنِسَاءً وَاتَّـقُوا اɍََّ الَّذِي تَسَاءَلُونَ مِنـْ ا وَبَثَّ مِنـْ

 بِهِ وَالأَْرْحَامَ إِنَّ اɍََّ كَانَ عَلَيْكُمْ رَقِيباً﴾

لَكُمْ  يُصْلِحْ  سَدِيداً،  قَـوْلاً  وَقُولُوا   ََّɍا اتَّـقُوا  آمَنُوا  الَّذِينَ  أيَُّـهَا   ʮَ﴿
فَـوْزاً   أَعْمَالَكُمْ  فاَزَ  فَـقَدْ  وَرَسُولَهُ   ََّɍا يطُِعِ  وَمَنْ  ذُنوُبَكُمْ  لَكُمْ  وَيَـغْفِرْ 
 عَظِيماً﴾ 
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الإهداء  
، وإلى رحمة الله عليه صالح  أهدي عملي المتواضع إلى معلمي وأبتي

أقاربي كل  والدتي وإخوتي وأخواتي وجميع زملائي في جامعة أم البواقي و 
  وجيراني.  وأصدقائيوأحبائي  

  وتشكر والعرفان
لم يشكر الله الناس  يشكر  لم  الشكر من  عبارات  أتقدم ϥسمى   ،

الذي   أوصيف تقي الدينالعرفان إلى أخي وأعز أصدقائي وأستاذي  
  كانت له يد العون في إنجاح هذا العمل. 

أعضاء كما أتقدم بجزيل الشكر وعرفان لكل من الأساتذة الكرام  
بصيلة   الفاضل  والدكتور  دهيليس سفيان  الفاضل  الدكتورلجنة المناقشة  

  تي على تفضلهم بقبول مناقشة رسال   براح خالدالفاضل    والدكتور  خالد
          .هذه

.         
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  لخصالم
العمل   هذا  ذات إيهدف  الجزئية  التفاضلية  المعادلات  مسائل  من  لنوعين  الحل  دراسة وجود ووحدانية  لى 

  مقرونة بشروط حدية مختلفة: كسريةمشتقات  

  لأدوات المهمة المستعملة في هذا العمل. اʪلتذكير ببعض المفاهيم الأساسية الأولية و في الفصل الأول نبدأ 

يتناول دراسة وجود الثاني  ، عادلة تفاضلية جزئية كسرية مع شروط نيومانم ووحدانية الحل لمسألة    الفصل 
  ʪستخدام طريقة متراجحة الطاقة.

غير خطية    جزئية  تفاضلية  معادلة  لمسألة  ضعيف  حل  ووحدانية وجود  الفصل الثالث يتناول دراسة  وفي الأخير  
، ʪستعمال طريقة تكرارية للتقريب  الثاني  الصنف تكامل من  من نوع الدريكلي و شرط حدي من نوع  سرية مع  ك

  الخطي للمسألة

    :الكلمات المفتاحية؛

تفاضلية جزئية كسرية تفاضلية تكافئية غير خطية   ؛  معادلة  الطاقة  ؛  معادلة  ؛   الوجود  ؛  طريقة متراجحة 
  .الشرط الحدي من نوع تكامل  الوحدانية

Abstract 

In this work, we have studied two fractional parabolic problems 
with different boundary conditions. 

We started with reminders of certain fundamental preliminary 
notions and the tools necessary in this work. 

The second chapter we examined a fractional parabolic problem 
with Neumann type conditions using the energy inequality method. 

Finally in the third chapter, a study of the existence and 
uniqueness of the solution of the non-linear fractional partial 
differential problem with Dirichlet and second type integral condition 
by using an iterative method based on the results of the linear case. 

Keywords: Fractional parabolic equations ; nonlinear parabolic 
equation ; Energy inequalities, Uniqueness ; Existence ; integral 
condition. 
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Résumé 

Dans ce travail on a étudié deux problèmes paraboliques 
fractionnaires avec conditions aux limites différentes. 

On a débuté par des rappels de certaines notions 
préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans ce 
travail. 

Dans, le deuxième chapitre on a examiné un problème 
parabolique fractionnaire avec de conditions de  type Neumann en 
utilisant la méthode d'inégalité d’énergie. 

Enfin en troisième chapitre, Une étude d’existence et d’unicité de la 

solution du problème parabolique fractionnaire non-linéaire avec 

condition de Dirichlet et condition integral de deuxième type. 
 

Mots clés : Equations paraboliques fractionnaires ; Equations 
paraboliques non linéaire ; Inégalités d’énergie, Unicité ; Existence ; 
condition intégrale. 
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  المقدمة عامة
الطبيعية والمسائل الظواهر  العديد من  والميكانيك  يمكن نمذجة  الفيزʮء  والتكنولوجيا   الحديثة في  والبيولوجيا 

مع شروط غير    (équations aux dérivées partielle (EDP))بواسطة معادلات تفاضلية جزئية  
 ).conditions non-locales( ليةمح

 فهم دور كل معاملفي الواقع، بفضل نمذجة هذه الظواهر من خلال المعادلات التفاضلية الجزئية، تمكنا من  
 ، والحصول على تنبؤات دقيقة للغاية في بعض الأحيان.ومتغير

على الأرجح تمت صياغة المعادلات التفاضلية الجزئية لأول مرة أثناء بداية الميكانيكا الكلاسيكية خلال القرن 
عادلات التفاضلية ثم تم إثراء "فهرس" الم   (Leibniz)لايبنيزو  ،(Newton)  نيوتنمثلا من طرف    السابع عشر

 الجزئية مع تطور العلوم والفيزʮء على وجه الخصوص.

فيجــــــب   إذاو  الأسمــــــاء،  ببعض  ذكر   ʭأولرأن    أرد   وســــــــــــــتوكس  ʭ  (Navier)فييرو  ،(Euler)  نــــــذكر 
(Stokes)،  لمعادلات ميكانيكا الموائعmécanique des fuides) ( فورييه، و(Fourier)   لمعادلة الحرارة  

(équation de la chaleur)ــويـــــــل ومـــــــاكســــــــــــ  ،(Maxwell)    ــيـــــــة ʪلكهرومغنـــــــاطيســــــــــــ   الخـــــــاصـــــــــــــــــــــة 
(électromagnétisme)،  ولشــــــــــــــرودينجر(Schrodinger)   وهـايزنبرغ(Heisenberg)   عـادلات  لم

الــكــم ــادلات  ،  (les équations de la mécanique quantique)   مــيــكـــــــانــيــكـــــــا  مــعـــــ وʪلــطــبــع 
 النسبية.للنظرية    (Einstein)أينشتاين

 la théorie des) اتخطوة عملاقة عندما اكتشـــــــــــف نظرية التوزيع  )L.Schwartzاتخذ شـــــــــــوارتز ( 
distributions)  ــينيـات من القرن المـاضــــــــــــــي)(حو ، ويرجع التقـدم الممـاثـل على الأقـل إلى هرمـانـدر  الي الخمســــــــــــ

)L.Hormander  (التفاضل (في أوائل السبعينيات). شبه لتطوير حساب 

للبحث في    اطً لا تزال مجالاً نش  المعادلات التفاضلية الجزئيةدراسة  أن   Ϩخذ في الاعتبارأن    ʪلذكر  من الجدير 
فحسب، بل يلعب  والنظرية  علاوة على ذلك لا يؤثر هذا البحث في العلوم التطبيقية  ،  بداية القرن الحادي والعشرين

 للرʮضيات نفسها، في كل من الهندسة والتحليل.أيضًا دوراً مهمًا للغاية في التطور الحالي 

  العلمية، حيث تؤدي النماذج البسيطة  سائلالجزئية في واجهة العديد من المتعتبر دراسة المعادلات التفاضلية  
، لكن  بشكل طبيعي إلى معادلات تفاضلية جزئية خطيةوالاجتماعية    الاقتصادية لمختلف الظواهر الطبيعية والمسائل  

واقع   الفيزʮالمعظم  الأمر  في  الكيميائية،ظواهر  تفاضلية جزئيةتؤدي دراستها إلى  ة  البيولوجيو   ئية،  غير   معادلات 
 . خطية



   المقدمة عامة 

2 
 

 اتينموذج رʮضيب  ها، عادة ما يتم تمثيلأي تطورية متعلقة ʪلزمن  ثابتةالعندما تكون الظاهرة المنمذجة غير   
  . زائديكافئ أو مقطع  ية ذاتبواسطة معادلات تطور 

 التالية: المثال النموذجي لمعادلات القطع المكافئ هو معادلة الحرارة

   ,Ω ߳ ݔ∀
,ݔ)ݑ߲ (ݐ

ݐ߲
= ,ݔ)ݑΔ ܦ (ݐ +

Ρ
ܥߩ

 

ــار  معـامـل هو  ܦ  ،)   (Laplacienهي مؤثر لابلاس ∆ حيـث    الإنتـاج  حجم هو  Ρ  و  ،الحراري  الانتشــــــــــــ
  .الذاتية للحرارة المحتمل

  التفاضلية   المعادلات  بواسطةتزامنا مع تطور التكنولوجيا أصبح لا يمكن نمذجة عدة ظواهر في العلوم والهندسة  
التي تتمثل في    المعقدة  الظواهروجب إيجاد أدوات ومفاهيم رʮضياتية جديدة لنمذجة    لذلك  الكلاسيكية،  الجزئية

 دوراً  تلعب   فهي  ،العادية  التفاضلية  المعادلات  تعميم  خلال  من  عليها  الحصول  يتم  التي  الكسرية  التفاضلية  عادلاتالم
 دراسة  في  التطبيقات  من  العديد  يجدأن    للمرء  يمكن  لذلك،  نتيجة  ،التطبيقية  والرʮضيات  والفيزʮء  الهندسة  في  حاسماً

  الموائع،   وميكانيكا  المسامية،  والوسائط  التحكم،  ونظرية  الإشارات،  ومعالجة   الكهرʪئية،  والكيمياء  المرنة،  اللزوجة
  من   والعديد،  والاحتمالية  الكهرومغناطيسية  نظريةو ،  الكهرʪئية  والشبكات،  ʪلانتشار  والنقل،  الريولوجيا   وعلم

 .الأخرى الفيزʮئية العمليات

 تكاملمع وجود شروط حدية من نوع    الجزئية  التفاضلية  لمعادلاتللمسائل المتعلقة ʪة  اتالنمذجة الرʮضي
]  25] [6الحرارة [  تشارنظرية ان ،  ]42في فيزʮء البلازما (عمليات انتشار الجسيمات في بلازما مضطربة) [  نجدها

اهتزازات الوسط  ،  ]33بعض العمليات التكنولوجية []،  47] [48[]  34المرونة الحرارية [،  ]20] [ 17] [ 7[
وأشباه الموصلات  [10] الهندسة الكيميائية،  ]35] انتشار الرطوبة [49[ ،  ]35المياه الجوفية [  تديناميكيا،  ]16[
 سائل المفي  الشروط  هذه  تُستخدم    أيضًا،  . ]38ة في علم الأحياء [اتالرʮضي  سائل] والم4] والنماذج الديموغرافية [3[

   .]26] [21] [ 23] [15] [ 9] [8العكسية لنظرية التوصيل الحراري [

  سواء كانت من الصنف الأول: تكاملوهكذا الشروط الحدية من نوع 

න ,ݔ)ݑ (ݐ
ଵ

଴
ݔ݀ = ,(ݐ)ܧ න ,ݔ)݇ ,ݔ)ݑ(ݐ (ݐ

ଵ

଴
ݔ݀ = 0 

  دالة معطاة. ݇حيث 
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  أو من الصنف الثاني:

,0)ݑ (ݐ = න ,ݔ)݇ ,ݔ)ݑ(ݐ (ݐ
ଵ

଴
,ݔ݀ ݐ∀ ∈ (0, ܶ) 

,1)ݑ (ݐ = න ,ݔ)݇ ,ݔ)ݑ(ݐ (ݐ
ଵ

଴
,ݔ݀ ݐ∀ ∈ (0, ܶ) 

,௫(0ݑ (ݐ = න ,ݔ)݇ ,ݔ)ݑ(ݐ (ݐ
ଵ

଴
,ݔ݀ ݐ∀ ∈ (0, ܶ) 

,௫(1ݑ (ݐ = න ,ݔ)݇ ,ݔ)ݑ(ݐ (ݐ
ଵ

଴
,ݔ݀ ݐ∀ ∈ (0, ܶ) 

أو عندما تكون   القياس المباشر للكمية المبحوث عنها حول الحافة   أو يستحيل  نستعملها عندما يتعذر علينا
قيمتها المتوسطة معروفة. وأكثر دقة فإن الشروط الحدية الاعتيادية مثل شروط دريكلي وشروط نيومان التي تحدد 

لحواف المرنة التي تتأثر ϥي نقطيا على الحافة ليست دائما متلائمة مع الطبيعة الفيزʮئية للحافة، وهذا ما نجده في ا
  . أداة قياس مهما كان نوعها

الكلية   والكتلة  المتوسطة،  والحرارة  الكلية،  الطاقة  يمثل  قد  تكامل  نوع  من  الحدية  للشروط  الفيزʮئي  المعنى 
على  للشوائب، والتدفق الكلي، ...إلخ. وهذا ما يعطي السبب الأساسي للاهتمام المتزايد đذه المسائل التي تحتوي  

 شروط الحدية من نوع تكامل. 

د على حكان هناك حل محلي وا  إذاهو معرفة ما    ، نظريةالالسؤال الأول الذي يجب طرحه في الدراسة  أن    وبما
تم حل  المدروس،    ةلحسب الحا  ، وشروط حدية  ابتدائيةذات شروط    ةغير خطي  يةتطور وهل هو وحيد لمسألة    الأقل

خاصة    التي تم تطويرها  الناجعة والنظرʮت    الطرقغير الخطية من خلال سلسلة من    يةالتطور   سائلالم فئة كبيرة من  
طريقة النقطة و   ،Faedo Galerkin)(  فايدو غالاركين  طريقةو   طريقة متراجحة الطاقة،  مثل،  منذ الستينيات 

  .)]29التكرارية (لمزيد من التفاصيل حول هذه الطرق انظر [الرتيبة لطريقة وا، الثابتة

 ميلغرام -لاكس  لمعادلات التفاضلية الجزئية ʪستخدام نظريةلل  لحا   وحدانيةوجود و   ،تم الحصول على نتائجو 
)Lax-Milgram  (  ،] اعتمدها العديد من المؤلفين  ق أخرى مختلفةوكذلك طر ،  [28] [11]]  50انظر  ،

 . [40] ]32[،  ]2انظر على سبيل المثال [

الرئيسي من هذه   تطبيق طر   الأطروحةالهدف  لقيهو  الطاقة  لمسألة ل  الح  حدانيةدراسة وجود و ة متراجحة 
  ذات مشتقات كسرية وتطبيق طريقة التقريب الخطي لإثبات وجود ووحدانية الحل للمسألة غير الخطية.   خطيةتكافئية  
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  تتكون هذه الرسالة من ثلاث فصول مقدمة على النحو التالي:

وجه  على  لعملنا.  الأساسية  الأولية  والنتائج  الأساسية  الأدوات  ببعض  للتذكير  مخصص  الأول  الفصل 
النت  الخصوص، بعض  الجزئينقدم  الاشتقاق  حول خصائص  الأساسية  محدود ال  الخطي  المؤثرو   الكسري  ائج  غير 

   .فضاء الداليوال

الثاني   وجود  يتناولالفصل  جزئية دراسة  تفاضلية  معادلة  لمسألة  الحل  شروط خطية  كسرية    ووحدانية  مع 
  .نيومان

الثالث  لدراسة  الفصل  معادلة  الحل    ووحدانيةوجود    مخصص  مع غير خطية  كسرية    تفاضلية جزئيةلمسألة 
  الثاني. صنفتكامل من المن نوع دريكلي و من نوع  حدية شروط
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  هيم الأوليةاالمف: الفصل الأول  1
 

 ، حيث يتمهذا العمل  المستعملة خلال  فاهيم الأساسية في التحليللتذكير ϥهم الممخصص  الأول    الفصلهذا  
  . وملحوظات و توطئات.....الخفي شكل تعريفات ها ذكر 

 يةت لبر يالعلاقة بين التعامد والكثافة في الفضاءات اله  1.1
.>فضاء هيلبرتيا، مزود ʪلجداء السلمي  ܨليكن   , . >ி  فضاء شعاعي جزئي غير خالي من الفضاء   ܯ، و

.الهيلبرتي    ܨ

 :والمعرفة كما يلي ୄܯ، اĐموعة الذي نرمز لها بـܨمن ܯ الجزء على عمودي ال نعرف :1.1تعريف 

ୄܯ = ,ܨ ߳ ݂} < ݂, ݃ >ி= 0,   .{ܯ ߳ ݃∀

  إذا وفقط إذا كان: ܨكثيف في   ܯنقول إن  :1.2تعريف 

ഥܯ =  .ܨ

  :كان   إذاوفقط  إذا ܨكثيف في    ܯ : 1.1 خاصية

ୄܯ = {0}. 

    البرهان:

1.  " ⇐ ݂  أجل كلمن  منه  و   ،ܨفي  كثيف    ܯأن    نفرض" ∈ ୄܯ ⊂ )  إذن توجد متتالية  ،ܨ ௡݂)௡∈ே 
  ،݂متقاربة نحو  ܯمن 
>                                ومنه ௡݂, ݂ >ி= 0, ∀݊ ∈ ܰ  

>  :نجدالنهاية  ʪلمرور إلى lim
௡→ஶ ௡݂ , ݂ >ி=< ݂, ݂ >ி= ‖݂‖ி

ଶ = 0،  

݂ ومنه  = ୄܯإذن  0 = {0}.  

2. " ⇒ ୄܯأن    هة العكسية نفرض الجومن  :  " = ୄ(ୄܯ)إذن    {0} = {0}ୄ = ܯنأ وبما  ܨ ⊂

  وعليه ഥܯ
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ୄ(ഥܯ) ⊂ ܨومنه    ،ୄܯ = ୄ(ୄܯ) ⊂ ୄ(തതതതୄ(ܯ))إذن  مغلق    ഥܯلكن  ،  ୄ(ୄ(ഥܯ)) =  ഥܯ
ܨ إذن =   .ഥܯ

  سوبولاففضاءات  دوال الأثر في  2.1
 (ߗ)ଵܪو ଵ,௉(Ω)ܹ سوبولاففضاءات  1.2.1

  .ℝ௡مفتوح غير خالي من  Ωكن لي

݌من اجل كل   :1.3تعريف  ∈ [1,  :نضع [∞

ܹଵ,௣(Ω) = ൜ݑ ∈ ,(ߗ)௣ܮ
ݑ߲
௜ݔ߲

∈ ;(ߗ)௣ܮ Ɐ ݅ = 1, ݊തതതതതൠ   

  : زودة ʪلنظيمالم

݌حالة   .1 ≠ ∞:    

∥ ݑ ∥ௐభ,೛(ஐ)= ൭∥ ݑ ∥௅ು(ஐ)
௣ + ෍ ∥

௡

௜ୀଵ

ݑ߲
௜ݔ߲

∥௅ು(ஐ)
௣ ൱

ଵ ௣ൗ

= ቆ∥ ݑ ∥௅ು(ఆ)
௣ +∥ ∇u ∥

ቀ௅ು(ఆ)ቁ
೙

௣ ቇ
ଵ ௣ൗ

 

݌حالة   .2 = ∞:  ∥ ݑ ∥ௐభ,ಮ(ஐ)= max
ଵஸ௜ஸ௡

ቛ డ௨
డ௫೔

ቛ
௅ಮ(ஐ)

 

݌ في حالة  :مثال .3 = 2:  

ܹଵ,ଶ(Ω) = ଵ(Ω)ܪ = ൜ݑ ∈ ,(ߗ)ଶܮ
ݑ߲
௜ݔ߲

∈ ;(ߗ)ଶܮ Ɐ ݅ = 1, ݊തതതതതൠ 

  سلمي: الداء لجزودة ʪالم

,ݑ) ுభ(ஐ)(ݒ = ,ݑ) ௅మ(ఆ)(ݒ + ෍ ൬
ݑ߲
௜ݔ߲

,
ݒ߲
௜ݔ߲

൰
௅మ(ஐ)

௡

௜ୀଵ

= ,ݑ) ௅మ(ఆ)(ݒ + ,ݑߘ)  ೙(௅మ(ఆ))(ݒߘ

∥: مرفق وʪلنظيم ݑ ∥ுభ(ஐ)= ቀ∥ ݑ ∥௅మ(ఆ)
ଶ +∥ ݑߘ ∥

௅మ(೾)೙
ଶ ቁ

ଵ
ଶൗ

. 

଴ܥ   :1.1 نظرية
ஶ(ℝ௡)  كثيف في  ܹଵ,௉(ℝ௡). 

଴ܥمن    ௡∈ℕ(௡ݑ)  توجد متتالية  ଵ,௉(ℝ௡)ܹ  منݑ   من أجل كل معناه:
ஶ(ℝ௡)   بحيث  (ݑ௡)   تتقارب

 .ଵ,௉(ℝ௡)ܹ من ݑ نحو
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  دودالمحالمؤثر الخطي غير  3.1
ܭ(  Kعلى حقل سلمي ينن شعاع يفضاء ܨو  ܧ ليكن = ℝ ܭ أو = ℂ(.  

 :1.4تعريف 

  نكتب أن  ، (يمكنخطي رثمؤ أنه    ܨنحو   ܧمن ܶدالة عن نقول: ܶ: ܧ →   قق:إذا تح) ܨ

Ɐݑଵ, ଶݑ ∈ , ܧ Ɐߤ, ߣ ⋴ ܭ ∶ ଵݑߣ)ܶ + ( ଶݑߤ = ( ଵݑ)ܶߣ +  .( ଶݑ)ܶߤ

   الخطيتعريف  مجموعة العناصر   :ܶالمؤثر  مجموعة  المؤثر   ܧمن    ݔهي  عندها  بـ  ،  ܶالمعرف  لها  ونرمز 
  ).ܧ فضاء فضاء شعاعي جزئي من (ܶ)ܦتكون  أن  مؤثر خطي لابدܶ ، (عندما يكون(ܶ)ܦ

 كان:  إذا Tلـ  هو تمديد S المؤثر ن إ نقول :1.5تعريف 

 ܦ(ܶ) ⊂  .(ܵ)ܦ

 ܶݑ = ,ݑܵ ݑ∀ ∈   .(ܶ)ܦ

ܧهي اĐموعة الجزئية من   ܶبيان مؤثر خطي  :1.6تعريف  ×     يلي: كما  عرفةوالم ،(ܶ)ܩ بـالتي نرمز لها  ܨ

(ܶ)ܩ = ,ݑ)} ,(ݑܶ ݑ ∈  {(ܶ)ܦ

ܧفضاء  هو فضاء شعاعي جزئي من (ܶ)ܩ  •: 1.2 خاصية ×   .ܨ

ܧجزئي من الفضاء  شعاعي  فضاء   ܩ ليكن   • ×   إذا وافق    إذابيان لمؤثر خطي    ܩ  يكون، إذن  ܨ
  كان:

  (0, (ݕ ∈ ܩ ⇒ ݕ = 0 )1.1(  
ܧليس كل فضاء شعاعي جزئي من  :1.1ة  ظملحو  ×  هو بيان لمؤثر خطي. ܨ

ܧ مغلق في(ܶ)ܩ كان بيانه   إذامؤثر مغلق  ܶالمؤثر الخطي إن نقول :1.7تعريف  ×  . ܨ

  كان يقبل تمديد مغلق.  إذا  ܧقابل للغلق في  ܶالمؤثر الخطي إن نقول :1.8تعريف 

 (ܶ)ܦمن    ௡ఢே(௡ݑ)كان من اجل كل متتالية    إذاوفقط    إذاقابل للغلق    ܶ  الخطي  يكون المؤثر:  1.3  خاصية
௡ݑܶ و  :بحيث  ⟶ ௡ݑلما   ݒ ⟶ ݒ إذن 0 = 0. 
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  وجود الأثر 1.3.1

∫بحيث:    Ω߲قابلة للقياس على   ߱ الدوال    مجموعة  ଶ(∂Ω)ܮ  عتبرنل ߱ଶ
 డఆ ݀Γ < ضاء هيلبرتي ، هي ف∞

  مزود ʪلجداء السلمي الاعتيادي.

 :تطبيق الأثرإذن    ،يكفي بما  ة نظامي   Ω߲افةبح  ℝ௡محدودة فيمفتوحة و   Ω) لتكن  وجود الأثرنظرية  (  :1.2  نظرية

:଴ߛ ଵ(Ω)ܪ  ∩ ଴ܥ
ஶ(Ω) ⟶  ଶ(∂Ω)ܮ 

ݑ                          ⟼ ݑ଴ߛ = ݑ
 ൗߗ߲

يوجد ʬبت و   ،ଶ(∂Ω)ܮ  نحوଵ(Ω)ܪ من  ،  ଴ߛ  تطبيق خطي مستمر نرمز له أيضا  إلىار  تمديد ʪستمر قابلة لل
ܿ∗ >   : بحيث    ݑ مستقل عن 0

∥ ݑ ∥௅మ(డஐ)≤ ܿ∗ ∥ ݑ ∥ுభ(ఆ) 

ଵܪ  نحو غامر    هو  ، لكنଶ(∂Ω)ܮ  نحوଵ(Ω)ܪ ليس غامر من    ଴ߛتطبيق الأثر    :1.2ة  ظملحو  ଶ⁄ (߲Ω) ،
ଵܪ حيث  ଶ⁄ (߲Ω)  بولاف بمعامل كسري  سو فضاءଵ

ଶ
  :لدينا ، 

ଵܪ   ଶ⁄ (߲Ω) = ൛߱ ∈ ଵܮ ଶ⁄ ;(ߗ߲) ݒ∃ ∈ ,(ߗ)ଵܪ  ߱ =    ൟ (ݒ)଴ߛ

  كسريالتكامل ال تفاضل و ال 4.1
ويتعامل مع تطبيقات التكامل والاشتقاق   ،من التحليل الرʮضي  ءهذا العلم جز   علماء الرʮضيات يعتبر بعض
اĐال يهتم بتعميم مشتق دالة ما لأي مشتقة ذات رتبة غير صحيحة، فمثلا: نحن    ا، وهذكسريةفي حالة الرتب ال

هذا اĐال (التفاضل الكسري) فيفيدʭ في إيجاد المشتقة رقم نصف   أمافي العادة نتعامل مع المشتقة الأولى والثانية.  
  لخإ....  0.8  أو 0.3 أو

فقد    ، التفاضل والتكامل  اتيأساسيبنز  لضع نيوتن و بدأت أصول هذا الاتجاه في القرن السابع عشر حينما و 

ௗ೙௬يبنز الرمز الشهير  لوضع  
ௗ௫೙    ذا الرمز   فأرسل لايبنز رسالة  ݂ليدل على المشتقة النونية للدالةđ إلى لوبيتال يخبره

݊لو كانت    ذاا" م  الجديد لكن لوبيتال رد على الرسالة بسؤال محير: = 1 ويعد   1695؟" الرسالة كتبت عام   ⁄2
  هور المشتقة الكسرية.ظيوم الأول لال

لك الوقت لم تكن هناك تطبيقات عملية ذ  وكابيتو في  وفي وقت لاحق ظهرت نظرʮت أخرى مثل نظرية وايل 
الانتقال   أبدحيث  ية قليلة الاستخدام،  ياتالسبب تم اعتبارها مجردا يحتوي على معالجات رʮض  ا، ولهذنظريةتقريبا لهذه  
ظهرت المعادلات التفاضلية الجزئية في    اإلى التطبيقية في الظهور منذ التسعينيات، عندم  ة البحتةاتيلرʮضيمن الصيغ ا

  عدة مجالات مثل الفيزʮء والهندسة علم الأحياء والميكانيك.
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  الخاصةلدوال بعض ا 1.4.1
أĔا كما    المذكرة،بعض المفاهيم الأساسية للدوال الخاصة التي نعتمد عليها في هذه    الجزء إلىنتطرق في هذا  

  وهي:  ،دورا هاما في الحساب الـكسري تلعب 

 دالة غاما   . أ
على معرفة  هي  و   ، والمركبة الأعداد الحقيقيةمجموعة    في  (!݊)  يالعامللدالة   تعميمهي    :الدالة غاما   :1.9تعريف  

  :النحو التالي

(ݔ)ܴ݁بحيث  ℂ ߳ ݔمن أجل  > (ݔ)߁:             0 = ∫ ݁ି௧ݐ௫ିଵାஶ
଴    ݐ݀

 (ݔ)ܴ݁  هذا التكامل الموسع يكون متقارب من أجل > 0.  

∗ℝ ߳ ݔمن أجل   :1.4اصيةخ
ା :لدينا  

+ ݔ)߁ 1) =  . (ݔ)߁ ݔ

ݔمن أجل  1.9تعريف المن  البرهان: ∈ ℝ∗
ା.  

ݔ)߁ + 1) = න ݁ି௧ݐ௫
ାஶ

଴
ݐ݀ = lim

ெ→ାஶ
න ݁ି௧ݐ௫

ெ

଴
     ݐ݀

  لنستعمل التكامل ʪلتجزئة نجد:

ݔ)߁ + 1) = lim
ெ→ାஶ

ቈ[−݁ି௧ݐ௫]௧ୀ଴
௧ୀெ + ݔ න ݁ି௧ݐ௫ିଵ

ெ

଴
 ቉ݐ݀

= lim
ெ→ାஶ

൥[−݁ିெܯ௫] + ݔ න ݁ି௧ݐ௫ିଵ
ெ

଴
൩ݐ݀ = ݔ න ݁ି௧ݐ௫ିଵ

ାஶ

଴
 ݐ݀

ݔ)߁ومنه                               + 1) =   (ݔ)߁ ݔ

ݔكانت    إذا: 1.3ة  ظملحو  = ݊ ∈ ℕ∗ ߁ إذن( ݊ + 1) = ݊!.  

(1)߁:  1.1مثال  = Γ(0ା)، و1 = Γ و، ∞+ ቀଵ
ଶ
ቁ =  .ߨ√ 

مهم    ا، لأĔما لعبا دور تعريفينأهم  سنذكر منها    ،ومقارʪت  لاشتقاق الكسري منذ ظهوره عدة تعاريفعرف ا
  جدا في تطوير حساب الاشتقاق الكسري.

 لليوفي –ريمان  فهومبم الـكسري الاشتقاق :الأول .  
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 فهوم كابيتوبم الـكسري الاشتقاق  :الثاني. 

  ل ليوفي -ريمان  بمفهوم الـكسري الاشتقاق 2.4.1
αلتكن    :1.10  تعريف ∈ ℝା حيث  (݊ − 1 < ߙ <  على اĐال  وقابلة للتكامل محليا  معرفة   دالة  ݒو ،  (݊

[ܽ.  :كما يليمعرفة   ݒـ ل αشتقة من الدرجة الم، [ܾ

  اليساريل ليوفي -ريمان  بمفهوم الاشتقاق الكسري  . أ

௧ܦ  
ఈ(ݐ)ݒ =

1
݊)߁ − (ߙ ൬

݀
ݐ݀

൰
(௡)

න
(߬)ݒ

(t − ߬)ఈି௡ାଵ ݀߬ , ݐ∀ > ܽ
௧

௔
௔
ோ  )1.2(  

  اليميني ل ليوفي -ريمان  بمفهوم الـكسري الاشتقاق  . ب 

௕ܦ  
஑(ݐ)ݒ =

(−1)௡

݊)߁ − (ߙ ൬
݀
ݐ݀

൰
(௡)

න
(߬)ݒ

(߬ − ఈି௡ାଵ(ݐ ݀߬  , ݐ∀ < ܾ
௕

௧
௧

ோ  )1.3(  

 .الاشتقاق الـكسري لبعض الدوال ʪستعمال صيغة ريمان ليوفيل   :1.2مثال 

 (ݐ)ݒ = ݐ) − ܽ)ఉ; ߚ ∈ ℝ  

௧ܦ
ఈ(ݐ − ܽ)ఉ = ൬

݀
ݐ݀

൰
௡

ቈ
β)߁ + 1)

β)߁ + 1 + n − α)
ݐ) − ఉା௡ିఈ቉௔(ߙ

ோ  

=
β)߁ + 1)

β)߁ + 1 + n − α) ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

ݐ) −  ఉା௡ିఈ(ߙ

൬
݀
ݐ݀

൰
௡

ݐ) − ఉା௡ିఈ(ߙ = ߚ) + ݊ − ߚ)(ߙ + ݊ − ߙ − 1).  .  . ߚ) − ߙ + ݐ)(1 −  ఉିఈ(ߙ

௧ܦ
ఈ(ݐ − ܽ)ఉ

௔
ோ =

ߚ) + ݊ − ߚ)(ߙ + ݊ − ߙ − 1).  .  . ߚ) − ߙ + 1)
β)߁ + 1 + n − α)

ݐ) −  ఉିఈ(ߙ

௧ܦ
ఈ(ݐ − ܽ)ఉ

௔
ோ =

ߚ) ߁ + ߚ)(1 + ݊ − ߚ)(ߙ + ݊ − ߙ − 1).  .  . ߚ) − ߙ + 1)
ߚ) + ݊ − ߚ)(ߙ + ݊ − ߙ − 1) − ߚ) − ߙ + β)߁ (1 − α + 1)

ݐ) −  ఉିఈ(ߙ

௧ܦ
ఈ(ݐ − ܽ)ఉ

௔
ோ =

β)߁  + 1)
β)߁  − α + 1)

ݐ) −  ఉିఈ(ߙ

  من أجلα = 1:  

௧ܦ
ଵ(ݐ − ܽ)ఉ =

β)߁  + 1)
(β)߁ 

ݐ) − ఉିଵ(ߙ = ݐ)ߚ − ܽ)ఉିଵ =
݀
ݐ݀

ݐ) − ܽ)ఉ
௔
ோ  

  من أجلβ = (ݐ)ݒومنه  ،0 =   :ليوفيل - دالة ʬبتة بواسطة ريمان اشتقاق ܥ
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௧ܦ
ଵܥ =

ݐ) − ܽ)଴ିఈ

1)߁ − (ߙ =
ܥ

1)߁ − (ߙ
ݐ) − ܽ)ିఈ

௔
ோ  

 كابيتوبمفهوم   الاشتقاق الكسري 3.4.1
αلتكن    :1.11تعريف   ∈ ℝା  حيث  :(݊ − 1 < ߙ < للتكامل محليادالة معرفة    ݒ، و (݊  وقابلة 

.ܽ] على اĐال  :معرفة كما يلي ݒلـ  αالمشتقة من الدرجة ، [ܾ

  اليساري  بمفهوم كابيتو الاشتقاق الكسري  . أ

௧ܦ  
ఈ(ݐ)ݒ =

1
݊)߁ − (ߙ න

(߬)(௡)ݒ
(t − ߬)ఈି௡ାଵ ݀߬ , ݐ∀ > ܽ

௧

௔
௔
஼  )1.4(  

 اليميني بمفهوم كابيتو الـكسري الاشتقاق  . ب 

௕ܦ  
ఈ(ݐ)ݒ =

(−1)௡

݊)߁ − (ߙ න
(߬)(௡)ݒ

(߬ − ఈି௡ାଵ(ݐ ݀߬  , ݐ∀ < ܾ
௕

௧
௧
஼   )1.5(  

  التكامل ذي الرتب الكسري  4.4.1
αلتكن    :1.12تعريف   ∈ ℝା   حيث(݊ − 1 < ߙ < و(݊ معرفة    ݒ،  محليادالة  للتكامل  على   وقابلة 

.ܽ]اĐال   :معرفة كتالي ݒ   لـ αالتكامل الكسري من الدرجة    [ܾ

௔ܫ ௧
ఈ(ݐ)ݒ =

1
(ߙ)߁ න

(߬)ݒ
ݐ) − ߬)ଵିఈ

௧

௔
݀߬ 

௧ܫ ௕
ఈ(ݐ)ݒ =

1
(ߙ)߁ න

(߬)ݒ
(߬ − ଵିఈ(ݐ

௕

௧
݀߬ 

  ليوفيل وكابيتو-العلاقة بين الاشتقاق الكسري لريمان 5.4.1
αلتكن  ∈ ℝା   حيث(݊ − 1 < ߙ <    :إذن، يقبل مشتقة كسرية ݒأن   نفرض ،(݊

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = ௔ܦ 

஼
௧
ఈ(ݐ)ݒ + ෍

ݐ)(ܽ)(௜)ݒ − ܽ)௜ିఈ

݅)߁ − ߙ + 1)

௡ିଵ

௜ୀ଴
௔
ோ  

௕ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = ௧ܦ 

஼
௕
ఈ(ݐ)ݒ + ෍

ܾ)(ܾ)(௜)ݒ − ௜ିఈ(ݐ

݅)߁ − ߙ + 1)

௡ିଵ

௜ୀ଴
௧

ோ  

௔ܦ
஼

௧
ఈܫ௧

ఈ(ݐ)ݒ =   (ݐ)ݒ

௔ܫ   ௧
ఈ൫ ௔ܦ

஼
௧
ఈ(ݐ)ݒ൯ = − (ݐ)ݒ ෍

௜ݐ

݅!
(ܽ)(௜)ݒ

௡ିଵ

௜ୀ଴

  )1.6(  
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݊ لما =   :لدينا ا 1

௧ܦ  
ఈ(ݐ)ݒ = ௔ܦ 

஼
௧
ఈ(ݐ)ݒ +

(ܽ)ݒ
1)߁ − ఈ௔ݐ(ߙ

ோ  )1.7(  

௕ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = ௧ܦ 

஼
௕
ఈ(ݐ)ݒ +

(ܾ)ݒ
1)߁ − ܾ)(ߙ − ఈ௧(ݐ

ோ  

௔ܫ   ௧
ఈ൫ ௔ܦ

஼
௧
ఈ(ݐ)ݒ൯ = − (ݐ)ݒ    )1.8( (ܽ)ݒ

(ܽ)(௜)ݒكان    إذا = ݅من أجل  0 = 0,1, … . ݊ − كابيتو تكون المشتقة الكسرية لريمان ليوفيل و إذن  ،  1
 : متساوية

௧ܦ                        
ఈ(ݐ)ݒ = ௔ܦ 

஼
௧
ఈ(ݐ)ݒ௔

ோ  

αكان   إذا >   لدينا   0

௧ܦ
ఈ൫ D௔

ோ
௧
ିఈ(ݐ)ݒ൯ = ௔(ݐ)ݒ

ோ  

 المشتقة ذي الرتب الكسرية  خواصبعض  6.4.1

  طيةالخاصية الخ .1
  خطي. ليوفيل –بمفهوم ريمان  الـكسري الاشتقاق

 جل أومنه من    ،αريمان ليوفيل من الدرجة   بمفهوم  الكسرية  اقشتققابلة لا  دوال  ݓو  ݒ  كنتل  :1.3  نظرية
, ߤ ௧ܦالمشتقة ، ℝ ߳ ߣ

ఈ(ݒߣ + w)௔ߤ
ோ  :موجودة ولدينا  

௧ܦ
ఈ(ݒߣ + w)௔ߤ

ோ (ݐ) = ௧ܦ ߣ
ఈ(ݐ)ݒ +௔

ோ ߤ ௧ܦ
ఈݓ(t)௔

ோ  

αلتكن  البرهان: ∈ ℝା   حيث(݊ − 1 < ߙ <   لدينا: (݊

௧ܦ
ఈ(ݒߣ + w)௔ߤ

ோ (ݐ) =
1

݊)߁ − (ߙ ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

න
ݒߣ) + (߬)(wߤ
ݐ) − ߬)ఈି௡ାଵ ݀߬ 

௧

௔
 

=
1

݊)߁ − (ߙ ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

ቆන
(߬)ݒߣ

ݐ) − ߬)ఈି௡ାଵ  ݀߬ + න
(߬)ݓߤ

ݐ) − ߬)ఈି௡ାଵ  ݀߬    
௧

௔

௧

௔
ቇ 

=
ߣ

݊)߁ − (ߙ ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

න
(߬)ݒߣ

ݐ) − ߬)ఈି௡ାଵ ݀߬ +
ߤ

݊)߁ − (ߙ ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

න
(߬)ݓߤ

ݐ) − ߬)ఈି௡ାଵ ݀߬
௧

௔

௧

௔
 

௧ܦ
ఈ(ݒߣ + w)௔ߤ

ோ (ݐ) = ௧ܦ ߣ
ఈ(ݐ)ݒ +௔

ோ ߤ ௧ܦ
ఈݓ(t)௔

ோ  
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    ةتبديليال غير  اصيةالخ .2
  : دالة بحيث  ݒ لتكن  : 1.5 خاصية

(ܽ)(௞)ݒ = 0, ݇ ∈ {0,1, … , ݊ − 1}. 

 :ℕ ߳ ݊ من أجل كل ،݊  درجةالوكابيتو تبديلية مع المشتقة من  الكسرية بمفهوم ريمان ليوفيلومنه المشتقة  

௧ܦ
௡ ௧ܦ

ఈ(ݐ)ݒ௔
ோ = ௧ܦ

ఈା௡(ݐ)ݒ = ௧ܦ 
ఈ

௔
ோ ௧ܦ

௡(ݐ)ݒ௔
ோ

௔
ோ

    ௔
ோ  

௧ܦ
௡ ௧ܦ

ఈ(ݐ)ݒ௔
௖ = ௧ܦ

ఈା௡(ݐ)ݒ = ௧ܦ 
ఈ

௔
஼ ௧ܦ

௡(ݐ)ݒ௔
஼

௔
஼

௔
஼  

݊نضع    :1.1توطئة   − 1 < ߙ < − ݉، و ݊ 1 < ߚ < ௧ܦدالة بحيث    ݒولتكن   ،  ݉
ఈݒ ௔

ோ    موجودة
 :إذن

௧ܦ
ఈ ቀ ௧ܦ

ఉݒ(t)௔
ோ ቁ = ௔

ோ ௧ܦ
ఈାఉݒ(t) − ௔

ோ ෍ ቂ ௧ܦ
ఉି௜ݒ(ܽ)௔

ோ ቃ
ݐ) − ܽ)ିఈି௜

1)߁ − ߙ − ݅)

௠

௜ୀଵ

 

௧ܦ
ఉ( ௧ܦ

ఈݒ(t)௔
ோ ) = ௧ܦ 

ఈାఉݒ(t) −௔
ோ

௔
ோ ෍ൣ ௧ܦ

ఈି௜ݒ(ܽ)௔
ோ ൧

ݐ) − ܽ)ିఉି௜

1)߁ − ߙ − ݅)

௡

௜ୀଵ

 

 ومنه

௧ܦ             
ఈ ቀ ௧ܦ

ఉݒ(t)௔
ோ ቁ = ௧ܦ

ఈାఉݒ(t) ≠ ௧ܦ 
ఉ

௔
ோ

௔
ோ ( ௧ܦ

ఈݒ(t)௔
ோ )௔

ோ    

 قاعدة ليبنتز .3
ܶليكن    :1.1نتيجة   > ݊و  ،ܽ − 1 < ߙ < ,ܽ]  مستمرة في اĐال  ماكل مشتقاēو ݓ وݒ كان    إذا  ، ݊ ܶ] 

  : إذن

௧ܦ
ఈ(ݓݒ)(t)௔

ோ = ෍
!ߙ

݅! ߙ) − ݅)!
(

ஶ

௜ୀ଴

௧ܦ
ఈି௜ݒ(t))ݓ(௜)(ݐ), ∀t ∈௔

ோ [ܽ, ܶ] 

  تحويل فورييه  .4
଴ܥ ߳ ݒو α ϵ ℝାمن اجل كل  

ஶ(ℝ) :لدينا  

  ℱ( ௧ܦ
ఈݒ(t)௔

ோ ) =   )1.9( (ݓ)(t)ݒ)ఈℱ(ݓ݅)
  ℱ( ௕ܦ

ఈݒ(t)௧
ோ ) =   ) 1.10( (ݓ)(t)ݒ)ఈℱ(ݓ݅−)
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   :1.4ة  ظملحو 

  لدينا: كايبتوليوفيل و  -  من خلال العلاقة بين المشتقة الكسرية لريمان

  هي كذلك خطية، وغير تبديلية.  كايبتولالمشتقة الكسرية  
  لنسبة لمشتقة الكسرية  ليبنتزقاعدةʪلعلاقة  كايبتولʪ تعطى:  

௧ܦ
ఈ(ݓݒ)(t)௔

௖ = ෍
!ߙ

݅! ߙ) − ݅)!
(

ஶ

௜ୀ଴

௧ܦ
ఈି௜ݒ(t))ݓ(௜)(ݐ)௔

ோ − ෍
௜ିఈ(ݐ)

1)߁ − ߙ + ݅)

௡ିଵ

௜ୀ଴

൫(ݓݒ)(௜)(ܽ)൯ 

 ليوفيل وكابيتو -ريمانلمقارنة بين المشتقة الكسرية  7.4.1
௧ܦبحيث  ݒ الدالةلتكن  :1.2توطئة  

ఈݒ ௔
ோ ܦو௧

ఈݒ ௔
஼  موجودة مع ݊ − 1 < ߙ <   لدينا:إذن ݊

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ ≠ ௧ܦ

ఈ(ݐ)ݒ ௔
௖

௔
ோ  

  لدينا: 2.1من مثال ريمان ليوفيل ليس صفرا وليس ʬبت لالمشتق كسري لدالة ʬبتة ʪلنسبة  :1.3مثال 

௧ܦ
ఈܥ =

ఈିݐܥ

1)߁ − ௔(ߙ
ோ  

  المشتق الكسري لدالة ʬبت ʪلنسبة لكابيتو:و 

௧ܦ
ఈܥ =

1
݊)߁ − (ߙ න

(߬)(௡)ܥ
(t − ߬)ఈି௡ାଵ ݀߬ = 0

௧

௔
௔
஼  

݊ليكن  : 1.6 خاصية − 1 < ߙ <   :إذن   ݊

lim
ఈ→௡

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = lim

ఈ→௡
௧ܦ

ఈ(ݐ)ݒ = ௔(ݐ)(௡)ݒ
஼

௔
ோ  

       نحصل على: ʪ1.3ستعمال التكامل ʪلتجزئة والخاصية  البرهان:

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ =

1
n)߁ − (ߙ ൬

݀
ݐ݀

൰
௡

න
(߬)ݒ

(t − ߬)ఈି௡ାଵ ݀߬
௧

௔
௔
ோ  

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ =

1
n)߁ − (ߙ ൬

݀
ݐ݀

൰
௡

න (t − ߬)௡ିఈିଵݒ(߬)݀߬ 
௧

௔
௔
ோ  

=
1

݊)߁ − (ߙ ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

ቆ−ݒ(߬)
ݐ) − ߬)௡ିఈ

݊ − ߙ
ඐ

ఛୀ௔

ఛୀ௧

+ න ݒ ˎ(߬)
ݐ) − ߬)௡ିఈ

݊ − ߙ

௧

௔
݀߬ቇ 

௧ܦ  
ఈ(ݐ)ݒ =

1
݊)߁ − ߙ + 1) ൬

݀
ݐ݀

൰
௡

ቆݐ(ܽ)ݒ௡ିఈ + න ݒ ˎ(߬)
௧

௔
ݐ) − ߬)௡ିఈ݀߬ቇ௔

ோ)1.11 (  
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 و:

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ =

1
݊)߁ − (ߙ න (t − ߬)௡ିఈିଵݒ௡(߬)݀߬       

௧

௔
௔
஼  

=
1

݊)߁ − (ߙ ቆ−ݒ(௡) ݐ) − ߬)௡ିఈ

݊ − ߙ
ඐ

ఛୀ௔

ఛୀ௧

+ න (߬)௡ାଵݒ
ݐ) − ߬)௡ିఈ

݊ − ߙ

௧

௔
݀߬ቇ 

௧ܦ  
ఈ(ݐ)ݒ =

1
݊)߁ − ߙ + 1) ቆݒ௡(ܽ)ݐ௡ିఈ + න (߬)(௡ାଵ)ݒ

௧

௔
ݐ) − ߬)௡ିఈ݀߬ቇ௔

஼)1.12 (  

αلما  →  لدينا: (1.12)و(1.11)   على ݊

lim
ఈ→௡

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = ൬

݀
ݐ݀

൰
௡

ቆݒ(ܽ) + න ݒ ˎ(߬)
௧

௔
݀߬ቇ = ௔(ݐ)௡ݒ

ோ  

lim
ఈ→௡

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = ቆݒ௡(ܽ) + න (߬)(௡ାଵ)ݒ

௧

௔
݀߬ቇ௔

஼ =  (ݐ)௡ݒ

lim
ఈ→௡

௧ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = lim

ఈ→௡
௧ܦ

ఈ(ݐ)ݒ = ௔(ݐ)(௡)ݒ
஼

௔
ோ  

 والدال اتفضاء 5.1
  ، نذكر منها:واللتذكير ببعض الفضاءات الدلنحتاج من أجل دراسة بعض المسائل 

  (ߗ)ଶܮفضاء  1.5.1
݀ليكن ∈ ℝା

,ଶ൫(0ܮ و،  ∗ ݀)൯  لجداء السلميʪ نرمز له بـ    فضاء هيلبرتي مزود(. , . )௅మ൫(଴,ௗ)൯ والنظيم ،
.‖المرافق   ‖௅మ൫(଴,ௗ)൯  الهيلبرتي الفضاء  نعرف  (ߗ)ଶܮ،  = ଶܮ ቀ(0, ܶ), ,ଶ൫(0ܮ ݀)൯ቁ  و  ، Ω =

(0, ݀) × (0,   مزود ʪلجداء السلمي المعرف كما يلي: (ܶ

,ݑ〉 ௅మ(ఆ)〈ݒ = න ,ݔ)ݑ) . ), ,ݔ)ݒ . ))௅మ(଴,்)݀ݔ
ௗ

଴
 

.‖مرفق بنظيم يعني  ‖௅మ(ఆ) عرف كالتالي:الم   

௅మ(ఆ)‖ݑ‖ = ൭න ଶ‖(ݔ)ݑ‖
ௗ

଴ ௅మ(଴,்)
൱

ଵ
ଶൗ
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 ఈ(ℝ)ܪ وبولافسفضاء  2.5.1
αمن اجل كل  :1.13تعريف  ∈ ℝା :معرف بـ  

ఈ(ℝ)ܪ = ቄݑ ;ଶ(ℝ)ܮ߳ݑ (1 + (ଶ|ݔ|
ఈ
ଶℱ(ݑ)(ݔ)߳ܮଶ(ℝ); Ɐ߳ݔ⁄ ℝ௡ቅ 

ʪ نظيم:لمزود  

ுഀ(ℝ)‖ݑ‖ = ቛ(1 + (ଶ|ݔ|
ఈ
ଶℱ(ݑ)(ݔ)ቛ

௅మ(ℝ)
 

    سلمي:الداء الجو 

,ݑ〉 ுഀ(ℝ)〈ݒ = 〈1 + (ଶ|ݔ|
ఈ
ଶℱ(ݑ)(ݔ), 1 + (ଶ|ݔ|

ఈ
ଶℱ(ݒ)(ݔ)〉௅మ(ℝ) 

 :كالتالي  ݑتحويل فورييه ʪلنسبة لي حيث يعطى 

ℱ(ݑ)(ߦ) = න (ݐ)ݑ exp(−2ߦݐ݅ߨ) ݐ݀
ାஶ

_ஶ
 

  كما يلي:  (ܫ)ఈܪ ، نعرف الفضاءℝيرمز Đال محدود من  ܫمن أجل  : 1.14تعريف

(ܫ)ఈܪ = (ܫ)ଶܮ߳ݑ} ⁄߳ ෤ݑ∃ ෤|ூݑ ݁ݑݍ ݈݁ݐ ఈ(ℝ)ܪ =  {ݑ

ʪ نظيم:لمزود   

ுഀ(ூ)‖ݑ‖ = ෤‖ுഀ(ℝ)௨෥ ఢுഀ(ℝ),௨෥|಺ୀ௨ݑ‖
୧୬୤                

αلتكن  : 1.15تعريف ∈ ℝା
  :نعرف ∗

଴ܪ
ఈ(ܫ) = ൛ݑ; ுഀ(ூ)‖ݑ‖ < ∞ൟ 

ʪ نظيم: لمزودة  

ுబ‖ݑ‖
ഀ(ூ) = ቀ‖ݑ‖௅మ(ூ)

ଶ + ுబ|ݑ|
ഀ(ூ)

ଶ ቁ
ଵ

ଶൗ
 

  حيث:

ுబ|ݑ|
ഀ(ூ) = ቤ

〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈݑ, ௧ܦ

ோ
௕
ఈݑ〉௅మ(ூ)

cos(ߨߙ) ቤ

ଵ
ଶൗ
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଴ܪعلى    نصف نظيميعرف  
ఈ(ܫ)،  ܪالفضاء    عرفلذلك ن଴

ఈ(ܫ)     ܥعلى أنه مكمل للفضاء଴
ஶ(ܫ)   حسب

. ‖النظيم  ‖ுబ
ഀ(ூ) . 

αكان   إذا :1.5ة  ظملحو  = ,ݑ〉 عبارةال، ℝمجال محدود في  ܫو 1 ுబ〈ݒ
భ(ூ) = ቀడ௨

డ௫
, డ௩

డ௫
ቁ

௅మ(ூ)
 

  من الجداء السلمي هو:  المرفقالنظيم 

ுబ‖ݑ‖
భ(ூ) = ,ݑ〉 ுబ〈ݑ

భ(ூ) = ൬
ݑ߲
ݔ߲

,
ݑ߲
ݔ߲

൰
௅మ(ூ)

= ฯ
ݑ߲
ݔ߲

ฯ
௅మ(ூ)

 

,ுഀ(ூ)݈الفضاءات 3.5.1   ுഀ(ூ)ܿو ுഀ(ூ)ݎ
αلتكن  : 1.16تعريف ∈ ℝା

  :نعرف ∗

ıுഀ(ூ) = ቄݑ; నಹഀ(಺)‖ݑ‖
< ∞ቅ 

ʪ نظيم: لمزود  

నಹഀ(಺)‖ݑ‖
= ቀ‖ݑ‖௅మ(ூ)

ଶ + నಹഀ(಺)|ݑ|
ଶ ቁ

ଵ
ଶൗ
 

    حيث:

నಹഀ(಺)|ݑ|
= ‖ ௧ܦ

ఈݑ௔
ோ ‖௅మ(ூ) 

  .ıுഀ(ூ) نصف نظيميعرف 

଴ܥعلى أنه مكمل للفضاء  ıுഀ(ூ)الفضاء   عرفلذلك ن 
ஶ(ܫ)  حسب النظيم‖. ‖నಹഀ(಺)

.  

నಹഀ(಺)|ݑ|لدينا   :1.6ة  ظملحو 
  :من أجلوليس بنظيم لأن  نصف نظيم 

(ߠ)ݑ = ݐ) − ݐ)ఈ(ߠ −  (ߠ2

݊من اجل  =   لدينا: 1

నಹഀ(಺)|ݑ|  
= ൬∫ ቀ ଵ

௰(ଵିఈ)
ௗ
ௗ௧ ∫ (௧ିఛ)ഀ(௧ିଶఛ)

(௧ିఛ)ഀ
௧

଴ ݀߬ቁூ

ଶ
൰ݐ݀

భ
మ

  

    ൭න ቆ
1

1)߁ − (ߙ
݀
ݐ݀

න ݐ) − 2߬)
௧

଴
݀߬ቇ

ூ

ଶ

൱ݐ݀

ଵ
ଶ

= 0 

ݑنجد  إذن ≠ నಹഀ(಺)|ݑ| على الرغم من   0
= 0.  
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αلتكن  :1.17تعريف  ∈ ℝା
   نعرف: ∗

ுഀ(ூ)ݎ = ቄݑ; ,௥ಹഀ(಺)‖ݑ‖
< ∞ቅ 

ʪ نظيم:لمزود  

,௥ಹഀ(಺)‖ݑ‖
= ቀ‖ݑ‖௅మ(ூ)

ଶ + ௥ಹഀ(಺)|ݑ|
ଶ ቁ

ଵ
ଶൗ
 

 حيث:

௥ಹഀ(಺)|ݑ|
= ‖ ௕ܦ

ఈݑ௧
ோ ‖௅మ(ூ)  

଴ܥعلى أنه مكمل للفضاء    ுഀ(ூ)ݎالفضاء    عرفن  ، لذلكுഀ(ூ)ݎعلى    نصف نظيميعرف       
ஶ(ܫ) 

. ‖حسب النظيم  ‖௥ಹഀ(಺),
.  

αلتكن  : 1.18تعريف ∈ ℝା
α و ∗ ≠ ݊ + ଵ

ଶ
  : نعرف 

ܿுഀ(ூ) = ቄݑ;  ௖ಹഀ(಺)‖ݑ‖
< ∞ቅ. 

ʪ نظيم:لمزود  

,௖ಹഀ(಺)‖ݑ‖
= ቀ‖ݑ‖௅మ(ூ)

ଶ + ௖ಹഀ(಺)|ݑ|
ଶ ቁ

ଵ
ଶൗ
 

  حيث:

௖ಹഀ(಺)|ݑ|
=  ห( ௔ܦ

ோ
௧
ఈݑ, ௧ܦ

ோ
௕
ఈݑ)௅మ(ூ)ห

ଵ
ଶൗ  

଴ܥعلى أنه مكمل للفضاء    ுഀ(ூ)ܿ، لذلك نعرف الفضاء  ுഀ(ூ)ܿعلى     نصف نظيميعرف       
ஶ(ܫ) 

. ‖حسب النظيم  ‖௖ಹഀ(಺),
.  

0من اجل كل   :1.3توطئة   < ߙ < ଴ܥ߳ݒو(ܫ)ఈܪ߳ݑ كان   إذا 1
ஶ(ܫ) إذن:  

  ( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)((ݐ)ݒ = ,(ݐ)ݑ) ௕ܦ

ఈ(ݐ)ݒ)௅మ(ூ)௧
ோ

௔
ோ  )1.13 (  

  ʪستعمال التكامل ʪلتجزئة نجد:  البرهان:

݀
݀߬

න
(߬)ݒ

ݐ) − ߬)ఈ ݐ݀ =
்

ఛ

݀
݀߬

൥
ݐ)(ݐ)ݒ − ߬)ଵିఈ

1 − ߙ
ቤ

௧ୀఛ

௧ୀ்

− න
ݐ)(ݐ)′ݒ − ߬)ଵିఈ

1 − ߙ

்

ఛ
 ൩ݐ݀
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=
݀

݀߬
ቈ
ܶ)(ܶ)ݒ − ߬)ଵିఈ

1 − ߙ
− න

ݐ)(ݐ)′ݒ − ߬)ଵିఈ

1 − ߙ

்

ఛ
 ቉ݐ݀

= −
d

dτ
න

v′(t)(t − τ)ଵି஑

1 − α

୘

த
dt 

  ݀
݀߬

න
(߬)ݒ

ݐ) − ߬)ఈ ݐ݀ =
்

ఛ
න

(ݐ)′ݒ
(1 − ߬)ఈ

்

ఛ
     ݐ݀

  وتكامل ʪلتجزئة نجد:  (ܫ)ଶܮالجداء السلمي فيتعريف من خلال 

( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)((ݐ)ݒ = න ቆ

1
1)߁ − (ߙ

݀
ݐ݀

න
(߬)ݑ

ݐ) − ߬)ఈ ݀߬
௧

௔
ቇ . ݐ݀(ݐ)ݒ

்

௔
௔
ோ  

=
1

1)߁ − (ߙ ൥(ݐ)ݒ න
(߬)ݑ

ݐ) − ߬)ఈ ݀߬
௧

௔
ቤ

ఛୀ௔

ఛୀ்

න (ݐ)′ݒ න
(߬)ݑ

ݐ) − ߬)ఈ ݀߬
௧

௔
ݐ݀

்

௔
൩ 

=
1

1)߁ − (ߙ ቈݒ(ܶ) න
(߬)ݑ

(ܶ − ߬)ఈ ݀߬ − න න
(߬)ݑ

ݐ) − ߬)ఈ (ݐ)′ݒ߬݀
௧

௔
ݐ݀

்

௔

்

௔
቉ 

( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)௔((ݐ)ݒ

ோ =
1

1)߁ − (ߙ ቈݒ(ܶ) න
(߬)ݑ

(ܶ − ߬)ఈ ݀߬ − න න
(ݐ)ᇱݒ

ݐ) − ߬)ఈ (߬)ݑݐ݀
௧

௔
݀߬

்

௔

்

௔
቉ 

  نجد:  (13.1)من خلال 

( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)((ݐ)ݒ = න (߬)ݑ

1
1)߁ − (ߙ ቈ

(ܶ)ݒ
(ܶ − ߬)ఈ − න

(ݐ)ᇱݒ
ݐ) − ߬)ఈ ݐ݀

்

ఛ
቉

்

௔
௔
ோ ݀߬ 

= න (߬)ݑ ቈ
−1

1)߁ − (ߙ
݀
ݐ݀

න
(ݐ)ݒ

(߬ − ఈ(ݐ ݐ݀
்

ఛ
቉ ݀߬

்

௔
 

( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)௔((ݐ)ݒ

ோ = ,(ݐ)ݑ) ௕ܦ
ఈ(ݐ)ݒ)௅మ(ூ)௧

ோ  

αمن اجل كل   :1.4توطئة   ∈ ℝା ߳ݑكان   إذا ıுഀ(ூ) ܥ߳ݒ و଴
ஶ(ܫ)إذن:  

( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)((ݐ)ݒ = ,(ݐ)ݑ) ௕ܦ

ఈ(ݐ)ݒ)௅మ(ூ)௧
ோ

௔
ோ  

    البرهان:

݊بحيث    ℕ ߳ ݊ليكن   − 1 < ߙ < وكابيتو     ݊ لريمان  الكسري  مشتق  العلاقة  خلال  من 
଴ܥ߳ݒ و

ஶ(ܫ):لدينا  
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௕ܦ
ఈ(ݐ)ݒ = ௧ܦ 

஼
௕
ఈ(ݐ)ݒ + ෍

ܶ)(ܶ)(௜)ݒ − ௜ିఈ(ݐ

݅)߁ − ߙ + 1)

௡ିଵ

௜ୀ଴
௧

ோ = ௧ܦ
஼

௕
ఈ(ݐ)ݒ 

௧ܦوالمشتقة من  (ܫ)ଶܮالجداء السلمي في تعريف من خلال 
ோ

௕
ఈنجد:  (ݐ)ݒ  

( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)((ݐ)ݒ = න ቆ

1
݊)߁ − (ߙ ൬

݀
ݐ݀

൰
௡

න ݐ) − ߬)ఈା௡ିଵݑ(߬)݀߬
௧

௔
ቇ ݐ݀(ݐ)ݒ

்

௔
௔
ோ  

=
1

݊)߁ − (ߙ න ቆ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

න ݐ) − ߬)ఈା௡ିଵݑ(߬)݀߬
௧

௔
ቇ ݐ݀(ݐ)ݒ

்

௔
 

  مرة نجد:  ʪ݊ستعمال التكامل ʪلتجزئة

න (ݐ)ݒ ቆ൬
݀
ݐ݀

൰
௡

න ݐ) − ߬)ఈା௡ିଵݑ(߬)݀߬
௧

௔
ቇ ݐ݀ =

்

௔
 

= (−1)௡ න .(ݐ)(௡)ݒ ቆන ݐ) − ߬)ఈା௡ିଵݑ(߬)݀߬
௧

௔
ቇ ݐ݀

்

௔
 

= (−1)୬ න න v(୬)(t). ((t − τ)஑ା୬ିଵu(τ)dτ)
୲

ୟ
dt

୘

ୟ
 

= (−1)௡ න න .(ݐ)(௡)ݒ
௧

௔
ݐ) − ߬)ఈା௡ିଵ߬݀ݐ݀(߬)ݑ

்

௔
 

 ومنه:

( ௧ܦ
ఈ(ݐ)ݑ, ௅మ(ூ)((ݐ)ݒ =

(−1)௡

1)߁ − (ߙ න (߬)ݑ
்

௔
ቆන ݐ) − ߬)ఈା௡ିଵݒ(௡)(ݐ)݀ݐ

்

ఛ
ቇ௔

ோ ݀߬ 

= ,(߬)ݑ) ௕ܦ
ఈݒ(߬))௅మ(ூ)௧

௖ = ,(߬)ݑ) ௕ܦ
ఈݒ(߬))௅మ(ூ)௧

ோ  

αمن اجل كل   :1.5توطئة   ∈ ℝା ,ܥ ߳ ݒ଴
ஶ(ℝ) :لدينا  

( ஶିܦ
ோ

௧
ఈu(ݐ), ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)((ݐ)ݑ = cos(ߙߨ)‖ ஶିܦ
ோ

௧
ఈݑ‖௅మ(ℝ)

ଶ
௧

ோ  

( ஶܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶିܦ

ఈ ௅మ(ℝ)((ݐ)ݑ = cos(ߙߨ)‖ ஶܦ
ோ

௧
ఈݑ‖௅మ(ℝ)

ଶ
௧

ோ  

଴ܥ߳ݒليكن  البرهان:
ஶ(ℝ) رسوفالʪ من خلال نظرية (Théorème de Plancherel-Parseval) :  

( ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)((ݐ)ݑ = (ℱ( ஶିܦ
ோ

௧
ఈݑ, ℱ( ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)௧((ݑ
ோ

௧
ோ  

  ) نجد:1.9من خلال (
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( ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)((ݐ)ݑ =௧
ோ න ℱ( ஶିܦ

ோ
௧
ఈݑ). ℱ( ஶܦ

ఈ ௧(ݑ
ோതതതതതതതതതതതത݀߱

ାஶ

ିஶ
 

= න (݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݒ൯߱. (−ଓ߱)ఈℱ൫(ݐ)ݒ൯߱തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
ାஶ

ିஶ
݀߱ 

 ومنه:

(ଓ߱)ఈതതതതതതതത ቊexp(−݅ߙߨ) (−ଓ߱)ఈ ,തതതതതതതതതത      ߱ ≥ 0
exp(݅ߙߨ) (ଓ߱)ఈതതതതതതതത,            ߱ < 0

 

  : إذن 

ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)((ݐ)ݑ =௧
ோ න ቀ(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱. (−ଓ߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതቁ 1ாభ

ାஶ

ିஶ
݀߱ 

                                              + න ቀ(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱. (−ଓ߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതቁ 1ாమ

ାஶ

ିஶ
݀߱ 

ଵܧ  حيث:  = {߱ ≥ ଶܧو  {0 = {߱ <   ذن:إ  {0

ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)௧((ݐ)ݑ
ோ = න ቀ(݅߱)ఈℱ൫u(ݐ)൯߱. exp (݅ߨߙ)(ଓ߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതቁ

ାஶ

଴
݀߱ 

+ න ቀ(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱. exp (−݅ߨߙ)(ଓ߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതቁ
଴

ିஶ
݀߱ 

= exp(݅ߨߙ) න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱
ஶ

଴
 

+exp (−݅ߨߙ) න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱
଴

ିஶ
 

( ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)((ݐ)ݑ = (cos(ߨߙ) + i sin(πα)) න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱
ஶ

଴
௧

ோ  

+(cos(ߨߙ) − i sin(πα)) න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱
଴

ିஶ
 

  

( ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶܦ

ఈ ௅మ(ℝ)௧((ݐ)ݑ
ோ = (cos(ߨߙ) න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱

ାஶ

ିஶ
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+i sin(πα) ቈන ห(݅߱)ఈℱ൫ݑ(t)൯߱หଶ݀߱ −
ஶ

଴
න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱

଴

ିஶ
቉ 

  نبرهن:أن  يكفي

      ∫ ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱ =  ∫ ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱଴
ିஶ

ஶ
଴  

ωمن اجل  =   نجد:  ݒ−

න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱
଴

ିஶ
= − න ห(−݅ݒ)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯(−ݒ)หଶ݀ݒ

଴

ஶ
 = න ห(݅ݒ)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯(ݒ)หଶ݀ݒ

ஶ

଴
 

 :إذن

〈 ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ஶܦ

ఈ ௧(ݐ)ݑ
ோ 〉௅మ(ℝ) =  cos(ߨߙ) න ห(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱หଶ݀߱

ାஶ

ିஶ
 

= cos(ߨߙ) 〈(݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱, (݅߱)ఈℱ൫(ݐ)ݑ൯߱〉௅మ(ℝ) 

= cos(ߨߙ)〈 ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, ௧ܦ

ఈ(ݐ)ݑିஶ
ோ 〉௅మ(ℝ)            

= cos(ߨߙ) ‖ ஶିܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ‖௅మ(ℝ)                                          

ଶ  

  الثانية:   تراجحةبنفس الطريقة نثبت الم

αكان   إذا :1.7ة  ظملحو  = ݊ + ଵ
ଶ

݊مع    ∈ ℕ  ,  ݑومن اجل كل ∈  ଴ܥ
ஶ(ܫ)  :اذن ,  

( ஶିܦ
ோ

௧
௡ାଵ

ଶ(ݐ)ݑ, ஶܦ
௡ାଵ

ଶ(ݐ)ݑ௧
ோ )௅మ(ℝ) = ( ஶିܦ

ோ
௧

ଵ
ଶ ൭

݀௡

௡ݐ݀ ൱(ݐ)ݑ  , ஶܦ

ଵ
ଶ (ݐ)ݑ ൭

݀௡

௡ݐ݀ ൱௧(ݐ)ݑ 
ோ )௅మ(ℝ) 

= (
݀
ݐ݀

൭
݀௡

௡ݐ݀ ൱(ݐ)ݑ  , ൭
݀௡

௡ݐ݀  ൱)௅మ(ℝ)(ݐ)ݑ 

=
1
2

൭
݀௡

௡ݐ݀ ൱อ(ݐ)ݑ 
ିஶ

ାஶ

= 0 

αمن اجل كل   : 1.7 خاصية ∈ ℝା،  ݒو ∈   :تطبيق خطي، (ܫ)ଶܮ

௔ܦ
ோ

௧
ఈݑ ∶  ଴ܥ

ஶ(ܫ) ⟶  ℝ                                                                        

  ߮ ⟼ ௔ܦ
ோ

௧
ఈݑ(߮) = න ݑ ௔ܦ

ோ
௧
ఈ߮(ݐ)

௕

௔
 dt )1.14 (  
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 ଴ܥومستمرة على  
ஶ(ܫ).  

௜∈ℕ(௜߮)ليكن  :برهانال ⊂  ଴ܥ
ஶ(ܫ)  :بحيث  

ฮ߮௜
(௠)ฮஶ = sup

୲∈ூ
ห߮௜

(௠)(ݐ)ห  0  ௜⟶ஶ 
 ⟶    , ∀݉ ∈ ℤ;  

݊  من اجل كل ∈ ℕ  حيث ݊ − 1 < ߙ < ݊ :  

| ௔ܦ
ோ

௧
ఈݑ(߮௜)| = ቤන ݑ ௧ܦ

ோ
௕
ఈ

௕

௔
߮௜  dtቤ ≤ ‖௅మ(ோ)‖ݑ‖ ௧ܦ

ோ
௕
ఈ߮௜‖௅మ(ோ) = ‖௅మ(ோ)‖ݑ‖ ௧ܦ

௖
௕
ఈ߮௜‖୐మ(ோ) 

= ௅మ(ோ)‖ݑ‖ ብ
(−1)௡

݊)߁ − (ߙ න
߮௜

(௡)߬
(߬ − ఈି௡ାଵ(ݐ ݀߬

௕

௧
ብ

௅మ(ோ)
 

≲ ௅మ(ோ)ฮ߮௜‖ݑ‖
(௡)ฮஶ ብන

1
(߬ − ఈି௡ାଵ(ݐ ݀߬

௕

௧
ብ

௅మ(ோ)
 

= ௅మ(ோ)ฮ߮௜‖ݑ‖
(௡)ฮஶ

‖(ܾ − ௡ିఈ‖୐మ(ோ)(ݐ → 0,    ݅ → 0 

௔ܦالتطبيق   :1.1 قضية
ோ

௧
ఈܥ  من مستمر  ݑ଴ 

ஶ(ܫ))’ (ܥ) نحو଴ 
ஶ(ܫ))’  .  

α جلأمن  :1.6توطئة   ∈ ℝା ، ıுഀ(ூ) ݎوுഀ(ூ) من االفضاءʫن. ا  

متتالية كوشي    ௡∈ℕ(௡ݑ)ليكن    :برهانال )و   ௡∈ℕ(௡ݑ)ادن    ıுഀ(ூ)هي  ௔ܦ
ோ

௧
ఈ)௡∈ℕ    متتالية كوشي في هم 

.ݑوجد  يومنه  (ܫ)ଶܮ ݓ ∈  : بحيث  (ܫ)ଶܮ

௡ݑ      
      ௅మ(ூ)      
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ   ) 1.15( ݑ  

௔ܦ  
ோ

௧
ఈݑ௡  

      ௅మ(ூ)     
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ   ) 1.16( ݓ  

௔ܦوفي الأخير نثبت 
ோ

௧
ఈݑ௡ =   لدينا:   (1.16) من العلاقة   ݓ

∀߮ ∈  ଴ܥ
ஶ(ܫ): න ௔ܦ

ோ
௧
ఈ

௕

௔
௡߮ dtݑ → න ݓ

௕

௔
߮ dt 

  نتحصل: )1.15( العلاقةو  1.4 توطئة ال حسب 

න ݑ ௔ܦ
ோ

௧
ఈ

௕

௔
௡߮ dtݑ = න ௡ݑ ௔ܦ

ோ
௧
ఈ

௕

௔
(߮) dt → න ݑ ௔ܦ

ோ
௧
ఈ

௕

௔
(߮) dt 

  لدينا:) 13.1(حسب 
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න ௔ܦ
ோ

௧
ఈ

௕

௔
௡߮ dtݑ → ௔ܦ

ோ
௧
ఈݑ(߮) 

௔ܦ : نجد لمن خلال وحدانية الح
ோ

௧
ఈݑ =                     ݓ

              .ʫمانه    ுഀ(ூ)ݎ  بنفس الطريقة نثبت أنه،

଴ ܪ߳ݑ   جلأمن  :1.7توطئة  
భ
మ ,  (ܫ) α ≠ 1 , 0 < ߙ <  لدينا:  2

௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ = ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݑ 

  :  ات تعنيالتوزيعبمعنى 

〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)߮ = 〈 ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)߮ ; ଴ܥ߳߮∀ 

ஶ(ܫ) 

௔ܦ أيضا:
ோ

௧
ఈݑ ϵ ഀିܪ

మ(ܫ). 

߮من اجل كل   )1.1(من خلال  البرهان: ∈ ଴ܥ
ஶ(ܫ) لدينا:  

〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)߮ = ,(ݐ)ݑ〉 ௧ܦ

ோ
௕
ఈ߮(ݐ)〉௅మ(ூ) 

〈 ௔ܦ
ோ

௧

ఈ
ଶ ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)߮ = 〈 ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݑ, ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ߮(ݐ)〉௅మ(ூ) 

  نحصل على: 4.1 توطئةمن خلال 

,(ݐ)ݑ〉 ௧ܦ
ோ

௕
ఈ߮(ݐ)〉௅మ(ூ) = ,(ݐ)ݑ〉 ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ߮(ݐ)〉௅మ(ூ) 

  نجد:  زʪستعمال كوشي شوارت

| ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, |(ݐ)߮ = ቤ〈 ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݑ, ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ߮(ݐ)〉௅మ(ூ)ቤ 

≤ ብ ௔ܦ
ோ

௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݑብ ብ ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ߮(ݐ)ብ

௅మ(ூ)
; ଴ܥ߳߮∀ 

ஶ(ܫ)       

଴ܥ لان
ஶ(ܫ)   ܪكثيف في଴

ഀ
మ(ܫ)  ܸالمذكورة أعلاه لجميع  تراجحةتصح الم ∈ ଴ܪ

ഀ
మ(ܫ)  ك بذل 

௔ܦ
ோ

௧
ఈݑ ∈ ఈିܪ

ଶ(ܫ) 

ܣ ةنستخدم العبار  ترميز: ≲ ܣونقصد đا  ܤ ≤   الدوال.ʬبت موجب مستقل على جميع   ܿحيث  ،ܤ ܿ
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ܣ العبارةونستخدم  ≅ ܣونقصد đا  ܤ ≲ ܤ ≲   .ܣ

اجل  :1.8توطئة   αكل    من  ∈ ℝାحيث  ،  α ≠ ݊ + ଵ
ଶ

.|  النظيمات  هاشبأ    |నಹഀ(಺)
و  ،|. |௖ಹഀ(಺)

 ،
.|و |௥ಹഀ(಺),

.|و ،  |ுబ
ഀ(ூ)نضع: و  ،متكافئين  

|. |నಹഀ(಺)
≅   |. |௥ಹഀ(಺),

≅    |. |௖ಹഀ(಺)
 ≅   |. |ுబ

ഀ(ூ)  

  لدينا: 1.5 من خلال توطئة :برهانال

௖ಹഀ(಺)|ݑ|
= (( ௔ܦ

ோ
௧
ఈ(ݐ)ݑ, ௧ܦ

ோ
௕
ఈ(ݐ)ݑ)௅మ(ℝ))ଵ

ଶൗ = ඥcos(ߙߨ) ‖ ௔ܦ
ோ

௧
஑ݑ‖௅మ(ℝ) 

= ඥcos(ߙߨ) నಹഀ(಺)|ݑ|
 

αأن  بما ∈ ℝା,,α ≠ ݊ + ଵ
ଶ

  لدينا:  

0 < |cos(ߙߨ)| < 1 

 ذن: ا

  ∀α ∈ ℝା, α ≠ ݊ +
1
2

 , ߝ∃ > ߝ   .    0 ≤ |cos(ߙߨ)| ≤ 1 )1.17 (  
  نتحصل على:  

ε|ݑ|నಹഀ(಺)
≤ ௖ಹഀ(಺)|ݑ|

≤ నಹഀ(಺)|ݑ|
⟺ నಹഀ(಺)|ݑ|

≅ ௖ಹഀ(಺)|ݑ|
 

  أن: بنفس الطريقة نثبت 

,௥ಹഀ(಺)|ݑ|
≅ ௖ಹഀ(಺)|ݑ|

 

,௥ಹഀ(಺)|ݑ|  أي: 
≅ ௖ಹഀ(಺)|ݑ|

≅ నಹഀ(಺)|ݑ|
 )1.18 (  

.|للتكافؤ بين  و  |௖ಹഀ(಺)
.|و    |ுబ

ഀ(ூ)  :لدينا  

ுబ|ݑ|
ഀ(ூ) =

௖ಹഀ(಺)|ݑ|

ඥcos(ߙߨ)
 

 نجد:   )1.17( من

௖ಹഀ(಺)|ݑ|  
≤ ுబ|ݑ|

ഀ(ூ) ≤
1

ߝ√
௖ಹഀ(಺)|ݑ|

⟺ ுబ|ݑ|
ഀ(ூ) ≅ ௖ಹഀ(಺)|ݑ|

 )1.19 (  

  نستنتج:  (19.1) و   (18.1)من خلال 

,௥ಹഀ(಺)|ݑ|
≅ ௖ಹഀ(಺)|ݑ|

≅ నಹഀ(಺)|ݑ|
≅ ுబ|ݑ|

ഀ(ூ) 



   الفصل الأول: المفاهيم الأولية

26 
 

αمن اجل :1.9توطئة   ≠ 1,   0 < ߙ < ,ݒ ,   2 ଴ܪ ߳ ݑ

ഀ
మ(ܫ) :لدينا 

  〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)ݒ = ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,(ݐ)ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ(ݐ)ݒ)௅మ(ூ) )1.20 (  

  〈 ௧ܦ
ோ

௕
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)ݒ = ( ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ ,(ݐ)ݑ  ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݒ)௅మ(ூ) )1.21 (  

଴ܪالفضاء تعريف من خلال  البرهان:

ഀ
మ(ܫ)  توجد متتالية ,(ݒ௜)௡∈ℕ ⊂  ଴ܥ

ஶ(ܫ)  :بحيث  

௡ݒ‖ − ‖ݒ
ுబ

ഀ
మ(ூ)

 0௡→  ஶ
⟶       

଴ܪ ௜߳ݒ  ل  من اجل ك

ഀ
మ(ܫ) لدينا: 1.8توطئة الخلال  هومن  

〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)௡ݒ = 〈 ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ(ݐ)ݑ,    ௅మ(ூ)〈(ݐ)௡ݒ

  〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)௡ݒ = ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,(ݐ)ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ௡(ݐ))௅మ(ூ)  )1.22 (  

  ومن جهة أخرى:

|〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈݑ, 〈௡ݒ − 〈 ௔ܦ

ோ
௧
ఈݑ, |〈ݒ = |〈 ௔ܦ

ோ
௧
ఈݑ, ௡ݒ − |〈ݒ ≲ ௡ݒ‖ − ‖ݒ

ுబ

ഀ
మ(ூ)

 0௡→  ஶ
⟶      

  نجد: 1.9توطئة المن خلال طريقة كوشي شوارتز و 

ቤ( ௔ܦ
ோ

௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ௡)௅మ(ூ) − ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ)௅మ(ூ)ቤ = ቤ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ(ݒ௡ −   ௅మ(ூ)ቤ((ݒ

ቤ( ௔ܦ
ோ

௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ௡)௅మ(ூ) − ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ)௅మ(ூ)ቤ ≤ ብ ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶݑብ

௅మ(ூ)
ብ ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶ(ݒ௡ − ብ(ݒ

௅మ(ூ)

 

= ብ ௔ܦ
ோ

୲

ఈ
ଶݑብ ௡ݒ| − ௖|ݒ

ౄ
ಉ
మ (౅)

   

≲ ብ ௔ܦ
ோ

௧

ఈ
ଶݑብ ௡ݒ| − |ݒ

ு
ഀ
మ (ூ)

  

ቤ( ௔ܦ
ோ

௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ௡)௅మ(ூ) − ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ)௅మ(ூ)ቤ ≲ ብ ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶݑብ ௡ݒ‖ − ‖ݒ

ு
ഀ
మ (ூ)

 

  نجد: )1.22(من العلاقة 

ቤ〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)௡ݒ − ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ)௅మ(ூ)ቤ ≲ ብ ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶݑብ ௡ݒ‖ − ‖ݒ

ு
ഀ
మ (ூ)
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݊لما ʪلمرور إلى النهاية  →   نجد  ∞+

ቤ〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)ݒ − ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ)௅మ(ூ)ቤ ≲ 0 

  إذن نتحصل على

ቤ〈 ௔ܦ
ோ

௧
ఈ(ݐ)ݑ, 〈(ݐ)ݒ − ( ௔ܦ

ோ
௧

ఈ
ଶ ,ݑ  ௧ܦ

ோ
௕

ఈ
ଶݒ)௅మ(ூ)ቤ = 0 

  .)1.21( بطريقة مماثلة نتحصل على ،)1.20( وفي الأخير نجد العلاقة

,ܽ] مستمرة تماما على اĐال   ݑمن اجل كل دالة  :1.10توطئة     :لدينا[ܾ

(ݐ)ݑ   ௔ܦ
஼

௧
ఈ(ݐ)ݑ ≥

1
2

௔ܦ
஼

௧
ఈݑଶ(ݐ), 0 < ߙ < 1 )1.23 (  

    :برهانال

  على الشكل التالي: )1.23( تراجحةيمكننا إعادة كتابة الم )1.4( من خلال المعادلة

(ݐ)ݑ ௔ܦ
஼

௧
ఈ(ݐ)ݑ −

1
2

௔ܦ
஼

୲
ఈݑଶ(ݐ) =

1
1)߁ − (ߙ (ݐ)ݑ න

(߬)′ݑ
ݐ) − ߬)ఈ ݀߬ −  

1
1)߁2 − (ߙ න

(߬)′ݑ(߬)ݑ2
ݐ) − ߬)ఈ ݀߬

௧

௔

௧

௔
 

=
1

1)߁ − (ߙ න
(߬)′ݑ(߬)ݑ − (߬)ݑ

ݐ) − ߬)ఈ ݀߬   
௧

௔
 

=
1

1)߁ − (ߙ න
(߬)′ݑ

ݐ) − ߬)ఈ න (ߝ)′ݑ
௧

ఛ
  ߬݀ ߝ݀ 

௧

௔
 

1
1)߁ − (ߙ න (ߝ)′ݑ

௧

଴
ߝ݀  න

(߬)′ݑ
ݐ) − ߬)ఈ ݀߬ = ߉

ఌ

଴
 

  قيمة موجبة حيث: ϩΛخذ التكامل  ،موجب  Λالتكامل أن  للإثبات هذه التوطئة يكفي اثبات

Λ =
1

1)߁ − (ߙ න ݐ) − ఈ(ߝ
௧

଴

(ߝ)′ݑ
ݐ) − ఈ(ߝ ߝ݀ න

(߬)′ݑ
ݐ) − ߬)ఈ ݀߬

ఌ

଴
 

=
1

1)߁2 − (ߙ න ݐ) − ఈ(ߝ
௧

଴

݀
ߝ݀

ቆන
(߬)′ݑ

ݐ) − ߬)ఈ ݀߬
ఌ

଴
ቇ

ଶ

 ߝ݀

Λ =
1

1)߁2 − (ߙ
ݐ) − ఈ(ߝ ቆන

(߬)′ݑ
ݐ) − ߬)ఈ ݀߬

ఌ

଴
ቇ

ଶ

ඉ
ఌୀ଴

ఌୀ௧

+
ߙ

1)߁2 − (ߙ න ݐ) − ఈିଵ(ߝ
௧

଴
ቆන

(߬)′ݑ
ݐ) − ߬)ఈ ݀߬

ఌ

଴
ቇ

ଶ

 ߝ݀
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Λ =
ߙ

1)߁2 − (ߙ න ݐ) − ఈିଵ(ߝ
௧

଴
ቆන

(߬)′ݑ
ݐ) − ߬)ఈ ݀߬

ఌ

଴
ቇ

ଶ

ߝ݀ ≥ 0 

  الطاقة متراجحةطريقة  6.1
وتسمى   ،معادلة تفاضلية الجزئيةسألة  الحل لم  وحدانيةالطاقة هي تقنية فعالة لدراسة وجود و   متراجحةطريقة  

وجود ثبت  نأن  يمكن    ، حيث الطريقة لها ميزة متفوقة  ههذ  ،كذلك طريقة التحليل الدالي أو طريقة التقديرات المسبقة
صعوبة هذه  تكمن   ،وحدانيةلمباشرة  خلال مترجحة الطاقة التي تعطينا تقديرا مسبقا للحل ونتيجة  لة من سأل المح

يمكن تلخيص مخطط الطريقة على   ،ݑܯوفي اختيار معامل الضرب   ،ܨو     ܧوالالد  اتاءفي اختيار فضالطريقة  
 النحو التالي:

 : شكل معادلة المؤثر علىأولا نكتب المسألة  .1

ݑܮ   = ℱ  ,    ݑ ∈   ) 1.24( (L)ܦ
  الذي يتم اختيارهم بشكل مناسب. ܨ يلبرتيالهالى الفضاء  ܧمن الفضاء بناخ  ܮحيث المؤثر 

 .ݑ حلثم نضع تقدير أولي لل .2
 .ܨفي الفضاء  ܮلمؤثر صورة ا ثم نثبت كثافة مجموعة قيم .3

  بتعبير أدق، نتبع في هذا العمل المخطط التالي: 
  : الطاقة من النوع متراجحةنثبت أولا 

ா‖ݑ‖   ≤   ) ி )1.25‖ݑܮ‖݇
المسألة   بضرب معادلةالمتمثل في المتراجحة السابقة  يتم الحصول على هذا النوع من التقدير المسبق  

أو مشتقاēا) المحددة   ݑ  الدالةيحتوي على  (  ݑܯ  ليتفاض  يتكامليعتبر مؤثر    والذي  ݑܯفي معامل ضرب  
  ்ܳ:في مجال

  هو أمر أساسي، تمليه المعادلة وشروط الحدود. ݑܯ معامل الضرباختيار 
  : المعادلة وʪلتالي فإن حل، ܮ يقبل الإغلاق  من  ܧ الىܨ ܮ المؤثرأن  نوضح، بعد ذلك

ݑܮ   = ℱ,   ݑ ∈   ) ൯ )1.26ܮ൫ܦ
  .للمسألة المدروسةيسمى الحل القوي المعمم 

  ، أي: ܮإلى ) 1.25(سيتم تمديد التقدير  ،ʪلمرور إلى النهاية

ா‖ݑ‖ ≤ ݇ฮLݑฮி         
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  . )1.27(  حل المعادلة وحدانية وʪلتالي، فإننا نستنتج 
൫L൯ܴو  ،ܨ  مغلقة في  ܮ  المؤثرنظراً لأن صورة   = في    (ܮ)ܴفإن تحديد كثافة اĐموعة    ،(ܮ)ܴ

  .)1.26( سألةيضمن وجود حل قوي للم  ܨ



 

30 
 

جزئية كسرية معادلة تكافئية لمسألة  الحل وحدانيةوجود و : نيالفصل الثا   2
  نمع شروط نيوما

  مقدمة 1.2
مع  ذات قطع مكافئ  جزئية كسرية    تفاضليةمعادلة  ثبات وجود الحل ووحدانيته لمسألة  لإيهدف هذا الفصل  

  .نيومان ʪستخدام طريقة متراجحة الطاقة حدية من نوع شروط

  مسألة  2.2
ߗليكن   = ்ܳ يدان  والم  (0,1) = ߗ × (0, ܶحيث:  (ܶ < 0و ،  ∞+ < α < 1    ,ܽ, ܾ >

  نيومان التالية: سألةحل م درس. لن0

(ܲ)      

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݑ଴
஼ − ܽ

∂ଶݑ
ଶݔ∂ + ݑܾ = ሚ݂                          ∀(ݔ, ்ܳ ߳ (ݐ

,ݔ)ݑ 0) = (0,1) ߳ ݔ∀                                        (ݔ)߮
ݑ∂
∂x

(0, (ݐ =
ݑ∂
∂x

(1, (ݐ = ,0)߳ݐ∀                        0 ܶ)

   

  عادلة التفاضلية الجزئية الكسرية التالية من النوع قطع مكافئنعتبر الم

ℒݑ = ௧ܦ
ఈݑ଴

஼ − ܽ பమ௨
பమ୶

+ ݑܾ = ሚ݂                                     

  مع الشرط الابتدائية  

ℓݑ = ,ݔ)ݑ 0) = ,   (ݔ)߮  (0,1) ߳ ݔ

  وشرط نيومان 

ݑ∂
∂x

(0, (ݐ =   
ݑ∂
∂x

(1, (ݐ = ,0)߳ݐ∀                     0 ܶ)   

 تحقق شروط التوافق: ߮والدالة  ،دوال معروفة ߮ و  ෩ ݂، وأعداد  معطاة  ܾو aحيث تكون  

߲߮
ݔ߲

(0) =
߲߮
ݔ߲

(1) = 0   

  بعملية تبديل المتغير كالتالي: منقو 

,ݔ)ݒ (ݐ = ,ݔ)ݑ (ݐ − (ݔ)߮ ⟹ ,ݔ)ݑ (ݐ = (ݔ)߮ + ,ݔ)ݒ  (ݐ

  إذن نتحصل على:
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( ଵܲ)      

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݒ଴
஼ − ܽ

∂ଶݒ
∂ଶݔ

+ ݒܾ = ሚ݂                  ∀(ݔ, ்ܳ  ߳ (ݐ

,ݔ)ݒ    0) = (0,1) ߳ ݔ∀                                    0
ݒ∂
ݔ∂

(0, (ݐ =
ݒ∂
ݔ∂

(1, (ݐ = ,0)߳ݐ∀             0 ܶ)

   

  بحيث:  

  ℒݒ = ௧ܦ
ఈݔ)ݒ, ଴(ݐ

஼ − ܽ
∂ଶݔ)ݒ, (ݐ

∂ଶx
+ ,ݔ)ݒܾ (ݐ = ,ݔ)݂   )2.1( (ݐ

  مع الشرط الابتدائية: 

  ℓݑ = ,ݔ)ݒ 0) =   )2.2( (0,1) ߳ ݔ ∀    ;0
 شرط نيومان:و 

ݒ߲  
ݔ߲

(0, (ݐ =   
ݒ߲
ݔ߲

(1, (ݐ = ,0) ߳ ݐ∀     ;0 ܶ) )2.3(  

  حيث:  

,ݔ)݂ (ݐ = ሚ݂(ݔ, (ݐ + ܽ
∂ଶ߮(ݔ, (ݐ

∂ଶx
− ,ݔ)ܾ߮  (ݐ

  التقدير المسبق للحل 3.2
  لتكن الكتابة اĐردة للمسألة كالتالي: 

ݒܮ   = ℱ )2.4(  
ܮحيث   = (ℒ, ℓ)  ال مجال  دالة   ،(ܮ)ܦتعريف  مع  من  تحقق     (்ܳ)ଶܮ߳ ݒويتكون  التي 

، డ௩
డ௫

பమ௩و (்ܳ)ଶܮ߳
பమ୶

௧ܦو  (்ܳ)ଶܮ߳
ఈݒ଴

஼   شروط الحدية للمسألة المعطاة.ال قق وتح (்ܳ)ଶܮ߳

  نظيم: لزود ʪالم (ܮ)ܦ߳ ݒدالة المتكون من فضاء بناخ  ܧحيث  ، ܨإلى ܧمن  ܮالمؤثر 

ா‖ݒ‖
ଶ = ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

஼ ብ
௅మ(ொ೅)

ଶ

+ ฯ
ݒ߲
ݔ߲

ฯ
௅మ(ொ೅)

ଶ

+ ௅మ(ொ೅)‖ݒ‖
ଶ  

ℱفضاء هيلبرت الذي يتكون من جميع العناصر ܨ  = (݂,   نظيم: لزود ʪالم (0

‖ℱ‖ி
ଶ = ‖݂‖௅మ(ொ೅)

ଶ  

  لدينا المتراجحة التالية: (ܮ)ܦ ߳ ݒمن اجل كل دالة  :2.1 نظرية
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ா‖ݒ‖   ≤   )ி )2.5‖ݒܮ‖݇
  . ݒʬبت موجب مستقل عن ݇ حيث 

  ) في الدالة: 2.1نضرب المعادلة ( :البرهان

ݒܯ =  ݒ

ఛܳونكامل على اĐال  = (0,1) × (0, τ)   معτ ϵ(0,  :نحصل على  (ܶ

න ℒݔ)ݒ, .(ݐ ,ݔ)ݒܯ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= න [ ௧ܦ
ఈݒ଴

஼ ,ݔ) (ݐ − ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, (ݐ + ,ݔ)ݒܾ .[(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

= න ௧ܦ
ఈݒ଴

஼ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

− න ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

+ න ,ݔ)ݒܾ .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

= න ,ݔ)݂ .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

,ݔ)ݒبما أن    لدينا: 0) = ௧ܦفإن    0
ఈݑ = ௧ܦ

ఈݑ଴
ோ

଴
஼،  اعتماد على مشتقات ريمان ليوفيل    ومنه من خلال

  نتحصل على:وعليه  ،في دراسة الحل

න ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= 〈 ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ   ௅మ(ொఛ)〈(ݐ

  نجد 1.7 توطئةمن خلال 

න ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= 〈 ௧ܦ

ఈ
ଶ ௧ܦ

ఈ
ଶ

଴
ோ ଴ݒ

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ  ௅మ(ொఛ)〈(ݐ

  1.3 توطئة  لنستعمل

න ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= 〈 ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ௕ܦ

ఈ
ଶ

௧
ோ ,ݔ)ݒ  ௅మ(ொఛ)〈(ݐ

  1.18حسب التعريف 

න ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= ௖ಹഀ(಺)|ݒ|
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     نجد 1.8 توطئة ال حسب 

  න ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ௔

ோ ብ   ≅ పಹഀ(಺)|ݒ|
   )2.6(  

  ولدينا

− න ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= − න න ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ଵ

଴

ఛ

଴
 

ʪ لتجزئة ستعمالʪ لنسبة للمتغير التكاملʪال ݔ علىĐنتحصل على: [0,1] ا  

− න ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= − න[ܽݔ)ݒ, ,ݔ)ݒ௫߲(ݐ ௫ୀ଴[(ݐ
୶ୀଵ݀ݐ + න න ܽ(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ

ఛ

଴

ଵ

଴

ఛ

଴

 

  )2.3) و(2.2( شروط الحديةمن ال

  − න ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

= න ܽ(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ
ொഓ

 )2.7(  

  نجد: )2.7) و(2.6(من 

ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ብ
௅మ(ொഓ)

ଶ

+ න ܽ(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ
ொഓ

+  න ,ݔ)ଶݒܾ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

≅ න ൫ ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) (ݐ − ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, (ݐ + ,ݔ)ݒܾ .൯(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

= න ,ݔ)݂ .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

  نجد:   ℰل ʪستعمال متراجحة كوشي شوارتز 

න ,ݔ)݂ .(ݐ ,ݔ)ݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

     ≤
1

2ℰ
න ,ݔ)݂| ݐ݀ݔଶ݀|(ݐ

ொഓ

+
ℰ
2

න ,ݔ)ݒ| ݐ݀ݔଶ݀|(ݐ
ொഓ

 

  إذن نجد:
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ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ብ
௅మ(ொഓ)

ଶ

+ න ܽ(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ
ொഓ

+  න ,ݔ)ଶݒܾ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

≤
1

2ℰ
න ,ݔ)݂| ݐ݀ݔଶ݀|(ݐ

ொഓ

+
ℰ
2

න ,ݔ)ݒ| ݐ݀ݔଶ݀|(ݐ
ொഓ

 

    نتحصل:

ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ብ
௅మ(ொഓ)

ଶ

+ න ܽ(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ
ொഓ

+  ൬ܾ −
ℰ
2

൰ න ,ݔ)ଶݒ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 

≤
1

2ℰ
න ,ݔ)݂| ݐ݀ݔଶ݀|(ݐ

ொഓ

 

  : اإذن كل الحدود موجبة، لدين

  ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ብ
௅మ(ொഓ)

ଶ

≤
1

2ℰ
‖݂‖௅మ(ொഓ)

ଶ  )2.8(  

  :امن جهة أخرى، لدين

න ܽ(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ
ொഓ

≤
1

2ℰ
‖݂‖௅మ(ொഓ)

ଶ  

ฯ  ومنه:
ݒ߲
ݔ߲

ฯ
௅మ(ொഓ)

ଶ

≤   
1

2ℰܽ
‖݂‖௅మ(ொഓ)

ଶ  )2.9(  

௅మ(ொഓ)‖ݒ‖ولدينا أيضا
ଶ ≤   

1

2ℰ(ܾ − ℰ
2)

‖݂‖௅మ(ொഓ)
ଶ    )2.10 (  

  
  نجد: )2.10و( )2.9) و(2.8( من

ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ብ
௅మ(ொഓ)

ଶ

+ ‖߲௫ݒ‖௅మ(ொഓ)
ଶ + ௅మ(ொഓ)‖ݒ‖

ଶ ≤  
1

2ℰ
ቌ1 +

1
ܽ

+
1

(ܾ − ℰ
2)

ቍ ‖݂‖௅మ(ொഓ)
ଶ  

 نتحصل على: 

 ฯ ௧ܦ

ഀ
మݒ଴

ோ ฯ
௅మ(ொഓ)

ଶ

+ ቛడ௩
డ௫

ቛ
௅మ(ொഓ)

ଶ
+ ௅మ(ொഓ)‖ݒ‖

ଶ ≤ ௅మ(ொഓ)‖݂‖ܭ
ଶ ≤ ௅మ(ொ೅)‖݂‖ܭ

ଶ 
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ܭ  حيث: =  ଵ
ଶℰ

ቆ1 + ଵ
௔

+ ଵ

(௕ିℰ
మ)

ቇ 

ݐالنهاية  نمر إلى  أن    نستطيع،  ߬الطرف الأيمن من المتراجحة مستقل عن  أن    بما →  في الطرف الأيسر من   ܶ
  :نتحصلالمتراجحة ف

ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ብ
௅మ(ொ೅)

ଶ

+ ฯ
ݒ߲
ݔ߲

ฯ
௅మ(ொ೅)

ଶ

+ ௅మ(ொ೅)‖ݒ‖
ଶ ≤ ௅మ(ொ೅)‖݂‖ܭ

ଶ  

   وفي الأخير نجد:

ா‖ݒ‖ ≤ ݇‖ℱ‖ி 

݇ بحيث                                       =   ܭ√

  وحدانية الحل اثبات 4.2
ா‖ݒ‖المتراجحة   :2.1نتيجة  ≤ ݇‖ℱ‖ி .تعطي وحدانية الحل  

  كما يلي:وذلك   البرهان:

  حلين للمعادلة إذن:ଵݒ وଶݒ أن   لنفترض

൜ݒܮଵ = ℱ
ଶݒܮ = ℱ ⟹ ଵݒ)ܮ − (ଶݒ = 0 

  ومنه

ଵݒ‖ − ଶ‖ாݒ
ଶ ≤ ܿ‖0‖ி

ଶ = 0 ⟹ ଵݒ‖ −   ଶ‖ாݒ
ଶ  ≤ 0 ⟹ ଵݒ =  ଶݒ

  مما يعطي وحدانية الحل. 

  .ܧالآن لنبرهن وجود الحل في 

  للغلق.ܮ من ܧ إلى ܨ  قابل  المؤثر  :2.1قضية 

⊃لتكن  البرهان:   متتالية بحيث:   {௡ݒ} (ܮ)ܦ

௡ݒ         ா       
ሱ⎯⎯⎯ሮ 0     )2.11 (  

௡ݒܮ             ி       
ሱ⎯⎯⎯ሮ (݂, 0) )2.12 (  

  لنثبت أن:    
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݂ ≡ 0       

  يستلزم أن:  ܨفي  0 نحو ௡ݒتقارب  

௡ݒ      ൫஼బ
ಮ(ொ೅)൯ˊ    

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 0        )2.13 (  
حالة خاصة للمشتقة  (، والمشتقة من الدرجة الأولى  )1.1ة  قضيحسب  (من استمرارية الاشتقاق الكسري  

଴ܥ൫  من  )الكسرية
ஶ(்ܳ)൯ˊ   في൫ܥ଴

ஶ(்ܳ)൯ˊ  تستلزم: )2.12(  إذن   

  ℒݒ௡   ൫஼బ
ಮ(ொ೅)൯ˊ  

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 0 )2.14 (  
  تستلزم:   (்ܳ)ଶܮفي  ݂نحو  ௡ݒܮʪلإضافة إلى ذلك، فأن تقارب 

  ℒݒ௡   ൫஼బ
ಮ(ொ೅)൯ˊ   

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݂ )2.15 (  
଴ܥ൫بفضل وحدانية النهاية في

ஶ(்ܳ)൯ˊ  أن:  ) 2.15) و(2.14( نستنتج من  

݂ ≡ 0    

  قابل للغلق. ܮإذن المؤثر 

 ممكنة، ومنه لدينا حل المعادلة:   D(L)المعرف على أصغر مجموعة   Lقابل للغلق في     Lليكن  :2.1تعريف  

ݒܮ = ℱ  

  .) 2.3(-)2.1( نقول أنه حل قوي للمسألة

  متراجحة الطاقة تعطي النتائج التالية:

ℱأي أنه مرتبط ʪستمرار بـ  )2.3(-)2.1( للمسألةالحل القوي  :2.2نتيجة  ∈  .ܨ

൫L൯ܴ:  2.3نتيجة  =   .(ܮ)ܴ

  البرهان:  

 :(ܮ)ܴ الاحتواء الأول ⊂  ܴ൫L൯ .  

ࣴليكن  ∈  بحيث:  (ܮ)ܴتتكون من مجموع عناصر  ܨمن  ௡ఢℕ{௡ࣴ}إذن يوجد سلسلة كوشي (ܮ)ܴ

 lim
௡→ାஶ

ࣴ௡ = ࣴ  

௡ݒعلى الشكل   يوجد تسلسل مطابقةإذن   ∈   بحيث:  (L)ܦ 

௡ݒܮ = ࣴ௡ 
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  نتحصل على: (5.3) من المتراجحة 

ฮݒ௣ − ௤ฮݒ
ா

≤ ݇ฮݒܮ௣ − ௤ฮݒܮ
ி

⟶ ,݌         لما          0 ݍ → +∞        

، وʪلتالي يوجد E، هو متتالية كوشي في  ௡ఢℕ{௡ݒ}أن    استنتاج  نإلى اللاĔاية، يمك  ݍ و݌عندما تؤول  
ݒ ∈ limبحيث:    ܧ

௡→ାஶ
௡ݒ =   كان:  إذا) Lتعريف حسب ال، (ܧفي   ݒ

lim
௡→ାஶ

௡ݒܮ = lim
௡→ାஶ

ࣴ௡ = ࣴ    

lim و 
௡→ାஶ

Lݒ௡ = ݒLمغلق، إذن  Lو ࣴ = ࣴ.  

  تحقق أن:   الدالة 

∋ ݒ ;  ൫L൯ܦ   Lݒ = ࣴ   

ࣴبذلك  ∈ ܴ൫L൯    :إذن  

(ܮ)ܴ ⊂  ܴ൫L൯ 

ليس ʪلضرورة (أي فضاء جزئي ʫم من الفضاء المتري  (مغلق لأنه فضاء ʫم    ൫L൯ܴأن    الحالة نستنتج  هذهفي  
  .)مغلق) ʫم

 :الاحتواء الثاني ܴ൫L൯ ⊂   .(ܮ)ܴ

ࣴليكن  ∈ ܴ൫L൯  إذن يوجد تسلسل كوشي{ࣴ௡}௡  موعة   ܨفيĐܴتتكون من عناصر ا൫L൯  :بحيث  

lim
௡→ାஶ

ࣴ௡ = ࣴ 

ࣴأو  ∈ ܴ൫ܮ൯  ܴلأن൫L൯  ܴإذن  ܨهو مجموع جزئي مغلق من الفضاء التام൫L൯  .مʫ  

௡(௡ݒ)إذن يوجد متتالية مطابقة   ∈ ܴ൫L൯  :بحيث  

௡ݒܮ = ࣴ௡ 

  نتحصل على: (5.3) من المتراجحة

ฮݒ௣ − ௤ฮݒ
ா

≤ ݇ฮݒܮ௣ − ௤ฮݒܮ
ி

⟶ ,݌         لما          0 ݍ → +∞        

، وʪلتالي يوجد E، هو متتالية كوشي في  ௡ఢℕ{௡ݒ}أن    استنتاج  نإلى اللاĔاية، يمك  ݍ و݌عندما تؤول  
ݒ ∈ limبحيث:    ܧ

௡→ାஶ
௡ݒ =   كان:  إذا) Lتعريف حسب ال، (ܧفي   ݒ
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௡{(௡ݒ)} تتالية مطابقةمجد تو مرة أخرى  ∈   بحيث:  (ܮ)ܴ 

௡ݒܮ = ;(ܮ)ܴ  على   ௡ݒܮ ∀݊߳ℕ   

lim                           لذا:
௡→ାஶ

௡ݒܮ = ࣴ  

ࣴ ʪلتالي:  ∈  إذن نستنتج:  (ܮ)ܴ

 ܴ൫L൯ ⊂  (ܮ)ܴ

 وجود الحل    5.2
 أي إثبات أن معامد صورة المؤثر يساوي الصفر،   ، ܨكثيف في    (ܮ)ܴأن    اثبات  اعلين  ،لإظهار وجود الحلول

  نظرية التالية:لومن أجل ذلك نحتاج ل

ωإذن من أجل    1.3  نظريةتحققت شروط    إذا  :2.2  نظرية ∈ ݒومن أجل كل    (்ܳ)ଶܮ ∈   (ܮ)ܦ
  لدينا:

  න ℒݒ. ߱ ݔ݀ ݐ݀ = 0  
ொ೅

 )2.16 (  

߱إذن  = 0.  

  معرف كما يلي: ܨ  ل السلمي  الجداءاثبات 

,ݒܮ) ܹ)ி =  න ℒݒ. ߱ ݔ݀ ݐ݀
ொ೅

, ܹ = ( ߱.            (ܮ)ܦ ߳(0

  المساواة السابق على النحو التالي:  يمكن كتابة المتراجحة

  න [ ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) (ݐ − ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, (ݐ + ,ݔ)ݒܾ .[(ݐ ݐ݀ݔ݀߱ = 0 
ொ೅

 )2.17 (  

డ௩ و   (்ܳ)ଶܮ߳ ݒدالة  الحيث  
డ௫

பమ௩و   (்ܳ)ଶܮ߳
பమ୶

௧ܦو  (்ܳ)ଶܮ߳
ఈݒ଴

஼ شروط  القق  ويح  (ܶܳ)ଶܮ߳
  نتحصل على المتراجحة التالية: )2.17(  الحدية للمسألة المعطاة، ومن

  න ൫ ௧ܦ
ఈݒ଴

ோ ,ݔ) .(ݐ ,ݔ)߱ (ݐ − ߲ܽ௫௫ݔ)ݒ, .(ݐ ,ݔ)߱ (ݐ
ொ೅

+ ,ݔ)ݒܾ .(ݐ ,ݔ)߱ ݐ݀ݔ൯݀(ݐ = 0   
)2.18 (  
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  : كما يلي  vبدلالة  ωنعطي الدالة  )2.18(  ومن المتراجحة

  ߱ =   ) 2.19(  ݒ
∋إذن      نتحصل على: وʪستعمال التكامل ʪلتجزئة) 2.19في ()  2.18( بتعويضو  ߱   (்ܳ)ଶܮ 

න ቆ ௧ܦ

ఈ
ଶݔ)ݒ, ଴(ݐ

ோ ቇ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ೅

+ න ,ݔ)ଶݒܾ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ೅

= − න ܽ(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ
ொ೅

 

≤ − න(߲௫ݔ)ݒ, ݐ݀ݔଶ݀((ݐ ≤ 0
ொ೅

 

∫اذن:  ൬ ௧ܦ

ഀ
మݔ)ݒ, ଴(ݐ

ோ ൰
ଶ

ொ೅ݐ݀ݔ݀
+ ∫ ,ݔ)ଶݒܾ ொ೅ݐ݀ݔ݀(ݐ

 ≤ 0                  

∫معناه: ൬ ௧ܦ

ഀ
మݔ)ݒ, ଴(ݐ

ோ ൰
ଶ

ொ೅ݐ݀ݔ݀
+ ∫ ,ݔ)ଶݒ ொ೅ݐ݀ݔ݀(ݐ

 ≤ 0                  

ብ ௧ܦ

ఈ
ଶݒ଴

ோ ብ
௅మ(ொ೅)

ଶ

+ ௅మ(ொ೅)‖ݒ‖
ଶ ≤ 0   

௅మ(ொ೅)‖ݒ‖
ଶ = 0 

ࣴ  إذن  = ߱مما يعطي   ்ܳفي   0 =   .2.2 نظريةوهذا يثبت   ்ܳفي   0
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غير خطية    معادلة تكافئيةلمسألة ضعيف   حل ووحدانيةوجود  : الفصل الثالث  3
  تكامل من النوع الثاني ع شرطسرية مك

  مقدمة:  1.3
مع    غير خطية  جزئية كسرية  تفاضلية  معادلة  لمسألة  تهووحداني  ضعيف  ثبات وجود حللإيهدف هذا الفصل  

   .تكرارية، معتمدا على نتائجʪستخدام طريقة  الثاني صنفتكامل من الشرط دريكلي و  شرط

  سألة عرض الم 2.3
ܳ يدانالم ليكن = (0,1) × (0, ܶحيث:   (ܶ < 0و،  ∞ < α < 1،  ܽ, ܾ > المسألة    تكن. ل0

  غير الخطية التالية: 

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݑ଴
஼ − ௫௫ݑܽ + ݑܾ = ,ݔ)݂ ,ݐ ,ݑ ,ݔ)∀   ,(௫ݑ ,Q ߳ (ݐ
,ݔ)ݑ 0) = ,(0,1) ߳ ݔ∀                                        ,(ݔ)߮
,0)ݑ (ݐ = ,0) ߳ ݐ∀                                              ,0 ܶ),

,௫(1ݑ (ݐ = න ,ݔ)ݑ ,ݔ݀(ݐ
ଵ

଴
,0) ߳ ݐ∀                       ܶ).

  )3.1(  

∋ ݂أن   نفرض < ݇ يوجد :أي ،لبشيزية (ܳ)ଶܮ    ʬبت بحيث:  0 

  
,ݔ)݂‖ ,ݐ ,ݑ (௫ݑ − ,ݔ)݂ ,ݐ ,ݒ  ௫)‖௅మ(ொ)ݒ

≤ ݇൫‖ݑ − ௅మ(ொ)‖ݒ + ௫ݑ‖ −  ௫‖௅మ(ொ)൯ݒ
, ,ݑ∀ ,௫ݑ ,ݒ ௫ݒ ∈  .(ܳ)ଶܮ 

)3.2(  

  ةرافقة الخطية المسأل دراسة الم 3.3
ܳ  الميدان ليكنمن أجل  = (0,1) × (0, ܶمع  (ܶ < ∞ .  

  الآتية:  ) 3.1للمسألة ( طية المرافقةلتكن المسألة الخ

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݑ଴
஼ − ௫௫ݑܽ + ݑܾ = ,ݔ)݂ ,ݔ)∀                     ,(ݐ ,Q ߳ (ݐ
,ݔ)ݑ 0) = ,(0,1) ߳ ݔ∀                                                 ,(ݔ)߮
,0)ݑ (ݐ = ,0) ߳ ݐ∀                                                       ,0 ܶ),

,௫(1ݑ (ݐ = න ,ݔ)ݑ ,ݔ݀(ݐ
ଵ

଴
,0) ߳ ݐ∀                                ܶ).

  )3.3(  

  :التالي لعلى شك )3.3ة المعادلة الخطية (كتاب  حيث يمكن

  ℒݑ = ௧ܦ
ఈݑ଴

஼ − ௫௫ݑܽ + ݑܾ = ݂. )3.4(  
  الشرط الابتدائية  مع 
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  ℓݔ)ݑ, 0) = ,ݔ)ݑ 0) = ,(ݔ)߮   )3.5( .(0,1) ߳ ݔ∀
  دريكلي الحدي من نوع شرطالو 

,0)ݑ   (ݐ = 0, ,0)߳ݐ∀ ܶ).  )3.6(  
  الثاني نفصتكامل من الالحدي من نوع شرط الو 

,௫(1ݑ   (ݐ = න ,ݔ)ݑ ,ݔ݀(ݐ
ଵ

଴
,0)߳ݐ∀ ܶ). )3.7(  

  ʪستعمال طريقة فصل المتغيرات  )3.3(  حل المسألة 4.3
  لتكن المسٍألة الخطية المتجانسة المرفقة التالية:

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݑ଴
஼ − ௫௫ݑܽ + ݑܾ = ,ݔ)∀                                        ,0 ,Q ߳ (ݐ
,ݔ)ݑ 0) = ,(0,1) ߳ ݔ∀                                                        ,(ݔ)߮
,0)ݑ (ݐ = ,0) ߳ ݐ∀                                                              ,0 ܶ),

,௫(1ݑ (ݐ = න ,ݔ)ݑ ,ݔ݀(ݐ
ଵ

଴
,0) ߳ ݐ∀                                         ܶ).

  )3.8(  

  من الشكل:تقبل حلا   )3.8( المسألةأن  يمكننا Ϧكيد

,ݔ)ݑ   (ݐ =   )3.9( (ݐ)ܻ(ݔ)ܺ
  يلي:  نجد ما )3.8( في المسألة )3.9( بتعويض العلاقة

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈܻ. ܺ −଴
஼ ܽ ܺᇱᇱ. Y + ܾ ܺ. ܻ = 0,                   
(0)ܻ(ݔ)ܺ = ,(0,1) ߳ ݔ∀                        ,(ݔ)߮
(ݐ)ܻ(0)ܺ = ,0) ߳ ݐ∀                                ,0 ܶ),

ܺᇱ(1)ܻ(ݐ) = න       ,ݔ݀(ݐ)ܻ(ݔ)ܺ
ଵ

଴
,0)߳ݐ∀ ܶ).

  )3.10 (  

ߣ ومنه من أجل >   : نجد أن 0

௧ܦ  
ఈܻ଴

஼

ܻ
= ܽ

ܺᇱᇱ

ܺ
− ܾ =   ) 3.11( ,ߣ−

  :يوفيللن ير تسمسألة أن  نبدأ ϵثبات

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ܺᇱᇱ(ݔ) +

 ߤ
ܽ

(ݔ)ܺ = 0,

ܺ(0) = 0,                     

ܺᇱ(1) = න .ݔ݀(ݔ)ܺ
ଵ

଴
  

 )3.12 (  

ߤمع  = ܾ −   :تقبل الحل التالي ߣ
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(ݔ)ܺ   = cos ܣ ቆට
ߤ
ܽ

ቇݔ + ܤ sin ቆට
ߤ
ܽ

  ) ቇ )3.13ݔ

   .عددين حقيقيين كيفيين ܤو  ܣأن   حيث 

ʪܺ(0)ستعمال شرط ديريكلي  =   : نجد أن 0

= ܣ   0. )3.14 (  
  ومنه ينتج 

(ݔ)ܺ   = ܤ sin ቆට
ߤ
ܽ

  ) ቇ )3.15ݔ

ᇱ(1)ܺ  وʪستعمال الشرط التكامل = ∫ ଵݔ݀(ݔ)ܺ
଴نجد : 

ܺᇱ(ݔ) = ܤ ට
ߤ
ܽ

cos ቆට
ߤ
ܽ

ቇݔ ⟹ ܺᇱ(1) = ܤ ට
ߤ
ܽ

cos ቆට
ߤ
ܽ

ቇ 

න ݔ݀(ݔ)ܺ = ඨܤ
ܽ
ߤ

ቈ− cos ቆට
ߤ
ܽ

ቇ቉ݔ
௫ୀ଴

௫ୀଵ

= ඨܤ
ܽ
ߤ

ቆ1 − cos ቆට
ߤ
ܽ

ቇቇ
ଵ

଴
 

ܤ                      ومنه   ටఓ
௔

cos ൬ටఓ
௔

൰ = ටܤ
௔
ఓ

൬1 − cos ൬ටఓ
௔

൰൰  )3.16 (  

  القيمة الذاتية للمسألة السابقة تعطى ʪلشكل التالي: أن  منه يمكننا Ϧكيد

  cos ቆට
ߤ
ܽ

ቇ =
ܽ

ߤ + ܽ
 )3.17 (  

تم رسم الدالة )  ʪ)GeoGebra -Calculatrice Graphiqueستعانة ʪلموقع 
(ݔ)݂ = ൯ݔ√൫ݏ݋ܿ − ଵ

௫ାଵ
ݔحيث    = ఓ

௔
تقبل  (3.17)المعادلة أن  نتحصل على المنحنى التالي، ومنه نستنتج  

 .عدد غير منتهي من الحلول
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  .(ݐ)ܻ  لهدفنا التالي هو إيجاد الصيغة الصريحة 

,ݔ)ݑ   ، نضع:         فورييه حسب    (ݐ = ∑ ܺ௡(ݔ) ௡ܻ(ݐ)௡ஹଵ  )3.18 (  
 : نجد أن )3.3(في المسألة  )3.18(بتعويض العلاقة 

෍ ܺ௡(ݔ)
௡ஹଵ

௧ܦ
ఈ

௡ܻ(ݐ)଴
஼ − ܽ ෍

∂ଶܺ௡(ݔ)
∂ଶݔ ௡ܻ(ݐ)

௡ஹଵ

+ ܾ ෍ ܺ௡(ݔ) ௡ܻ(ݐ)
௡ஹଵ

= ෍ ܺ௡(ݔ) ௡݂(ݐ)
௡ஹଵ

 

  ෍[ ௧ܦ
ఈ

௡ܻ(ݐ)଴
஼ + (ܾ + (௡ߤ ௡ܻ(ݐ)] sin ቆට

௡ߤ

ܽ
ቇݔ

௡ஹଵ

= ෍ sin ቆට
௡ߤ

ܽ
ቇݔ ௡݂(ݐ)

௡ஹଵ

 )3.19 (  

  والتي تستلزم العلاقة التالية: 

௧ܦ  
ఈ

௡ܻ(ݐ)଴
஼ + (ܾ + (௡ߤ ௡ܻ(ݐ) = ௡݂(ݐ) )3.20 (  

,ݔ)ݑ وϥخذ  0) =   (ݔ)߮

,ݔ)ݑ   0) = ෍ sin ቆට
௡ߤ

ܽ
ቇݔ ௡ܻ(0)

௡ஹଵ

= (ݔ)߮ = ෍ sin ቆට
௡ߤ

ܽ
ቇݔ . ߮௡

௡ஹଵ

 )3.21 (  

௡߮نجد أن:                         = ∫ (ݔ)߮ sin ൬ටఓ೙
௔

൰ݔ ଵݔ݀
଴  )3.22 (  

௡ܻ(0)ومنه                                              = ߮௡  )3.23 (  
بطريقة بسيطة ʪستخدام تحويلات   )3.23(-) 3.20( الكسرية  التفاضلية  المعادلة  وعليه يمكننا حل مسألة

൫ܮ =(ݏ)ܨ :لابلاس، ينتج أن ௡ܻ(ݐ)൯  

)ܮ   ௧ܦ
ఈ

௡ܻ(ݐ)଴
஼ ) =

(ݏ)ܨݏ − ௡ܻ(0)
ଵିఈݏ  )3.24 (  

௦ி(௦)ି௒೙(଴)               ومنه
௦భషഀ + (ܾ − (ݏ)ܨ(௡ߤ = ൫ܮ ௡݂(ݐ)൯  

  −߮௡

ଵିఈݏ + ఈݏ) + ܾ − (ݏ)ܨ(௡ߤ = ൫ܮ ௡݂(ݐ)൯ )3.25 (  
(ݏ)ܨوينتج منه أيضا             = ଵ

௦ഀା௕ିఓ೙
ఈିଵ߮௡ݏൣ + ൫ܮ ௡݂(ݐ)൯൧  )3.26 (  

(ݐ)௡ܻفي الأخير نجد            = ଵିܮ ቈ ଵ
௦ഀା௕ିఓ೙

ఈିଵ߮௡ݏൣ + ൫ܮ ௡݂(ݐ)൯൧቉  )3.27 (  

  :ʪلصيغة الصريحة التالية )3.3(وعليه نتحصل على حل المسألة 
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,ݔ)ݑ (ݐ = ෍ ቆܤ௡ sin ቆට
௡ߤ

ܽ
ቇቇݔ . ቆିܮଵ ൥

1
ఈݏ + ܾ − ௡ߤ

ఈିଵ߮௡ݏൣ + ൫ܮ ௡݂(ݐ)൯൧൩ቇ
௡ஹଵ

 )3.28 (  

    )3.1( طيةالخقابلية الحل الضعيف للمسألة غير  5.3
هذ مناقشتها في  التي يجب  الأساسية  وجود    الفقرة  هالنقطة  دراسة  الضعيف    ووحدانيةهي   للمسألةالحل 

)3.1(.  

متتالية متقاربة نحو الحل الضعيف، حيث يعتمد إنشاء هذه تعطينا  طريقة تكرارية  استعمال    وه   ومفتاح ذلك
  .الطريقة على النتائج المتحصل عليها في دراسة المسالة الخطية

  :التالية تجانسةالم سألةالمنعرف  وعليه

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݒ଴
஼ − ௫௫ݒܽ + ݒܾ = ,ݔ)∀                              ,0 ,Q ߳ (ݐ
,ݔ)ݒ 0) = ,(0,1) ߳ ݔ∀                                              ,(ݔ)߮
,0)ݒ (ݐ = ,0) ߳ ݐ∀                                                     ,0 ܶ),

,௫(1ݒ (ݐ = න ,ݔ)ݕ ,ݔ݀(ݐ
ଵ

଴
,0)߳ݐ∀                                 ܶ).

   )3.29 (  

ݕفإن  ) 3.29(حل للمسالة  ݒو )3.1(حل  للمسألة   ݑكان   إذا = ݑ −   يلي:  تحقق ما ݒ
L ݕ ௧ܦ  =

ఈݔ)ݕ, ଴(ݐ
஼ − ,ݔ)௫௫ݕܽ (ݐ + ,ݔ)ݕܾ (ݐ = ,ݔ)ܩ ,ݐ ,ݕ ,(௫ݕ ,ݔ)∀  ) Q,  )3.30 ߳ (ݐ

,ݔ)ݕ 0) = 0,   ) 3.31( ,(0,1) ߳ ݔ∀
,0)ݕ (ݐ = 0, ,0) ߳ ݐ∀ ܶ), )3.32 (  
,௫(1ݕ (ݐ = 0, ,0)߳ݐ∀ ܶ). )3.33 (  

  : حيث أن

,ݔ)ܩ ,ݐ ,ݕ (௫ݕ = ,ݔ)݂ ,ݐ ݕ + ,ݒ ௫ݕ +  (௫ݒ

< ݇ يوجد أيتحقق شرط ليبشيتز،  ܩمن الآن فصاعدا نضع الفرضيات التالية: الدالة    ʬبت بحيث:   0 

,ݔ)ܩ‖ ,ݐ ,ଵݕ (௫(ଵݕ) − ,ݔ)ܩ ,ݐ ,ଶݕ ௫)‖௅మ(ொ)(ଶݕ) ≤ 
݇൫‖ݕଵ − ଶ‖௅మ(ொ)ݕ + ௫(ଵݕ)‖ −   ,௫‖௅మ(ொ)൯(ଶݕ)

,ଵݕ∀ ,௫(ଵݕ) ,ଶݕ ௫(ଶݕ) ∈  .(ܳ)ଶܮ 
)3.34 (  

  

  من أجل الحصول على النتائج المرجوة، من الضروري اقتراح مفهوم الحل المدروس.

ߴلتكن  = ,ݔ)ߴ   حيث: ܸدالة كيفية معرفة على الفضاء  (ݐ

  ܸ = ߴ} ∈ ,(ܳ)ଵܥ ,0)ߴ (ݐ = ,௫(1ߴ (ݐ = 0, ݐ ∈ [0, ܶ]} )3.35 (  
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  : نجد ܳو ʪلمكاملة على  ߴفي  )3.30(  بضرب المعادلة

න ௧ܦ
ఈݔ)ݕ, .(ݐ ,ݔ)ߴ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ

஼

ொ
− න ,ݔ)௫௫ݕܽ .(ݐ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ

ொ

+ න ,ݔ)ݕܾ .(ݐ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

= න ,ݔ)ܩ ,ݐ ,ݕ .(௫ݕ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

. 
)3.36 (  

  نجد:  ߴ و ݕʪستخدام المكاملة ʪلتجزئة مع الشروط المفروضة على 

න ௧ܦ
ఈݔ)ݕ, .(ݐ ,ݔ)ߴ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ

஼

ொ
− න ,ݔ)௫ݕܽ .(ݐ ,ݔ)௫ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ

ொ

+ න ,ݔ)ݕܾ .(ݐ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

= න ,ݔ)ܩ ,ݐ ,ݕ .(௫ݕ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

. 
)3.37 (  

  التالية: نعرف العبارة )3.37( ومن المعادلة 

,ݕ)ܣ   (ݐ = න ,ݔ)ܩ ,ݐ ,ݕ .(௫ݕ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

 )3.38 (  

  
,ݕ)ܣ (ݐ = න ௧ܦ

ఈݔ)ݕ, .(ݐ ,ݔ)ߴ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ
ோ

ொ
− න ,ݔ)௫ݕܽ .(ݐ ,ݔ)௫ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ

ொ

+ න ,ݔ)ݕܾ .(ݐ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

. 
)3.39 (  

ݕ) كل دالة  3.33(-)3.30نسمي الحل الضعيف للمسألة (  :3.1تعريف = ,ଶ൫0ܮ ܶ;  تحقق  ଵ(0,1)൯ܪ
  ). 3.33) و(3.32) و(3.38الشروط (

 ، حيث العنصر الأول(௡)ݕتعريف  يمكننا    (௡ିଵ)ݕمن  على النحو التالي:  عرفةممتتالية تراجعية و الآن، نقوم ببناء  
(଴)ݕعطى بواسطة  ي = = ݊من أجل؛ ثم 0  1 ، 2 ، 3 ، ⋯  :نقوم بحل المسألة التالية  ، 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݕ(௡)(ݔ, ଴(ݐ
ோ − ௫௫ݕܽ

(௡)(ݔ, (ݐ + ,ݔ)(௡)ݕܾ (ݐ = ܩ ቀݔ, ,ݐ ,(௡ିଵ)ݕ ௫ݕ
(௡ିଵ)ቁ , ,ݔ)∀ ,Q ߳ (ݐ

,ݔ)(௡)ݕ 0) = ,(0,1) ߳ ݔ∀                                                                                                    ,0
,0)(௡)ݕ (ݐ = ,0) ߳ ݐ∀                                                                                                    ,0 ܶ),
௫ݕ

(௡)(1, (ݐ = ,0)߳ݐ∀                                                                                                      ,0 ܶ).

 )3.40 (  

أجل عليها حول  وʪستخدام  ʬبت،    ݊  من  المسألة نتائج المحصل  عليها بشكل صريح   )3.3(  حلول  المتحصل 
,ݔ)(௡)ݕتقبل الحل الوحيد  )3.40( المسألةأن  ات، نستنتجطريقة فصل المتغير  ʪستخدام   .(ݐ

,ݔ)(௡)ݖالآن نضع   (ݐ = ,ݔ)(௡ାଵ)ݕ ,ݔ)(௡)ݕ−(ݐ  :جديدةخطية لنحصل على مسألة  (ݐ
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௧ܦ

ఈݖ(௡)(ݔ, ଴(ݐ
ோ − ௫௫ݖܽ

(௡)(ݔ, (ݐ + ,ݔ)(௡)ݖܾ (ݐ = ,ݔ)(௡ିଵ)݌ ,(ݐ ,ݔ)∀ ,Q ߳ (ݐ
,ݔ)(௡)ݖ 0) = ,(0,1) ߳ ݔ∀                                                                              ,0
,0)(௡)ݖ (ݐ = ,0) ߳ ݐ∀                                                                               ,0 ܶ),
௫ݖ

(௡)(1, (ݐ = ,0)߳ݐ∀                                                                                 ,0 ܶ).

   )3.41 (  

  حيث 

,ݔ)(௡ିଵ)݌   (ݐ = ܩ ቀݔ, ,ݐ ,(௡)ݕ ௫ݕ
(௡)ቁ − ܩ ቀݔ, ,ݐ ,(௡ିଵ)ݕ ௫ݕ

(௡ିଵ)ቁ )3.42 (  
  التقدير المسبق التالي:يحقق  )3.41( حل المسألةأن  نجد إذا ،محققة )3.34(أن  نفترض :3.1توطئة  

  ฮݖ(௡)ฮ௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ
≤ ܿฮݖ(௡ିଵ)ฮ௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ

 )3.43 (  
  حيث 

  ܿ = ඨ
݇ଶ

ߝ2 min൫ܽ, ܾ − ߝ) 2⁄ )൯
 )3.44 (  

    البرهان:

  المعادلة الأتية:  (௡)ݖفي  نضرب

௧ܦ  
ఈݖ(௡)(ݔ, ଴(ݐ

ோ − ௫௫ݖܽ
(௡)(ݔ, (ݐ + ,ݔ)(௡)ݖܾ (ݐ = ,ݔ)(௡ିଵ)݌ ,(ݐ ,ݔ)∀   ) Q. )3.45 ߳ (ݐ

ʪ نجد ف ܳلمكاملة على ثم نقوم  

න ௧ܦ
ఈݖ(௡)(ݔ, .(ݐ ,ݔ)(௡)ݖ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ

ோ

ொ
− න ௫௫ݖܽ

(௡)(ݔ, .(ݐ ,ݔ)(௡)ݖ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

+ න ܾ ቀݖ(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

= න ,ݔ)(௡ିଵ)݌ .(ݐ ,ݔ)(௡)ݖ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

. 
)3.46 (  

]،  ʪ15-24لطريقة نفسها في المقالات [  5و    4و    3  و  2التوطئات  واستخدام    التكامل ʪلتجزئةعند إجراء  
  نحصل على

න ቀ ௧ܦ
ఈ ଶ⁄ ,ݔ)(௡)ݖ ଴(ݐ

ோ ቁ
ଶ

ݔ݀
ଵ

଴
+ න ܽ ቀݖ௫௫

(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

+ න ܾ ቀݖ(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

= න ,ݔ)(௡ିଵ)݌ .(ݐ ,ݔ)(௡)ݖ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

. 
)3.47 (  

  :نجدشوارتز وشي ك  ʪستخدام متراجحة 
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න ቀ ௧ܦ
ఈ ଶ⁄ ,ݔ)(௡)ݖ ଴(ݐ

ோ ቁ
ଶ

ݔ݀
ଵ

଴
+ න ܽ ቀݖ௫

(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

+ න ܾ ቀݖ(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

=
1

ߝ2
න ቀ݌(௡ିଵ)(ݔ, ቁ(ݐ

ଶ
ݐ݀ݔ݀

ொ
+

ߝ
2

න ቀݖ(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

. 

)3.48 (  

  التالية: ʪستخدام المعادلة المعروفة 

  ห݌(௡ିଵ)(ݔ, ห(ݐ
ଶ

= ቚܩ ቀݔ, ,ݐ ,(௡)ݕ ௫ݕ
(௡)ቁ − ܩ ቀݔ, ,ݐ ,(௡ିଵ)ݕ ௫ݕ

(௡ିଵ)ቁቚ
ଶ
 )3.49 (  

  أن )3.34( ستعمالʪنستنتج 

න ห݌(௡ିଵ)(ݔ, ห(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

≤ ݇ଶ ቆන หݕ(௡) − ห(௡ିଵ)ݕ
ଶ

+ ቚݕ௫
(௡) − ௫ݕ

(௡ିଵ)ቚ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

ቇ 

≤ ݇ଶ ቆන หݖ(௡ିଵ)ห
ଶ

+ ቚݖ௫
(௡ିଵ)ቚ

ଶ
ݐ݀ݔ݀

ொ
ቇ 

  න ห݌(௡ିଵ)(ݔ, ห(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

≤ ݇ଶฮݖ(௡ିଵ)ฮ௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ
 )3.50 (  

  :نجد )3.47( بحذف الحد الأول للمعادلة

න ܽ ቀݖ௫௫
(௡)(ݔ, ቁ(ݐ

ଶ
ݐ݀ݔ݀

ொ
+ න (ܾ −

ߝ
2

) ቀݖ(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

≤ න ቀ ௧ܦ
ఈ ଶ⁄ ,ݔ)(௡)ݖ ଴(ݐ

ோ ቁ
ଶ

ݔ݀
ଵ

଴
+ න ܽ ቀݖ௫௫

(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

+ න ܾ ቀݖ(௡)(ݔ, ቁ(ݐ
ଶ

ݐ݀ݔ݀
ொ

≤
1

ߝ2
න ቀ݌(௡ିଵ)(ݔ, ቁ(ݐ

ଶ
ݐ݀ݔ݀

ொ
. 

)3.51 (  

  الذي يسمح لنا ʪستنتاج

  
ฮݖ(௡)(ݔ, ฮ௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ(ݐ

ଶ

≤
݇ଶ

ߝ2 min൫ܽ, ܾ − ߝ) 2⁄ )൯
ฮݖ(௡ିଵ)(ݔ, ฮ௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ(ݐ

ଶ  
)3.52 (  

∑  ندرس تقارب السلسلةذلك  أجل  من  و  ،  ൯௡(௡)ݕ൫تقارب المتتالية    دراسة التالي هو  هدفنا  سيكون   ஶ(௡)ݖ
௡ୀଵ . 

 الذي يعطينا  السلاسللهذا نستخدم معيار تقارب 
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  ඨ
݇ଶ

ߝ2 min൫ܽ, ܾ − ߝ) 2⁄ )൯
< 1 )3.53 (  

݇  ومنه < ට2ߝ min൫ܽ, ܾ − ߝ) 2⁄ )൯ )3.54 (  

,ݔ)(௡)ݖ حيث  (ݐ = ,ݔ)(௡ାଵ)ݕ ,ݔ)(௡)ݕ−(ݐ ,ݔ)(଴)ݕو (ݐ (ݐ = 0، 

  لدينا
෍ (௜)ݖ
௡ିଵ

௜ୀ଴

= ෍൫ݕ(௜ାଵ) − ൯(௜)ݕ =
௡ିଵ

௜ୀ଴

(ଵ)ݕ − (଴)ݕ + (ଶ)ݕ − (ଵ)ݕ + ⋯ + (௡)ݕ

− (௡ିଵ)ݕ =  (௡)ݕ
  

)3.55 (  

  ب:السلسلة المعرفة أن  لاحظ أننا ʪلفعل أثبتنا

,ݔ)(௡)ݕ   (ݐ = ෍ ,ݔ)(௜)ݖ (ݐ
௡ିଵ

௜ୀ଴

 )3.56 (  

  

∋ ݕمتقاربة نحو الدالة   ,ଶ൫0ܮ ܶ;   . ଵ(0,1)൯ܪ

limأن    إثبات  هيالآن    تناهذه الخطوة الأولية، مهمإتمام  بعد  
௡⟶ஶ

,ݔ)(௡)ݕ (ݐ = ,ݔ)ݕ ألة للمسحل    ي، ه(ݐ
  .)3.33( - )3.30( التالية

  :تحقق ݕأن   من التأكدمن أجل الحصول على هذه النتيجة، سيكون من الضروري 

,ݕ)ܣ   (ߴ = න ,ݔ)ܩ ,ݐ ,ݕ .(௫ݕ ,ݔ)ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொഓ

 )3.57 (  

  :نجد )ʪ  )3.40ستخدام

,(௡)ݕ൫ܣ ൯ߴ = න ௧ܦ
ఈݕ(௡)(ݔ, .(ݐ ,ݔ)ߴ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ

ோ

ொ
+ න ௫ݕܽ

(௡)(ݔ, .(ݐ ,ݔ)௫ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

+ න ,ݔ)(௡)ݕܾ ,ݔ)ߴ(ݐ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

 
)3.58 (  

  : خطي نجد ܣأن  وبما
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,(௡)ݕ൫ܣ ൯ߴ = (௡)ݕ൫ܣ − ,ݕ ൯ߴ + ,ݕ)ܣ (ߴ

= න ௧ܦ
ఈ൫ݕ(௡) − ,ݔ)൯ݕ .(ݐ ,ݔ)ߴ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ

ோ

ொ

+ න ܽ൫ݕ(௡) − ൯௫ݕ
,ݔ) .(ݐ ,ݔ)௫ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ

ொ

+ න ܾ൫ݕ(௡) − ,ݔ)ߴ൯ݕ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

+ න ௧ܦ
ఈݔ)ݕ, .(ݐ ,ݔ)ߴ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ

ோ

ொ

+ න ,ݔ)௫ݕܽ .(ݐ ,ݔ)௫ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

+ න ,ݔ)ݕܾ ,ݔ)ߴ(ݐ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

 

)3.59 (  

(௡)ݕ൫ܣʪستخدام متراجحة كوشي شوارتز من أجل   − ,ݕ   : نجد ൯ߴ

(௡)ݕ൫ܣ − ,ݕ ൯ߴ

= න ௧ܦ
ఈ൫ݕ(௡) − ,ݔ)൯ݕ .(ݐ ,ݔ)ߴ ଴ݐ݀ݔ݀(ݐ

ோ

ொ

+ න ܽ൫ݕ(௡) − ൯௫ݕ
,ݔ) .(ݐ ,ݔ)௫ߴ ݐ݀ݔ݀(ݐ

ொ

+ න ܾ൫ݕ(௡) − ,ݔ)ߴ൯ݕ ݐ݀ݔ݀(ݐ
ொ

≤ .1)ݔܽ݉ .ߛܽ ܾ) .௫‖௅మ(ொ)ߴ‖ ቈฮ ௧ܦ
ఈ൫ݕ(௡) − ൯଴ݕ

ோ ฮ௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ

+ ቛ൫ݕ(௡) − ൯௫ቛݕ
௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ

቉ 

)3.60 (  

  ، في المقابل نجد: ة بوان كاريحهو ʬبت متراج ߛحيث 

(௡)ݕ   ⟶ ,ଶ൫0ܮفي  ݕ ܶ;   ) ଵ(0,1)൯  )3.61ܪ
 ومنه
  

(௡)ݕ ⟶  (ܳ)ଶܮفي  ݕ
௫ݕ

(௡) ⟶   (ܳ)ଶܮفي  ௫ݕ
)3.62 (  

݊الآن من أجل   ⟶   : نجد ∞+

  lim
௡→ାஶ

(௡)ݕ൫ܣ − ,ݕ ൯ߴ = 0 )3.63 (  
 علىنحصل  )3.59(في  النهايةإلى   وʪلمرور )3.63( خلال من

  lim
௡→ାஶ

,(௡)ݕ൫ܣ ൯ߴ = ,ݕ)ܣ   ) 3.64( (ߴ
  ) 3.34(تراجحة محقق مع الم) 3.34(كان الشرط    إذا :3.1 نظرية
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݇ < ට2ߝ min൫ܽ, ܾ − ߝ) 2⁄ )൯ 

,ଶ൫0ܮضعيف ينتمي الى  تقبل حل ) 3.33(-)3.30(المسائل  ܶ;   .ଵ(0,1)൯ܪ

  . تقبل حلا وحيدا) 3.33(-)3.30( المسائلأن  إثباتيبقى 

  .تقبل حل وحيد ) 3.33(-)3.30( ألةالمسمحقق، ) 3.34(كان الشرط   إذا :3.2 نظرية

  البرهان: 

,ଶ൫0ܮتنتمي الى    ଶݕو    ଵݕنفرض أن  ܶ; ܼ  لنضع  )  3.33(-)3.30(حلين للمسائل    ଵ(0,1)൯ܪ = ଵݕ −

,ଶ൫0ܮينتمي  كذلك   Z ومنه  ଶݕ ܶ;  ..ଵ(0,1)൯ܪ

L ܼ ௧ܦ  =
ఈܼ(ݔ, ଴(ݐ

஼ − ܼܽ௫௫(ݔ, (ݐ + ,ݔ)ܼܾ (ݐ = ,ݔ)߰ ,(ݐ ,ݔ)∀   ,Q ߳ (ݐ
,ݔ)ܼ  ) 3.65( 0) = 0,  ,(0,1) ߳ ݔ∀

ܼ(0, (ݐ = 0, ,0) ߳ ݐ∀ ܶ), 
ܼ௫(1, (ݐ = 0, ,0)߳ݐ∀ ܶ). 

,ݔ)߰  حيث  (ݐ = ,ݔ)ܩ  ,ݐ ,ଵݕ (௫(ଵݕ) − ,ݔ)ܩ ,ݐ ,ଶݕ   ) ௫) )3.66(ଶݕ)
  :، إنه يظهر أن3.1ة توطئال تحليل مشابه لذلك في برهان 

  ‖ܼ‖௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ ≤ ܿ‖ܼ‖௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ. )3.67 (  
> ܿأن  وبما، 3.1ة  توطئال هو نفس ʬبت  ܿأين    : نجد أن، )3.67(، لذلك وفقًا لـ 1

  (1 − ܿ)‖ܼ‖௅మቀ଴,்;ுభ(଴,ଵ)ቁ ≤ 0 )3.68 (  
ଵݕأن  وفي الأخير نجد  = ,ଶ൫0ܮفي  ଶݕ ܶ;   .وهي النتيجة المطلوبة  ଵ(0,1)൯ܪ
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 ـــــــة ـاتمخ  4
  كلاسيكية   حدية  بشروط  غير الخطية  المكافئةالكسرية    الجزئية   التفاضلية  المعادلات  لمسائ  قمنا بمعالجة  العمل،  هذا  في

  .تكامل  نوعشروط حدية من و 

 مع شرط   معادلة تفاضلية جزئية كسرية خطية   سألةلم  الطاقة  متراجحة  طريقة  وتطوير  تطبيق  خلال  من  أولاً،     
  .قوي ال لالح  وحدانيةو  وجود تحصلنا على الكلاسيكي نيومان حدي من نوع

وجود شرط حدي من نوع   مع  خطية  غير  كسرية  معادلةسألة  لم  ضعيف حل  وحدانيةو   وجود  لدراسة  وأخيراً،  ثم     
أين الثاني  الصنف  من  ,ݔ)݂ الخطي  غير  دالح  إضافة  تمت   تكامل  ,ݐ ,ݑ المدروسة   من  الأيمن  الجانب   إلى (௫ݑ  المعادلة 

 ينتج متتالية متقاربة نحو الحل   متقارب  مخطط  على  للحصول  الخطيةسالة  الم  نتائج  على  تعتمد تكرارية  طريقة  تطبيق   استطعنا
  .ضعيف

  الخاصة لتلك مماثلة عامةأو طريقة   نظرية المحلية، غير سائلللم ʪلنسبة  الآن، حتى توجد لا أنهشير ن أن المهم من
  في الدراسة بشكل عام. الكلاسيكية سائلʪلم

.  الذي ينتج عن وجود التكامل في الشروط الحدية  تعقيدالو   ،ʭحية  من  الموضوع  لهذا  الحداثة   إلى  ذلك  ويرجع     
  تناوله   يتم  الذي  الموضوع  أهميةعلى    يؤكد  مما  ،استثنائيةخاصة ودراسة    معالجة  ةمسأل  كل  تتطلب ومن ʭحية أخرى، حيث  

  .الأطروحة هذه في

 هنا   وننقل  ،وسعأ  بشكل  الدراسة  هذه  لإثراءمفتوحة    تظل  للاهتمام  المثيرة  سائلالم  من  العديد  أن  إلى  يشار     
  :منها بعضًا

الكلاسيكية    غير  الشروط الحدية   ذات  الخطية  وغير  الخطية  الجزئيةالمعادلات التفاضلية    سائلم  حلول  دراسةإن  *       
 والتقنيات   للطرق  للغاية   ا عميقً   تطويراً  ʪلتأكيد  تتطلب   والتي  ،واضح   بشكلومعقدة    صعبة  ،التكامل  نوع  منخاصة  

  .الدراسة ويستحق للغاية،  ومهمًا حساسًا  السؤال هذا يبدو. هاوحدانيت و  الحلول وجود إثبات في  الكلاسيكية

 وخاصة  الأطروحة،  هذه  في  به  القيام  تم  الذي  العمل  نواصل  أن  يمكن  ، أينالعددي  تحليلفي جانب ال  ،كذلك*       
  .المحلية غير شروطال مع متوافقةفعالة و  تكون أن أجل من ،ر أساليب والطرق العددية الكلاسيكية المعروفةتطوي  جانب  في

زئية مجالا  الج  وأ  ةيبقى دراسة السلوك الديناميكي لحلول المسائل المعادلات التفاضلية الكسرية سواء العادي*       
  حيث توجد أعمال قليلة جدا تناولت هذا الموضوع في حالات خاصة. ويعتبر من مواضيع الساعة.واسعا 
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