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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie un probleme elliptique avec une condition
aux limites de type Robin-Neumann et un terme de convection dépendant non-
lineairement de la solution et de son gradient. On utilise ’approche de sous- et
sur-solution pour obtenir un résultat d’existence et de localisation d’une solution.
Le résultat est appliqué pour prouver 1’existence de solutions positives. Le travail
réalisé peut étre vu comme un pas vers I’unification de deux récents résultats de
D. Motreanu et al.

Abstract

In this dissertation, we study an elliptic problem with a Robin-Neumann
boundary condition and a convection term that depends nonlinearly on the
solution and its gradient. We use the sub- and super-solution approach to obtain a
result of existence and localization of a solution. The result is applied to prove
the existence of positive solutions. The work carried out can be seen as a step
towards the unification of two recent results of D. Motreanu et al.
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NOTATION

V : Un espace de Hilbert.
(-] v : Crochet du produit scalaire dans V.
V! : Le dual topologique de V.
(-, ) : Crochet de dualité entre V et V.
U, AUV Convergence forte de (uy, )., vers u dans V.
U, You : Convergence faible de (uy,), vers u dans V.
Q : Un ouvert de R™.
0N : La frontiere de §2.
do : La mesure superficielle sur 0f2.
v(z) : Le vecteur normal unitaire en x € 0f2 dirigé vers l'extérieur de €2.
pP-p- : Presque partout.
(HY(Q), ={ue H'(Q);u(x) >0 p.p.z €N}
Uy = max{u,0}.
U_ = max{—u,0}.
\Y = <8%1, e a%n) (gradient).
div = % (divergence).
i=1
A = Z 88—;? (laplacien).

i=1



INTRODUCTION

La modélisation mathématique par des équations aux dérivées partielles (EDP) a
débuté au XVlIlle siecle avec les travaux d’Euler, d’Alembert, Lagrange et Laplace, sur
des problémes relevant de la science physique. De nos jours, force est de constater que
les EDP permettent d’aborder une multitude de problémes relevant d’une large variété
de disciplines comme la science des matériaux, la chimie, la biologie des systémes, la
météorologie, la science du climat, la technologie médicale, la mécanique des structures, la
conception d’avions, la cosmologie, le traitement d’images, I’économie, etc. Cela explique
a lui seul I'intense activité de recherche actuelle et passée dans le domaine mathématique
des EDP et de leurs problémes aux limites.

Les problémes aux limites elliptiques apparaissent comme modeéles mathématiques
de problémes concrets stationnaires, c’est-a-dire indépendants du temps. La nature étant
essentiellement non linéaire, les problémes aux limites censés représenter le plus fidélement
possible des situations concrétes sont non linéaires. Lors de I’étude d’un probléme aux
limites elliptique non linéaire, la question d’existence d’une solution est primordiale. Pour
aborder cette question, il faut choisir entre plusieurs approches en fonction de la structure
du probléme étudié. Parmi les approches connues a ce jour, il y a la méthode de sous- et
sur-solution (MSS). Dans les conditions favorables et en présence d’une paire ordonnée
de sous- et sur-solution, la MSS permet d’affirmer ’existence d’une solution entre la sous-
solution et la sur-solution. Au dire de certains chercheurs, I'utilisation de la MSS dans
I’étude des problémes aux limites elliptiques non linéaires a été initiée par M. Nagumo
en 1954. A la lumiére de la situation simple suivante, on est amené a penser que l’idée
qui sous-tend la MSS est suggérée par le célebre théoréme des valeurs intermédiaires,
démontré par B. Bolzano en 1817 :

Soit ’équation algébrique non linéaire : e(t) = ¢, ou e : R — R est une fonction continue
et ¢ € R. Supposons qu'il existe une paire (t,7) € R? telle que : e(t) < ¢, e(f) > cet t <t
(selon la terminologie de la MSS : ¢ est une sous-solution, ¢ est une sur-solution et la paire
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(t,t) est ordonnée). Alors, grace au théoréme des valeurs intermédiaires, on peut affirmer

que cette équation admet au moins une solution dans Uintervalle [¢, t].

Tout récemment, en 2020, dans [9], D. Motreanu et al ont implémenté la MSS pour
un probléme elliptique non linéaire avec une condition aux limites de Neumann dont le

prototype est

— div(|Vul"* Vu) + ag(z) [ul’ > u = f(z,u, Vu) dans Q (N)
IVul" > Vu - v(z) =0 sur 0f),

ou

- p €1, +of,

- £ est un domaine borné régulier de R",

- 0N est la frontiére de €2,

- v est la normale extérieure unitaire a 0,

- ag € L>®(Q), avec ag > 0 et ag # 0,

- f: QxR xR" — R est une fonction de Carathéodory, i.e. f(z,-,-) est continue pour
presque tout z € Q et f(-,n,£) est mesurable pour tout (n,¢) € R x R™.

Au moyen de cette implémentation, ils ont obtenu des résultats d’existence de solutions

positives pour une classe de problémes de Neumann.

Au cours de la méme année, ces mémes auteurs ont récidivé dans [I0] en implémentant
la MSS pour un probléme elliptique non linéaire avec, cette fois, une condition aux limites

de Robin dont le prototype est

{ — div(|Vul"> Vu) + ag(z) [ul’ > u = f(z,u, Vu) dans Q (R)

IVul""? Vu - v(z) + bo(z)u = 0 sur 02,

ol ag € L®(R) avec ag > 0 et by € L>(9N2) avec by > 0 et by Z 0. Au moyen de cette
implémentation, ils ont obtenu des résultats d’existence de solutions positives pour une
classe de problémes de Robin.

Dans ce mémoire, nous proposons une « unification » des résultats de [9, [10] dans
le cas particulier p = 2. Plus précisément, nous implémentons la MSS pour un probléme
elliptique non linéaire avec une condition aux limites pouvant étre de Neumann ou de

Robin dont le prototype est

{ —Au+ap(z)u = f(z,u, Vu) dans Q (NR)

Vu-v(x)+by(x)u=0 sur 082,

ou (ag,by) € L>®(2) x L*(0N) avec ag > 0, by > 0 et ag # 0 ou by # 0. Ensuite, comme
application, nous montrons comment obtenir un résultat d’existence de solutions positives

au moyen de cette implémentation.

Pour la partie implémentation, a Uinstar de D. Motreanu et al dans [9, [10], nous
avons suivi le schéma habituel de la MSS qui consiste a exploiter la présence d’une paire
ordonnée de sous-solution et sur-solution afin de fabriquer un probléme auxiliaire (N R)
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tel que, d’une part, chaque solution de (]/V\]/%) est aussi une solution de 1@} et, d’autre
part, les outils de résolution de (N R) sont disponibles. Pour la partie applicative, nous
avons adapté ce qui était fait dans [9, [10].

Nous avons organisé le mémoire en deux chapitres, chacun composé de plusieurs

sections :

- Le premier chapitre est un recueil d’outils d’analyse et d’analyse fonctionnelle, jugés es-
sentiels au regard des objectifs du mémoire et aussi pour en faciliter la lecture. Il comprend
quatre sections. Le principal outil de la deuxiéme section est d’une importance capitale
pour 'atteinte des objectifs du mémoire et est le fruit d’une combinaison de deux outils
classiques, & savoir le théoréme de Lax-Milgram et le théoréme de point fixe de Schaefer.
Les outils présentés aux trois autres sections sont pour la plupart trés connus.

- Le second chapitre comprend quatre sections. La premiére présente le probléme traité.
Dans la deuxiéme section, on établit une formulation faible du probléme et on précise le
sens de solution, sous-solution et sur-solution. Les détails de la mise en ceuvre de la MSS
sont exposés dans la troisiéme section. La derniére section présente un résultat d’existence

de solutions positives obtenu au moyen de I'implémentation de la MSS.

Département de mathématiques et informatique OEB E



CHAPITRE 1

Notions et résultats préliminaires

Ce chapitre est un recueil d’outils d’analyse fonctionnelle, pour la plupart trés connus,
jugés essentiels au regard des objectifs du mémoire et aussi pour en faciliter la lecture.
Dans tout le mémoire, les scalaires sont des réels.

Quelques résultats classiques d’analyse fonction-
nelle

Dans tout ce qui suit, V' désigne un espace de Hilbert, muni du produit scalaire
(-]-)y et de la norme (induite) ||-||,,, V' son dual topologique, i.e. '’ensemble des formes
linéaires continues sur V. Pour (¢,u) € V' x V, on note (¢, u) le réel ¢(u) (image de u par

). Rappelons au passage 'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir par exemple [3], page 78)
V(u,0) € V2, |(u]wv)y| < [lully [[o]ly -

Définition 1 (Convergence forte, convergence faible) Soit (u,,), une suite d’élé-
ments de V etu e V.

1. On dit que (Uy,)m converge fortement dans V' vers u si

lim ||y, —ull,, =0,

m——+oo

et on note

1%
Uy, — U

2. On dit que (Up,)m converge faiblement dans V' vers u si
(, Up) — (€, u) VeeV,

et on écrit

Uy, — U.



1.1. QUELQUES RESULTATS CLASSIQUES D’ANALYSE FONC-
TIONNELLE

Définition 2 (Application compacte) Soit H un espace de Hilbert. Une application
continue G : H — 'V est dite compacte si elle transforme toute partie bornée de H en une
partie relativement compacte de V. Autrement dit, si toute suite bornée (), d’éléments

de H admet une sous-suite (uy) telle que (G(ug))x soit convergente (fortement) dans V.

Définition 3 (Injection compacte) Soit H un espace de Hilbert tel que H C V. On
dit que ["injection de H dans V' est compacte et on écrit H —— V' si ['injection canonique
(i.e. Uapplication uw — u de H dans V') est compacte. Ce qui revient & dire que H <—<— 'V
si et seulement si
1) il existe une constante Cyy > 0 telle que ||ul|,, < Chy ||ully, Yue H, et
2) toute suite bornée dans H admet une sous-suite qui converge (fortement) dans V.
Définition 4 On dit qu’une forme bilinéaire b(-,-) : V. x V. — R est
1) continue s’il existe une constante C' telle que
[b(u, 0)| < Cllully vl Va0 eV,

2) coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

b(u, u) > olull} YueV.
Théoréme 1 (Lax-Milgram) Soit b(-,-) une forme bilinéaire, continue et coercive.
Alors pour tout | € V' il existe u € V' unique tel que

b(u,v) = (l,v) YveV.
Preuve. Voir[[3], Corollaire V.8, page 84]. =

On aura aussi besoin des trois résultats suivants :

Proposition 1 Soit H un espace de Hilbert tel que H —— V et soit (up,)m une suite
bornée de H. Alors, il existe une sous-suite (Up:)m et u € H tels que
H
Uy — U
et
v
Uy — U.

Preuve. Voir [[2], Proposition 1.1.3, page 13]. =

Théoréme 2 (de point fixe de Schaefer) Soit G une application compacte de V' dans
V. Sil'ensemble {u € V ; 3t € [0,1] tel que u=tG(u)} est borné dans 'V, alors G admet

un point fize, c’est-a-dire qu’il existe u € V' tel que G(u) = u.

Preuve. Voir [[§], Théoréme 4.3.2, page 29]. =

Proposition 2 (Inégalité de Young avec epsilon) Soit (a,b,e) € Ry x Ry x RY.
Alors

2

b
<ea®+ —. 1.1
ab < ea —|-4€ (1.1)

Preuve. Voir [[4], Quelques inégalités 2.2.4, page 36]. m
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1.2. UN RESULTAT D’EXISTENCE POUR UN PROBLEME NON
LINEAIRE ABSTRAIT

Un résultat d’existence pour un probléme non
linéaire abstrait

Soient H et V deux espaces de Hilbert tels que H C V, b(-,-) une forme bilinéaire
sur H x H et F une application (non linéaire) de H dans V. On considére le probléme

{ trouver u € H tel que (PVNL)

b(u,v) = (F(u) | v), Yve H

pour lequel on a le résultat suivant :

Théoréme 3 (Existence) Supposons que les cing conditions suivantes soient satisfaites
HV) H —-— 1V, ie.

IChy > 0 telle que ||lull,, < Chv ||lully, Yue H, (1.2)

et toute suite bornée dans H admet une sous-suite qui converge dans V,
b1) b(-,-) est continue sur H x H, i.e.

3C, > 0 telle que |b(u,v)| < Cyllully vl , Y(u,v) € H?, (1.3)
b2) b(-,-) est coercive sur H, i.e.
Jay, > 0 telle que b(u,u) > ay ||ul|3,, Yu € H, (1.4)

F1) F est continue de H dansV,
F2) il existe une constante Cr > 0 telle que

IE@)lly +(F(w) [u)v| < Cp(1+[lully), Yue H. (1.5)

Alors le probléme |(PVNL) admet (au moins) une solution, i.e. il existe (au moins) un
u € H tel que
b(u,v) = (F(u) | v)y, YveEH. (1.6)

Preuve. On va concevoir une application G : H — H dont chaque point fixe est une
solution de . Ensuite, on exploite le théoréme @ de point fixe de Schaefer pour
montrer qu’effectivement elle en admet (au moins) un.

Conception de l’application G :

Soit w € H. En raison de la bilinéarité du produit scalaire (- | )y, Uapplication v ——
(Iy,v) = (F(u) | v)y est une forme linéaire sur H. De plus, en exploitant l'inégalité de

Cauchy-Schwarz et la condition HV, on a

(s 0)| = [(F(w) [o)v] < [[F@)]ly lvlly < (Cav [E@)lly) o]y, Yo e H.

Ceci prouve que l, est continue sur H, i.e. l, € H'. Etant donné que la forme bilinéaire
b(-,-) satisfait les hypothéses bl et b2, alors, par le théoréme de Lax-Milgram (voir le
théoréeme , il existe un unique w, € H tel que

b(wy,v) = (F(u) | v)y, Yv € H.

Département de mathématiques et informatique OEB
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En posant G(u) = w,, on obtient l’application G : H — H caractérisée par :
Vue H Glu)e H et b(G(u),v)=(F(u)|v)v, Yv e H. (1.7)

De plus, il est clair que si u est un point fize de G, alors u satisfait @, i.e. u est une
solusion de|(PVNL)

Continuité de G :

Montrons que Uapplication G est continue de H dans lui-méme. Soit (u,u') € H?. Grice
a b2, , HYV et a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

o ||G(w) = Gy < b(G(u) — G), G(u) — G(u))
= (F(u) - F(u) | G(u) — G(u))y
< |IF(w) = F)|y |Glu) — Gl
< Cuv ||F(u) = F)|ly [|Glu) = Gl -
D’ou o
IG(u) — G(u >||H<ﬂuF<> F(u)ly -

En raison de la condition F1, il en résulte que 'application G est continue.

Compacité de G : Montrons que application G est compacte. Soit (Up,)m une suite
bornée dans H. Alors, grice a b2, , HYV, F2 et a linégalité de Cauchy-Schwarz, on
a, pour tout m,

|Gl < b(G(um), Glum))
(F(tm) | G(um))v
< JE ()|l (|G (wm) |y
< CrCav (LA [Jum|l ) [|G(um)||
<

CrCiny (1 + sup ||uk||H) Gl
keN

CpC
1G ), < CECY (1+sup||uk||H),
(677 keN

La suite (Up,)m €tant bornée dans H, il s’ensuit que la suite (G(uy,))m est bornée dans H.
Par la proposition (1)), il existe une sous-suite (U )m de (Up)m et u € H tels que

Gun) 2w, (1.8)

et
G () —= u. (1.9)

Une fois de plus, grdce a la condition b2 et a , on a pour tout m’,

|G ) = ully < B(Gttn) = 4, Gltt) — )
= (G ), Gt — 1) = b(ot, Gt — 1)

= (Fum) | Glup) —u)y — b(u, G(tpy) — ). (1.10)
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En raison de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de la condition F2, on a, pour tout m/,

| (F () | G (tmr) — )]

IN

[ ) [y G () = ]y,

< Cp(L+ flum |l ) |G (um) = ully

< Cp(l+sup [luglly) |G (um) = ully -
keN

La suite ()., étant bornée dans H, il s’ensuit grace a que
Hm(F(up) | G(tr) —u)y = 0. (1.11)

D’autre part, en raison de la bilinéarité de b(-,-) et de la condition b1, I’application v —
(ky,v) = b(u,v) est une forme linéaire continue sur H, i.e. k, € H', donc, compte tenu

de (T3)

lm b(u, G(up) — u) = lim (ky, G(un) —u) = 0. (1.12)

De (1.10), (1.11) et (1.13), on déduit que

im |G (w) — ullfy = 0, ice. G(um) — u.

Ceci prouve que ’application G est compacte.

Pour pouvoir conclure que G admet un point fixe en vertu du théoréme de Schaefer, il ne
reste qu’a prouver que l’ensemble {u € H ; 3t € [0,1] tel que u =tG(u)} est borné dans
H.

Soit u € H tel que u = tG(u) pour un certain t € [0,

Grace o b2, , F2 et a

1[.
l’exploitation de l'inégalité de Young (vozr.} pour € = %, on obtient,

a lluly < blu,u)
b(tG(u), u)

= t(F(uv) |u)y
[(F(w) | w)v|
Cr+Cr ||lull 4

VAN VAN

IA
{
+
|
+
i
SIS

1l en résulte que

Ceci prouve que

9 2
sup {||ully ; we€ H et 3t €[0,1] tel que u = tG(u )}<\/ CF+ (ﬁ) ,

%) ay

c’est-a-dire que l'ensemble {u € H ; 3t € [0, 1] tel que u = tG(u)} est borné dans H. m
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1.3. ESPACES L¥(Q) ET OPERATEUR DE NEMYTSKII

Espaces L”({)) et opérateur de Nemytskii

Dans ce mémoire, dz désigne la mesure de Lebesgue sur R (n € N*) et 2 un ouvert
non vide de R".

Espaces L"({))

Définition 5 FEtant donné 1 < p < +o0, on note LP(Q2), l'espace vectoriel des (classes
de) fonctions u : @ — R mesurables de p*®™° puissance Lebesque-intégrable sur Q, muni
de la norme suivante :

P

oy = / WPde | . ue L7(Q).
Q

Si p = +00, on note L*(Q2) l’ensemble des (classes de) fonctions essentiellement bornées

sur €1, i.e.
L>®(Q) = {u: Q — R mesurable; 3C > 0 telle que |u(x)| < C  p.p. x € Q}.
On munit cet espace de la norme définie par :

[ull ooy = supess [u(z)| = inf{C > 0; |u(z)| < C  p.p. x € Q}.
z€eQ

Théoréme 4 (de Fisher-Riesz) LP(2) est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.

En particulier, L*(Q) muni du produit scalaire (u | v)i2q) = [uvdzr est un espace de
Q

Hilbert.

Preuve. Voir [[3], Théoréme IV.8, page 57, et Exemple fondamental, page 78]. m

Théoréme 5 (Inégalité de Holder) Soient u € LP(S2) etv € LI(2) avec 1 < p,q < o0

deuz exposants conjugués (% + % =1). Alors, uwv € L*(Q) et l'on a

/ juv] dz < ol iy 19 oy -
Q

Preuve. Voir[[3] Théoréme IV.6, page 56] m

Proposition 3 Soit (u,v) € L=(Q) x L*(Q2). On a :

1) Jul < flull poo ) p-p- sur €2,

2) wv € LA(9) et vl < Nl o]0,

3) si Q est borné, alors uw € L*(Q) et ||ul|12() < v/mes(Q)|ul|re(q), ot mes(Q) désigne

8

la mesure de Lebesgue de €, i.e. mes(Q) = /d
Q
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1.3. ESPACES L¥(Q) ET OPERATEUR DE NEMYTSKII

Preuve.

1) Voir la remarque 1 a la page 56 dans [3].

2) Etant le produit de deux fonctions mesurables, la fonction uv est mesurable. De plus,
selon le premier point de la proposition, on a |u| < [[uf| je(q) P-p. sur £, donc luv|? =
u?v? < ([|ul|Zoo(q)v? p-p. sur Q, de sorte que

Jruvds < [ uleay)e?ds = i) [vide = (el ol

Q Q Q

Ceci prouve que uv € L*(Q2) et que [|uv|r2) < [[ull @ ||v] 20

3) Désignons par 1g la fonction indicatrice de 'ouvert €2, laquelle est clairement une fonc-

tion mesurable. Supposons 2 borné. On a / 11o|* do = /d:c = mes(Q2) < oo, donc 1 €

Q Q
L3(Q) et ||1q]| 12(0) = Vv mes(2). D’ot, en exploitant le deuxiéme point de la proposition,

u=ulg € L*(Q) et [ull 20y = llulell 2y < lullpe @) 1ol 2@ = Vmes(Q) [Jul| Lo (o) ®

Remarque 1
1) L’espace produit L*(2)™. Soit m € N*. On pose

)" =LY Q) x - x L2 Q) ={f=(f,- - fm) ; i€ L*Q), Vi=1,- - m}

et: pour f = (fla te 7fm) S L2(Q)m et g = (glu T 7gm) S LQ(Q)m;

(f g r2m = Z(fz | 9i)r2() = Z/fzgzdlﬂ

=1 = IQ

et

1
m 2
2
||f||L2(Q)m =4/ (f] f)Lz(Q)T" = |||f|||L2(Q) = (Z ||fiHL2(Q))
i=1

1l n’est pas difficile de démontrer les propriétés suivantes.
a) (-] )r2@qym est un produit scalaire sur L*(Q)™ et L*(Q)™ est un espace de Hilbert.

b) Inégalité de Cauchy-Schwarz : si (f,g) € L*(Q)™ x L*(Q)™, alors f - g o > figi €
i=1

LYQ) et |f - 9l < N llezg@ym N91l2gaym-

¢) Si f = (frr o fm) € LPN™ & Lo@Q) x - x L®(Q) et g € LAQ)™, alors

1<i<m

1F - gll ey < Vi ( max ||fz-||Loom>) T (1.13)

d) Si A = (aij),<; j< €St une matrice avec a;; € L*(Q) pour tous 1 < i,j < m et st
fe LAQ)™, alors Af € L*(Q)™ et

AN L2@ym < (Z HainLoo(Q)) 171l 2 gy - (1.14)

4,j=1
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2) Les espaces LP(0N)). Lorsque l'ouvert Q) est régulier (de classe C'), les espaces LP(0R)
sont définis par rapport a la mesure superficielle do, induite par la mesure de Lebesgque
dz sur la frontiére OS2 de Q) . Tous les résultats présentés dans cette section concernant

les espaces LP(Q2) sont également valables pour les espaces LP(0S).

Opérateur de Nemytskii

Définition 6 Soit m € N* et soit g : 0 x R™ — R une fonction de Carathéodory, i.e.
g vérifie les deux conditions :

1) g(x, ) : R™ — R est continue pour presque tout x € Q,

2) g(-,0) : Q — R est mesurable pour tout © € R™.

On appelle opérateur de Nemytskii (ou opérateur de superposition) engendré par g, l’opéra-
teur N, défini en posant pour toute fonction mesurable U : Q@ — R™, N,(U) = g(-,U(+)),
i.e. Ny(U) désigne la fonction (nécessairement mesurable) définie sur 2 par Ny(U)(x) =

gz, U(x)).

Nous aurons besoin du résultat suivant concernant 'opérateur de Nemytskii (voir par
exemple [I1], Théoréme 2.76, page 41).

Théoréme 6 Soit m € N* et soit g : Q0 x R™ — R wune fonction de Carathéodory
satisfaisant la condition suivante (appelée condition de croissance) :
il existe une fonction h € L*(Q) et une constante ¢ € R%. telles que

lg(z,0)] < h(z) +¢|O], p.p. € Q, VO € R™.

Alors Uopérateur de Nemytskii engendré par g envoie continiment [’espace L*(Q)™ dans

L3(Q), c’est-a-dire qu’on a
YU € L2(Q)™, N,(U) € L*(Q),

et que l’application
U — Ny(U)

est continue de L*(Q)™ dans L*(2).

Espaces de Sobolev

Dans tout ce qui suit, Pouvert Q est borné et régulier (de classe C!), 9 désigne la
frontiere (le bord) de 2, do désigne la mesure superficielle sur 09 et v(z) = (vi(z), - -
-, Vn(x)) désigne le vecteur normal unitaire pointant vers 'extérieur de €2 au point x € 01Q.
On pose
e D(Q2) = {¢; ¥ est une fonction de classe C* sur 2 de support compact inclus dans Q},
e C() = C°Q) = {p|a; ¢ est une fonction continue sur R"}, ot ¢|q désigne la
restriction de ¢ a €2,
et, pour k € N* U {00},

e CF(Q) = {p]q ;  est une fonction de classe C* sur R"}.
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Définition 7 (L’espace H'(Q)) On note H*(Q) le sous-espace vectoriel de L*(2) défini
par

H'(Q) ={ue L*Q); Vue L*( )"},

ot Vu, appelé le gradient de la fonction u, est le vecteur défini par :

ou ou
VU— (a—xl,,a—xn) .

On munit cet espace du produit scalaire

(u | U)Hl(Q) (U | U)LQ(Q) + (Vu | V)2

dont la norme associée est

1
2 2 2
lullny = /(| W = (||u||m + 1Vl a0y

2
= (IIU||L2 )
@

n 8u 2
_ 2
— /udm—i—Z/(axi) dx
Q i=1q

1) Dans la deﬁmtzon@ la dérivée a“ est au sens des distributions sur ) et la condition

au

Remarque 2

8; € L3(Q) signifie précisément qu’il existe v; € L*(Q), que l'on note , tel que

/ g;idx =— /vigodx, Vo € D(9).
Q Q

Rappelons au passage les deux faits suivants

e Dans le cas d’une fonction continiment différentiable, la notion de dérivée au sens des
distributions « coincide » avec celle de dérivée au sens des fonctions (voir par exemple
[6], Théoréme 6.10, page 144).

e Dans le cas ou ) est connexe, une distribution de gradient nul est nécessairement (une
fonction) constante sur Q0 (voir par exemple [6], Theoreme 6.11, page 146).

2) On a D(Q) C HY(Q) et, parce que ici Q est borné, on a C(Q) C H'(Q).

3) Pour tout u € H'(Q), on a :

lull 20 < llullgra) » (1.15)
IVullp2@yn < llull g » (1.16)

et
[l ) < lull g2y + VUl g2y - (1.17)
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4) Pour une suite (uy,),, C H'(Q) et pour uw € H(Q), on a Uéquivalence :

1 2 2 n
U, w) (TR U, Lﬁ) u et Vu, Lﬂ Vu)

Théoréme 7 H'(Q)) est un espace de Hilbert.

Preuve. Voir [[3], Proposition IX.1, page 150]. m

Théoréme 8 (de densité) C=(Q) est dense dans H'(). Autrement dit, pour tout

u € HY(Q), il existe une suite (¢,,)m C Coo(ﬁ) telle que p,, o u.

Preuve. Voir [[7], Théoréme 3, page 266]. m

Théoréme 9 (de trace) Il existe une unique application linéaire vy, : H*(2) — L?*(99),
appelée application trace, telle que :
1) siu € C(Q) NHYQ), alors you = u|sq, i-e. (you) (z) = u(x) pour tout x € A, et
2) vy est continue, i.e. il existe une constante Cy > 0 dépendant uniquement de ) telle
que :

vue B, ol sen < Coo lull g -

Preuve. Voir [[7], Théoréme 1, page 272]. m

Théoréme 10 (Formule de Green) Pour tous u,v € H'(Q) et tout 1 <i <n, on a

ou ov
/8$ivda: =— /uawi dx + /(vou)(%v)yida.
Q

Q o0

Preuve. Voir [[1I], Proposition 5.6.2, pages 189]. =

Lemme 1 Soit (¢,u) € C1(Q) x HY(S). Alors
V(u) = Vu+uVy, gu e H(Q) et vo(u) = Pyou.

Preuve. Soient i € {1,---,n} et ¢ € D(2). En exploitant le théoréme |10 sachant que
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1.4. ESPACES DE SOBOLEV

3%(21’90) = 3—;’; + gpg—i et que ¢ est nulle sur 02, on a :

<£)i(wu),w> = —<wu, >=—/wu§£d:c
Q

dp
3:52-

0 0
( [ ortwerda+ | wou)(wmda) + [ (uge) e
Q Q

0 0

= — (/8Z(w¢)dx+0) +/ <ua;€) wdx

Q Q
B ou N B ou o
Q

Ceci prouve qu’au sens des distributions, on a

9 ou o

D’ou V(Yu) = YvVu + uV.

Montrons maintenant que vu € H'(Q). Comme (¢, Vip) € C(Q) x C(Q)" C L>®(Q) x
Le(Q)" et (u, Vu) € L2(2)x L*(2), alors, compte tenu de la proposition[3} (¢yu, v Vu,uVy) €
L3(Q) x LA(Q)™ x L*(2)™. On en déduit que (Yu, V(Yu)) € L*(Q) x L*(Q)", i.e. Yu €
H(Q).

Montrons enfin que v,(yu) = ¥7y,u. Pour ce faire, nous allons d’abord montrer que
I'application v — F(v) = v de H'(Q) dans lui-méme est continue. Il est clair que F'
est linéaire.

Soit v € H'(Q). Compte tenu de la proposition 3| et de la ramarque [1] ainsi que des

inégalités (|1.15]) et (1.16)), on a

vl 2y < 1Yl poe o 10l 2y < 191l 1o 101710
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et

V@) 2@ = [19V0 + 0V 20
< ||¢VU||L2(Q)H + ||UV1/J||L2(Q)"

o
< ||77Z)||L°°(Q) ||VU||L2(Q)" ++/n <1T2f§§l O > ||U||L2(Q)
- tllLe=(Q)
o
< Wy el + v <mx A )) (E.
== illLee(Q

P
. )) 1911 g -
TillLee (@)
)) 1vll,: g, -
L(2)

D’autre part, sachant que C™(€2) est dense dans H*(2) (voir le théoréme , il existe une

<||¢||Loo(n) +vn (112%};

On en déduit grace a ((1.17) que

9y
a$i

”F(U)HHI(Q) < (2 ||77/J||Loo(9) ++n (max

1<i<n

c’est-a-dire que F' est continue.

. = HY(Q . .
suite (¢,,)m C C®(Q) telle que ¢, "9 . En exploitant le théoréme de trace (9| ainsi

que la continuité de F', on a

L2(09)
YoPm — oW, (1-18)
L2(09)
%WSOm) I VO(WL) (1-19)

et, pour tout m € N,

(Vo)) () = (Vo) (x), Va e .

On a également, pour tout m € N,

[Yo(¥w) = ¥voull 2y = lo(Ww) = den, + Yen — Vrull p2ag)
< (W) = Yol 2 p0) + 10em — 70Ul 1200)

et, tenant compte de la proposition [3] et de la remarque
|, — w%uHm(aQ) = [|¢(pm — ’YOU)HLZ(aQ) < H¢||L°°(an) 1P — ’70U||L2(aQ) :
Par passage a la limite quand m — oo, on en déduit grace a (1.18) et (1.19) que
[7vo(¥w) = ¥youll r2an) = 0, ie. yo(Yu) = ypu.
Définition 8 (H?*(2)) On pose

H*(Q)={ue H(Q); Vue H' ()"} .
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Remarque 3 Comme conséquence du lemme [1] et du théoréme on a la formule sui-
vante laquelle est valable pour tous (¥, u,v) € CY(Q)x H2(Q)x HY(Q) eti,j € {1,---,n} :

/8x, ( 6uj> vdr = /¢6u o /TP (%8 )(%v) vido. (1.20)

Théoréme 11 (Rellich-Kondrachov) On a H'(2) —< L?(Q), i.e. l'injection cano-
nique de H'(Q) dans L*(2) est compacte.

Preuve. Voir [[3], Théoréme IX.16, page 169]. m

Définition 9 (H}(Q)) On note H}(Q) l'adhérence de D(SY) dans H (). Autrement dit,
H1
H}(Q) = {u € H'(Q); il existe une suite (p,,)m C D(Q) telle que @, T u}

Proposition 4 (Caractérisation de H}(Q)) H(Q) est égal au noyau de v,, i.e. on a
H () = kery, = {u € H(Q); you=0}.

Preuve. Voir [[7], Théoréme 2, page 273]. m

Nous terminons cette section en rappelant quelques propriétés concernant les parties
positives et négatives des fonctions dans H'(2).

Définition 10 Soit f une fonction réelle définie sur un ensemble X. On pose

1) f+ 9 max {f,0} =150f = WTH, i.e. f désigne la fonction définie sur X par

_J fa) s f(z) 20
f+(x)—{ 0 sif(x)<0

2) f ( [+ =max{—f,0} = =1, f = |f| , i.e. f_ désigne la fonction définie sur
X par
_ ) sif(x) <0
f_(m)—{ 0 sif(z)>0
ot 1¢>¢ (respectivement 1<) désigne la fonction indicatrice de l’ensemble {z € X ; f(x) > 0}
(respectivement {x € X ; f(xz) < 0}).

Théoréme 12 Soit u € H(Q2). Alors

1) 1u:0Vu = O,
2) uy € H'(Q), vous = (you), et Vuy = 1,50V,
3) u_ € HY(Q), vou_ = (you)_ et Vu_ = —1,Vu.

Preuve. Voir [[5], Théoréme 2.8, page 28, et Corollaire 2.1, page 30]. =
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Opérateur de troncature associé a une paire
de fonctions

On se donne une paire (u,7) € H'(Q2)? telle que u < 7, i.e. u(z) <u(z) p. p z € Q.

Définition 11 (opérateur de troncature associé a la paire (u,u)) Pouru € L*(),
on désigne par T (u) la fonction définie sur 2 par

<u
T(u)(z)=4q u(x) si u(zr)<u(z)<u(x) (1.21)

Notation 1 Dans la suite, lorsque u € L*(Q), la fonction indicatrice de l’ensemble
{z € Q;u(r) <u(z)} sera notée 1<, la fonction indicatrice de 'ensemble {x € 2 ; u(z) > u(x)}
sera notée 1,~z, la fonction indicatrice de l’ensemble {x € Q; u(x) < wu(zr) <u(x)} sera

notée 1,<y,<z, €tc.

Remarque 4 Soit u € L*(Q). Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier.

1) T(U) = 1u<g@+1u>ﬂﬂ+1g§u§ﬂu
1 —_— f—
= (u—ul-Ju-1u+u+m)
1
= S(w-wi+@-w) = (=) = (u=-7)+u+m) (122)

= max{u,u} + min{u,u} —u

2) u < T(u) <. (1.23)
3) T(u) = wu sietseulement si u < u <. (1.24)
) T < [+ 2. (1.25)
5) T(u) € L*Q).

6) T'(u) = N(u), ot N, est l'opérateur de Nemytskii engendré par la fonction de
Carathéodory T : 2 x R — R définie par

(In = u(@)| = In = u(@)| + w(z) + u(x)) .

N | —

(x,n) =
On remarque que la fonction T satisfait la condition de croissance
p.p.x €Q, |t(x,n)| < |u(x)| + 2|u(z)|, Vn € R.
7) T est une application continue de L*(2) dans lui-méme.

Lemme 2 (d’autres propriétés de 'opérateur 7)
1) Soit u € H* (). Alors T(u) € HY() et on a

VT(’LL) = 1u<ng -+ 1U>EVE + 12Sugﬂvu, (126)

c’est-a-dire, pour presque tout x € ), on a

Vu(z) si u(r) < u(x)
(VT(u)) (x) =< Vu(z) si u(zr) <u(x
Vu(z) si u(z)

< (x) (1.27)
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2) T est une application continue de H*(Q)) dans lui-méme.
3) Soit g : 2 x R x R" — R une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de
croissance (locale)

il existe une fonction h € L*(Q) et une constante ¢ € R* telles que
p-p-x €K, |g(z,n, §)| < h(x) +clE], V(n,§) € [ulr), u(x)] x R™.
On désigne par Ny Uopérateur de Nemytskii engendré par g et on pose
N,oT(u) = N, (T(u),VT(u)), Yue H' ().

Alors Ny o T est une application continue de H*(2) dans L* (Q).

Preuve.
1) En vertu de la remarque @, on a par la formule
T(u) = % (v—w), +w—u)_—(u—1),— (u—1)-+u+nu)
D’ot, en utilisant le théoreme (12)), T'(u) € H'(Q2) et
VT(u) = %(v<u—g>++vm—g)_ VY (u—u), — V(u—T)_+ Vu+ Va)
= %(LMV (u—u) = 1ueyV(u— 1) = LsgV (u =) + 1yeuV(u — 1) + Vu + V)
= (Lt Lt DVt (L~ Lucg + 1)VE
5Ly~ Tucy — L + Luce) Vi

1 1
= 5(21u<g + Ly—y)Vu + 5(2]—u>ﬂ + 1,—w)Vu

1
+§<2ly§ugﬁ — ly—u — 1u=ﬂ)vu

1 1

= 1U<EVQ -+ 1U>QVE -+ 1u<u<gVu + 0 =+ 0= 1u<ng + 1u>gVﬂ =+ 1g§u§gVu.

2) Pour la preuve de ce point, on renvoie a [[4], Lemme 2.89, page 35].

3) On pose

_ 1 _ _ n
308 = 9 (.5 (= w0)] = =T+ 1(0) + 7). ) (0,76 € DX R x R,
Il est clair que g est une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de croissance

pp.z €Q, |g(z,n,8] < h(x)+clé] < h(z)+cl(n )], V(& e R

Il s’ensuit, en vertu du théoréme |§|7 que l'opérateur de Nemytskii /Ny , engendré par la
fonction g, envoie continiment L?(Q) x L*(2)™ dans L?(Q). En observant la définition de

g, on remarque la relation suivante entre les deux opérateurs Nz et N, :
N;(u,U) = Ny(T(u),U), ¥(u,U) € L*(Q) x L*(Q)".
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D’autre part, puisque 7' envoie contintiment H'(2) dans lui-méme, I’application
ur— (u,T(u)) — (u, VT'(u))
est continue de H'(Q) dans L*(Q2) x L*(Q)". Par conséquent, application
u+— Nz(u, VI'(u)) = Ny(T'(u), VT'(u))

est continue de H'(f2) dans L*(Q2). m

Premiére valeur propre de ’opérateur —A avec
condition de Dirichlet

On aura besoin du résultat suivant (ici 'ouvert 2 doit étre de classe C?).

Proposition 5 Il existe un nombre réel Ay > 0, appelé premiére valeur propre de —A

avec condition de Dirichlet, et il existe une fonction o, € C1(Q), appelée fonction propre
associée a A1, tels que

—Ap; = AN, dans ()
v, = 0 sur 02

et
o(x) >0, Vre.

Preuve. Voir [[11], Remarque 9.2, page 224, et Proposition 9.8, page 229]. m
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CHAPITRE 2

Méthode de sous- et sur-solution pour un
probléme elliptique non linéaire avec une
condition aux limites de Robin-Neumann

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme elliptique avec une condition aux limites
de type Robin et qui comprend un terme de convection dépendant de maniére non linéaire
de la solution et de son gradient. La condition aux limites considérée est suffisamment
flexible pour inclure également le type Neumann. Inspirés par les travaux effectués dans [9,
10], nous utilisons ’approche de sous- et sur-solution pour obtenir un résultat d’existence
et de localisation d’une solution faible. Ensuite, nous appliquons ce résultat pour prouver
I’existence de solutions faibles positives.

Présentation du probléme

Soit 2 C R™ (n > 1) un domaine (c’est-a-dire un ouvert connexe) borné de frontiére
09 de classe C' et dont la normale extérieure unitaire en tout point x € 9 est notée

v(x). On considere le probléme aux limites

{ —div(A(z)Vu) + ag(x)u = f(x,u, Vu) dans (P)
A(z)Vu-v(x) + bo(x)u =0 sur O

et on formule les hypothéses suivantes sur ses composantes :

(H1) A e L>(Q)™", i.e. A= (a;j)i<ij<n avec a;; € L>(Q),

(H2) il existe une constante o > 0 telle que A(x)¢-€ > a | € |2, VE € R, p.p. x € Q,

(H3) ap € L>(R2) avec ap(z) > 0 p.p. z € Q,

(H4) f: Q2 xR x R" — R est une fonction de Carathéodory, i.e. f(x,-,-) est continue

pour presque tout = € Q et f(-,n,&) est mesurable pour tout (7,£) € R x R™,

(H5) by € L>(09Q) avec by(z) > 0, p.p. € 09,

(H6) maX{HaOHLm(Q) , ||b0\|Loom)} >0, i.e. ag # 0 ou by # 0.
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2.2. FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME

On remarque que est un probléme de Robin « pur » si by # 0 et est un probléme de

Neumann « pur » si by = 0.

Formulation faible du probléme

On suppose que A € CH(Q)™ ", u € H*(Q) et que f(-,u, Vu) € L*(). Vu que
"0 ou
- 35 2 (0,2,
by 8@’1 8a;j

la premiére composante du probléme (P)) s’écrit

—~ 0 0
- Z 8_x <awa7u> + agu = f(x,u, Vu) (21)
ij=1 """ J

En multipliant les deux membres de 1’équation (2.1]) par une fonction test v € H*(Q) et
intégrant sur €2, on obtient

_ Z / e (ama )Ud.r+/aguvdx = /f x,u, Vu)vdz.

Q

En exploitant la formule (|1.20)), il vient

ou Ov ou
— Z /aija—xja—widx—i—/ (aij% (0_1‘]>) (yov) vido +/ apuvdr = /f(a:,u, Vu)vdz,

hy=1 o0 Q Q

ou Ov ou
Z /aw P, 3x,dx Z / (%170( )) (7ov) Vzda—i—/aouvdx— /f(:z:,u, Vu)vdz,

hy=1 H3=150 Q Q

i.e.

/AVu Vudz — /(A%(Vu) v)(yov)do + /aouvdm = /f(x,u,Vu)vda:,

o0N Q Q

ot on a posé 75(Vu) = (Yo(2),+ -+ 70(22)).
En tenant compte de la condition aux limites « A(z)Vu-v(x)+bo(z)u = 0 sur 92 », i.e.
A(2)7y,(Vu) - v(z) = —bg(x)yyu, on arrive a 'équation

/AVU - Voudx + /aouvdx + /bo(%u) (yov)do = /f(x, u, Vu)vdz.

Q Q o Q

Toutes les intégrales apparaissant dans la derniére équation existent des que (A, u) €
L) x HY(Q), c’est-a-dire que nous n’avons plus besoin de 'hypothese plus forte
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2.2. FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME

(A, u) € CHQ)™ ™ x H?(Q) faite au départ. En effet, compte tenu de la remarque 1] (les
propriétés b, d et 2), on a
€ LX) x LA(Q)" x L*(Q)" = (AVu, Vv) € L*(Q)" x L*(Q)"
— AVu- Vv € LY(Q),
(ag,u,v) € L®(Q) x L*(Q)? = (apu,v) € L*(Q)? = aouv € L'(Q),

€ L®(09) x L*(00)* = (bo(vou),Yov) € L*(052)?

= bo(You)(ov) € L(99),
et
(f(-,u, Vu),v) € L*(2)* = f(-,u, Vu)v € L'(Q).

En conclusion, nous avons la formulation faible suivante du probléme

trouver u € H'(Q) tel que f(-,u,Vu) € L*(Q)) et
/AVU Voudx + /aouvda: + /bg(%u)(%v Ydo = /f x,u, Vu)vdz, Yo € HY(Q).

Q Q 9]
(PV)

Dans la suite, lorsque u € H*(), on utilisera la notation N;(u) = Ny (u, Vu), o Ny est
I'opérateur de Nemytskii engendré par f (voir la définition @
En posant

a(u,v) = /AVU - Vodz + /aouvdm + /bo(%u)(vov)da, Y(u,v) € HY(Q)?,  (2.2)

Q Q oN

on peut écrire
trouver u € H'(Q) tel que Ny(u) € L*(Q) et

a(u,v) = /Nf(u)vdx, Vv € HY(Q). (PV)
Définition 12 (Solution faible) Une fonction u € H'(Q) est dite solution (faible) du
probléme (@ st u est une solution de , i.€. Si
Ny(u) € L*(Q)

et
a(u,v) = /Nf(u)vdm, Yo € HY(R).

On introduit la notation
(H' ()4 ={ue H(Q); u(z) >0 p.p. z € Q}.

Définition 13 (Sous-solution faible et sur-solution faible)
1) Une fonction u € H'(Q) est dite sous-solution (faible) de (F)) si

Ny(u) € L(9)
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2.3. LA MISE EN (EUVRE DE LA METHODE DE SOUS- ET SUR-
SOLUTION

et
a(u,v) < /Nf(g)vdm, Yo € (HY(Q)),. (2.3)
Q

2) Une fonction @ € H'(Q) est dite sur-solution (faible) de (H) si
Ny (@) € L*(Q)

et
a(w,v) > /Nf(ﬂ)vda:, Yo € (HY(Q)),. (2.4)

3) Si u est une sous-solution de (@ et w est une sur-solution de (@ et u < w, on dira
que (u, ) est une paire ordonnée de sous- et sur-solution de (F)).

La mise en ceuvre de la méthode de sous- et sur-
solution

En plus des hypotheses (H1)-(H6), pour pouvoir appliquer la méthode de sous- et
sur-solution on a besoin de deux autres hypotheses. L’une concerne ’existence d’une paire
ordonnée de sous- et sur-solution, ce qui constitue un ingrédient de base de cette méthode,
l’autre concerne la croissance locale de la fonction f.

(H7) On dispose d’'une paire ordonnée de sous- et sur-solution (u, ) de (P).
(H8) 1l existe fo € L*(Q) et ¢ € R* tels que

p-p. € [f(z,n,8)] < folx) +clE], V(n, &) € [u(z), ulx)] x R™. (2.5)

Notre but maintenant est de prouver que sous les hypotheses (H1)-(HS8),
admet (au moins) une solution u comprise entre la sous-solution et la sur-solution, i.e.
u < u < w. Pour y arriver, on suit le schéma habituel de la méthode de sous- et sur-
solution. On exploite la présence de la paire (u,u) pour fabriquer un probléme auxiliaire
dont chaque solution faible est une solution de @ comprise entre u et w et pour

lequel les outils de résolution sont disponibles.

Résultat d’existence pour un probléme auxi-
liaire
On pose
ao(x) = ap(z) +, € Q,

et
fa('rﬂ%g) = f(.%',’l],f) + amn, (I,n,€> c QxR xR"

Notons que f, est clairement une fonction de Carathéodory et qu’on a, en raison de (HS),
p-p- & €, [falz,n,8) < go(z) + ], V(n,€) € [u(z),u(z)] x R", (2.6)
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2.3. LA MISE EN (EUVRE DE LA METHODE DE SOUS- ET SUR-
SOLUTION
avec go = fo + a([u] + 2 |u|) € L*(Q).
On désigne par T  I'opérateur de troncature associé a la paire (u,w) (voir la définition
et on introduit le probléme auxiliaire

{ — div(A(z)Vu) 4+ ao(x)u = fo(z, T(u), VT (u)) dans Q (P)
A(x)Vu - v(z) + bo(x)u =0 sur 02,

dont la formulation faible est

trouver u € H'(Q) tel que

/AVU - Vodz + /aauvdx + /bg(%u)(%v)da = /fa(a:,T(u), VT (u))vdz, Yv € HY(Q).
Q Q o0 B
(PV)
En désignant par Ny, 'opérateur de Nemytskii engendré par la fonction f, et en posant

b(u,v) = alu,v) + a/uvd:v, V(u,v) € H'(Q)?, (2.7)

on peut écrire
trouver u € HY(Q) tel que

b(u,v) = / (Ng, o T) (w)vdz, Yo € H(Q). (PV)
Q

Lemme 3 (un résultat d’existence pour (PV))) Sous les hypothéses (H1)-(HS8), le
probléme admet au moins une solution.

Preuve. On applique le théoréme (3)) en prenant V = L?(Q), H = H'(Q), F = Ny oT, et
en montrant que toutes ses conditions sont satisfaites. Il est clair que L?*(Q2) et H'(£2) sont
des espaces de Hilbert. D’aprés le théoréme (L), on a H(Q) << L3(Q2), c’est-a-dire
que la condition HV est satisfaite. Montrons qu’il en est de méme pour toutes les autres
conditions.

Montrons que la condition b1 est satisfaite. Il est clair que b(-, -) est une forme bilinéaire
sur H'(Q) x HY(Q). D’autre part, pour tout (u,v) € H*(2) x H'(f2), on a, en exploitant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'inégalité , la proposition , la remarque (les

inégalités et [L.15) et le théoreme (9),

b(u,v)] = /AVu - Vudzx + /aouvdx + /bg(%u) (yov)do + oz/uvdx

Q Q o0N Q

IN

/AVu~Vvdx + /aouvdx + /bo(vou)(%v)da + a/uvdx

Q Q Q
< ||AW||L2<Q IVl 2y + laoull 2y 01l 220y + 10070l 1200 17001l 2290

+oflull g 0]l 2y
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SOLUTION

< (Z ||ainLoo(Q)> IVull 2gyn VUl L2 yn + llaoll ooy 1ull 220 101l 220

ij=1

+ HbOHLw(aQ) H%UHL2(aQ) H%UHLz(aQ) +a ||u||L2(Q) HUHL2(Q) J

IN

(Z IIainLoo(Q)> [l g1y 1011 ) + llaoll oo ) Null ey 0l 1 e

ij=1
+ {100l oo a0y Ca 10l 11y 101l 11y + @ 11l gy N0l 1y
= <Z laisll ooy + laoll ooy + B0l Lo a0 030 + O‘) wll g0y 101l 1 e -
ij=1

On en déduit que b(-, ) est une forme bilinéaire continue sur H'(Q2) x H'(Q).
Passons a la condition b2. Pour tout u € H'(f2), on a, en raison des hypotheses (H2),
(H3), (H5),

b(u,u) = /AVu - Vudzx + /a0u2dx + /bo(%u)Qda + a/u2dx

Q Q o0N Q

> /AVu : Vud£C+Oé/u2dl'
0 0
2 2
> al|Vullpag) + allullf2q)

2 2
= a (IVull}g + lullfa)

2
= allullpg)-

Donc b(+, ) est coercive sur H'(2).

Montrons maintenant que les conditions F1 et F2 sont satisfaites. D’apres le lemme [2] (la
propriété 3), Ny, o T est une application continue de H'(Q2) dans L?(2), c’est-a~dire que
la condition F1 est satisfaite. Soit w € H*(€2). En exploitant et (1.26)), on a

[fa (-, T () (), VT (u)(-))]

go + ¢ |VT(u)]

go + ¢|lucuVu+ 1,55V + 1y<y<zVu|
g0 +c([Vul + [Va] + [Vul) .

[Ny, o T(u)|

IN

IN

D’ot, en exploitant (|1.16)),

[N o T (W)l 2y < g0+ c(IVul + VUl + [Vul)| 12
< goll g2y + ¢ <HVHHL2(Q)n + V| 2y + HVUHH(Q)")
< (H90||L2(Q) + cllull grq) +C|WHH1(Q)> + clull grq)
= a+cllullpg, (2.8)

ou

c1 = |9oll 2y + ¢ llull grq) + el gr(q) -
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D’autre part, on a

Ny,

[e3

oT(u) = luculNy, oT(u)+ LusuNy, 0 T(u) + lu<u<alNy, © T(u)
= lucuNy, () + LusaNy, (W) + lucu<a Ny, ().

En exploitant une fois de plus (2.6) et en utilisant la remarque [ ((L.24) et (1.25)), on en
déduit que
[Nj. o T(uul < Tucu (90 + ¢[VT(@)]) [ul + Lusz (90 + ¢[VT(@)]) |ul

+lucusa (90 + ¢[VT (w)]) [ul
< (90 + c[VT(W)]) [u] + (90 + ¢ |VT@)]) [u] + (90 + ¢ [VT (w)]) ([u] + 2 |ul)
= ([u] +2]ul) go + (290 + ¢|Vul + ¢[Va]) [u] + ¢ ([u] + 2 [u]) [Vul,

donc, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(Ny, o T(u) | u) e = Ny, o T(u)udx
(@’ Q/

< Ml + 2ulll 2 ) 90ll 2 () + 11290 + €[Vl + ¢ [Valll 2 q) lull 120
+ell[al + 2 |ulll 2 o) 1Vull L2
< Gt “u”Hl(Q) ) (2.9)

ot ¢ = ||[al +2ulll 20 1901l 12
et 3 =290 + c[Vul + |Vl p2q) + c||[a] + 2[ull| 12(q)-
En prenant C' = max {c¢; + ¢, ¢+ 3}, on déduit de (2.8]) et (2.9) que

N7, © T () oy + [(Vg, © T(w) | 0) oy | £ O+ [l ), Ve € H ().

Toutes les conditions du théoréme [3| étant satisfaites, on conclut que le probléme 1}

admet au moins une solution. m

Résultat d’existence pour le probléme (P)

Théoréme 13 (un résultat d’existence pour (PV))) Sous les hypothéses (H1)-(HS)
le probléme admet au moins une solution.

Preuve. D’apreés le lemme , le probléme 1) admet au moins une solution u. On va
montrer que u est aussi une solution de (PV]). Pour cela, il suffit de prouver que T'(u) = u,
ou de maniére équivalente que u < u < u.

Comme % est une sur-solution de , on a l'inéquation ([2.4)), et comme u est une solution

de 1} on a l’équation

b(u,v) = /Nfa o T(u)vdz, Vv e (HY(Q)). (2.10)
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En soustrayant (2.4) de (2.10f), on déduit que

/AV(u — ) - Vodx + /ao(u — w)vdx + /bo’yo(u — u)yvdo
Q o9
(f(z,T(u),VT(u)) — f(z,u, Vu))vdx + a/(T(u) —u)vdx, Vv € (HY(Q)),,
Q

et, en choisissant v = (v — @), par (1.21)) et (1.27)) il vient

<

{O\D

/AV(U—E)-V(u—ﬂ)+dx+/ao(u—ﬂ)(u—ﬂ)+dx

+ / bovo(u — W)Yo (u — W) do
50
< /(f(r, T(u), VI'(u)) = f (2,0, V) (u — )1 dz + o /(T(U) —u)(u—u)dr
- / (f(z, T(u), VT (u)) — f(z,T, V) lysa(u — T)dz + a / (T(u) — u)lysa(u — w)dz
— /(f(a;,u, V) — f(2,8, Vi) lysa(u — 0)dz + o /(ﬂ — ) Lysu(u — W)dw

Q

— —a/((u — 7))z < 0.

Q
D’autre part, en exploitant le théoreme [12| et (H2) on a

/AV(u — ) V(u—T).dr+ /ag(u ) (u— ). da

Q

+ / boyo(u —@)yo(u — @)y do

o0
_ / AV (1 T) - (LyoaV (1 — 7))z + / 0ot — 1) Lysa(u — @)dar
+ / boYo(u — )1y uzy,aYo(u — u)do
oN
_ / ALonV (1 — ) - (Lo V(1 — 7))dz + / doLyon(t — T)Lyon(u — T)da
+ [ bolyguzyaYo (U — W)yguzygaYo(u — u)do
/
= /AV(u — ), - V(u—1u) dv + /ao((u — 1), ) + /bo(’yo(u — ), )*do
Q Q o0
> al|V(u—10) |72 + /ao((u —w)y)de + /bo(%(u — ) )?do.

Q o
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Il en résulte que

Viu—1); =0 et /ao((u — ), )?dr + /bo(%(u — ), )*do = 0.

Q o0N

Comme (2 est connexe, on déduit que la fonction (u—1u), est constante sur €2, ¢’est-a-dire
qu’il existe une constante C' € R telle que (v —u)y = C (voir la remarque [2)). Ainsi par
le théoréme de trace[d) v(u — )4 = C et, de ce fait,

02 /Godl’+/b0d0' = 0.

Q o0

En raison de ’hypothese (H6), ceci implique C' = 0, donc (u —u)y =0, i.e. u < @.
Par une démarche similaire, on va monter que u > u, en utilisant cette fois le fait que u

est une sous-solution de (]E[)
En soustrayant- ) de , on déduit que

/AV(u —u) - Vodz + /ao(g — u)vdx + /bo%(ﬂ — u)yovdo

Q Q G)
< / z,u, Vu) — f(x, T(u), VT (u))vdz + a/(u — T(u))vdz, Yv e (H'(R));.

En choisissant v = (v — u), par (1.21]) et (1.27)) il vient

[AV@ =) V- wide+ [ aofu =) o

Q Q

+ / b 1 — u)yo( — ) ydo

T, u, Vi

— F(e, T(u), VT (u))(u — u)+dz + a / (1 — T(w)) (s — 1) d

Q

r,u,Vu

~ f (Vi) Lucal — w)de + o / (u— w1, (u— u)de

Q

15)9)
[
Q
— [, = S T, VT ) sl = e+ o [0 = T, (0= )
Q
[t

~ —a [(w=w 2 <o
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D’autre part, on a en utilisant le théoréme 12| et (H2)

[ AV V- wide+ [ aolu =)= wido+ [ bl - ug(u - wdo

Q Q B)
- /AV(Q —u)- (1, V(u—u))dr+ /ao(g —u)l _(u—u)dr
Q Q
+ / bovo(u — 1) 1ygugaouo(u — u)do
o9
= /A(IKUV(Q —u)- (1, V(u—u))dz + /a01u<u (u—u)l _(u—wu)dr
Q Q
+ / bUl’YoUS’Yo@vO(ﬂ - u)l’YouS’YOMW/U(u o u)da
o9
= /AV(Q —u)y - V(u—u)de + /ao((g —u)y ) dx + /bo(%(g —u), ) do
Q Q o0
> al[ V- ula + [ aollu = w)Pdo+ [ brgla - ) Pdo.
Q o0

Il en résulte que

Viu—u)y =0 et /ao((g — )y )?dr + /bo('yo(g —u)y)do = 0.

Comme (2 est connexe, on déduit que la fonction (u—u), est constante sur €2, c’est-a-dire
qu’il existe une constante C' € R telle que (u — u)y = C (voir la remarque . Ainsi par
le théoréme de trace[d) v(u — u)4+ = C et, de ce fait,

02 /a0d$+/bod0' = 0.

Q o0

En raison de 'hypothése (H6), ceci implique C' = 0, donc (v — u), = 0, i.e. u < u.
On a ainsi montré que u < u < @, donc u est une solution du probléme (PV|). m

Application : existence de solutions positives

Comme nous venons de le voir a travers le théoréme [I3] la méthode de sous- et
sur-solution peut ramener la question de 'existence d’une solution a celle de I'existence
d’une paire ordonnée de sous- et sur-solution. Maintenant nous allons voir qu’il est parfois
possible de construire une paire ordonnée de sous- et sur-solution et d’en déduire via le

théoreme [I3] Pexistence d’une solution positive.
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Cas d’un probléme de Neumann « pur »

On considére d’abord le cas ot ag # 0 et by = 0, c’est-a-dire le cas ol est un

probléme de Neumann « pur » qu’on écrit

{ — div(A(2) V) + ao(w)u = f(,u,Vu) dans O (P1)

A(z)Vu-v(x) =0 sur 0f).

Comme résultat d’existence d’une solution (faible) positive, nous avons le théoréme sui-
vant qui est le fruit d’'une adaptation du résultat obtenu dans [9].

Théoréme 14 (Existence d’une solution positive pour (P1))
En plus des hypothéses (H1)-(HY), supposons que ag Z 0 et qu’il existe (cg, c1,c2) € ]Rf
et une fonction fo € L*(Q) tels que

¢ < Ca,
f(z,¢1,0) > crap(x), p.p.x€Q, (2.11)
f(z,c2,0) < coap(x), p.p.z€Q, (2.12)
|flz,n. I < folz) +colél,  pp-z€Q V(n,§) € [c1,00] x R™. (2.13)

Alors le probléme admet une solution (faible) u € H'(Q) vérifiant 0 < ¢; < u(z) <
ca, p.p.x €.

Preuve. On pose u = ¢; et w = ¢3. On a clairement

(w@) € HY(Q)x HY(Q),

Vu = Vu=0,
u < u,
et, en raison de (2.13)),
f(z,m, 8] < folz) +clél, pp.-xeQ, V(n,§) € [u(z),u(x)] x R”, (2.14)
|f (@, u(x), Vu(x))| = |f(z,c1,0)| < fo(z), pp.z e, (2.15)
|f (z,u(x), Va(z))| = | f(z,c2,0)| < fo(z), pp.z e (2.16)

Remarquons que ([2.14)) signifie que la condition (2.5|) est satisfaite. De (2.15)) et ([2.16)),

on déduit que
f(u, Vu) € L2(Q)

et que
f('7ﬂ7 VE) € LZ(Q)

Soit v € (H'(€)),. Compte tenu de (2.11)) et (2.12), on a

/AVQ~VUd:c+/aogvdx: /claovdx < /f(:c,ch())'udx = /f(:c,g7 Vu)vdz
Q Q Q Q

Q
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et

/AVE-VUdI—I—/aOHde: /Canvdx > /f(LcQ,O)vdx: /f(x,ﬂ, Va)vdz.
Q

Q Q Q Q

Tout ceci prouve que (u, w) est une paire ordonnée de sous- et sur-solutions. Les conditions
du théoréme se trouvent ainsi toutes satisfaites, on conclut que le probléme (P1)) admet
une solution (faible) u € H*(Q) vérifiant 0 < ¢; = u(z) < u(x) <u(z) =co, pp.z €Q. W

Exemple 1 (Une fonction f satisfaisant les conditions du théoréme Soient (c1,c) €
R%, (e,g) € L=(Q) x C(R) et h: R" — [0, +00[ une fonction continue tels que

O<Cl<02,

Montrons que la fonction f: Q x R x R" — R définie par

f(@,m,8) = (ao(x)n + g(n) (1 + [€]) + e(z)h(E)

satisfait aux conditions du théoréme [14. D’abord [ est de Carathéodory parce que les
fonctions © —— ag(x) et x —— e(x) sont mesurables et les fonctions n — g(n) et
& — h(&) sont continues. Ensuite, en posant

M, = sup |g(n)|,
n€lcr,ca]
h
M, = sup (f);
cern 1+ [¢|

co = C2 [|aoll () + My + ll€ll oo ) M

et, pour tout x € €,
fo(x) = eaa0(x) + My + (e[| oo ) M,

on constate que

f(z,e1,0) = ag(x)er + gler) > crap(x), p.p. z€Q,
f(z,e0,0) = ap(x)cy + g(ea) < caap(x), p-p. x€Q,

fo € L*Q),
@l < fol@)+clél, pp z€Q, V() € [or, o] xR
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Cas du Laplacien

On considére maintenant le cas ot A est la matrice identité. Le probléme (]ED devient

{ —Au+ ag(z)u = f(r,u,Vu) dans Q (P2)

Vu-v(z)+bo(x)u =0 sur 0.

Il s’agit d’un cas particulier du probléme traité dans [10]. Dans ce qui suit, A\; > 0 désigne
la premiére valeur propre de 'opérateur —A avec condition de Dirichlet et ; est une
fonction propre associée & A\, c’est-a-dire que

—Ap; = Ay, dans
v, = 0 sur 0S).

De plus ¢; € CYQ) et py(z) > 0, Vo € Q (voir la proposition . Comme résultat
d’existence d’une solution (faible) positive pour le probléme (P2), nous avons le théoréme

suivant qui est le fruit d’une adaptation du résultat obtenu dans [10].

Théoréme 15 (Existence d’une solution positive pour (P2)))
En plus des hypothéses (H3)-(HG6), supposons que

v € C3(Q), (2.17)
Vo, (x) -v(z) <0, pp. x€d (2.18)
et qu’il existe (co,c1,¢2) € Rf tel que

|flz,n Ol <al+[€]), pp. ze€Q, V(1§ €]0,caf xR, (2.19)

fl@n &) > (M +llaollpeoiq)n, pp-x €Q, Vne]0,cf, VE R (2.20)

avec [&] < co,

f(z,c0,0) =0, p.p. z€Q. (2.21)

Alors le probléeme admet une solution (faible) u € H*(Q) vérifiant 0 < u(x) < ca,
p.p. x € S

Preuve. On pose

_ . . - min {cop, c2}
U=cy et u= ou €= .
>0 R maxi; () + max |V, ()]
zeN xef)

On a clairement
(u,7) € H'(Q) x H'(9),
Vu =0,
V@ - 5v9017

co [V, (2)]

maxy, () + max [V, (z)]
e €N

|VQ(IL‘)| = |v§01(‘7")| S < Cp, Vo € Q?
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2.4. APPLICATION : EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES

02<P1<33)
<
wa) < mazwl(x) + max [V, ()|
xeQ)

et, en raison de et ( -,

< ¢y =71u(z), Y e,

[f@nl<a+aldl, pp zeQ, V() e ul@)u(x)] xR, (2.22)
[f(z, u(z), Vu(z))] < c1 + e [Vu(z)], pp. z€, (2.23)
f(z,u(x), Vu(z)) = f(z,c2,0) =0, p.p. =€ Q. (2.24)

Remarquons que ([2.22)) signifie que la condition ( est satisfaite. De et ,

on déduit que
f(u, Vu) € L2(Q)

et que
f<'7ﬂ7 va) € LQ(Q)

Soit v € (H'(Q))4. On a v = v, donc, en vertu du théoréme Yol = Yo+ = (790)+,
i.e. yov > 0. D’autre part, en exploitant le théoréme [J et le théoréme on obtient

Op, Ov
/V%'V?}dm = Z/ailax

Q i=1q

_ /awlvd +/(g )(%v)yzda

_ /(—Agpl)vdm+/(Vs01'V) (Yov) do

Q o9
= [eds+ [(Vern)g)do,
Q o0
D’ot, compte tenu de (2.18)),
/Vgol - Vudz < Al/golvdx. (2.25)
Q

En raison de (2.24)), on a

/Vﬂ - Vudx + /agﬂvdx + /bo(voﬂ) (vov)do = [ caapudr + /@bo(%v)da >0
QO

Q oN o

/
= Q/f(:c,a, Vu)vdzx.

Cela signifie que w est une sur-solution. D’autre part, compte tenu de et ( et
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2.4. APPLICATION : EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES

du fait que y,9; =0, on a

/Vg - Vudx + /aogvdx + /bo(%g)(%v)da = 8/V901 - Voudx + 5/a0<,olvdx
Q

Q Q o0 Q

< Als/golvdx + €/a0golvd:c
Q Q

= /()\1 + ag)ep vdx
Q

= /(/\1 + ag)uvdx

Q

< [ O+ ol v
Q

< | f(z,u, Vu)vdz.
/

Cela signifie que u est une sous-solution. Toutes les conditions du [I3] sont ainsi satis-
faites, on conclut que le probleme (P2)) admet une solution (faible) u € H'(Q) vérifiant
0<ep(z)=u(r) <ulz) <u(zr)=cy pp. €N w

Remarque 5 (a4 propos des conditions (2.17)) et (2.18)))

1) Il semble assez étrange que le résultat d’existence d’une solution positive (faible) pour
le probléeme ait été démontré dans [10] sans les conditions et . En effet,
dans le but de montrer que e, est une sous-solution, les auteurs de [10] ont utilisé I’égalité

transcrite ci-dessous pour le cas p = 2

/V(pl -Vudr = /(—Agpl)vdx, Yo € (HY(Q)),.

Q Q

Or cette égalité est incorrecte puisque, en choisissant v=1¢€ (H*(Q)), elle conduit a

/(—A%)dx =0,

Q

en contradiction avec le fait que : —Ap, = A\, et p,(z) >0, Vo € (.

2) La condition est toujours satisfaite si l'ouvert Q est assez régulier (de classe C™
avec m > % ). Voir par exemple [3], le théoréme IX.25 a la page 181 ainsi que la remarque
30 a la page 195.

3) Sin=1 et Q=|0,1], alors la condition est satisfaite. En effet, dans ce cas on
a 00 ={0,1}, v(1) = —v(0) = 1, de plus (voir la proposition 8.5.2 a la page 299 dans
[1] ou Uexemple a la page 146 dans [3]), \ = 7* et p,(x) = csinmx, Vo € Q, ot ¢ est
une constante strictement positive, de sorte que Vi, (z) - v(z) = ¢|(x)v(z) = —em < 0,

Va € 0N).
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2.4. APPLICATION : EXISTENCE DE SOLUTIONS POSITIVES

Exemple 2 (Une fonction f satisfaisant les conditions du théoréme
Soit e : Q — [1, 4+o00[ une fonction continue, g : R — R la fonction définie par

0 si n<0oun>2
g(n) = (A1 + HCLOHLOO(Q))U st 0<n<1
(A1 + Ha’OHLOO(Q)) 2—mn) si l<n<2
A
g(m)

A+ llagllzocay f-----

\ 4

Courbe représentative de la fonction g

et h: R" — [0, +oo[ une fonction continue vérifiant

_ h(€)
h(0)=0 et 55@1211+|€|<OO'

Montrons que la fonction f: Q) x R x R" — R définie par
f(x,m,€) = e(x)(9(n) + h())

satisfait aux conditions du théoréme . D’abord [ est de Carathéodory parce que les
trois fonctions x — e(x), n — g(n) et & — h(§) sont continues. Ensuite, il suffit de

prendre

Co = 1,

Cy = 2,
M, = maxe(z),

z€eQ
h(§)
M}, = sup ,

" eern 1 + ]

c1 = Me(M + [|aol poo () + M),
pour se rendre compte que

F@m, ) < Mo + llaoll oy + Ma(1+ I€)) < cx L+ [€D), W(w,m,€) € 2 x R x R,
F@.0.€) = gn) = O + llaoll wggy)n, (@, m,€) € 2 x]0, cof x B,

f(x,c2,0) =e(z)(g(2) + h(0)) =0, Vze Q.
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CONCLUSION

On a étudié un probleme elliptique avec une condition aux limites de type Robin-
Neumann et un terme de convection dépendant non-linéairement de la solution et de
son gradient. En utilisant la méthode de sous- et sur-solution, on a établi un résultat
d’existence et de localisation d’une solution faible. En guise d’application de ce résultat,
on a prouvé I'existence de solutions positives pour une classe de problémes elliptiques non
linéaires de Robin et de Neumann. Le travail réalisé dans ce mémoire montre qu’il est
tout a fait possible d’établir une version unificatrice de deux résultats publiés récemment

par D. Motreanu et al.
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