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Introduction Générale

Le calcul fractionnaire représente la généralisation de l'intégration et de la
différenciation d’ordre entier & un ordre arbitraire. La théorie du calcul fractionnaire remonte
au debut des années 1600 dans plusieurs lettres entre L'Hépital et Leibniz, qui ont d'abord
avancé I’idée de généraliser le sens des dérivées d'ordre entier aux dérivées d’ordre non
entier. Méme si ’apparition du calcul fractionnaire remonte a la méme période ou se
développait le calcul différentiel classique, sa complexité inhérente a reporté son utilisation
et son application dans le monde de l'ingénierie, et seules les mathématiques pures ont été
privilégiées pour s'en occuper. Au cours des trois derniéres decennies, le domaine du calcul
fractionnaire a suscité l'intérét des chercheurs dans plusieurs domaines d’application,
notamment les mathématiques, la physique, la chimie, I’ingénierie et méme la finance et les

sciences sociales.

De nos jours, son utilisation dans I'ingénierie de commande gagne de plus en plus de
popularité tant dans la modélisation que dans I'identification, ainsi que dans la conception
des régulateurs. Dans le domaine de la modélisation, de nombreux chercheurs ont montre
que les modeles d'ordre fractionnaire décrivent mieux et plus précisement des systemes, que
les modeles classiques d’ordre entier. Dans [ST179] et [BAG83], les modeles viscoélastiques
sont formulés par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Dans [NAS18], les
auteurs abordent l'identification d’impédance électrochimique dans le domaine temporel, en
utilisant la modélisation fractionnaire. Dans [POD99], la diffusion de la chaleur a travers un
solide semi-infini est un autre systeme d'ordre fractionnaire typique, ou le débit de chaleur
est égal a la demi-dérivée de la température. Une modélisation par un systéme d’ordre
fractionnaire de la dynamique des flux de fluides a haute pression est présentée dans
[LIN15]. Les auteurs de [MOV16] ont proposé un modeéle d'état fractionnaire pour un
convertisseur DC/DC. Aussi un modéle d’ordre fractionnaire est utilisé pour représenter des
systémes de neurone couplés électriqguement dans [MOA12]. Méme en bio-ingénierie, un
modele d’ordre fractionnaire est proposé pour modéliser les cellules immunitaires

influencées par les cellules cancéreuses dans [UCA19].



La popularité du calcul fractionnaire dans le réglage des régulateurs réside dans les
avantages de la généralisation les ordres entiers classiques des actions dérivée et intégrale
aux ordres non entiers. Dans la commande d'ordre entier classique, I'action intégrale élimine
les erreurs en régime permanent, mais diminue également la stabilité relative. D'autre part,
I'action dérivée augmente la stabilité relative, mais augmente également la sensibilité au
bruit. L'avantage majeur de la commande d’ordre fractionnaire, est que les régulateurs
d'ordre non entier offrent de meilleures performances telles que le temps de montée, le
dépassement et la robustesse comparativement aux régulateurs classiques comme démontré
dans la commande CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier) introduite par
[OUT91], la commande PI*D* d’ordre fractionnaire avec différentes stratégies d'ajustement
(voir [POD99A], [BET17]), et la commande robuste d’ordre fractionnaire basé sur la
fonction de transfert idéale de Bode dans [DJO0S8].

La commande adaptative est l'une des techniques de commande les plus populaires
appliquées dans les processus industriels. Cette commande consiste a adapter le régulateur
en ligne en vue de maintenir un niveau de performances imposé au départ en dépit des
incertitudes sur la dynamique du processus a commander ou sur la facon dont cette

dynamique se modifie au cours du temps.

De nombreux auteurs ont propos¢ de nouvelles lois de commande adaptative d’ordre
fractionnaire, principalement inspirées des schémas de commande adaptative classiques. On
peut citer les structures de commande adaptative d’ordre fractionnaire basées sur la
commande par modéle de référence (MRAC : Model Reference Adaptive Control)
[LAD12], ainsi que les travaux de [VINO2] et [LADO6] depuis lesquels diverses
configurations de commande adaptative par modéle de référence d’ordre fractionnaire
(FOMRAC : Fractional Order Model Reference Adaptive Control) ont été développées (voir
[LADO09]). En outre, de nombreuses applications ont été réalisées ; par exemple la
commande de la pression artérielle postopératoire dans [LAD12A], la commande de niveau
du réservoir dans [BAL18], le régulateur de vitesse d'un véhicule électrique dans [BAL19],

...etc.

Cependant, il faut noter que cet effort vers la généralisation de la théorie de commande
adaptative aux systémes d'ordre fractionnaire a révélé d'importants problemes de recherche
ouverts, en particulier le probleme de I'analyse de stabilité de tels systemes de commande. 11

est a noter que dans beaucoup de ces travaux de généralisation au cas fractionnaire, les
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avantages des schémas de commande développés sont présentés a travers des exemples
illustratifs, et que leur point faible réside dans le manque d’arguments théoriques
garantissant la stabilité de ces schémas de commande. Dans le but de prouver analytiquement
la stabilité de quelques systéemes de commande d’ordre fractionnaire, des travaux ont été
effectués : dans [L112], les auteurs ont proposé un stabilisateur adaptatif universel a grand
gain d'ordre fractionnaire qui garantit la stabilité des systémes d'ordre fractionnaire a entrées
et sorties multiples (MIMO : Multi Input Multi Output). Dans [LADO8], les auteurs ont
montré qu'il était toujours possible de trouver un régulateur par retour de sortie adaptatif
d’ordre fractionnaire basé sur un grand gain pouvant stabiliser n'importe quel systéeme a une
entrée et une sortie (SISO : Single Input Single Output) linéaire, invariant dans le temps, a
phase minimale, et avec un degré relatif unité. Dans [LADO09], les auteurs présentent une
nouvelle approche de la commande adaptative robuste, utilisant des systémes d'ordre
fractionnaire comme feedforward paralléle dans la boucle d'adaptation dans le but de garantir
la stabilité robuste du schéma de commande. Ainsi que le nouveau schéma de commande
adaptative a grand gain d'ordre fractionnaire dans [CHA13]. Concernant la commande
adaptative des systémes d'ordres fractionnaires basés sur des modéles de référence, on peut
citer les travaux de [BOU19] et [SHI14], dans lesquels les auteurs proposent une conception
de commande adaptative d'ordre fractionnaire pour une classe de systemes linéaires d'ordre
fractionnaire. Ainsi que les travaux de [CHE16] ou les auteurs proposent une commande
adaptative par modele de référence indirect pour une classe de systemes linéaires d'ordre

fractionnaire.
Objectifs et contribution de la thése

C’est dans ce cadre général que s’inscrit le travail développé dans cette thése, dont
I’objectif principal est de contribuer a I’application des concepts des opérateurs et des
systémes d’ordre fractionnaire dans la commande adaptative et robuste des processus
industriels. Principalement, nous nous sommes intéressé a la commande des systémes décrits
par des modeles d’ordre fractionnaire qui s’averent plus précis dans la représentions de

beaucoup de systemes réels.

En se basant sur la généralisation des schémas de commande MRAC directs classiques

pour des systémes d’ordre entier, trois nouveaux schémas de commande adaptative par



modele de référence d’ordre fractionnaire avec leurs lois d’adaptation de commande, ont été

développés dans ce travail.

Le premier schéma FOMRAC développé est inspiré des travaux de [IOA95] pour la
synthése de commande adaptative des systémes d’ordre entier. Ce schéma a été généralisé
et adapté pour faire face a la classe de systémes d'ordre fractionnaire décrits par une fonction
de transfert commensurable, a paramétres inconnus, et dont le degré relatif est égal a ’ordre

fractionnaire de base.

Nous nous sommes également inspiré des travaux de conception de la commande
adaptative par modéle de référence avec tube de performance (TMRAC : Tube Model
Reference Adaptive Control) introduite dans [MIR13], afin de développer deux autres
schéemas de commande adaptative dédiés a la commande des systémes d’ordre fractionnaire.
Effectivement, en introduisant le concept d’adaptation en ligne de 1’objectif de commande,
nous avons réussi a développer deux schémas de commande adaptative d’ordre fractionnaire
par modele de reférence avec tube de performance (FOTMRAC : Fractional Order Tube
Model Reference Adaptive Control) capables non seulement de conserver les propriétés
habituelles de stabilité et de robustesse, mais aussi de satisfaire une nouvelle spécification

portant sur la minimisation de I’effort de commande.

Le premier schéma FOTMRAC développé est consacré a la commande d’une classe
de systémes linaires d’ordre fractionnaire représentés dans I’espace d’état tels que toutes les
variables d’état sont mesurables. On utilise une commande par retour d'état, et nous fixons
deux objectifs : le premier est de permettre aux états du systeme de suivre asymptotiquement
les états d'un modele de référence d’ordre fractionnaire avec tube de performance stable, et

le deuxiéme objectif est de réduire le colt énergétique de la commande.

Tandis que le deuxiéme schéma est basé sur un retour de sortie, et dédié a lacommande
d’une classe de systémes linéaires d’ordre fractionnaire représentée par une fonction de
transfert commensurable dont les parametres sont inconnus et dont le degré relatif est égal a

I’ordre fractionnaire de base.

L'analyse de la stabilité du schéma de commande FOMRAC et des deux schémas
FOTMRAC développés a été effectuée en utilisant la version étendue du théoréme de

Lyapunov aux cas des systemes d’ordre fractionnaire [LI10]. Cette analyse confirme que ces



trois schémas de commande garantissent la stabilité en boucle fermée, le suivi asymptotique
de la trajectoire de référence, et la minimisation du co(t de la commande pour les deux
stratégies FOTMRAC.

Afin de tester I’efficacité des schémas de commandes développés, ces derniers sont

appliqués sur plusieurs exemples numériques représentant différents processus pratiques.

Structure de la these

Le présent manuscrit est organisé en cing chapitres comme suit.

Chapitre 1 : Ce chapitre présente les bases théoriques sur les opérateurs et systémes d’ordre
fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui suivent. Nous introduisons
les deux formes de représentation des systémes d’ordre fractionnaire, a savoir la
représentation par fonction de transfert et la représentation dans I’espace d’état. On y
rappelle les résultats importants sur I’analyse de la stabilité de ces systemes, et nous
exposons les méthodes d’approximation développées dans la littérature pour leur résolution

et implémentation.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous présentons les différentes approches et techniques de
base de la commande adaptative. Particulierement, nous nous intéressons a 1’approche
directe de la commande adaptative par modeéle de référence, dont nous présentons les

principes théoriques nécessaires au developpement de notre travail de recherche.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous présentons la stratégie FOMRAC pour la commande
des systémes d’ordre entier, introduite dans [LADO3]. Un exemple d’application industrielle
qui a fait I’objet des travaux [BAL18], est étudié afin d’illustrer I’efficacité de cette stratégie

de commande.

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la commande adaptative des systemes
décrits par des modeles d’ordre fractionnaire. Plus particuliérement nous présentons une de
nos principales contributions [BAL20], qui concerne la synthése d’un schéma de commande
adaptative directe par modéle de référence d’ordre fractionnaire, pour une classe de systemes
d’ordre fractionnaire. Nous donnons aussi les arguments théoriques garantissant la stabilite

de ce schéma de commande adaptative.



Chapitre 5 : Dans ce chapitre, nous introduisons deux nouveaux schémas de commande
adaptative par modele de référence d’ordre fractionnaire avec tube de performance
(FOTMRAC) pour controler deux différentes classes de systémes linéaires d'ordre
fractionnaire [BAL20A]. La stabilité de ces deux schémas de commande est aussi établie
dans ce chapitre.

Enfin, une conclusion générale résumera les principaux résultats de cette these et

présentera les perspectives futures de ce travail de recherche.






Chapitre 1

1. Systémes d’ordre fractionnaire

1.1 Introduction

Les systéemes d’ordre fractionnaire suscitent de plus en plus l'intérét de nombreux
chercheurs dans différents domaines de la science et de I'ingénierie. On retrouve des modeles
d’ordre non entiers de plus en plus utilisés pour mieux décrire le comportement dynamique
de nombreux systemes physiques. Ces modeles sont généralement décrits par des équations

différentielles d’ordre fractionnaire.

Dans ce chapitre, apres un bref historique sur le calcul fractionnaire, nous rappellerons
quelques notions mathématiques sur les opérateurs d’ordre non entier ; leurs définitions,
leurs propriéetes principales et aussi leur transformée de Laplace y seront présentées. Nous
évoquerons les deux formes de représentation des systémes d’ordre fractionnaire, a savoir la
représentation par fonction de transfert et la représentation dans I’espace d’état, sans oublier
de rappeler les résultats importants utiles pour I’analyse de la stabilité de ces derniers. Enfin,
comme les systémes d’ordre non entier n’ont pas de solutions analytiques exactes, pour leur
résolution, analyse et implémentation, nous ferons un tour d’horizon des méthodes

d’approximation développées dans la littérature.

1.2 Historique

Le calcul fractionnaire est la branche des mathématiques analytiques qui étudie les
différentes possibilités de définir des ordres en nombres réels ou en nombres complexes de
l'opérateur de différentiation et d’intégration. Il peut étre considéré comme un sujet ancien
et encore nouveau. C'est un vieux sujet car ; commencant a partir des spéculations de G.W.
Leibniz (1695, 1697) et L. Euler (1730), il s'est développé progressivement jusqu'a ce jour.
Les travaux pionniers liés au calcul fractionnaire ont été élaborés par beaucoup de

personnalités dont nous pouvons citer une liste non exhaustive : P.S. Laplace (1812), J.B.J.
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Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1973), B. Riemann (1847), A.K.
Grindwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872).

Durant une longue peériode, le calcul fractionnaire était resté pratiquement inexploré
pour les applications d'ingénierie, et seules les mathématiques pures ont été privilégiées pour
s'en occuper, la raison selon [CHE09] et [GUT10], peut étre observée dans : ’existence de
plusieurs approches pour les définitions du calcul fractionnaire, le manque d’interprétation
géométrique simple, I’absence de méthodes de résolution pour les €équations différentielles
d'ordre fractionnaire et I’adéquation apparente du calcul de l'ordre entier pour la majorité des

problémes.

Le calcul fractionnaire peut étre aussi considéré comme un nouveau sujet car, ce n'est
que depuis les années 70 que le calcul fractionnaire fait I'objet de conférences et de traités
specialisés. Pour la premiére conférence le mérite est di a B. Ross qui a organisé la ‘First
Conference on Fractional Calculus and its Applications’ a I'Université de New Haven en
juin 1974 [ROS75]. Pour la premiere monographie, le mérite est attribué au chimiste K.B.
Oldham et au mathématicien J. Spanier, qui, apres une collaboration commune commencée
en 1968, ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974, voir [OLD74]. En
1987, I’énorme livre de S. Samko, A. Kilbas et O. Marichev [SAM87], désormais appelé «
encyclopédie » du calcul fractionnaire, est apparu d'abord en russe, puis avec une edition

anglaise en 1993.

Au cours des trois derniéres décennies, le domaine du calcul fractionnaire a suscité
I'intérét des chercheurs dans plusieurs domaines, il y a eu une explosion des activités de
recherche sur l'application du calcul fractionnaire a différents domaines, notamment les

mathématiques, physique, chimie, ingénierie et méme finance et sciences sociales.

La viscoélasticité linéaire est certainement le domaine des applications les plus
étendues du calcul fractionnaire depuis son apparition, du fait de sa capacité a modéliser des
phénomenes héréditaires avec une longue mémoire. Pour plus de détails a ce sujet, voir les
livres [CAP69], [POD99], [HILOO0], [MAI10].

Le traitement du signal, la modélisation et la commande sont des domaines qui ont fait
I'objet d'une publication plus intensive dans les dernieres décennies. En fait, on peut citer les

travaux pionniers de A. Oustaloup (1991) [OUS91] qui a étudié l'application des dérivées
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fractionnaires du point de vue de la réponse en fréquence, et le livre important de I. Podlubny
(1999) [POD99], couvrant un large éventail de questions dans l'application du calcul
fractionnaire en contr6le automatique. Néanmoins, en remontant le temps, nous vérifions
qu'O. Heaviside a introduit les dérivées d’ordre fractionnaire dans son livre sur la théorie
électromagnétique (1920) et, plus tard, A. Gemant (1936) [GEM36] a appliqué ces dérivées

pour les problémes d'élasticité.

Nous pourrions aussi nous référer a d'autres domaines d’applications comme la finance
[CAO20], les processus stochastiques et de nombreuses branches des sciences appliquées et
de l'ingénierie (voir [SUN18]), comme le prouve le nombre croissant d'articles, de congres

et de traités impliquant le calcul fractionnaire.
1.3 Outils mathématiques de base

Nous présenterons dans cette section deux fonctions mathématiques importantes et qui
permettent de donner des solutions aux problémes du calcul fractionnaire, il s’agit de la

fonction Gamma d’Euler et de la fonction Mittag-Leffler.
1.3.1 La fonction Gamma

Une définition générale de la fonction gamma est celle donnée par la limite d’Euler :

M) = lim NINZ (L1)

) [x[x+1][x+2]...[x+N]]

Cependant la définition intégrale (1.2) est souvent la plus utilisée méme si elle est restreinte

aux valeurs positives de x :
I'(x) = f0+°° y*1leYdy ,x>0 (1.2)
A partir de (1.2), on peut déduire que :
r() = "etdt=1 (1.3)

Une intégration par parties de 1’expression (1.2) conduit a la propriété la plus importante de

la fonction gamma décrite par la relation suivante :
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INa+1) =al(a) (1.4)
Aussi, pour tout entier positif x, nous avons :
I'(x+1) = x! (1.5)
Pour plus de détails, voir [OLD74].
1.3.2 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler qui tient son nom du mathématicien Gosta Mittag-Leffler,
a été introduite en 1903. La définition standard de cette fonction a un paramétre est donnée

comme suit ;

zk

E,(2) = Z;Of:om

,a >0 (1.6)
Cette fonction joue un réle analogue a celui de la fonction exponentielle dans le cas du calcul

entier. D’ailleurs, on retrouve la fonction exponentielle usuelle pour une valeur de a égale a

1.

Ey(z) = = Tl = e (L7)

Lk=0T0r D F(k+1)

En 1953, Agarwal [AGAS53] introduisit la fameuse fonction de Mittag-Leffler a deux

parametres. Sa définition fut ensuite modifiée par [ERD55] pour devenir :

Zl

Ea,ﬁ(z) = Z;:;OW ,(a >0, g > 0) (1.8)
Sa k™ dérivée est donnée par :
ER@) =502, —L— (k=0,1,2,..) (19)

J=0 jir(aj+ak+p)
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1.4 Opérateurs d’ordre fractionnaire

1.4.1 Définitions fondamentales :

Le calcul fractionnaire est basé sur la généralisation de la différentiation et intégration
a un ordre arbitraire, qui peut étre rationnel, irrationnel voire complexe.

Cette généralisation a conduit a I’introduction de l'opérateur intégro-différentiel continu de

base :
(< R (a) > 0
t,Df = 1 R(a) =0 (1.10)

t _
Uto(dr) ¢ R@)<O0
OU a est I’ordre de I’opération, généralement a € R, t, et t sont les limites de 1’opération.

Dans la littérature, Il existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation et
I’intégration d’ordre fractionnaire, les trois définitions les plus fréeqguemment utilisees sont
ceux dite de : Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov et Caputo (voir [CHEQ9], [GUT10],
[OLD74], [MIL93]).

1.4.1.1 Définition de Riemann-Liouville

La définition de la différentiation fractionnaire de Riemann-Liouville a joué un réle
important dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires et

pour ses applications en mathématiques pures.

Soient C et R les anneaux des nombres complexes et réels respectivement, soient « € C avec

R(a) > 0,t, € R et f une fonction localement intégrable définie sur [t,, +o0).

L’intégrale dite de Riemann-Liouville d’ordre a de la fonction f de borne inférieur ¢, est

donnée par :

BRI = 55 ), €~ D (@dr (111

avect > t, , I" est la fonction gamma d’Euler définie par (1.2):

Tandis que la dérivée de Riemann-Liouville d’ordre fractionnaire a est données par :

11
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RLDEf(b) = Ll L (O — (1.12)

F(n a) dt™ “to (t—7)a—n+1
Ou n est un nombre entier positif, sous la condition (n — 1 < a < n).

Cette dérivée d’ordre fractionnaire peut aussi étre formulée a partir de 1’équation (1.11) par :

(n—a)
DEF(E) = SR OF (1) (1.13)
L’équation (1.10) peut étre aussi écrite sous la forme suivante :

IEf(O) = g(®) * f () (1.14)

a—1

ol g(t) = © ,* représente le produit de convolution, on note que pour a = 1, g(t)=1,

T'(a)
et dans ce cas-1a, on reconnait I’intégrale d’ordre entier de la fonction f(t) sur I’intervalle

[to t].
1.4.1.2 Definition de Caputo

En 1967, M. Caputo introduisit une nouvelle définition de la dérivée d’ordre
fractionnaire ne nécessitant pas de conditions aux bornes, cette derniére differe de celle de
Riemann-Liouville en ce quelle effectue la dérivationn foisde la fonction

f avant l'intégrale fractionnaire d'ordre n — a , elle est donnée par:

N f™@
l"(n a) V't (t—-T)®—n+1

CDEF(E) 2 SIF*Df(t) = dr (1.15)

avec n entier positif vérifiant n —1 < a <n, £ (1) est la dérivée d’ordre entier n de la
fonction f (7).

Cette définition est aussi donnée en fonction de la définition de Riemann-Liouville comme

suit :

REDEF(t) = GDEF (D) + Xiz omf(k)( D) (1.16)

12
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1.4.1.3 Définition de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation
d’ordre entier d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires. Plus adéquate au calcul
numeérique de la dérivation fractionnaire, la dérivée dite de Griinwald-Letnikov d’ordre

fractionnaire a de la fonction f est donnée par :

&DEF(O = limsz Z 0( 1)’(-)f(t—jh) (1.17)
Oou:
ay T(a+1)
(f ) T TG+ (a—j+1) (1.18)

[.] désigne la partie entiére du nombre.

L’intégrale dite de Grinwald-Letnikov d’ordre fractionnaire a de la fonction f est donnée

par:

tto
1

LIEF©) = EDf @ = limhe 3, 1 (=1 () Fe = jm) (1.19)
Remarque :
Afin d’alléger la notation, dorénavant nous noterons I pour ,If , et D* pour ,Df.
1.4.2 Propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire

Les principales propriétés des opérateurs fractionnaires sont les suivantes [CHEOQ9] :

1. Si f(t) est une fonction analytique de ¢, alors sa dérivée d’ordre fractionnaire D*f (t) est
une fonction analytique de t et de « .

2. Pour @ =n ol n est un entier, l'opération D*f(t) donne le méme résultat que la
différentiation classique d’ordre entier n.

3. Pour a = 0, 'opération D*f (t) est ’opération identité, ¢’est-a-dire D°f(t) = f(t).

4. La différentiation et I’'intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires :

13
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D%(a fi(t) + af>(t)) = a;D%f,(t) + a, D, (¢)
5. La loi additive des indices (propriété du semi-groupe)
DeDPf(t) = DPD*f(t) = D**Ff (L)
est satisfaite sous certaines conditions sur la fonction f(t).

La dérivée d'ordre fractionnaire commute avec la dérivée d'ordre entier :

dn d

T (DEF(©) = oDF () = DETFO)

sous la condition f*(a) =0, (k=0,1,2,..,n—1).
(Voir [POD99], Chapitre 2] pour d’autres propriétés de commutation)
1.4.3 Evaluation numérique des opérateurs d’ordre fractionnaire

En utilisant les méthodes analytiques, le calcul de la dérivée ou de I’intégrale d’ordre
fractionnaire a d’une fonction quelconque est loin d’étre une tache facile. Pour pallier cette
difficulté, plusieurs techniques d’approximation numérique de la dérivation et de
I’intégration non entiére ont été développées, I’approche la plus répondu est celle basée sur
la définition de Grindwald-Leitnikov [POD99].

Pour une fonction causale f(t), et pour t = kh, la dérivée d’ordre fractionnaire a est donnée

par :

DU (e) ~ he T4 (=1 () Fleh = ji) (1.20)

a

Avec ( j

) est donné par (1.18).

Pour le calcul de I’intégrale d’ordre fractionnaire 8 de la fonction f(t), on utilise :

—B

18£@) = D£(e) = W 51 () flkh =iy (121)

14
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1.4.4 Transformée de Laplace des opérateurs d’ordre fractionnaire

Nous présenterons dans cette section la transformeée de Laplace des opérateurs

d’intégration et de dérivation d’ordre fractionnaire.
1.4.41 Transformée de Laplace de I’intégrale d’ordre fractionnaire

A partir de I’équation (2.14) qui définit I’intégrale d’ordre fractionnaire comme étant
un produit de convolution, on peut calculer la transformée de Laplace de I’intégrale d’ordre

fractionnaire @ (R(a) > 0) d’une fonction temporelle f(t) causale, soit [OLD74] :

L1 ©) = L (S 2+ £©) = L (e D) LU @) = s7F () (122)

Ou u(t) est I’échelon unitaire, F(s) = L( f (t)), s = 0 + jw : dénote I’opérateur de Laplace.
1.4.4.2 Transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire

Nous allons présenter la transformée de Laplace des différentes définitions de la

dérivée d’ordre fractionnaire déja présentées.

La transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville est donnée par :
LD*f(t)) = s“F(s) = XpZos* [D**1f()]e=0 (1.23)

oun—1<a<n.

La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo est :

L(D*f(t)) = s*F(s) — XRgs% k=1£k(0) (1.24)
avecn—1<a<n.

On observe que la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire de
Riemann-Liouville utilise les conditions initiales suivantes: D%1f(0), D* 2f (o),
D*"f(0), ce qui peut entrainer des problémes avec leurs interprétations physiques.
Contrairement a la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo, qui

utilise des valeurs initiales des dérivés classiques d'ordre entier dont I’interprétation

15
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physique est connue, d’ou I’avantage principal de ’utilisation de la définition de Caputo.
Une autre différence entre les définition de Riemann-Liouville et de Caputo est que la
dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo d’une constante est égale a 0, tandis que la dérivée

d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante quand la limite inférieure est

C(t—tg)™ %

M) a ’exception

égale a une valeur finie t,, n’est pas bornée et est égale a }.D¢* C =

du cas ou on prend t, = —oco comme point de départ (limite inférieure) dans la définition de
Riemann-Liouville. Cependant, plusieurs processus ne permettent pas de placer le point de
départ a —oo. Donc, il est plus approprié d’adopter la définition de Caputo particulierement
pour la modélisation de phénomeénes physiques, ou c’est plus facile de donner un sens
physique aux conditions initiales [OLD74], [MIL93].

La transformée de Laplace de la dérivée de Grinwald-Letnikov est :
L(D*f(t)) = s*F(s) (1.25)
1.5 Repreésentation des systéemes d’ordre fractionnaires

Au début du siecle dernier, un certain nombre de travaux est apparus, notamment en
théorie de la viscoélasticité et en mécanique des solides héréditaires, ou des derivéees
fractionnaires sont utilisées pour une meilleure description de certains matériaux (voir par
exemple [GEM36, GEM38], [SCO44, SCO47, SCO49], [GER48]). La modélisation
mathématique basée sur des modeles rhéologiques améliorés a conduit naturellement a des
équations différentielles d'ordre fractionnaire [OLD74]. Egalement, de nombreuses
recherches récentes ont montré que les modéles d’ordre fractionnaire décrivent les systemes
physiques mieux que les modéles classiques d’ordre entier. Par exemple dans [NAS18], les
auteurs présentent une identification dans le domaine temporel de I’impédance
électrochimique en utilisant la modélisation fractionnaire. Dans [POD99], on trouve la
diffusion de la chaleur a travers un solide semi-infini qui est un autre systeme d'ordre
fractionnaire typique, ou le flux de chaleur est égal a la dérivée d’ordre un demi de la
température. Aussi en bio-ingénierie, des modeéles d'ordre fractionnaire ont été proposés pour

modéliser les cellules immunitaires influencées par le cancer dans [UCA19].
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1.5.1 Représentation par fonction de transfert

Un systeme dynamique d’ordre fractionnaire a temps continu linéaire invariant dans

le temps peut étre décrit par I’équation différentielle d’ordre fractionnaire suivante [POD99],
[CHEOQ9], [PETO09] :

a, D% y(t) + a,_, D-1y(t) + ...+ a, D%y (t)
= b,, DPmu(t) + b,y DPm-1u(t) + --- + by DPou(t) (1.26)

Ou u(t) représente le signal d’entrée, y(t) le signal de sortie, ay (k=
0,1,..,n),b,(k = 0,1, ...,m) sont des constantes. On peut supposer les inégalités suivantes
sans perte de généralité : a, > a1 > - > &g, B > Pm-1 > - > Po-

Dans le cas ou tous les ordres de dérivation a; , (k = 0,1, ...,n) et By, (k = 0,1, ..., m) sont
des multiples entiers de I'ordre de base a € R*, on dit que le systéme est d’ordre

commensurable, et 1’équation (1.26) devient :
Zi=o a D" y(t) = XiLo b D** u(t) (1.27)

En appliquant la transformée de Laplace a (1.27), tout en supposant que les conditions
initiales sont nulles, nous obtenons la fonction de transfert d’ordre fractionnaire qui est une

fonction avec des puissance d’ordre non entier de la variable complexe s de Laplace.

— Z"]Zl:O bkska
G(s) ==52—
k=0 args

(1.28)

qui peut étre vue comme étant une fonction H(4) pseudo-rationnelle de la variable 1 = s?.

Yheo bk
k=0 akA¥

HQ) = (1.29)

17



Chapitre 1 Systémes d’ordre fractionnaire

1.5.2 Représentation dans ’espace d’état

Un systéme multi-variable linéaire invariant dans le temps d’ordre fractionnaire
commensurable peut étre représenté dans 1’espace d’état sous la forme suivante [OUS95],
[MAT96] :

{D“x(t) = Ax(6) + Bu(t) (1.30)

y(t) = CTx(t) + Du(t)

Ou0 < a <1, u € RP représente le vecteur d’entrée, x € R™ le vecteur de variables d’état,
y € R le vecteur de sortie. A € R™*" est la matrice d’état, B € R™*P la matrice d’entrée,

CT € RX™ |]a matrice de sortie, D € RP la matrice de transmission directe.

En appliquant la transformée de Laplace au systeme (1.30) et en considérant la

définition de Caputo de la dérivée, nous aurons :

s¥X(s) —s* 1x(0) = AX(s) + BU(s)
{ Y(s) = CT X(s) + D U(s) (1:31)
X(s) = (s*I — A)"1BU(s) + (s%I — A)"1s*"1x(0)
= { Y(s) = CTX(s) + DU(s) (1.32)

avec I € R™™ la matrice identité, dans le cas ou x(0) = 0 (conditions initiales nulles), nous

aurons :
{X(s) = (s*I — A)~'BU(s) (133)
Y(s) = CTX(s) + DU(s)
D’ou on obtient la matrice de transfert G (s) telle que Y(s) = G(s)U(s) :
G(s) = CT (sl — A)~'B + D (1.34)

Comme pour les systemes d’ordre entier, la représentation dans 1’espace d’état d’un

systeme d’ordre fractionnaire n’est pas unique.

Considérons un systéeme SISO décrit par sa fonction de transfert d’ordre fractionnaire
commensurable de la forme (1.28) avec a,, = 1 et m < n, la fonction de transfert (1.28) est

équivalente au systeme d’état suivant, appelé forme canonique commandable:
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[ Daxl ) [ 0
D%x, | 0
S
D%x,_, 0
D%xp—q ll 0
[ D%, 1 7o
y =[by —bpay by —byay

Oub,=0pourm<i<n

0 1 %7
0 |l = |
]
0 el
1 Xn-1
il x, |

On peut aussi représenter (1.28) par la forme canonique observable suivante :

— Daxl —
a
D%x,

a
D%x,_5
a
D%x,_4
a
| D%x,, |

I
—————y
or o

oub,=0pourm<i<n

SO RrO O
o

o
_a1 ” xZ
—ay ||
: |Ixn—2
_an—z Ixn_l
_an—ljl_ Xn
X1
X
0o .. 1|7
Xn

by — bray
b1 - bnal
bn—z - bnan—z

(bp_1 — by

1.5.3 Stabilité des systéemes d’ordre fractionnaire

u (1.37)

(1.38)

De toute évidence, la stabilité en boucle fermée représente 1’exigence la plus

fondamentale et la plus cruciale lors de la conception d’un systéme de commande. 11 est bien

connu qu'un systeéme d’ordre entier a temps continu linéaire invariant dans le temps est stable

si et seulement si toutes les racines de son polynéme caractéristique ont des parties réelles

négatives. En d'autres termes, les pbles doivent se trouver dans la moitié gauche du plan

complexe. L’étude de la stabilité des systémes linéaires invariant dans le temps d’ordre

fractionnaire est différente de celle des systemes d’ordre entier, selon que le systeme soit

d’ordre commensurable ou non. Dans ce qui suit, nous allons présenter deux méthodes qui

permettent I’analyse de la stabilité des systémes d’ordre non entier. Il s’agit du théoréme de
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Matignon [MAT98] applicable aux systémes linéaire invariant dans le temps d’ordre
fractionnaire commensurable, et de la méthode directe de Lyapunov étendue a 1’ordre
fractionnaire [L110] qui est valable pour les systémes non linéaires invariant dans le temps

d’ordre fractionnaire.
1.5.3.1 Systémes d’ordre fractionnaire commensurable

La stabilité des systémes d’ordre fractionnaire commensurable peut étre analysée via
le théoréme de Matington. Ainsi, un systéeme décrit par (1.30) avec 0 < a < 2 est stable dans
le sens BIBO ( Bounded Input- Bounded Output) si et seulement si, toutes les valeurs propres

de la matrice A vérifient le théoréme de Matington [MAT98], soit :
larg(4,)| > ag ,i=12,..,n (1.39)

Remarques

1. Pour @ = 1, on retrouve la condition de stabilité des systémes d’ordre entier.
2. Dans le cas ou le systeme est décrit par (1.28), on désigne par p; les pdles du systéme,

qui sont les solutions de 1’équation det(s*I — A) = 0 et sont donnés par :
p; =A% (1.40)
d’ou la condition de stabilité :
larg(p)| >g ,i=1.2,...,n (1.41)

Un résultat intéressant est que les pdles du systéme d’ordre fractionnaire stable peuvent
méme étre situés dans le demi-plan complexe droit du plan s*. Ce fait est illustré par
exemple sur la figure 1.1 ou la région de stabilité est représentée pour un systéme d’ordre

fractionnaire d'ordre 0 < a < 1 linéaire et invariant dans le temps.
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Fig. 1.1Région de stabilité d’un systéme linéaire invariant dans le temps d’ordre

fractionnaire dans le plan s

1.5.3.2 Systémes non linéaires d’ordre fractionnaire variant dans le temps

Dans cette section, nous allons rappeler un résultat important sur la stabilité des

systémes non linéaires d’ordre fractionnaire variant dans le temps [L110], ce resultat sera

utilisé par la suite afin de prouver la stabilité des schémas de commande proposes dans notre

travail.

Considérons la classe de systeme non linéaire et variant dans le temps d’ordre

fractionnaire de la forme :

sDEf(O) = f(x,t)

(1.42)

ou t représente le temps et @ € (0, 1). On considére ici la définition de Caputo, pour

I’analyse de la stabilité du systéme (1.42), nous avons le résultat important suivant :

Définition 1.1 :

La fonction continue g:[0,t) — [0,0) est dite fonction de class-K si elle est

strictement croissante et g(0) = 0 [DUA15].
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Theoréme 1.1 : Extension a I’ordre fractionnaire de la méthode directe de Lyapunov [L110]

Soit le systeme représenté par (1.42), et soit x = 0 son point d’équilibre. Supposons
’existance d’une fonction de Lyapunov V (t,x(t)) et des fonctions g;(i = 1,2, 3) de class-
K qui satisfont :

g1(llx|D) =V (&, x(©)) < g2 (llxID (1.43)

EDEV (£ x(D) < —gslxll) (1.44)
avec B € (0,1), alors le systéme (1.42) est asymptotiquement stable.

Afin d'effectuer l'analyse de stabilit¢ des schémas de commande que nous
développerons dans cette thése, pour la classe de systemes d'ordre fractionnaire représentée
par I'équation (1.42), nous rappelons le lemme suivant [DUA15].

Lemme 1.1 :

Considérons une fonction continue et dérivable x(t) € R", avec Q = QT > 0 € R™"

alors, pour tout instant t,

%tc DX QX (L) < x(t)QtC D'x(t) Vye(0l) (1.45)

1.5.4 Controélabilité et observabilité

La contrblabilité et I'observabilité sont deux concepts importants dans I'analyse de
I'espace d'état. La contrblabilité et l'observabilité des systéemes d'ordre fractionnaire
commensurables ont été considérées dans la littérature ([BET08], [MAT96, MAT97],
[ZENOS5]). Dans ce cas, les critéres de contrblabilité et d'observabilité sont similaires a ceux

des systémes d'ordre entier.
1.5.4.1 Critére de contrélabilité

Un systeme d’ordre fractionnaire commensurable représenté par le systeme d’équation
d’état (1.30) est contrdlable si et seulement si la matrice de controlabilité donnée par

I’équation (1.46) est de plein rang n (ou n représente le nombre de variables d’état).
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Meom =[B AB A?B .. An1p] (1.46)
1.5.4.2 Critére d’observabilité

Un systéme d’ordre fractionnaire commensurable de la forme (1.30) est observable si
et seulement si la matrice d’observabilit¢ donnée par (1.46) est une matrice de plein rang

n (ou n représente le nombre de variables d’état).
]|
M,ps = | CA? | (1.47)

1.6 Approximation des systémes d’ordre fractionnaires

A cause de leur représentation irrationnelle, la simulation des systémes d’ordre
fractionnaire dans le domaine temporel est generalement difficile a réaliser par les méthodes
analytiques. Plusieurs approches permettant de les simuler ont été développées dans la
littérature. Ces méthodes de simulation peuvent étre classées en trois groupes comme
suit (voir [AOUO04]) :

e L’approximation de I’expression analytique de la sortic par les fonctions de type
Mittag-Leffler.
e L’approximation du modéle non entier par un modeéle rationnel a temps discret.

e [ ’approximation du mod¢le non entier par un modele rationnel a temps continu.
1.6.1 Approximation de ’expression analytique de la sortie

Ces méthodes reposent sur la résolution des équations différentielles non entieres.
Dans [POD99], une fonction de type Mittag-Leffler est utilisée afin d’obtenir la réponse
impulsionnelle et la réponse indicielle d’un systéeme décrit par une fonction de transfert
d’ordre fractionnaire. Dans [OUS95], le résultat du calcul de la transformée inverse d’un
systeme fractionnaire est donné comme une décomposition d’un mode exponentiel et d’un
multimode apériodique. Parmi les solutions analytiques existantes, on peut citer a titre
d’exemple les solutions basées sur les fonctions de Green [SCH89], les fonctions de Wright

[MAI96], et les techniques de séparation de variables [CHEO7]. Cependant, on doit noter
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que le calcul des sorties des systémes d’ordre fractionnaire en utilisant ces méthodes est tres

difficile.

Dans ce qui suit, nous exposerons brievement la méthode de calcul de la réponse
temporelle d’un systéme linéaire SISO (Single Input Single Output) d’ordre fractionnaire

par la méthode utilisant les fonctions de type Mittag-Leffler [POD99].

Considérons les systemes décrits par la fonction de transfert d’ordre fractionnaire

suivante :

1
ansPn+ay,_sPn-14.-+a;sP1+aqsPo

G(s) =

(1.48)

ou By, (k=0,1,..,n) sont des nombres réels arbitraires tels que S, > Bp_1 > - > 1 >

Bo, ai (k = 0,1, ...,n) sont des constantes arbitraires.

Dans [POD99], les auteurs ont introduit la fonction suivante :
ety B) = t*FEN(ytr)  (k=0,1,2,..) (1.49)

dont la transformée de Laplace est évaluée dans [POD94] par :

o _ kls@—h 1
[y e~ et xy; 0, )t = ———z (Re(s) > [yl@) (1.50)

Un autre avantage de la fonction &,(t,y;a,B) est sa différentiation d’ordre

fractionnaire simple qui est donnée par [POD94]:

D& (t,y; a, B) = &, (t,y;a,8 — 2) 1<p (1.51)

La réponse impulsionnelle du systéme (1.48) est donnée par :

gt) =

1 yo (DT A ki An-1

— m=0—,2k0+k1+"'+kn—2=m(m' ko, kq, ..., kn—z) i=o \—) &m\tL———; Pn —

an m! an an
koZO;...,kn_220

B, B + X322 (Bus — B))K)) (1.52)
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Pour obtenir la réponse indicielle du systéme (1.48), on calcule I’intégrale de (1.52) a I’aide

de (1.51), le résultat est le suivant :

Yind () =
a

1 oo (=™ . n-2 i ki an-1 ,

— Lim=0 . Zk0+k1+---+kn_2=m(m: kOJ kl; ey kn—Z) i=0 \ gm tl - ) ﬁn -

an m! an an
ko=20,...kn_220

B B+ X323 (Bues — B)) by +1) (153)
Pour plus de détails, nous invitons le lecteur a se référer a [POD94].

1.6.2 Approximation par un modeéle rationnel a temps discret

Le principe de ces méthodes consiste a approximer le modele d’ordre fractionnaire par
un modele rationnel discret en remplagant ’opérateur de Laplace s dans le modéle
fractionnaire par son équivalent discret w(z~1). Soit pour un systéme d’ordre fractionnaire

décrit par :

by sPm by, sPm-14...4p,

G(s) = (1.54)

anpson+ay_15%n-1+--+a,

L’opération d’approximation par cette approche donne la fonction de transfert discrete

suivante :

bm(w(z_l))ﬁm+bm_1(w(z_1))Bm_1 +-+bg

an(W(z™1)) Mty (W(z=)) "+ +ag

G(2) = (1.55)

Ou w(z™1) peut étre calculé par plusieurs méthodes. Parmi lesquelles on peut citer les
méthodes basées sur les approximations : d’Euler, de Tustin, de Simpson, et de Al Alaoui
(voir [VINOO], [ALA94], [TABT71], [CHE02]).
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Tableau 1.1 Approximation de ’opérateur s*en temps discret

Meéthode Opération effectuée
Euler 1 “ 1 ala—1)
-1 — (21 — -1 - _ -1 4~ 7,24 ...
Grmaald) w(z 1) (T (1-z )) " (1 @zt = )
. 21—2z"1\"  /2\*
Tustin (w(z™1))* = (Tl +§_1> = (T) (1—-2az ' +2a%z72+ )
3(1—z"H)(1 +z Hx\*
-1y — (2
. W) <T 1+4z 1+2°2
Simpson
3 a
= (T) (1-4az '+ 2a(4a+3)z72 +--)
(24
e | 8 1—2z71
| WE =\ rrae e
Al-Alaoui 7
=(57) (1-Fae 4 (- ges Jow)em e
—\7T 7% 49% T 49" )”

Comme on peut le constater a partir de ces approximations, un systéme d’ordre
fractionnaire est déecrit dans le domaine en s (Laplace) par une fonction de transfert
irrationnelle, alors que dans le domaine discret on retrouve une transmittance de dimension
infinie, ce qui confirme que les systémes d’ordre fractionnaire ont une mémoire illimitée
contrairement aux systémes d’ordre entier dont la mémoire est limitée.

L’inconvénient majeur de cette classe de méthodes est un ordre d’approximation tres éleve,

ce qui rend la simulation en temps réel dure a obtenir.
1.6.3 Approximation par un modele rationnel a temps continu

Ces méthodes sont aussi appelées approximations analogiques ou approximations du
domaine fréquentiel, plusieurs techniques d’approximation ont été développés dans la
littérature, par exemple on peut citer les travaux : [OUS95], [TRI99], [KRA14], [MAN10].
Cette classe de méthodes de simulation présente un bon compromis entre le comportement

fractionnaire désiré sur I’intervalle de fréquences donné et la complexité du calcul.

Les méthodes les plus connues et les plus utilisées sont celle d’Oustaloup [OUS95)] et

celle de Charef [CHA92]. Cette derniére, dite méthode de la fonction de singularité a laquelle
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nous avons porté un intérét particulier, est plus élaborée et plus pratique pour les
approximations des fonctions de transferts d'ordre fractionnaire, ainsi, nous I’utiliserons pour

I'implémentation de certains schémas de commande adoptés dans notre travail.
1.6.3.1 Méthode d’Oustaloup

La méthode d’Oustaloup permet d'approximer 1’opérateur d’ordre fractionnaire s*
dans une bande de fréquences donnée [w; wy], par une fonction rationnelle en utilisant une

distribution récursive de zéros et poles d’ordre entier comme suit :

A 1+ i
s* = G(s) = KH§V=11+Z; (1.56)

Dans (1.56), N dénote I’ordre d’approximation, z; et p; sont respectivement les zéros

et les poles définis par :

z; = wi/n (1.57.3)
pi=vz i=1.,N (1.57.h)
Zigy=np; i=1,..,,N—-1 (1.57.c)
Avec :
wn\"/N e
y = (;’l‘) , n= (Z—’;) ! (1.58)

K est calculé de fagcon a avoir un gain unitaire a la fréquence logarithmique intermédiaire

Wy = /WWp .

Pour avoir le modéle rationnel (approximation) d’un systeme d’ordre non entier, il
suffit de remplacer chaque opérateur d’ordre fractionnaire du modele original par son
approximation rationnelle. La sortie du modele est donc la convolution du modele rationnel

obtenu avec le signal d’entrée.
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1.6.3.2 Meéthode de Charef : Fonction de singularité

Dans ’objectif d’implémenter des modeles d’ordre non entier dans des schémas de
commande, nous utiliserons la méthode de la fonction de singularité développée dans
[CHA92], et [CHAO6] que nous présenterons dans cette section. Cette méthode a pour but

d’approximer des systemes du premier et du deuxiéme ordre fractionnaire.
1.6.3.2.1 Systéme du premier ordre

Un systéme d’ordre fractionnaire du premier ordre (single fractal system) est modélisé

sous la forme :

1

(3

G(s) = (1.59)

G (s) peut-étre réécrite comme suit :

G(s) = 1S = lim ——2

- =
S N-ooo TN i)
1+7) H‘=°(1+Pi

15003
:

(1.60)

N

ou (N + 1) représente le nombre total des singularités qui peut étre déterminé par la bande

de fréquence du systéme.

L’équation (1.60) peut étre tronquée a un nombre fini N , et I’approximation devient :

N-1(,5
1 [Tio (1+Z_i)

G(s) = (1+%)a ~ o o(1+,,%.) (1.61)
Les poles p; et les zéros z; peuvent étre obtenus comme suit :
p; = (ab)'p, i=1,23,..,N (1.62.a)
z; = (ab)tap, i=23,.,N-1 (1.62.b)
avec :
po = p10ma (1.63.2)
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€p
a = 10100~

£p
b = ]_010a

__log(a)
- log(ab)

€p €st I’erreur tolérée en dB.

1.6.3.2.2 Systéme du second ordre

Soit le systéme du deuxieme ordre fractionnaire décrit par :

avec a un nombre réel positif tel que 0 < a < 1, on peut distinguer deux cas :

1. LecasouO0<a<0.5

La fonction de transfert (1.63) peut étre exprimée comme suit :

)ty

Ge(s) =

Oup =¢&%etn =1-2a, G,(s) peut aussi étre approximée par :

Gy ms()
S ) (i)

s s
—+2—+1
w? ﬁwn

Les singularités (pdles p; et zéros z;) sont données par :

pi = (ab)i—lazl l = 1; 2I3I "-:N
z; = (ab) "'z i=23..
avec :
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2z, = wyVb (1.68.a)
p
a = 10t0a-m (1.68.b)
“p
b = 10zon (1.68.c)
= 109(@ (1.68.0)
log(ab) T

€p €st I’erreur tolérée en dB.

L’ordre d’approximation N est calculé en fixant la bande de fréquences de travail,

spécifiée par w,q, telle que : py_; < wWimax < Py, C€ qui mene a la valeur suivante :

log(wzl—lax)

N = Partie entiere de [ o5 (ch) + 1] +1 (1.69)

G.(s) peut s’écrire sous la forme d’une fonction paramétrique d’ordre N + 2 :

bmoSN +bm1SN 144 byn

Ge(S) = sN*24q  sN* 4 ta vy (1'70)
ou les coefficients b,,; et a,,; sont a calculés d’apres les valeurs des p;, z;, B et w,
2. lLecasou05<a<1
Dans ce cas, la fonction (2.64) est approximée par :
(Grt1)
Ge(s) =72 Sn s 7 (1.71)
(w%+2‘8wn+1)(wn+1)
avec f = &% etn = 2a — 1, les valeurs singuliéres sont données par :
p; = (ab)""1p, i=1,23,..,N (1.72.a)
z; = (ab)tap, i=23,.,N-1 (1.72.b)

ou:
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p1 = w, Vb (1.73.9)
a= 10% (1.73.b)
b = 101% (1.73.c)
= % (1.73.d)

€p €st I’erreur tolérée en dB.

G.(s) peut aussi se mettre sous la forme d’une fonction de transfert paramétrique (1.70).
1.7 Performances des systémes d’ordre fractionnaire

Des propriétés avantageuses des modeles d'ordre fractionnaire par rapport a ceux
d’ordre entier standard ont été indiquées par de nombreuses études antérieures, dans
[LADO6, MON11], les auteurs rapportent que les modeles d’ordre fractionnaire sont
meilleurs comme modeles de référence pour les applications de commande. En effet, ces
systémes offrent des performances améliorées, en termes de temps de réponse, de stabilité
de la dynamique transitoire, en plus de leur robustesse vis-a-vis des perturbations et du bruit
[LADO6GA].

Pour illustrer ce fait, considérons deux exemples de modéles d’ordre fractionnaire

donnes par :

1

H,(s) = o (1.74)
Hy(s) = = 2;1 T (1.75)

aveCc w, = 10rad/s, & = 0.95.

Les réponses indicielles des systemes H, (s) et H,(s) pour le cas entier (a« = 1) et les
valeurs d'ordre fractionnaire a sont illustrées respectivement sur les figure 1.2 et 1.3, elles

montrent le gain en temps de montée dans les deux cas.
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Step Response
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les concepts de base des systémes d’ordre
fractionnaire, et rappelé d’abord les définitions de I’intégrale et de la dérivée d’ordres non
entiers. Nous avons présent¢ une méthode simple et efficace permettant 1’évaluation
numérique de la dérivée ou de I'intégrale d’ordre fractionnaire basée sur la définition de
Grinwald-Letnikov. Nous avons évoqué deux formes de représentations des systemes
d’ordre non entier : la représentation par fonction de transfert et la représentation dans
I’espace d’état. On a rappelé les différentes méthodes d’approximation largement utilisées
pour la simulation et I’implémentation des systémes d’ordre non entier. Nous avons présenté
les performances améliorées des modeles d’ordre fractionnaire par rapport a ceux d’ordre
entier, chose qui les avantagent dans les applications de commande. Des résultats importants
sur la stabilité sont aussi évoqués, et seront utilisés dans le but de prouver la stabilité des

schémas de commande adaptative d’ordre fractionnaire développés dans notre travail.
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Chapitre 2

2. Eléements de commande adaptative

2.1 Introduction

La commande adaptative est une méthodologie de commande capable de traiter des
systemes incertains afin d’assurer des performances désirées. C’est aussi un ensemble de
techniques pour I’ajustement automatique des régulateurs en temps réel, afin d'atteindre ou
de maintenir un niveau souhaité de performances du systéeme de commande lorsque les

parametres du modéle dynamique du processus sont inconnus et/ou varient dans le temps.

La recherche sur la commande adaptative a vu le jour au début des années 1950, elle
a été motivée par la conception de pilotes automatiques d’avions pour une large fourchette
d’altitudes et de vitesses. Il a été constaté qu’un gain constant ordinaire, une rétroaction
linéaire peut bien fonctionner dans une condition particuliere de fonctionnement.
Cependant, des difficultés pouvaient étre rencontrées lors du changement des conditions de
fonctionnement. Un régulateur plus sophistiqué qui fonctionne bien sur une large gamme de
conditions de fonctionnement était donc nécessaire. A cette époque, les travaux sur la
commande de vol adaptative ont été caractérises par beaucoup d'enthousiasme, un mauvais
matériel et une théorie inexistante. L'intérét pour la commande adaptative a été renouvelé
dans les années 1970. Le progres de la théorie de commande au cours de la décennie
précédente ; notamment la théoric de ’espace d’état et la stabilité, les résultats importants
dans la théorie du contrble stochastique, la programmation dynamique introduite par
[BEL57], [BEL61], la théorie de la commande duale introduite par [FEL60], [FEL61],
[FEL65], sans oublier les développements majeurs dans I’identification des systeémes et
I’estimation des paramétres [AST71], a contribué a une meilleure compréhension du
contr6le adaptatif. Les progres rapides et révolutionnaires de la microélectronique ont permis

I’implémentation simple et non couteuse des régulateurs adaptatifs [AST83].
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Depuis, le  domaine de la commande adaptative s'est développé vigoureusement pour
devenir I'un des plus riches en termes d’algorithmes et de techniques de conception.
Plusieurs schémas de commande adaptative ont été développés ; selon que le processus est

identifié ou non, ces schémas sont scindés en deux approches principales, & savoir :

- L’approche indirecte : dans laquelle I’évaluation des paramétres du régulateur passe

par I’estimation en temps réel des parametres du processus a commander.
- L’approche directe : dans laquelle, le processus a commander n’est pas identifié, et
les paramétres du régulateur sont estimés directement selon un algorithme

d’adaptation approprié.

La commande adaptative est obtenue par construction non linéaire, puisque 1’expression
de la commande est une fonction complexe de signaux mesurés et de gains variant dans
le temps. Dans ce chapitre, nous essayerons de décrire les différentes techniques utilisées
dans le domaine de la commande adaptative. En particulier, nous nous intéresserons a
I’approche directe de la commande adaptative a modele de référence (MRAC : Model
Reference Adaptive Control) dont nous présenterons les bases théoriques necessaires a

notre travail de recherche.
2.2 Schémas de commande adaptative

Dans cette section, nous allons présenter trois schémas de principe de commande
adaptative développés dans la littérature : commande adaptative a gains préprogrammes, les
régulateurs auto-ajustables (STR : Self Tuning Regulator), et les systéemes adaptatifs a
modeéle de référence (MRAS : Model Reference Adaptive System). Nous avons essayé de
suivre leur évolution historique en traitant principalement le MRAS en temps continu et le

STR en temps discret.
2.2.1 Commande adaptative a gains préprogrammes

Il est parfois possible de trouver des variables auxiliaires (appelées aussi variables de
planification) qui sont bien corrélées aux changements de dynamique du systeme. On peut
ainsi réduire les effets des variations des paramétres en changeant les paramétres du

régulateur en fonction des variables auxiliaires (Fig.2.1).
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Le probleme clé dans la conception de systemes avec séquencement de gain est de
trouver des variables de planification appropriées. Ceci est normalement fait en se basant

sur la connaissance physique du systéme a commander.

Une fois les variables auxiliaires obtenues, les paramétres du régulateur sont
déterminés aux différentes conditions de fonctionnement en utilisant une méthode de
syntheése appropriée. La stabilité et les performances du systeme sont généralement évaluées
par simulation. Une attention particuliere est accordée a la transition entre les différentes
conditions de fonctionnement. Le nombre de conditions de fonctionnement est augmenté si
cela s’avére nécessaire, d’ou I’inconvénient de la longueur du temps nécessaire pour la
conception [AST83].

L’avantage de cette approche est que les gains du correcteur peuvent étre modifiés
aussi rapidement que les mesures auxiliaires répondent aux changements des parametres.
Cependant, les changements frequents et rapides des gains du correcteur peuvent entrainer
I’instabilité ; par conséquent, il existe une limite quant a la fréquence, et a la vitesse a laquelle

les gains du regulateur peuvent étre modifiés [IOA96].

Un autre inconvénient de ce schéma de commande est qu’il s'agit d'une compensation
en boucle ouverte ; les paramétres du régulateur sont modifies en boucle ouverte, sans retour
des performances du systéeme en boucle fermée. Cela rend la méthode impossible a utiliser

si la dynamique du processus ou les perturbations ne sont pas connues avec précision.

Malgré ses inconvénients, la commande adaptative a gains préprogrammes demeure
une technique populaire largement utilisée dans plusieurs applications industrielles (voir
[FER13], [GNO10], [MCRT73]).

Parametres du

regulateur Séquencement
du gain Mesures
auxiliaires
v
Reference > Régulateur | ENUree | systeme _ Sortie
—’ g

Fig. 2.1 Commande adaptative par séquencement du gain
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2.2.2 Régulateurs auto-ajustables (STR)

Une autre approche de la commande adaptative est la commande auto-ajustable, elle
est appelée ainsi a cause du fait que le régulateur ajuste automatiquement ses parametres afin
d’obtenir les propriétés désirées en boucle-fermee. Un tel systeme est illustré dans la figure

2.2.

Speécifications | Paramétres du systeme

! |
! |
| |
: Calcul des :
| | paramétres du | Estimation ]
I . g <
| régulateur :
: Parameétres :
| du |
| régulateur |
re7 \ 4 I ————————

Référence | - I .

U —>| Reégulateur ! Systéme -

T — Entrée u: Sortie y
I
e |

Fig. 2.2 Commande adaptative avec régulateur auto-ajustable

L’architecture de la commande auto-ajustable contient deux boucles : une boucle
interne du régulateur et une boucle externe d’ajustement de ses paramétres. La boucle
externe est composée d'un estimateur des parametres du processus, et d'un bloc pour le calcul
des parametres du régulateur. Les paramétres du systeme sont estimés et utilisés dans le
calcul des parametres du régulateur. Pour obtenir de bonnes estimations, il peut étre
¢galement nécessaire d’introduire des signaux de perturbation. Cette fonction n'est pas

illustrée a la figure 2.2 afin de simplifier la figure.

Le régulateur auto-ajustable a été initialement développé pour le probleme de
commande stochastique a variance minimale [AST73]. Du fait que l'approche est trés
flexible dans le choix du régulateur et de I’estimateur, de nombreuses combinaisons ont vu
le jour. Par exemple : dans [BOR74], les auteurs ont décrit un régulateur auto-ajustable a

variance minimale utilisant un estimateur des moindres carrés, des régulateurs auto-
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ajustables par placement de poles ont été étudiés par de nombreux auteurs a titre d’exemple :
[WOU77], [AST80], la commande linéaire quadratique gaussienne LQG (Linear Quadratic
Gaussian) est la base des régulateurs auto-ajustables présenté dans [AST82].

Le régulateur auto-ajustable illustré a la figure (2.2) est appelé STR explicite ou STR
basé sur l'estimation explicite d'un modele du processus. Il est parfois possible de
reparamétrer le processus pour qu'il puisse étre exprimé en fonction des paramétres du
régulateur. Cela donne une simplification significative de I'algorithme, car le bloc de calcul
des paramétres du régulateur sera éliminé. Un tel régulateur est appelé un STR implicite car

il est basé sur l'estimation implicite du modéle du processus.

Dans ce qui suit, nous présenterons une méthode algébrique simple de conception d’un
régulateur STR. En premier lieu, nous exposerons le probléme de conception du régulateur
pour des systéemes a parametres connus. Ensuite, un algorithme pour la synthese du

régulateur adaptatif sera donné.
2.2.2.1 Conception du régulateur pour des systémes a parametres connus

On considére un processus décrit par un systeme a une entrée et une sortie. On traitera
dans ce point particulier des systéemes discrets. Puisque la méthode de conception est
purement algébrique [AST95], nous pouvons étudier simultanément des systemes continus

(que nous traitons principalement dans notre travail) en écrivant :

Dy(t) = Nu(t) (2.1)

N ~ . . . .~ . a .
ou D et N sont des polynomes fonctions, soit de 'opérateur différentiel s = e soit de

I’opérateur de décalage en avance q. On suppose que D et N sont premiers entre eux. De
plus, D est supposé monique, i.e. le coefficient du plus haut degré dans D vaut 1.
u est le signal de commande et y le signal de sortie. On désire trouver un régulateur tel que

le systéme suit le signal de référence donné par :

Dm)’m(t) = Npu, (2-2)

ou D,, et N,,, sont des polynémes.

Une loi de commande linéaire générale peut étre décrite par :
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Ru(t) = Tu,(t) — Sy(t) (2.3)
OU R, S et Tsont des polyndmes.

Cette loi de commande représente une contre réaction négative avec une fonction de

S . . . T
transfert — = et une action directe avec une fonction de transfert =

L’¢élimination de u(t) entre (2.1) et (2.3) donne I’équation du systéme en boucle

fermée suivante :
(DR + NS)y(t) = NTu,(t) (2.4)

Les zéros du processus donnes par N = 0 seront alors les zéros de la boucle fermée
sauf s’ils sont compensés par les pdles correspondants de la boucle fermée. Les zéros
instables ou mal amortis ne peuvent pas étre compensés. Le polyndme N est factorisé comme

suit :
N=N*N- (2.5)

ou N *est un polyndme monique qui contient les facteurs qui peuvent étre compensés et N~

un polynéme qui contient les facteurs restants.
De (2.4), il suit que le polyndme caractéristique est :
DR + NS = D, (2.6)

L’idée cl¢ de la méthode de conception est de spécifier le polynome désiré en boucle
fermée D,.. Les polynbmes R et S peuvent étre déterminés a partir de 1’équation (2.6), qui
joue un rdle fondamental en Algébre, elle est appelée [’équation diophantienne. L'équation

a toujours des solutions si les polynémes D et N n'ont pas de facteurs communs.

Le polyndme D, peut étre concu de facon a avoir trois types de facteurs : les zéros
compensés du processus, les pdles désirés du modéle, et les poles de I’observateur. Soit N*,

D.,,,, D, des polyndmes qui dénotent ces trois facteurs respectivement.

DR + NS = N*D,,D, 2.7)
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Parce que N* divise N, il s’ensuit que N* divise R, d’ou :
R=N"'R, (2.8)
L’équation (2.6) peut étre réécrite comme suit :
DR, + N~S = D,D,, (2.9)

En exigeant que la réponse du systeme en boucle fermée aux signaux de référence soit

specifiée par (2.2), donc que (2.4) soit égale a (2.2), on aura :
N,, = N"N} (2.10)
T = AN (2.11)

Les spécifications doivent étre telles que N ~ est facteur de N,,,. Autrement, il n’y a pas
de solution au probléme de conception.

Pour compléter la solution du probléme, il reste a donner les conditions garantissant

I’existence de solutions de (2.7) donnant une loi de commande causale.

Pour obtenir un régulateur causal dans le cas discret ou propre dans le cas continu, il

faut satisfaire les conditions suivantes :

degS < degR

degT < degR (2.12)

Les conditions de causalité (2.12) peuvent s'eécrire (pour plus de détails, (voir
[AST95]) :

degD, = 2degD — 1

degD,, — degN,, = degD — degN = d, (2.13)

L’équation diophantienne (2.6) possede de nombreuses solutions. Nous pouvons

choisir la solution qui donne le régulateur du plus petit degré. Nous 1’appelons la solution de

degré minimal résumée dans I’algorithme suivant :
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Algorithme 1 : Placement de pdles de degré minimal

Donnees : Polynémes D, N
Speécification : Polynémes D,,, N,,, et D,
Condition de compatibilité :
degD,, = degD
degN,, = degN
degD, = degD —degN* — 1
N,, = N™N;,
Etape 1 : Factoriser N selon (2.5)
Etape 2 : Trouver une solution R, et S avec S < degD a partir de (2.9)

Etape 3 : A partir de (2.8) et (2.11), calculer le signal de commande en utilisant (2.3)
2.2.2.2 Conception du régulateur STR explicite

La loi de commande (2.3) ne peut pas étre réalisée si les parametres du modele (2.1)
sont inconnus. Cependant, ces derniers peuvent étre estimés et plusieurs méthodes recursives

peuvent étre utilisees pour le faire.
Un STR explicite basé sur un placement de p6les peut étre exprimé comme suit :

Algorithme 2 Régulateur auto ajustable explicite

Etape 1 : Estimer les coefficients des polynémes D et N dans (2) récursivement en
utilisant une des méthodes d’estimation.

Etape 2 : Substituer D et N par les estimations obtenues a I’étape 1, et résoudre (2.9)
pour obtenir R, et S . Calculer R par (2.8) et T par (2.11).

Etape 3 : Calculez le signal de commande a partir de (2.3).

Répétez les étapes 1 a 3 a chaque période d'échantillonnage.

41



Chapitre 2 Eléments de commande adaptative

2.2.3 Commande adaptative a modeéle de référence

La commande adaptative a modéle de référence MRAC (Model Reference Adaptive
Control) est une des commandes adaptatives les plus connues. Cette commande dont le
schéma est illustré a la figure (2.3) a été dérivée de la commande a modele de référence
MRC (Model Reference Control). Ce schéma a été développé a l'origine par Whitaker et ses
collegues en 1958 [WHI58] pour résoudre le probléme de conception d’autopilotes pour les
aéronefs, les spécifications sont données sous forme d'un modele de référence qui décrit
comment la sortie du processus devrait idéalement répondre au signal de consigne. Notons
que le modele de référence fait partie du systeme de commande. Le régulateur peut étre
considéré comme composeé de deux boucles. La boucle interne est une boucle de commande
ordinaire composee du processus et du régulateur. Les parameétres du régulateur sont ajustés
par la boucle externe, de telle sorte que I'erreur entre la sortie du modeéle de référence et la
sortie du processus devienne petite. La boucle externe est donc aussi une boucle du
régulateur, le probleme clé est de déterminer le mécanisme d’ajustement afin d’obtenir un
systéme stable qui amene l'erreur a zéro. Ce dernier peut étre obtenu de deux maniéres : en

utilisant la méthode du gradient ou en appliquant la théorie de la stabilité.

Modele de | Sortie du modele y,, (t)

référence l+
X
by A -
Parameétres du .
- Mécanisme
regulateur , . <
d’ajustement
Consigne u,-(t .
gne wuy ( » Reégulateur | Processus R
—> Entrée u(t) Sortie y(t)

Fig. 2.3 Commande adaptative a modéle de référence

Le systeme adaptatif a modele de référence MRAS (Model Reference Adaptive
System) illustré a la figure (2.3) est appelé schéma direct car les paramétres du régulateur

sont mis a jour directement. Il y a aussi d'autres schémas MRAS ou les paramétres du
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régulateur sont mis a jour indirectement et qui sont appelés schémas indirectes (voir
[NAR79], [GYO18]).

Il ressort clairement des figures (2.2) et (2.3) que le MRAS et le STR sont étroitement
liés. Les deux systemes ont deux boucles de réaction (feedback). La boucle interne est une
boucle de contreréaction (feedback) ordinaire composée du processus et du régulateur, le
régulateur posséde des parametres de régulation qui sont ajustés par la boucle externe. Les
ajustements sont basés sur les retours de mesures d’entrées et de sorties du processus. Les
méthodes de conception de la boucle intérieure et les techniques utilisées pour ajuster les
paramétres de la boucle externe peuvent cependant étre différentes. Le MRAS direct est
étroitement lié au STR implicite et le MRAS indirect au STR explicite (pour plus détails,
voir [LAN79], [LAN11]).

2.3 Schémas de commande MRAC directe
2.3.1 Commande MRAC avec loi d’adaptation MIT

La loi de MIT est I’approche originale pour la commande MRAC. Cette loi a été
développe au laboratoire d’instrumentation de 1'université de M.L.T. (Massachusetts

Institute of Technology) d’ou dérive son nom.
2.3.1.1 Loi MIT

Afin de représenter la loi MIT, on considére un systeme en boucle fermée dans lequel
le régulateur possede un vecteur 6 de parametres ajustables. La réponse désirée en boucle

fermée est spécifiée par la sortie y,, du modele de référence.

Soit e I’erreur entre la sortie y de la boucle fermée et celle du modéle de référence y,,.

L’ajustement des paramétres est fait de fagon a minimiser une fonction colt J définie par :
J(6) = -e? (2.14)
Afin de minimiser J, il est logique de faire varier les parametres dans la direction
négative du gradient de J, soit :

ao 5] Se

a= V3~ V% 215)
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L’équation (2.15) est la fameuse regle dite du MIT.

de . Yy car s e eqeiss s . 5
Le terme 50 &5t crucial et appelé¢ ‘dérivée de sensibilité’, il exprime I’influence des

paramétres ajustables sur ’erreur, y représente le gain d’adaptation.

Il est souvent supposé que les paraméetres du régulateur varient moins rapidement que
les autres variables dans le systéme. Par conséquent, la dérivée de sensibilité peut étre

calculée en supposant que 6 est constant.

Il existe d’autres alternatives a la définition de la fonction cofit J , a titre d’exemple :

J(6) = lel (2.16)
La méthode du gradient donne :

deo

e .
ol —ygsqgn(e) (2.17)

Le premier MRAS mis en ceuvre était basé sur la formule (2.17). Il y a cependant de
nombreuses autres possibilités, par exemple ce qu’on appelle 1’algorithme du sign-sign
donne par :

e

do . :
- = Trsign (g) sign(e) (2.18)

Le probleme de commande par modéle de référence peut étre décrit comme suit :

Considérons la fonction de transfert W,,(s) du modéle de référence spécifiant les
performances souhaitées, et soit G.(s,8) la fonction de transfert du processus en boucle
fermée, ou O représente le vecteur des parametres réglables. De plus, soit ule signal de
commande, ainsi I’erreur entre la sortie y de la boucle fermée et celle du modéle de référence

YV, €St donneé par :

e(t) = (G.(5,8) — Wi () (6) (2.19)

Le systeme adaptatif a modéle de référence essaie de varier les paramétres 6 du

régulateur afin que I'erreur définie par (2.19) tende vers zéro. La régle du MIT donné par :
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de
- = ree (2.20)

\ ) e - . . .
Ou ¢ = —5—; ; peut étre interprétée comme une méthode du gradient pour minimiser

I’erreur.

Le choix du gain d'adaptation y est critique et dépend des amplitudes des signaux.

L’algorithme normalisé :

dg pe
ac Varel
P

(2.21)

est moins sensible aux niveaux des signaux.

Les systemes obtenus avec la régle de MIT fonctionne comme prévu pour de petits
gains d'adaptation. Un comportement tres complexe peut étre obtenu pour des gains
d'adaptation élevés.

2.3.1.2 Réalisation du régulateur MRAC
La méthode de conception du régulateur peut étre résumée comme suit :
1. Trouver une structure du régulateur qui permet une poursuite parfaite de la sortie.
2. Calculer I'erreur de modele.
3. Utiliser la loi d'ajustement des parametres (2.20) ou la loi normalisée (2.21).
On suppose que le processus est décrit par le modele continu suivant :
Dy(t) = ngNu(t) (2.22)

ou D et N sont des polyndmes de l'opérateur différentiel s supposés ne pas avoir de facteurs
communs et le polynéme N est monique et a tous ses zéros dans le demi-plan gauche. Le

parametre n, est dite gain instantané.

On suppose qu’on désire trouver un régulateur tel que la sortie du systéme suit le signal

de référence donné par (2.2), un régulateur linéaire général peut étre décrit par (2.3), OUR, S
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et T sont des polyndmes de l'opérateur différentiel s, de degreés k, [ et m respectivement tels
que :

R(s) =sk +rskt 4. 4n

S(S) = SOSl + slsl‘l +--+ 5 (223)

T(s) =tos™+ t;s™ 1+ + t,,

u, est le signal de référence. Puisque le polyndme N est stable, les p6les correspondant

peuvent &tre compensés par le régulateur. Cela correspond a R = R, N.

Le systéeme en boucle fermée obtenu quand le régulateur est appliqué au processus
(2.22) est décrit par :

(DRy +nyS)y = nyTu, (2.24)

Si le polynéme T est choisi tel que T = tyD,, ou D, est un polynéme monique stable et R,

et S satisfont :
DR, + nyS = DyDyy, (2.25)
Il est possible de réaliser une poursuite de modele parfaite avec le modele :
D ym () = notour (2.26)
A partir des équations (2.22) et (2.25), il vient que :
DoD,,y = DRy + nySy = RyngNu + nySy (2.27)

En introduisant ’erreur e = y — y,,, il vient a partir de (2.26) et (2.27) que :

DoDpe = DoyDiy (¥ — Y1) = no(Ru + Sy — Tu,) (2.28)
Ou bien :
e =—"(Ru+Sy—Tu,) (2.29)
DoDm

Soit 8* le vecteur des vrais paramétres du régulateur :

0 =[ri... T Sg...5S to...tnm] (2.30)
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L’erreur pourra s’écrire comme suit :
e=q@l0* (2.31)

Ou ¢ représente le vecteur de régression definit par :

ro_[oL e ge oo geome s o)
P = T or, " Srp 859 85, " 05, oty 8t T otm (2.32)
_ o [Sk—lu u Sl —gmn — .
= — y ..y ST Uy . uT]

DoDm

Les polynémes R, S et T doivent verifier les conditions suivantes :

degD,, —degN,, = degD — degN

degD, = 2degD — degN,,, — degN — 1 (2.33)

Ces deux conditions sont toujours vérifiées, méme dans le cas ou D, = 1, car on utilise un

modele tel que degD,,, > degD

k =degR = degR; + degN = degD,, + degN — degD (2.34)

l =degS < degR (2.35)

Donc on prendra :
degS = degR
Ou bien :
degS =degR — 1
Et
m = degT = degN,,

Généralement, on prend degS = degR — 1 pour que le filtre S/R soit causal.
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2.3.2 Conception de la commande MRAC en utilisant la théorie de

Lyapunov

Il n'y a aucune garantie qu'un régulateur adaptatif basé sur la regle MIT donne un
systeme stable en boucle fermée. Dans ce qui suit, nous présenterons une autre méthode de
conception de régulateurs adaptatifs pouvant garantir la stabilité du systéme. Pour ce faire,
nous commencons par présenter la théorie de stabilité de Lyapunov (appelée méthode directe
de Lyapunov ou encore seconde méthode de Lyapunov) pour les systémes variant dans le
temps, pouvant étre utilisée pour concevoir des régulateurs adaptatifs.

2.3.2.1 Théorie de Lyapunov pour les systemes variants dans le temps

Les contributions fondamentales a la théorie de la stabilité des systémes non linéaires

ont éte réalisees par le mathématicien russe Lyapunov a la fin du dix-neuvieme siécle.

On consideére les équations différentielles a parametres variants dans le temps de la

forme ;
&~ Fx,t) 2.36
prial A C7 (2.36)

L’origine est un point d’équilibre pour I’équation (2.36) si f(0,t) =0, V¢t = 0. Il est
suppose que f est telle que des solutions existent pout tout t > t,. Pour garantir cela, on
suppose que f est continue par morceaux en tet localement Lipschitz en x dans un

voisinage de x(t) = 0. Nous étudions maintenant la stabilité de la solution x(t) = 0.

Définition 2.1 : Stabilité au sens de Lyapunov

La solution x(t) = 0 de l’équation (2.36) est uniformément stable si pour € > 0 il

existe un nombre (&) > 0 indépendant de ¢t tel que :
Ix(t)ll <= x|l <e Vt=>t,=>0 (2.37)

La solution est uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable
et il existe ¢ > 0 indépendant de t,, tel que x(t) —» 0 quand t — oo uniformément en t,,

pour tout ||x(ty)l < c.
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Pour énoncer le théoréme de stabilité [AST95] pour les systemes représentés par
I’équation (2.36), nous devons d’abord voir la définition 1.1 des fonctions dites de classe K

(introduite au premier chapitre).

Théoreme 2.1 : Théoreme de stabilité de Lyapunov

Soit x = 0 un point d’équilibre de I’équation (2.36) et D = {x € R" |||x|| < r}. Soit

V une fonction continuellement différentiable telle que :

g1(llx]) = V(x, t) < g, (lIxID
av v v

=S+ 00D < —ga(lxl)

Pour vt >0, ou g,,9, et g; sont des fonction de classe K . alors x = 0 est

uniformément asymptotiquement stable.

Lors de lutilisation de la théorie de Lyapunov sur les problemes de commande
. av e g .
adaptative, nous trouvons souvent que P est seulement semi-défini négatif. Cela implique

que des conditions supplémentaires doivent étre imposées au systeme. Le lemme suivant

donne un résultat utile.

Lemme 2.1 : Lemme de Barbalat

Si g est une fonction d'une variable réelle t définie et uniformément continue pour

t =0, et sila limite de 'intégrale

f g(s)ds

quand t tend vers [’infini existe et est un nombre fini, alors
limg(t)=0
t—>oo
Une conséquence du lemme de Barbalat donne le résultat du lemme 2.2 suivant :

Lemme 2.2

Sig,g € Ly, et g € L, pour un certainp € [1,), alors g(t) — 0 quand t — co.
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Maintenant, nous allons montrer comment la théorie de stabilité de Lyapunov peut étre
utilisée afin de concevoir un algorithme d’ajustement de paramétres dans un systeme de
commande adaptative. Pour ce faire, nous devons d’abord déduire une équation différentielle
pour Ierreur, e = y — y,,, qui contient les paramétres ajustables. Nous essayons ensuite de

trouver une fonction de Lyapunov et un mécanisme d'adaptation tel que I'erreur passe a z€ro.
- L . . av
En utilisant la théorie de Lyaponov pour les systéemes adaptatifs, nous constatons que I est

généralement seulement semi-défini négatif. La procédure consiste a déterminer I'équation

d’erreur et une fonction de Lyapunov avec une dérivée seconde bornée.
2.3.2.2 MRAC directe basé sur ’approche SPR-Lyapunov

Le concept de fonctions de transfert réelles positives PR (Positive Real) et strictement
réelles positives SPR (Strictly Positive Real) joue un rdle important dans 1’analyse de
stabilite d'une grande classe de systemes non linéaires, qui comprend egalement les systéemes

adaptatifs.

Dans cette section, nous allons décrire une méthode de conception d’un schéma
MRAC direct avec une loi d’adaptation basée sur 1'approche SPR-Lyapunov. Cette approche
a dominé la littérature sur la commande adaptative pour des systemes continus dont le degre
relatif n* = 1, en raison de la simplicité de conception et d’analyse de stabilité. Nous
exposerons la méthode de conception de commande par modele de référence (MRC) pour
des systémes a parameétres connus. Cette derniére sera utilisée par la suite afin d’aboutir a un
schéma de commande adaptative par modele de référence (MRAC) dans le cas ou les
parametres du processus sont inconnus. Pour ce faire, d’abord, nous présentons quelques
définitions et résultats nécessaires pour 1’élaboration de la loi d’adaptation SPR-Lyapunov
(voir [I0A96]).

Définition 2.2 : Fonction de transfert PR
Une fonction rationnelle G (s) de la variable complexe s = o + jw est dite PR si

(i)  G(s) estréelle pour touts réel.

(ii)  Re[G(s)] = 0 pour tout Re [s] > 0.
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Définition 2.3 : Fonction de transfert SPR

Supposons que G (s) n'est pas identiquement nulle pour tout s. Alors G(s) est SPR si

G (s — €) est SP pour certain € > 0.

Le théoréme suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes dans le domaine

fréquentiel pour qu'une fonction de transfert soit SPR.
Théoreme 2.2 [IOA87]

Supposons que la fonction rationnelle G(s) de la variable complexe s = o + jw est

réelle pour s réel et non identiquement nulle pour tout s. Soit n* le degré relatif de G(s) =

% avec |n*| < 1, alors G(s) est SPR si et seulement si :

(iii)  G(s) est analytique dans Re(s) = 0.
(iv) Re[G(jw)] > 0,Vw € (—0, +0).
(v) (@) quandn* =1, |£1|’an w?Re[G(jw)] > 0

(b) quand n* = -1, lim gue) 5 ¢

|w|—o0 Jjw

Il faut noter que quand n* = 0, (i) et (ii) dans le théoréme 2.2 sont nécessaires et

suffisants pour que G (s) soit SPR.
Certaines propriétés utiles des fonctions SPR sont données par le corollaire suivant :

Corollaire 2.1

() G (s) est SPR si et seulement si % est SPR.

(i)  Si G(s) est SPR, alors, [n*| <1, et les zéros et les pbles de G(s) se trouvent
dans Re[s] < 0.
(iii)  Si|n*| > 1, alors G(s) n’est pas PR.

Le lien essentiel entre les fonctions de transfert SPR et I'existence d'une fonction de

Lyapunov pour établir la stabilité est donnée par le lemme suivant :
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Lemme 2.3 (Meyer-Kalman-Yakubovich : MKY) [MEY65]

Etant donné une matrice A stable, les vecteurs B, C et un scalaire d > 0, nous avons
ce qui suit :
Si
G(s)=d+CT(sI-—A)'B

est SPR, alors pour tout L = LT > 0 donné, il existe un scalaire v , un vecteur g etun P =
PT tels que :
ATP 4+ PAT = —qq" —vL
PB —C = +qV2d

Dans de nombreuses applications des concepts SPR aux systemes adaptatifs, la
fonction de transfert G (s) implique des compensations de poles et de zéros stables, ce qui
implique que le systéme associé au triplet (4, B, C) est incontrolable ou non observable.

Dans ces situations, le lemme MKY est le lemme approprié a utiliser.
2.3.2.2.1 Regulateur MRC pour des systéemes a parametres connus

Nous formulons dans cette section le probleme MRC pour une classe générale de
systémes linéaires invariants dans le temps a une entrée et une sortie LTI SISO (Linear Time
Invariant Single Input Single Output) et nous le résolvons dans le cas ou les parametres du

processus sont connus avec exactitude.

Considérons le processus LTI SISO décrit dans 1’espace d’état par :

{J'c = Ax +yBZ ,CTxx(O) = X, (2.38)
olx € R"%;y,u € R et A4, B, C ont des dimensions appropriées.
La fonction de transfert du processus est donnée par :
y=G(s)u (2.39)
avec G (s) exprimée sous la forme :
G(s) = k, Zii (2.40)
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ou N(s), D(s) sont des polyndmes moniques et k,, est une constante appelée gain a hautes

fréquences.

Le modéle de référence sélectionné par le concepteur pour décrire les caractéristiques
désirées du processus, est décrit par :

{Xm = ApXm + By, Xy (0) = X0

(2.41)
Ym = er;lxm

ol x,, € RPm, avec p,, entier ; y,,,u, € R et u, est 'entrée de référence. La fonction de

transfert du modele de référence est donnée par :
Ym = W (s)uy (2.42)

avec W, (s) exprimée sous la forme :

W, (s) = k,, 2 (2.43)

m Dpn(s)

ou N, (s), D, (s) sont des polyndmes moniques et k,,, est une constante.

L'objectif de la commande MRC est de déterminer I’entrée de commande u telle que
tous les signaux sont bornés et la sortie du processus y suit la sortie du modele de référence
Ym aussi prés que possible pour n’importe quelle entrée de référence w,.(t). Pour ce faire,

on suppose que le processus et le modeéle de référence satisfont les hypotheses suivantes :

Hypotheses concernant le processus

P1. N(s) est Hurwitz et monique de degré m,,.
P2. La borne supérieur n du degré n,, de D(s) est connue.
P3. Le degré relatif n* = n,, — m,, est connu.

P4. Le signe de gain a hautes fréquences k,, est connu.
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Hypothéses concernant le modele de référence

M1. N,,(s),D,,(s) sont des polynémes moniques Hurwitz de degré ¢,,,Pm

respectivement, ou p,,, < n.

M2. Le degré relatif ny, = p,, — ¢, de W,,,(s) est le méme que celui de G(s), c’est-

a-dire : n;, = n”.

En plus des hypotheses P1 a P4 et M1, M2, supposons également que les parametres
du processus, c'est-a-dire les coefficients de G(s) sont connus exactement. Parce que le
processus est linéaire invariant dans le temps et connu, la conception du schéma MRC est

réalisé en utilisant la théorie des systemes linéaires.

Considérons la loi de commande [IOA96] :

«T @(S) «T @(S) * *
u= HlTEu + HZTEY + 03y + cyu, (2.44)

représentée sur la figure (2.4), ou

a(s) 2 a,_,(s) =[s"2 s" 3, ...,5,1]7 pourn > 2

a(s) 20 pourn =1 (2.45)

cg, 05 € RY; 07,06, € R"1 sont des paramétres constants a concevoir et A(s) est un

polynome Hurwitz monique arbitraire de degré n — 1 qui contient N,,,(s) comme facteur :
A(s) = Do (S)Np(s) (2.46)

ce qui implique que Ay (s) est un polyndme monique, Hurwitz de degré n, = n— 1 — q,,.

ur_’ CS _—I_’ hX u > G(S) y >
M el
i)
A(s)
ey
A(s)
0; |«

Fig. 2.4 Structure de la commande MRC
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Le vecteur de parametres du régulateur 6* € R?" est choisi tel que la fonction de
transfert de u,. & y soit égale a W, (s).
La fonction de transfert de la boucle fermée est :

y = G.(s)u, (2.47)
avec

_ cokpN(s)A%(s)
—A®[(As)-0iT a(s))D(s)~kpN(s) (85T a(s)+05A(s))]

G.(s) (2.48)
Nous pouvons maintenant atteindre I'objectif de commande si nous sélectionnons les
paramétres du régulateur 67, 65, 03, c; de sorte que les pdles en boucle fermée soient stables

et la fonction de transfert de la boucle fermée vérifie G.(s) = W, (s), ¢’est-a-dire :

Co kpN(S)AZ (s) _ Ny (s)
AS)[(A)-0;T a(s))D(s)—kpN(s) (85T a()+03A(s))] ™ Dim(s)

(2.49)

est satisfaite pour tout s € C. Parce que le degré du dénominateur de G.(s) est n, + 2n — 2
et celui de Dy, est p,, < n, pour que (2.49) tienne, n,, + 2n — 2 — p,,, compensations de zéro
pole doivent se faire dans G.(s). Et puisque N(s) est Hurwitz (par hypothese) et A(s) =
Ao (S)N,, () est congu pour étre Hurwitz, il s’ensuit que tous les zéros de G.(s) sont stables

et donc toute compensation peut seulement se faire dans C~. En choisissant :

;= ’,‘(—’: (2.50)

et en utilisant A(s) = Ag(s)Ny(s), 'équation (2.49) devient :
(A= 6;Ta)D — k,N(057a + 05A) = NAyDy, (2.51)
ou
0;Ta(s)D(s) + k,(8;7a(s) + 65A(s))N(s) = A(s)D(s) — N(s)Ao(s)Dp(s)  (2.52)

En égalant les coefficients des puissance de s des deux cOtés de (2.52), on peut

exprimer (2.52) en terme d’équation algébrique :
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Sg* =p (2.53)

ol §* =[0;7,657,05]", Sest une matrice de dimension (n +mn, —1) X (2n—1) qui
deépend des coefficients de D, k,N et A, et p est un vecteur de taille n +n, — 1 avec les
coefficient de AD — NAyD,,.

Enfin, la réalisation dans I’espace d’état de la loi de commande (2.44) est donnée par :

w, =Fw;+gu, w,(0)=0
w, =Fw, +gy, w,(0)=0 (2.54)
u=0"Tw

N T
ol wy,w, €ERYL, 0°=[6;T,60;7,65,¢51T, w = [w], wg,yp,r] , et (F,g) est la

als)
A(s)’

o)

et -1, —
c’est-a-dire (sI — F)™'g e

réalisation dans 1’espace d’état de

Lemme 2.4 [IOA96]

Soient les degrés de D, N, A, A, et D,, tels que spécifiés dans (2.52). Alors (i) La
solution 8 de (2.52) ou (2.53) existe toujours. (ii) De plus, si D, N sont premiers et n = n,,

J—
alors la solution 6 est unique.

Remarque 2.1

Pour la conception de I’entrée de commande (2.50), on a suppos€ que n = n,,. Parce
que le modéle du processus est connu avec exactitude, nous n’avons pas besoin de supposer
une borne supérieure pour le degré du processus, c’est-a-dire, parce que n,, est connu n peut
étre pris égal a n,. On utilise n = n,, expres afin d’utiliser le résultat dans le cas ou les

parametres du processus sont inconnus et seulement la borne supérieure de n,, est connue.

2.3.2.2.2 Reégulateur MRAC pour des systemes a paramétres inconnus

Soit la classe de processus LTI SISO représenté par (2.40), dont le degreé relatif est
n* = 1. Et soit le modéle de référence représenté par (2.43) choisi de facon a avoir le méme

degré relatif que le processus. On suppose que G(s) et W, (s) satisfont respectivement les
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hypothéses P1 a P4 et M1 a M2. De plus, W,,(s) est congcu pour étre strictement réelle
positive (SPR : Strictly Positive Real).

Il a été montré précédemment que la loi de commande (2.54), ou 8* = [6;7, 057,05, c5]T
calculé a partir des équations (2.50) et (2.51) répond aux objectifs définis par la commande
MRC. Parce que les parametres du processus sont inconnus, le vecteur des paramétres du
régulateur 6* ne peut étre calculé a partir des équations correspondantes et par conséquence,
(2.54) ne peut pas étre implementée. Une approche raisonnable & suivre dans ce cas est de

remplacer (2.54) par la loi de commande suivante :

w,=Fw;+gu, w(0)=0
wy, =Fw, + gy, w,(0)=0 (2.55)
u = 0Tw

ou 6(t) est ’estimée de 6*a I’instant ¢t qui doit étre générée par une loi adaptative appropriée.
Pour ce faire, nous obtenons d'abord une représentation composite dans I'espace d'état du
processus et du régulateur :

Y, =AY, + B.u, Y.(0)=Y,

yp = ClY, (2.56)
u=0"w
oY, = [x7, of, 0l ]7.
A 0 O B
A,=| 0 F 0|,B.=|g|,cT=1c",0,0] (2.57)
gc™ 0 F 0

Aprés, on ajoute et on soustrait I’entrée BO*T w pour obtenir :
Y. =A,Y. +B.0Tw + B,(u — 6" w) (2.58)

Si nous absorbons maintenant le terme B6*T w dans la partie homogéne de (2.58), on se

retrouve avec la représentation :

Yc =AY, + B.cyu, + B (u— 60T w), Y.(0) =Y, (2.59)
y = CIY. |
ou :
A+BeoicT  BeT  BeyT
A.=| g6;CcT  F+g6;7 go;T (2.60)

gcT 0 F
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L'équation (2.59) est la méme que I’équation de la boucle fermée dans le cas des parametres
connus a I’exception du terme additionnel B,(u — 6*T w) qui dépend du choix de I’entrée u,

quand u = 6*T @, nous avons :

Y. = ALY, + Becguy, Y(0) =Y, (2.61)
y = C(:'TYC |
et par conséquent :
Cg(SI — AC)_IBCCS = Wm(s) (262)

Et donc, le modele de référence peut étre réalisé par le les matrice d’état (A, B.cg, CT) et

décrit par la représentation d’état non minimale :

{Ym = AcTYm + B.couy Y (0) = Yo (2.63)
Ym = CcYe
ou Yy, est I’état de la représentation non minimale du mode¢le de référence.
En définissante = Y, — Y, ete; = y — y,, , on obtient I’équation d’erreur suivante :
{é =Ace + B(u=07w),  e(0)=ey (2.64)
e, =C.e
De (2.62) et (2.64), nous obtenons que :
ey =Wy (s)p"(u—6"w) (2.65)
ollp* =—
p - CS'
En substituons la loi de commande (2.55) dans (2.64), on trouve :
5 — R ~*AT —
{e = A;e + B.p*0'w, e(0)=e¢q (2.66)
e, =C.e

ol

EC = BCCS
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e, =W, (s)p 0Tw (2.67)
qui relie I’erreur des paramétre 8 2 0(t) — 6* avec I’erreur de poursuite e;.

Du fait que W,,,(s) = CI' (sl — A.)"1B.c; est une fonction SPR et A, est stable, I’équation
(2.66) est une forme appropriée pour I’application de I’approche de conception SPR-

Lyapunov.

On procede donc en proposant la fonction de Lyapunov suivante :

= Tpee 671716
v(f,e) =5 - =g — |p"| (2.68)

ol =TT >0et P. = P" > 0 satisfait les équations algébriques :

{PCAC + AZPC = _qu —vcL,

_ 2.69
P.B. = C, (2:69)

ol g est un vecteur, L. = LT > 0 et v, > 0 est une petite constante, qui sont impliqués par
le lemme MKY.

La dérivée temporelle V de V donne :

. T T — ~ ~ Z
V=-""1"—"ell.e+e PBp 6 w+0"T8]p"] (2.70)

Parce que eTP.B, = e, et p* = |p*|sgn(p*), on peut obtenir V < 0 en choisissant la loi

d’adaptation :

=0-= —Te,w sgn(p*) (2.71)
quimenea:

. T, T

V=- ”2# — %eTLCe (2.72)

L’équation (2.68) et (2.72) implique que V € L, et donc e, 8 € L, .

Parce quee =Y, —-Y, etY,, € L,,0onaY, € L,, ce qui implique que y,w;, w, €

L. Parce que u = 0Tw et 8, w € L, nous avons aussi u € L,. Par conséquent, tous les
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signaux de la boucle fermée du processus sont bornés. Il reste a montrer que I’erreur de

poursuite e; = y — y,,, tend vers zéro quand t — oo,

A partir de (2.68) et (2.72) nous établissons que e et donc e, € £,. En outre, en
utilisant 8, w, e € L, dans (2.66) nous aurons que é, e, € L. Par conséquent e, é; € L,

et e; € L,, qui par le lemme 2.2 implique que e; —» 0 quand t — oo

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons essayé de présenter les méthodes de commande
adaptative ainsi que les éléments de base nécessaires a la compréhension et a la conception
des systemes de commande adaptatifs concernés par notre travail de recherche. Nous nous
sommes surtout penché sur I’é¢tude des méthodes directe de commande adaptative,
notamment la commande MRAC directe. Nous avons montré qu’il était possible de
concevoir des lois d’ajustement des paramétres par deux méthodes principales qui sont la
méthode du gradient, et la méthode basee sur la théorie de Lyapunov. Plus particulierement,
nous avons porté un intérét majeur au schéma de commande MRAC directe basé sur
I’approche SPR-Lyapunov qui fera I’objet d’une généralisation au cas de processus décrits
par des modeles d’ordre fractionnaire et sera I’une des contributions majeures de notre travail

de recherche.

Le prochain chapitre sera consacré a 1’étude de la commande adaptative a modele de
référence d’ordre fractionnaire pouvant apporter une amélioration des performances de la

boucle de commande adaptative.
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Chapitre 3

3. Commande adaptative a modéle de référence d’ordre

fractionnaire

3.1 Introduction

Les systémes d’ordre fractionnaire attirent de plus en plus les chercheurs dans
différents domaines de la science et de l'ingénierie ([MATO03], [MA09], [ELSO03]). La
commande d’ordre fractionnaire est une généralisation de la théorie classique de la
commande d’ordre entier, son intérét majeur est d'améliorer les performances du systeme de
commande en utilisant les concepts de la dérivation d’ordre non entier et des systémes

d'ordre fractionnaire.

Les structures de commande d'ordre fractionnaire les plus connues sont : le régulateur
CRONE [0US91], le régulateur PI*D* d’ordre Fractionnaire [POD99A] et la commande
adaptative d’ordre fractionnaire [LADO8]. La commande adaptative est I'une des techniques
de commande les plus populaires dans les applications industrielles. Cette commande
consiste a adapter le régulateur en ligne avec les variations du processus commandé afin
d’assurer un degré de performances constant. La raison principale qui a encouragé les
chercheurs a évoluer vers la commande adaptative d'ordre fractionnaire et essentiellement a
la commande adaptative a modeéle de référence d’ordre fractionnaire (FOMRAC : Fractional
Ordre Model Reference Adaptive Control) est que la commande MRAC est basée sur le
choix d’un mode¢le de référence qui spécifie les performances désirées en boucle fermée, et
plusieurs travaux de recherches ont prouvé les trés bonnes performances des systémes

d’ordre fractionnaire comparés a ceux d'ordre entier ([OUS95], [LAD16]).

De nombreuses structures de commande MRAC d'ordre fractionnaire ont été
développées dans la littérature [LAD12]. Une commande adaptative indirecte par modele de

référence a été introduite pour commander une classe de systemes d'ordre fractionnaire dans
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[CHE16]. Dans [VINO2] et [LADO03], les auteurs ont ¢tudié l'utilisation a la fois d’une loi
d’adaptation ainsi qu’un mod¢le de référence d’ordre fractionnaire. L'utilisation d'un modéle
d’ordre fractionnaire et l'introduction d’un filtre dérivateur d’ordre fractionnaire a la sortie

du processus ont été proposées dans [LADOGA].

Dans ce chapitre, nous présenterons la stratégie FOMRAC introduite dans [LADO3],
qui se rameéne a un schéma de commande MRAC avec un modéle d’ordre fractionnaire et

une loi d’adaptation comprenant une intégration d’ordre fractionnaire.

Dans notre travail de recherche, nous avons étudi¢ ’applications de la commande
FOMRAC sur deux processus industriels, la premiére application concerne la commande de
vitesse d’un véhicule électrique [BALI19], et la deuxiéme application que nous allons
présenter dans ce chapitre et qui traite le probléeme de commande du niveau d’eau dans un

réservoir conique, en vue d’illustrer I’efficacité de cette stratégie de commande [BAL18].
3.2 Stratégie de la commande FOMRAC

Nous nous intéressons ici a la commande MRAC directe basée sur la loi d’adaptation

MIT que nous avons présentée dans la section 2.3.1.

Nous considérons un modéle de référence d’ordre fractionnaire, qui sera implémenté
en utilisant la méthode d’approximation de la fonction des singularités présentée a la section

1.6.3.2.

Soit G (s) la fonction de transfert du systeme & commander définie par (2.22), et soit

G, (s) la fonction de transfert du modele de référence d’ordre fractionnaire choisie avec :

Gn(s) =323 (3.)

Notons G, (s) ’approximation d’ordre entier de G,,(s), obtenue par la méthode de la

fonction des singularités telle que :

* N (S)
Gm(s) = K(SS) (3.2)
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Nous utiliserons le polyndme caractéristique approximé Dy, (s) au lieu de D,,(s) dans

I’équation (2.27) et nous aurons :

Do Dy y(t) = no(Ru(t) + Sy (1)) (3.3)

Aussi, dans la loi d’ajustement de parametres du régulateur, on utilisera la loi

d’adaptation d’ordre fractionnaire au lieu de (2.21) donnée par :

ame pe
atm Y a+eTe (34)
et donc :
_m pe
0 =1 (y a+<,,r(p) (3.5)

La commande FOMRAC est basé¢ sur le choix d'un modele de référence d’ordre
fractionnaire qui specifie les performances souhaitées en boucle fermée. De plus, cette
stratégie de commande introduit une intégration d’ordre fractionnaire dans la phase de mise

a jour des parametres du correcteur.

3.3 Application a lacommande du niveau d’un réservoir conique

non-linéaire

Dans cette section, nous proposons de commander un systeme dynamique non-linéaire
avec la stratégie FOMRAC en vue d’améliorer les performances du systéme. Nous traiterons
le probleme de commande du niveau d’eau dans un réservoir conique [BALI18], qui a été
largement étudié dans la littérature, et plusieurs techniques de commande ont été employées,
notamment la commande prédictive [WAR12] et les régulateurs d'ordre fractionnaire PI*D*
[JAU16].

La disposition du systéme de réservoir conique est illustrée a la figure 3.1, l'eau est
pompée du bas du réservoir de recirculation vers la partie supérieure du réservoir conique
au moyen d'une pompe entrainée par un moteur a induction de vitesse variable entrainée lui-

méme par un variateur de fréquence.
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Réservoir conique

Vanne
manuelle

Réservoir de
@ recirculation

Pompe

Fig 3.1 Configuration du réservoir conique

D’aprés [JAUL6], le modéle non linéaire du réservoir conique est représenté par

I’équation suivante :

_ 543f-7823+u/h
0.65h2+11.4h+17.1

gh f) (3.6)

avec u = 20.63, f est ’entrée du systéme et représente la fréquence du réseau électrique
exprimée en pourcentage de la fréquence nominale (50Hz) et varie dans I’intervalle [0%
100%], h est la sortie du systéme et représente le niveau d’eau a I’intérieur du réservoir
conique exprimeé encm, g(h, f) est une fonction non lineaire de ces deux variables montrant

clairement les non-linéarités du systeme réservoir conique.

Le systeme est linéarisé autour de trois points de fonctionnement (hop, fop), ces

approximations sont données par :

h=W(h=hop) + Z(f = fop) (3.7)
avec W = ag(h.f) _ 9g(hp)
oh (hop.fop) or (hop.fop)!

Pour déterminer les points de fonctionnement, la plage totale de fonctionnement de 15
cma 60 cm est divisée en trois segments (haut, moyen, bas), comme illustré dans le tableau
3.1
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Tableau 3.1: Points de fonctionnement et paramétres des modeles linéarisés

Niveau Niveau Niveau
bas moyen haut
Intervalle (cm) 15-30 30-45 45-60
h,p(cm) 22.5 37.5 52.5
f op(%0) 32.42 37.66 41.92
w -0.0036 | -0.0012 | -0.0006
z 0.009 0.004 0.0022

Dans ce premier travail, nous essayons de commander le systéme non linéaire autour
d'un seul point de fonctionnement (niveau bas). Ainsi, le systeme linéarisé est représenté par
I'équation (3.7), avec W = 0.0036 et Z = 0.009. En posant y(t) = h — h,, et u(t) = f —

fop, ON obtient la fonction de transfert du systeme suivante :

0.009
(s+0.0036)

G(s) = (3.8)

Afin d’évaluer les performances de la stratégie FOMRAC sur le systéme non linéaire,
nous comparons ses résultats aux resultats obtenus avec une commande MRAC d’ordre
entier. Pour cela, nous choisissons les fonctions de transfert du modéle de référence d'ordre

entier et d'ordre fractionnaire respectivement comme suit :

1
(1+205)

Gm(s) = (3.9)

et

1
(1+205)0-6

Gy (s) = (3.10)

Gy st approximée a un modele d’ordre entier en utilisant la méthode de la fonction des

singularités :

c 0.004296 s3 + 0.4979s2 + 3.063s + 1
™™ 0.002209 s* + 0.8095s3 + 15.79s2 + 17.23s + 1
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La période d’échantillonnage est A= 0.1 sec. La réponse indicielle du modele de
référence d’ordre fractionnaire est comparée a celle du modéle d’ordre entier et celle du

systeme en boucle ouverte dans la figure.3.2.

La Figure 3.3 illustre les courbes de Bode respectivement, du systeme en boucle
ouverte, du modeéle de référence d’ordre entier et du modeéle de référence d’ordre

fractionnaire.

Step Response

2.5 T T —— T T

Amplitude

t t t b
o 500 1000  Time (seconds) 1500 2000 2500

Fig. 3.2 Réponse indicielle du systeme en boucle ouverte (rouge), réponse indicielle du
modele de référence d’ordre entier (vert), réponse indicielle du modele de référence

d’ordre fractionnaire (bleu)

Bode Diagram

o
|

Magnitude (dB)

a
]
I

-100

Sy <=L G_sys
Gm_frac
Gm_entier

as |- N i

Phase (deg)

\\\% L | \
-90 &= - - T |
o= 102 102 1o'  Frequency o(rad/s)

1 > 4
10 10 10 10

Fig. 3.3 Tracé de Bode du transfert du systéme (rouge), du transfert du modéle de

référence d’ordre entier (vert), et du transfert du modele de référence d’ordre fractionnaire

(bleu)
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Sur la figure 3.2, nous voyons clairement que le modéle d’ordre fractionnaire est plus
rapide que le modéle d'ordre entier, ceci est aussi confirme sur la figure 3.3, ou on voit que

le modéle de référence d’ordre fractionnaire a une bande passante plus large.

Afin de tester l'efficacité et d’évaluer les performances de chaque régulateur (MRAC
et FOMRAC), une consigne u.(t) est appliquée au systéme, cette derniere consiste en des

échelons de différentes amplitudes décrites dans le tableau 3.2.

Tableau 3.2 : La consigne du réservoir conique

t | [01000] | [10002000] | [2000 3000]
u(t) 17 28 15

Aussi, pour évaluer et comparer les performances de chaque méthode de commande,

des indices de performance sur I’erreur et sur la commande sont calculés a partir de (3.11) :

{]e = Yk=oe? (kd) (3.11)

u= II¥=O uz(kA)
ou N est le nombre d’échantillons, e(kA) = y(kA) — u.(kA)

3.3.1 Etude dans le cas idéal (sans perturbations)

La sortie du systeme non linéaire ainsi que le signal de commande issus de la
commande MRAC classique et de la stratégie FOMRAC sont illustrés respectivement, a la
figure 3.4 et 3.5.
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Fig. 3.4 Réponse du systeme avec MRAC classique et avec la stratégie FOMRAC
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Fig. 3.5 Signal de commande issu du MRAC classique et de la stratégie FOMRAC

A partir des résultats obtenus, nous remarquons que la sortie du systéme suit le signal
de référence, et ce méme lors des changements brusques des valeurs de la consigne.

De meilleurs résultats sont obtenus en utilisant la stratégie FOMRAC, ou nous avons
la fonction colit de I’erreur quadratique la plus faible, tandis que, le MRAC présente la
fonction co0t le plus faible de consommation d'énergie de commande. Le systeme est plus

rapide et plus précis avec la stratégie FOMRAC.
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Afin d’étudier I’influence de ’ordre fractionnaire m sur les performances du systéme

de commande, nous faisons varier sa valeur de 0.1 a 1.5, les résultats obtenus sont regroupés

dans le tableau 3.3.

Tableau 3.3 : Valeurs des fonctions co(t par rapport a m

Stratégie FOMRAC MRAC classique
m | J. Ju Je Ju
0.1 | 5,6025.103% | 1,6313.107

0.2 | 5,6011.10% | 1,6313.107

0.3 | 5,5988.10% | 1,6313.107

0.4 | 5,5948.10% | 1,6314.107

0.5 | 5,5879.103% | 1,6315.10

0.6 | 5,5758.10% | 1,6318.107

0.7 | 5,5550.10% | 1,6322.107

0.8 | 5,5207.10% | 1,6331.107 | 6,6484.103 | 1,6096.107
0.9 | 5,4667.103 | 1,6346.107

1.0 | 5,6033.10% | 1,6313.107

1.1 | 5,3649.103 | 1,6424.107

1.2 | 5,5223.10% | 1,6332.107

1.3 | 5,4757.103 | 1,6348.107

1.4 | 5,4264.103 | 1,6377.107

1.5 | 5,4376.103 | 1,6369.107

D'apreés les résultats, le colt minimum de l'erreur est obtenu pour m = 1.1, ou le codt
de consommation d'énergie de commande est le plus grand. La valeur de la fonction colt
de Il'erreur quadratique est meilleure pour la stratégie FOMRAC alors que le critere J,, est
meilleur dans le cas du MRAC d'ordre entier (classique), cela signifie que la stratégie
FOMRAC améliore le suivi du signal de référence au moyen d'un effort énergétique d'entrée
plus important. D'aprés le tableau 3.3, on constate 1’existence d’un compromis entre la
fonction co(t d'énergie de commande et la fonction co(t de I'erreur de poursuite. Le schéma
FOMRAC adopté permet la résolution de ce compromis en choisissant la valeur m

appropriée.
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Il est également intéressant de noter que le gain d'adaptation y est trés petit pour tous
les ordres fractionnaires m (inférieur a 10~°) comparativement au MRAC d'ordre entier

(y = 0.01), ce qui améliore la stabilité relative du systéme de commande adaptative.
3.3.2 Etude en présence de bruit de mesure

Afin de tester la robustesse de ces régulateurs dans le cas ou la mesure est entachée de
bruit, nous avons injecté un bruit en sortie (signal aléatoire) de moyenne nulle et d’écart type
¢gal a 0.03. Nous étudions l'influence de l'ordre d’intégration fractionnaire m sur les
performances du systeme de commande FOMRAC, et ce en présence de bruit de mesure en

faisant varier m de 0.1 a 1.5, les résultats sont regroupés dans le tableau 3.4.

Tableau 3.4 Valeurs des fonctions codts par rapport a l'ordre fractionnaire m en présence
de bruits.

Stratégie FOMRAC MRAC classique y=0.01

m

Je

Ju

Je

Ju

0.1

7,0855.103

1,6168.107

0.2

7,0839.103

1,6168.107

0.3

7,0812.103

1,6168.107

0.4

7,0763.103

1,6169.107

0.5

7,0673.103

1,6170.107

0.6

7,0509.103

1,6173.107

0.7

7,0215.103

1,6177.107

0.8

6,9698.103

1,6185.107

0.9

6,8811.103

1,6201.107

1.0

7,0863.103

1,6167.107

1.1

6,5166.103

1,6305.107

1.2

6,9527.103

1,6186.107

1.3

6,8560. 103

1,6202.107

1.4

6,6940.103

1,6235.107

1.5

6,7269.103

1,6226.107

8,1872.103

1,5961.107
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A partir du tableau 3.4, on voit que, vis-a-vis du bruit de mesure, la commande
FOMRALC est plus robuste comparée au schéma MRAC classique, du fait qu’on obtient
toujours le codt d'erreur le plus faible, et ce pour toutes les valeurs prises de l'ordre

fractionnaire d'intégration m. L'erreur de plus faible codt est obtenue pour m = 1.1.

Les figures 3.6 et 3.7 illustrent respectivement la sortie du systéme et le signal de

commande pour les deux stratégies appliquées MRAC et FOMRAC.
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Fig. 3.6 Réponse du systéme en présence de bruit de mesure, avec MRAC classique et
stratégie FOMRAC proposée
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Fig. 3.7 Signal de commande issu des schémas de commande MRAC classique et
FOMRAC en présence de bruit de mesure
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3.3.3 Etude en cas de variations paramétriques

Dans la suite nous testerons la robustesse des lois de commande proposées Vis-a-Vvis
des variations paramétriques du modele. Nous considérons a partir de I'instant 750 sec, un
ensemble de variations sur les valeurs des parametres dans I'équation (3.8). Les résultats
obtenus avec le MRAC classique et avec le stratégie FOMRAC sont exposeés dans le tableau
3.5.

Les réponses du systeme issues des deux stratégies de commande appliquées en cas de
variation paramétrique de 20% sont exposées dans la figure 3.8. Les signaux de commande
du MRAC classique et du FOMRAC sont illustrés sur la figure 3.9.

Tableau 3.5 : Valeurs des fonctions co(ts par rapport aux variations parametriques

Variation MRAC classique FOMRAC (m=1.1) y=1e-6
parametrique % Jo Ju J. I

05 7,0704.103 | 1,6455.107 | 5,1362.103 | 1,6799.107
10 7,5511.10% | 1,6821.107 | 5,2820.103 | 1,7185.107
20 8,6130.103 | 1,7576.107 | 5,6738.103 | 1,7986.107
40 1,0710.10* | 1,9198.107 | 8,4025.10% | 1,9453.107
60 1,2275.10* | 2,1001.107 | 1,0011.10* | 2,1207.107
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Fig. 3.8 Réponse du systéeme avec MRAC classique et avec la stratégie FOMRAC

500

Temps ‘sec’

72

1000

1500




Chapitre 3 Commande adaptative a modele de référence d’ordre fractionnaire

100

MRAC
FO-MRAC

90

80

70

60

50

Signal de commande

~

40 \

7~

30

20

10

0 500 1000 1500
Temps 'sec’

Fig. 3.9 Signal de commande issu du MRAC classique et de la strategie FOMRAC

D'apres les résultats obtenus en simulation, nous voyons que la sortie du systéme est
affectée par la variation paramétrique a l'instant 750 sec, aprés cela, le systéme essaie de
suivre le signal de référence, et arrive a maintenir plus ou moins les performances souhaitées.
Cependant, il est également remarquable qu'avec une stratégie FOMRAC, le signal d'erreur

a la plus faible amplitude.

A partir du tableau 3.5, on remarque qu’en présence de variation paramétrique, le
schéma FOMRAC a toujours le co(t de I'erreur quadratique le plus faible, d’ot on conclut

que la commande FOMRAC est beaucoup plus robuste que la commande MRAC classique.

Enfin, les résultats obtenus en simulation illustrent I'efficacité du schéma de
commande FOMRAC et confirment sa robustesse surtout en présence de bruits de mesure

ou de variations paramétriques.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la commande adaptative d’ordre
fractionnaire, plus particulierement, nous avons présenté une approche directe par modele
de référence. Cette derniére se repose sur le choix d’un modele de référence d’ordre
fractionnaire, et utilise une loi d’adaptation contenant une intégrale d’ordre fractionnaire, et
ce dans le but d'améliorer les performances du systéme de commande en bénéficiant des

concepts des opérateurs d’ordre non entier et des systémes d'ordre fractionnaire.

Afin d’évaluer les performances de cette stratégie de commande, un exemple
d’application a été présenté. Ce dernier concerne la commande du niveau d’eau dans un
réservoir conique dont le modéle est non linéaire. Pour ce faire, un régulateur adaptatif par
modéle de référence d'ordre entier (MRAC) et celui proposé dordre fractionnaire
(FOMRAC) ont été appliqués au systéme non linéaire et leurs performances comparées. A
partir des résultats obtenus en simulation, nous avons conclu que le régulateur FOMRAC
présente les meilleures performances, et notamment en présence de bruits de mesures et de
variations parametriques. Les résultats de la simulation illustrent I'efficacité du schéma de

commande proposé.
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Chapitre 4

4. Commande adaptative a modele de référence d’ordre
fractionnaire (FOMRAC) pour une classe de systeme

d’ordre fractionnaire

4.1 Introduction

Les schemas de commande adaptative basés sur la commande MRAC ont été tres
attractifs pour la communauté d'ingénierie de contrdle pour son potentiel d'applicabilité
élevé, comme l'illustrent de nombreux travaux de recherches récents dans divers domaines
de l'ingénierie. D’autre part, un certain nombre de chercheurs ont également montré que les
modeles d'ordre fractionnaire décrivent les systémes mieux que les modeles classiques
d’ordre entier. Par exemple, dans [NAS18], les auteurs abordent l'identification dans le
domaine temporel d’impédance électrochimique en utilisant la modélisation d’ordre
fractionnaire. Dans [POD99], on obtient la diffusion de chaleur a travers un solide semi-
infini qui est un autre systéme typique d'ordre fractionnaire, ou le debit de chaleur est égal a
la demi-dérivée de la température. Méme en bio-ingénierie, un modéle d’ordre fractionnaire
est proposé pour modéliser les cellules immunitaires influencées par les cellules cancéreuses
dans [UCA19].

Concernant la commande adaptative des systémes d'ordre fractionnaire a base de
modeéle de référence, on peut citer [BOU19] et [SHI14], dans lesquelles les auteurs proposent
une conception de commande adaptative d'ordre fractionnaire pour une classe de systemes
linéaires d'ordre fractionnaire. Dans [CHE16], les auteurs présentent une commande
adaptative indirecte par modele de référence pour une classe de systéemes d'ordre

fractionnaire linéaire.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la commande des systémes décrits par des
modeles d’ordre fractionnaire. Plus particulierement nous présenterons une de nos
principales contributions [BAL20], qui concerne I’introduction et la synthése d’un schéma
de commande adaptative directe par modéle de référence d’ordre fractionnaire, pour une
classe de systémes d’ordre fractionnaire qui sont décrits par des fonctions de transfert
commensurables et avec des parameétres inconnus, ou les seuls signaux disponibles sont
I'entrée et la sortie du systeme. La structure de la loi de commande s'inspire du travail de
[IOA96] pour la synthese de commande adaptative des systémes d'ordre entier. Il a été

généralisé et adapté pour traiter la classe de systemes d'ordre fractionnaire précités.

Par rapport aux travaux précédents, notre méthode de commande adaptative est
destinée a commander des systemes d'ordre fractionnaire décrits par des fonctions de
transfert de degré arbitraire, contrairement a [BOU19] et [SHI14] ou les auteurs commandent
des systemes fractionnaires décrits par des fonctions de transfert de degré 1. Par rapport a
[CHE16] qui a propose un schéma MRAC indirect, notre méthode est un controleur adaptatif

direct sans identification du procédé a commander.
4.2 Position du probleme

Nous considérons le procédé représenté par la fonction de transfert commensurable

d'ordre fractionnaire avec degré relatif y

N(s)

y(t) =G(s)u =k, o)

(4.1)

avec

sM=DY 4 p,_,s(M=2Y 4.y b, sV +b,

sWaa,_1sMDY+a, ,sM=2)Y+...4q,5V +q,

G(s) = k, (4.2)

ou (ny) représente le degré fractionnaire du systeme défini par (4.1), n est un entier, y est
un nombre réel tel que 0 <y <1, by, ..., by_5,ay, ...,an_1,k, sont des nombres réels

inconnues, u(t) € Ret y(t) € R sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie.

En prenant le modele de référence suivant :
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ym =W(s)r=k Nm(s)r

m
D (s)

S(q_l)y+ﬁq—2 S(q_2)7+...+ﬁ0
sV +ag_15@" DY+ +aq

(4.3)

m-

qy est le degré fractionnaire du modéle de référence, g est un nombre entier,
Bos - » Bg—2) Ao, - » g1, iy SONt les parametres du modele de référence, r € R et y,, €

R sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie du modele de référence.

L'objectif est de déterminer le signal de commande u(t)tel que y(t)suive
asymptotiquement la sortie du modéle de référence d'ordre fractionnaire souhaitée y,, sous
les hypothéses suivantes:

Hypotheses 4.1

1. Le signe de k,, est connu.

2. G (s) est a phase minimale, donc N (s) est Hurwitz.

3. Les degreés relatifs du systéeme a commander et du modéle de référence sont tous
deux égaux a y. Et le degré le plus éleve du modéle de référence n'est pas plus grand que
celui du systeme a commander.

4, D(s),N(s), D,,(s), N,,,(s) Sont des polyn6mes moniques.

5. W (s) est strictement réelle positive pour y = 1.
4.3 Résultat principal

L'objectif principal de ce travail est de concevoir un schéma de commande adaptative
FOMRAC qui peut stabiliser la classe de systemes d'ordre fractionnaire (4.1) et le forcer a
suivre le comportement du modele de référence (4.3). La structure de la commande
adaptative proposee est illustrée dans la figure 4.1. Les propriétés de sa stabilité sont

énoncées dans le théoréme suivant.
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r u y
—» Co y » Gp(s) >
a(s

or (s)
A(s)
a(s
oF () <
A(s)
03 4

Fig. 4.1 Structure de la commande adaptative FOMRAC proposée

Théoréme 4.1

Consideérons la classe de systéemes d'ordre fractionnaire donnée par (4.1), et soit le
modele de reference donné par (4.3) sous les hypothéses mentionnées, alors la loi de

commande définie par

u®) =0T (Hw(t) (4.4)
avec la loi d’adaptation

DY6 = —Te,w sign(p*) (4.5)

garantit que tous les signaux en boucle fermée sont bornés, et I'erreur de poursuite tend
asymptotiquement vers zéro.
Avec, e; =y — Y, p* = kyp/ky, ,T =TT > 0 est une matrice de gain,

0=1[6" o6 oI c,)" 6,0, € R, 0;coeR

w(t) =[wi(t) w2(t) y(@©) r®]

w1 (£) = An—z)y ()A™ () [u] ()

05 (£) = An—z)y ()47 (s) [y](®)

() =[1 s .. @3y gm-2y]"

A(S) = Ag + A48T + oo+ Apy_p s 4 s(-DY = N A,

avec A est Hurwitz.
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Preuve du théoréeme 4.1

Tout d'abord, on suppose que le systeme défini par (4.1) est représenté dans I'espace

d'état par les matrices d’états (4, B, C), avec:

{DVx(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.6)
y(®) = CTx(t) '
avec x € R™",u € R,y € R, et donc:
y=CT(s"l,—A)"Bu 4.7
Soit la loi de commande définie par :
DYw; =Fw; + gu, w.(0)=0
DYw, =Fw, + gy, w,(0)=0 (4.8)
u=0"Tw
Avec :
w = [w],03,y,7], 87 =16",6;7,657, ¢c5 ] (4.9)
ol (F, g) est la réalisation dans ’espace d’état de a(s)/A(s) ,ie., (sY¥I — F) 1g = %
{a(s) Ly _y(s) = [s7(7D), ¥ (=) g, 1]T sin=2 (4.10)
a(s) 20 sin=1

A(s) est un polynéme monique Hurwitz arbitraire de degré (n-1)y qui contient N, (s)
comme facteur:

A() = Ag($)Nim (s) (4.11)

Les paramétres du systéme a commander sont inconnus, la loi de commande est
donnée par (4.12), le vecteur 6 est I’estimation de 6 et sera généré par une loi adaptative
appropriée.

Tout d'abord, nous obtenons une représentation composite dans I'espace d'états du processus

et du régulateur :

DYY, = A,Y. + By, Y.(0) =Y,
y=ClY, (4.12)
u=0Tw
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ol Y, = [xT,w!l, wl]" et,

A 0 O B
A= 0 F o B =|glcr=1cT00] (4.13)
gCc™ 0 F 0

Ensuite, nous ajoutons et soustrayons B.6*T w pour obtenir:

DY, =AY, + B.0*Tw + B.(u — 8*T w) (4.14)

En absorbant le terme B.0*Tw dans la partie homogene de (4.14), on obtient la

représentation :

DYY, = A.Y. + B.cir + B,(u — 6*Tw), Y.(0) =Y,
. (4.15)
y=CY,
ou
A+BeoicT BT BoyT
A =] g65CcT  F+g0;T g6 (4.16)
gCT 0 F

Quand u = 8*Tw,ona:

{DVYC = A;YC + B.cgr, Y.(0) =Y, (4.17)
y=CY,

Le vecteur de paramétres du régulateur 6* est a choisir de telle sorte que la fonction

de transfert de r vers y soit égale a W, (s), cela implique que:
Ce (sl = A7 B.cg = Wiy (s) (4.18)

Et ainsi, le mod¢le de référence peut étre réalisé dans 1’espace d’état par les matrices
(A;, B.cy , C,) avec:

{Dme =AY, + Becgr, Y (0) =Yoo

4.19
Ym = CgYm ( )

ou Yy, est I’état de la representation non minimale du modele de référence. Aussi, la fonction

de transfert de la boucle fermée de r a y est décrit par:
y = G(s)r (4.20)

Ou
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cokpN(s)A?(s)
A(s) [(A(s) —O;Ta(s))D(s) —kpN(s)(03T a(s) +9’3*A(s))]

G.(s) = (4.21)
Pour atteindre 'objectif de commande, nous sélectionnons les paramétres du régulateur

6" de sorte que:

W(s) = G.(s)
Nim(s) _ cokpN(s)A(s) (4.22)
" Dm(s)  AE)|(A)-0;Ta())D(s)~kpN(s)(63T a(s)+63A(5))]

Parce que N(s) est Hurwitz par hypothése et A(s) = N,,,(s)A,(s) est congu pour étre
Hurwitz, cela rend tous les zéros de G.(s) stables, et donc toute simplification ne peut se

produire que dans C~.

En choisissant c; = k,,/k,, on obtient I’équation de I’erreur:

{D:’ : ?C;Z +B.(u—0Tw), e(0) =e, 4.23)
De (4.17) et (4.19), on trouve :
e, =W(s)p*(u—0"Tw) (4.24)
oup* = i En remplacant la loi de commande dans (4.19), on obtient :
{D’:;e1 zzl‘ZTee+ B.p 0T w, e(0) = e, (4.25)
avec,
B, =B.c;,0 206(t)—6* (4.26)
e, =W(s)p8Tw (4.27)
Considérons la fonction candidate de Lyapunov suivante :
v(f,e) = eT;’Ce + aT’; APNY (4.28)
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od T =TT > 0etP. = PT > 0 satisfont les équations algébriques :

{PCAC + AZPC = _qu - chc (429)

PCEC = C,

avec g un vecteur, L, = LT > 0 et v, > 0 une petite constante, qui sont impliquées par le
lemme 2.3 (MKY).

L’hypothése (4) a pour conséquence que la fonction de transfert W (s) est strictement
réelle positive quand y = 1, et parceque dans ce cas W (s) = CT(sI — A.)~1B,, I’équation
(4.29) est vérifiee selon le lemme 2.3.

A partir du lemme 1.1 présenté a la section 1.5.3.2, la dérivée d’ordre fractionnaire

DYV sera donnée par :

DYV = DY (ezﬂ) + DY (ET’“@ 1) (4.30)

Nous savons que :

DY (ezﬂ) <eTP.DVe

o (4.31)
<eTP,(Ace +B.p*0Tw)
ou
eTP.Ace =~ (eTP.Ace + eTALPe) (432)
) .
= EeT(_qu —vLc)e
Donc,
T T .T — ~
DY (ﬂ) <2808 _TeoT] e+ e"P.B.p 0w (4.33)
2 2 2
et nous avons,
AT 15 - ~
DY (=21p°1) < 87T DY p"| (4.34)

alors :
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DYV < —@ - %eTLCe +eTP.B.p*0Tw + 87T D8 |p*| (4.35)
Parce que :
e"P.B, = e;,p" = |p*|sgn(p*) (4.36)
En choisissant la loi d’adaptation comme suit :
DY6 = DY6 = —Te wsgn(p*) (4.37)

on assure que:
T T
DYV < -2 _ZeoTy o (4.38)
2 c

En se basant sur le théoreme 1.1 présenté a la section 1.5.3.2, nous concluons la
stabilite asymptotique de Lyapunov, donc la sortie du systéme peut suivre la sortie référence

asymptotiquement.

4.4 Exemples de simulation

Afin d'illustrer I'efficacité de I'approche de commande adaptative proposée pour la
classe de systemes d'ordre fractionnaire considérée, deux exemples de simulation sont

présentés dans cette section.
4.4.1 Exemple 1

Considérons le systéeme d'ordre fractionnaire instable défini par la fonction d’ordre

fractionnaire commensurable suivante :

(s7+3)
$2Y+3sY-10

y = (4.39)

avec y=0.8, le modele de référence est donné par la fonction de transfert d’ordre fractionnaire

suivante:

Vi = r (4.40)

sY+4
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Nous fixons :

A(S)=s" + 4 (4.41)
Ainsi, nous obtenons :
w, = ! u
17 oy
s (4.42)
w2 = sV+4y

En appliquant notre schéma de commande proposé au systéme (4.39), on retrouve la
réponse temporelle du processus commandé ainsi que la sortie du modéle de référence
illustrées sur la figure 4.1, ou on observe clairement que la réponse du systéme suit
rapidement la trajectoire de référence. Nous pouvons également voir que les performances
favorables de commande sont toujours maintenues malgré le changement brusque du signal

de référence.

La figure 4.2 montre I'évolution du signal de commande, tandis que les figures 4.3 et
4.4 présentent respectivement le signal de commande, I'erreur de poursuite et les vecteurs de
gain d'adaptation, ou on voit l'adaptation en ligne des paramétres du régulateur de sorte que

I'erreur de poursuite tende vers zeéro.
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y(t)
YD ||

y® y ©

|
-2 \\
x
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps 'sec’

Fig. 4.2 Sortie du systéeme commande (bleu) et trajectoire de référence (rouge)

15¢

)

u(t)
5

temps 'sec’

Fig. 4.3 Signal de commande
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1.5¢
1
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Fig. 4.4 Signal d’erreur de poursuite
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Fig. 4.5 Gains d’adaptation
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4.4.2 Exemple 2

Dans cet exemple, nous considérerons un systéeme d'ordre fractionnaire avec des
variations paramétriqgues de modele, et ce afin de montrer l'efficacité du schéma de
commande adaptative proposée. Considérons le systeme dordre fractionnaire

commensurable décrit par la fonction de transfert suivante :

sY+b,
P s2v+a sV +a,

y=k (4.43)
avec y = 0.6, les paramétres by, a,, a4, k,, ne sont pas seulement inconnus pour le régulateur
mais aussi peuvent changer lentement ou brusquement. La seule information disponible est
le signe de k,, < 0. Soit le modele de référence défini par :

sY+3

Ym (4.54)

L’évolution temporelle des valeurs des parametres by, ay,ao, k,du systeme est
illustrée sur la figure 4.5.

En appliquant le schéma de commande proposé au processus d’ordre fractionnaire et
a parametres variables, nous obtenons les résultats de simulation illustres sur les figures 4.5
a4.9.

amplitude

C r r r r r
0] 10 20 30 40 50 60
temps sec

Fig. 4.6 Evolution temporelle des parameétres du processus

87



Chapitre 4 Commande FOMRAC pour une classe de systémes d’ordre fractionnaire

3.5¢ T T T T T
L . | | |
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1
0.5 -
0.20.40.60.8 1 1.2
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Fig. 4.7 Sortie du systéeme avec variations paramétriques (bleu) et trajectoire de référence
(rouge)
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Fig. 4.8 Signal de commande
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Fig. 4.10 Gains d’adaptation

50

60

On peut clairement constater d’apres la réponse du systeme illustrée sur la figure 4.6,

que le systeme commandé est vraiment capable de suivre la trajectoire de référence malgré

les variations paramétriques successives et soudaines. Ceci est aussi visible d’aprés les

figures 4.8 et 4.10, ou on voit nettement que les parametres du régulateur s’adaptent

constamment afin d’assurer la convergence du signal d’erreur de poursuite vers zéro.

89



Chapitre 4 Commande FOMRAC pour une classe de systémes d’ordre fractionnaire

Afin de rendre la simulation plus réaliste, un bruit blanc additif (bruit de mesure) est
inseré dans le systéme (4.43). Pour ce scénario, les résultats de la simulation sont donnés sur
les figures 4.10 a 4.13.

35 F T T T T 9 E
2.5 (—' 2.95 ] -
y(®)
2F 2.9 J ym(t) b
“ie
= 15r 285 |
= 9.5 10 10.5
1|2 1 i
0.5}t ] -
0
O 0.20.40.60.8 1 1.2 -
_05 L r r r r r i
0 10 20 30 40 50 60

temps 'sec’

Fig. 4.11 Sortie du systeme avec variations paramétriques et bruits de mesure (bleu) et
trajectoire de référence (rouge)

(0] 10 20 30 40 50 60
temps 'sec’

Fig. 4.12 Signal de commande en présence de bruit de mesure.
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Fig. 4.13 Erreur de poursuite en présence de bruit de mesure
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Fig. 4.14 Gains d’adaptation en présence de bruit de mesure

Ce deuxieme exemple montre que méme en cas de bruits additifs et variations
paramétriques, le schéma de commande proposée conserve ses performances et sa capacité

a stabiliser le processus et permet le suivi de la trajectoire de référence.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un schéma de commande adaptative directe
d'ordre fractionnaire pour une classe de systémes d'entrée-sortie d'ordre fractionnaire
commensurable et a paramétres inconnus. L’utilisation d'une loi d'adaptation d'ordre
fractionnaire et d'une configuration MRAC, nous a permis de garantir la stabilité du systéme
de commande et la convergence de la sortie vers la référence souhaitée. La stabilité de la
boucle fermée est analysée et prouvée en utilisant une version étendue du théoréme de
Lyapunov aux systémes d'ordre fractionnaire. Deux exemples numériques ont été présentés
en simulation et les résultats obtenus illustrent et témoignent de l'efficacité et des
performances du schéma de contréle développé, méme en présence de bruits de mesure et

variations paramétrique du processus.
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Chapitre 5

5. Commande FOMRAC avec Tube de performance
(FOTMRAC) des systemes d’ordre fractionnaire

5.1 Introduction

Récemment, un nouveau concept de commande MRAC avec un tube de performances
a éte developpe par [MIR11]. Cela s'appelle la commande adaptative par modele de
référence avec tube de performance (TMRAC : Tube Model Reference Adaptive Control),
ou l'objectif du contrdle n'est pas seulement de garantir la stabilité en boucle fermée, la
robustesse et le suivi asymptotique, mais aussi d’optimiser le cotit du contrble par rapport a
certains critéres. Une application de ce nouveau schema de contréle adaptatif a été réalisée

pour le contréle du niveau d'eau d'un systéeme de réservoir cylindrique dans [CHI15].

Le concept de la commande adaptative par modele de référence avec tube de
performance avec adaptation en temps réel du colt d'entrée de commande (TMRAC) a été
proposé et développé par [MIR11], [MIR12] et [MIR13]. A I’opposé de I'approche standard
de synthése de commande adaptative dans laquelle les performances souhaitées de la boucle
fermée du systéme de contrdle sont définies en utilisant un modeéle de référence donnant une
trajectoire unique prédéfinie, dans le schema TMRAC, la référence n'est pas imposée comme
une trajectoire uniqgue mais comme un ensemble de trajectoires admissibles appelées modeéle

de référence avec tube de performance.

Dans le principe de commande détaillé par [MIR13], un contrdle de correction
d'objectif est utilisé pour définir le signal d'entrée du modéle de référence qui peut varier
dans une plage choisie comme représenté sur la Fig. 5.1. En faisant varier ce signal de
commande dans l'intervalle autorisé, un ensemble de trajectoires admissibles est obtenu. Le
signal de commande de rétroaction est ainsi amélioré avec la commande de correction

d'objectif. La stratégie TMRAC qui en résulte a deux objectifs de commande : le premier est
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la stabilité et le suivi asymptotique, tandis que le second est de satisfaire un objectif
supplémentaire en performance qui peut inclure la diminution de I’énergic de commande

nécessaire en faisant varier le signal de correction d’objectif dans la plage permise.

A

T uC
u Modeéle de Calcul du signal de
a
L
référence correction du contrdle u..

Calcul de la commande

\ u Calcul de la composante
) Processus

A 4
A\ 4

adaptative u,

Ug

Fig. 5.1 Configuration MRAC basée sur un tube de performances.

Dans ce chapitre, nous proposons deux nouveaux schémas de commande adaptative
par model de référence avec tube de performance d’ordre fractionnaire (FOTMRAC :
Fractional Order Adaptive Tube Model Reference Adaptive Control) pour commander deux
classes différentes de systemes linéaires d'ordre fractionnaire. Le premier schéma de contréle
FOTMRAC est dédi¢ a la commande d’une classe de systémes linaires d’ordre fractionnaire
représentés dans I’espace d’état ou toutes les variables d’état sont mesurables, on utilise un
contréle par retour d'état, et nous fixons deux objectifs : le premier est de permettre aux états
du systeme de suivre asymptotiquement les états d'un modéle de référence d’ordre
fractionnaire stable, et le deuxiéme objectif est de réduire le colt énergétique de la
commande [BAL20A]. Le deuxieme schéma de contréle FOTMRAC proposé sera consacré
au controle d’une classe de systemes d’ordre fractionnaire représenté par une fonction de
transfert d’ordre fractionnaire commensurable, ou les seuls signaux mesurables sont 1’entrée

et la sortie du systeme.

Par rapport a la littérature [MIR13], [CHI15], notre principale contribution est la
généralisation de la technique du tube de performance des systemes d'ordre entier a une
classe de systemes plus large impliquant des dérivées d'ordre fractionnaire des variables

d’états ou des entrées/sorties du systéme avec une amélioration des indices de performance.
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La procédure de conception des deux schémas FOTMRAC proposes peut étre résumee
en deux grandes étapes. Dans la premiére, nous calculons une loi de contréle garantissant la
stabilité¢ du systéme d’ordre fractionnaire bouclé et ce pour toute entrée de référence, ainsi
que le suivi asymptotique de la trajectoire permise. Dans la deuxiéme étape, nous formulons
un probléme d'optimisation afin de calculer un signal de correction en ligne dans le but de
minimiser le cotlt énergétique du contréle. Sachant que cette deuxieéme étape n’est réalisable
que seulement apres avoir réussi la premiére étape de conception. Deux exemples
numériques de simulation seront ensuite exposés afin d’illustrer l'efficacité des schémas de

commande FOTMRAC proposés.
5.2 Commande FOTMRAC par retour d’état

Nous considérons la classe de systémes représentée par le modele d'état linéaire d'ordre

fractionnaire suivant :

DYx(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.1)

avec A € R™V" et B € R™ 1 sont des matrices de paramétres constants inconnus, y est un
nombre réel tel que 0 <y < 1, x(t) € R" et u(t) € R! sont respectivement le vecteur
d’état et le signal d’entrée du systéme. Nous supposons que les variables d’état du systéme

sont mesurables.

Le premier objectif de I’approche de commande proposée est de déterminer le signal
de commande u(t) tel que x(t) suit asymptotiquement le modele de référence d’ordre

fractionnaire spécifié par :
DYx,, (t) = Apxp, (t) + Bu,(t) (5.2)
avec
u,(8) = r(t) + uc(t) (5.3)

0U A,, € R™™ est une matrice dont les valeurs propres sont a parties réelles négatives, B,,, €

R x,, € R™ et u,. € R! sont respectivement 1’état et I’entrée du modele de référence.
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Ici, 7(t) € R est le signal d’entrée de référence, et u.(t) € R! est le signal de

correction du controle variant dans 1’intervalle suivant :
u(t) € [u; uf] (5.4)

En outre, par I'équation (5.3), nous définissons le signal d'entrée du modéle de
référence d'ordre fractionnaire, qui peut varier dans un intervalle spécifié, et comme ¢a, nous
n‘aurons pas de trajectoire de référence unique mais un ensemble de trajectoires souhaitées
admissibles qui constituent le tube de performance du modéle de référence. Dans de
nombreuses applications, telles que les procédés industriels ou la commande de vol, il n'est
pas nécessaire de suivre exactement une seule trajectoire de référence, mais un certain écart

par rapport a celle-ci est autorisé.

Ensuite, un deuxieme objectif est de trouver le signal de correction satisfaisant la

condition (5.4) et minimisant la fonction codt suivante :

J(uo) = [, u*()de (5.5)

Afin de pouvoir garantir le premier objectif de la stratégie de contrdle adaptatif d'ordre
fractionnaire proposée, nous supposons qu'il existe un vecteur constant 6; € R™ et un

scalaire constant non nul 6,;, tels que les conditions suivantes sont satisfaites:
A+ BO;T = A, (5.6)
B6;, = B, (5.7)

On suppose que la structure de A et B est connue et que la paire (4, B) est controlable.
Aussi, on suppose que 6,, est positif. Cette derniére hypothése n’est pas restrictive parce
que, premierement, elle est généralement utilisée dans des conceptions similaires [IOA96],
de plus, nous avons la possibilité de choisir A,, et B, de maniére a garantir I'existence de 65
et 8,,,. On note que si on considére des matrices A, B, A, B,, arbitraires, il se peut qu’il n’y

aurait aucun 6y et 6;;, qui satisferaient (5.6) et (5.7).

Dans le cas ou la structure de A et B est connue, on peut concevoir des matrices A4,,, et

B, de sorte que les conditions (5.6) et (5.7) soient satisfaites pour certains 85 et 6,,,. Dans
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cette étude, on suppose I’existence des solutions 6y et ,, , cela veut dire que le contrbleur a

la flexibilité structurelle suffisante afin de réaliser I’objectif du controle.

La commande proposée u(t) est la somme de deux signaux: un signal adaptatif u, (t),

et un signal de correction d’objectif du contrdle u.(t),
u(t) = ua(t) + uc(t)
En définissant 1’erreur de poursuite e(t) = x(t) — x,,(t), nous aurons :
DYe(t) = DYx(t) — DY x,,(t)
= Ax(t) + Bu(t) - (Amxm(t) + Bmur(t))
= (A — B;Tx(t) + B(uy(t) + u (D))
_Amxm (t) - Bm (T‘(t) + uc(t))
= Ape(t) + Blug () — 05" w(t) — 6cuc(t)]

avec

w(®) = [x() r@®],
6* =[0s" 6],
0r =6 —1,

ug () = 07w (t) + Oeuc(t)
é(t) =0(t) -0, éc(t) = Hc(t) — 6
Et on aboutit a I’équation d’erreur d’ordre fractionnaire suivante :

DYe(t) = Ape(t) + BO(t)w(t) + BO.(H)u.(t)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

Suite aux résultats de [MIR13], nous proposons le contr6le adaptatif défini par (5.8) et

(5.11), avec les lois d'adaptation de gains suivantes :

n(t) =S w(t),
S(t) = eT(OPB,,
\D¥6,(t) = —A,S(Ou,(t) + 6,0 (8),

J Dv6(t) = —An(t) — A, DV (1),

ol
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0 si 16,+1]>¢€

Acs(t)uc (t) sinon (5.15)

Bco (t) = {
est la fonction de projection, A; = AT > 0,A, = AL, > 0et A, > 0 sont des parametres de

conception, € est une limite inférieure connue de |6} + 1| = |6;,| = 6;;,, P est la solution de

I’équation de Lyapunov :
ALP+PA,+Q=0, Q=Q7>0 (5.16)

Dans la section suivante, nous prouverons que la loi de contrble proposée garantit la
stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée au sens de Lyapunov, pour tout choix
de u, €[u; wuf], et comme ca le premier objectif de commande sera réalisé

indépendamment du second.

Le second objectif du controle FOTMRAC propose est de concevoir un mécanisme de
mise a jour du signal de correction d’objectif u, € [u; u] dans le but de minimiser le

cout d’énergie de commande évalué par le critére d’optimisation (5.5).

De (5.5) et (5.8) nous trouvons J(u.) = (ug.(t) + u.(t))?. Ainsi, pour tout

0T (t), w(t) et B,(t) bornés, le critére d’optimisation (5.5) conduit a la solution suivante :

ugpt(t) — {_ua(t) St Ug € [uc_ ug_]’ (5.17)

argmin(J(uz),J(u})) sinon

ol J(uz) et J(u}) sont respectivement les valeurs de J(u.) = (ugy(t) + u(t))? lorsque

u, = u; etu, =u}.

A partir des équations (5.8), (5.14) et (5.17) du contrdleur, il en résulte que les deux objectifs
de commande sont atteints et évidemment, la solution au probléeme dans la premiére étape

est indispensable dans la deuxiéme étape de conception.
Remarque 5.1

On note que la solution du probléeme d’optimisation (5.5) dans le cas ou u, €
[u; uf]alaforme —(1+ Bc(t))_leT(t)w(t), donc le gain adaptatif 6,(t) a un point de
singularite. Afin d'empécher 6.(t) de prendre la valeur —1, nous suggérons 1’algorithme de

projection du parameétre pour la mise a jour de ce gain [IOA96].
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5.2.1 Reésultat principal

Dans cette section, nous présentons le résultat principal de ce travail de conception de
la commande, et qui concerne 1’étude de la stabilité au sens de Lyapunov de la stratégie de

contréle FOTMRAC proposée.
Théoreme 5.1

Considérons la classe des systemes d'ordre fractionnaire donnee par (5.1), et le
modele de référence choisi donné par (5.2), avec I'entrée de référence (5.3) et le signal de
correction d’objectif du control satisfaisant (5.4). La loi de commande FOTMRAC donnée
par (5.8) et (5.11) avec les lois d'adaptation des gains (5.14) et (5.17) garantit que tous les
signaux en boucle fermée sont bornés, I'erreur de poursuite tend asymptotiquement vers

zéro, et minimise également le codt de controle défini par (5.5).
Preuve du théoréme 5.1

Définissons la fonction candidate de Lyapunov suivante :
V = e (OPe() + 5 [T (OAT(0) + AT'62(0)] (5.18)
ou
() = 8+ Apn(t) (5.19)

La dérivée d’ordre fractionnaire y de la fonction VV nous donne :

1

Om

DYV = D¥[e" (t)Pe(t)] + o (DY [T ()AT'(6)] + AT* DY [52(D)]) (5.20)

En appliquant le lemme 1.1 pour chaque terme de (5.20), on obtient :

DY[eT(t)Pe(t)] < 2eT(t)PDYe(t)

< 2|eT(O)PAme(t) + - [6Tn(0) + 8.S(Du ()] (5.21)
DY (AT (O] < 207 OATDYA(E) (5.22)

99



Chapitre 5

Commande FOMRAC avec Tube de performance des systemes fractionnaire
Or

DY7j(t) = DY0 + A,DYn(t)
= —An(t)

(5.23)
Ce qui implique :

DY [T (OATH()] < 2[87(¢) + T (A, |AT A (D]
<

- 2
=2[67 (&) + 1" (DA, In(D) (529

DY[82(t)] < 26.(t)DY8.(t)

5 (5.25)
< 20,()[AS@Ouc(t) + 0,(1)]

A partir de (5.21), (5.24) et (5.25), on obtient :

DYV < 2eT(E)PAme(t) + o [67n(t) + B.S(Du (0] +

2

o [—07 O () — 1" AN (O] +
2A;1

7o [=AB(DS(Ouc(0) + 8 (B0 (D] (5.26)
D’ou

D'V < 2eT(t)PAe(t) — ;;n T (£)A,n(E) + ﬁéc(t)eco(t) (5.27)
Parce que

2eT(t)PA,e(t) = eT(t)PA,e(t) + eT(t)AT Pe(t)
= eT(t)[AT,P + PA,,]e(t) (5.28)
= —e"(t)Qe(t)

nous aurons

DYV < —e"(1)Qe(t) = 51" (AN (0) + 5 Be(D)8o(0) (5.29)
ou le dernier terme satisfait 8,(t)8.,(t) < 0 d’apres [TOA96].

A partir de (5.29), nous avons DYV < 0, et donc la stabilité au sens de Lyapunov du
schéma de contrdle proposé est prouvée pour tout u, € [u;

u/ ). Par conséquent, I’objectif
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de la premiere étape est accompli. Il est clair que choisir u‘c’pt(t) satisfaisant (5.17) permet
de minimiser le co(t du contréle défini par (5.5). Ainsi, les deux objectifs du contréle sont
atteints ; nous garantissons la stabilité de la boucle fermée, la convergence de la poursuite et
aussi la minimisation du colt de contrdle. Les deux objectifs de contrble sont atteints
séparément, mais la solution de la premiére étape est nécessaire pour la solution de la

deuxieme.
5.2.2 Exemples de simulation

Dans cette section, nous proposons deux exemples numériques en simulation afin

d’illustrer l'efficacité de la stratégie de controle adaptatif FOTMRAC proposée.
5221 Exemplel
Soit le systéme d’ordre fractionnaire instable défini par :
DYy(t) = ay(t) + bu(t), y(0)=0. (5.30)
On suppose le modele de référence représenté par :

Dme(t) = amYm(t) + b u,(t)

u, () = r(t) + u(0), (5.31)

oua=1b=0.5a, =-5b, =5u; =—-1ul =+1,y =0.75 et r(t) est un signal

échelon d’amplitude +3.

Par le choix de a,, et b,,, nous décrivons les performances du modéle de référence.
Dans cet exemple numérique, nous choisissons a,,, pour étre un pdle stable, et b, de facon

a avoir un gain unitaire.

Puisque le signal de référence r(t) est un échelon d’amplitude +3, on choisit [—1, 1]
comme plage de variation de u.(t), et ainsi, nous définissons la plage admissible pour les

trajectoires de référence.

Les variables y,; (t) et v, (t) sur la figure 5.2 représentent respectivement la réponse

du modele de référence pour les entrées u,(t) = r(t) + uf et u,.(t) =r(t) + u;. Ces
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variables définissent le tube des trajectoires de référence. La réponse du modéle de référence

pour u.(t) = 0 est aussi représenté sur la figure 5.2 (en bleu).

35

—_ ym(t) pour u =0

N\

0,y +® Y -
~

ym(t) pour u =0,
-
@

0.5

0 05 1 15 2 2.5 3 35 4 45
temps 'sec’

Fig. 5.2 Réponse indicielle du systéeme d’ordre 2 fractionnaire pour différentes valeurs de
I’ordre fractionnaire o
Le controleur FOTMRAC (5.8) et (5.11) avec les lois d’adaptation des gains (5.14) et
la solution du probleme d'optimisation (5.17) est appliqués au systéeme (5.30) avec les

parametres du contréleur suivants :

1/5

0
Ay =9,A, = 0.6, P:[O 1/5]

(5.32)

P est la solution de I'équation de Lyapunov (5.16).

Pour les besoins de la simulation numérique, nous utilisons les approximations de
Grindwald-Letnikov des opérateurs de dérivation et d’intégration d’ordre fractionnaire

définies dans les équations (1.20) et (1.21), respectivement.

Notre simulation comprend deux cas ou deux valeurs différentes pour I’entrée du

modele de référence r(t) = +3 et r(t) = —3 seront pris.

Nous prenons d'abord I'entrée du modéle de référence r(t) = +3. Les résultats de la
simulation obtenus pour la sortie du systeme controlé et la trajectoire de référence se trouvant

a l'intérieur du tube de performances sont présentés a la figure 5.3. Le signal de commande
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FOTMRAC, le signal de correction de l'objectif du contrble et les vecteurs de gains
adaptatifs sont respectivement représentés sur les figures 5.4 et 5.5.

0.5 1 1.5 2 2.5 3
time sec

Fig. 5.3 Sortie du systéeme commande (bleu), trajectoire de réference (vert), tube de

performances (rouge).

-~
-~
““--
-3

[
N

(e} 0.5 1 1.5 2 2.5
temps 'sec’

Fig. 5.4 Signal de commande FOTMRAC (bleu) et signal de correction d’objectif de

commande (rouge)
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2.5¢

0,®
0,,®
0, ()

]

1.5

< 0.5

N
-o:("h““\
- NG

-1 = - - - - -
(0} 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
temps 'sec’

Fig. 5.5 Vecteurs de gains adaptatifs

Afin de comparer les performances de la stratégie FOTMRAC proposée avec le
schema FOMRAC (c'est-a-dire, u. = 0 et 8, = 0 dans (5.8) et (5.11)), nous ajustons la
valeur de I'entrée du modele de référence telle que les trajectoires atteignent la méme valeur
en régime permanent. Les sorties du systeme en boucle fermée pour les deux cas du contréle
adaptatif d'ordre fractionnaire (FOMRAC) avec optimisation et sans optimisation sont

illustrées sur la figure 5.6, alors que les valeurs absolues des signaux de commande sont

illustrées sur la figure 5.7.

4
3.5 /"' / y(t) avec optimisation |t
(r’ / ------ y(t) sans optimisation
’
3 ! 4

> 1
i /
f
1.5+
I/
1
1
1
1
1
-‘l
0.5}
w
o A A A A A A A
o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

temps 'sec’

Fig. 5.6 Sorties du systéeme commandé en cas de commande FOTMRAC (rouge) et en cas
de commande FOMRAC (bleu)
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lu@)l

14 E T T T T | | |
lu(t)l avec optimisation
Ko T lu(t)l sans optimisation
12+t r
1
1
:
10(r
I
1
1
!
8
1
1
I
1
1
1

e o o e ot e e

(0] 0.5 1 1 .-5 2 2 .-5 3 3 .-5 4 4.-5
temps 'sec’

Fig. 5.7 Valeurs absolues des signaux de commande en cas de FOTMRAC (rouge) et en

cas de FOMRAC (bleu)

En prenant I'entrée du modele de référence r(t) = —3, nous obtenons les résultats
résumés dans les figures 5.8 jusqu’a 5.12, illustrant, respectivement, la sortie du systéme
commandeé et la trajectoire de référence compris dans le tube de performances (figure 5.8),
le signal de commande FOTMRAC et le signal de correction d’objectif de commande (figure
5.9), les vecteurs des gains adaptatifs (figure 5.10), les sorties du systeme pour le cas de
contréle FOTMRAC et FOMRAC (figure 5.11), ainsi que leurs signaux de commande en

valeur absolue (figure 5.12).
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Chapitre 5
0 T T
..... P ym+(t)
Oo5N 0T | e ym_(t) s
y(®)
-1 i Yol [T
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>:E _2 Ill \ .................................... LR L L Ll ) gy Ay
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Fig. 5.8 Sortie du systeme controlé (bleu), trajectoire de référence (vert), tube de

performances (rouge), pour r(t) = —3.
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-~ u ®
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"
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1 ~ 'l'
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S ]
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1
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\
\
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Fig. 5.9 Signal de commande FOTMRAC (bleu) et signal de correction d’objectif du

contrdle (rouge), pour r(t) = —3.
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2.5; :
ﬁ ey(t)
2 0,
\ 0,®
1.5 \
= 1
<’ \
% 0.5 \
o J\ ™
-0.5 \\
15 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

temps 'sec’

Fig. 5.10 Vecteurs de gains adaptatifs

T T T
y(t) avec optimisation
y(t) sans optimisation

4t r r r
0 0.5 1 1.5 2

2.5 3 3.5 4 4.5
temps 'sec’

Fig. 5.11 Sorties du systeme contrdlé en cas de commande FOTMRAC (rouge) et en cas
de commande FOMRAC (bleu), pour r(t) = —3
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14. T T T I I I I
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Fig. 5.12 Valeurs absolues des signaux de commande en cas de FOTMRAC (rouge) et en
cas de FOMRAC (bleu), pour r(t) = —3
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D'apres ces résultats de simulation, il est clair que le signal de correction d’objectif est
mis a jour a chaque instant, et varie dans I’intervalle prédefini afin de réduire le critere de
I'énergie de commande. Cela implique également que la trajectoire de référence est mise a
jour en temps réel et reste a ’intérieure du tube de performance du modeéle de référence

prédéfini, tandis que la sortie du systéme suit parfaitement la trajectoire mise a jour.

Les figures 5.11 et 5.12 illustrent les réponses du systeme ainsi que la valeur absolue
des signaux de commande |u(t)| respectivement pour le cas des deux stratégies FOTMRAC
et FOMRAC appliquées. On remarque que le colt de commande est nettement plus bas avec
un contréle FOTMRAC (avec optimisation), et ainsi, nous avons la méme réponse en régime
permanent avec un minimum d’effort de commande.

Pour évaluer le critére quadratique J donné dans (5.5), on compare pour les deux cas (avec
et sans optimisation) la valeur de la fonction co(t, les résultats sont données dans le tableau
5.1.
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Tableau 5.1 : Evaluation de la fonction colt de commande

Commande FOTMRAC Commande FOMRAC
(avec optimisation) (sans optimisation)

J = z w2 () 35171 54100

On observe que le colt de commande dans le cas du schéma FOTMRAC proposé est

beaucoup plus faible (environ 35%) que dans le cas d’une commande FOMRAC.
5.2.2.2 Exemple 2

Considérons le systeme instable d’ordre fractionnaire SIMO défini par :

DYx,(t 1(t
[Dy;:gtg] =4 [;:8 + B u(t) (5.33)

ou:A4= [(1) %], B = [0(.)5] , et 'ordre y = 0.8.

Notre objectif est de concevoir une loi de commande u(t) par retour d’état selon notre
schéma FOTMRAC propose, en vue de commander la premicre variable d’état x, (t). Dans

cette objectif, nous choisissons le mode¢le de référence d’ordre fractionnaire stable suivant :

[332;%3] = An [ﬁﬁg + B ur () (5.34)
avec:
Am = [_01 _12] Bm = [(1)] u,(t) = r(t) +u(t) (5.35)

Nous pennons les valeurs des parametres du contréleur comme suit :

3 00 09 0 0
3/2 1/2
P = [1;2 1;2], A=[0 3 O0|,A=| 0 09 0 ], AC =2. (5.36)
0 0 3 0 0 09
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Le signal de référence r(t) est illustré sur la figure 5.13 (en vert). Les variables x}, ()
et x,,,(t) sur la figure 5.13 représentent respectivement la premicre variable d’état du
modeéle de référence pour I’entrée u(t) = r(t) + ut etu(t) = r(t) + uz,otu; = —0.5 et
uf = 0.5. Ces variables définissent le tube des trajectoires de référence admissibles (en
rouge).

La figure 5.14 représente la sortie du systeme (en bleu), qui suit parfaitement la
trajectoire du modele de référence (en vert) a ’intérieur du tube de référence (en rouge).
Cette trajectoire qui est mise a jour par la loi de commande adaptative de fagcon a minimiser

I’effort de commande.

Le signal de commande (en bleu) et le signal de correction d’objectif sont illustrés sur

la figure 5.15, tandis que les vecteurs des gains adaptatifs sont représentés a la figure 5.16.

Dans le but de comparer les performances de la commande FOTMRAC proposée avec
le schéma FOMRAC (c'est-a-dire, u, = 0 et 8, = 0 dans (5.8) et (5.11)), nous ajustons la
valeur de I'entrée du modeéle de référence de fagon a ce que les trajectoires atteignent la méme
valeur en régime permanent. Les sorties du systeme commande et les valeurs absolues des
signaux de commande issus des schémas FOTMRAC (en rouge) et FOMRAC (en bleu) sont

respectivement illustrés sur la figure 5.17 et 5.18.

Pour la méme réponse en régime permanent, nous remarquons que le schéma
FOTMRAC arrive a trouver la trajectoire de référence comprise dans le tube de

performances de maniere a minimiser I’effort de commande nécessaire.
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Fig. 5.14 Sortie du systeme commandé et trajectoire de référence comprise dans le tube de

performance.
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A partir de la figure 5.18, il est clair que le colt de commande avec la stratégie
FOTMRAC est plus faible comparé a une commande FOMRAC (sans optimisation). On doit
noter que le gain en colt de commande comparé au schéma classique (FOMRAC), est réalisé
pendant le régime transitoire, parce qu’en régime permanent, les deux sorties issues des deux

stratégies de contréle (FOTMRAC ou FOMRAC) convergent vers la méme valeur.

A partir de I’instant 0 [sec] jusqu’a 10 [sec], le gain en colt de commande est égal &
5.75%. Notons que ce gain peut étre augmenté en élargissant I’intervalle [uz, u}]. Par
exemple, si on prend I’intervalle [u;, uf] égale a [—1.5,+1.5] au lieu de [—0.5, 0.5], ce

gain passera a 13.98%.

Aussi pour évaluer le critére J, nous présentons une évaluation comparative de la
fonction colt du contrdle dans le tableau 5.2 pour les deux cas de commande (avec et sans

optimisation).

Tableau 5.2 : Evaluation comparative de la fonction colt de commande

Stratégie FOTMRAC Stratégie FOMRAC
(avec optimisation) (sans optimisation)
J= z u? (k) 162190 165500

Au regard des résultats de simulation obtenus, on peut dire que la stratégie de
commande FOTMRAC donne de meilleurs performances de commande, tant que tous les
signaux de la boucle fermée sont bornés, la réponse du systéme suit la trajectoire de référence

comprise dans le tube de performances avec un minimum d’effort de contrdle nécessaire.
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5.3 Commande FOTMRAC pour une classe de systémes d’ordre

fractionnaire entrée-sortie

Dans cette section, nous présentons une autre approche pour la conception de
commande adaptative par modéle de référence d'ordre fractionnaire avec tube de
performance (FOTMRAC), dédiée a la commande d’une classe de systemes d'ordre
fractionnaire définie par une fonction de transfert dont les paramétres sont inconnus, les
seuls signaux disponibles sont I'entrée et la sortie du systeme. Notre principale contribution
est la généralisation de la commande adaptative par modele de référence avec tube de
performance (TMRAC) aux cas des systémes d'ordre fractionnaire.

Nous considérons la classe de systémes représentée par la fonction de transfert d'ordre

fractionnaire commensurable (4.2) et dont le degré relatif est y.

sDY 4 b sV o4 bisY + by

G(s) = ky S+ aq, sV 4 s 4. 4 q sY + q

On considére le modele de référence décrit par :

Ym = W(s)u,

ou W (s) représente la fonction de transfert d’ordre fractionnaire commensurable donnée par

I’équation (4.3).

N, (s) _ s@ Dy 4 IBq—Z s@2y 4 ... 4 Bo
T Dm(s) ™ s+ Ag_1S@DY + - +

W(s)=k

u,(t) € R est le signal d’entrée du modele de référence défini par (5.3) et u.(t) € R est le

signal de correction du contrdéle donné par (5.4).
U, (6) =7(0) + uc ()
uc(t) € [uc ufl

En faisant varier ce dernier dans les limites spécifiées, nous concevons un ensemble
de trajectoires de référence admissibles constituant le tube de performances du modéle de

référence.
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La commande proposée u(t) est donnée par (5.8). Elle est la somme de deux signaux:

un signal adaptatif u, (t), et un signal de correction d’objectif de commande u.(t).

Nous supposons que le systeme a commander et le modéle de référence satisfont aux

hypothéses 4.1 présentés au chapitre 4.
5.3.1 Résultat principal

Le but de notre travail est de concevoir un schéma FOTMRAC pour la classe de
systemes d’ordre fractionnaire représentée par (4.2), visant a atteindre deux objectifs: le
premier est de permettre a la sortie du systéme de suivre asymptotiquement la trajectoire de
référence comprise dans le tube de référence pour toutes valeurs de u, € [uz,u}], tandis
que le second objectif consiste a élaborer un mécanisme de mise a jour pour calculer le signal
de correction de commande u, € [u;, u}] visant a minimiser le critére de colit de commande
défini par (5.5). Ces deux objectifs sont atteints seéparément et la solution de la premiere

étape est nécessaire pour la solution de la seconde.
Théoréme 5.2

Considérons la classe des systemes d'ordre fractionnaire décrite par (4.2), et soit le
modeéle de référence choisi donné par (4.3), avec l'entrée de réference (5.3) et le signal de
correction d’objectif du control satisfaisant (5.4). Sous les hypotheses 4.1, alors la loi de
contr6le definie par (5.8) et (5.37) avec les lois d'adaptation des gains suivantes (5.38) et
(5.17)

u,(t) =6 @ (5.37)
DY® = —TI5sign (p*)e, @ (5.38)
opt _ _ua(t) Si Ug € [uc_ u;f],
ue” (1) = { argmin(J(u;),](w?)) sinon

ou

ey =y~ Ym P = Ll , T'=TT > 0 est une matrice de gain et

fem
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( @: [HI 0; 03 04- QC]T ,01,02 € Rn_1 ,93;64; HC ER

D=[us(t) ¥ (&) YO T uc(®)]
e (6) = Ynozyy A1 ()] ()

177 (®) = Yoz A1 S 1@ (5:39)
Yoezyy = [1 87 . s®=3y gm-2)y]T
A(S) = Ny (s)- Ao ()

. =g + 4187 + -+ Ay_ps@DY 4 sV A(s) est Hurwitz

garantit que les signaux en boucle fermée sont bornés, I'erreur de suivi passe a zéro de

maniere asymptotique et minimise le critére de codt (5.5).
Preuve du théoréme 5.2

Le premier objectif est de déterminer le signal de commande u,(t) tel que y(t) suit
asymptotiquement la sortie du modele de référence d'ordre fractionnaire souhaité pour tout
uc € [uc, ufl.

Tout d'abord, on suppose que le systtme a commander est représenté dans I'espace d'état
par :

{ DYx(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.40)

y(t) = Cx(t)

Sur la base de lacommande FOMRAC développée dans le chapitre 4, la loi de contréle
peut étre définie par :
DYug(t) = Fug(t) + gu(t), us(0)=0
DYy(t) = Fys(t) + gy(t), yr(0)=0 (5.41)
u(t) =0 Tw(t)

avec

o®) =[y@® YO Y w7 =[6;7,657,65,c5) cg =2 (5.42)
14

ou (F, g) est la réalisation de I'état de y(,—z),(s).A™'(s), et donc: (s¥I—F)™'g =

V(n—z)y(s)- A71(s).

La représentation dans I'espace d'états du systéme a commander et du contréleur est :
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DVYC(t) = AOYC(t) + BCU(t), YC(O) = YCO
y(t) = CIY(t) (5.43)
u(t) = 0*Tw(t)

ou
A 0 0 B
Ye(®) = [x"uf,yfl 4p=| O F 0|,B.=|g|,cCZ=[c" 0 ol (544)
gct 0 F 0

On additionne et on soustrait B.8*T w(t), on obtient:
DYY,(t) = AgY.(t) + B.OTw(t)+B.(u(t) — 6" Tw(t)) (5.45)
En remplacant u(t) par u,(t) + u.(t), on obtient la représentation:
DYY,.(t) = A.Y.(t) + B.ciu,(t) +

Be(ug(0) + u.(t) — 0T w(D)), Y.(0) = Y, (5.46)
y(t) = CFY (t)

avec
A+Bo;cT  BO;T  BOT
A.=| g0;CT F+g0;T g6;T (5.47)
gCT 0 F
En mettant : 67 = (c; —1), 6 = [6", 6717, @ =[up(t) y(t) ¥y T Ue]r,
on obtient
{DVYC(t) =AY, (t) + B.cju, () +B.(ug(t) — @7 @), Y.(0) =Y, (5.48)
y(t) = CIY(t)
Quand u,(t) = &7 @, nous aurons :
DYY.(t) = A.Y.(t) + B.cju,(t), Y.(0) =Y,
. (5.49)
y(t) = CF Y (b)

Le vecteur de paramétre du contréleur @ est a choisir de sorte que la fonction de

transfert de u, vers y soit égale a W (s), cela implique que:
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CI(sYI — A) 1B.c; = W(s) (5.50)

Et ainsi, le modeéle de référence peut étre réalisé par les matrices d’état (4., B.cg, CT)

{DVYm(t) = A Y, (t) + Becgu, (t), Y (0) = Yo (5.51)
ym(t) = Cr:'er(t) .
Soite =Y, —Y,, et e, =y — ¥y, ,onobtient I’équation d’erreur suivante:
D¥e(t) = Age(t) + B.(uy(t) — T @), e(0) =e, (552)
e;(t) = Cle(t) '
et nous aurons
e1(t) = W(s)p*(ua(t) — O @) (5.53)
. 1
ou p =-—=

Les paramétres du systéme étant inconnus, @ qui est l'estimation de @ doit etre

générée par une loi adaptative appropriée.

En remplacant la loi de contréle (5.37) dans (5.53), nous obtenons :

—  _~T
DYe=A.e+B.p*O @, e(0)=e
{ =4ce + B, 0 (5.54)
e, =C.e
Ou
B, =B.c;, 02 Xt) — & (5.55)
e, =W(s)p'® @ (5.56)
Nous proposons la fonction de Lyapunov suivante :
_ T =T 1=
V(Be) ===+ 2=p'| (5.57)
oul'=T"">0etP. =P’ > 0 satisfont les équations algébriques:
P A + AZPC = _qu — VL, (5.58)
P.B.=C, |
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Ol q est un vecteur, L, = LT > 0, et v, > 0 est une petite constante, déduite par le lemme
MKY, car la fonction de transfert du modéle de référence est choisie pour étre strictement

réelle positive lorsque y = 1 (d’apres les hypothéses 4.1), et ainsi (5.58) est satisfaite.

La dérivée d’ordre fractionnaire DYV de V est donnée par:

(5.59)

T ~T 1~
DVV=DV(eTPCe)+DV<@r 2 *I)

2

En suivant la méme démarche de démonstration que celle utilisée dans le chapitre

préceédent, nous obtenons :

T T, T — _

DY () <~ _eT e+ e"RBp O @ (5.60)
2 2 2
~T 1=
DY (@ ’; @lp*l) < ® I'prolp| (5.61)
Donc :
DYV < S99 _Pe T) o4 TP 0@ 0+ & 1D Blp’| 5.62
= 5 , € LeeTebcbep p (5.62)
Puisque

e"P.B. = ey,p" = |p*|sgn(p”) (5.63)

En choisissant
DY@ = DYO®= —Isgn(p e, @ (5.64)

Nous assurons que :

T T
DYV < —e"zﬂ—%ence (5.65)

Ainsi, nous concluons la stabilité asymptotique pour tout choix de wu.(t) €
[Uemin  Ucmax], la sortie du systeme peut suivre la sortie de référence asymptotiquement,

et donc le premier objectif du contréle est atteint.
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Pour atteindre le deuxiéme objectif du contréle, nous devons concevoir un mécanisme
de mise a jour du signal de correction d’objectif u.(t) € [u; uf] minimisant le cot
énergétique du contréle évalué par le critére d'optimisation (5.5).

Nous obtenons de (5.5), J(u.) = (ug(t) + u.(t))?, ainsi, pour tout & (t), &(t)
bornées le critére d'optimisation conduit & la solution (5.17) suivante:

—u,(t), si ug(t) € [u; ul]
arg min(J (uz, ul), siug(t) € [u; ufl

w0 =

5.3.2 Exemple de simulation

Afin d'évaluer les performances de la stratégie FOTMRAC proposée pour la classe de
systémes d'ordre fractionnaire entrée/sortie considérée, un exemple de simulation est

présenté ci-dessous.

Consideérons le systeme instable défini par :

sY+3

Y= 52V+3SV—10u (5.66)
Choisissons le modele de référence defini par :
4
Ym = Sy+4ur (5.67)

avecy = 0.6,u,.(t) = r(t) + u.(t),

Pour la simulation, nous prenons deux cas pour la valeur d'entrée du modele r(t),
d'abord elle est prise égale a +6, et dans le second cas, nous la prenons égale a -6. On prend
le signal u.(t) € [-1 +1]. En choisissant les parametres du modele de référence, nous
décrivons le comportement souhaité que doit suivre le systeme controlé, et lorsque nous
choisissons la plage de variation de u.(t), nous déterminons la plage permise pour les

trajectoires de référence.

Pour illustrer I'efficacité et surtout la capacité a minimiser le colt de contrdle de la

stratégie FOTMRAC proposée, une comparaison est faite entre cette derniere et la stratégie
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FOMRAC présenté au chapitre 4 (sans optimisation), pour cela il a fallu ajuster la valeur de

I'entrée du modéle de référence telle que les deux trajectoires atteignent la méme valeur en
régime permanent.

Premierement, on prend r(t) = +6, la figure 5.19 illustre les réponses du modele de
référence y,:(t) et y,,(t) (en ligne rouge) pour les entrées r(t) +uf, et r(t) +u;
respectivement, la sortie du systéme contrdlé (ligne bleue) et la trajectoire du modele de
référence (ligne verte). Le signal de commande FOTMRAC et le signal de correction

d’objectif sont exposés sur la figure 5.20, tandis que les vecteurs de gain adaptatifs sont
représentés sur la figure 5.21.

Les sorties du systéme obtenues respectivement avec la commande FOTMARC et la
commande FOMRAC sont exposées sur la figure 5.22, tandis que les valeurs absolues des

signaux de commande sont illustrées sur la figure 5.23.

Tr T T T T T T T T
O s e PO ym+(t)
_E Y 4 e e Y ®
= y(t)
SEF Yr(®
21 —
i
H
1t N
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

temps 'sec’
Fig. 5.19 Sortie commandée (bleu), trajectoire de référence (vert) et tube de performance

(rouge)
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10

u(t)
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~~—

HH

0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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Fig. 5.20 Signal de commande FOTMRAC (bleu) et signal de correction d'objectif (rouge)

2 T T
— 0,0
1.5 9,0 |1
— 0,
———— C (1)
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0_(t)
€U
i 0.5
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05 \ \nh.
_ ~—
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

temps sec

Fig. 5.21 Vecteurs de gain adaptatifs
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y(t) avec stratégie FOTMRAC
y(t) avec stratégie FOMRAC

./
/

y(t) avec FOTMRAC/FOMRAC

(0] (0] .-5 1 1.5 2 2 .-5 3 3 .-5 4 4.-5 5

temps 'sec’
Fig. 5.22 Sorties du systeme contrdlé en cas de commande FOTMRAC (rouge) et en cas
de commande FOMRAC (bleu)

15¢ T C T T T T T T
lu(t)l avec stratégie FOTMRAC
lu(t)l avec stratégie FOMRAC

10

lu(t)l
——

\
\

| / -
(0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
temps 'sec’

Fig. 5.23 Valeurs absolues des signaux de commande d’ordre fractionnaire avec et sans

optimisation

En prenant r(t) = —6, nous obtenons les résultats illustrés sur les figures 5.24 a 5.28,
illustrant respectivement, la sortie du systéme contrdlé et la trajectoire de référence dans le
tube de performance (figure 5.24), le signal de commande FOTMRAC le signal de correction

d’objectif de commande (figure 5.25), les vecteurs de gains adaptatifs (figure 5.26), la sortie
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du systéme issue des stratégies FOTMRAC et FOMRAC (figure 5.27), et leurs signaux de

commande en valeur absolue des pour les deux stratégies (figure 5.28).

T £
..... PRS- ym+(t)
R — ym_(t) Ll
y(®)
Ym®
£
>
=
_7 £ L L L L L L L L L
(0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

temps 'sec’
Fig. 5.24 Sortie commandeée (bleu), trajectoire de référence (vert) et tube de performance

(rouge) pour r(t) = —6

u(t)
u.® ||

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
temps 'sec’

Fig. 5.25 Signal de commande FOTMRAC (bleu) et signal de correction d'objectif (rouge)
pour r(t) = —6
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0,
1.5 0,0 ||
0,
co®

1 l—
\ 0,(®)
= o5

NS

0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
temps 'sec’

Fig. 5.26 Vecteurs de gain adaptatifs pour r(t) = —6

(0} T r T r 5 5 T T
y(t) avec FOTMRAC
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A
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Fig. 5.27 Sorties du systeme contrdlé en cas de commande FOTMRAC (rouge) et en cas
de commande FOMRAC (bleu) pour r(t) = —6
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15¢ r T r T T 5 T T E
lu(t)l avec FOTMRAC
lu(t)l avec FOMRAC

10

\
\

lu(t)l avec FOTMRAC / FOMRAC
—

| / ~
0] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
temps 'sec’

Fig. 5.28 Valeurs absolues des signaux de commande d’ordre fractionnaire avec et sans

optimisation pour r(t) = —6

Dans le tableau 5.3, nous évaluons le critere quadratique / donné par 1’équation (5.5)
pour les stratégies FOTMRAC et FOMRAC et ce pour r(t) =+ 6 et r(t) = - 6.

Tableau 5.3 Evaluation comparative des critéres de colt de commande

Stratégie FOTMRAC Stratégie FOMRAC

J = Z w2 (k) 20131 21576

A partir de ces résultats, il est clair que la sortie du systéme suit parfaitement la
trajectoire du modele de référence dans le tube de performance, le signal de commande de
correction d'objectif est mis a jour a chaque instant et varie dans la plage permise afin de
minimiser I'effort de commande, et par conséquent, la trajectoire de référence est également

mise a jour tout en restant a I’intérieur du tube de performance.

A partir des figures 5.22-5.23 et 5.27-5.28, il est évident que la stratégie FOTMRAC
proposée donne de meilleures performances de contréle, car avec la stratégie FOTMRAC
proposee, nous réduisons efficacement le colt de controle, et nous obtenons ainsi la méme

valeur en régime permanent avec un codt de contrdle minimum. Ceci est également déduit
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du tableau 5.3, ot on voit que le colt de contréle avec la commande FOTMRAC est de 6,7%
plus faible qu’avec une commande FOMRAC. On note aussi que ce gain en cott de controle
peut encore étre amélioré si l'on élargit la plage [u; ul}], par exemple, choisir cette
intervalle égale a [-2 2] aulieude [—1 1] permettra une réduction de 13,2% de I'effort
de contrdle.

5.4 Conclusion

En utilisant le concept d'adaptation des objectifs en ligne employé dans la commande
TMRAC pour les systémes d’ordre entier, nous avons développé deux schémas de
commande adaptative par modéle de référence d’ordre fractionnaire avec tube de
performance (FOTMRAC) en vue de contréler des systémes d’ordre fractionnaire. L'idée
générale était de généraliser la technique du tube de performances a la classe des systemes
d'ordre arbitraire. En effet, il était question de remplacer le modéle de référence d’ordre
fractionnaire générant une seule et unique trajectoire dans le concept FOMRAC par un
modele de référence d’ordre fractionnaire avec tube de performance. Dans ces schémas de
commande FOTMRAC développés, les performances sont adaptées en ligne afin de
satisfaire une nouvelle specification en plus de conserver les propriétés habituelles de
stabilite et de robustesse. Pour ce faire, un probleme d'optimisation est formulé dans le cadre

FOMRAC, pour trouver un terme de correction de contréle a chaque instant du temps.

Le premier schéma FOTMRAC développé est basé sur un retour d'état adaptatif, tandis
que le deuxiéme schéma est basé sur un retour de sortie et dédié au contrdle d’une classe de
systtmes linéaire d’ordre fractionnaire représenté par une fonction de transfert
commensurable dont les paramétres sont inconnus. L'analyse de la stabilité des schémas de
contr6le développés a été effectuée en utilisant la version étendue du théoréme de Lyapunov
aux cas des systemes d’ordre fractionnaire, cette analyse confirme que les deux schémas de
commande développés garantissent la stabilité en boucle fermée, le suivi asymptotique de la
trajectoire de référence comprise dans le tube de performances, et permet également la

minimisation de l'effort de commande.

Trois exemples numériques de simulation ont été présentés pour illustrer l'efficacité
des stratégies proposees, les résultats obtenus montrent des performances souhaitées a

savoir :
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e La stabilité asymptotique est garantie malgré le fait que les parametres du systeme
sont inconnus.

e La sortie du systéeme suit asymptotiquement la trajectoire de référence se trouvant
dans le tube de référence.

e Le codt de I'énergie de commande est minimisé.
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Conclusion générale et Perspectives

De nos jours, I'utilisation du calcul fractionnaire dans 1'ingénierie de commande gagne

de plus en plus de popularité, tant dans la modélisation que dans la synthese des régulateurs.

Ce travail porte essentiellement sur la commande adaptative et robuste d’ordre
fractionnaire des processus industriels. Dans le premier chapitre, nous avons présenté des
notions de base sur les opérateurs et systemes d’ordre fractionnaire nécessaires pour la
compréhension et le développement de notre travail. Le deuxiéme chapitre était dédié a la
commande adaptative, ol nous avons présenté ses différentes approches, nous nous sommes
surtout intéressé a ’approche directe par modele de référence qui fera par la suite, 1’objet

d’une généralisation au cas des systémes d’ordre fractionnaire.

Dans le troisieme chapitre, nous avons pu montrer a travers un exemple d’application
industrielle, que le régulateur d’ordre fractionnaire peut surpasser le meilleur régulateur
d’ordre entier. Effectivement, 'utilisation des concepts des opérateurs et des systémes
d’ordre fractionnaire permet d’améliorer considérablement les performances des systémes
de commande adaptative par modele de référence, et surtout d’obtenir une meilleure

robustesse vis a vis des variations paramétriques, bruit.

Le quatrieme et le cinquiéme chapitre représentent les majeures contributions de notre
travail, nous nous sommes intéresse a la synthese des schémas de commande adaptative pour
des systemes décrits par des modéles d’ordre fractionnaire, dont la représentation de
beaucoup de systémes réels s’est avéré meilleure et plus précise. En effet, en se basant sur
la généralisation des schémas de commande MRAC directs classiques pour des systémes

d’ordre entier, de nouveaux schémas de commande ont été développés dans ce but.

Le premier schéma FOMRAC développé est inspiré des travaux de [IOA96] pour la
synthése de commande adaptative des systémes d’ordre entier. Ce schéma basé sur un retour
de sortie, a été généralisé et adapté pour commander une classe de systéemes d'ordre
fractionnaire décrite par une fonction de transfert commensurable, a parametres inconnus, et
dont le degré relatif égale 1’ordre de base fractionnaire. Nous définissons ¢galement une loi

d'adaptation de commande assurant la stabilité du systéme en boucle fermée et le bon suivi
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de la trajectoire de référence. Deux exemples numériques ont été présentés en simulation, et
les résultats obtenus confirment l'efficacité du schéma de commande développé, méme en

présence de bruits de mesure et variations paramétrique du processus.

Nous nous sommes également inspiré des travaux de synthese de la commande
adaptative par modéle de référence avec tube de performance (TMRAC : Tube Model
Reference Adaptive Control) développé dans [MIR13], en vue d’introduire des schémas de
commande adaptative dédiés a la commande des systémes d’ordre fractionnaire.
Effectivement, en introduisant le concept d’adaptation en ligne de la fonction objective de
la commande, nous avons développé deux nouveaux schémas de commande adaptative par
modele de référence d’ordre fractionnaire avec tube de performance (FOTMRAC :
Fractional Order Tube Model Reference Adaptive Control) avec leurs lois d’adaptation de
commande, capables de garantir la stabilité en boucle fermée, le suivi asymptotique de la

trajectoire de référence, et la minimisation du codt de commande.

Le premier schéma FOTMRAC développé, basé sur un retour d’état, est consacré au
controle d’une classe de systéme linaire d’ordre fractionnaire représenté dans 1’espace d’état
ou toutes les variables d’état sont mesurables. Tandis que le deuxieme schéma FOTMRAC
est basé sur un retour de sortie, et dédi¢ au contrdle d’une classe de systémes linéaires d’ordre
fractionnaire définie par une fonction de transfert commensurable dont les paramétres sont

inconnus et dont le degré relatif égale 1’ordre fractionnaire de base.

Deux exemples numériques de simulation sont exposés afin d’illustrer I'efficacité des
schémas de commande FOTMRAC proposés. Les résultats obtenus confirment I'efficacité
des stratégies de commande proposées, et illustrent les performances avantageuses

qu’offrent ces commandes comparées a la commande FOMRAC.
Perspectives de Recherche

Quant aux perspectives de recherche, nous pensons qu’il serait intéressant d’étendre
les schémas de commande développés dans cette these, et les adapter afin de pouvoir les
appliquer sur des classes de systémes d’ordre fractionnaire plus générales notamment : non

linéaires, MIMO, et a retard.
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D’autres types de tubes de performances peuvent étre imaginés aussi, notamment sur

les signaux de commande ou sur des fonctions objectives a optimiser.

Utiliser I’ordre fractionnaire comme un degré de liberté supplémentaire afin de

garantir des performances désirées.

Enfin, I’application de ces schémas de commande FOTMARC, sur des bancs d’essais

pratiques ou en industrie restent un objectif principal de nos travaux de recherche.
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Abstract

Our work focuses on the adaptive and robust fractional order control of industrial
processes. We have shown through the application by simulation of a fractional order
reference model adaptive control (FOMRAC) strategy on two industrial processes, that the
use of the concepts of operators and fractional order systems can considerably improve the
performance of control systems, and especially to obtain better robustness with respect to

parametric variations, noise, and disturbances.

The major contribution of this work is the proposal of three new fractional order
adaptive control schemes dedicated to the control systems represented by fractional order
models, based on classic integer order adaptive control schemes. The first developed
FOMRAC scheme is based on an output feedback to control a class of fractional order
systems described by a commensurate transfer function, with unknown parameters, and
whose relative degree equals the fractional base order. This FOMRAC scheme ensures the
asymptotic stability of the closed loop system and the good following of the reference
trajectory. The two other introduced control schemes are based on the introduction and the
generalization of the concept of online adaptation goal control used in the Tube Model
Reference Adaptive Control (TMRAC) for integer systems, to the case of fractional order
systems. The two FOTMRAC developed schemes guarantee the closed-loop stability,
asymptotic tracking of the reference trajectories, as well as the minimization of the control
cost. Numerical simulation examples have illustrate the effectiveness of the fractional order

control schemes developed in our work.
Keywords

Fractional order commensurate linear systems, model reference adaptive control, fractional
order adaptive control, optimization, performance tube, FOMRAC, FOTMRAC, Lyapunov
stability.



Résumé

Notre travail porte sur la commande adaptative et robuste d’ordre fractionnaire des
processus industriels. Nous avons montré a travers l’application en simulation d’une
stratégie de commande adaptative par modele de référence d’ordre fractionnaire (FOMRAC)
sur deux processus industrielles, que I'utilisation des concepts des opérateurs et des systémes
d’ordre fractionnaire permet d’améliorer considérablement les performances des systémes
de commande, et surtout d’obtenir une meilleure robustesse vis a vis des variations

paramétriques, bruit, et perturbations.

La contribution majeure de ce travail est la proposition de trois nouveaux schémas de
commande adaptative d’ordre fractionnaire dédiés a la commande des systémes représentés
par des modele d’ordre fractionnaire, et ce en s’inspirant des schémas de commande
adaptative d’ordre entier classiques. Le premier schéma FOMRAC développé se base sur un
retour de sortie pour commander une classe de systemes d'ordre fractionnaire décrite par une
fonction de transfert commensurable, a paramétres inconnus, et dont le degré relatif égale
I’ordre de base fractionnaire. Ce schéma FOMRAC assure la stabilit¢ asymptotique du
systéme en boucle fermée et le bon suivi de la trajectoire de référence. Les deux autres
schéemas de commande introduits, se basent sur I’introduction et la généralisation du concept
d’adaptation en ligne de I’objectif de commande utilisé dans la commande adaptative par
modeéle de référence avec tube de performance (TMRAC : Tube Model Reference Adaptive
Control) des systémes entiers, aux cas des systémes d’ordre fractionnaire. Les deux schémas
FOTMRAC développés garantissent la stabilité en boucle fermée, le suivi asymptotique des
trajectoires de référence, ainsi que la minimisation du co(t de commande. Des exemples
numériques en simulation ont illustré l'efficacité des schémas de commande d’ordre

fractionnaire développés dans notre travail.
Mots clés

Systémes linéaires commensurables d’ordre fractionnaire, commande adaptative par modele
de référence, commande adaptative d’ordre fractionnaire, optimisation, tube de

performances, FOMRAC, FOTMRAC, stabilité au sens de Lyapunov.
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