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Résumé

Dans ce travail, on étudie deux problémes mixtes avec une condition non
local pour équations aux dérivées partielles du type mixte.

Ces problémes peuvent étre rencontrés en théorie de la conduction ther-
mique, semi-conducteurs, électrochimie, transmission de chaleur, élasticité,
thermo-élasticité, physique de plasmas, mémoire des matériaux et dynamique
de populations etc - - - .

La méthode utilisée dans le 1°7¢ probléme est la méthode des inégalités
énergétiques qui est basée sur la recherche d’'un opérateur Mu, dit multipli-
cateur, qui dépend de la fonction u, ses dérivées et d'une certaine fonction
dite poids.

Pour le 2™¢ probléme, on examine la stabilité conditionnelle de la solution
zéro d’un probléme mixte.

La méthode utilisée est la méthode de I'énergie pour étudier la stabilité
de la solution. Nous appliquons aussi la méthode de I’équilibre harmonique.
Cette méthode fournit une technique générale pour le calcul des approxima-
tions des solutions périodiques des équations différentielles.

Pour le 1¢¢ cas lexistence de la solution forte découle de la densité de
I'image de l'opérateur engendré par le probléme considéré. La preuve de
I'unicité est basée sur une estimation a priori.

Mots Clés :

Equation parabolique de type mixte, conditions aux bords, condition in-
tégrale avec poids, inégalités énergétique, espace de Sobolev, la méthode de
I’équilibre harmonique, la méthode de I’énergie, la stabilité de la solution.



Abstract

In this work, we study a mixed problem with an integral condition for a
differentials equations of mixed type.

These problems may be encountered in the theory of thermo conduction,
semiconductors, electrochemistry, heat transfer, elasticity, thermo-elasticity,
plasma physics, memory materials and population dynamics etc - --.

The used method in the 1% is the energy equalities method which is
based on the research of an operator Mu known as multiplier. which usually
depends on the function wu, its derivatives and some weight function.

For the 27¢ problem we examines the conditional stability of the zero
solution of a mixed problem .

The method used is the energy method to study the stability of the solu-
tion. We also apply the method of harmonic balance. This method provides
a general technique to calculate approximations of periodic solutions of dif-
ferential equations.

For the 1% case, the existence of strong solution is obtained from the
density of the operator range, generated by the considered problem. The
proof of the uniqueness is based on an a priori estimate.

Key words :

Parabolic equation of mixed type, boundary conditions, integral condition
with weight, energy inequalities, Sobolev spacet, the method of harmonic
balance, the energy method, the stability of the solution.
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chapitre 0

Introduction

La méthode des inégalités énergétiques, appelée aussi méthode de 1’ana-
lyse fonctionnelle, a pour origine les travaux de I.G.Petrovsky [42] utilisée
dans la résolution du probléme de Cauchy li¢ aux équations de type hyper-
bolique. Elle a été appliquée et développée par la suite dans beaucoup de
travaux & savoir A.A.Dezin [16], K.Friderichs [18], N.L.Yurchuk [47, 48|]. La
méthode a connu par la suite, des développements importants dus a J.Leray
[30] et L.Garding [19].

La méthode des inégalités énergétiques s’est avérée un outil efficace dans
I’étude des problémes non classiques.

Elle a été également utilisée pour la résolution de différents problémes
dans les domaines de la théorie de la conduction thermique, la physique des
plasmas 1’électrochimie et autres. Dans lors de ’application de cette méthode,
on trouve des difficultés, parmi lesquelles nous citons :

— Le choix de I'espace des solutions,

— Le choix du multiplicateur,

— Le choix des opérateurs de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que 1’élaboration d’une
théorie générale est encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude
spéciale, d’ou 'actualité du théme.

Le but de cette thése est d’étudier deux problémes mixtes avec condi-
tions non classiques, appelées également conditions non-locales. Le présent
travail est I'objet d’une extension de la méthode des inégalités énergétiques
et aussi la méthode de I'énergie. La méthode des inégalités énergétiques
a été appliquée sur des problémes mixtes avec des conditions aux bords
non locales de type intégrales dans les travaux de A.Bouziani, N.E.Benouar
8], A. Merad, A. Bouziani , S. Araci [37], A.L.Marhoune, F.Lakhal [31],
C.V.Pao [41], D.Gordeziani, G.Avalishvili [24], D.Juntang [27], L.Bougoffa
|4, 5], M.bouzit, N.Teyar [10], M.Denche, A.L.Marhoune [15], S.Mesloub,
A.Bouziani, N.Kechkar [33], V.A.Gooling (23|, Z.Cui, Z.Yang [14] et Z.Ye,



X.Xu [46].

Les problémes mixtes avec des conditions intégrales, prennent un intérét
de plus en plus important dont la raison fondamentale est la signification
physique de base de la condition intégrale a savoir un moyenne, un flux, une
énergie totale,un moment, etc. Ce sont des modéles rencontrés en théorie de
la conduction thermique, en thermoélasticité et dans les semi-conducteurs.

Dans la présente thése, nous donnons un développement important de la
méthode des inégalités de ’énergie et aussi la méthode d’équilibrage harmo-
nique a de nouvelles classes de problémes non classiques. Elle comporte des
résultats intéressants et originaux ayant faits ’objet de publications dans des
revues internationales.

La thése est composée d'une introduction et de trois chapitres. Le premier
chapitre est un rappel d’analyse fonctionnelle et les autres constituent la
contribution principale de la problématique étudiée.

Nous commencons par une introduction ot nous présentons I’historique,
I'intérét du théme abordé et le rappel de certaines notions préliminaires utiles
par la suite, a savoir les opérateurs de régularisation.

Au second chapitre, on poursuit d’abord I’étude d’ un probléme aux li-
mites avec des conditions mixtes classiques et non locales. Nous écrivons le
probléme sous forme opérationnelle et nous décrivons le cadre fonctionnel en
précisant les espaces fonctionnels dans lesquels I'étude est faite, ce qui per-
met, d’établir un théoréme d’homéomorphisme. La résolution du probléme
est basée sur une estimation a priori bilatérale et la densité de 'ensemble des
valeurs de cet opérateur dans I'espace d’arrivée.

Nous montrons I'unicité de la solution forte, d’'une autre maniéres en se
basant sur une 1¢¢ estimation a priori. L’existence de la solution, est basée
sur une deuxiéme inégalité de 1’énergie et sur la densité de l’ensemble des
valeurs de l'opérateur engendré par l'opérateur en question dans l’espace
d’arrivée.

La méthode des inégalités énergétiques est basée donc sur la recherche
d’un opérateur Mu, dit multiplicateur, qui dépend généralement de la condi-
tion non locale, la fonction u et ses dérivées et ses primitives et d’une certaine
fonction poids.

La preuve de 'unicité est basée sur une 1°¢ estimation a priori, tandis
que l'existence de la solution est basée sur une deuxiéme estimation a priori
et sur le fait que 'image de 'opérateur engendré par le probléme posé est
dense dans l'espace d’arrivée. D’abord, on raméne le probléme posé a une
équation vectorielle. On a donc le schéma suivant

Lu=F

ou L : E — F est l'opérateur engendré par le probléme considéré, E est un



espace de Banach, F est un espace de Hilbert convenablement choisi, u € E
et F € F. On établi les deux estimations a priori bilatérales

[ lle< o || Lu [le

| Lu [lp< B(a, T) fulle  ,ue€ D(u)

ol « une constante indépendante de wu.

L’opérateur L réalise donc un homéomorphisme linéaire de I’espace E sur
I'image fermée R(L) de L. Pour démontrer I'existence de la solution, il suffit
de démontrer que R(L) est dense dans F.

Dans le troisiéme chapitre, nous examinons la stabilité conditionnelle de
la solution zéro d’un probléme mixte. Nous appliquons la méthode de ’éner-
gie pour étudier la stabilité de la solution d’ un probléme aux limites avec
condition initiale, et nous appliquons aussi la méthode d’équilibrage harmo-
nique.

La méthode d’équilibrage harmonique a été étudiée par D.W.Jordan,
P.Smith [28], E.R.Mickens [39], laquelle a fournit une technique générale
pour le calcul des approximations des solutions périodiques des équations
différentielles. Elle correspond & une série de Fourier tronquée et permet la
détermination systématique des coefficients des différentes harmoniques et la
fréquence angulaire.



Chapitre 1

Définitions, notations et
remarques importantes

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats prélimi-
naires utiles dans les chapitres ultérieures. Pour cela, on a commencé par
donner les définitions de quelques espaces fonctionnels, puis un ensemble de
notions fondamentales de I'analyse fonctionnelle et quelques résultats auxi-
liaires. Enfin, nous présentons les techniques utilisées dans cette étude et
certaines estimations sur les solutions.

1.1 Notion d’opérateur monotone

La théorie des équations d’évolution non linéaires nous ameéne a étendre
la notion d’opérateur.

Soit H un espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire (,) et de
norme | |, [,] désigne le couple élément de H x H. (,) désignant le produit
scalaire dans la dualité entre X et X .

Un opérateur sera une application de H dans P(H), ensemble des parties
de H. Le domaine de A est ’ensemble

D(A) ={z € H, Az # ¢},
et 'image de A est I’ensemble

Si pour tout x € H, ’ensemble Az contient au plus un élément on dira que
A est univoque.
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Soient A et B deux opérateurs de H, et soient A € R et § € R alors
AA + BB est 'opérateur

x € H— AN+ 6B ={\u+ pv,u € Az,v € Bx}.

avec

DM+ 8B) = D(A)N D(B).
Nous identifierons A avec son graphe dans H x H, i.e :
{[.T, y]? Yy = Al’}

L’opérateur A~! est Popérateur dont le graphe est symétrique de celui de
A ie:
ye A \r & 2 e Ay.

On a évidemment D(A™) = R(A).
L’ensemble des opérateurs est ordonné par I'inclusion des des graphes :

AC B < pour tout x € H,Ax C Buz.

Définition 1.1
Un opérateur A de H est dit monotone si
Vay, 29 € D(A), (Axy — Axg, 21 — 22) > 0,
Ou plus précisément

V1,92 € D(A), (y1 — Y2, 11 — 2) > 0,

Remarque 1.1
Certains auteurs disent que A est accrétif ou que —A est dissipatif dans
le cas ou A est un opérateur linéaire non-borné.
Exemple 1.1
~ Soit f une application croissante de R dans R, 'opérateur
fixeR = [f(z7), f(zT)] NR est monotone dans R.
Exemple 1.2

Soit A un opérateur monotone de H, les opérateurs suivants construits a
partir de A sont monotones : A=, AA pour \ > 0.

Soit J une contraction de D C H dans H, alors I'opérateur I — J est
monotone.

Si A et B sont monotones, alors A + B est monotone.

11



Exemple 1.3

Soit Q = (0,7) x (0,1) et soit %, ot

D(A) = {u € Ly(Q); u(0,t) = 0}

Alors A est un opérateur accrétif.
Démonstration :
Nous avons

<Au,u>:/%ﬂdmdt
o Ot
o ou
:/ [uw], dx—/u—dl‘dt
1 o Ot

(Au, u) + (Au, u) :/1 |u(T, z)|? —/1 |u(0, x)|*dw

alors

Donc 0
1
Re(Au,u) = 5/ |u(T, x)|*dx
1
0

>

Remarque 1.2

La notion d’opérateur monotone dans un espace de Hilbert apparait
comme cas particulier de celle d’opérateur monotone d’un espace vectoriel
dans son dual (dans notre cas H est identifié & son dual) .

Soit X un espace vectoriel de dual topologique X . Une application A de
X dans P(X') est dite monotone si

le,:cg € D(A), (A.%'l — Al’g,l’l — 1’2) > O,
Ou plus précisément
Yy1,92 € D(A), (y1 — y2, 1 — 12) > 0,

La notion d’opérateur monotone dans un espace de Hilbert apparait aussi
comme cas particulier de celle d’opérateur accrétif dans un espace de Banach
telle qu’elle est définie par T.Kato. X étant un espace de Banach de norme
| ||, on dit qu'une application A de X dans P(X) est accrétive si

Vo, xg € D(A) et YA >0,|| 1 — x2 ||<|| (1 — 22) + MAzy — Azy || .

On a en effet la proposition suivante.

12



Proposition 1.1

Soit A un opérateur de H. A est monotone si et seulement si

Vo, xg € D(A) et YA >0, z1 — 22 |<| (21 — 22) + AN(Azy — Azo) | .
Ou plus précisément
Vay,z9 € D(A), VA > 0,Vy; € Az, 92 € Axy, | 21—22 |<| (21—22)+ A (y1—92) | -
En effet On a
| (21— 2) + Myr — 1) =] 21 — 22 [P +2M(1 —y2, 1 —22) + X [ n — 02 |
La condition est donc nécessaire, et elle est aussi suffisante, car on a

2M(y1 — Yo, w1 — 2) + X |y — 2 [7> 0.

On divise par A et on obtient le résultat en faisant tendre A\ vers 0.

La condition d’accrétivité exprime que pour tout A > 0,
l'opérateur (I +AA)~! est une contraction de R(I+ \A) dans H. Autrement
dit, pour tout y € H, I’équation

T+ ANz >y

admet au plus une solution et si x1, x5 sont les solution correspondant a
Y1,Y2 et on a

|21 — 22 |<| 1 —ya | -

Les opérateurs que nous allons considérer maintenant sont ceux pour lesquels
I’équation
T+ ANAx Sy

admet exactement une solution x pour tout y € H et tout A > 0.

1.2 Notion d’opérateur maximal monotone

L’ensemble des opérateurs monotones de H est inductif pour I'inclusion
des graphes, ce qui justifie la définition suivante :

Définition 1.2

Un opérateur de H est dit maximal monotone s’il est maximal dans I’en-
semble des opérateurs monotones.

13



Remarque 1.3

Insistons sur le fait que A est maximal dans ’ensemble des graphes mono-
tones. Un opérateur qui est seulement maximal dan I’ensemble des opérateurs
univoques monotones n’est pas nécessairement maximal monotone au sens
de la définition . Explicitons cette définition, A est maximal monotone si et
seulement si A est monotone et pour tout

[z,y] € Hx H tel que (y —A{,x —&) >0, V&€ D(A).

Ou plus précisément

(y—77>$—f)20, v[fﬂ?]GA»

alors
y € Ax.

La caractérisation suivante est fondamentale dans I’étude des opérateurs
maximaux monotones.

Proposition 1.2

Soit A un opérateur de H, il y a équivalence entre les trois propriétés
suivantes :
i) A est maximal monotone.
ii) A est monotone et R(I + A) = H.
ii) Pour tout A > 0, (I + AA)~! est une contraction définie sur H tout

entier.
(voir H.Brézis [12, 13]).
Définition 1.3

Un opérateur dissipatif A est dit maximal si son extension est A lui méme.

Remarque 1.4

On dit qu’une application A définie sur une partie D(A) d’un espace de
Hilbert H, a valeurs dans H est monotone si elle vérifie

(Au1 — AUQ, Uy — UQ) \V/Uh U € D(A)

Plus généralement on considére des opérateurs monotones multivoques c’est
a dire pour tout u € H, Au désigne une partie (éventuellement vide) de H,
tel que l'on ait

(v —wvg, up —ug) >0 Yui,us € H, Vv, € Auq,ve € Aus.

14



Un opérateur monotone A est dit maximal monotone s’il n’existe aucun
opérateur monotone prolongeant strictement A (au sens de l'inclusion des
graphes).
Exemple 1.4

Les opérateurs maximaux monotones de R sont les opérateurs f considé-
rés a 'exemple 1.1.
Exemple 1.5

Soit A un opérateur maximal monotone de H, les opérateurs A~! et \A
pour A > 0 sont maximaux monotones. Par contre A et B peuvent étre
maximaux monotones sans qu’il en soit ainsi de A + B car en peut avoir

D(A)N D(B) = ¢.

Exemple 1.6

Soit A une application monotone univoque de D(A) = H dans H.
On suppose que A est hémicontinu, c’est & dire pour tout x € H et tout
€ H,
A((1—t)x+t&) — Az, lorsque t— 0.

Alors A est maximal monotone. En effet soit [z,y] € H x H tel que
(Ax —y, 2 —€) >0
Pour tout ' € H. Alors, pour tout £ € H et t €)0, 1],
(A=t +1t) —y, & —x) > 0.
Faisant ¢ tendre vers 0, on obtient
(Ax —y, & —x) > 0.
pour tout £ € H et donc Az = y.

Exemple 1.7

Soit. A un opérateur linéaire, univoque (non borné) monotone dans H.
On a la caractérisation suivante :

15



Proposition 1.3

A est maximal monotone si et seulement si D(A) est dense dans H et A
est maximal dans ’ensemble des opérateurs univoques linéaires monotones.
La condition est nécessaire car si = est orthogonal & D(A) on a pour tout

¢ € D(A),
(Al — 2,6 —x) > 0,et donc = A0=0.

Montrons qu’elle est suffisante.

Soit [z,y] € H x H tel que (A —y,& —x) > 0 pour tout & € D(A). Alors
z € D(A) car sinon Vopérateur A : & + Az — AE + Ay, défini sur Pespace
engendré par D(A) et z, serait un prolongement linéaire monotone strict de

A.
On a alors pour tout ¢ > 0 et tout £ € D(A),

(At + ) —y, ((E +2) —x) =0,

soit
(AL —y,&) = —t(AL, Q).
Faisant tendre t vers 0 et utilisant le fait que D(A) est dense dans H on
obtient
Ax =y.
Proposition 1.4

Soit A : D(A) C H — H, un opérateur linéaire de domaine dense dans
H. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A est un opérateur dissipatif.

i) || (A= ADu ||< ReX || u ||, pour tout u € D(A) et tout A tel que
Re) > 0.

Théoréme 1.1

Tout opérateur dissipatif admet un prolongement fermé, ce prolongement
est aussi un opérateur dissipatif.

Corollaire 1.1

Un opérateur dissipatif maximal est toujours fermé.

Théoréme 1.2

Tout opérateur dissipatif admet un prolongement maximal dissipatif.

16



Remarque 1.5

Prolongement d’opérateurs linéaires continus :

Corollaire 1.2

Soit G un sous espace vectoriel de E et soit g : ' — R une application

linéaire et continue de norme || g || = sup,eq,|o||<19(x). Alors il existe f € FE
qui prolonge g et tel que || f || =|| g ||z (voir H.Brézis [18, 19]).
Soient E et F' deux espaces de Banach et G C E un sous espace fermé et soit
g : G — F un opérateur linéaire continu. On peut se poser la question de
savoir s’il existe f : E — F opérateur linéaire continu qui prolonge g. Noter
que le corollaire (1.2) résout le probléme seulement si F' = R. La réponse
est affirmative dans certains cas :

1. Si dimF < oo, on peut choisir une base dans F' est appliquer le co-
rollaire (1.2) a chaque composante de g.

2. Si G admet un supplémentaire topologique ceci est le cas par exemple
si dimG < oo ou bien si codimG < oo, ou bien si F un espace de
Hilbert.

La réponse est négative dans le cas général, méme si F et F sont des espaces
réflexifs.

Bien entendu on peut aussi se poser la question de savoir quand est ce qu’il
existe un prolongement f de g tel que || f || z(e,7)=l 9 ||z, F)- Ce probléme
est difficile.

Proposition 1.5

Soit A : D(A) C H — H avec D(A) = H un opérateur dissipatif, alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est un opérateur dissipatif maximal.
2. Im(A — \I) = H pour tout A tel que Re > 0.

Théoréme 1.3

Soit A : D(A) C H — H avec D(A) = H un opérateur dissipatif, alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est un opérateur dissipatif maximal.

2. A est fermé,{)\ : ReX > 0} C p(A) et on a de plus || (A— )71 ||<
Re), ou p(A) est 'ensemble résolvant de A.
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1.3 Propriétés élémentaires des opérateurs maxi-
maux monotones

Dans ce paragraphe A est un opérateur maximal monotone.
On désigne par Jy = (I + AA)~! la résolvante de A qui pour tout A > 0 est
une contraction de H dans H. Il est immeédiat que J), vérifie

I =J, (gx—k (1-— %)J,@) , Yre H, VA\u>D0.
D’autre part on désigne par A, = % Iapproximation Yosida de A. Si A
est linéaire et univoque, on a Ay = AJ, sur H et JyA = A, sur D(A), en
particulier pour tout x € D(A), Ayxx — Ax quand A — 0 . Cet argument ne
s’étend pas aux opérateurs non linéaires, mais on a toutefois la proposition
suivante.

Proposition 1.6

i)A, est maximal monotone et lipschitzien de rapport %

i) (Ay), = Axty pour tout A, p > 0.

Théoréme 1.4

Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire de domaine dense dans
H. Si A est un opérateur dissipatif maximal , soit A, = I — cA. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A, est borné.
2. [ A< T
3. lime oA 'u = u,Yu € H.

Démonstration

Soit {e > 0} alors {e,e > 0} C p(A). Donc A— Al est continument inver-
sible d’out (A — A\I)~! existe, il est borné et défini sur H tout entier.Puisque
1 € {e>0}. On déduit que (I —LA)™' € L(H). Mais A— 1] = —1(I —€A).
Dou (A—1I)"" = —e(I—eA)~". On pose A-' = (I —eA)~". On déduit que
AZ' = L(H). Et en utilisant le théoréme 3, on obtient || (A — 11)™ ||<
(£)! =e. Donc || AZ' ||< 1. Supposons tout d’abord u € D(A), d’ou
A w = f|=] (I —ed) " u —u =] e(/ —cA) " Au < e || Au .
Ainsi par passage a la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient
lim. oA 'u = u,Yu € D(A). Et comme D(A) dense dans H,

alors lim. ,0A-'u = u,Vu € H.
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Proposition 1.7

Soit u € Lo(0,a), alors

1.
2.

lim.—o|  A-'u — ull 1,00 =0

lime ol (A7) *u — ul Ly0,.0) = O

Soit [0, 7] x [0, 1]. Pour u € Ly(Q), on note par u. = AZ u et v = (AZ1)*.

£

Propriétés 1.1

On a les propriétés suivantes

1.

Siu € Ly(Q), 2 su(x,t) € Lo(Q),de plus
8% = (z,t) € La(Q)

%Tf (z,t) = (§2(x,1))e

ue(2,T) = A7 (u(0,7))

Pu: ¢ Lo(Q), k =0,3.

3. Va € [0,1], uc(x,0) =0, 2% (2, T) = 0, 2% (2, T) = 0

’ Ot ) ot?

4. Siu € Ly(Q), 3%(x,t) € Ly(Q),de plus

10.

L N o

Qu (2,t) € Ly(Q)

%%; (2,t) = (3(x,1)):

*(x T) = (A7) (w(0,T))

=€ Ly(Q), k =0,3)

V:L’E[Ol] *(2,0) = 0, 2% (2, T) = 0, 2% (2, T) = 0
A @Sl w ), Ve >0

1 (AZY) 0 [y <N v [l o), Ve > 0

(A1, 0) 1,0) = (AT M (Ail)*@LQ(Q)

Siu € Ly(Q) alors

lime_oll  AZ'u — ullyq) =0

lime—ol|(AZY)u — ul|1,0) = 0

Exemple 1.8

On prend A =

D(A

at2 , de domaine de définition

ou 9%*u

) ={u€ H=L(0,0)): 7. 55

€ Ly((0,a)),u(0) = 0,u(a) = 0},
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alors A est un opérateur dissipatif.
Démonstration
En effet , nous avons
a 52,

Re(Au,u) = Re i WUdt

Gl - [ 155
/y 2t
0

<0.

On pose
2
ATl =(T—cA) = (I —e%¥)™", poure >0
Les opérateurs A-! ne sont que ceux qui donnent la solution du probléme

K IK. PK,
e+ K. = K KL(0) = 0. 55(0) = 0, 6)tQ():o,

dont le probléme adjoint est

82 OK? OPK*
K! =K K; =0,—=(0) =
8t2 + ’ 6( ) O at ( ) 07 atz (O) Oa

3
?
a les mémes propriétés que 'opérateur A = at3

1.4 Surjectivité des opérateurs maximaux mo-
notones

A étant opérateur maximal monotone, on peut trouver facilement des
conditions suffisantes pour que A soit surjectif i.e. R(A) = H.
Par exemple s’il existe ¢ > 0 tel que

(Azy — Az, 21 — 29) > ¢ | 21 — 29 |?, Va1, T2

Car alors A — ¢l est maximal monotone. Ou encore si D(A) est borné alors
A est surjectif.
(voir H.Brézis [12, 13]).
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Définition 1.4

On dit qu’'un opérateur B de H est borné au voisinage de xq s’il existe
un voisinage U de xg tel que U,y Bx soit borné.
On dit que B est localement borné si B est borné au voisinage de tous les
points de D(B).
On dit que B est borné si pour tout borné U de H alors U, Bz est borné
dans H.

Théoréme 1.5

Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors A est surjectif si est
seulement si A~! est localement borné.

(voir H.Brézis [12, 13]).
Indiquons tout de suite quelques corollaires de la condition suffisante.

Corollaire 1.3

Soit. A maximal monotone avec D(B) borné, alors A est surjectif.

1.5 Somme d’opérateurs maximaux monotones

Etant donnés A et B maximaux monotones, I'opérateur A+ B est mono-
tone mais, en général, il n’est pas maximal monotone (puisque son domaine
peut étre vide. Il y a un cas simple ou A + B est encore maximal monotone.

Lemme 1.1

Soient A un opérateur maximal monotone et B un opérateur monotone
Lipschitzien de H dans H, alors A + B est maximal monotone.
La propriété A est maximal monotone étant invariante par homothétie de
rapport A > 0, on peut toujours supposer que la constante de Lipschitz de
B est < 1. Soit y € H, 'équation

x+ Ax+ Bx > vy,

est équivalente a
= (I+ A)'(y — Bx).

Or TI'application
z+— (I + A"y — Bz),

est une contraction stricte et admet donc un point fixe.
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Remarque 1.6

A et B ne jouent pas un role symétrique (A et B maximaux monotones).
Dans les applications il est important de choisir 'opérateur que 'on régula-
riser de maniére a obtenir une estimation sur B)x) le plus simple possible.

Remarque 1.7

Nous allons abréger ensuite quelques notions de I’ homéomorphisme.
plus détails (voir C.Goffman, T.Nishiura, D.Waterman [22], G.Pichon [43],
N.Bourbaki [6], P.A.Guihéneuf [21]).

Définition 1.5

On appelle homéomorphisme d’un espace topologique X sur un espace
topologique X' un isomorphisme de la structure topologique de X sur celle
de X', c’est-a- dire, une bijection de X sur X qui transforme I’ensemble des
parties ouvertes de X en l’ensemble des parties ouvertes de X .

On dit que X et X sont homéomorphes lorsqu'il existe un homéomor-
phisme de X sur X .

Exemple 1.9

Si X et X' sont deux espaces discrets, toute bijection de X sur X est un
homéomorphisme.

La définition d’'un homéomorphisme se transforme aussitot en le critére
suivant : pour qu’une bijection f d’un espace topologique X sur un espace
topologique X' soit un homéomorphisme, il faut et il suffit que I'image par
f de tout ensemble ouvert dans X soit un ensemble ouvert dans X', et que
I'image réciproque par f de tout ensemble ouvert dans X soit un ensemble
ouvert dans X .

Proposition 1.8

Tous les intervalles ouverts non vides de R sont homéomorphes a la droite
R.

Exemple 1.10

Soit £ un E.V.N, zy étant un vecteur fixé de E et a un scalaire fixé
différent de zéro, montrer que les applications suivantes :

r+—x+ Ty, T+H—ax.
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sont des homéomorphismes de E sur lui méme.
(voir J.Genet, G.Pupion [20]).
Solution

Soit ¢y x> x4+ 20 €t p,:x—ar,a € K=RouCetas0.
1) Il est clair que ¢, est injective et surjective (Vy € E : ¢, (y —x¢) = y).

De plus, ¢u0.0—2y = @—uy-0z, = %, Opérateur identique, donc

(Qba:o)_l = ¢—xo-

De méme, p, est bijective et

(Pa)™" = pam.

2) ¢, homéomorphisme < ¢, et (¢,,)"" continues .

¢z, est continue. - Quelque soit le choix de xg, ¢, est continue; en effet,
on a

lz = 2] < €= [lday (x) = Guo (&) = (w0 + 2) = (w0 + 2")|| = [lo — 2| <€

(en fait on constate que ¢,, est uniformément continue sur E).

Puisque ¢,, est continue,Vzg, (¢z) ' = ¢_,, est aussi continue. Autre-
ment dit, ¢,, est un homéomorphisme.

De maniére analogue, on s’assure d’abord que p, est continue, Va # 0,
puis on en déduit la continuité de (p,) ™' = pg-1.

1.6 Notions de la stabilité

On considére un systéme non linéaire non autonome de la forme suivante :

Ut = f(t7u(t)) *
avec [ : RT x R" — R"™ une fonction continue en ¢, localement Lipschit-
zienne en u et telle que f(¢,0) = 0, pour tout ¢ > 0, de sorte que l'origine
soit un point d’équilibre. On désigne tout au long de ce mémoire la condi-
tion initiale u(ty) par uy . Le paragraphe suivant est dédié a la définition de
quelques concepts fondamentaux de stabilité.
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Définition 1.6

On dit que u = 0 est un point d’équilibre stable, si

Ve > 0,Vtg > 0,39 = 0(tg, €) > 0,telque || ug ||< d = u(t) ||< €, ¥Vt > to.

En d’autres termes, pour tout t > t; , une petite perturbation de la
condition initiale ug autour de 'origine donne naissance & une solution u(t)
qui reste proche de 'origine.

Notons bien que la stabilité du systéme n’implique pas la convergence des
solutions vers lorigine, c’est pourquoi la notion de stabilité toute seule est
insuffisante pour 'étude du comportement des solutions. On définit alors la
notion d’attractivité.

Définition 1.7
On dit que u = 0 est un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage
de Dorigine U(0), tel que

VUQ c Uv(O)7 Z'Lmt_>+oou(t) =0.

un point d’équilibre globalement attractif si :
Yug € R", limy_, you(t) = 0.

Définition 1.8

On dit que l'origine u = 0 est

— un point d’équilibre asymptotiquement stable, s’il est stable et attrac-
tif.

— un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il est
stable et globalement attractif.

Définition 1.9

Les solutions du systéme * sont dites uniformément bornées, si : da > 0
et une fonction croissante : |0, a[— R telles que Ya €]0,al, || uo ||< a =||
u(t) ||< e(a),Vt > to. Les solutions sont dites globalement uniformément
bornées, si la propriété précédente est vraie pour a = +00.
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Définition 1.10

On dit que

— lorigine u = 0 est un point d’équilibre uniformément stable si : Ve >
0,30 = d(e) > 0, tel que Vig > 0, || ug ||< § = u(t) [|[< €Vt >ty > 0.

— lorigine est un point d’équilibre globalement uniformément stable, s’il
est uniformément stable et les solutions du systéme sont globalement
uniformément bornées.

Définition 1.11

On dit que

— lorigine u = 0 est un point d’équilibre uniformément attractif, si :
de > 0/V || up ||< ¢,¥Ye > 0,3T := T(e, c) tel que, || u(t) ||< €Vt >
T+ t().

— lorigine v = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément
attractif , si Ve > 0,Ve > 0,37 := T(¢,¢), tel que || u(t) ||< €, Vt >
T —+ tQ.

Définition 1.12

On dit que

— lorigine v = 0 est un point d’équilibre uniformément asymptotique-
ment stable s’il est uniformément stable et uniformément attractif.

— lorigine v = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément
asymptotiquement stable, s’il est globalement uniformément stable et
globalement uniformément attractif.

Définition 1.13

On dit que
— lorigine u = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable, s’il
existe un voisinage de I'origine noté U(0),3A; > 0 et Ny > 0, tels que

[ u(t) [|< M [l o || oga=sy, Yuo € U(0),Vt > tg > 0. Dans ce cas, la
constante Ay est appelée le taux ou aussi la vitesse de convergence.
— lorigine u = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement

stable, si U(0) = R"™.
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Remarque 1.8

Il est important de remarquer que la propriété de la stabilité exponentielle
du systéme entraine nécessairement la stabilité asymptotique de ce dernier.

Définition 1.14

Une fonction continue « : [0, a[— [0, 4o00[ est dite de classe K, si elle est
strictement croissante et a(0) = 0. Elle est dite de classe K, , si de plus, on
a a=+o00 et ar) — 400 quand r — +o0.

Définition 1.15

Une fonction continue 5 : [0, a[x [0, +00[— [0, +o0o[ est dite de classe KL,
si pour tout s fixé , Papplication s — [((r, s) est de classe K et pour tout r
fixé, 'application est décroissante et G(r,s) — 0 quand s — +oc.

Voici une autre reformulation des notions de stabilité utilisant les fonc-
tions de classe K et L.

Proposition 1.9

L’origine u = 0 est un point d’équilibre
— Uniformément stable si et seulement si il existe une fonction «(.) de
classe IC et une constante positive ¢ indépendante de ¢, telle que,
[u(@)[| < a(lluoll), ¥t = to = 0,V|uo|| < c.
— Globalement uniformément stable si et seulement si I'inégalité précé-
dente est satisfaite pour toute condition initiale wuy.
(voir L.Ellouze [17], W.Hahn [25]).

Proposition 1.10

L’origine u = 0 est un point d’équilibre
— Uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une
fonction f(.,.) de classe L et une constante positive ¢ indépendante
de ty telle que, ||u(t)|| < B(JJuoll,t — to), ¥Vt >ty > 0, ¥]|ue|| < c.
— Globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement
si 'inégalité précédente est satisfaite pour toute condition initiale u .
(voir L.Ellouze [17], W.Hahn [25]).

Proposition 1.11

L’origine u = 0 est un point d’équilibre
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— Exponentiellement stable si et seulement si 'inégalité précédente est
satisfaite avec S(r,s) = kre 7,k > 0,7 > 0,Y|luo| < c.
— Globalement exponentiellement stable si et seulement si l'inégalité
précédente est satisfaite pour toute condition initiale wug .
(voir L.Ellouze [17], W.Hahn [25]).

1.7 Inégalités de base

Inégalité de cauchy 1.2

1 1
V(@ 8) eCxClaBl< 5 a+5 |8,

Inégalité de € - cauchy 1.3

1 €
V(a,B) € C x Gyl aB < 5 la P +5 | 5.

Tel que € certain nombres réels strictement positif.

Inégalité intégrale de cauchy-schwarz 1.4

V(.6 € /r<x£|</<)§/(52>

Inégalité intégrale de Holder 1.5

[NIES

Soient p et ¢ deux nombres réels > 0 .

was)em(mxmm%|<xg|s/ﬂ<|<|p>i/ﬂ<|£rq>é.

1 1 _
Telque;—i—g—l
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Chapitre 2

Probléme aux limites avec des
conditions mixtes classiques et
non local

Le présent chapitre est consacré a la preuve de 'existence et I'unicité de
la solution d’un probléme aux limites avec des conditions mixtes classiques
et non locales. La preuve est basée sur deux estimations a priori et sur le fait
que l'opérateur engendré par le probléme considéré est dense.

2.1 Position du probléme
Dans le rectangle Q = (0,1) x (0,7"), on considére I’équation différentielle

_Ou 10 0%u 10 ou,
Lu = % Ea—z(a(m)axat) —(a(m)%) = f(x,1). (2.1.1)

A Téquation ( 2.1.1), on associe la condition initiale,

 r0x

lu=u(x,0) = p(z), (2.1.2)
a la solution u de ’équation ( 2.1.1), on associe la condition au bord
u(1,t) =0, (2.1.3)
et la condition intégrale
/1 u(z, t)dr = 0. (2.1.4)
0

On suppose que la fonction ¢ satifait les conditions de compatibilité don-
née en (2.1.3) - (2.1.4).
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Au probléme (2.1.1)-(2.1.4), on associe 'opérateur L = (£, 1) défini de E
dans F', ou E est un espace de Banach constitué des fonctions u € Ly(€)
vérifiant les conditions (2.1.3) et (2.1.4), on

d°u
2 _ 2
il [ o ol G Pands-+ |3 |2 ] o
1
+sup/ [|—|2+| \2+x|u|2]d:c (2.1.5)
0<t<T Jo

et F' est 'espace de Hilbert constitué des fonctions vectorielles F = (f, )
obtenu comme complété de espace Ly(Q2) x WZ(0, 1) par rapport a la norme

1
HF!\%Z[2$2|f(x,t)\2dxdt+/ {\ |2+! !2+x\ap|21 dz  (2.1.6)

En utilisant la méthode des inégalités énergétiques proposée dans N.I. Yurchuk
|48], nous établissons deux estimations a priori bilatérales. On montre que
lopérateur L est un homéomorphisme entre les espaces E et F.

2.2 Estimation a priori bilatérale

Théoréme 2.1
Pour chaque fonction u € F, on a I'estimation a priori
1 Zull7 < o lullz (2.2.1)
ou
a =mazx(4a,T + 1,40, T + 1)
on peut choisir ¢; > ¢y de fagon que

da
C1T > — > Cp, 1T > a > Q.

ox

Ou co > 0,aq9 > 0.
Démonstration
De l'équation (2.1.1) et sous la condition (2.1.2), on obtient

/:L‘2|£u|2dxdt §4/m2]8—u|2dxdt

*u Pu o,
—1—4/Qx {(Cl|8xf9t| +a1|8x28t| )] dxdt (2.2.2)
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1 1
0*u
+4¢, T sup / ac|—| dx +4a,T sup / | ] dx
0

0<t<T 0<t<T
1 2 1
d=l
/ | ul dx < sup / | | dzx (2.2.3)
0<t<T

1 1 u
/ (|—|2+56IZUI )dz < sup / (| ==|? + z|u|*)dz (2.2.4)

0 0<t<T Jo ox

En combinant les inégalités (2.2.2), (2.2.3), et (2.2.4), on obtient (2.2.1) pour
tout u € E.

Théoréme 2.2

Pour toute fonction u € E, on a I'estimation a priori
lullz < Ol Lull- (2.2.5)

Démonstration

En multipliant I’équation (2.1.1) par xe CtJaf et x2ect U

¢ respectivement

et en intégrant sur Q. = (0,7)(0,1), on obtient

5 0u Ou 0
{ oot o) guar) ar ~ T o Wag) g = gL

0*u Ou 0 ou. O0u ,Ou }

avec

ou 0 d*u 0 ou
e {xag}a %(a(x)ﬁxﬁt)J% _8_x( a(x )ax)J%’; _xJ?;;ﬁu}

ot

et par conséquent

T 1 ou 1 T 1
Re/ / ve " — Joudxdt = —/ / e | Jou |* dadt (2.2.6)
o Jo ot o 2 Jo Jo ot
Tt ou 0u Tt ou
/ / 22t S Gt = / / e a? | = |* dudt.
o Jo ot ot o Jo ot
Mais

0*u Ou Tt 0*u Ou
—Ct —dxdt = —ct ——dxdt
/ / e (%) gear) 30 /0 ey et

82u )
/ / x8t| dxdt
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et comme

Tt 0 au ou 8u ou
. —ct —ct
/o /0 xe —&E(a( _Ox i dxdt = / / 8x 5 drdt (2.2.8)

Tt 0°u Ou
—ct
+/O/Oe x()aat—adxdt

92w
—Ct —Ct U %
/ / 6x8 Jaudxdt / / 8m8t atd xdt.

(2.2.9)
Ensuite
0u ou
—ct —ct Ju 0u
/ / J"’“:d“’dt / / 2) 5 dedt. (2:2.10)
Comme
U ou 1 1 w ou
/ / 8w8t8_xdxd 2/0 e xar) | - Plj e (2.2.11)

/ / | — |2 dzxdt,
et par conséquent

Tl ou 1/t Ju
—ct 2 . _ —ct -
/0 /0 Re le (Lu) (m e —l—ng?)] dxdt 2/0 e “xa(r) | | g dx

(2.2.12)
/ / \ — ]2 dxdt
? dxdt
o g
T 1 ou
+/0 /0 ez | e ? dzdt + 5/0 /0 e | Jou |? dadt.

En utilisant les propriétés des modules et des inégalités ¢ — cauchy

1
ab|< o [al+5 al’  =>0,

Tt ou
—ct 277 o
/0 /0 Re [e (Lu) (x T +:L‘J%:>] dxdt
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I dl I
+§/0 za(z) | d—; ? dx > 5/0 e Tza(x) | % ? dw
c T 1 - )
+—/ / e~ral(z )|—| dudt (2.2.13)

[ e g
TN e Ou t 2
—l—/o/oe x |E| dxdt+§/0/oe |J%—f| dxdt.

Nous allons montrer que

Re [e_d (Lu) (x — + a:Jau)] (e %2® | Lu |*)

1 7ct2 au 1 —ct
+E( ‘aﬂ)*z( [ gy ).

dxdt

En effet,

—ci aﬂ 70
Re {e " (Lu) <x25—|—xJ%¢>} <e @ 2]£u\| |+e b | Lu | Jou |
5) 1 ou 1 1
< Z 2 —ct 2 il —ct 2 ~(,—ct, .2 2 - —ct . 2
_2(136 |£u!)+10(e |8t|)+ (e x|£u!)+2(e \J%|>
1

(2.2.14)
—c 1 —c —c
<3 (e ta:2|£u|2)+1—0(et2|at|)+§<et|J%1Z 2)

Nous remarquons que x est compris entre 0 et 1, donc nous pouvons écrire

—_ T 1
/ / Re [e (Lu) (x g— +xJau)} dtdx < 3/ / (e72” | Lu |?) dtdx
o Jo
4 //1 e~ta? | Ou 2 dtdﬁl/T/l (e—“ | Jou |2) dtdz (2.2.15)
0 Jo Jo ot 2 Jo Jo ot o

T 1
3/ / (ea® | Lu|?) dxdt—i——/ / <Ct 2 = \)dxdt
o Jo

LT , | diu

L —et | T, - 82 g >
+2/0/0(e |J%t|)dxdt+2/0 vae) | T2 P de >
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1
/ e “ra(z) | a—z ? dadt (2.2.16)

+// —‘”| |2ddt+ // _Ct|Ju|)dxdt
alors
e 1 [t du
3/0 /0eCth\ﬁuPdtdx—l—ali/:cld—P _10// ’CtQ\at ? dtdx

1 [ ou(x,T)
- CcT U d
—l—a02 /0 e x| 0 |

T 1
—i—aog/ / e | % ? dxdt (2.2.17)
+a0/ /

En choisissant 1 > a; > a(z) > ap > 0, on peut montrer

1 1
/ / |2 e~ dtdz+ 2 5 / *|lu |* dx > 6;0 / 2| u ey e “Tda
0

+(c—2 ao/ / 22 | u | e~ dtda (2.2.18)

dxdt.

lemme 2.1

tel que ¢ > 2.
Démonstration
Considérons

Lt L T 2 —ct
- zoa(x) | — | e “dtdx + zoa(z) | u |* e “dtdx
4 Jo Jo ot o Jo
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T 1
ZRG/ / x2a(x)@ﬂe_0tdtdx
1 1
:5/ (e™za(z) | u|?) [}Z) dz + = //xa ) | u|? e dtdx
0

En Utilisant (2.2.18), on a

1
CT( / / 2|,Cu |2 dtdw+a1 |:/ (l C;l_;b |2 —|—£L’|lu |2):| dil?)
2 2.2.1
> 10/ / P dvd (2.2.19)
1 T 1 2
+ag [/ x<|?|2+x|u|2|>} dx—|—2a0/ / x
0 T T o Jo

grace a (2.2.19), on déduit

T g 12 2 ! dlu o 2
6 x° | Lu |* dtdx + ay x\—]—i—x\lu\ dx
o Jo

ou
2 2
> 10/ / | — | dtdz (2.2.20)

dxdt

OxOt

1 1
+ap sup [/ <| Ou 2 4z | u ]2) dm} + QaO/ / Y12 dadt,
o<e=T /o o Jo  Oxdt
lemme 2.2
I Pu 2 e L Pl er
Z/O/Ox|0x23 tdtd+ | 5 [T de > — | ||tTe dx

(c—2)2 / / | 55 |2 et dtd (2.2.21)
tel que ¢ > 2
Démonstration

En intégrant I'expression
*u FPu
za(x e “dtdx
[ ] et e
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par parties et en utilisant des inégalités € — cauchy et en utilisant (2.1.1), on
obtient (2.2.21)
de Iéquation (2.1.1) on a

2 3
Qg ou 2 2
—= <4 L
2 |ax2at|—x| vl
1 2 2 2 d*u 2
- — ) 2.2.22
vq (15 Pace | G Prate | 5 Pada | o P). 222

Le second membre de cette inégalité est majoré comme suit

(2 2 —
“0 / / 28t 2 dtda 2= “0 Gl / / = 12 e~Ctdtdy
| ||tTeCTdac<4// 2| Lu | dtdz

1

d?l
- \2 dx

vl = (2.2.23)
0%u
/ / ( 2| = ]2 i | — |2 +cx | ey |2) dtdx,
donc
2a0 —1) 2 / 2
dtd dr <
L[ sy Pt s [ G

2 T
T [6 (3 + 4 i ) +8} / / 2| Lu |? dtdx (2.2.24)
13 Qo

5 23T ¢ ! d?lu dlu
2cT e Sl 1 2 2 2 2
+aze K—BJr o +—4a0)}/ ( | = 17 d +a:|—dx 1 2 | lu | )d:p.

En substituant (2.2 .24) dans (2.2 .20), on obtient

(202 — 1 T 1 3
// |2dtd (25 )//x| 0412 ity
2 o Jo 0x20t
2 T el
+ap sup {/ x(| 8_1; ? da+ | Ou 2 —i—:c\u|2) dx}+2ao/ /
o<t<T |Jo ox Ox o Jo
<

5 2 2T 2 T 1
et leCTG (— + 2 i) + 8e! + 6] / / 2% | Lu |* dtdr (2.2.25)
13 ao 4@0 0 0
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5 28T ¢ ! dlu dlu
cT cT 1 1 2 2 2 2
+are [e <—13+ ” +4a0) +1}/ ( | —— [T dz + |—dx |* +2° | lu | )dx.

et par conséquent, on obtient

13 (2a0 Pu Pu
2 -
min{ . o} / / < ot I+ e P 5

(o [ (5 oo 15 e ) o]

<

5 22T 02 5 2c°T c?

cT cT 1 cT cT cT 1 1

6 8 6 — — 1

max{e { <13 + ” + 4a0) + 8 + ] {e <13 + o + 4@0) +
(2.2.26)

Torl 1 d?l dl
x(/ /a:ﬂﬁufdtdx—l—/ (a:\ U\de+w\—u|2+a:2\lu]2>da:)
0 0 0 :I:' dl'
alors
Bu
2 2 dtdx | dzdt
// (“ |aaz’+|a2at‘ I)"T

+SUP/ (| |2d+| |2+$|U|2)d$
0<t<T

c? 2 2
mam{eCT |:€CT6<%—}—21T—|— >+8€CT+6i| ae’ |:€CT<%+21T+m>+1j|}

aop ao
. 13 (2a0 1)
min{:2 Tl 2a0}

T 1 1 d2l dl
x(//a:z\ﬁuyzdtdx—l—/ (:c\ U\de m\—u|2+az2|lu]2)da:).
o Jo 0 dx |

Finalement, on a

dtdx) dxdt

VAN

P*u Pu
/ / ( 8t |8:1:'8t’ + | e 281&‘ dtdx) dxdt
! ou
+sup/ (] 5 P da+ |—|2+x|u|2>dx§6'><
0<t<T ox
T 1 2
(//x2|£u|2dtdx+/( |dlu|2d:v—l— |dl_u|2 2|lu|2>dx>
o Jo 0 dx

(2.2.28)
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ou la constante symbolique C' est définie par la relation

e (5+ﬁ+Tcxﬁ>+14}}
ao ag

) GO}
(2.2.29)
. 0.5 . R , .
ai, ap sont prit tels que a; > ag > 27 Ce qui achéve la démonstration.

C:

max{[CTal(l—i— +Tex < )—i—al][
1
2

. 2a
mm{(OT,

2.3 Résolvabilité du probléme

Les deux estimations (2.2.1) et (2.2.5) montrent que 1'opérateur
L : E — F est continu et son image est fermée dans F. Pour prouver
'existence de la solution du probléme (2.1.1)-(2.1.4), il suffit de montrer que
R(L) est dense dans F. La preuve est basée sur le lemme suivant

Lemme 2.3
Soit Do(L) = {u € D(L)/lu = 0}. Si pour u € Dy(L) et une certaine
w € Ly(2), on a
/ 2? Luwdzdt =0 (2.3.1)
Q
Alors w s’annule presque partout dans €2, ot w € Ly(Q)

Démonstration
L’égalité (2.3.1) peut étre écrite comme suit

du 9, ou, 0 0?*u
2775 = — — — w 2.3.2
/Qx 5 wdxdt /Qx(ax (CL(x)@x) - ax(a(x) 8x6t))dedt ( )

Pour w(z,t) donnée, on introduit la fonction

v(x,t) = w(x,t) — /—w{t

Une intégration par parties par rapport a £ donne

/ (&, t)dE = / (&, t)de — / / w(&, t)dEdn, (2.3.3)
ce qui implique
/ (&, t)dE = SC/ —w(&, t)d
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Il s’ensuit que
1
~TJ,+v=w, and *w = 2*v + 2T, = Nv (2.3.4)
x

ce qui implique

1 1
/ v(x,t)dx =0 and J, :/ v(&, t)dE.
0 T

De l'égalité (2.3.2), on a

ou ) ou 0 Pu
— | —Nudzdt = —/Qx(%(a(x)a—x) + %(a@)@x(‘%))vdzdt

o Ot
N /Q (a%@(x)%) n a%(a(x) ;x;t))Jvdxdt

(2.3.5)

En intégrant par parties le deuxiéme terme du coté gauche de (2.3.5), on
obtient

- / O Nt = / Auvdadt (2.3.6)
ol

0 ou  O*u
Au = —%(Jm(m)(% + 8:6(‘%))

Introduisons les opérateurs de régularisation par rapport a t, J-! et (J71)*.
(voir N.I. Yurchuk [48]).
Alors ces opérateurs fournissent les solutions des problémes respectifs

20 4 gty = gt .
9(B)elio = 0
et dat (4
B0 ) = g0 .

9 ()eli=r =0
Les solutions vérifies les propriétés suivantes : Pour g € Ly (0, 7)), les fonctions
g. = (J7Y)g et g8 = (J71)*g sont dans Wy (0,T) tels que g(t):|i=0 = 0 et
g*(t)e|s=r = 0. D’ailleurs, J-' commute avec 2 et on a fOT lg: — g]> — O et
fOT ¥ — g|> — 0, pour ¢ — 0.
En remplagant dans (2.3.6) u par la fonction régulatrice (J-')u, et en utilisant

la relation
AJT = J7MA,
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et en vertu des propriétés des opérateurs de régularisation, on a

—/u <Nav€) d:)sdt:/Auv_;d:Edt. (2.3.9)
Q ot 0

En passant a la limite, (2.3.9) est vérifiée pour toute fonction vérifiant les
conditions (2.1.2) - (2.1.4), telle que

9 € Ly(Q)

Le membre gauche de (2.3.9) est une fonction linéaire et continue et la fonc-
tion v* est dérivable

ov*
€ Ly(Q2
e 2(02)
et vérifie les conditions -
- (2.3.10)
ox

De plus v* vérifie la condition intégrale (2.1.4). On pose u = f(f v (x, T)dT
dans (2.3.6). En utilisant (2.3.8), en obtient

—/eCtv:]\f_valawlt:/Auv_;*clﬂcdt—ﬁ/AuavE dxdt
0 0 o Ot

:/AueCt@dxdt—e/Auavs dxdt
Q ot Q ot

(2.3.11)

En intégrant par parties, on obtient

_ 2
Re/Au%dxdt: E/e_‘jxa(ge)|%ac’t)|2dx+/e‘“@zcoz(xﬂwfdx
Q Q Q

ot 2 Oz 0z?
(2.3.12)
d’ou
ov* c ovt(z,t)
—e [ Au—=dxdt) > - N P ddt 2.3.13
Re(s/Q uatx)_2/ﬂxa(a:)e| o |*dx ( )
En utilisant (2.3.12) et (2.3.13) dans (2.3.11), on obtient
Re / v* Nvdzdt <0 (2.3.14)
0

Re / vNvdzdt < 0
Q

pour ¢ tend vers zéro.
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D’autre part, on a

/ z|v]Adzdt = 0
Q

d’ot1 v = 0, et par conséquent w = 0.

Théoréme 2.3

L’image R(L) de l'opérateur L coincide avec F'.

Démonstration
Comme F' est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement si on
a I'implication

- V [Plud?s  diudp
2 dxdt / —_— 4+ —— lup| dxr = 0. 2.3.15
/Qxﬁufx + i | =3 dm2+dxdx+xu@ r=0 ( )

pour u € E arbitraire et F = (f,¢) € F, implique que f et ¢ sont nulles.
On pose u € D(Ly) dans (3.3.15), on obtient

/ 22 Lufdrdt = 0.
Q

et en utilisant lemme, on obtient f = 0. Conséquemment,

Plud®p  dludp

1
—_—— = lup| dx = 0. 2.3.16
/Oz{de dx2+dwda:+$uw] ’ ( )

L’image de 'opérateur trace [ est partout dense dans I’espace de Hilbert muni

de la norme :
! d2902 de 2 ?
—_— — d .
(/Ox{ dx2| +|dx| +x|go\] x>

et par conséquent ¢ = 0, et la présente démonstration est achevée.
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Chapitre 3

Stabilité conditionnelle de la
solution zéro d’un probléme mixte

L’objectif principal de ce chapitre est de résoudre 1’équation (3.1.1), en
appliquant la méthode de 1’équilibre harmonique, et la méthode de I'énergie.

La méthode de I'équilibre harmonique fournit une technique générale pour
le calcul des approximations des solutions périodiques des équations différen-
tielles . Elle correspond a une série de Fourier tronquée et permet la dé-
termination systématique des coefficients des différentes harmoniques et la
fréquence angulaire. L’importance de cette méthode est qu’elle peut étre ap-
pliquée aux équations différentielles pour lesquelles les termes non linéaires
ne sont pas petits.

Dans ce chapitre, nous examinons la stabilité conditionnelle de la solution
zéro d’un probléme mixte.

3.1 Position du probléme

Nous appliquons la méthode de I’énergie pour étudier la stabilité de la
solution & d’un probléme,

. 1
Uy = Ugy + at® — §tu, x € (0,1), t>0, (3.1.1)

oll a est une constante positive, supposons maintenant (3.1.1) détient sur la
région spatiale (0,1) avec des conditions aux limites
u(0,t) =u(l,t) =0 (3.1.2)

et supposons que nous souhaitons étudier le comportement des u sous réserve
de donnée initiale

u(z,0) = p(x) (3.1.3)
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Faisons maintenant u une solution de (3.1.1) et (3.1.3) qui satisfait les
conditions initiales. Nous définissons une énergie F'(t) par

1
P =5t ul?

ol || .|| désigne la norme sur L?(0, 1), plus précisément

1
Il w ||2:/ uldz.
0

alors ||u|| — 0 pour ¢ — +o0.

Théoréme 3.1

1
am2?

si|lu|l <
Démonstration

Multiplions I'équation différentielle (3.1.1) par w et intégrons sur (0,1),
on trouve

1 1 1 1 !
/ wudr = / Uy dr + a/ utde — —t/ u?dz, (3.1.4)
0 0 0 2 Jo

utilisons 'inégalité (voir B.Straughan [44])

/01 utdr < %L (/01 uida:)Q. (3.1.5)
Bt) = % | |? (: /01 uQ(x,t)dm).

Cette équation devient

d
CE) <~ ue | +a |l v | ~tE().
Ou
ey < —alu | (2= w2 (3.1.6)
dt - v a v ' o

A partir de I'inégalité de Poincaré 72 || u ||><|| u, ||*> que l'on l'utilise dans
(3.1.6), on trouve

d 1

a < g2 2 (L o 2 1
PO < art ulf (3= ul?), (317
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on0<t—7?|ul?=n.

d 1 1
GrO<—aru P (G -iul) (operial),
a2 a2
d

—F () < —nam” [ |, (3.1.8)
donc (3.1.8) montre que
d
EF(t) <0, fore<t, (3.1.9)
et par conséquent, on a
[ u) [I<]] ule) I,

avec les méme considérations, on obtient

d
aFﬁ)g—aﬂHuHQm (3.1.10)
de plus
dF dt
— < —c—,
P t
ou
c = 2an’n.
D’ou

din (F(t)) < din(t™).

Intégrons sur U'intervalle (e,t), on obtient
F(t) te
l <l
 (7g) <)

F(t) < F(e) x —, (3.1.11)

et

on substituant F(f) par sa valeur F(t) = 1 || u ||?, on obtient

Y
Hu@HPSQ%Hu@Hﬁtdmw7:c+l. (3.1.12)

Donc on a montré que si || u(e) ||< o, alors || u(t) | — 0 lorsque ¢ — oo.
Donc la solution zéro du probléme (3.1.1)-(3.1.3) est stable ce qui achéve la

démonstration.
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3.2 Meéthode d’équilibre harmonique

En faisant une intégration par parties de I’équation (3.1.4), on obtient

d
ZE) <= [lua [P +a | v | —tE(®).

Cette équation devient

d
ZFO < —lluw P +a w7

: ! 2|
—F(t) < — P ==
GF0 < =allu P (§ - mazs,,,

ol S,am est I'espace des fonctions admissibles sur lesquelles nous cherchons
un maximum

Suam ={u € C* | u=0whenx =0,1}.

Définissant Ry par
1 | u® |?
— =mazxg,,, )
Ry N g ||

L’inégalité d’énergie (3.1.6) peut étre réécrite sous la forme

d 1 1
—F(t) < — 22—
PO < —alu] (a RF>,

le probléme est donc de trouver Rr. Rappelons que

2 112
1 [ ]
Rp = AL S |
Posons Ay =| u? ||?, Ay =|| u, ||*. Les équations d’Euler Lagrange sont

trouvés a par

d Al(u+e7')) 6 <A1>7

&Al(um + €T, A_2
~ AgbA — AOA,

A3
1 Ay
- A_2 (5/\1 - A_2|mam5A2)

1 1
= — (6A, — —6As ) .
A2<51 s 2)
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Par ¢, on entend la dérivative évaluée & € = 0. k—; est, lien entendu, la valeur
stationnaire ici entendue comme étant a la valeur stationnaire. Donc,

1
A, — —3Ay = 0. (3.2.1)
Rp
D’ou
d [ A
N = — | (u+er)da |z,
de Jo

ou 7 est arbitraire dans C?(0,1) tel que 7(0) = 7(1) = 0, et

d 1
0N = — Uy + e1,)%dx | —p

=g | e en el

Donc, (3.2.1) conduit &
1 b
/ 2T — R;luxTxdx =0.
0

Une intégration par parties montre que

1
/ (Umx + 2RFU3) Tdx = 0.
0

T est arbitraire. En dehors des exigences de continuité et de conditions aux
limites, on obtient

Uge + 2Rpu® = 0, u(0) =u(l) =0. (3.2.2)

Il est difficile de résoudre les équations différentielles non linéaires et, en
général, il est souvent plus difficile d’obtenir une approximation numeérique
pour un systéme oscillatoire non linéaire donné. Les plus utilisées sont les
méthodes de perturbations.

La méthode de perturbation Lindstedt Poincaré donne une solution ana-
lytique comme une série de puissances d’'un paramétre petit. Pour contour-
ner cette limitation, de nombreux nouveaux perturbatifs techniques ont été
développées tels que les techniques de Lindstedt Poincaré modifiés et I’homo-
topie. Une récente étude peut étre trouvée dans A.Beléndez, A.Herndndez,
T.Beléndez, M.L. Alvarez, S.Gallego, M.Ortufio, C.Neipp [3].

La seconde équation pour (3.2.2), peut étre reformulé par deux systémes
d’équations du premier ordre

du dv

D 7 3
. v, o 2Rru
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sous réserve des conditions initiales

La méthode de I’équilibre harmonique fournit une technique générale pour
le calcul des approximations des solutions périodiques des équations différen-
tielles, qui régissent des phénoménes Dynamique R.E. Mickens [39].

Elle correspond & une série de Fourier tronquée et permet la détermina-
tion systématique des coefficients des différentes harmoniques et la fréquence
angulaire. Le n — 1éme ordre approximation prend une forme telle que

un(t) = ajcos(8) + azcos(30) + azcos(70) + ... + aycos((2n — 1)0), (3.2.3)

ol 0 = wyt et les n—coefficients et w, sont & déterminer. Pour un systéme
conservateur avec des conditions initiales, u(0) = 0, et u,(0) = A, la stra-
tégie de base consiste est de remplacer I'équation (3.1.1) dans I’équation
différentielle et d’élargir 'expression résultant en une série trigonométrique,
on obtient des relations de type

Hi(ay, a9, ..., an,wy)cos(0) + Ha(ay, ag, ..., ay, wy,)cos(360)+

Hs(ay, a9, ..., an, wy,)cos(70) + Hy(ay, ag, ..., ap, wy)cos(96)+ (3.2.4)
+...+ Hy (a1, ag, ..., an,wy)cos((2n — 1)0) + HOH ~ 0,

ou HOH signifie ordre supérieur -harmoniques, et pour un différentiel donné
les équation H;(ay,as, ..., an,w,) = 0 sont tout a fait déterminées. La pro-
cédure d’équilibre harmonique consiste a fixer les coefficients des termes en
cosinus a zéro, c’est a dire.,

Hi(ay,as,....;an,w,) =0, i=1,2 ...n.

Ces n—relations , ainsi que les conditions initiales , peuvent étre résolus
et donner tous les coefficients w, en fonction de B, c’est a dire,
— a;=a;(B); i=1,2,...,m

On a p 5
v U
L _9R.— 2.
du ftr v’ (3.2.5)
w(0) =0, v(0)=A. (3.2.6)

Cette approximation prend la forme

uy = asin(wix), (3.2.7)
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et cherchons les conditions sur le paramétre a afin d’obtenir la stabilité de la
solution nulle de notre probléme.

Remarquons que cette expression satisfait automatiquement les condi-
tions initiales. Substituer Eq. (3.2.7) dans l'équation. (3.2.2) donne (0 =
wir — %)

—aw?cos(f) + a*acos®(#) ~ 0, o =2Rp.

1
—awicos(0) + a*a (%cos(@) + ZCOS(BG)) ~ (.
(za?’a - awf) cos(8) + higher harmonic ~ 0.

Donner la valeur zéro aux coefficient de cos() permet 'obtention de la pre-
miére approximation a la fréquence angulaire

et

_ 3
w =a sin(ay/ ZOM)’

oll nous avons pris a = 1, puisque nous sommes principalement intéressés par
Rp et pas u. La condition u(1) = 0 montre que

/3
§RF:mT, n==x1,£2---.

Cela donne une suite infinie de valeurs pour Rg (correspondant & des valeurs

fixes du quotient ”ZQHZ; ),

Pour la stabilité, nous avons besoin de la condition a < Rg(min) , d’ou
Rp = 2n?. En particulier, pour

2 5

a < —m".

on obtient la stabilité de la solution & zéro du probléme (3.1.1)-(3.1.3).
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