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Introduction ‘

Le module d’analyse 3 est tres important dans tous les domaines techniques, car il constitue la
base de la plupart des modules de mathématiques (méme pour les modules d’autres spécialités
techniques), c’est un complément de module Analyse 1 et 2 du premiere année universitaire.
Lobjectif de ce polycopié est de présenter un cours complet sur le module Analyse 3, destiné en
particulier aux étudiants de deuxiéme année licence mathématiques, mais qui peut également
étre utile aux étudiants d’autres spécialités techniques telles que : I'informatique, la physique, ,
science et techniques (ST) ,science de matériaux (SM) ... etc.

Dans ce polycopé, nous mettons la lumiere sur le sens de somme infinies dans le cas discret (série)
et dans le cas continu (I'intégrale). létudiant apprend les différentes techniques et méthodes pour
étudier les différents types de convergence des suites et séries ainsi que des intégrales.

Nous avons simplifié et expliqué au maximum ce polycopé pour le rendre accessible aux étu-
diants, en présentant les concepts (séries numériques, suites et séries de fonctions, séries entieres
et de Fourier, intégration impropre, intégration en fonction de parametres, convergence simple et
absolue, convergence uniforme ainsi que la convergence normale, ... etc.) sous différentes formes,
appuyées par des exemples illustratifs et quelques remarques importantes, les preuves des théo-
remes et des propositions de ce polycopié sont simplifiées, et les solutions détaillées sont données
aux exercices proposés dans les séries d’exercices.

Ce polycopié est divisé en 7 chapitres, le premier chapitre est le chapitre principal qui contient
le concept des séries numériques, et divers critéres pour étudier la convergence de ces séries, ces
concepts et criteres sont utilisés et généralisés dans les suivants chapitres.

Dans le chapitre 2, nous introduisons les suites de fonctions, définissons les différents types de
convergence de ces suites et expliquons les relations entre eux. Nous terminons ce chapitre par
quelques propriétés importantes (continuité, dérivabilité et intégrabilité) de la convergence uni-
forme de la suite de fonctions.

Dans le troisieme chapitre, nous définissons les séries de fonctions, nous expliquons la relation
et la différence entre les séries de fonctions et les séries numériques et nous présentons les cri-
téres qui garantissent les différents types de convergence (simple, absolue et uniforme, ainsi que
la convergence normale). Nous donnons également, comme dans le chapitre 2, quelques résul-
tats fondamentaux concernant les séries qui convergent uniformément (continuité, dérivabilité et
intégrabilité terme a terme).

Dans le chapitre 4, nous étudions un type particulier de séries de fonctions, a savoir les séries en-
tieres. Outre I'étude des différents types de convergence et des propriétés de continuité, de dériva-

bilité indéfiniment terme a terme, et d’intégrabilité terme a terme, nous donnons des exemples de




fonctions qui peuvent étre développées en séries entieres, et nous examinons certaines de leurs
utilisations dans la résolution d’équations différentielles et le calcul de la somme de certaines
séries numériques.

Dans le chapitre 5, nous étudierons un autre type de séries de fonctions qui sont les séries de Fou-
rier, nous donnerons les propriétés de ces séries, et nous présenterons également les théorémes et
criteres pour quune fonction puisse étre développée dans une série trigonométrique (critére de
Dirichlet,...), et pour calculer la somme de certaines séries numériques (Parseval,...).

Dans le chapitre 6, nous aborderons le sujet des intégrales généralisées et étudions la conver-
gence et les propriétés des intégrales généralisées a la fois pour les intégrales généralisées sur un
intervalle non borné et pour pour les intégrales généralisées d’'une fonction non bornée.

Dans le dernier chapitre, nous introduisons les fonctions définies par une intégrale ou les in-
tégrales dépendant d'un parametre, nous étudions les différents types de convergence, et nous
donnons les propriétés (continuité, différentiabilité et complétude) des fonctions définies par une
intégrale, présentons également quelques fonctions spéciales.

Dans ce polycopié, on termine chaque chapitre par une série d’exercices qui abordent tous les

concepts présentés dans chaque chapitre.




Chapitre 1
Séries Numériques

Dans cette partie nous nous intéressons aux séries numériques réelles ou complexes, on étudié
la nature de ces série (convergence ou divergence). Nous limiterons les énoncés au cas de séries
de terme général réel. Cependant, les séries de terme général complexe sont traitées de maniere

similaire, a condition de remplacer la valeur absolue par le module.

1.1 Séries a termes réels ou complexes

1.1.1 Suite des Sommes Partielles

Série a termes réels

Définition 1.1 — Soit (u,), .y une suite de nombres réels. On appelle série numérique réelle (i.e.

série a termes réels) de terme général u,, et on note E U, ou E U, ou E u,, toute expression de
n n>0
la forme :

u0+u1+...—|—un+...:Zun, (1.1)
n>0

oll les nombres réels ug, uy, ..., Uy, ... sont appelés termes de la série.

n

— La somme de (n + 1) premiers termes de la série Zun qui sera noté S, = Zuk , est appelé
k=0

somme partielle d'ordre n de la série Zun , et la suite (S,),y est appelée suite des sommes

partielles de la série Z U, -



Chapitre 1. Séries Numériques

Série a termes complexes

Définition 1.2 — On appelle série a termes complexes (respectivement série complexe), toute série
E u,, dont le terme général u,, s’écrit sous la forme

n>0

Up = Gy + an y (12)

ol a,, b, Vn € N sont réels.

— La suite (S,,) des sommes partielles d’ordre n de la série complexe Z u,, est donnée par

An:Zak:ao—i—al—l—...—l—an;
S, = A, +iB, oll k=0
Bn:Zbk:bo+b1+...+bn.

k=0

Remarque 1.1 - Si la suite (u,), - n'est définie qu’a partir d’un certain rang n = p. La série ne

n2p
sera alors définie qu’a partir de ce rang, elle est définie par E Uy, il en est de méme pour la suite
n>p

n
des sommes partielles qui lui est associée donnée par S,, = Z Ug.
k=p
— Le terme général u,, de la série Z u,, est lié¢ a la somme partielle S, par la relation
Up = Sy, — Sp_1. (1.3)

Exemple 1.1 1. Considérons la série de terme général

1 ,n > 1. (1.9

un:n(n—i-l) -

La suite des sommes partielles associée est donnée par :

- - 1 " /1 1
S ==Y _ <___>
Pt —~k(k+1) = \k k+1
e 1 N 1 1 N 1 1
N 2 2 3 n n+l1
1
=1- . 1.5
n-+1 (1.5)

2. Considérons la série des entiers strictement positifs i.e.

Z U, = Z n. (1.6)

n>0 n>0

1.1. Séries a termes réels ou complexes B}
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La suite des sommes partielles associée est donnée par :

Sn:Zuk:0+1+2—|—...
k=0

_n(n+1)
=—F 1.7)

1.1.2 Convergence d’une série numérique

Définition 1.3 — Soit (u,) une suite réelle, et (.S,,) la suite des sommes partielles de la série Z U
On dit que la série Z u,, converge si, et seulement si, la suite (S,,) converge, sinon on dit que la
série Z uy, diverge.

— On dit que la série complexe Z u,, est convergente si, et seulement si, les deux séries réelles Z an,
et Z b, sont convergente séparément.

— Lorsque la série réelle Zun est convergente, le nombre S = lim S, s’‘appelle somme de la série

n—-+00
+oo
E u,, et on écrit S = E Up,e
n=0

— La somme de la série complexe convergente Z u,est S =A+iBou A= lim A,et B= lim B,.

n—-+o0o n—-+00

Exemple 1.2 1. Prenons la série du terme général qui donné par Uexpression (1.4), on a

lim S, = lim (1— ! >:1,

n—-—+o00 n—-+00 n-+1

1 R |
alors la série —— est convergente de somme S = 1. et on écrit — =1
Z:ln(n 1) & ’ ;n(n+1)
2. Pour la série des entiers positifs (1.6), elle diverge car

1
lim S, = lim M = +00.
n—-+4o00 n—-4o00

Remarque 1.2 — Si la série complexe Zun, du terme général (1.2), est convergente de somme
S = A-+1iB, dans ce cas A est la somme de la série réelle Z a, et B est la somme de la série réelle
> b

— Si une des sériés réelle Z a, et Z b, sont divergente, alors la série complexe du terme général

(1.2) est divergente.

— La définition précédente donne une condition nécessaire et suffisante de convergence des séries

numeériques réelles ou complexes.

1.1. Séries a termes réels ou complexes [}



Chapitre 1. Séries Numériques

— On ne change pas la nature d’une série numeérique en modifiant un nombre fini de ses termes.

Exemple 1.3 On sait que la série du terme général donné par (1.4) est convergente de somme S = 1.

En enlevant les trois premiers termes, la série sera donc E
n

, la suite des sommes partielles
= (n+1)

1 1 . 1 [
est S, = — — ——, sa limite lorsque n — +oc est T alors la série Z

reste convergente
4 n+1
n>4

n(n+1)

. 1
mais de somme S = 2 # 1.

Théoreme 1.1 Si la série E u,, converge alors son terme général u,, tend vers O.
n>0

Preuve. Supposons que la série E u, converge de somme S, donc la suite de somme partielle
n>0
converge vers S aussi, d’apres la formule(1.3) on a

lim w, = lim (S,—S5,1)=95—-5=0.

n—-+o0o n—-+00

Remarque 1.3 — Le théoréme précédant donne une condition nécessaire pour qu’une série nume-
rique soit convergente.

— La contraposée de la proposition du théoréme précédent est vraie, c’est-a-dire que pour qu’une série
soit divergente, son terme général ne tend pas vers zéro. Une série dont le terme général ne tend
pas vers 0 est appelée série grossierement divergente.

— La réciproque de la proposition est fausse généralement. En effet, la série g — (s’appelle la série
n
n>1

. . . Ve Ve 1
harmonique) est divergente (nous le verrons plus tard), mais son terme général — tend pas vers 0.
n

Définition 1.4 Une somme télescopique est une série de la forme Z (Uns1 — Up) -
n>0

Théoreme 1.2 La suite (u,,) converge si, et seulement si, la série E (Uny1 — uy,) converge, de plus,
n>0
si lim u, = [, la somme de la série est S = | — uy.

n—-+o0o
Preuve. Soit (u,) une suite numérique. La somme partielle S,, de la série E (Upy1 — up) €St :
n>0

n

Sy, = Z (Uk+1 - Uk) = Up41 — Uo,

k=0

1.1. Séries a termes réels ou complexes
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et en passant a la limite dans les deux cotés, on obtient

lim S, = lim w,11 — g,
n—-+4o0o n—-4o00

alors la série E (uny1 — u,) converge si, et seulement si, la suite (u,,) converge, si la suite (u,)
n>0

converge vers [, la série E (tUpy1 — u,) converge de somme S =1 — ug. W
n>0

Exemple 1.4 Considérons la série du terme général (1.4), elle peut étre écrite comme somme téles-

O DM CEE ) R SUNERY

n>1 n>1 n>1

copique suivante

\

: L, 1 : :
ol (vy,) est une suite dont le terme général est v, = —; n > 1. Il est clair que cette suite converge vers
n

p ;. 1

zéro, donc la série g (Uny1 — vy,) converge de somme S = 0 — vy = —1, alors E ———— converge

n(n+1)
n>1 n>1

et sa somme S’ = 1.

1.1.3 Reste d’une série convergente

Définition 1.5 Soit la série convergente Z un, la suite (R,) a terme général définie par

n>0
+o00
R,=8~-S,= Y (1.8)
k=n+1
+oo
s’appelle suite des restes d’ordre n de la série Z U
n=0

Proposition 1.1 Si une série numérique réelle ou complexe E u, est convergente alors son reste
n>0
d’ordre n converge vers zéro.

Preuve. Il suffit de passer a la limite lorsque n et a linfini dans ’expression (1.8). =

Exemple 1.5 Reprenons la série du terme général (1.4), la suite des restes d’ordre n est

1 1 -1
R,=S—-8,=1—(1- = =0,
n-+1 n+1

1.1. Séries a termes réels ou complexes
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1.1.4 Série Géométrique

Définition 1.6 On appelle séries gé¢ométriques toute série de terme général u,, = ar™, ol a et r sont
des nombres réels ou complexes donnés (a # 0 est le premier terme et r s’appelle la raison de la

série géométrique).

Proposition 1.2 La série géométriques Z ar™ converge pour |r| < 1, et diverge ailleurs.
n>0

Preuve. La somme partielle de la série géométriques E ar™ est
n>0

n

S, = Zark =a+ar+..+ar". (1.9
k=0

Multipliant les deux c6tés de I'égalité (1.9) par r, on obtient
rS, =ar+ar®+ ...+ ar"h (1.10)
Soustrayez (1.10) de (1.9), on obtient
(1—7)S, =a—ar"th (1.11)
donc la somme partielle S, est donnée par
1 —prtl

S, =a——. (1.12)
1—7r

Il est clair que si |r| < 1 la suite (5,) converge vers 1 ¢

, alors la série géométrique E ar™
n>0

converge de somme S = , et elle diverge pour || > 1. m

Exemple 1.6 1. La série numérique suivante E on est une série gégométrique du premier terme
n>0
ug = 3 et du raison r = % < 1, donc elle est convergente de somme S = 6.

2. La série numeérique Z <§ est une série géométrique du premier terme uy = 1 et du raison
n>0
r =3 > 1, donc elle est divergente.

3. Dans cet exemple on cherche la nature et la somme des séries réelles suivantes Z p" cos (nb) et
n>0

Z p"sin (nf) ot 0 < p < 1 et § € R. Considérons la série complexe suivante
n>0

Z p" exp (inh) . (1.13)

n>0

1.1. Séries a termes réels ou complexes
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La série complexe (1.13) est une série géométrique de raison r = pexp (i6) , elle converge car

|p"exp (i6)| = p € ]0, 1] de somme

o 1 B 1

~ 1—pexp (i) 1—pcosf —ipsind
_ 1—pcosf ; psin 6 ' (1.14)

1—p?2—2pcosf 1—p*—2pcost

En utilisant la formule de Moivre
p" exp (inf) = p" cos (nf) + ip" sin (nd) , (1.15)
et expressions (1.13-1.15), les séries Z p" cos (nh) et Z p"sin (nf) sont convergentes des
n>0 n>0
1—pcosf psin 6

sommes S| =

t S,

respectivement.

e =
1—p?—2pcosb 1—p?—2pcosb

1.1.5 Espace vectoriel des séries convergentes

Définition 1.7 — On appelle somme de deux séries Z U, et Z Un, la série de terme général (u,, + v,) ,

n>0 n>0
et on écrit
E un—i—g vn:E (U + vy) -
n>0 n>0 n>0

— On appelle produit d’une série Z u,, par le nombre réel ou complexe A, la série de terme général
n>0
Au,,, et on écrit

)\Zun = Z)\un.

n>0 n>0

Proposition 1.3 lensemble des séries convergentes forme un sous espace vectoriel de Uespace vectoriel

de toutes les séries numériques.

Preuve. Soient E u, et E v, deux séries numériques réelles ou complexes convergente de

n>0 n>0
sommes S; et S, respectivement, et soit A un nombre réel ou complexe, la série suivante Z (Up + Avy,)
n>0
est une série numérique convergente de somme S; + \S,, en effet, Z (Un + Avy,) = Zun +
n>0 n>0
A Z U,. A
n>0
Exemple 1.7 La série Z (; + 3) est convergente car les deux séries Z _ et
— ~\n(n+1) 2» “—~n(n+1)

1 L 1 e
Z 2_n sont convergentes de somme Sl =1et SQ =1 (la serie Z 2_n est une serie geometrique
n>1 n>1

1.1. Séries a termes réels ou complexes



Chapitre 1. Séries Numériques

1 3 1
de raison r = ¥ < 1 et de premier terme 1), et comme —_— =] = — 13
T P ») ; n(n—|—1)+2" ;n(n—i—l)+
1 iy 1 3 } B
Z —, alors la série Z ———— + — ] est convergente de somme S = S; + 3 S, = 4.
n>1 2n >1 n (n + 1) 2”

Proposition 1.4 Soient E U, E vy, deux séries numériques réelles ou complexes. On a les proprié-
n>0 n>0
tés supplémentaires suivantes

1. Sila série Z u, diverge et A € R*, alors la série Z Au, diverge.
n>0 n>0

2. Si la série E u, diverge et la série E v, est convergente, alors la séries g (un + vy,) est
n>0 n>0 n>0
une série divergente.

Preuve. 1. On a la série Z u, diverge et Z A, = A Z u,, donc la série Z Au, diverge.

n>0 n>0 n>0 n>0
2. Supposons que S est la somme de la série convergente E Uy, et la série E v, est divergente,
n>0 n>0

—+o00
et on sait que Z (U + v,) = Z Uy + Z vy, =S + Z v,, mais la deuxiéme série est divergente

n>0 n=0 n>0 n>0
ce qui assure la divergence de la série E (Up +vy). W
n>0

Remarque 1.4 Si les deux séries E U, E v, sont divergentes, on ne peut rien dire sur la na-
n>0 n>0
ture de la série somme E (un +vy,) . En effet, on sait que les deux séries suivantes E (—1)
n>0 n>0

n

et

1 b Ve Ve Ve 3 7 .
E (—1)""" sont divergentes, car ses termes généraux ne tendent pas vers zéro, mais la série somme
n>0
1 \ . . 7 .
E [(—1)" + (=1)"""] est convergente a somme nulle, ce qui garantit que Uensemble des séries nu-

n>0
meériques divergentes n’est pas un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel de toutes les séries numeé-

riques.

1.1.6 Critere de convergence de Cauchy

Un autre critere pour déterminer la nature d’une série est le critere de Cauchy, qui est donné par

la définition suivante.

Définition 1.8 Une série a termes réels ou complexes Z u,, est dite de Cauchy, si elle satisfait a la
n>0

1.1. Séries a termes réels ou complexes
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propriété suivante
q
Ve >0, 3ng €N, Vg >p>mng, ona | Y wul <e. (1.16)
k=p+1
ou encore
n-+p
Ve >0, Ing €N, Vn > ng, Vp €N, ona |> w| <e. (1.17)
k=n

Proposition 1.5 Une série numérique réels ou complexes E u,, est convergente, si et seulement si
n>0

elle est de Cauchy.

Preuve. Soient E u,, une série numérique réels ou complexes, et la suite (.5,,) sa suite des sommes
n>0

partielles, on a
q

>

k=p+1

‘Sb“é%’::

Y

q p
D k=) uk
k=0 k=0

cette derniere expression assure que la série Z u,, est de Cauchy si et seulement si la suite des
n>0
sommes partielles (5,,) est de Cauchy i.e. convergente. m

Vé 7 . . 1 . o] IRY
Exemple 1.8 On va démontrer que la série harmonique E — est divergente en utilisant le critére
— n
n>1
de Cauchy, car elle ne vérifie pas le critére de Cauchy. Si on prend p = n et ¢ = 2n, on obtient

2n
1 1 1 1

n+1 n+2 2n
k=n-+1
R S S S
on  2n " 2n  2n 2
Donc
1 2n 1
Je==->0,VneN Jg=2n>p=mn, ona > —.
€ 3 n q n>p=n k;Iuk 5

alors, la suite des sommes partielles (S,,) n'est pas de Cauchy, d’apres le critére de Cauchy, la série
Z u, est divergente.

n>0

1.2 Séries a termes positifs

Les séries a termes positifs ou nuls se comportent comme les suites croissantes et sont donc plus

faciles a étudier.

1.2. Séries a termes positifs
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Définition 1.9 La série Z u, est dite série a termes réels positifs (ou a termes positifs), si son terme
n>0
geénéral u,, est positif pour tout n € N.

Remarque 1.5 1. Si g u, une série a termes négatifs, Il suffit d’étudier la série E v, série a
n>0 n>0
termes positifs ott v, = —u,, ¥n € N.

2. Si Z u,, Une série a termes positifs, sa suite des sommes partielles (.S,,) est croissante. En effet,
n>0
d’apres la relation (1.3), ona S, — S,_1 = u, > 0Vn € N, cela conduit a la croissance de la

suite des sommes partielles.

Théoreme 1.3 Une série a termes positifs E u,, est une série convergente si et seulement si la suite
n>0

des sommes partielles (S,,) est majorée.

Preuve. On sait que la suite des sommes partielles d'une série a termes positifs est croissante,

donc pour que cette suite soit convergente (méme pour la série aussi), il faut et il suffit elle est

majorée. m

Exemple 1.9 La série du terme général (1.4) est une série a termes positifs, car ce terme général est

U,y = > 0, Vn > 1. D’aprés (1.5) la somme partielle de la série est

n(n+1)

S,=1-— n > 1.

>0 n>1doncl— - <1, ,doit S, <1n > 1, alors la suite des sommes

on satt que T P |

partielles est majorée, par conséquent la série E est convergente.
n

= (n+1)

Remarque 1.6 — Si la série a termes positifs Zun est convergente, sa somme S vérifie S,, < S;

n>0
vn € N,et lim S, =supS, =S5.
n—+oo neN
— Si la suite des sommes partielles n’est pas majorée (i.e. lirf S, = +00), alors la série a termes
n—-+0oo
+oo

positifs est divergente, dans ce cas on écrit g Uy = F00.

n=0
— Les propriétés des séries a termes positifs restent valables pour les séries a termes positifs a partir
d’un certain rang, car la nature de la série ne change pas en supprimant un nombre fini de ses

termes.

1.2. Séries a termes positifs
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1.2.1 Criteres de Comparaison

Criteres de Comparaison est un moyen tres important pour déterminer la nature des séries a

termes positifs, on les compare avec des séries classiques simples.

Théoreme 1.4 (Régle de comparaison) Soient Z u,, et Z v, deux séries a termes positifs telles
n>0 n>0
que u, < v,; Vn € N. Les propositions suivantes sont vraies.

1- Si la série E v, converge, alors la série E u,, converge, dans ce cas on a
n>0 n>0

+oo +o0
S un <> v (1.18)
n=0 n=0

2- Si la série Z u, diverge, alors la série Z v, diverge.
n>0 n>0
Preuve. 1- Puisque u,, < v,; Vn € N, donc u;, < v, pour 0 < k < n, et I'inégalité reste valable
pour les sommes partielles des séries Z u, et Z vy, alors on a
n>0 n>0

k=0 k=0

Si la série Zvn converge, d’apres théorémel.3, sa somme partielle S/ est majorée, de méme
n>0
pour la somme partielle S,, conformément I'inégalité (1.19), ce qui entraine la convergence de
la série Zun, et on obtient I'expression (1.18) en passant a la limite lorsque n — +oo dans
n>0

I'expression (1.19).
2- Si la série Zu” diverge, sa somme partielle S! tend vers l'infini, de méme pour la somme

n>0
partielle S,,, ce qui assure la divergence de la série Z Uy, W
n>0
s .. cos®(nf) .. L
Exemple 1.10 1. Considérons la série Z ———=; 0 € R, cette série est une série a termes
— —n (n+1)

positifs, et comme cos?(nf) < 1; Vn > 1 et V0 € R, donc se terme général vérifie linégalité

suivante
cos®(nf) - 1

Vn>1,V0 e R
nn+1) ~ nn+1) =2 €5

cos?(nb) .
est convergente aussi

) , . 1 , .
mais la série Z m est convergente, alors la série Z m
>1

= n>1
d’aprés le théoréme de comparaisonl.4.
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2
2. On sait que n <

VYn > 1, et la série Z n est divergente, alors le critére de comparai-
n>1
n?4+1
n

sonl.4, la série Z est divergente.

n>1

Proposition 1.6 Soient E u,, et E v, deux séries a termes positifs, s’il existe deux nombres «;
n>0 n>0

f € RY telle que
au, < v, < fu, Yn >0, (1.20)

alors les séries g u,, et E v, sont de méme nature.
n>0 n>0

Preuve. Pour la preuve, on applique le théorémel.4 deux fois en utilisant la proposition1.3 et la

propositionl.4. m

Proposition 1.7 (Comparaison logarithmique) : Soient Z u, et Z v, deux séries d termes positifs,
n>0 n>0
st

Un+1 Un+1

<
Up Un

pour n assez grand, (1.21)
alors on a
1. Sila série E v, converge, alors la série E u,, converge.
n>0 n>0

2. Sila série E u,, diverge, alors la série E v, diverge.

n>0 n>0

Preuve. Suppose qu’a partir d'un certain rang p 'inégalité (1.21) soit satisfaite, donc on a

Unt1 < Un pour n > p, (1.22)

Un+1 Un,

et de méme pour les autres termes, on obtient

Up+1 Un, Up

<M< <oy, (1.23)

Un+1  Un Up

ce qui conduit a I'inégalité u,, < av, Vn > p,et en utilisant la proposition1.6, nous obtenons les

propositions que nous recherchons. m

Théoreme 1.5 Soient Z u, et Z v, deux séries a termes positifs, s’il existe | € RT U {400} tel que
n>0 n>0

. U,
lim — =1,
wa+umm

alors, on a

1.2. Séries a termes positifs
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1. Sil =0 (ie. (u,) =o0((v,))) et la série Z v, converge, alors la série Z uy, converge.

n>0 n>0
2. Sil=+o0 (i.e. (v,) =o0((uy))) et la série Z vy, diverge, alors la série Z u,, diverge.
n>0 n>0
3. Sil e Ry (ie (u,) = O ((vy))), les deux séries Z uy, et Z v, sont de méme nature.
n>0 n>0

Preuve. Pour démontrer le premier cas, il suffit d’appliquer la définition de la limite, ensuite on
utilise le théoreme de comparaison. En effet, on a

. u u
lim — =0<=Ve>0, Ing N, Vn>ng, , ona — <e.

n—+00 Uy, Un
En prenant ¢ = 1, on obtient u,, < v,, et d’apres le théorémel.4 on trouve le résultat souhaité.

LU . . A . (.
1. Si lim = = +4oo0, alors lim - = 0, en utilisant la méme méthode précédente et la

n—Hﬁmvn n—Hﬁwun

deuxieme proposition du théoreme1.4.

2. Ona
lim 2 — ] € R* <= Ve >0, Ing €N, Vn >np, , ona

ngwfmvn

Un

Un,

< €.

Pour ¢ < 1, on obtient (I — ¢) v, < u, < (I +¢)v,, et la propositionl.6 assure que les deux

séries sont de méme nature.

1. Exemple 1.11 1. Onva étudier la nature de la série Z sin | ——= | , on sait que lim T
- 7L01%—1) x—0

x
n>1
1, donc

lim 7 (n+ 1)sin [ ———— ) =1
1m nn 1n —
n—-+o0 > n(n—l—l) ’

1 1
on dit aussi que si - au voisinage de alors d’apreés le théoréme
(i que sin (n(n+1)) D) ge de +00), p

.y .. 1 . 1 R
précédant (pour [ = 1) les séries E — et E sin | ———— | sont de méme nature, et
n(n+1) n(n+1)
n>1 n>1
comme la premiére converge, la deuxiéme est aussi.

1
A - 1 . n(n+1)
2. Il en va de méme pour la série E —, elle est convergente car hr+n —T1 =1L
n n—-+0oo
n>1 —
> 2

Théoréeme 1.6 (Comparaison a une intégrale) : Soit f : R™ — R™ une fonction continue et décrois-
“+o0o

sante. La série a termes positifs Z f(n) et lintégrale généralisée / f(z)dx sont de méme nature.
n>1
= 1
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Preuve. voir [1]. =

1 1
Exemple 1.12 1. Considérons la série Z — , Soit la fonction f : R™ — RT telle que f(x) = —, cette
— n x

n>1
“+o0o

: . o /. 1 s 1 A
fonction continue et décroissante, donc la série E — et l'intégrale [ —dx sont de méme nature,
n T

n>1 1

+oo
. Ve 1 . 7 . 1 .
comme l'intégrale / —dx est divergente, alors la série E — est divergente.
x n

1 n>1

- 1 . 1 )
2. La série E — est convergente car la fonction f : R* — R telle que f(z) = — est continue
n x

n>1
“+o00

Lo s 1
et décroissante, et l'intégrale [ — dx converge.
T

1

Remarque 1.7 Les critéres de comparaisons ne sont pas valables que pour les séries a terme général

positifs, ou pour les série a termes positifs a partir d’un certaine rang.

1.2.2 Regles de convergence

Regle de Riemann

La regle de de Riemann revient a comparer une série a termes positifs a la série de Riemann.

Définition 1.10 On appelle série de Riemann, toute série numérique sous la forme suivante

Zn‘a; oll o € R.

n>1
Proposition 1.8 La série de Riemann est convergente si et seulement si « > 1.

Preuve.
1. Pour a < 0, le terme général de la série ne tend pas vers zéro, alors la série est divergente.

2. Pour o > 0, on vas appliquer le critere de comparaison de la série avec une intégrale, on

pose f(z) = 27 ; a > 0 et x > 0, cette fonction est positive, continue et décroissante sur
+o0o

10; +00], d’aprés le Théoremel.6, la série de Riemann et I'intégrale généralisée / f(z)dz

1
sont de méme nature, on désigne deux cas

1.2. Séries a termes positifs
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“+oo
(a) Pour a = 1, I'intégrale / —dx est divergente, ce qui conduit a la divergence de la série
x

1
de Riemann.

(b) Pour o # 1, 0n a

“+oo

plmaqt f+oopour0 < a <1

/:c “dr = lim = 1
t=too | I —afy —— pour o > 1.

a—1

1

par conséquence que la série de Riemann est divergente pour 0 < o < 1, et elle

converge pour « > 1.

Théoreme 1.7 Soit Zun une série a termes positifs. On suppose qu’il existe « € R, et [ € RT U
n>1
{+oc} tels que lim n%u, =1, alors on a
n—

“+o00

1. Sil=0,et > 1, alors Z u,, est convergente.
n>1

2. Sil=+4o0, et <1,alors Z u,, est divergente.
n>1
3. Sil#0,etl+# +oo, et « < 1, alors la série Z u, et la série de Riemann sont de méme nature.

n>1

Preuve.

1. 11 suffit d’appliquer la définition de la limite, on a

lim n“u, =0<=Ve >0, dng € N, Vn > ng, , on a n“u, < €.

n—-+o0o

. 1 . . 1
En prenant ¢ = 1, on obtient u, < —, et la série de Riemann E — converge (« > 1), alors
n n
n>1

la série E u,, est convergente.
n>1

2. Par la méme maniere.

3. En utilisant (1) et (2), on obtient (3).

1.2. Séries a termes positifs
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Regle de d’Alembert

Les regles de D’Alembert et de Cauchy reviennent a comparer une série a termes positifs a une

série géométrique.

Théoreme 1.8 Soit Z u, une série a termes positifs. On suppose qu’il existe | € R* U {400} tels

n>0
Un+1

que lim =l,ona

n—-+4o0o Up,
1. Sil <1, la série E u,, converge.

n>0

2. Sil > 1, la série Z u,, diverge.

n>0

3. Sil =1, on peut pas conclure.

Preuve. En utilisant la définition de la limite, on a

. Uptl Unt1
lim —2F —|<=Ve>0,3ngeN, Vn>ng, ,ona |—= —l‘<8,
n—+oo Uy Unp,
u
donce+1< -2 <41
Unp,

Upir  (e+ D)™
Up (e+0)"”°
la série géométrique du terme général (¢ + /)" converge, d’apres la propositionl.7 la série
Z u,, converge.
n>0
2. En utilisant la méme procédure pour la deuxieme inégalité.

1. Sil < 1, il existe ¢ assez petit qui garantit I'inégalité ¢ + [ < 1, d’ou et

1
Exemple 1.13 On va utiliser la régle de D’Alembert pour étudier la série g —-Ona
— n!
n>0

! 1
im 27— fim Y~ lim ——— =0 <1,
n—+oo U, n—too(n + 1) notoo(n+1)

, . 1
donc la série E — est convergente.
n!
n>0

Regle de Cauchy

Théoreme 1.9 Soit Z u,, une série a termes positifs. On suppose qu’il existe | € Rt U {400} tels
n>0

que lim /u, =1, ona

n—-+o00

1.2. Séries a termes positifs
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1. Sil < 1, la série Z u,, converge.
n>0

2. Sil > 1, lasérie Z u, diverge.

n>0

3. Sil =1, on peut pas conclure.

Preuve. Par la définition de la limite, on a

lim Yu, =10<=Ve>0, Ing €N, ¥Yn>ng, , ona |Yu, —I| <e,

n—-400
donce+1< Yu, <e-+1.

1. Sil < 1, il existe ¢ assez petit qui garantit I'inégalité ¢ + [ < 1, dotu u,, < (¢ +1)", et la

série géométrique du terme général (¢ + )" converge, qui assure la convergence de la série
)

E Up.-

n>0

2. En utilisant la méme procédure pour la deuxieme inégalité.

2 1\"
Exemple 1.14 La série Z ( nt ) est divergente car

n
n>0
2n +1
im /=1, i =2>1.

Remarque 1.8 La régle de Cauchy est plus puissante que la régle de D’Alembert, mais la commodité
de la régle de D’Alembert fait qu’elle reste la plus utilisée.
Regle de Raabe-Duhamel et de Gauss

Les régles de Raabe-Duhamel et de Gauss améliorent la regle de D’Alembert dans les cas ou 'on

ne peut pas conclure.

Théoreme 1.10 Soit Z u,, Une série da termes strictement positifs :

n

1. Régle de Raabe-Duhamel : Supposons que Untl odmette un développement asymptotique du
type '
Un1 zl—é—i—o(l) B eR,
Un, n n
alors

(a) Sif[ <1, la série Z u, diverge.
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(b) Si g > 1, la série Z u,, converge.

(c) Si g =1, on ne peut pas conclure.

u , .
"1 admette un développement asymptotique du type

2. Régle de Gauss : Supposons que

n

1
un+1:1—§+0<m> geRetk>1,

U,

c .
alors 3c € R, tel que u,, ~ —5 au voisinage de +o0, donc on a
n

(a) Sia <1lasérie Z u, diverge.
(b) Si a > 1 la série Z u,, converge.

Preuve. voir [11] =

Exemple 1.15 1. Considérons la série de terme général suivant

CIx3x5x..x(2n—1)

= > 1.
Y 2X4xX6X..X2n vn 2

Pour étudier la nature de cette série, on utilise la régle de D’Alembert, on obtient

Uppr  IX3X..ox(2n—1)x (2n+1)x2x4x ... x2n
U,  2X4x .. x2nx (2n+2) x I x3x ... x (2n—1)
2n+1n—>+oo
= —
2n+ 2

La regle de D’Alembert ne permet pas de conclure. Mais si en utilisant la regle de Raabe-

Duhamel, on obtient

Il
TN R
[
+
SEINIES
N~
N
—_

|
S|
+
o
7N
S|
N~~~
"

B = % < 1, d’apreés la régle de Raabe-Duhamel, la série Z u,, diverge.
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2. Cosidérons maintenant la série de terme général
1 1
U, =+/(n—1)Isinl X sin — X ... X sin ——= Vn > L.
V2
Si on utilise la régle de D’Alembert, on obtient

— 1) «j i L : 1 . 1
s Vvny/(n—1)!sinl x sin -5 X ... X sin =y X sin —2—
Uy, \/(n—l)!sinlxsin%x...xsin (11

n—1)

1 n—-+4o0o 1
—
VAL
Donc on peut pas conclure. Mais si on utilise la régle de Gauss, on obtient
Up+1 . 1 1 1 1
= B — ol —
" \/ﬁsm\/n_ ﬁ(\/n_ 6n3+ (n2
: 1
=1-%40 (—2> .
n n

Donc a = % < 1, d’'apres la regle de Gauss la série est divergente.

= y/nsin

Regle de convergence de la série de Bertrand

Définition 1.11 On appelle série de Bertrand, toute série numeérique dont le terme général est donné
par
(o, ) € R x R.

Proposition 1.9 1.
1. Sia>1ou (a=1et > 1), alors la série de Bertrand converge.
2. Sia<lou(a=1etp <1),alors la série de Bertrand diverge.

Preuve. La démonstration est la méme que pour les séries de Riemann, pour plus de détail sur la

démonstration voir [1] page 92. m

1.3 Séries a termes de signes quelconques

1.3.1 Séries semi-convergente (Convergence Absolue)

Définition 1.12 Soit Zun une série a termes réels ou complexes. Cette série est dite absolument
n

convergente si la série a termes positifs E |u,| converge.

n

1.3. Séries a termes de signes quelconques
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Exemple 1.16 1.

. -1)" .. :
2. La série E =" est une série absolument divergente (n’est pas absolument convergente) car
n
n

.. 1 :
la série E — est divergente.
n
n

1. , . sin (Inn sin (Inn 1 L. 1 L
3. Considérons la série E %, # < et la série E — est une série de
n n n n
n n
. y ;L ) , . sin (Inn) L.
Riemann convergente, d’apres le théoréeme de comparaison la série E ———— est une série
n

n

absolument convergente.

Proposition 1.10 Toute série absolument convergente est convergente.

Preuve. Supposons que la série E u, est absolument convergente, donc la série E |un| est

n

n
convergente, donc la suite des sommes partielles est une suite de Cauchy i.e.

q
Ve >0, dng e N, Vp>qg>ny ona Z lug| < e.
k=p+1

q q
Grace a l'inégalité triangulaire on obtient E ug| < E |ug|, ce qui signifie que la suite des
k=p+1 k=p+1
sommes partielles de la série E u,, est une suite de Cauchy, d’ot la convergence de la série E Uy,

n n

Remarque 1.9 La réciproque de la proposition précédente est généralement fausse. En effet, la série

—-1)" , . ) .
E (=) est une série convergente mais absolument divergente.

n
n

Définition 1.13 Toute série numeérique réelle ou complexe qui converge mais n’est pas absolument

convergente est appelée série semi-convergente.

.. -1)" .. .

Exemple 1.17 la série E (=1 est une série semi-convergente.

— n
n

1.3.2 Séries alternées

Définition 1.14 On appelle série alternée toute série de terme général (—1)" u,,, ot (a,,) est une suite

réelle de signe constant.

1.3. Séries a termes de signes quelconques
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sont des séries alter-

—1 n
Exemple 1.18 Les séries suivantes Z (—1)", Z (=1) : Z (-

n
nées, mais la série E — 1 nest pas alternée.
—n+(-1)

Remarque 1.10 Si la suite (a,) de signe constant, s’elle est positive on peut écrire la série sous la
forme Z (—1)" |a,|, s’elle est négative la série sera Z (=1)" ).
n

n

n? +

1.3.3 Critere de Leibniz

La regle de Leibniz est un critere spécifique pour étudier la convergence des séries alternées.

Théoreme 1.11 Soit (u,) une suite a termes positifs, décroissante et tendant vers 0, alors la série
alternée Z (—1)" u,, est convergente. De plus, sa somme S vérifie Sa, 11 < S < S, pour tout n € N,

n
et son reste R,, d’ordre n vérifie |R,| < t,41-

Preuve. Voir [1] page 97. m

- —1)" [ , o . ,
Exemple 1.19 1. La série E u est une série alternée est appelée série harmonique alternée.
- n
n>0

. Ve Ve 1 . Ve . Ve \ .\
La suite de terme général a, = — est une suite décroissante vers le zéro, d’apres le criteére de
n

I . 1"
Leibnitz, la série E u converge.
n

n>0
. (-1)" iy , : . 1
2. La série E — - est une série alternée, et la suite de terme général a,, = —— est une
~—In(n +2) In(n + 2)
L SRR . . . (=1)"
suite décroissante vers le zéro, d’apres le critére de Leibnitz, la série E — > converge.
— In(n +2)

Remarque 1.11 Dans le théoréme de Leibniz, la suite (u,,) a termes positifs est trés importante. En

effet, considérons la série Z (—1)" u,, ott uy, = VYn > 1. Il est clair que la suite (u,,)

— - Vn+(-1)
1
décroissante vers le zéro. On pose v,, = (—1)" <7 - un) ; Vn>1,ona
n
1 1
n=(—1 == n
=0 (7 - )
1
=—— Vn>1,
n+/n(-1)

1.3. Séries a termes de signes quelconques
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1

donc E v, est une série a termes positifs et v, ~ —, alors la série E v, est divergente, et on a
n
n>0 n>1

(-1D)"u, = (=1) — v, ; VYn > 1, mais la série Z (=1)

7 2
divergence de la série Z (—1)" uy,.

n>1

—_

série alternée converge, ce qui assure la

1.3.4 Critere d’Abel

Le critére d’Abel est un outil tres important pour I'étude des séries complexes ou réelles de signe
non constant. Il est plus fort que le critere de Leibniz pour les séries alternées, mais il est aussi

plus difficile a mettre en ceuvre.
Théoreme 1.12 Soient (a,) une suite réelle positive et (b,) une suite réelle ou complexe satisfaisant
les conditions suivantes :

1. La suite (a,) est une suite décroissante tend vers 0.

2. Les sommes partielles de la série Z b,, sont bornées, i.e.
IM >0, Vn €N |) b <M.
k=0
Alors la série Z a,b, converge.
Preuve. voir [11] m

6m€

Exemple 1.20 considérons la série complexe Z , la suite (%) est une suite réelle positive dé-
n>1

croissante tend vers zéro, et on a
1 — ei(n+1)9

n
nl

Z e = 1—eif

k=1

donc

nf|
Ze o 1 — it

1 |€i(n+1)0| 9

< - — = -
ST T =l e

n ‘ 1 — 6i(n+1)9

ein@

d’apres la régle d’Abel, la série Z

n>1

converge.
n

1.3. Séries a termes de signes quelconques
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1.4 Produit de Cauchy des séries

Définition 1.15 Soient E u,, et E v, deux séries a termes réels ou complexes, la série de terme

n n

général
n
W, = Zukvn_k Vn € N,

k=0

est appelée le produit de Cauchy des séries Z Uy, et Z Up.

Théoreme 1.13 (version faible) : Soient Z u,, et Z v, deux séries absolument convergentes, alors

n n

leur série produit de Cauchy Z w, est absolument convergente, de plus on a

n

+oo +o0o +o0
E Wy = E Uy X E Un.
n=0 n=0 n=0

Théoreme 1.14 Cauchy-Mertens (version forte) : Soient Z U, et Z v,, deux séries convergentes,
n n
dont l'une au moins est absolument convergente. Alors leur série produit de Cauchy Z wy, est conver-

n
gente, de plus on a

+oo +oo +o0
E Wy = E Up X E Un -
n=0 n=0 n=0

Preuve. Voir [11]. m

1.4. Produit de Cauchy des séries
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Universitaire Larbi Ben M’hidi O.E.B

Département de MI 2023-2024
2éme Année Licence Maths(S3) Module : Analyse III
1.5 Série 1 (séries numériques)

Exercice 1 : Etudier la nature des séries suivantes :

2
o (Lo S oy (-
n>1

2
n>1 n>1 n>0

n 1 n
, e cos | —
1) ). (n)
n>1
(Examiner la condition necessalre)

2. a)Zln(l— ) b)z ok )Zﬁ d)Zlnn — 1) — 2Ilnn|. (En utilisant la

n>2 n>0
somme partielle)

Exercice 2 : Calculer la somme des séries suivantes en cas de convergence

1-n 3n 4t
1. ; 2,etnz>09 - ;03%7”2
2. an”,0ﬁ0§x<1.
n>0
3 1
Zarctanm

n>0

Exercice 3 : Etudier la nature des séries suivantes :

1
1.25

n>0

2. 210 ott a, € [0,9] Vn € N.
n>0

3. ; arctan e

Exercice 4 : En utilisant la regle de D’Alembert, la regle de Cauchy, étudier la nature des séries

suivantes :
n n® n! "
1. E —2,5 —aGR,E —,E —ouzx € RY.
n am nn n!
n>1 n>0 n>0 n>0

L.5. Série 1 (séries numériques)
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2

An +3\? n \" ninn
2.z:(n—l> ’;<n+1> ’Z(lnn)"

n>0 n>2

Exercice 5 : Etudier la nature de la série suivante :
einO
>~

n>1

a,0 € R.

L.5. Série 1 (séries numériques)
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1.6 Correction de la série 1

Exercice 1 :

1
1. Les séries numériques sont divergente car le terme ne tend pas vers zéro:a) lim cos | — | =
n

n—-+o00

1 2 " 1
1,b) lim nsin (—) =1,¢) lim (-1)" n—l =n’existe pas, d) lim < n ) =,
n e

n—+00 n—+o00 n?+n+ n—+oo \ N + 1
2
1\" 1
e) li — = —.
)niriloocos (n) \/E
- 1
2. a) on pose S, = Z;m< — i_2)’ on a

Z In(i+1)+1In(i—1) —In(i)]

=ln(n+1)—In(n)—1In2

1 n—-r+oo
nt —In2"=° 12,

In

n

- 1
alors la série Z In (1 — —2> est convergente de somme S = —In 2.
n>2 n

b) OnposeSn:ZZ— on a

il’
~ N (i—1) 1
S":Z(z—n!:Z(z‘—1)!+;(z‘—1)!

=0

=1 =1
- 1 - 1
=2 T TG
=2 =1
= 1 n—-+o00
—92Y "9
— 7!

. n’
alors la série E — est convergente de somme S = 2e.

n>0

1 1 1 1
c) On a = = = — sa somme partielle
) i3tz il n+2) m+l@m+2) n+l) (n+2) P
estdonc S, = 1 — "2 1 = §. (S la somme de la série)
(n+2)

d) Il suffit de mettre

In(n® —1) —2Inn =In <”2—1) :1n<(n—1)§n+1))

[ e

1.6. Correction de la série 1
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n—-4o0o

La somme partielle doncest S, =In (1+ 1) —In2"==" —In2= 5.

Exercice 2 :
4m 4n
= 4 x 5? E —, la série E — est une série géometrique convergente de
2 Hn n
n>0 n>0 n>0
4n+1

somme 5, donc la série E 2 est une série géometrique convergente de somme 500

n>0
d’apres la linéarité. On a g 9t (—2)%*" = E [ 9n 1 =9 E [ ] de la méme ma-

n>0 n>0 n>0

n—1 4n—1
.\ b 7 7 /4 V4
niere que pour 'exemple précédent. On a T — < re Y B et la série de terme général
n 4n—1
Un = oo est une série géometrique convergente, alors la série E I g est convergente
n>0 -
d’apres TC.
2. Pour étudier la série de terme général u,, = nx™, on utilise la regle de D’Alembert, et on a
1
o Upaq ) n+1)x™"
lim /2 = lim L:x<1
n—+00 Uy, n—+00 nx"

ce qui assure la convergence de la série E nx". On pose
n>0

“+oo “+o00 “+o00
S:an":an":xan” —xz (n—1)] n-l
n=0 n=1 n=1
“+oo —+00
= xe"‘l —1—332(77,— Ha™ ! = me"‘l +3:mem
n=1 n=1 n=1 m=0

+o0 +0o0 “+oo
:xe"71+xS<:> (1 —x)SzxZ:c"’l :xem.
n=1 n=1 m=0
o0 T
Mais la série " = ,alors S = ——.
D
; m si ab>1leta>0 et b>0;
3. On sait que arctan a+arctan b = arctan a b—i—c avecc=4¢ —7m si ab>leta<0 et b<0;,
—a
™ si oab<1,
1 1 — 1 — .
et on _ o (1+n)+( n).Slonposea:(1+n)etb:(—n),on
n?+n+1 1+Mn+1)n 14+ n+1)(—n)
obtient
1 _
arctan — = arctan (1+n)+(=n)
n?+n+1 I+ (n+1)(—n)

= arctan (1 + n) 4 arctan (—n)

= arctan (1 +n) — arctan (n) .

1.6. Correction de la série 1
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formule conduisant au télescopage des termes dans la sommation des arctan SRR
n n
alors on obtient

+o0

1 ) us
Z arctan —————— = arctan0 — lim arctan (n) = .
o n“+n-+1 n—-00 2

Exercice 3 :

1. On a par définition n! =1 x 2 x 3...(n — 1) x n, donc (n — 1) n < n!; Vn > 2, alors

1 1
— < n>2,
nl = (n—1)n
mais E _ E ; Les séres E b et E n! sont des séries a termes
(n—1)n n(n+1) n(n+1)
n>2 n>1 n>1 n>0
positifs, d’aprés TC E n! est une série convergente.
n>0
2. 0na 2 < 9 et E 1 série géomeétrique convergente de raison r = = < 1, d’aprés
' 10 — 107’ ~ 107 10 ’

la linéarité des séries convergentes, la série E Ton est convergente, ce qui entraine la
n>0

convergence de la série Z % d’apres TC.

n>0
. 1 w(+oo) 1 [ 1 L. .
3. On sait que arctan — '~ —;, et comme la série g —; est une serie de Riemann converge
n n n

n>1

V4 . 1 \
(o = 2), alors la série E arctan — converge d’apres (TC).
n>1 n

Exercice 4 :

1. 11 suffit d’appliquer la régle de d’Alembert, on a

@) 29n+1
.U ) n<2"
lim —* = Jim — 2 —2>1,
n—+oo U,  n—F002n (n 4 1)
2n
ceci entraine la divergence de la série E ol
n>1
. u . a"tn® . n \* : : < e
®) lim - = lim ————— = lim « = a, il y a trois cas a distinguer
n—+00 Uy, n—-+o0o (TL + 1) a™  n—+oo n+1

na
— Sia < 1, la série E — converge.
n>0 a

1.6. Correction de la série 1
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. - n® ..
— Sia > 1, la série E — diverge.
a

n>0
— Sia =1, la série des entiers naturels Z n diverge.
n>0
. ) n+ 1)In" . n " L. n!
(c) Ona lim il im <—>+1 = lim =1 < 1. Alors la série Z —
n—+00 U, n—-+oon)| (Tl + 1)” n—too \ 1+ 1 € =
converge. B
u ) 2" inl ) x L. "
(d) On a lim " fm ——— " —  lim = (0 < 1. Alors la série Z —
n—+00 U, n—+oo L™ (Tl + 1)! n—+oon + 1 =0 !
nz
converge.

2. En utilisant la reégle de Cauchy, on obtient

4 2 4
(a) lim ¥/u,, = lim < nt 3) = 2 > 1, donc la série Z ( " +13> diverge.

n—-+00 n—+00 TL>0

2

NP n o "
(b) hm’/un_nl_{rfoo <n+1> —< 1) <1 donclaserlez<n+1> converge.

n—-4o00

1+—
n
Inn (Inn)?
(© lim /i, = lim =~ =% " <1 doncl n
C Uy = = =U< onc la série converge.
1nm_)+£ oo Inn Inn ' ; (Inn)"” vets

Exercice 5 : on distingue deux cas

a) Sia <0, le terme ne tend pas vers zéro, donc la série diverge.

b) Si a > 0, Nous étudions la convergence absolue, on a

=— Vn>1

nOé

7 . 1 7 . . . .
et la série Z — est une série de Riemann converge pour « > 1, ce qui entraine la conver-
n>1 n
ein@
gene absolue de la série Z —, donc elle converge. Il reste a étudier le cas ot 0 < o < 1,
n>1 n
ein@ 1 1
on peut remarquer que, si § = 2kmw k € Z, le terme —— égale —, et la série Z — est une
n n 1 n
série de Riemann diverge. On suppose maintenant que ¢ # 2kw k € Z, en utilisant la regle
m@
(0%

d’Abel, on a
Z - Z (eme X n—la) = Zanbn,

n>1 n>1 n>1

1.6. Correction de la série 1
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oua, = — et b, = €™ V¥n > 1. La suite (a,,) est une suite positive décroissante vers zéro,
n

et pour la suite (a,), on pose

N U Ca ol 1 pi(n+1)0
S":kz:;e Tl 1_eif 1_e®
e—zg ei(n-&—%)a
B R
ei(nJr%)@ o—i5
- 2sing _ZSing7
donc
ei(n+%)9 i3
[Snl = 2sing - 2sing
< 2
o ‘sing '
inf

D’apres le théoreme d’Abel, la série Z —— converge (semi convergente).
n

n>1

1.6. Correction de la série 1



Chapitre 2
Suites de fonctions

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur 'étude des suites de fonctions réelles ou complexes
(fn)nen, et montrons les différents types de convergence.
Soit K I'un des corps R ou C et (f,).en suite de fonctions définie sur D C K.

2.1 Convergence simple (C.S)

Définition 2.1

— On dit que la suite de fonctions (f,),cn converge simplement vers une fonction f en x, si la
suite numérique ( f, (zo))nen converge vers une fonction f (o).

— On dit que la suite de fonctions (f,,),cn converge simplement vers une fonction f sur D, lorsque
la suite numérique ( f,, ())nen converge vers une fonction f (x) Va € D, et on écrit

lim f,(x)=f(z) VzeD.

n—-+00

— En d’autres termes, la suite de fonctions (f,,),en converge simplement vers une fonction f sur
D, si
Ve € D, Ve >0, dng(e,2) € N, Vn>ngona |f,(z)— f(x)] <e , 2.1

ol ng dépend de ¢ et z. On note parfois :

c.s

fo — f

n—s--+oo

Exemple 2.1 1. f, (z) = ﬁ;nEN, Vo € R.
- n T

- Siz=0 = f,(0)=0.

37
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-Siz 40 = lirjp fo(x) = liril r_ 0, alors (f,)nen converge simplement vers la fonction
n—-—+0o n—-+oomn
nulle.
1
2. fo(x)=——; N, Vz € R.
fn () a1 n e r €
-Siz=0 = f,(0)=1
-Siz#£0 = lil}rl fo(x) = lirf — =0, alors (f,).en converge simplement vers la fonction
n—+00 n—-+oo NI
f telle que
1 six=0;
flx) = .
0 six#0.
3. fu(z)=sin" (z);n €N, Vz € [0,n].
™ m
-Siz=—- = n(—):l.
ix 27r f 5
- Siz # 5 = lirf fo(x) = lirJ]rn sin” (z) = 0, alors (f,)nen converge simplement vers la

fonction f telle que

4. Prenant 'exemple 2, f, (z) = ;n € N, Vo € R. On étudie la converge simple de

2
x
cette série en utilisant la définition (2.1).

Soientx € R, ¢ > 0 et
1 si x=0;
T) = ’ (2.2)
f @) {0 si x #0.
On a

— Siz =0, si on prend ny = 0, on obtient |f, (0) — f(0)] =0; ¥n > 0.
. 1 1
- i 0.0nalfy(0) - £ ()] = s (0) - 0] |

nx?+1 :nx2+1
9 1—¢

— n>

<e <= l<eni’+e —

l—e<enx >
T

1—¢
ex?

Il suffit de prendre ng = { ] + 1.( remarquons que ny dépend de ¢ et z)

Alors (f,,)nen converge simplement vers la fonction f qui définit par (2.2).
5. fa(z)=2";neN, Vz €[0,1].

Soientx € R, ¢ > 0 et
1 six=1;

f(x):{ 0 sizel01]. 23

Ona
— Sixz =1, sion prend ny = 0, on obtient |f,, (1) — f(1)| =0; ¥n > 0.

2.1. Convergence simple (C.S)
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1
—Siz#£0,0nalf,(z)— f(z)] = |fu(z)—0] = |27 =2" <& = nlnz <lne < n>£.

Il suffit de prendre ny = En—g] + 1.( remarquons que ny dépend de ¢ et x)
nz

Alors ( f,)nen converge simplement vers la fonction f qui définit par (2.3).

2.2 Convergence uniforme (C.U)

Définition 2.2 On dit que la suite de fonctions (f,,),en converge uniformément vers une fonction f
sur D C K, si

Ve >0, Ing(e) e N, Vn>no,Ve € D ona |f,(x)— f(z)|<e ,

oll ng ne dépend que de . On note parfois :

C.U

In n:w e
na?
Exemple 2.2 f, (z) = A €N, Vz € a,+o0] a>0.
— nx
na?

- lim f,(z) = lim

=1, alors converge simplement vers la fonction z) = 1.
n-too notoonz? + 1 ) (fn)nEN g p f( )

Ona:|f, (o)~ f (2) = | < Ve e [, ool
— e () — )| = — = , VO a, o] .
nr? + 1 nr2+1 na?+1
1—¢€ . .
On pose <eg = ena’+ec<1 <<= ena’®<l—¢e < n> —6, il suffit de prendre
na®+1 ga?

25} + 1.( remarquons que n, ne dépend que de ¢ )
a

Proposition 2.1 La suite de fonctions ( f,),en converge uniformément vers f sur D C K, si et seule-

ment si
lim sup|f,(z)— f(z)] =0 < nLHEOO [frn (x) = f ()|l = 0.

n—+0zecp

Preuve. - Supposons que La suite de fonctions (f,,),cy converge uniformément vers f sur D, i.e.
Ve >0, Ing €N, VYn >ng,Ve € Dona |f, () — f(x)] <eg/2 ,

donc
sup | fn (z) — [ (z)| S e/2<e ,

zeD

si on passe a la limite, on obtient

lim || fn (2) = f (2)]|c = 0.

n—s—+o00

2.2. Convergence uniforme (C.U)



Chapitre 2. Suites de fonctions

- Inversement, supposons maintenant que

im | fn (2) = f(2)] =0,

n—-s-4o0o

on peut €crire la limite sous a forme
Ve >0, dng € N, Yn >ngonasup|f,(z)— f(z)] <e ,
zeD

mais on a

[fn (2) = f ()] <sup|fn (x) = f(2)| ; Vo €D,

zeD
donc
Ve >0, dng € N, Vn > no,Ve € D ona |f,(z)— f(z)] <e ,

c’est-a-dire la suite de fonctions (f,,),cny converge uniformément vers f sur D. =
Exemple 2.3 1. f, (z) = (1 —2)2"; neN, Vz € [0,1].

Il est clair que f, C—i f=0.

Ona
[ () = f (@) = (1 —z) 2"
Pour étudier la convergence uniforme, il faut étudier les variations de la fonction g qui définit par

g(z)=1—-z)z"; z€]0,1].

On a
g (x)=[n—(n+1)aa""" ze[0,1].

sup 11, (0) — @)l = (=25) = (- )n~i 0

z€[0,1] n+1 n-+1

Donc

Alors f, <% f=o0sur 0,1].

n—-+

2. fo(z)=2";neN, Va e€0,1].

c.s \
Ona f, — f ou
n—-—+00
1 sixz=1,;

f(x):{ 0 sizel01]. 2.4

On va étudier la convergence uniforme sur toute intervalle [0,a] o1 0 < a < 1.

On a

|[fn (2) = f ()] = 2",

2.2. Convergence uniforme (C.U)
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donc

sup |fn (2) = f(2)| = sup 2" =a" — 0.

z€[0,a] z€]0,a) n—+00

Alors f, <% f=o0sur [0,a] o1 0 < a < 1.

n—--+o0o

Proposition 2.2 La convergence uniforme conduit a la convergence simple.

Preuve. Découle immédiatement des définitions. m

Remarque 2.1 La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie.

Exemple 2.4 Dans le cas f, (z) = 2"; n € N, Vz € [0,1] de l'exemple2.1, nous avons une conver-

gence simple sur [0, 1] mais pas de convergence uniforme sur le méme intervalle, car

sup |fn(2) = f(z)|= supz" =1 - 0.
z€[0,1] x€[0,1] n—+o00

Proposition 2.3 Soit (f,),en une suite de fonctions converge simplement vers f sur D C K, , s'il

existe une suite positive (a,), .y converge vers 0 telle que

|fo (@) — f(2)| < ay ; Yo e D.

Alors la suite de fonctions ( f,,),ey converge uniformément vers f sur D. (ce type de convergence
est parfois appelé convergence normale(C.N)).

Preuve. Supposons qu’il existe une suite positive (a,), .y converge vers 0 telle que
() = f (@) <an 5 Vo eD. (2.5)
La suite (ay,), . converge vers 0, i.e.
Ve >0, dng e N, Vn>n onaa, <e/2 ,

et d’apres (2.5), on a
sup |f, (z) — f(2)| <e/2<e; Vo€ D.

zeD

Alors f, A fsurD. m

n—--+

Exemple 2.5 f, (z) = ;neN, VrelR

2 4+n

Ona lim z) = lim
nHJrOOfn ( ) n—toox2 +n
on a

= 0, alors (f,,)nen converge simplement vers la fonction nulle, et

)= f @) = <

2 4+n

. . . . . 1 . V4
et il est clair que la suite positive «, = — converge vers 0, alors ( f,,),cy converge uniformément
n

(converge normalement) vers la fonction nulle.

2.2. Convergence uniforme (C.U)
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2.3 Critere de Cauchy

Proposition 2.4 Pour qu’une suite de fonctions ( f,,),en converge uniformément vers f sur D C K,

[ faut et il suffit que
Ve >0, dng(e) €N, Vp,q e N telsquep > q > ng,Vr € D ona |f,(z)— f,(x)] <e.

Preuve. La condition nécessaire : Supposons que la suite de fonctions (f,,),cn converge unifor-

mément vers f sur D, i.e.
Ve >0, Ing €N, Vn >no,Ve € Dona |f, (z)— f(x)] <e/2 .

Soit ¢ > 0, pout tout p,q € N tels que p > ¢ > ng, en utilisant 'inégalité triangulaire, on a
o (@) = fo (@) = [fp (2) = f (2) + [ (z) = fq (z)]

< |fp (@) = F @)+ [fy () = [ ()]
<ef2 +¢e/2=c¢,

alors la suite de fonctions (f,),en Vérifie le critere de Cauchy pour la convergence uniforme
(proposition2.4).
La condition suffisante : Supposons que la suite de fonctions (f,,).cn Vérifie le critére de Cauchy

pour la convergence uniforme sur D (proposition2.4), donc
Ve >0, dng(e) €N, Vp,g e N telsquep > g >no,Vr € D ona |f,(z) — f,(z)] <e/2.

Soit x € D, la suite (f, (z))nen est de Cauchy dans D, donc elle converge vers une fonction que

nous posons f (x). alors
Ve>0,dngeN, Vp>ngona |f,(x)— f(z) <e/2 .
En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient

[ () = f (@) = | () = fp (@) + [, (z) = ] (2)]
< fo (@) = fo (2)| + [y () = f (2))]
<e/2 +¢/2=¢,

Alors la suite de fonctions ( f,,),cy converge uniformément vers f sur D. m

2.3. Critere de Cauchy
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2.4 Propriétés de la convergence uniforme

2.4.1 Continuité

Théoreme 2.1 Soit (f,)n.en Une suite de fonctions converge uniformément vers [ sur D, si f, ;
Vn € N sont toutes continues sur D, alors la fonction f est aussi continue sur D, et pout tout xq € D
on écrit

lim lim f,(z)= lim lim f,(x)= lim f(z)= f(x).

n—-4o00 r—xo r—xoN—>400 r—x0

Preuve. Supposons que la suite de fonctions ( f,,),cn converge uniformément vers f sur D, i.e.
Ve >0, dng € N, Vn > ng,Vez € Dona |f, () — f(x)] <e/3 .

et supposons que f, ; Vn € N sont toutes continues en xy € D, donc

Ve >0,30 >0,Vz € Dsi |z —xg| <dona |f,(x)— fn(xo)| <e/3 .

En utilisant I'inégalité triangulaire deux fois, on obtient

[f (@) = f (zo)l = |f (&) = fu (2) + fu (2) = fu (20) + fn (20) — f (20))]
<|fu(x) = f (@) + [fu (x) = fu (20)| + | fu (20) — f (w0)]
<e/3 +¢/3 +¢/3=¢.

d’ou f est continue sur D. =

Exemple 2.6 f, (z) = n ;,neN, Ve ela,ljou0<a<1
1
Il est clair que f,, C—i f=—surfa,1],et
n—- —+00 €x
n 1 1 1 1
n J— fr— — — | = < < 07
() = /()] ne+1 x| (nx+1)z nz?2  na? n—+too
. ! 1
il suffit de prendre ng = {—2} + 1.
ea

donc f, <% fsur la,1].
n—--—+00
Et comme les termes de la suite ( f,,),en Sont tous continus sur [a, 1], alors f est continue sur [a, 1] .

Remarque 2.2 Si (f,).en une suite de fonctions continues converge simplement vers f sur D, si la

fonction f n’est pas continue sur D, alors la convergence n’est pas uniforme.

2.4. Propriétés de la convergence uniforme
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Exemple 2.7 f, (x) =2"; n €N, Vz €[0,1].

Ona f, o5 f ou

n—s--+oo

f(x>={ L sie=1l; (2.6)

0 si zel0,1],

mais f n’est pas continue sur [0, 1], alors (f,,),eny ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].

Proposition 2.5 Soient (f,,).en une suite de fonctions continues converge uniformément vers f sur
D, et (a,)nen une suite de D converge vers a, alors la suite numérique (f,(a,))nen converge vers
f(a), etona

lim f.(a,) = f(a).

n—---4oo

Preuve. Découle immédiatement du théoreme2.1. m

Remarque 2.3 Soient (f,),en une suite de fonctions continues converge simplement vers f sur D,
et (a,)nen une suite de D converge vers a, si la suite numérique ( f,,(a,))nen ne converge vers f (a),

alors (f,)nen ne converge pas uniformément vers f sur D.
Exemple 2.8 f, (z) =2"; neN, Vz € [-1,1].
Il est clair que f, C—i f ou

1 sixz==+l1;

f(x) = ' 2.7)
(@) 0 si zel-1,1],

considérons la suite numérique (a,,),en OU

1

ap,=1—— ;VneN.
n

on a (a,),ey converge vers 1, mais
1 I\" hioo
(D) =(- 1) = e s
n n

alors (f,,)neny Ne converge pas uniformément vers f sur [—1,1].

2.4.2 Intégrabilité

Théoreme 2.2 Soit (f,)nen une suite de fonctions continues (intégrables) converge uniformément
vers f sur |a,b], alors la fonction f est intégrable sur [a,b], de plus
b

lim /b folz)dz = / lim f, (z)dz = /b f(x) da.

n—--—4oo n—s-+oo
a

2.4. Propriétés de la convergence uniforme
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Preuve. Supposons que ( f,).cn une suite de fonctions continues converge uniformément vers f
sur [a,b], on a

3

Ve >0, dng € N, Vn > ng,Vx € [a,b] ona |f, (z)— f(z)] < o (2.8)
et d’apres le théoreme2.2 la fonction f est aussi continue sur [a, b], donc elle est intégrable sur
la, ], donc

b b b
[f@de [f@ds| =| [ (@)~ f @) da

cela signifie que
b

nirﬂoo/bfn (m)dm:/f(x)dx.

a

Exemple 2.9 fn(x):#H;neN, Vo ela,ljoul<a<1

: . : . , 1
On sait que la suite de fonctions (f,, (x)) converge uniformément vers f = — sur [a, 1], et on a
T

1
1

/ n dxr =In nt ,
nr + 1 na+ 1

a

donc

n—-s--+oo

b
lim /fn(x)dx: lim ln(n+1):—lna.

D’apres le théoreme2.2 on a

b
/f (x)dxr = —Ina.
a
Remarque 2.4 Si (f,)nen une suite de fonctions continues converge simplement vers f sur [a,b], si

n—--+00

b b
lim / fn(x)dx # / f (z) dx, alors la convergence n’est pas uniforme sur [a, b|.

2.4. Propriétés de la convergence uniforme
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2.4.3 Dérivabilité

Théoreme 2.3 Soit (f,,)nen Une suite de fonctions définies sur [a, b] , vérifie les conditions suivantes :
1. (fu)nen de classe C* sur [a,b].
2. (fu)nen C.Svers f sur [a,b].
3. La suite de dérivées (f])ncn converge uniformément vers g.

Alors la suite (f,,),eny converge uniformément vers une fonction dérivable f, de plus on a

et on écrit

im_f0)=(m_50) =7,

n—---+o0o

Preuve. Voir [11]. =

Remarque 2.5 La convergence uniforme de la suite de dérivées (f!)nen garantit la convergence uni-
forme de la suite (f,,)nen, mais la convergence uniforme de (f,).en nest pas suffisante pour que la

suite (f!)nen converge uniformément.

2.4. Propriétés de la convergence uniforme
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Universitaire Larbi Ben M’hidi O.E.B

Département de MI 2023-2024
2éme Année Licence Maths(S3) Module : Analyse III
2.5 Série 2 (suites de fonctions)

Exercice 1 : Etudier la convergence simple des suites de fonctions suivantes :
1. fu(z)=(1—-2)a";neN, Vo el0,1].
2. fu(zx)=2";neN, Ve e|0,1].

Tr\" "
3, fn(x):<1+ﬁ> :n e N*, Ve eR.
4. fulz) = Smnnx;nEN*, Vz € R.

5. fu(x)=n arctanE ;ne N, Ve eR.
n

6. fu(z)=€";neN, VreR.

1‘2

7. fo(x) = ——=;n e N, VzeR.
/332 + 1
Exercice 2 : Etudier la convergence uniforme des suites de fonctions suivantes :
1. fu(x)=nz(1—2)";neN, Vze[0,1].
2. fn(x)= nze ™ ;neN,, VzeR.

sin nw
3. fu(z)= ;ne N, Vo e|0,2n].
NG
x
- Jn = > o R.
4. fn(2) B n e N, Vo €

nr+ 1

5. fn(ac):cos< );nEN*, Vr e R.

Exercice 3 : Considérons les suites de fonctions suivantes :

1. f, () ;neN, Vo e|0,1].

B 2nna? 4+ 1

2.5. Série 2 (suites de fonctions)
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(a) Etudier la convergence simple de (f,,).

1 1
(b) Calculer / fo(x)dx et / f (z) dx. La convergence est-elle uniforme.
0 0

2. gn(x):#“;neN,, Vo € R.

(a) Etudier la convergence simple de (g,,).
(b) Etudier la convergence uniforme de (g,,).

(¢) Etudier la convergence uniforme de (g/,).

2.5. Série 2 (suites de fonctions)
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2.6 Correction de la série 2

Exercice 1 :
1. fu(x)=(1—2)a";neN, Vze|0,1].

- Siz=0,0naf,(0)=0,etsiz=1 = f,(1)=0.
- Siz €]0,1,ona lir+n fo(x) = hI+I1 — 2"t = 0, alors (f,)nen converge simplement vers la

fonction nulle.
2. fu(x)=2";neN, Vxe|0,1].

- Siz=1,onaf,(1)=1
- Size0,1[,ona liI_P fn(z) = lim 2™ = 0, alors ( f,),en converge simplement vers la fonction

n—-+o0o

f telle que
1 siz=0;

f(x):{ 0 si zel01].

3. fn(x):(lJr%)n;neN*, vz € R.

On a 1ir+n fo(x) = 1irJ1£1 (1 + E) = ¢”, alors (f,,)nen converge simplement vers la fonction
n—-+0oo n——+0oo n
f(x)=e"

sin nx

4. fn(z) = - ;ne N, Ve eR.

sin nx

Ona lim f,(z)= lim = 0, alors (f,,)nen converge simplement vers la fonction.

n—-+o0o n—-+4oo n
x
5. fu(x) =n arctan —; n € N*, Va € R.
n

T v(oco X T v(oco .
On a arctan — () —, donc narctan — ) x, alors (f,)nen converge simplement vers la fonc-
n n

n
tion f (z) = x.
6. fu(zx)=€";neN, VreR.

- Siz=0,ona f,(0)=0.
- Siz<0,ona hr_{l fo(z)= lim ™ =0.

n n—-+00
—Siz >0,ona lim f,(x) = lim "™ = +o0, alors (f,)nen converge simplement sur |—oo, 0]
n—-+4oo n—-+00

vers la fonction

f(x):{ 1 siz=0;

0 si z€]—00,0].

et sur R’ , nous n’avons pas de convergence, donc nous ne I'avons pas sur R.

2.6. Correction de la série 2
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22
7. fn(t) = ——=;ne N, VzeR

N
- Siz=0,ona f,(0)=0.

-Siz#0,ona lim f,(x) = lim —— = el |z| , alors (f,)nen converge simplement
T

n—-+o0o n—-+o00

vers la fonction

Exercice 2 :
1. fu(z)=nz(1—2)";neN, Vze|0,1].

- Siz=0,onaf,(0)=0,etsiz=1 = f,(1)=0.
- Siz€]0,1[,ona liI_il_l fo(x) = liIf n(1—x)a™ =0, alors (f,,)nen converge simplement vers

la fonction nulle.

On a
|fo () = f(z)| =nz (1 —2)" =g (2),

donc la dérivée de g est donnée par
Jd@)=n(l—2)""[1-(n+1)a]; zel0,1].

Alors

sup 1o (0) — 1 @) = () = o (2 )"”@1 . 0

2€[0,1] n+1 n+1\n+1 € n—+oo
Par conséquent ( f,,),en Ne converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] .

2. fo(z) =nze ™" ;neN,, VzecR.

Ona f, o5 f=0,

n—---+00

et
o (2) = f (@)] = nwe™™" = g (),

donc la dérivée de g est donnée par

Alors

_ (L Y_
xsg[log]|fn<x>—f<x>|—g( m)‘ VL e

Par conséquent ( f,,),en Ne converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

2.6. Correction de la série 2
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sin nx
3. ful(r) = ———;neN, Yoel0,2n]
vn
Il est clair que f, C—i f=0sur[0,27],
et | |
sin nx 1
|[fn () = f (2)] = < —=

. .. 1
et la suite numérique (— converge vers 0, donc (f,),en converge normalement vers la
neN*

Vn

fonction nulle sur [0, 27], alors elle converge uniformément.

4. fn(w):nxfﬁ;neN*,, Vo € R.

Il est clair que f, C—i> f=0surR,

et | |
xZ
@)= f @) = —"—
On définit la fonction g par
x
g9 () g, v 20,
sa dérivée est
/ z 2
xr) = 1—nx"); >0,
g1 (nz? + n) ( )

Donc

1 1
u n — = — | =— — 0.
s 172 (0) rol=9( =) =3z =

Alors ( f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

nr+1

5. fn(x):cos< );nEN*, Vo € R.

1
On a hrf fo(x) = lir+n cos (nx i ) = cosz, donc (f,),en converge simplement sur |—oo, 0]
n—-+0o n—-+0o00 n
vers la fonction f (z) = cosz,
2.6. Correction de la série 2
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et

o) = £ @) = Jeos ("2 ) = con )

_ |cos () cos (%) _ sin (z) sin (%) _ cos ()

— |cos () {Cos (%) - 11 _ sin () sin (%)‘

2n?2 N n—+oo

1 1
< -] -1 i in|—
< |cos ()| |cos (n) ‘ + |sin ()] |sin (n)‘
1 . 1 v(oo) 1 1
<lcos|— | —1|+ |sin| — ~ — 4+ - — 0.
n n

Alors ( f,)nen converge uniformément vers la fonction f (z) = cosx sur R.

Exercice 3 :

L fi(@) = —20  neN, Vze 0]
R _2"nx2—|—1’n ,, VT 1.
a.

Siz=0,0onaf,(0)=0.

. . . A
Siw#00ona lm fu(r) = lim S0 e
fonction nulle.

= 0, donc (f,),en converge simplement vers la

b. Ona

1

1
2"x
w()de = | ————d
/f (x) dx /2”nx2+1$
0

0

1
1 n2ntly

o) 2z 1100

2n + 2n + 2n 2
mais

/f(x)dmz().

0

2.6. Correction de la série 2
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donc (f,,)nen ne converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] .
2. gn ()

a. La convergence simple : on a lim z) = lim
g p Jm g, (2) = lim —— 1

simplement sur R vers la fonction g () = 0,

:TL;L’Q——H;nEN” Vo € R.

= 0, alors (g,)nen cOnverge

b. La convergence uniforme : on a

|gn (2) — g ()] = mLxL = % ((\/%i%) , (2.9)
En utilisant le changement de variable ¢t = \/n |x|, 'expression précédente (2.9) devient
1 t
on (0) = 90l = = (7777 ). 210
Et d’autre coté, on a
(P+1) >0== t2t+1 g%; vt e R.

De l'expression (2.10)
1
n — = — 0.
lgn (2) =9 @)l =52 =2
Alors ( f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

c. La série de dérivées : on a

1— 2
g () = iﬁ Vo e R.
(nx? 4+ 1)
- Siz=0,onag,(0)=1.
1 — 2
- Siz #0,ona lim g,(x) = lim % = 0, alors (g,)nen converge simplement vers la
n—-4o00 n——+o00 (nx2 + 1)
fonction
1 sixz=0;
g(x) = { :
0 sinon.

Et comme g (z) n’est pas continue, alors (g,),cn ne converge uniformément vers la fonction

nulle sur R.

Remarque 2.6 cet exemple garantit que la convergence uniforme de (g, ),en n’est pas suffisante pour

que la suite (g.,)nen converge uniformément.

2.6. Correction de la série 2
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Dans le présent chapitre, nous allons étudier les différents types de convergence de séries de

fonctions réelles ou complexes Z fn, dont le terme général est un terme général d’une suite de
n>0
fonction (f,),en définie sur D C K.

3.1 Convergence simple (C.S)

3.1.1 Définitions

Définition 3.1

Soit (f,),cy Une suite de fonctions, la suite suivante
Sy () :ka(a:) ; Ve € D Vn € N,
k=0

est appelé somme partielle d’ordre n de la série Z fon-
On dit que la série de fonctions Z fn converge simplement sur D, lorsque la suite de fonctions

(S,) converge simplement sur D, en d’autres termes
Ve e D,Ve >0, dng € N, Vn >ngona |S, (z) —S(x)] <e,

dans ce cas S est la somme de la série E I

Remarque 3.1 Si la série de fonctions Z fn converge simplement sur D de somme S, alors la série

numeérique Z fn () converge pour tout = € D et de somme S (x), et on écrit
o0 +o00
S(x) = (an) () = an (z); Yz e D.
n=0 n=0

54
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Définition 3.2 Soit Z fn une série de fonctions converge simplement sur D, la fonction R, définie
par
+o00o
Ru(z) = Y fi(2),
k=n+1

est appelé reste d’ordre n de la série Z f-

Remarque 3.2 On a pour tout x € D

Exemple 3.1 f,(z)=2(1—2)";neN, Vz€[0,2]

- Siz=0,ona f,(0) =0donc S, (0) = S(0) =0, donc Z fn(0) converge.

_Sixe]O,Q[,onaSn(x):zn:fk(x): z(1—a2) = x(l_x>k:x1—(1—l‘)n+1:
k=0 k=0 k=0 1—(1-x)

n

1 — (1 o a:)n—kl :
donc la suite de fonctions (.5,,), définie ci-dessus, converge simplement sur |0, 2] de somme S (z) =

1, alors Z fn converge simplement sur [0, 2[ et de somme S, telle que

0 siz=0;
S@y=4 ., 0
1 size]0,2].

3.1.2 Condition nécessaire de la convergence simple

Théoreme 3.1 Pour qu’une série de fonctions g fn converge simplement sur D, il est nécessaire

que la suite de fonctions ( f,)n.en converge simplement sur D vers 0.

Remarque 3.3 Si la suite de fonctions ( f,,).cn ne converge pas sur D vers 0, alors la série de fonctions

E fn ne converge pas sur D.

Exemple 3.2 f, (z) na” - 1 cN, Vx e R
2 fo(zr)=———=,n€eN, VzeR
71) n$2+1
- Siz=0,ona f, (0) = —1.

- Siz#0,ona lim f,(z)=1,donc (f,).en converge simplement sur R vers f (z), telle que

n—--400
f(a:):{ -1 si z=0;

1 sinon.

Alors la série de fonctions E fn ne converge pas sur R.

3.1. Convergence simple (C.S)
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3.1.3 Critere de Cauchy pour la convergence simple

Théoreme 3.2 Pour qu’une série de fonctions g fn converge simplement sur D, il est nécessaire et

suffisante que pour tout x € D, la suite (S, (x))nen est de Cauchy, en d’autre termes

> fel)

k=q+1

Ve >0, 3dng(e) €N, Vp,g e N telsquep >q>ng, Vxr € Dona < e

3.2 Convergence absolue (C.A)

Définition 3.3

On dit que la série de fonctions Z fn converge absolument sur D, lorsque la série de fonctions

de termes positifs Z | f| converge simplement sur D.

n

X
E le 3. =— R.
xemple 3.3 f, (z) 1+\/ﬁ,neN, Va €
- Siz=0,ona f,(0) =0, donchn(O) converge.
- Siz#0,ona
B " B |z™|
2 Mn@l=3_ 1+ n _Zl+ﬁ’

En utilisant le critere de D’Alembert, on obtient

for (@) _ "M +vR) 2]
fo(@) |~ || (1+ VR 1) n—too

donc la série Z | fn| converge simplement si |z| < 1.
Si |x| = 1, on distingue deux cas :

1 1 1
-Siz=1 di ~—
ix ,onazl+\/ﬁ 1vergecar1+\/ﬁ Tn

—1\"
- Sizr=-1,0ona Z % converge d’apres Leibnitz.
n

(série de Riemann diverge).

Par conséquent Z fn converge absolument sur [—1,1].
Remarque 3.4 La convergence absolue conduit a la convergence simple.

Exemple 3.4 Dans l'exemple3.3, la série Z fn converge simplement sur [—1,1].

3.2.  Convergence absolue (C.A)
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3.3 Convergence uniforme (C.U)

3.3.1 Définitions

Définition 3.4 On dit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur D, si la suite

(Sn)nen converge uniformément sur D vers S, i.e.
Ve >0,V €D, 3dng(e) €N, Yn>ngona |S, (z)—S(x)| <e,

Définition 3.5 On dit que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur D, si la suite de

reste (R, )nen converge uniformément sur D vers 0, en d’autre termes

lim sup|R, (z)|= lim suplS,(z)—S(z)| =0.

n—+00zepD n—+00zepD

Exemple 3.5 f,(z)=a2";neN, z€l0,1]

En utilisant le critere de Cauchy, on obtient

Vi (@) = =,
1 — gntt
donc la série Z fn converge simplement sur [0, 1], etona S, (z) = . :neN, xel0,1].
-z
. ‘s . 1
Il est clair que la série (.5, ),en converge simplement sur [0, 1] vers S (z) = . , et
-z
50 (0) =5 () = | L
n(x)—S(x)] = -
1—2z 1—2z
xn—l—l
T 1_x In (2)

En calculant la dérivée de g, on obtient

Zn+1—nr

92@):5” (1_w)2 )

donc

suplS, (2) = 5 0 = on (7 )<”Zi) ~t et — oo

x€eD n+ 1 1— n—s—+o0o

n+1
Alors la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

Maintenant on va étudier la converge uniforme sur [0,a] o 0 < a < 1.

3.3. Convergence uniforme (C.U)
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On a la série Z fn converge simplement sur [0, 1], donc sur tout intervalle [0,a] o1 0 < a < 1, et

on a
xn—l—l an+1
n () =[S, (x) = S = < 0.
gu(@) =[S0 (2) =S @) = T — < — —
1
Donc la suite (S,),eny converge normalement sur D vers S(z) = ] , alors la série Z fn
. , 1
converge uniformément sur [0, a] vers S(x) = T
— X

3.3.2 Condition nécessaire de la convergence uniforme

Théoreme 3.3 Pour qu’une série de fonctions E fn converge uniformément sur D, il est nécessaire
que
— Elle soit converge simplement sur D.

— Son terme général converge uniformément sur D vers 0.

Remarque 3.5 Soit E fn une série de fonctions, si E fn ne converge pas simplement sur D ou
la suite de fonctions (f,),en ne converge pas uniformément sur D vers 0, alors la série de fonctions

E fn ne converge pas uniformément sur D.

Exemple 3.6 f, (z) = Lx" Vn € N*, Vo € [1,+oo].

n? +

OnaVer >1 : 2x
nc+x

converge simplement.

~ — (terme général d’'une série de Riemann converge), donc la série E fn
n

Pour étudier la convergence uniforme, on étudier les variation de la fonction g,, qui définit par

90 (@) = |fu (@) = ] (@)] = 57—
donc la dérivée g, est
n2
g (z) = (712—+x)2 > 0; Vn € N*, Vz € [1,4+00|.

donc
sup |fo (2) — f(2)] = lim g,(x)=1 —» 0.

zeD T—>+00 n—--—+o00

Alors la série de fonctions Z f» ne converge pas uniformément sur [1, +oof.

3.3. Convergence uniforme (C.U)
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3.3.3 Critere de Cauchy pour la convergence uniforme

Théoreme 3.4 Pour qu’une série de fonctions E fn converge uniformément sur D, il est nécessaire

et suffisante que pour tout x € D la suite (S, ())nen est de Cauchy, en d’autre termes

> el

k=q+1

Ve >0, Vr € D, 3Ing(e) €N, Vp,q e N telsquep >q>ng ona < e

3.3.4 Convergence uniforme pour les séries alternées

Proposition 3.1 Soit (f,,).en Une suite de fonctions positives définies sur D C K telles que
1. (fn)nen converge uniformément sur D vers 0.
2. Vx € D, la suite numérique (f, ()),,oy décroit.

Alors la série alternée Z (—1)" f,, converge uniformément sur D.

Preuve. Soit z € D, on pose

gn (x) = (=1)" fa,
donc la suite de restes de la série Z g, est donnée par

—+00

R, (33) = Z 9k (l‘),

k=n+1

et elle vérifié
|Rp (2)] = |gnyr (2)] = [ frg (2)],

mais (f,)nen converge uniformément sur D vers 0, alors (R, (z)) converge uniformément sur D

vers 0, par conséquent E (—1)" f, converge uniformément sur D. m

Xz

Exemple 3.7 Considérons a série Z (-1)" , [0,a] ot a > 0.

n>1 n? + nx

La série précédente est une série alternée, on pose f, (z) =

On a
X

[fn ()] =

donc (f,,)nen converge uniformément sur [0, a] vers 0. Il est facile de voir que la suite numérique

n? + nx

7 . 7 . 7 n . 7
(fn (2)),,en €st décroissante. Alors la série alternée 2@1 (—1) S converge uniformément

sur [0,a] ol a > 0.

3.3. Convergence uniforme (C.U)
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3.3.5 Critere d’Abel pour la convergence uniforme

Théoreme 3.5 Soient (g, ) une suite réelle positive, et (f,) une suite réelle ou complexe satisfaisant

les conditions suivantes :

1. La suite (g,,) est une suite décroissante sur D..
2. La suite (g,,) converge uniformément vers O sur D.
3. Il existe M > 0, tel que pout tout n € N

sup
zeD

k=0
Alors la série E fngn converge uniformément sur D.

Preuve. On va démontrer que E fngn vérifié le critére de Cauchy pour la convergence uniforme.

Soit p,q € N tels que p > ¢, si on pose f,, = s, — s,_1; Vn € N, on obtient

;:(fngn) (z)| = pz:((sn — Sn-1) gn) (7)
- ;Sn 9n an z) g1 ()
= |59 (%) gq (x) = 5 (x) Gy (& +an — gnt1) (@)
< Isq (@)] lgq (@) + Isp (@) 1gp41 ( |+Z!8n = gnt1) (@)

< 2M |gp ()] + [gp1a ()]

et comme la suite (g,) converge uniformément vers 0 sur D, donc E fngn Vérifié le critere de

Cauchy pour la convergence uniforme, alors la série E fngn converge uniformément sur D. m

ina:

Exemple 3.8 considérons la série complexe Z € [a,b] tels que b > a > 0.

na:2+1

On va appliquer le critere d’Abel. La série précédente peut étre écrite sous une forme adaptée

an2+1_2f" In 1)

comme suit

3.3. Convergence uniforme (C.U) |39
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N nx 1
OUfn(.ZU):G , gn(m):nla——{—]_

La suite (g,,) est une suite positive décroissante, et

1 1
n24+1 " na?2+1 n:oo

donc la suite (g,,) converge uniformément vers 0 sur |a, ] .

Par un calcul simple, on obtient

n
sup Zeikx < ;,
evlig | zpler
eina}
donc la série Z o2 g ] comverge uniformément vers 0 sur [a, ] .

n>1

3.4 Convergence normale (C.N)

Définition 3.6 On dit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur D, s’il existe une

suite numeérique positive converge (a,), -y telle que

neN

|fu(z)| <@y ;Vn €N, Vo € D.

Remarque 3.6 Pour que la série de fonctions Z fn converge normalement sur D, il faut et il suffit

que la série Z sup | f,, (z)| converge.
€D

Preuve. La démonstration est immédiate, il suffit de prendre a,, = sup | f, (z)|; Vn € N. =
€D

Proposition 3.2 La convergence normale conduit a la convergence uniforme.

Preuve. Supposons que E fn converge normalement sur D, pour démontrer la convergence

uniforme de E f» on utilise le critere de Cauchy pour la convergence uniforme.

D’aprées la remarque3.6, la série E sup | f ()| converge, donc elle vérifié le critere de Cauchy
xzeD

pour les séries numériques (propositionl.5), donc

q
Ve >0, dng(e) €N, Vp,q e N telsquep > q > ng,Vr € D ona Zsup|fp(x)| <e. (3.1

1 xeD
Mais on a . .
Sup Z‘fp (@)] < ZSUp|fp (@)], (3.2)
€D 1 1 €D

donc la série Z fn est de Cauchy, alors la série de fonctions Z fn converge uniformément sur
D =

3.4. Convergence normale (C.N)
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Remarque 3.7 Il s’agit d’étudier, sur un exemple donné, la convergence d’une série de fonctions

Z fn. On peut proposer le plan suivant

{ 2 f, converge-i-clle
\ m20 " simplement ?

£y
%

’
\

o f, converge-t-elle S’ -
30" normalement
, N

—

Remplacer D par
I'ensemble )’ de convergence
4 simple de >3 i

% npxl™"  pep

L7

,-> Est-ce gue
)3 f. converge normalement, \ swl | =07
D ne=

{n20 " donc uniformémen,
absolument, simplement

&

[,
/ Esi-ce que 3 ';f;,
{ sup g | =31 )
pp RI. = .
= )
5 \
¢
] \, L]
i 20,
L [ converge uniformément, | |a30" ™
20" done simplement Converge pas
uniformément
S—

1.pdf
FIG 1 : Procédure d’étude d’une

série de fonctions.

Exemple 3.9 f, (z) = Sm#; neN, zelR
- n
On a
sin nx 1
|fn (2)] = > Sﬁ Vo € R.

sin nx

converge normalement sur R, alors

. .
Comme E — série de Riemann converge, donc E 5
n n

elle converge pour tous les autres types de convergence.

3.4. Convergence normale (C.N)
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3.5 Propriétés de la convergence uniforme

3.5.1 Continuité

Théoreme 3.6 Soit g fn une série de fonctions continues sur D et converge uniformément sur D

de somme S, Alors sa somme est une fonction continue sur D, et pout tout xq € D on écrit

S (o) = lim 37 (@)= 3 lim fu@) = 3 f (w0).

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoreme2.1 a la suite des sommes partielles (5,,). =

Remarque 3.8 Si E fn une série de fonctions continues converge simplement sur D de somme S, si

la fonction S n’est pas continue sur D, alors la convergence n’est pas uniforme sur D.

Exemple 3.10 f, (z) = =,neN, zeR

(1+ 22)

- Siz=0,ona f, (0) =0, donc Z fn(0) converge.

—Sizx#0,o0na .
25 =Yy T L

Cette derniere série, est une série géométrique de raison r = .

< 1, et de somme S (z) =

+ 22
1+ 22 :
, donc Z fn converge simplement vers S telle que
0 si xz=0;
S(x) = 14 22
e si x #0,
mais f, (z) = ﬁ continue sur R; V n € N, et comme S () n’est pas continue sur R, alors
x

Z fn () ne converge pas uniformément vers f sur R.

3.5.2 Intégrabilité terme a terme

Théoreme 3.7 Soit g fn une série de fonctions continues converge uniformément sur |a,b] de

somme S, alors

1. La somme S est une fonction intégrable sur [a, b].

3.5. Propriétés de la convergence uniforme
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b
2. La série Z / fn (x) dz converge et

Z/bfn(@dw:/ben<:c>dx:/b5(x)dx.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme2.2 a la suite des sommes partielles (.S,,). m

Exemple 3.11 f,(z) =2";neN, Vx e [0,a]ou0<a<1

On sait que la série de fonctions E . fo(x) = E . x" est une série géométrique de raison
n> n>
1
r =
11—z
On a 2" < a™; Vo € [0,a], et la série numérique E a™ et converge, doncE x" converge
n>0 n>0

< 1.

uniformément vers S (z) = sur [0,a], eton a

— T

Z/afn(x)dx:Z/ax”dx:Z

n>0 0 n>0 0 n>0

a a 1 1
/S(x)dx:/l—xdx:hl(l—a)
0 0

n+1
ln( 1 ):Z‘”. (3.3)

e a
[nqu]oznzn—i—l7

et

D’apres le théoreme3.7 on a

1—a =" +1
Si on pose b = —a, I'expression précédente (3.3), devient
N bn—i—l

In(1+b) =Y (-1)

= n+1

Remarque 3.9 Soit E fn une série de fonctions continues converge simplement vers S sur [a,b], si

b b
Z / fn(x)dx # / S (x) dx, alors la convergence n’est pas uniforme sur [a, b|.

3.5. Propriétés de la convergence uniforme
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3.5.3 Dérivabilité terme a terme

Théoreme 3.8 Soit Z fn une série de fonctions dérivable sur [a, b] , vérifie les conditions suivantes :

1. Z fn C.Svers f sur[a,b].
2. Z [l C.Uvers g sur [a,b].

Alors la série E fn converge uniformément vers sa somme S, et la somme est une fonction

= (X h@) =3 i) =

Exemple 3.12 f, (z) =2";neN, Vr e [0,a]ou0<a<1

dérivable, et on écrit

On sait que la série de fonctions Z fal(z) = Z x" est une série dérivables converge simplement

1
vers S (x) = sur [0,a].Ona
—
Z (a") = Zn:c"’l = Z (n—1+1)2""
n>0 n>1 n>1
= (n—1)a" '+ Z "t
n>1 n>1
= Z nz" + Z x" (3.4)
n>0 n>0
donc

Z na" ! = % Z na" (3.5)

n>1 n>0

de (3.4) et (3.5), on obtient

G_l) S et =3

n>0 n>0

S nar —(1_95)21“ T

n>0

Alors E o (z")" converge simplement sur [0, a] .
n>
Autrement, (z") = na"! < na"!, et E >1na”‘1 série numérique converge d’apres le cri-
n

tere de D’Alembert, donc E . (z")" converge uniformément sur [0, a] , alors E . x" converge
n nz

uniformément sur [0, a], et on a

(;z) - (1—3:)/:@'

3.5. Propriétés de la convergence uniforme
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Alors, la somme de la série dérivée est

n—1 _ 1
ZTLZL‘ —(1 _ $)2.

n>1

3.5. Propriétés de la convergence uniforme [5g
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Universitaire Larbi Ben M’hidi O.E.B

Département de MI 2023-2024
2éme Année Licence Maths(S3) Module : Analyse III
3.6 Série 3 (séries de fonctions)

Exercice 1 : Considérons la série de terme général
fo(z) =Inzcos"z; neN, Vo e [1,7/2].

1. Montrer que la série Z fn (x) converge simplement sur [1, 7/2].
2. La série Z fn () est-elle simplement convergente sur [1,7/2]?

Exercice 2 : Considérons la série de terme général

—7’L£L’2

¢ ;neN, VeeR.
n?+1

fo (@) = (=1)"

1. Etudier la convergence simple de la série Z fn ().
2. Etudier la convergence uniforme de la série Z fn ().

Exercice 3 : Considérons la série de terme général

fo(x) = —neN, Yz eR.

_
(14 22)
1. Montrer que la série Z fn (x) converge simplement sur R.

Etudier la convergence uniforme de la série Z fn (x) sur R.

Etudier la convergence uniforme de la série Z fn (z) sur [a,b] ou 0 < a < b.

Etudier la convergence uniforme de la série Z fn (x) sur [a, +o0] .

o > W bd

Calculer I'intégrale

i/efn (x) dx.

3.6. Série 3 (séries de fonctions)
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Exercice 4 : Considérons la série

3 %; ne N, Vo €]0,27]. (3.6)

1. Montrer que la série (3.6) converge simplement sur |0, 27 .

2. Montrer que la série (3.6) converge uniformément sur tout intervalle [a, b] C |0, 27].

3.6. Série 3 (séries de fonctions) 68
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3.7 Correction de la série 3

Exercice 1 :
1. Ona f,(z) =Inzcos"z; n €N, Vz € [1,7/2].

- Siz=1,ona f, (1) =0.

- Siz € |1,7/2], la série E In x cos™ x est une série géométrique converge simplement vers sa

Inx . .
somme ;———. Alors Z In x cos™ x converge simplement vers la fonction S telle que

— Ccosx
0 si x=1;
S (z) = Inzx
— size|l,n/2].
1 —cosz v ] W/]

Il est claire que la fonction S n’est pas continue sur [1,7/2], alors la convergence n’est pas
uniforme sur [1,7/2].

Exercice 2 :
7 . TL 77L(L'2 7 . 7 . . o e N
1. La serleg —1)" 5 est une série alternée car la suite (a,), est une suite positive ou
771/1/‘2
ay, = n2 +1 : Vn € N, de plus cette suite est décroissante vers 0, alors la série E )" )" S i

converge simplement sur R.( on peut étudier la convergence absolue ou on utilise le critére
de Leibnitz pour étudier la convergence simple)

2. Ona
e~ 1
<
n2+1 - n2+1
alors la sériez (—1)" <oy converge uniformément sur R.
Exercice 3 :

1. Pour étudier la convergence simple, nous distinguons les cas suivants

- Siz=0,ona f,(0)=0.

. € 7 4 ) 7. 4 4 . .
-Sizx#0,onaf,(z) = m, terme général d’une série géométrique converge sim-

T
plement vers sa somme Alors Z — converge simplement vers la fonction
S telle que

0 si z=0;
S(x)=1q 22+1
si x # 0.

2. Puisque la fonction S n’est pas continue surR, alors la convergence n’est pas uniforme sur
R.

3.7. Correction de la série 3 69
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3. Soitz € [a,bjou 0 < a < b,ona

T < b
(14+22)" = (1+a?)"

[fn ()] =

et comme la série numérique E m converge (série géométrique), la série de fonc-
a

tions E ara converge normalement, donc uniformément sur [a, b|.
x

4. Soit x € [a,+oo] , on considere (S,,) la suite de sommes partielles de la série Z q +$x2)—n,
on a
1 1
- 1 2\n+1 2 1
5 (@) = 8 (@) = [p— P — - T

<

S

1 " 1 1 " 0
= — —
14 a? a\l+a2) n—too '

donc la suite de sommes partielles (.S,,) converge uniformément sur [a, +oc[, alors la série
xr .
———— est aussi.
S

5. La serie E m converge uniformément sur [a, +oo[, d’apres la propriété de l'intégra-
T

tion terme a terme, on obtient

:zj/efn(x)dx:/e:Z:fn(x)dx

Exercice 4 :Considérons les suites de fonctions ( f,,),en+ €t (g, )nen+ telles que

fo(z) =sinnzet g, (r) = m; n € N*, Vz €10, 27].

3.7. Correction de la série 3
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1. Ona 0 < /n+cosx < n+1,

, et lim = 0, donc

x x T

< -

Vn+1+cosx ~ /n+cosz VI + cosx
la suite (g, )nen+ €st positive et décroissante vers 0, et d’autre coté on a

> fulx)

x sin nx
V/n+cosz
. Soit z € [a,b] C |0,27[, on a

alors la série Z converge simplement sur |0, 27].

x b
<
Vn—+cosx T y/n—1

Vn > 2,

b . .
N ) converge vers 0, donc la suite (g, ),en+ converge unifor-
n —
n

et la suite numérique <
mément vers 0 sur [a, b], alors la série (3.6) converge uniformément sur [a, b] .

3.7. Correction de la série 3
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Les séries entieres sont tres importantes dans de nombreuses branches des mathématiques, telles
que la combinatoire et la théorie des nombres, sans oublier leur réle dans la résolution d’équations
différentielles. Elles constituent un type particulier de séries de fonctions, avec des propriétés de

convergence remarquables.

4.1 Rayon de convergence

4.1.1 Définitions

Définition 4.1 On appelle série entiére d’une variable réelle ou complexe z, tout série de fonctions

Z fn (2) telle que
fn(2) = ayz";¥n € N,

et la somme de cette série entiére, s’il existe, dite fonction entiere.

Lemme 4.1 (d’Abel) : Soit Zanz” une série entiére. S’il existe zy € C tel que la suite (a,z]) est

bornée, alors la série E a,z" converge absolument pour tout |z| < |z| .

Preuve. Supposons qu'il existe z, € C tel que la suite (a,z{) est bornée, i.e. |a,zy| < M ; ¥n € N.
Soit z € C tel que |z| < |z|,0on a

n

z
< Mr"™.

20

lanz"| = |anzg]| <M

Zn
n
20

our = € [0, 1], Alors la série entiere E a,z" converge absolument. m

Théoreme 4.1 II existe un seul nombre réel positifs R et un tel que

72



Chapitre 4. Séries entiéres

— La série entiere Z a,z" converge absolument pour tout z € C tel que |z| < R.
— La série entiere Z a,z™ diverge pour tout z € C tel que |z| > R.

Preuve. Immédiat du lemme précédent. m

Définition 4.2 On appelle rayon de convergence de la série entiére Z a,z" Uélément R, qui définit
par

R =sup{r >0, ot la suite (a,2") est bornée} C [0, +ool,

et le disque ouvert (resp. intervalle ouvert (sila variable = = z réelle)) D = D(0,R) = {2 € C, |z| < R}
est le disque (resp. intervalle) de convergence de la série entiére, et Uensemble {z € C, |z| = R} est

appelé le cercle d’incertitude.

— Si R =0, la disque D = ¢ est vide.
— Si R = 400, la disque D coincide avec C.

— Si R € R*, on ne sait pas a priori si la série entiere E a,z" converge sur le cercle d’incertitude.

Exemple 4.1 - La série Z x™ est une série entiére réelle oil a,, = 1. Elle converge absolument sur
D = {z eR, |z| <1} (série géométrique), donc le rayon de convergence R = 1, et diverge pour
|z| > 1.

- La série E — est une serie entiere réelle ou a, = - Elle converge absolument sur D = R
n n

(critére D’Alembert) , donc le rayon de convergence R = +oo.

4.1.2 Comparaison de rayons de convergence

Théoreme 4.2 Soient Z a,z" et Z b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs
R, , Ry.

1. Sila,| < |bu|; Vn € N, alors R, > R,.

2. Sia, =0 (b,);Vn € N, alors R, > R,.
3. Sia, "XV b, ; ¥n € N, alors R, = R,
4

. Le rayon de convergence R de la série somme Z (an, + by) 2™ est supérieurs a min(Ry; Ry),
etsi R, # Ry, ona R =min(Ry; Ry).

Soit A # 0, le rayon de convergence R de la série \ Z ap2" = Z Aapz" est R=R, .

o

6. Le rayon de convergence R de la série produit Z an 2" X Z b, 2" = Z c, 2" ol

n
Cp = Zakbn,k ;Vn € N,

k=0

4.1. Rayon de convergence
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est supérieurs a min(R,; Rp).

Preuve. Voir [11]. =

4.2 Meéthodes pratiques pour calculer le rayon de convergence

4.2.1 Regle de d’Alembert

Qn

converge vers

Théoreme 4.3 Soit E a,z" une série entiere. Si la suite de terme général

n

[ € [0, +00], alors R = 1/l est le rayon de convergence de la série entiére Z anz".
Preuve. En utilisant le critere de D’Alembert, on obtient

Ap+1

|2 =12,

Un+12n+1 B
Up 2"

n

donc la série de fonctions E a,z" converge absolument pour |z| < 1 C’est-a-dire elle converge
absolument sur D = {z € C, |z| < 1}, ce qui assure que la série entiére E a,z" converge ab-
solument sue le disque de convergence D = {z € C, |z| < 7}, alors son rayon de convergence

R=7i =

Exemple 4.2 - Le rayon de convergence de la série entiére Z 2" est R = 1, en utilisant la régle de

d’Alembert on obtient
1
LN

Qp+1
Qp

=1

ol a, = 1, donc Z 2™ converge absolument sur D = {z € C, |z| < 1}.

- Le rayon de convergence de la série entiere E — est R = +o00, car d’apres la régle de d’Alembert
n!

on obtient
1 i
— = 11m
}% n—-+o0o

n!

Apt1 . _
(n+1)!

= lim
n—-—+00

G

. 2"
ot a,, = n!, donc E — converge absolument sur D = C.
n:

4.2.2 Regle de Cauchy

1
Théoreme 4.4 Soit E a,z" une série entiére. Si la suite de terme général |a,|n converge vers | €

[0, +0c], alors R = 1/I est le rayon de convergence de la série entiére Z anz".

4.2. Méthodes pratiques pour calculer le rayon de convergence
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Preuve. On utilise le critere de Cauchy pour étudier la convergence absolue de la série de fonction
Z a,z". m

3z

2

Exemple 4.3 - Le rayon de convergence de la série entiére — est R = 2, car si Uon utilise la
P Ly 14 - )

n

regle de Cauchy on obtient

1 ! 3 l 1
— = lim Ja,|n = lim < )n:_.

R n—s-+00 n—s+4oo \ 27 2

3 32"
ot a, = o donc Z 21 converge absolument sur D = {z € C, |z| < 2}.

n

. . 22" . - .
- Le rayon de convergence de la série entiere E 1" est R = +oo, car sil’on utilise la regle de
n

+1)

Cauchy on obtient

1 L 2 l
— = lim |a,n = lim (———]" =0
R0 lann = Hm (<n+ 1>”>
oll 2 donc 22" converge absolument sur D = C
An = 77 — 7 = L.
(n+1) 2 (n+1) &

4.3 Convergence uniforme

Théoreme 4.5 Soit E a,z" une série entiére de disque de convergence D, cette série converge nor-

malement sur toute partie compacte incluse dans D.

Preuve. Soit K un compact inclus dans le disque de convergence D. La fonction 2 — |z| est une

fonction réelle a variable complexe continue sur le compact K, donc elle est bornée et atteint ses

bornes. Il existe donc r € [0, +00| tel que
K c D(0,r) C D(0, R),

donc on a
la,2"| < la,|r" Vz € K,

ce qui assure

sup |a, 2" < la,|r™ .
zEK

Mais la série numérique E la,| ™ (0 <r < R), il en résulte que la série E a,z" converge nor-

malement sur K. m

4.3. Convergence uniforme
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4.4 Propriétés des séries entieres

4.4.1 Continuité de la somme

Théoreme 4.6 Soit E a,z" une série entiere, de rayon de convergence R. Alors la somme S est une

fonction continue sur le disque ouvert D(0, R).

Preuve. Il est claire que et toutes les fonctions z — a,,2" sont continués sur C, donc sur D(0, R)
(polynome dans C). D’apres la propriété de la convergence uniforme des séries de fonctions, la
série entiere Z a,z" converge uniformément sur toute partie compacte incluse dans le disque de
convergence D(0, R), et d’apres théoréme2.1 on conclut que la somme de la série entiére Z ap 2"

est continue sur le disque ouvert D(0, R). =

Exemple 4.4 Reprenons l'exemple de la série entiére Z ona R = +oo et Z z_‘ converge
— n!

TL

absolument sur C, alors E — contlnue sur C.

4.4.2 Intégrabilité de la somme

Théoreme 4.7 Soit Z a,x™ une série entiere de variable réelle, de rayon de convergence R et de
somme S, et soit [a,b] C] — R, R]. Alors
b

—+00 b
/S(m)da:: Zan/x”dx
n=0 "

a

Preuve. Immédiate d’apres la propriété de la convergence uniforme de la série de fonctions
D "

Remarque 4.1 Le théoréme précédent permet d’intégrer terme d terme, sur toute segment [a, b] in-
cluse dans | — R, R|, la série entiére Z a,x", la série primitive donc est Z Aot de méme rayon

de convergence R.

Exemple 4.5 On va calculer la somme de la série entiére g o %Hx”“.
— nz

La série E n}rl 2"t est la série primitive de E . 2" , le rayon de convergence de la série
n> nz

primitive donc R=1etona

b

in—l—l /Zx"dm—/

n>0

dx:—ln(l—:c) Vo e]-1,1].

4.4. Propriétés des séries entiéres
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4.4.3 Dérivabilité de la somme

Théoreme 4.8 Soient g a,x" une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de

somme S, alors la somme S est de classe C*° sur | — R, R].

Preuve. Immédiate d’aprés la propriété de la convergence uniforme de la série de fonctions
E apr”. |

Remarque 4.2 Le théoréme précédent permet de dériver terme a terme, dans |— R, R|, la série entiére

E a,x", ces dérivées successives ont le méme rayon de convergence R, et on a

+00 (p) 400 nl +m(n+¢w
i (Z ) =2 G = 2 T et 5 Ve €]RLRL 2 0

tels que les coefficients a,, de la série entiére E a, ™ satisfis la relation suivante

(n)
an:S (0) Vn > 0.
n!

Exemple 4.6 On va calculer la somme de la série entiére g . na™ L.
— nz

La série E . na"~ ! est la dérivée de la série E . 2" , le rayon de convergence de la série
n> nz
est R=1,etona

> na"t = (Zx”)lz (111:)/: ﬁVwE]—l,l[.

n>1 n>0

En calculant d’abord la somme de la série entiere E . n?z" ! ona
nz

an n-l Z(n2—n—|—n)x"’1

n>1 n>1
:Zn(n—l)xn_l—l—an"_l
n>1 n>1
:xZn(n—l)x”_2+an”_l
n>2 n>1
La série Z (n — 1) "2 est la seconde dérivée de la série ano ", etona
I 2
S n(n—1)a" Zx) :( ) — 2 el
n>2 <n>0 l—z (1—2x)
Alors
2 1 1
D A ——. = T a1

(1—2z)? (1—-2? Q-2

n>1

4.4. Propriétés des séries entiéres
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4.5 Fonctions développables en série entiere

4.5.1 Définitions

Définition 4.3 Soit f une fonction définie dans un intervalle I contenant 0 dans K. On dit que f est
développable en série entiére en 0 si et seulement si, il existe une série entiere Z a,x" de rayon de
convergence R # 0; et un nombre r > 0 tels que

+oo

f(x) :Zanx” Ve e |-r,r[NI.

n=0
Définition 4.4 On dit que f est développable en série entiére en un point x, si la fonction f (x — zy)

est développable en série entiére en 0.

Théoreme 4.9 (Condition nécessaire) : Soit f une fonction de |—r,r[ dans KK, développable en série

entiére en 0 telle que
+oo

f(x) :Zanx” Ve € |-r,r[NI.

n=0

Alors f est de classe C*™ sur | —r,7[, et

_ ()

n!

an, Vn > 0.

Théoreme 4.10 (Condition suffisante) : Soit [ une fonction de classe C* sur un intervalle de la

forme | — r,r[ dans K. S’il existe M > 0 telle que

|f(”) (z)| < M;Vz €]—rr[;Vn>0.

™) (0
Alors la série Z o f '( ) est simplement convergente dans | — r,r[, eton a
n>0 !
I ) (o
f(x)= / n'( >x";Vx€]—7",r[.
n=0 :

Preuve. Voir [1]. =

Théoreme 4.11 (Condition nécessaire et suffisante) : Soit f une fonction de classe C* sur un inter-

valle de la forme | — r,r[ dans K. La fonction f est développable en série entiére en 0 si et seulement
f(n-‘rl) (91’)

(n+1)!

si le reste de Mac-Laurin 2" (ot 0 < 6 < 1) tend vers 0 pout tout = € |—r,r].

4.5. Fonctions développables en série entiere
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Exemple 4.7 f(z) =exp(z).

La fonction exponentielle de classe C* sur R, et le reste de Mac-Laurin est

f(nH) (0z) z+1 _ SXP (0z) T+l
WLC = ml’ oul<d<1.
exp (0x)

La série de fonction g x*t! converge absolument sur R, sont terme générale qui

n>0 (n +1)!
est le reste de Mac-Laurin tend vers 0, alors la fonction exponentielle est développable en série

entiere en 0, et on a

+oo +oo +oo
™ (0 n exp (0) ,, 1,
exp(x)zz%x :Z n'( )x :me ; Vo e R.
n=0 ’ n=0 ’ n=0

4.5.2 Opérations sur les fonctions développables en série entiere

Proposition 4.1 Soient f et g deux fonctions développables en série entiére en 0, de développements

respectifs Z a,x" et Z b,x". Alors, pour tout \, u € C, la fonction \f + pg est aussi développable

en série entiére en 0, et son développement est la série entiere Z (Aa, + pby) ™.

Proposition 4.2 Soient f et g deux fonctions développables en série entiére en 0, de développements
respectifs Zanx" et Z b,x". Alors, la fonction fg est développable en série entiére en 0, et son

développement est le produit des deux séries entiéres.

4.6 Application a la résolution des équations différentielles

Nous allons expliquer la méthode de résolution des équations différentielles a l'aide de séries
entieres, en examinant ’exemple suivant.

Considérons ’équation différentielle suivante

1

20y’ +y— —— =0. 4.1)
11—z
Supposons qu'’il existe une série entiere
y(x) = Z apx"” (4.2)
n>0

de rayon de convergence R > 0.

4.6. Application a la résolution des équations différentielles



Chapitre 4. Séries entiéres

En substituant I'expression (4.2) dans I'équation différentielle (4.1), on obtient

ZxZnan:E"_l +Zan " ix = Z2nanx”+2an "

n>1 n>0 n>1 n>0
1
ao+Z(n+ ) anx T =0 (4.3)
n>0
Mais la fonction f (z) = - est développable en série entiére sur |—1,1[, eton a
=1 " 4.4
Loy @

n>1

En substituant la série (4.4) dans I’équation différentielle (4.3), on obtient

a0+2(2n+1)ana§"—1—2m”:

n>0 n>1
Donc
ao—i—z (2n+ 1) ayz —1+Zx”.
n>0 n>1

Alors, les coefficients a,, de la série E o a,z" sont
nz
a0:31;
1
am/::izii Vn@Z 1,

par conséquent
xTL
= v —1,1].
v(2) =2 gpy Y11l

4.6. Application a la résolution des équations différentielles
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Universitaire Larbi Ben M’hidi O.E.B

Département de MI 2023-2024
2eme Année Licence Maths(S3) Module : Analyse III
4.7 Série 4 (séries entieres)

Exercice 1 : Déterminer le rayon et le domaine de convergence des séries suivantes
1. Z (n+3)x™.
(="
2. — "
2 T

:L.’I’L
3. Z n+1
1"
4. Z 7222 :_) 295”.
5. Z FI%H'
Exercice 2 : Calculer la valeur des sommes suivantes
+oo
1. ano (n+ 3) x;.
+oo n
2. ano (—=1)" ",

n+1

+o0 x"
3. _.
anz n(n—1)
Exercice 3 : Considérons le probléme suivant
{ (1+2?)y" — 2y =0.
y(0)=0; y(0)=1

1. Résoudre le probléeme (4.5) en utilisant une série entiere.

4.5)

2. Montrer que cette série entiére converge normalement sur l'intervalle [—1, 1].
3. Calculer le rayon de convergence ce cette série.

4. Trouver I'expression explicite de la fonction y

, /
<Indication : calculer la dérivée (%) pour x # 0).

4.7. Série 4 (séries entiéres)
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4.8 Correction de la série 4

Exercice 1 : Détermination du rayon et du domaine de convergence

1. Le rayon de convergence de la série entiere Z (n+3)x™ est R = 1, car si I'on utilise la
regle de d’Alembert on obtient

1
R oM

n-+4
n+3

Aot — i

n—---+00

Qn

-

ol a, = (n+ 3), et puisque les séries numériques Z (n+3) (pour z = 1) et Z (n+3)(-1)"

(pour x = —1) sont divergentes, donc Z (n 4 3) 2™ converge absolument sur D = |—1, 1].
. -\ -1)" . -
2. Le rayon de convergence de la série entiere Z %x” est R = 1, car si 'on utilise la
/rl/ —
regle de de Cauchy, on obtient
1 ! )" l 1
— = lim Ja,/n = lim (=1) 21" = lim = 1.
R n—+ n—+oo | (n — 1) n—+oom — 1
. (-1)" 22"
oua, = ——, donc ——— converge absolument sur D = ]—1,1].
= 1) )y & =11
3. Le rayon de convergence de la série entiere Z i 1 est R = 1, car si 'on utilise la regle de
n
d’Alembert on obtient
1 n : 1
— = lim Intl] _ lim nt =1,
R n—+oo| a, n—+oo 1 + 2

1 1
oua, = , et puisque la série numérique —— (pour x = 1) diverge (série harmo-
> et puisq que } —— (p ) diverge (

. [ - —-1)" [ .
nique), et la série numérique Z ( +) 1 (pour x = —1) converge (série harmonique alter-
n
x?’L
née), donc . converge absolument sur D = [—1,1].
) > g [~1.1]
. .\ —-1)" . e \
4. Le rayon de convergence de la série entiere Z ( 5 +)2:c" est R = 1, car si 'on utilise la regle
n
de d’Alembert on obtient
1 . 242
C= dim | = pm || =
R n—+| a, n—-+oo (N2 +2n + 4
\ (-1)" . - [ (—1)" 1
ol a, = ———, et puisque les séries numériques our x = 1) et
. . -1)"
(pour x = —1) sont convergentes (séries de Riemann), donc Z (2—+)an converge absolu-
n
ment sur D = [—1,1].

4.8. Correction de la série 4
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5. En utilisant a regle de d’Alembert, on obtient

" 2n+1 1 2n+2 2 1
lim |2 = lim (ntlz lim 2+l =2|z|,
n—+oo | Uy n—s+too | 2N (n + 2) p2ntl n—s+400 (n + 2)
2n
ol u,, = ——a?"*! la série converge si |z| < 1/2, et puisque la série numérique
Un = =g, verge si [z| <1/ 2qu q §2n+2
our x = 1)diverge (série harmonique), et E L = — E our x = —1) di-
(pour z ) ge ( que), 2n + 2 2n+2(p v )
. . -1)"
verge (série harmonique), donc E (2—)x" converge absolument sur D = |—1, 1].
n® 4+ 2

6. Le rayon de convergence de la série entiére Z —a"est R =1 /e, car si l'on utilise la regle
n!
de d’Alembert on obtient

1 n! (n 4 1)"*" , n+1\"
— = ——>— | = lim =e,
R n—+oo| n™(n+1)! n—s+o0 n
otta, = —, et puisque les séries numériques Z ) (pour x = 1) et Z — (pour x = —1)
sont divergentes , donc Z n—'x” converge absolument sur D =]—1/e, 1/e|.
n!
Exercice 2 : Calcul de sommes
1. On sait que la série Z (n+ 1) 2" converge absolument sur D = |—1,1[, on a

“+o0

Z(n+3)x”:§nx"+§3x”
n=0 Zzg nfim
:an"+32m”
nfim n an 3
:x;nx ,+1—m
+oo
:$<;xn> +1Ex

B 1 ’+ 3
- 1—=z 1—=x

32
= 22 i vVrel-11[
-2

n
n

2. Le rayon de convergence de la série entiere Z (—1) 195" est R = 1/2, car si 'on utilise

la régle de d’Alembert on obtient
1
— = lim

n——+00

(=) (n4 1) 271
(—1)"2" (n + 2)

an+1

Qn

4.8. Correction de la série 4
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n _)n

. . - (
, et puisque la série numérique —
n+1 pusd d Z n+1

1
gente (d’apres Leibnitz), et Z ] (pour x = —1) diverge (séries de harmonique), donc
n

oua, = (—-1)" our x = 1/2) est conver-
(1) (p

n

2
Z (-1)" n lx” converge absolument sur D = |—1/2,1/2],eton a
n

+oo +oo n+1
n 2" 1 n (2)
S et = 3 ()
n—+1 2x n+1

n=0 n=0

1
= 2—ln(1 +2x) ; Vorel-1/2,1/2].
x
. Le rayon de convergence de la série entiere Z T estR = 1, car si I'on utilise la
n(n—1)

regle de d’Alembert on obtient

1 -1

e S [ i (0| B

R n—+oo| a, n—+oo |n (n+ 1)
ola, = _ et puisque les séries numériques Z (pour z =1) et Z

n(n—1) -1) (n— 1
(pour x = —1) sont convergentes (séries de Riemann), donc Z ﬁ converge absolu-
n{n —
ment sur D = [—1, 1], En utilisant la décomposition en éléments simples, on obtient
111
nn—1) n—-1 n’

donc

+00 n +oo " "

;m Zn—l_z_
(5

n=2

x T
:xzn—l—l nz%n~|—1+x

+Oot"
:{L‘—l /Z —dt | +=x

1
= —1 _
(x—1) /l—tdt +x

=(1-2z)In(1—2)+uz.

4.8. Correction de la série 4
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Exercice 3 :

1. Supposons qu’il existe une série entiere telle que

+oo
y(@) =Y aua”
n=0

Les dérivées premiere et seconde de y sont données par

y" (z) = Z n(n—1)a,z"?

n=2

(4.6)

“4.7)

(4.8)

En substituant les expressions (4.6, 4.7, 4.8) dans I'équation différentielle du probléeme

(4.5), on obtient

+00 +oo
(14 2?) Z n(n—1)a,z"?—2 Z anx"
n=2 n=0

+00 +o0 -+00
= Z n(n—1)a,a" 2+ 2? Zn (n —1)a,z" % -2 Z anx".
n=2 n=2 n=0
400 +oo oo
= Zn (n —1)apa™ 2 + Zn (n—1)a,z" — Z 2a,2".
n=2 n=2 n=0

—+00 +00 ~+00
= Z (n+1) (n+2)apqoa" + Zn (n—1)a,z" — Z 2a,z"
n=0 n=0 n=0

+oo
=3[+ 1) (n+2) a2+ (n(n—1) = 2) a,] 2"

= 0.

4.9)

D’apres 'équation (4.9) , tous les coefficients de la série sont nuls, i.e.

n+1)(n+2)ape+(n(n—1)—2)a, =0,

ou d’'une maniere équivalente

m+1)(n+2)an2=2—n(n—1))an,

4.8. Correction de la série 4
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donc, on obtient la relation de récurrence suivante

2—n
—a, ; Yn>0. .10
2+na "= (4.10)

Qpy2 =
On remarque de I'expression (4.10) que tous les termes d’indice paire sont nuls (ay, =0 ; Vp > 4.),
donc il nous reste a calculer les termes ag, as , as,+1 ; Vp > 0. En utilisant les conditions

initiales du probléme, on obtient

y(O):O — aqp=0 = ay=0;

y/(O):l — a1:1.

En appliquant les résultats obtenus dans la relation de récurrence (??), on obtient les valeurs

des autres termes de la série (4.6)

1
as = g?
1 1
> 5° 3x5

1
Aopt+1 = (_1>p+ ;
T 2p-1)(2p+ 1)

Vp > 2.

Alors, la solution du probleme (4.5) sous forme une série entiére est

(l’) _ —fi (_1)n+1 x2n+1 (4 11)
Y Zen-1)@n+1) '

n+1
(_1) - 2n+1

2n—1)@Cnt1)"

1 v(00) 1
~ — 3V —1,1].
S@-Denty e welbl

et la série numérique E -5 est une série de Riemann converge ce qui assure la convergence

. 7 . o\ bl n+1
uniforme de la série entiére Z (Qn(_ll))mx%” Lsur [-1,1].

3. Le rayon de convergence est R = 1, car si 'on utilise la régle de d’Alembert on obtient
1

— = lim
R n—s-4oo

Ap42 —1

Qn

4. On dérive terme a terme la série (4.11), on obtient

too  y\n+l
Y (z) = ((2n1—)_1>x2”; Vo e [-1,1],

n=0

4.8. Correction de la série 4 Ed
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ce qui implique

+ n+1
~ (=",

=0

n

On dérive terme a terme la série (4.12) , on obtient

+oo
= (-1)"a™; Vre[-1,1]
n=1

=Y (—2)™; Vze[-1,1].

n=1

(y/ (z) - 1), ! (4.13)

Alors

x :1—1—:52'

En intégrant les deux c6tés de 'expression (4.13), on obtient

y'(z) -1

= arctanz + ¢, 4.149)
mais d’apres la condition initial du probleme (4.5), on a

y' (r) = zarctanz + 1. (4.15)
En intégrant 'expression (4.15) par partie, on obtient '’expression explicite de la fonction y

(mQ + 1) arctan r + g (4.16)

y (x) :%

4.8. Correction de la série 4



Chapitre 5
Séries de Fourier

La série de Fourier est un outil tres intéressant en mathématiques, en particulier dans I’étude des
fonctions périodiques. Elle joue un role tres important dans de nombreuses nouvelles branches

telles que la théorie du signal et la théorie des ondes.

5.1 Fonctions périodiques

Définition 5.1 On dit qu’une fonction f définie sur R est période de la période T > 0 (ou T-
périodique),si
flea+T)=f(z) ; YxeR. (5.1)

Proposition 5.1 Soit f une fonction T-périodique. On a alors les propriétés suivantes

1. La fonction f est aussi —7'-périodique.
2. La fonction f est aussi nT-périodique ou n € Z.
3. La fonction g (z) = f (ax + b) est Z-périodique ol a # 0.

4. Si f est intégrable sur un intervalle [a, a + T, on a

a+T T
/ f(z)dx = / f(z)dx. (5.2)
a 0

Preuve.

1. La fonction f est T-périodique, donc
flea=T)=f((z=T)+T)=f(x) ; Vz eR.
donc f est —T-périodique.
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2. On démontre par récurrence, pour n = 1 est identique a la relation (5.1). On suppose que

la relation est vraie pour n i.e.
flx+nT)=f(x) ; VzeR. (5.3)
on a

fla+m+1)T)=fz+M0m+1)T)
flx+nT+T)
f

(x+T)+nT) ; Ve eR

de la relation (5.3), on obtient

flz+T)+nT)=f(x+T)=f(x) ; VxeR.

g(m+§> :f(a<:c+§)+b> = f((ax +b)+1T)

=f((ax+0b)=g(z) ; Ve eR
4. Supposons que f est intégrable, on a

LAMTwadxzile@ﬂdr+/f%Tf@ﬁmr 5

et comme [ est —7T-périodique, on obtient

T a+T T a+T
/ f(x)d:t—l—/+ f(:c)dx:/ f(az:)clyc—l—/Jr flx—T)dx (5.5)

En utilisant le changement y = = — T', 'intégrale précédente devient
T a+T T @ T
[ @i [ fa-mya= [ j@des [ fwdy= [ f)a
« T « 0 0
|

Remarque 5.1 lintégrale (5.2) ne dépend pas de «, la valeur de cette intégrale commune s’appelle

Uintégrale de f sur une période.

5.1. Fonctions périodiques |1
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5.2 Séries trigonométriques

Définition 5.2 On appelle série trigonométrique toute série de fonctions écrite sous la forme

— Trigonométrique
% + ; a,, COS (?) + b, sin <@> , (5.6)

w

ou (ay), et (b,), sont deux suites de numérique, réelles ou complexes, 7" = 2w s’appelle la
période de la série.

— Exponentielle
NI
E Cpexp (i— ).
w
nez
ol (¢,), est suite de numérique, réelle ou complexe.

Proposition 5.2 Si les deux séries numériques E a, et E b, sont absolument convergentes, alors
n>1 n>1
la série trigonométrique (5.6) est normalement convergente sur R.

Preuve. Il suffit de remarquer que

Ay, COS <@> + b, sin (wﬂ <lan |+|bn] ; Vo eR.
w w

Proposition 5.3 Si les suites numériques (a,), et (b,), sont positives, décroissantes et convergent
vers 0, alors la série trigonométrique (5.6) converge simplement pour tout © # 2wk; k € Z, et
uniformément sur tout intervalle 2km + X\, 2 (k+1)7+ A; 0 <A <1.

Preuve. Il suffit d’appliquer la régle d’Abel pour les séries de fonction Z ay, cos (“Z2) et Z by, sin (2Z2) .

n>1 n>1
|

Exemple 5.1 On pose

(=1)"
n = ; Vn > 0.
“ n?4+1 "=
1
by = 2 > 1
n!

1
sont absolument convergentes, alors

. .. . —1)" n
Il est clair que les deux séries numériques E (2—+)1 et E
n
n>1 n>1

1 (—1)" nwx n+1 . /nmx
§+Zn2+1c08( w >+ n! sm( w )’

n>1

n!

la série trigonométrique

est normalement convergente sur R.

5.2. Séries trigonométriques m
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5.2.1 Calcul de coefficients d’une série trigonométrique

Proposition 5.4 Supposons que les deux séries numériques E a, et E b, sont absolument conver-
n>1 n>1
gentes.

— La forme trigonométrique: posons

S(z) = % + Zan cos <@> + b, sin (?) : 5.7)

w
n>1

alors les coefficients de cette série sont donnés par
( w

a, = l/3 (z) cos (222) dz; Vn > 0,

w

—Ww
w

b, = l/s () sin (222) dz; Vn > 1.

w

— La forme exponentielle : posons
NI
S(z) = EGZ Cp €XD <27> . (5.8)

alors les coefficients de cette série sont donnés par

w
nmwx

cn=— [ s(x)exp <ZT) dx; Vn € Z, 5.9

Preuve.

m7r:c) .
w b

— La forme trigonométrique : Si en multipliant la série trigonométrique (5.6) par cos (
m > 0, la série obtenue converge uniformément, de plus si on intégre terme a terme, et sous

les propriétés

mmx nmw .
/cos( )cos(—)d:n:OSIm%n,
w w
et
nmwx .
/0052 (—)dmzcuSlm:n,
w
—w

on obtient
1
a, = —/s (x) cos <@> dx; Vn > 0.

w

—w

5.2. Séries trigonométriques
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mnx .
3

Pour calculer la valeur des coefficient b,,, on multiplie la série trigonométrique (5.6) par sin (2=

m > 0,et par les mémes techniques on obtient le résultat recherché.
ML) s > 0, en intégrant terme

— La forme exponentielle : en multipliant la série (5.8) par exp (i

a terme la série obtenue, et en utilisant le fait que
w .
nmx 0 sim #n,
exp < ) dr = i
w 2w  sim =n,
—Ww
on obtient I'expression (5.9).

5.3 Série de Fourier

Définition 5.3 On appelle série de Fourier d’une fonction f 2w—périodique et intégrable sur Uinter-

valle [—w,w], prenant 'une des formes suivantes

— La forme trigonométrique :

%+;ancos <nzsv> + b,, sin (nza:) , (5.10)

ol ces coefficients a,, et b, sont définis par
( w

a, = %/f (z) cos (222 dz; Vn > 0,

—Ww
w

b, = %/f () sin (222) dz; Vn > 1.

\ —Ww

— La forme exponentielle :

Z - ( mrx)

nel

ot les ¢, sont donnés par
7’L7T{L'
Cn / f(x exp ) dx; Vn € Z,

Les coefficients a,,, b, et ¢, sont appelés les coefficients de Fourier de f. On notera S(f) la

somme de la série de Fourier de f.

5.3. Série de Fourier
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Remarque 5.2 — On peut calculer les coefficients de Fourier d’une fonction f en intégrant sur tout

intervalle du type [\, A + 2w|, donc on a

( A+2w

an =+ / f(z) cos (%22) dz; Vn >0,
oy

b, =+ / f(z)sin (%2£) dz; Vn > 1,
A

A42w

Cn = 55 / f () exp (i"2£) dx; Vn € Z.
\ A

— Si la fonction f est paire, les coefficients de Fourier sont donnés par

w
a, = %/f (z) cos (*22) dz; Vn > 0,
0
b, = 0.
— Si la fonction f est impaire, les coefficients de Fourier sont donnés par
a, =0; ¥n >0,

w

b, = %/f(m)sin (222) dz; Vn > 1.

0

Preuve.
— Immédiate en utilisant les propriétés de fonction périodique.

— Supposons que f est paire, on a

:i /f(x)cos (?) dx+/wf(x)cos <?> dx

:% —/f(—x)cos (=) dx+/wf () cos (") da

— %/f(x)cos (W) dx; VYn > 0.

w

5.3. Série de Fourier
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et

:5 /Of(x)sin (nwﬂ) dx—l—/wf(m)sin (nwﬂ) dx
_1 _/Of(—x)sin (-5 dx+/wf (z)sin (“20) da
:i —/wf(x)sm(u)dx+/wf(m)sm<@)dx
=0; Vnil 0

— La démonstration est analogue pour le cas ou [ est impair.
n

Exemple 5.2 Soit f (x) = z une fonction 2r—périodique, la fonction f est impaire donc a, = 0;
Vn >0, etona

™

2
b, = —/xsin (nx)dx; ¥n > 1.
7T
0
En intégrant par parties, on obtient
2 "1
b, = — [_f Cos (nm)] - —/x cos (nx) dz
T n o n
0
21 m
== [_ﬁ cos (mr)}
-1 n+1
= 2( ) Vn > 1.
n

La série de Fourier dans ce cas est

S(f) = ZQ#Sin(nx).

n>1

5.3. Série de Fourier
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5.4 Condition de convergence de série de Fourier

5.4.1 Condition nécessaire

Théoreme 5.1 Soit f une fonction 2w—périodique et intégrable sur Uintervalle |—w,w), alors les

suites des coefficients de Fourier (a,,) et (b,) convergent vers 0 lorsque n tend vers +oo.

Preuve. Voir [1]. =

Définition 5.4 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] sauf au point xo. On dit que f
admet des discontinuités de premiére espéce au point x, lorsqu’elle admet en ce point une limite a
droite f(xzd) différente de la limite a gauche f(xy).

Définition 5.5 Une fonction f définie sur un intervalle [a; b] est dite continue par morceaux sur cet
intervalle, s’il existe une subdivision {[z;_1,z;[, j = 1,2,...,n} de [a;b] tel que :

— f continue sur chaque intervalle de la subdivision.

— f admet des discontinuités de premiere espece aux point z;, j = 1,2, ..., n.

Définition 5.6 Une fonction f définie sur un intervalle [a; b] est dite de classe C' par morceaux sur

cet intervalle, s’il existe une subdivision {[x;_1,x;[, j =1,2,....n} de [a;b] tel que :

— f estde classe C! sur chaque intervalle de la subdivision.
— f admet des dérivées a droite et des dérivées a gauche aux point z;, j = 1,2,...,n, qui sont

distincts.

5.4.2 Condition suffisante (théoréme de Dirichlet)

Théoréme 5.2 Soit f une fonction 2w—périodique et de classe C* par morceau sur R, alors la série

de Fourier de f converge simplement pour tout x # 2wk ; k € Z, et a pour somme :

Sy = L)+ )

De plus si f est continue, la série de Fourier de f converge uniformément sur R et

S(z) = f(z); Yz eR.

Preuve. Voir [1] =

5.4. Condition de convergence de série de Fourier
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5.5 Formule de Parseval

Théoreme 5.3 Soit f une fonction définie sur R et 2w—périodique et intégrable sur lintervalle

= %ﬂLZancos (?) + b,, sin (nz;x) , (5.11)
n>1

alors la fonction f vérifie la formule de Parseval suivante

f2 ——+Za + b2,

n>1

[—w,w], tel que

1

Preuve. Supposons que f est 2w—périodique et intégrable sur l'intervalle [—w, w], tel que
nwx
§ . by ( ) . 5.12
—|— a,, COS ( ) + b, sin - ( )

On pose (S,,) la suite de sommes partielles de la série de Fourier, donc on a

Z a, cos (Zﬂ) + by, sin (ﬂ)‘
W w

p>n+1

< EE: |afo|‘i"‘bp’n_—> 0.

—400
pzn+1

f (z) = S ()] =

et d’autre part on a

|2 (@) = S5 ()| = |f (@) = S (@)] |f () + S ()]
<2[f (x) = Su ()] |f (@)l

2(2 |ap|+|bp\) ( + D lagl + 1 \) —.0

p>n+1 p>n+1

donc la suite (S,) converge uniformément vers f2 (), et en utilisant la propriété des suites uni-

formément convergentes, on obtient

1 w ) ‘ 1 w
— de = 1 — S2(z)d
u)/_wf (z) dz n_lgoo<w/_w n () :v>
1 [“ ’
. 1 ag prT . (DTx
_nin-i}oo W/_w<2 + E a, oS (_w )—l—bpsm(—w >> dx

pzn+l
a2
Z—O—i—Za +b2.

n>1

5.5. Formule de Parseval [EJJ
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Universitaire Larbi Ben M’hidi O.E.B

Département de MI 2023-2024
2éme Année Licence Maths(S3) Module : Analyse III
5.6 Série 5 (séries de Fourier)

Exercice 1 : On considere la fonction 27r—périodique f définie par

f(z) ==

1. Montrer que f est développable en série de Fourier et calculer les coefficients de Fourier.

=n-
2n+1 °

2. En déduire les sommes de la série numérique
n>0

3. Calculer en appliquant la formule de Parseval la somme de la série numérique Z #
n>1

Exercice 2 : On considére la fonction 2r—périodique f définie par

fx) = |af].

1. Montrer que f est développable en série de Fourier et calculer les coefficients de Fourier.
“+o0o
7 . 7 . 7 . 4
2. En déduire les sommes de la série numérique Z REETLE
n=1

Exercice 3 : On considére la fonction 2r—périodique f définie par

—1 si z€]-m0];
1 si zel0,n],

f(x) = sgn(zx) = {

1. Montrer que f est développable en série de Fourier et calculer les coefficients de Fourier.
“+o0o

2. En déduire les sommes de la série numérique Z

n=1

(="
201"

5.6. Série b (séries de Fourier)
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Exercice 4 : On considére la fonction 2r—périodique f définie par

1. Montrer que [ est développable en série de Fourier et calculer les coefficients de Fourier.
+oo +oo

2. En déduire les sommes des séries numériques Z # et Z G2y

n=1

n2
n=1

3. Calculer en appliquant la formule de Parseval la somme de la série numérique Z #
n>1

5.6. Série b (séries de Fourier) 98|
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5.7 Correction de la série 5

Exercice 1 :

1. Soit f la fonction 27r—périodique suivante

f(z) ==

Il est clair que f est de classe C' sur |-, [, donc elle vérifie les conditions de Dirichlet,

alors elle développable en série de Fourier, et comme la fonction f est impaire on a

ap =0; Vn >0,

™

b, == %/l‘ sin (nx) dz

= 2 [—Z cos (nm)]

s

— o™ v > 1,

\

La série de Fourier dans ce cas est

(_1 n+1

S(f):ZZ o sin (nx)

>2n+2

+00
:ZQ(_l—Sin(Qn—l—l)x
—~ 2n+1 '

2. On pose z = 7, d’'une part, on a

N =D
= 11 (5.13)
n=0
et d’autre part, on a
s s
G -7 619

5.7. Correction de la série 5 99|
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. En appliquant la formule de Parseval, on obtient

27r2 2
— de= ) b
W/Oxxzn

n>1
2
n>1 n
1
p— E?
n>1
et )
“ 2
/ 22dr = il
Tr —Ww
Alors
1 2
2T Ta
n>1 6
Exercice 2 :

1. Soit f la fonction 27 —périodique suivante

f () = |z

1l est clair que f est de classe C! par morceaux sur |-, 7|, donc elle vérifie les conditions

de Dirichlet, alors elle développable en série de Fourier, et comme la fonction f est paire,

on a
b, =0; Vn>1.
etona
s
aOI%/Sde:ﬂ';
0
et

2 [rz . 1 .
= [Esm(nx)]o—ﬁ/xsm(nx) dx
0
2 n
:ﬁ(l_(_1)> Vn >1

0 sin paire; Vn > 1,
_—zsi n impaire; Vn > 1,
™m

5.7. Correction de la série 5 100
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ceci implique

——Z Tl ; Vn > 1,

La série de Fourier dans ce cas est

et d’autre part, on a

En comparant les deux expressions (5.15) et (5.16), on obtient

ot .
—r@2n+1)? 8

Exercice 3 :

1. Soit f la fonction 27 —périodique suivante

-1 si z€]|-m0];
1 si xze€]0,7],

f(x) = sgn(x) = {

(5.15)

(5.16)

Il est clair que f est de classe par morceaux C' sur |—n, nr[, donc elle vérifie les conditions

de Dirichlet, alors elle développable en série de Fourier, et comme la fonction f est impaire

ona
(

a, =0; Vn >0,

= 21— Lcos(nr)]
4
=—(1-(-1D)" Vn>1
—(1-(-1)") Vnz
0 sin paire; Vn > 1,
= 4 . . .
—si n impaire; Vn > 1,
"

_ 4 .
=D r@y 2l
n=1

5.7. Correction de la série 5
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La série de Fourier dans ce cas est

et d’autre part, on a

Exercice 4 :

1. Soit f la fonction 27 —périodique suivante

(5.17)

(5.18)

Il est clair que f est de classe C' sur |-, [, donc elle vérifie les conditions de Dirichlet,

alors elle développable en série de Fourier, et comme la fonction f est paire, on a

b, =0; Vn >1,

27T2 2

agz—/x—dx:F—;
m) 2 3
0

2/:52 nmx
a, = — | — cos <—) dx
T) 2 w

0

et

etpourn > 1,ona

Par intérgation par parties deux fois, on obtient

1"
a, = 2( 2> Vn >1
n
La série de Fourier donc est
2 +oo n
—1
S(f) = % 2n:1 ( nz) cos nx
5.7. Correction de la série 5
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2.

— On pose x = m, d’une part, on a

2 400 n
S =23
2 X2
6 <= n?
et d’autre part, on a
7.‘.2
f(m) = >

En comparant les deux expressions (5.19) et (5.20), on obtient

—+o00
1 T

nz 6

n=1

— Sion pose x = 0, d’'une part, on a

Y

s<0)=%2+2+§<_1>n

n2

et d’autre part, on a

de l'expression (5.21), on obtient

+
\gE
T
—
s
|
]l

n2

n=1

3. En appliquant la formule de Parseval, on obtient

2 s 3722 a2
z Z ) dr =28 2
W/O(z) r= 9

n>1
d = 1
=5 4 —
n=1 n
et 4 A
2 (Y T
z 2 dr = —
- /_ ST
alors

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

5.7. Correction de la série 5
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Intégrales généralisées (impropres)

Dans ce chapitre, nous abordons le concept d’intégrale généralisée, qui est une intégrale dans
laquelle soit la fonction continue sur un intervalle d’intégration n’est pas bornée, soit la fonction

n’est pas continue sur I'intervalle d’intégration fermé.

6.1 Intégrale généralisée sur un intervalle non bornée

Définition 6.1 Soit f : [a; +0o[— R est une fonction intégrable sur toute intervalle [a, x] ot = > a.
On dit que l'intégrale
+o00

f(t)dt (6.1)

a

converge si la limite hrn [ f (t) dt existe, et on écrit

(i = hm/f

T—r400
a +

— Lintégrale (6.1) s’appelle intégrale généralisée ou intégrale impropre.

— Si cette limite J;E»IROO [ f (t) dt wexiste pas, on dit que l'intégrale (6.1) diverge.

— Pour étudier la convergence des intégrales de type [“_ f (t)dt, nous étudions I'existence de la
limite lim _ [ f () dt

o o (e o 1 , s
Exemple 6.1 Considérons l'intégrale généralisée f1+ t—adt ; a € R. On calcule d’abord lintégrale
e 1 ..
[} —dt, on distingue deux cas
tOé

- Sia=1,ona

1
/ —dt =In(x),
1t
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. . . 7 7 7 s 7 o 1
et lim In(z)= 400, ce qui assure la divergence de I'intégrale généralisée f;r ;dt.

Tr——+00
1 v 1
/ —dt:/ todt = ———
1t 1 (a — 1)t

- Sia#1,ona
, 1 { 0 si a>1;
et lim =

— = , par conséquent l'intégrale généralisée
z—too (v — 1)t

+oo si a<l;

1 . .
f1+°° t—adt converge si et seulement si « > 1.

Remarque 6.1 Lintégrale ci-dessus est appelée intégrale de Riemann.

Proposition 6.1 Pour que l'intégrale f;oo f (t) dt converge, il suffit de montrer que, quelle que soit

la suite (), tendant vers +oc, la suite ([ f (t)dt) converge.

Définition 6.2 Soient f : |—oo; +0oo[ — R est une fonction intégrable sur toute intervalle [x,y] ot
y > x. et ¢ € |—o0; +o00[. On dit que lintégrale

+o00

f(t)dt (6.2)

—00

converge si les deux intégrales généralisées [ f (t)dt et fc+°° f (t) dt sont convergentes, de plus on

a

400 c +oo
F(t)dt = / Fydi+ [ F@ e (6.3)

—00

— Sil'une des intégrales précédentes diverge, I'intégrale généralisée fj;o f (t) dt est divergente.

Remarque 6.2 Lintégrale généralisée précédente s’appelle intégrale doublement généralisée.

6.2 Espace vectoriel des intégrales généralisées

6.2.1 Linéarité

Proposition 6.2 Soient f et g deux fonctions intégrables sur toute intervalle |a,x| ot © > a. Si
les intégrales généralisées f;oo f(t)dt et fa+°° g (t) dt sont convergent, alors lintégrale généralisée
fa+°° (Af (t) + ug (t)) dt est convergente, et on écrit

—+00

[Tor@rwma=x [ roden [ s

a

6.2. Espace vectoriel des intégrales généralisées
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6.2.2 Positivité

Proposition 6.3 Soient f et g deux fonctions intégrables sur toute intervalle |a, x] ou x > a telles que
f(x) < g(z); Vo € [a;+00|. Siles intégrales généralisées fjoo f(t)dtet f;oo g (t) dt sont convergent,

alors on a
+oo +o0o
F(tydt < / g(t)dt.
En particulier, si f (z) = 0 (g est une fonction positive), on a
+oo
/ g (t)dt > 0.

donc intégrale de g est positive.

Remarque 6.3 Lensemble des fonctions intégrables sur |a; +o00| forme un espace vectoriel sur R.

6.3 Intégrale généralisée d’une fonction non bornée

Définition 6.3 Soit f : [a; b|— R est une fonction intégrable sur toute intervalle [a,z] ott a < x < b.

On dit que l'intégrale généralisée
b
/ f(t)dt (6.4)

converge si la limite limb [ f (t) dt existe, et on écrit
Tr—

/abf(t)dt::}iinb/jf(t)dt.

— Si la limite limb [ f (t) dt n’existe pas, on dit que l'intégrale (6.4) diverge.
— Si f une fonction définie sur un intervalle de type |a; b] et intégrable sur toute intervalle [z, b] ou
a < x < b. lintégrale généralisée f; f (t) dt converge si et seulement si la limite lim f; f(t)dt

existe.
s s : : 1 1 .\
Exemple 6.2 Considérons l'intégrale de Riemann suivante |, t—adt ; a € R. On calcule premiérement

y 1 - .
Uintégrale fwl t—adt, on distingue aussi deux cas

"1
/ Zdt:—ln(:v),

1
et lim (—In(x)) = —o0, ce qui assure la divergence de I'intégrale généralisée fol ;dt.

- Sia=1,ona

6.3. Intégrale généralisée d'une fonction non bornée I8
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- Sia#1,ona

1 1
1 1
/ —dt:/ todt = (1—t'7),
0 tOé 0 ]_ —
1

— si a<l;

: 1 1—ay _ - )
et linom (1 —t a) = « . '
T 400 s1 a>1;

converge si et seulement si o < 1.

, par conséquent l'intégrale généralisée fol t—adt

Définition 6.4 Soient f : |a;b] — R est une fonction intégrable sur toute intervalle [z, y] ot a <

x <y <b etcéela;bl. On dit que l'intégrale

/ b f(t)dt (6.5)

converge si les deux intégrales généralisées [ f (t) dt et fcb f (t) dt sont convergentes, de plus

/abf(t)dt:/acf(t)dtJr/cbf(t)dt 6.6)

Si 'une des intégrales précédentes diverge, I'intégrale généralisée ff f (t) dt est divergente, cette

intégrale est également connue sous le nom d’intégrale doublement généralisée.

. 7 Ve 7. [ N4 . o0 t .
Exemple 6.3 Lintégrale doublement généralisée suivante 1+ ﬁ—ldt est divergente, car les deux

dt sont divergentes, par exemple

. 7 Sn 4 Yl t & t
intégrales généralisées ff tz—ldt et f; 21

/2 Loat= (@ - 1)]’ =
L 2—1 2 1T

6.4 Intégrales de fonctions positives

Dans cette partie nous nous intéressons a l'intégrale des fonctions de signe positif qui consti-
tue la base de ce qui suit, nous donnons les différents critéres pour étudier le type d’intégrales

généralisées de ces fonctions.

Théoreme 6.1 Soit f : [a;+o0o[— R est une fonction intégrable sur toute intervalle [a,x] ol
x > a. Alors les l'intégrales généralisées fjoo f (t) dt converge si et seulement si Uintégrale [* f (t) dt

converge.

Preuve. Considérons la fonction F' (z) = [ f (¢) dt.

6.4. Intégrales de fonctions positives
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Pour tout x < y on a

y
Fu)= [ foa
x ]
= / ft)dt+ / f(t)dt (d’apres la relation de Chasles)
< / f(t)dt=F (z) (dapresla positivité de I'intégrale),

ce qui assure que F () est croissante, et elle est positive (intégrale de fonction positive), donc

pour que lim F'(x) existe il faut et il suffit que elle est majorée, alors I'intégrales généralisées
r—>+00

f;roo [ (t) dt converge si et seulement si I'intégrale |7 f (t) dt converge. m

6.4.1 Critere de comparaison

Proposition 6.4 Soit f : [a;+00o[— R est une fonction intégrable sur toute intervalle [a,z]| ol

x > a. Alors les intégrales généralisées fa+°° f(t)dtet fc+°° f (t) dt est de méme nature.

Preuve. Il suffit d’utiliser la relation de Chasles
+oo

+oof(t)dt:/cf(t)dt+ £t dt,

a

et I'intégrale [ f (t) dt est lintégrale de Riemann converge. m

Proposition 6.5 Soient f et g deux fonctions positives, intégrables sur toute intervalle [a, x] ot © >

a. On suppose qu’il existe ¢ > a telles que f (x) < g(x); Vo > ¢, ona

— Si lintégrale généralisée f;oo g (t)dt est converge, alors l'intégrale généralisée f;roo f(t)dt
converge aussi.
— Si l'intégrale généralisée fa+°° f (t) dt diverge, alors l'intégrale généralisée fa+°° g (t)dt est di-

verge aussi.

= 0, et on obtient les

Remarque 6.4 On peut appliquer cette proposition dans le cas 1112 / <(x§
- z—+00 g (T

mémes résultats que ci-dessus.

6.4.2 Critere d’équivalence

Proposition 6.6 Soient f et g deux fonctions positives et intégrables sur toute intervalle [a, x| ou

x > a. On suppose que lim /(@)
Tr—+00 qg (.T)

=1¢€[0,400]. Alors

6.4. Intégrales de fonctions positives L]
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— Sil ¢ {+00,0}, alors les intégrales généralisées f;roo f(t)dtet fj"o g (t) dt est de méme nature.
- Sil =0, sil'intégrale généralisée fa+°° g (t) dt converge, alors I'intégrale fa+°° f (t) dt converge.

— Sil = +o0, sil'intégrale généralisée f:oo f (t) dt converge, alors l'intégrale fa+°° g (t) dt converge.

6.4.3 Criteres de Riemann

Proposition 6.7 Soit f une fonction positive et intégrable sur toute intervalle [a,z] ot x > a. On
suppose qu’il existe | € RT = [0, +-o0] tel que
lim z%f (z) =1; Ya € R.

Tr—>—+00

- Sia>1letl+# +oo, alors f;oo f (t) dt converge.
- Sia<letl=+4o00, alors fa+°° f (t) dt diverge.

6.5 Intégrales de fonctions de signe arbitraires

6.5.1 Convergence absolue

Définition 6.5 On dit que lintégrale généralisée f;oo f (t) dt est absolument convergente, si linté-

grale généralisée f(:roo |f (t)| dt converge.
Proposition 6.8 Toute intégrale généralisée converge absolument elle converge.
Remarque 6.5 La réciproque de cette proposition est généralement fausse.

Définition 6.6 On dit que lintégrale f:oo f (t) dt est semi-convergente lorsqu’ elle est convergente

sans converge absolument.

6.5.2 Critere de Cauchy

Proposition 6.9 Soit f une fonction intégrable sur toute intervalle [a,x] oit * > a. Pour que linté-

grale f: f (t) soit convergente, il faut et il suffit que

Ve >0, 36 > 0,Vx € [a;b] telsqueb—d <x<y<bona

/yf (®) dt‘ <e (67

6.5. Intégrales de fonctions de signe arbitraires ¢
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Preuve. Considérons la fonction F' (z) = [ f (¢)dt, on a

F(y)—F(af)Z/yf(t)dt—/xf(t)dt

:/ayf(t)dtJr/:f(t)dt

:/xyf(t)dt.

En appliquant le critere de Cauchy pour F' (z), on obtient
F(y)— F(z) <e.

donc la proposition (6.7) est vraie. m

6.5.3 Critere d’Abel-Dirichlet

Proposition 6.10 Soient f et g deux fonctions intégrables sur toute intervalle [a, x| ol © > a, Vvéri-
fiant les propriétés

— La fonction f de classe C', positive, décroissante sur [a;b|, et
lim f (x) = 0.
z—b

— La fonction g satisfait la propriété suivante

y
AM >0, Vx,y € [a;b] / g (t)dt| < M.
Alors lintégrale fab f(t) g (t) dt converge, de plus
b
/ f)ygt)ydt| < Mf(z), V€ la;b] (6.8)

6.6 Intégrale généralisée et série numérique

Ce critere permet de déterminer la nature d’'une intégrale impropre a partir de la nature d’une

série numérique, et vice versa.

Théoreme 6.2 Soient f : [a;+oo[— R est une fonction positive, intégrable sur toute intervalle

[a,z] olt x > a, et (x,),, une suite numérique croissante telle que r; = a et lim m, = +oo. Alors

n—-—+o00

Uintégrale généralisée fa+°° f (t) dt et la série numérique Z f;n”“ f (t) dt ont la méme nature.
n>1

6.6. Intégrale généralisée et série numérique  [RLY)
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wn+1

Preuve. Considérons (5,,), la suite des sommes partielles de la série numérique Z I
n>1
En utilisant la relation de Chasles, on obtient

~ [ s dt+/ ftydt+ .. +/xjk+1f(t)dt

r1=a

— | fe)at

a

f@)dt,

cette égalité donne que la nature de la suite (" f (¢) dt) de la nature de la suite (S,),,, et la pro-

xn+1

" 9e ’ o . 7 +oo
position6.1 assure que I'intégrale généralisée [ "™ f (t)dt et la série numérique Z f
n>1
ont la méme nature. m

F(t)dt

Théoreme 6.3 Soient f : [1;+o00o]— R est une fonction continue, positive et décroissante. Alors

lintégrale généralisée f1+°° f (t) dt et la série numérique Z f (n) ont la méme nature.
n>1

Preuve. La fonction f est positive et décroissante, on a
flk+1) < f(z) < f(k) ; ou z € [k, k+ 1] pout tout k > 0.

En utilisant le critére de la croissance de I'intégration, on obtient

k+1 k+1 k+1

fk+1)de < flx)de < f (k) dzx

k k k

ceci implique
k+1

flk+1)< f(@)de < f (k) ,

k
en sommant de 1 a n — 1 Pexpression précédente, on obtient

ka+1 <Z/ f k)
k=1 k=1
ou sous la forme
n n k41 n—1
f (k) < fla)yde <Y f (k)
k=2 k=1"Fk k=1

en utilisant la relation de Chasles, on obtient

/ f o Zf<k>,

6.6. Intégrale généralisée et série numérique
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I'expression précédente devient

n n n—1
ST FR) - £ (1) s/ Faydr <3 F k)
k=1 1 k=1
Oou encore "
Sp— f(1) < / F(x)de < Sny . (6.9)

La relation (6.9) assure que la suite (" f (z) dx)n et la suite des sommes partielles ont la méme

nature, ceci implique l'intégrale généralisée f1+°° f (t)dt et la série numérique Z f(n) ont la
n>1
méme nature (d’apres théoremel.6). =

. . 1 o . oo di 5
Exemple 6.4 La suite de Riemann E — et l'intégrale de Riemann |, 7o ont la méme nature.
R na 167
n>1

6.7 Changement de variable dans une intégrale impropre

Théoreme 6.4 Soient f : [a;+00o[— R est une fonction intégrable sur toute intervalle |a,x] oll

T >a, et p: |a; 8] — R est une fonction de classe C! telle que p (o) = a et ¢ () = x. Alors

x B8
/ f(t)dt = / f o (®) ¢ (1) dt.

6.8 Intégration par parties dans une intégrale impropre

Théoreme 6.5 Soient f, g : [a; +0o[— R deux fonctions de classe C*. Alors

+oo +oo

f)g (t)dt = lim [f(t)g (D), — f'(t) g (t)dt.

Tr—100
a + a

6.9 Formules de la moyenne

6.9.1 Premiere formule de la moyenne

Théoreme 6.6 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions telles que [ est intégrable de signe constant

et g est continue, alors

dec € [a, b] tel que / f)gt)ydt=yg (c)/ f(t)dt.

6.7. Changement de variable dans une intégrale impropre  |J§¥
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Preuve. Notons que si f (x) = 0 I'égalité est triviale. Supposons maintenant que f (x) > 0, on a
m/f dt</f dth/f(t)dt, (6.10)
oum = inf g(x),et M = sup g(z).
e velab)

Comme f (z) # 0, les inégalités (6.10) deviennent

< f / <M (6.11)
X f
et comme g est continue, donc

Ju () g (t)dt

dc € [a, b] tel que fabf 0 dr =g(c),

puis le résultat souhaité. m

6.9.2 Seconde formule de la moyenne

Théoreme 6.7 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions telles que f est positive, décroissante et de

classe C* et g est continue, alors

Je ¢ [a,b] tel que / F() gt dt = f(a) / g () dt.

Preuve. Voir [7] =

6.10 Valeur principale de Cauchy

Proposition 6.11 Soit f :] — co; +oo[— R est une fonction continue, si lintégrale f:’;o f(t)dt

converge alors linj JZ. 1 (t) dt existe.

+oo a +o0
/ f(t)dt:/ rde+ [ fd

= lim af()dt+ hm /f

[0 dtmilﬂoo/af“)dt
_xinloo(/_xf(t)dtJr/:f(t)dt)
_xinloo/_if@)dt

Preuve. On a

6.10. Valeur principale de Cauchy



Chapitre 6. Intégrales généralisées (impropres)

et si I'intégrale [">° f (¢) dt converge alors lim [* f'(t)dt existe. m

T——>+00

Remarque 6.6 La réciproque de cette proposition généralement est fausse, par exemple

/tﬁ:O=¢lm tdt =0,

Tr—>1T00
—ZT + —T

mais [ tdt diverge.

Lalimite lim [“ tdt s’appelle valeur principale de Cauchy de l'intégrale fj;o tdt, et on écrit

T—>+00
liril tdt = U.p./ tdt
Définition 6.7 Soit f :] — co; +oo[— R est une fonction continue ou f_Jr;o f (t) dt est divergente.

On dit valeur principale de Cauchy de lintégrale fj;o f (t) dt la limite, si elle existe, suivante

Remarque 6.7 Dans la cas ou f une fonction continue sur [a;b] mais admet un seul point singulier

¢ €la; b], alors valeur principale de Cauchy de Uintégrale fab f (t) dt la valeur suivante

c—x b
ﬁg(l f@ﬁ+cﬂf@ﬁ)

6.10. Valeur principale de Cauchy



Chapitre 6. Intégrales généralisées (impropres)

Universitaire Larbi Ben M’hidi O.E.B

Département de MI 2023-2024
2éme Année Licence Maths(S3) Module : Analyse III
6.11 Série 6 (intégrales généralisées)

Exercice 1 : Etudiez la nature des intégrales généralisées suivantes :

L t+1)

2.
f 1 /1 _ t2
3. [ oVl \f
Vi
4. f+°° t"exp (—t) dt.
Exercice 2 : Etudiez la nature des intégrales généralisées suivantes :
400 1 +sint

1. [, \/_ dt.

2. [y _—\/Zdt

3 f*“ sint

4. [ dt o, B eR.

toIn f%
5. [ zexp (—)sin (z) dt.

Exercice 3 : Etudiez la nature de la série numérique Z en utilisant les intégrales

n>1

(n+1) ln(n+1)
généralisées.

1. En déduire la nature de cette série Z ﬁ
n>2

_y ) 1 N )
2. Démontrer que I'intégrale impropre fab ;dt , ol a < 0 < b, est divergente.

1
3. Calculer la valeur principale de I'intégrale f; ;dt olia <0 <b.

4. En déduire
/ "L
v.pD. — .
rJ g

6.11. Série 6 (intégrales généralisées)
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6.12 Correction de la série 6

Exercice 1 :

1. En utilisant la décomposition en élément simple, on obtient
1 1 1

tit+1) t t+1

/+oo dt /+oo 1 1
= S )t

o tt+1) N t t+1
1

donc

+oo
Lot(t+1)

donc l'intégrale est convergente.

2. Ona

/1 dt _2/1 dt
VI #2 0 V1I—12

[Tt
= 2 lim

z—1 0 \/1—t2

=2 liml [arcsin t]

r—

= T.

1
alors [, est convergente.

dt
V1—12
3. En utilisant le changement y = /¢, on a
400 t +oo
/ co8 \/_dt = 2/ cos ydy
1 Vit 1
+oo
=2 / cos ydy
1

= +00.

+oo COS\/%
bV

alors l'intégrale dt est divergente.

6.12. Correction de la série 6 116
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4. On pose
+oo
I, = / t" exp (—t) dt
0

En utilisant I'intégration par parties, on pose f (t) =t" et g (t) = exp(—t),ona

/ f@)d (t)dt. —/It”exp(—t)dt.
— [ () g D) — / F g @) de

= —[t"exp (—1)]y + n/ t"Lexp (—t)dt.
0

par le passage a la limite lorsque x — +o00, on obtient

[n = n[n,l.

Par récurrence on peut montrer que

I, = nlly = n! ( lim / exp (—t) dt) =
T—+00 Jq

Alors l'intégrale f0+°° t"™ exp (—t) dt est convergente.

Exercice 2 :

1. Ona
1 int 1
0< = v
Vi3 t2
, , 400 1 +sint
et dt est 'intégrale de Riemann converge, alors I'intégrale [, Wdt est conver-
P

gente d’apres la regle de comparaison.

1
2. Lintégrale fol mdt est doublement généralisée, il faut donc la décomposer, et on a

/ol—t\/_ / 1_75\/ / TEDI AR

pour étudier la nature de I'intégrale fo mdt il faut étudier la nature des intégrales

RV il v
— Pout l'intégrale [ ﬁ, on pose f (t) = m etg(t) = %, eton a

lim & = lim —1 =
g (5) el 1)

6.12. Correction de la série 6
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donc fo e fo \/_ ont la méme nature selon le critere d’équivalence, et comme
Iy 1ntegrale de Riemann converge, alors l'intégrale [ _dt est converge aussi.
f (1-0) Vi
dt 1 1
— Pout lintégrale [’ ———— onpose f(t)=——etg(t)=——,etona
grale [, T_nvi °°P f () W 9t) =1
t 1
lim—f< ) = lim — =1,
—1 g t) r—1 \/Z
1 t 1 dt A s s s
donc f Vi et [0 T ont la méme nature selon le critere d’équivalence, et comme
a dt . . . o
f — dlverge alors l'intégrale [ W est diverge aussi. Par conséquent l'inté-
1
rale —dt est divergente.
g fo — 9 NG g
1
3. On pose f ( )= n et g (t) = sint, et il est clair que la fonction f est positive, décroissante et

de classe C! sur [1;+o0[, et on a

donc

/ sintdt = — [cost]]
1

= (cos1 — cosx)

=cosl —coszx

/ sintdt’ =|cos1 —cosz| <1+ cosl
1

“+o00
/ sintdt’ <M=1+cos]l.
1

. . . y oo SInt
Alors d’apres la regle de Dirichlet I'intégrale 1+ %dt converge.

dt
4. Posons f (t) = .
) toln’ ¢
— Poura > 1,0na
lim ' f(t) = lim ;—0' A€l af
r—400 T— oo fO—A lnﬁ'[; ’ ’
d’apres le critere de Riemann (o — A > 0), l'intégrale f;w e converge.
n
— Poura < 1,0na
1
. A o .
xinﬁoot f)= $£+m—ta NP +o0; A€ Ja, 1]
d’apres le critere de Riemann (o — A < 0), l'intégrale |, Fee 7 diverge.
n
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— Pour a = 1, en utilisant le changement de variable y = ¢ (¢) = Int, on obtient

/-‘roo dt _/+oo Spl(t) dt_/—&-oo@
s toln’t m2 f (o (1)) m2 Y

et cette derniere intégrale est une intégrale de Riemann converge pour 5 < 1 et diverge

pour 3 > 1.

Remarque 6.8 Cette derniére intégrale s’appelle intégrale de Bertrand.

5. En étudiant la convergence absolue, on a

|z exp (—x)sin (z)] < xexp (—x).

et lim 2?[zexp(—x)] = 0, d’apres le critére de Riemann f0+°° xexp (—z) dt converge, alors

r—>+00

'intégrale f0+°° xexp (—z)sin (z) dt est absolument convergente.

Exercice 3 :

1. En utilisant le changement de variable y = In (¢ + 1) , on obtient

T dt In(z+1) dy
/1 (t—l—l)ln(t—I—l)_/lnz Y

= (g5
=ln[ln(z+1)] —In(In2)

et comme

/+°° dt ’ /ﬂ” dt
= 11m
1 @+ D) In(t+1) a—+o); (t+1)In(t+1)
= liIE In[ln(z+1)] —In(In2)

ey +OO,

donc l'intégrale généralisée est divergente, et d’apres le théoréme de comparaison série-

intégrale, la série est aussi divergente.

. Ona

1 1
< — Vn>2,
nlnn Ilnn

1 1
Z(n—l—l)ln(n—l—l) :annn’

n>1 n>2

et

donc la série E ﬁ est convergente d’apres le critére de comparaison.
n>2
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: .y 1
3. On étudier la nature de l'intégrale fob ;dt ,ona

b b
1 1
/ —dt = lim —dt
0 t z—0 T

= hm (Int]®

r—

= lim (Inb—Inx)

r—0

= OQ.

. 7 . 1 . . A . . 7
alors I'intégrale impropre fob gdt est divergente, ce qui entraine la divergence de l'intégrale

1
impropre fab gdt ,olla<0<b.

1
4. On sait que f (t) = June fonction continue sur [a; b], admet un seul point singulier 0 €|a; b,

donc
v.p./ - (/ f(t dt+/ f(t dt>
1
= hm0 (/ —dt +/ dt)
= Jlimy ([}, + M )7
= lim0 (In|—z| —Inlja] + Inb—Inx)
= hm0 (nz —In(—a) +Inb—1Inz)
=Inb—In(—a)
=In <—§> .
a
5. Pour a = —1 et b = ¢, on obtient
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Chapitre 7
Fonctions définies par une intégrale

Ce chapitre est consacré a I’étude de toutes les propriétés (limite, continuité, différentiabilité et
intégrabilité) d’une fonction définie par une intégrale, et nous introduisons quelques fonctions

spéciales définies par une intégrale.
7.1 Intégrale propre dépendant d’un parametre

Définition 7.1 Soit

f:la,b] x [u,v] — R
(1) — [ (x,1)

une fonction intégrable par rapport a t € [u,v], oil u et v sont des fonctions de = € [a,b] dans R ou

des constantes. On dit fonction définie par une intégrale toute fonction F' : [a,b] — R telle que

F(m):/vf(x,t)dt.

121
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7.2 Propriétés d’une fonction définie par une intégrale propre

7.2.1 Continuité

Proposition 7.1 Si f(x,t) est continue sur [a,b] x [u,v] et u(z) et v (z) sont continués sur [a, V],

alors la fonction F (x) est continue sur |a, b , en particulier

(2

lim F(z) = lim f(x,t)dt

T—>xQ T—=T0 [,

:/v lim f (z,t)dt

r—xo

/fiﬂoa

_F J]O

Exemple 7.1 Considérons la fonction f définie sur R x [0, 7] par

f(2,t) = # si (z,t) € R x]0, 7]

1 si t=0 ,
Il est clair que la fonction f est continue sur R x [0, 7| et u et v sont des constantes, alors la fonction

= Si t .
F(r)= [, smt(a: )dt est continue sur R.

7.2.2 Dérivabilité
Proposition 7.2 Si f (z,t) et 2 f (z,t) sont continués sur [a, b] x [u, v] et u () et v (x) sont dérivables
sur [a, b], alors la fonction F (x) est de classe C* sur [a, b] et on a
F'(z) = f(z,0)v (z) — [ (x,u)u (z) +/uv% (x,t)dt.
Exemple 7.2 Considérons la fonction f définie sur R x [0, 7] par
f(z,t) = tsin (xt)

Il est clair que la fonction f et 2 f (z,t) sont continués sur R x [0, 7] et

%f (z,t) = t* cos (xt)

. sin (xt
et u et v sont des constantes, alors la fonction F (z) = [ #dt est de classe C* sur R, et on a

0
F’(m):/o 2 f (ot
:/Wtzcos (xt) dt.
0

7.2. Propriétés d'une fonction définie par une intégrale propre ¥
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7.2.3 Intégrabilité

Proposition 7.3 Si f (x,t) est continue sur [a,b] x [u,v] et u(z) et v (z) sont continués sur [a,b],

alors la fonction F (x) est intégrable sur [a,b], en particulier

/abF(x)dx:/ab/uvf(x,t)dtdx
:/uv/abf(x,t)dxdt

Exemple 7.3 Considérons la fonction f définie sur [0, 1] x [0, 7| par
f(x,t) = tsin (xt)

Il est clair que la fonction f est continue sur [0,1] x [0, 7] et f (x,t) = t* cos (zt) et u et v sont des

. ~ sin (xt .
constantes, alors la fonction F (z) = |, i >dt est intégrable sur [0, 1], et on a

/OlF(x)dx:/ol/oﬂf(x,t)dtdm
—/Ol/oﬂtsin(xt)dtdx
:/OW/Oltsin(xt)dxdt

= /0 cos (zt) dt.

7.3 Intégrale généralisée dépendant d’un parametre

Définition 7.2 Soit f une fonction définie par

fla,b] x [u,+o00o[ — R
(x,t) — f(x,1)

ol u et v sont des fonctions de x € [a,b] dans R ou des constantes. On dit intégrale généralisée

dépendant d’'un paramétre z € [a, b] U'intégrale suivante

+oo
f(x,t)dt. (7.1)

u

et on dit que I'intégrale (7.1) converge si lim [’ f(z,t)dt existe et on écrit
v—>+00

F(z)= +OO f(z,t)dt. (7.2)

7.3. Intégrale généralisée dépendant d'un paramétre [E&]
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Remarque 7.1 par analogie avec les intégrales généralisées du chapitre 6, nous définissons les autres
types d’intégrales généralisées en fonction d’'un parametre, c’est-a-dire que pour l'intégrale générali-
sée [ f(x,t)dt ou lintégrale généralisée [ f (x,t)dt ou pour lintégrale généralisée doublement

généralisée. Nous admettons aussi, pour les autres types, les propriétés suivantes

7.3.1 Convergence uniforme des intégrales généralisées dépendant d’un

parametre

Définition 7.3 On dit que lintégrale généralisée (7.1) est uniformément convergente sur [a, b|, si et

seulement si

Ve >0, 36 > 0,Vx € [a,b] ,Yy > 0 ona < e (7.3)

F(a:)—/yf(a:,t)dt

Théoreme 7.1 Soit f une fonction définie par
f:]a,b] x [u,+00] — R
(x,t) — f(x,t)

telle que lintégrale généralisée f;oo f (x,t) dt existe Va € [a, b]. Alors Uintégrale généralisée fu%o f(z,t)dt
converge uniformément sur |a,b| si, et seulement si la suite de fonctions de terme général F,(y) =

[2" f (x,t) dt converge uniformément sur [a, b] ott (y, ), est une suite de [u, +ool, telle que hr& Yn =
+00.

Preuve. La preuve de ce théoréme découle immédiatement du théoreme du chapitre 6. =

Critére de Cauchy

Théoreme 7.2 Lintégrale généralisée (7.1) est uniformément convergente sur [a, b, si et seulement

/yy f(x,t) dt

Preuve. Supposons que l'intégrale généralisée (7.1) soit uniformément convergente sur [a, b]. On

St

Ve >0, 30 > 0,Vx € [a,b] ,Yy; >y >0 ona <e. (7.4

a alors

—+o00

f(x,t)dt

“+oo

Ve >0, 36 > 0,Vx € [a,b] ,Yy; >y, >0 ona <e/2et

f(z,t) dt‘ <eg/2.
(7.5)

Y1 Y2

7.3. Intégrale généralisée dépendant d'un paramétre
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Et d’autre part, on a

/:gf(m)dt‘ _

<

—+00 —+o00

f(z,t)dt — f(z,1) dt‘

Y1 Y2

+oo
f(z,t) dt’ +

+o0

f(z,1) dt'

Y1
<e/24¢e/2=¢€. Vx€lab], Yy; >y > 9.

Y2

Réciproquement : Supposons maintenant que l'intégrale généralisée (7.1) vérifie le critere de

Cauchy, donc

Ve >0, 36 > 0,Vx € [a,b] ,Yy; >y > 6 ona

/ny(x,t) dt‘ < e.
Y1

Et par le passage a la limite, quand y» — +o0, alors l'intégrale généralisée (7.1) est uniformé-

ment convergente sur [a,b]. ®

Critére de Weierstrass

Théoreme 7.3 Supposons qu'’il existe une fonction réelle ¢ (t) positive et intégrable sur [u, v] (appelée

fonction majorante) vérifiant

- |f (z,t)] < ¢ (t) pour tout x € |[a, b].
~ 7% (t) dt converge.
Alors l'intégrale généralisée fu+°° f (z,t) dt converge absolument et uniformément sur |[a, b|.

Preuve. On a fu+°° ¢ (t) dt converge, donc

Ve >0, 36 > 0,Vx € [a,b] ona

/u+oogo(t) dt‘ < e.

et comme |f (z,t)| < ¢ (t) pour tout = € [a, b, ce qui assure que fu+°° f (z,t) dt converge normale-

ment sur [a, b], donc absolument et uniformément sur [a,b]. =

Exemple 7.4 Considérons la fonction f définie sur [1,+o0[ x [0, 7] par

sin (xt) il a1

fla,t) =

Ona

et lintégrale f1+°° t%dt intégrale de Riemann « > 1 converge, alors d’apreés le critére de Weierstrass

Uintégrale 1+°° Sint(—ft)dt converge absolument et uniformément sur [0, 7| .

7.3. Intégrale généralisée dépendant d'un paramétre
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Critere d’Abel-Dirichlet

Théoreme 7.4 Soient f, g :[a,b] X [u, +oo[ deux fonctions bornées et intégrables par rapport a t sur

toute intervalle [u, v] oil v > w, vérifiant les propriétés

— La fonction f est positive, décroissante sur [a, ], et
lim f(z,t) = 0 uniformément Vz € [a,b].

t—+o0

— La fonction ¢ satisfait la propriété suivante

dM >0, Yv > u

/ g(x,t)dt‘ < M.

Alors I'intégrale fab f(z,t) g (z,t) dt converge uniformément sur [a, b].

Preuve. La preuve de ce théoréme découle immédiatement de la proposition6.10. m

7.3.2 Propriétés des intégrales généralisées dépendant d’un parametre

Continuité

Proposition 7.4 Soit f (z,t) est continue sur [a,b] X [u,4o00|. Si lintégrale (7.1) converge unifor-

mément vers F (x) sur [a,b], alors la fonction F (x) est continue sur [a, b] , en particulier

+oo
lim F(z) = lim f(x,t)dt
T—T0 z—x0 J,,
+oo
_ / lim f (z,1) dt
u T——T0
“+oo
= f (ZL’(), t) dt

Preuve. On pose F,(z) = lim [ f(x,t)dt, et comme lintégrale (7.1) converge uniformé-
Tr—>X0

ment vers F'(z), alors la suite (F, (x)), converge uniformément, et comme les termes de la suite

(F, (x)),, sont des fonctions continues, d’apres théoréme2.1, la limite F' (x) est continue. m

Dérivabilité

Proposition 7.5 Supposons que f (z,t) et 2 f (z,t) sont continués sur [a, b] x [u, +oo|. Si l'intégrale

(7.1) converge vers F'(x) sur [a,b] et f:oo 2 f (x,t) dt converge uniformément sur [a,b] , alors on a

— Lintégrale (7.1) converge uniformément sur [a, b] .

7.3. Intégrale généralisée dépendant d'un paramétre  [RE(]
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— La fonction F (z) est de classe C! sur [a, b] et

F' () :/:oo%f(x,t)dt.

Preuve. On pose F), () = lim [ f (z,t) d¢t, d’aprés la proposition7.2, la suite (F), (z)),, suite des
r—x0

fonctions de classe C! sur [a, ] et on a
"o
F/ = — t)dt.
ACR T

Et comme la suite (F,, (x)), converge uniformément (car fu+°° 2 f (x,t) dt converge uniformément
sur [a, b]), d’apres le théréeme2.3, la limite F' (z) de classe C' et on a

F'(z)= lim F (x)= lim ngf(x,t)dt:/ﬂoif(x,t)dt.

n—s+o0o n—+oo [ ox Ox

Intégrabilité

Proposition 7.6 Si f (z,t) est continue sur [a,b] x [u,+o00|. Si lintégrale (7.1) converge uniformé-

ment vers F' (x) sur [a, b], alors la fonction F (x) est intégrable sur [a, b] , en particulier

/abF(x)d:c:/ab/:oof(x,t)dtdx
:/u+oo/abf(x,t)dxdt

Preuve. On pose F, (z) = lim [ f(x,t)dt, et comme l'intégrale (7.1) converge uniformément
T—>T0

vers F'(x), d’apres la proposition7.3, la suite (F), (x))_ est une suite des fonctions continues

n

converge uniformément sur [a,b], en utilisant le théoréme2.2, la limite F' (z) est intégrable sur

/abF(m)dx:/ab/:oof(:n,t)dtdx
:/j(xli_%o/unf(a:,t)dt)d:c
‘ b n
:mh_rg()/an/%f(x,t)dtdm
:xlj_rgo/u/af(x,t)dtda:

_ /:OO /abf(x,t) ddt.

[a,b], et on a

7.3. Intégrale généralisée dépendant d'un paramétre
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7.4 Fonctions Eulériennes spéciales

Dans cette section, nous étudions les fonctions Eulériennes, qui sont la fonction Gamma et la
fonction Béta. Ces fonctions sont utilisées dans de nombreux problemes mathématiques et phy-

siques.

7.4.1 La fonction Gamma

Définition 7.4 La fonction Gamma, est la fonction I' définie par lintégrale suivante

+oo
['(z)= / e ' ldt (7.6)
0

7.4.2 Propriétés de la fonction Gamma

Proposition 7.7 La fonction Gamma définie par Uintégrale (7.6) vérifié les propositions suivantes :

—_

. Lintégrale (7.6) converge sur |0, +oo].

N

. Lintégrale (7.6) converge uniformément sur tout intervalle [a,b] o 0 < a < b < 400, en

déduire que la fonction I" est continue sur |0, +o00] .
3. La fonction I' est de casse C* sur |0, +o0].

4. Pour tout x € |0,4+o00[, on a
I'(z+1)=2al(x) . 7.7)

5. Pour tout n € N*, on a
I'(n+1)=nl (7.8)

6. la fonction I' peut étre étendue a des valeurs négatives.

Preuve.

1. D’apres la relation de Chasles, on écrit

+o0 1 “+oo
[(z)= / e "ttt = / e "t"Ndt + / e "t 1t (7.9)
0 0 1

et on a e t*! < t*7! V¢t > 0, comme lintégrale fol t*~'dt converge sur |0, +oo|, donc
d’aprés la regle de comparaison, l'intégrale fol e 't*~1dt converge sur |0, +oo[. Pour dé-

montrer la convergence de la deuxiéme intégrale f1+°° e 't*~1dt, on pose f(t) = e tto1

t oo
etg(t)=e? ona lim A0 lim e ¥/2t*~!1 = 0, et comme [,"* e */2dt converge sur
t—s+00 g (t) t—s 400

R, donc ffoo e tt*~1dt converge sur R, par conséquent I'intégrale 0+°° e 't~ 1dt converge

sur |0, 4+o0[, alors la fonction I" est bien définie sur |0, +o0].

7.4. Fonctions Eulériennes spéciales s
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2. Soient t € |0,1] etz > a > 0, 0n a |e ‘t* 7 = e 't*71 < e'*!, et comme fol et dt
converge, le critere de Weierstrass assure que l'intégrale fol e 't*"1dt converge uniformé-
ment sur [a, +oo[. Pour démontrer la convergence de la deuxieme intégrale f1+°° et Ldt,
on prend t € [1,+o0o[ et 0 < x < b, on a |e 71| = e o1 < 71", et dapres le
méme critere intégrale 1+°° e~ 't*~1dt uniformément sur |0, b] , alors I'intégrale 0+°° e 't*Ldt

converge uniformément sur [a,b] ou 0 < a < b < +0o0.

3. Supposons que la fonction I" est dérivable, donc
+oo
I (x) = / e "1 n (t) dt. (7.10)
0
En utilisant la relation de Chasles, on écrit

1 400
IV (2) = / e " n (t) dt + / e 't*1n (t) dt,
0 1
et d’apres le critere de Weierstrass et I'inégalités
et TIn(t)| = e In(t)] < e Hn(t)] Vte]0,1],z>a >0,

'intégrale fol e '*!1n (t) dt converge uniformément car fol e~'t* 1 |In (t)| dt converge. De

méme, pour ¢ € [1,+oo[et0 <z < b,ona

e " In(t)| < e In(t) < e ' n (¢)

et [ eI (t) dt converge, donc [,"* e~**~'In (t) dt converge uniformément sur [a, ]

ou 0 < a < b < +oo. Comme la fonction e *t*~!1In (¢) de casse C' sur ]0,+oc[, alors la
fonction I est de casse C' sur |0, +oo| et leur dérivée est donnée par 'expression (7.10). De

proche a proche, nous pouvons démontrer que la fonction I" est de casse C* sur |0, +o0] .

4. On a .
F(z+1)= / e "t dt
0

—t

En utilisant I'intégration par parties, on pose f (t) =t et ¢’ () = e *,ona

“+00

[(r+1) = f(t)g' (t)dt

7.4. Fonctions Eulériennes spéciales 4
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5. 11 est facile de voir que T'(1) = 1 = 0!, et en utilisant (7.7), on obtient I" (2) = 1 = 1! et
['(3)=2=2letI'(4) =2 x 3 =3, et par récurrence on obtient I' (n + 1) = n!; ¥V n € N*.

6. On sait que la fonction I'(x) est bien définie sur |0, 1[, donc par translation la fonction
I'(z 4+ 1) est bien définie sur |0, 1], et d’apreés (7.7), on a I'(z) = Letl) donc I'(z)
est bien définie sur |—1,0[, de proche a proche, la fonction I' (x) est bien définie sur tout
intervalle de la forme |—n —1,—n[; V n € N, Nous trouvons donc une extension de la

fonction factorielle.

7.4.3 La fonction Béta

Définition 7.5 La fonction Béta, est la fonction (3 définie par lintégrale suivante

1
B(p,q) =/ 2P (1 —2)  da (7.11)
0

7.4.4 Propriétés de la fonction Béta
Proposition 7.8 La fonction Béta définie par lintégrale (7.11) vérifié les propositions suivantes :

1. Tintégrale (7.6) converge pour p,q € |0, +o0].

2. 3(p,q) = B(q,p) pour p,q € ]0, +oof.
3. Pour p,q € ]0,4+00[, on a
I'(p)T(g)

il 7 7.12
I'(p+q) (7.12)

B(p,q) =

Preuve.

1. Pour p,q > 1, I'intégrale (7.11) est propre. Pour p,q € |0, 1], l'intégrale (7.11) est double-

ment généralisée, il peut étre décomposé comme suit

1 a 1
/ P (1 —2) e = / P (1 —2) " da + / 2P (1 —2)" .
0 0 a

Pour 0 < p < let0 < qg < 1, on pose f(z) = 2?7 ' (1—x)" " et g(z) = 2/~', donc
hmo% = limo(l —2)"! =1, et comme [ 2P~ 'dz converge pour 0 < p < 1, d’apreés

le critere d’équivalence [~ (1 — z)?" " dx converge pour 0 < p < let0 < ¢ < 1, de
méme pour p > 0 et ¢ < 1, on pose f(z) = 2" (1 — )" " et g(z) = (1—2)" ", donc

limlf Ex)) = limla:p_l = 1, et comme fal (1 — )" dz converge pour p > 0, d’apres le critére
r—— g €T r—

d’équivalence fal 2P~ (1 — x)?”" dz converge pour p > 0 et ¢ < 1, par conséquent l'intégrale

(7.6) converge pour p, g € |0, +o0[, et la fonction Béta bien définie pour p, ¢ € |0, +o00] .

7.4. Fonctions Eulériennes spéciales [l
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2. Il est immeédiate.

3. Pour p,q € ]0,400], et si on prend = = p, l'intégrale (7.7) devient

+oo
T (p) = / e P,
0
en utilisant le changement ¢ = 2, on obtient
400 )
I'(p) = 2/ e uPP . (7.13)
0
De méme pour x = q et t = v?, I'intégrale (7.7) sera
+o0 9
['(q) =2 / e v . (7.14)
0
En multipliant (7.13) par (7.14), on obtient

too oo 2,2
IF'(p)T(q) = 4/ / e (wHv%)  20=1020-1 gy
0 0

En passant aux coordonnées polaires, nous posons u = rcosf et v = rsinf, l'intégrale

précédente devient

+oo B
C'(p)T(q) = 4/ e ax / cos? 1 0 sin®*~ ! Odfdr. (7.15)
0 0

D’autre coOté, on a
—+00
L(p+q) = / e Pttt
0

On utilise le changement de variable ¢ = r2, on obtient

+oo
F'(p+q) = 2/ P21 g (7.16)
0

On sait que X
B(p,q) =B(q,p) = / 2971 — 2)P da.
0

On utilise maintenant le changement de variable ¢ = sin” §, on obtient

s

B (p,q) =2 /2 cos?~ 1 0 sin??1 0d6. (7.17)
0

De (7.15), (7.16) et (7.17), on obtient la relation (7.12).

7.4. Fonctions Eulériennes spéciales il
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Universitaire Larbi Ben M’hidi O.E.B

Département de MI 2023-2024
2éme Année Licence Maths(S3) Module : Analyse III
7.5 Série 7 (Fonctions définies par une intégrale)
Exercice 1 :

1. Considérons la fonction suivante

400 <in (.T2t2>
- mre) R.
f(z,t) /0 SEN dt Vx e

(a) Démontrer que cette intégrale est uniformément convergente sur R.

(b) Démontrer que la fonction f est continue sur R.
2. Considérons la fonction suivante
—+00
flz,t) = / sin (zt) exp (—at) dt Yz € ]0, 400 .
0
(a) Démontrer que cette intégrale est uniformément convergente sur |0, +oof.
(b) Démontrer que la fonction f est continue sur v.

Exercice 2 : Soit f (z,t) une fonction définie sur R x ]0, +-o00] par

f(z,t) = /o h sinixt) exp (—t) dt

1. Démontrer que cette intégrale est uniformément convergente sur R.
2. Démontrer que f(x,t) est de casse C! sur R.
3. Calculer f'(z,t), en déduire f(z,1).

Exercice 3 : Soit I' la fonctin Gamma d’Euler

1. Déterminer I' (o) pour tout a > 0.
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2. Démontre que

+oo 1
/ exp (—t*)dt =T (a + ) ca > 0. (7.18)
0

«

3. Calculer la valeur de 8 (%, %) , en déduire I" <%>

4. Calculer I'intégrale de Gauss suivante

+o0
/ exp (—t2) dt.
0
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7.6 Correction de la série 7

Exercice 1 :

1. Considérons la fonction suivante

+00o L1 2t2
flz,t) = / Mdt Vo € R.
0

2412
(@) Ona .
sin (x*t?) 1
V(z,t) € R x |0, ,
1 sin (22t%)
+o00 +oo :

et comme ——dt converge sur|0 alors ——————=dt converge unifor-
mément d’apres critere de Weierstrass.

sin (22t%)
2+t2 .
converge uniformément, alors f(z,t) continue sur R.

o Sin (721?)

2 + t2 dt

(b) La fonction est continue sur Rx]0, +o00[, et comme I'intégrale f0+

2. Considérons la fonction suivante
f(x,t) = /0+0<> sin (zt) exp (—xt) dt YV € 10, +o0].
(a) On a
|sin (zt) exp (—xt)| < exp (—xt) < exp(—at) Y(z,t) € [a,b] x |0, +o0],

olt0 < a < b, et comme [,"* exp (—at) dt converge sur |0, +ool, alors ["* sin (xt) exp (—at) dt
converge uniformément d’aprées critére de Weierstrass.
(b) La fonction sin (xt) exp (—at) est continus sur (]0, +00[)?, et comme f0+°° sin (xt) exp (—xt) dt

converge uniformément, alors f(z,¢) continue sur |0, +oo|.

Exercice 2 :
+oo Sin (2t)
0

0 sin (xt Usin (xt 0 sin (xt
/ smix ) exp (—t)dt = / smt(x ) exp (—t) dt + / smt(x ) exp (—t) dt.
0 0 1

a. Si0<t<1,0na

1. l'intégrale exp (—t) dt est doublement généralisée, il peut étre décomposé comme

suit

sin (xt) exp (—t)
) p ()| < 220,

La fonction & (x,t) = § est positive, décroissante, et

lim h(x,t)=0

t—+00

et la fonction k (z,t) = exp (—t) vérifie

7.6. Correction de la série 7
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/01 exp (—1) dt' = /Olexp(_t) di=1—e1

o in (t
Alors l'intégrale 01 sin (t)

b.Sit>1,0na

exp (—t) dt converge uniformément d’apres le critere d’Abel.

sin (xt)
t

exp (—t)‘ <exp(—t).

(ot . ,
et [ exp (—t)dt converge, donc [*° sin (1) exp (—t) dt converge uniformément, alors f(z,¢
Ji T exp 8 0 ; p 8 :

est bien définie et continue sur R.

sin (xt)
t +
est aussi continue sur R, et il est clair que l'intégrale [;" cos (xt) exp (—t) dt converge uni-

. . [ 0
2. Lafonction g(z,t) = exp (—t) est continue sur R et dérivable p g(x,t) = cos (zt) exp (—t)
T

formément, alors la fonction f(z,t) est de classe C' sur R, et on a
, +o00 a
t) = — t)dt
= [ gt

+oo
= /0 cos (zt) exp (—t) dt.

3. On sait que
cosx = Re (em)

donc
+oo )
f(z,t) = / Re (e”) exp (—t) dt
o+oo |
= / Re (e(”’l)t) dt
0

+oo
= Re ( / e(”_l)tdt)
0
1
=R
¢ (1 — 293)

B 1
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En intégrant cette derniere formule entre O et x, on obtient
f(z,t) = arctan x.

Exercice 3 :

1. D’apres la définition, on a

+oo
I'a) = / e 't tdt; a0 >0
0

7.6. Correction de la série 7
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2. Considérons l'intégrale
+oo
/ exp (—t%) dt.
0

En utilisant le changement de variable u = t*, on obtient

+o0 1 o0 171
/ exp (—t%) dt = —/ e fua du
0 0

(%

3. D’apreés la définition, on a

11 1 1 _1
ﬁ<§7§>=/0 x2(l—x) 2dx

En utilisant le changement de variable v = ¢z, on obtient

11 ! _1
15} (5, 5) = /0 ut (1 — u2) : 2udu
- / LS
B 0o Vv 1-— u2
= 2 [arcsin u], = 2 (g) =.
Posant p = g = %, la relation (7.12) devient
1 1
"(2)r ()
11 2 2
1(33)- |

22

mais I' (1) = 1, donc

4. Pour o = 2, , la relation (7.18) sera

+o0o 1 1
J— 2 — — J—
/0 exp (—t%) dt QF(Q).

1 g
et comme I’ (§> = g, alors l'intégrale de Gauss vaut

+o0o
/ exp (—t2) dt = g
0

(7.19)
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