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Résumé

Ce travail est consacré a I'étude de la méthode de Nikiforov-Uvarov
prolongée pour trouver une solution aux équations différentielles de second
degré qui posséde aux plus quatre points singuliers, avec quelques applications

dans le domaine de la physiqgue mathématiques.

D’abord, on a donné des définitions et les propriétés de base que on va les

utiliserons dans notre travail.

Ensuite, nous avons présenté la méthode de Nikiforov-Uvarov et sa méthode

prolongée.

Enfin, et a la fin de ce travail on a présenté une application de la méthode de
Nikiforov-Uvarov prolongée qui a pour objet : réesoudre I'équation de Heun et

Heun confluente, et quelque cas.
Mots clés

Méthode de Nikiforov-Uvarov, méthode de Nikiforov-Uvarov prolongée,

équation de Schrodinger, équation de Heun, équation de Heun confluente.



Abstract

In this work, we have presented two methods that are very important in
many fields of research, namely the Nikiforov-Uvarov method and the ex-
tended Nikiforov-Uvarov method, for finding a solution to second-order diffe-
rential equations in polynomial form. These methods are preferred by many
researchers and scientific journals over many other methods. In this work, we
have mentioned and studied the extended Nikiforov-Uvarov method for solving
equations containing at most four singular points. We have complemented this
work with a number of applications in mathematics and physics, such as solving
the confluent Heun and Heun equation, and solving the Schrédinger equation
for certain potentials such as the Coulomb potential and the Coulomb potential

plus harmonic potential.

Key Words

Nikiforov-Uvarov Method, Extended Nikiforov-Uvarov Method,

Schrodinger Equation, Heun Equation, Confluent Heun Equation.
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Introduction

La fonction de confluente hypergéométrique a été introduite par le mathéma-
ticien Allemand Leonard Euler au 18 siécle. Euler a étudié la série de Taylor de la
fonction exponentielle et a découvert que cette série pouvait étre exprimée en termes
de la fonction de confluente hypergéométrique. Et au 19 siécle, la mathématicien
Allemand Carl Friedrich Gauss a également travaillé sur la fonction de confluente

hypergéométrique et a découvert plusieurs de ses propriétés importantes.

La méthode de la fonction confluente hypergéométrique a été développée plus
tard, aux 20 siécle, par les mathématiciens russes Andrei Nikiforov et Vladimir Uva-
rov. Ils ont utilisé la fonction de confluente hypergéométrique pour développer une
méthode systématique de résolution des équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur.

En 1976, Nikiforov et Uvarov ont publié un livre intitulé "Fonctions spéciales
de la physique mathématique" [I] dans laquelle ils ont présenté leur méthode, qui

est maintenant connue sous le nom de méthode de Nikivorov-Uvarov.

La méthode de Nikivorov-Uvarov utilise la théorie des groupes de lie pour
résoudre les équations différentielles. Elle repose sur la recherche d’une transfor-
mation qui permet de réduire I’équation différentielle & une équation plus simple,
qui peut ensuite étre résolue a ’aide de fonctions spéciales, telles que les fonctions
de confluente hypergéométrique, cette méthode est également utilisée en physique

mathématique pour résoudre des équations différentielles qui se posent dans de nom-
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breux domaines, tels que la mécanique quantique, la relativité générale, la théorie
quantique des champs, d’autres encore elle est également utilisée dans d’autres do-

maines des mathématiques.

Et en 1980, les scientifiques Ryszard Horodecki, Sergei Suslov, Anatoliy Kli-
myk, Vladimir Spiridonov et bien d’autres ont développé la méthode de Nikiforov-
Uvarov, également connue sous le nom de méthode de Nikiforov-Uvarov pro-
longée (étendue), ces chercheurs ont étudié et développé diverses variantes et géné-
ralisations de la méthode Nikiforov-Uvarov, en 'adaptant a la résolution d’équations
différentielles plus générales et plus complexes, non seulement des équations de type
hypergéométrique, mais aussi des équations différentielles du second ordre contenant
au maximum quatre points singuliers. Cette méthode améliore les techniques utilisées

dans la méthode Nikiforov-Uvarov.

Les travaux de ces chercheurs ont permis d’étendre ’applicabilité de la méthode a

un large éventail de problemes mathématiques et physiques.
Ce travail est organisé en trois chapitres, structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions générales est les
propriétés et les notions essentielles que nous utiliserons par la suite. Le deuxiéme
chapitre est divisé en deux parties, dans la premiére partie, nous expliquerons en
détails les différentes étapes de la méthode de Nikiforov-Uvarov avec quelques
exemples, et dans la deuxiéme partie, nous avons présenté le prolongement de la

méthode de Nikiforov-Uvarov et expliqué en détail ses différentes étapes.

Dans le troisiéme chapitre, on donne quelques applications sur la méthode
de Nikiforov-Uvarov Prolongée, Dans la premiére application, nous avons résolu
I’équation de Schrodinger pour certains potentiels tels que le potentiel de Colomb et
le potentiel harmonique plus un autre potentiel, on va résoudre aussi 1’équation de
Heun en utilisant cette méthode, et aprés, nous avons traité la solution de 1’équation

de Heun confluente par la méme méthode, dans ordre de trouver la solution aux
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valeurs propres et la fonction propre, et nous avons résolu des cas particuliers de
I’équation de Heun confluente, dont : le probléme de coulomb sur 3-sphérs, deux
électrons se repoussent coulombiquement sur une sphére, et potentiel hyperbolique

a double puits, et on termine ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Définition 1.0.1 Points singuliers et ordinaires :[2]

Nous nous référons a 1’équation linéaire homogene de deuxiéme ordre

d?w dw
-~ — 1.1
oM =, (L)

ol w est une fonction complexe d’une variable complexe z, p(z) et ¢(z) sont des
fonctions de la variable z.
Un point 2 est dit un point ordinaire de ’équation (1.1)) si p(z) et ¢ (z) sont

deux fonctions réguliéres en zj.

Tout autre point est une singularité de I’équation.
Définition 1.0.2 Singularités réguliéres et irréguliéres :[2]

Supposons que zg soit une singularité, si elle est en 2y, on dit que la singularité

en 2y est réguliére si les limites suivantes existent :

lim (2 — 20) p(2) = A4
a0 (1.2)
lim (z — 20)* ¢ (2) = B,

zZ—20
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ou
* p(2) est régulier ou a un pole d’ordre 1.

* ¢ (z) est régulier ou a un pole d’ordre ne dépassant pas 2.

Sinon zy est un point singulier irrégulier.

1.1 Formule de Rodrigues :

En mathématiques, la formule de Rodrigues (anciennement appelée formule de
Ivory-Jacobi) est une formule impliquant les polynémes de Legendre, indépendam-

ment découverte par Olinde Rodrigues, James Ivory et Charles Gustave Jacob Jacobi.

Considérons ’équation différentielle du second ordre sans second membre sui-

vante :

p@)y" +q(x)y + Ay =0,

ou p(x) et g(x) sont des polynomes tels que deg (p(x)) < 2 et deg (g(x)) < 1 et que

A est une constante.

On définit la fonction w (z) par la formule suivante :

T

w(z) = ! exp /Mdt

p () p(t)

o

Alors la suite des polynémes orthogonaux qui solutionnent ce probléme est donnée

par la formule de Rodrigues :[9]
Cc, d"

By () = w () (p())"]; n €N,

w (z) dz™

a un facteur de normalisation prés ¢, n € N.
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Remarque 1.1.1 Une fonction p(x) carré intégrable est normalisée dans l’espace

Lo (2) si est seulement si :

[F2 (CC)HLQ(Q) =1

1.2 La fonction hypergéométrique :

Le terme de séries hypergéométriques a été introduit par John Wallis en 1656, et
elles ont été étudiées pour la premiére fois par Gauss en 1812. Les fonctions hypergéo-

métriques sont introduites comme généralisation de la notion de séries géométriques.

Les fonctions hypergéométriques sont des fonctions qu’on exprimer en séries
entiéres qui ont une forme un peu spéciale et particuliére, elles permettent également
d’exprimer des fonctions spéciales et des polyndémes orthogonaux classique tel que

ceux de Bessel, de Legendre, Jacobi ou de Hermite.

Nous définissons la fonction hypergéométrique généralisée ,F;, dépendant de

plusieurs parameétres o; et [3; de la maniére suivante :

p,09, ... 7O[p;
qu(alaa2aa37"'Oép;ﬁbﬁ%ﬁ?n"'ﬂq;fﬂ): qu x

ﬁhﬁm---;ﬁq;

o (al)n,(ag)n,...(ap
a ; (B1)> (B2),, - - (By

S

avec le symbole de Pochhammer («), définit par :

(@), =a(a+1),....(a+n—1)
I'(a+n)
['(a) -

Si «; est égal & zéro ou un nombre entier négatif alors la série se termine, c-a-d

»F, devient un polynéme.



Chapitre 1. Notions préliminaire

En particulier, discutons de trois types de fonction hypergéométrique célébres :

— Lecasoup=1,¢q=0:

Fo(as2) = 30 Wayn

n!
n>0

est une solution de I’équation différentielle suivante :

d
{(1—93)%—4 1Fo (a; ) = 0.
— Lecasoup=2,q=0:

2Fo (a,b;2) = Z —(a)n (b)nfﬂn>

n!
n>0
est une solution de I’équation différentielle suivante :

2

d d
2 l .
$?+[_1+(1+b+a)x]_lx CLb:| 2 0(&,(),1’) 0.

—Lecasoup=2,g=1:

est une solution de I’équation différentielle suivante :

d2

d
—l—[c—(a—l—b—{—l)x]%—ab] 3Ey (a,b;c;x) = 0.
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1.3 L’équation de Heun

1.3.1 La forme générale de ’équation de Heun (HE) :

Définition 1.3.1 La forme générale de l’équation de Heun dans laquelle Gauss hy-
pergéométrique, confluente hypergéométrique, Mathieu, Ince, Legendre, Laguerre, les
fonctions de Bessel, est une équation différentielle linéaire du second ordre s’écrire

sous la forme suivante [2] [§] :

d?y ol ) € dy aBz —q
£ 12 =0 1.3
dz2+(z+z—1+z—a)dz+z(z—1)(z—a)y ’ (13)

ou : z € C et y(z) est une fonction de variable compleze z et «, 3, v, 0, €, q,
a sont des paramétres généralement complexes et arbitraires, lies par la contrainte
Fuchsienne :

dt+y+e=a+p+1 (1.4)

et le nombre complexe q est appelé paramétre accessoire.

L’équation de Heun (|1.341.4) a quatre points singuliers a. z =0, z =1, z = a
et.z = o0o. Les solutions de Heun les plus étudiées sont les équations polynomiales

de Heun, ces solutions s’écrivent sous la forme suivante :
Hp(z) =2 (= 1)” (z = a)" p(2),

ol 01, 09 et o3 sont des constantes réels.
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1.3.2 La forme générale de I’équation de Heun confluente :

L’équation différentielle de Heun confluente, écrite sous la forme uniforme la

plus simple, est

+1 +1 v
y”+(a+ﬁ +L)y’+<ﬁ+ )yzo,

z z—1

qui peut s’écrire comme suit :
1
2y + [=227 = Bz + (a+ 1))y + [(7—@—2)2—5(5—1—(04—1—1)5)] y = 0.

Remarque 1.3.1 [’équation de Heun confluente c’est un cas particulier parmi quatre
cas confluentes, ceci est obtenu lorsque la singularité a z = a est fusionnée avec celle
a z = o0 ,résultant en une équation ayant toujours des singularités réguliéres a z = 0

et 1, et une singularité irréguliére de rang 1 a oco.

1.4 L’équation de Schrédinger indépendante du
temps :

La fonction d’onde d’une particule dont ’énergie potentielle V' (z) ne dépend

pas du temps doit satisfaire I’équation de Schrodinger :[4]

ih% = —%A () +V(x)| ¥V (x,t), z€R (1.5)

cherchons ¢’il existe des solutions de cette équation de la forme :

U (x,t) = @ (x) x (1), (1.6)
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nous substitution cette derniére équation dans I’équation (|1.5)), on obtient

Ix (t)

ihy (v) =5,

- [—h—QA +V (m)] p(x) x (1), (1.7)

2m

nous divisons les deux membres de cette équation sur le produit ¢ (x) x (t), nous

trouvons

ih Ox (t) 1

h2
ORI {‘%A“w)}”@’

on remarque que les deux coté de cette équation, la coté gauche ne dépend que du
temps t, et 'autre coté dépend uniquement de la variable x. L’égalité ne peut étre
atteinte que si les deux coté de cette égalité sont égaux a une constante que nous

poserons & F, on obtient

ma’é—f) — Ex (1), (1.8)
et
A @) +V () (a) = B (). (19)

2m

Nous obtenons alors pour x (¢) une équation différentielle qui s’intégre facilement

et qui donne :

—iFEt
X (1) = Aexp ( Zh ) . (1.10)
L’équation (|1.9) peut donc s’écrire sous la forme suivante :

{_—th +V (x)} ¢ (x)=Ep(z), (1.11)

2m

cette équation s’appelle équation de Schrodinger stationnaire qui s’écrite sous forme

condensée suivante :

He(z) = Bp(x), (1.12)

10
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ou H représente 'opérateur hamiltonien qui est défini par :

h2
H= —%A+V($). (1.13a)

L’équation ([1.12]) est une équation aux valeurs propres de 'opérateur hamilto-

nien H. Les valeurs propres sont les énergies du systéme.

Si le spectre de H est discret, donc les différentes valeurs possibles de ’énergie

E et des fonctions propres ¢ (z), on leur attribue un indice n, alors on a

Hep, (:C) = Enon (x> .

La solution générale de I’équation de Schrodinger est une formulation linéaire
de solutions stationnaires. Donc, une fois que vous connaissez ces solutions, on peut

écrire la solution générale de 1’équation Schrodinger :

> —iEnt
\I!(a:,t):chgon(x)exp< h ),
n=0

ou ¢, coefficients dépendent des conditions initiales, on a

U (x,0) = Z Cnion ().

11



Chapitre 2

Extension de la méthode de

Nikiforov-Uvarov

2.1 La méthode de Nikiforov-Uvarov (NU)[1]

Définition 2.1.1 La méthode de Nikiforov-Uvarov est basé sur la rédaction des équa-
tions différentielles du deuxiéme ordre sans second membre a une équation généralisée

du type hypergéométrique, La forme de cette équation est donnée par :

U+ u =0, (2.1)

dans les quelles o (2) et 6 (z) sont des polynomes de degré non supérieur a 2, et 7 (z)

un polynome de degré non supérieur a 1.

Suppose que la variable z et les coefficients des polynémes o (z), 6 (z) et 7 (2)
sont susceptibles de prendre toute valeur réelle ou complexe. Nous mettons ce chan-

gement

u=()y (). (2.2)

12
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On calcul la premiére dérivée de la fonction u

u'=¢' (2)y(2) + 9 (2)y (2), (2.3)

la seconde dérivée est donc

u' =" (2)y (2) + ¢ ()Y (2) + e () ¥ (2) + ¢ (2) ¥ (2),

alors

u' =" (2)y (2) + 26" (2) ¥ (2) + ¢ (2) " (2) (2.4)

Nous substituons les équations (2.2), (2.3) et (2.4) dans I’équation (2.1)), nous

trouvons

P" (2)y (2)+2¢" (2) ¥ () ()" () +——

on écrit I’équation précédente sous forme équation différentielle du second ordre de

la fonction y (z) , on obtient

Pour que I’équation ({2.5)) prenne la forme d’une équation hypergéométrique(2.1),
7(2)

o(z)

le coefficient du deuxiéme terme de cette équation doit étre égal , C’est-a-dire :

ceci implique

13
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Si on pose
7 (2) = 5(r(:) ~7(2)),
on obtient
¢'(z) _7(2)
o) 7 20

La fonction 7 (2) est un polynéme de degré non supérieur a 1, car 7 (2) et 7 (2)

sont des polyndémes de degré non supérieur a 1.

On sait que

no(2)) = ¢’ (2)
(e ) =25
et
(90’ (2))' _ @) - ¢ (2) ¢ ()
v (2) ©? (2) ’
alors

" (2) _ (90’(2))'+ <90’ (Z))2
o (2) v (2) p(2))
nous substituons I’équation (2.6)) dans cette derniére équation, nous trouvons
¢ (z) _ (7)) | (7))
= +1—= . (2.7)
¢ (2) o (2) o (2)
Nous substituons les équations (2.6)) et (2.7)) dans I’équation (2.5), et nous ob-

tenons

14
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On écrit la derniére équation sous la forme condensée suivante

V) + () =0, 28)

7(2) =7(2) 4+ 27 (2), (2.9)
et

5(2) =G (2) +7°(2) +7(2) (F(2) — o' (2)) + 7' (2) 0 (2).

11 est clair que, d’apreés les formules ([2.8) et (2.9), les fonctions 7 (2), & (2) sont
deux polynoémes de degrés non supérieurs & 1 et & 2 respectivement, et 1’équation

(2.8) est donc de méme type que ([2.1).

* Nous avons trouvé de cette fagcon la classe des transformations qui laissent inchangé
le type de l’équation : ce sont les transformations qu’on fait subir & en opérant
le changement u = ¢ (2) y (2), ou la fonction ¢ (z) vérifie Uéquation (2.6), quel que
soit le polynome du premier degré m(z) .
* Afin de pouvoir discuter de l’équation (@, nous choisissons la meilleure forme
et la plus simple pour mw(z).

Choisissons les coefficients du polynéme 7 (2) de telle facon que le polynéme

7 (z) figurant dans (2.8)) soit un multiple exact de o (2), i.e.

o) _ (2.10)

ol A est une constante non null.

Cela est possible, car en identifiant les coefficients qui affectent les puissances

correspondantes de z dans les deux membres de 'égalité (2.10]), on obtient trois
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équations pour trois constantes inconnues : la constante A et deux coefficients du

polynome 7 (z), I’équation ([2.8]) deviendra donc

On multiplie cette équation par o (z), et on obtient :

o(2)y" (2)+7(2)y (2) + My (2) =0. (2.11)

Remarque 2.1.1 Nous dirons que (2.11) est une équation du type hypergéomé-
trique, et ses solutions, des fonctions du type hypergéométrique. Il sera donc tout

naturel d’appeler ’équation équation généralisée du type hypergéométrique.

Pour définie le polynéme 7 (2) et la constante A\, mettons la condition ({2.10))

sous la forme

Ao (2) =G (2) + 7% (2) +7(2) (7 (2) — o' (2)) + 7' () 0 (2),

donc

7 (2)+ (F(2) =o' (2)) 7 (2) + 5 (2) — ko (2) =0, (2.12)

dans laquelle

k=XA—n'(2). (2.13)

Supposant provisoirement la constante k connue.

On a l'équation ([2.12)) est une équation de degré 2 en 7 (z), pour trouver l'in-

connu 7 (z) il faut calculer le discriminant, et on a

A=[7(z) =o' () —4([F (2) = ko (2)].

16
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Les valeurs possibles de 7 (z) sont données par Iexpression suivante :

R Gk O WM) —5(2) + ko (2), (2.14)

7 (2) étant un polynome de degré 1, le radicande doit étre le carré d’un polynome
de degré 1. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que soit nul le discriminant d’un polyndéme
du second degré sous le signe de la racine. Cette condition nous conduit a I’équation,

en général du second degré, pour la constante k.

Une fois k trouvé, on cherche 7 (z) par la formule (2.14)), puis ¢ (2), 7(2) et
A a laide des formules , et .il est évident qu’il existe plus d’une
possibilité de réduire 1’équation a l’équation du type hypergéométrique
possibilités fournies par le choix de la constante k et celui du signe de 7 (z) dans la

formule ([2.14)).

Remarque 2.1.2 Grdce a la transformation proposée, on aura & discuter, au lieu

de l’équation .une équation plus simple du type (2.11]).

Exemple 2.1.1 Transformer l’équation de Bessel sous la forme d’une équation de
type hypergéométrique.

22U+ zu + (22— 0?) u =0,

nous divisons cette équation sur 22, devient

(2% —v?)
52

1
u 4+ =u + u=0.
z

En faisant le changement u = ¢ (2) y. L’équation de Bessel est un cas particulier

de I’équation (2.1)) pour : ¢ (2) = 2, 7(2) = 1, 6 (2) = 2? — v?, en remplagant ces
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expressions dans (2.12]), on obtient

alors

7 (2) = =22 + v + kz,

annulant le discriminant de ce trinome du second degré, on obtient 1’équation pour

la constante k :

k* + 40 = 0,

d’ou

k = +2v.

D’apres ([2.14]) nous trouvons

T (2) = £V —22 + 02 + Kz,

= +vV—22 + 02 £ vz,

= +4/(iz £ )%

donc

m(2) =% (iz £ v).

Ainsi donc, dans le cas considéré, nous pouvons mettre quatre cas différents du

polynomes 7 (z), nous choisissons celui dans lequel k = 2iv, 7 (2) = iz + v, alors les

formules (2.6)), (2.9)) et (2.13) nous donnent

ol (z)  iz+w

¢ (2) z

18
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ceci implique
1z +v

(ngp () = =,

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

z

Inp(z) :/ZZ+Udz,

z

c’est-a-dire

¢ (2) = exp /idz—l—/gdz :
z

= z"exp (iz) . (2.15)

De I'équation ([2.9)), on a

T(2) =1+2(iz +v),

=2iz+2v + L. (2.16)

A partir de Péquation 1} on obtient

A=k+7'(2),
= 2iv + (iz + v)’,

—i(20+1). (2.17)

En remplagant (2.15)), (2.16)) et (2.17) dans (2.11)). devient finalement

2y 4+ (2iz4+ 20+ 1)y +i(2v+ 1)y =0.
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Théoréme 2.1.1 Les dérivées d’ordre quelconque des fonctions du type hypergéo-

métrique sont encore des fonctions du type hypergéométrique.

Preuve. A cet effet, dérivons I’équation ([2.11

[0(2)y" (z) +7(2)y + Ay (2)] =0,

on obtient

o' (2)y" (2) + o (2)y" (2) + 7' (2) ¥ (2) + 7 (2) ¥ (2) + M/ () = 0,

on écrit cette derniére équation sous la forme suivante

o (2)y" (2) + (0" (2) + 7 () y" (2) + (7' (2) + M) ¢/ (2) = 0.

Par conséquent, la fonction qui satisfait cette équation est vy (2) =y (2)

7 (2)v] (2) + 71 (2) v (2); + pa (2) 01 (2) = 0, (2.18)

dans lesquelles
m(2) =7(2) +0'(2);
ot (2.19)
i (2) =A+7(2),
puisque 71 (z) est un polynoéme de degré non supérieur a 1 et que p; est indépendant

de z, équation ([2.18)) est bien une équation du type hypergéométrique. m

Théoréme 2.1.2 La réciproque est aussi vraie : chaque solution de [’équation

pour X # 0 est dérivée d’une solution de [’équation .
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Preuve. Soit, en effet, v; (2) une solution de (2.18)), si elle était dérivée d’une solution

y (2) de I'équation (2.11)), ces deux fonctions devraient vérifier la relation suivante :

o (2)y" (2) +7(2)y + Iy (2) =0,

donc

ceci implique

y(:)= 1 (0 ()0 ()47 ()Y (),
alors
1 !/
y() =~ (0 () (2) + 7 () (7))

Montrons que la fonction y (z) que nous avons obtenue satisfait ’équation (2.11)) et

que sa dérivée se confond avec vy (2).

donc effectivement ' (z) = vy (2). =

En portant vy (2) = 3’ (2) dans l’expression initiale de y (z), on retrouve I’équation

(2.11)) pour y (2).

On montre par récurrence, pour toute fonction v, (z) = y™ (2), 'équation suivante
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est de type hypergéométrique
o (2) V) (2) + 70 (2) V] (2) + pin (2) v, (2) = 0; Vn € N¥, (2.20)
dans lesquelles

o (2) =7 (2) + no’ (2),
et ; ne N, (2.21)

pn = A+ 07" (2) + —”(n2_1)0” (2).

Pour n = 1, d’apres (2.19), 'équation ([2.20)) est vérifiée.
Maintenant, on suppose que 1’équation (2.20)) est établi pour tout n € N*, et on

montre pour n + 1.

On dérive ’équation ([2.20]), on obtient
(0 (2) vy (2) + T (2) vy, (2),, + b (2) V0 (2)) = 0,

alors
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tel que
1
Hagr = A+ (n+ D)7 (2) + ”(”; )5 (2)
1
At () 2 5 Vo (2) 4 71.(2) + no” (2)
donc

Hnt+1 = Hn (Z) + 7—7,1 (Z) )
et

Tni1 (2) =7 (2)+ (n+ 1)’ (2).

Alors, pour toute fonction v, (2) = y™ (z), 'équation est de type hyper-
géométrique pour tout n € N*.

Toute solution de , pour pr # 0.k = 0.1...n — 1, se laisse représenter
d’ailleurs sous la forme v, (2) = y™ (2) ot y (2) est une solution de I'équation ([2.11)).

Grace a la propriété étudiée, on peut trouver un ensemble de solutions &
pour certaines valeurs de A. En effet, pour u, (2) = 0 I’équation admet une
solution particuliére v, (2) = c telle que c est une constante. Puisque v, (z) = y™ (2),

cela revient a dire que pour

L’équation du type hypergéométrique admet une solution particuliere y (z) =
Yn (2) qui est un polyndome de degré n, de telles solutions seront appelées polyndomes
du type hypergéométrique. Les polyndmes y, (z) sont, dans un certain sens, les so-

lutions les plus élémentaires de I’équation (2.11)).

Afin d’expliciter le polynéme y,, (z). On multiple I’équation ([2.14)) par la fonction
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p (z) qui permettent d’écrire ces équations sous forme auto-adjointe :

[0 (2)y" (2) +7(2) ' (2) + Ay (2)] p ()

=0 (2)p(2)y" (2)+7(2)p(2)y (2) + A (2)y () = 0.

D’autre part on a :

finalement, on obtient

o (2)p(2)y" (2) + (0 (2) p(2))y (2) + Ap(2) y (2) = 0.

Ici la fonction p (z) vérifie 'équation différentielle suivante

(0(2)p(2) =7(2)p(2). (2.23)

Aussi on multiple I’équation (2.20)) par la fonction p, (z), on obtient

(0 (2) vy (2) + 7 (2) U, (2) + pn (2) 0 (2)) i (2) = 0,

ceci implique

(0 (2) pn (2) 0, (2)) + pnpn (2) vn (2) = 0. (2.24)

Ici la fonction p,, (z) vérifie ’équation différentielle suivante

(0 (2) pn (2))" = 7a (2) pu (2) - (2.25)
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En incluant Pexpression explicite de 7, (z), nous pouvons facilement trouver une

relation entre les fonctions p,, (2) et po (2) = p(2), et on a

(0(2) pn (2)) _
Pn (2)

et d’autre part, on a

ainsi

o(2)p (2)
p(2)

0 (2) Py (2)

o () + 0’ (2) +no' (2),

+0'(2) =

en divisant les deux membres de la derniére équation par o (z), on trouve

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

z

Ji-Joige 5

alors

In (p, (2)) = In (p (2)) + nln (o (2)).

c’est-a-dire

pn(2) =explln(p(z)) +nln(o(2))],

donc

pn(2) =0"(2)p(2) (n=0,1,2...). (2.26)
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Cherchons maintenant ’expression explicite des polynomes du type hypergéo-

métrique y, (2) = a 2" + ap_12" 1+ .. . ag, tels que a; € C,.i = (1...n).

Comme 0 (2) pp (2) = pny1 (2) et v, (2) = y™ (2), Iéquation (2.24) se laisse

transcrire sous la forme :

1
PnUn = —— (O'/Onviz)/
1

= T (pn-i-lvn-i-l)l .
n

D’otu, pour m < n, on déduit successivement

1
PmUm = ——— (pm+1vm+1),‘
On a
1 /
Pm+1Um+1 = — (Pmt2Vmt2)
Hm+1
donc
/ 1 "
(Pmi1Vmy1) = — (Pmt2Ums2) -
Hm+1

D’autre part, on a :

1 1 "
PmUm = | ——— - (pm+2vm+2) )
Hm, Hm+1

1 ]_ ]- n
={— (- - (T
Hm Hm+1 Hm+-2

1 1 -
= (__) (_ ) (pm+k—1vm+k—1)(k Y :
om, Hm+k—2

On pose

n=m+k—1=k=n—m-+1,

26



Chapitre 2. Extension de la méthode de Nikiforov-Uvarov

et comme m < n donc m —m+1 < n—m+ 1. alors k > 1, par conséquant

1 1 n—m
PmUm = (——) (— ) (pnvn)( )
Hm Hn—1

= T (1) e,

M

alors

PV = —— (pnvn)(n_m) ) (2.27)

ou

Av=(=D"]] (), Ao=1, (2.28)

et

S

M om+1---Hn—1
n—1
= (=)™ H (_l> ,
M

k=m

Si la fonction y (z) est un polynome de degré n, i.e. y (z) =y, (2), il vient
vy (2) = 4™ (2) = a, = c.

Daprés (2:27)

Pt ™ (2) = 22 (puy™ (2)) "™ |

=&

n
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nous divisions les deux cotés de cette équation par p,,, on obtient

Am
PmAn

)(n—m)

y™ (2) =y (2) (Pn

)

et I'on exprime 3™ (z) comme suit :

ou
1

Amn:Am)\ = 7Bn:_
(A) [r=rn i

™ (2).

On en déduit en particulier, pour m = 0, 'expression explicite des polynémes

du type hypergéométrique y, (2) :

yn (2) = B (0" (2)p(2)™; n=0,1,2... (2.29)

Donc, de la deuxiéme équation de I'expression (2.21]), on définit les solutions
polynomiales de I’équation (2.11]) d’une fagon univoque. Ces solutions correspondent

aux valeurs u,, = 0, i.e.
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donc le paramétre A est donné comme suit

n(n—

A=)\, =—-n7'(2) — Z), (n=0,1,2...) (2.30)
La relation (2.29)) est appelée formule de Rodrigues, pour un cas particulier des
polynomes du type hypergéométrique, a savoir pour les polynémes de Legendre avec

o(z)=1-2%et p(2) = 1.

2.2 La méthode de Nikiforov-Uvarov prolongée

Cette méthode est améliorée la méthode NU, on va résoudre, en utilisant la
méthode de Nikiforov-Uvarov prolongée, des équations différentielles du deuxiéme
ordre contenant au plus quatre points singuliers. Une équation différentielle du second

ordre a été réduite & la forme suivante :

U (2) + 7 (2) U (2) + o (2) U (z) =0, (2.31)

dans lesquelles 7, (z), 0. (2), et &.(z) sont des polynomes de degré non supérieur
a 2, 3, et 4 respectivement. En choisissant une fonction appropriée par les mémes
techniques que nous avons utilisée de la sous-section précédant c’est-a-dire, pour la

méthode de NU, et en prenant

U(z) =¢e(2)y(2). (2.32)

On calcul la premiére dérivée

V'(z) = 6. (2)y (2) + ¢ (2) ¥ (2), (2.33)
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et la seconde dérivée est donc

U (2) = ¢ (2) y (2) + ¢ (2) " (2) +2(, (2) ¥ (2)) (2.34)

Nous substituons les équations (2.32), (2.33)) et (2.34), dans (2.31)) on obtient

cette équation

81 (2)y (2) + 6o (2) 0" (2) + 26, (2) ' (2) + 2=

723 (4 Gy () 46 () (2)) =0,

e (2)

ou sous la forme suivante

601 )+ (20 )+ 0.0 ) o @+ (000 + E 0L+ T, () u) =0,

nous divisons la derniére équation sur ¢, (z), on obtient

, 02 () G AR AE) | )
v <z>+(2¢€(z)+%(z>>y (=) + (@(z) ! e<z>¢e<z>+az<z>)y(”‘0'

(2.35)

T (2)
oe (2)

forme simplifiée de I’équation ([2.35]), ot 7, (z) est un polyndéme de degré non supérieur

Nous substituons le coefficient de 3’ (z) par I'aspect , pour obtenir une

a 2, donc on a

alors

6(z) _3(n()-%(2) _m (2). (2.36)

e (2) e (2) o (2)

ceci signifie que 7, (2) est un polynéme de degré non supérieur a 2, car :7 (2) et 7 (2)
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sont des polyndémes de degré non supérieur a 2 dans laquelle

de la formule précédente, la fonction 7. (z) vaut

Te (2) = Te (2) + 27 (2) . (2.37)

¢ (2)
¢e (2)

On calcule la premiére dérivée du terme , on trouve

() e - () - (54)

alors

T () (F) - () () e
On substitue et dans I'équation (2.35))

y W(?we () , % <z>> S o [(w <z>)’+ (ne <z>)2 RACLACIN <>>] V)

oe(2)  0e(2) oe (2) o (2)

de l'expression ([2.37)), ’équation précédente devient

V@) S 0+ T e = (2:39
ou la fonction . (z) est défini comme suit :

e (2) = Wé (2) oe (2) — U; (2) me (2) + 7T§ (2) + me (2) Te (2) + G (2)

=G (2) + 12 (2) + (e (2) — 00 (2)) e (2) + 0 (2) T (2) (2.40)
il est clair que, d’apres la derniére expression, 7, (2) est un polynéme de degré non
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supérieur a 4.
Afin de pouvoir discuter de ’équation (2.39)), par la méme technique précédente

de la méthode NU, nous choisissons la meilleure forme et la plus simple pour 7, (2),

nous choisissons les coefficients du polynéome 7, (z) de telle fagcon que le polynéme

e (z) figurant dans (2.39) soit un multiple exact de o, (z), i.e
(2.41)

o h(z) est un polyndéme de degré non supérieur a 1.
En remplagant la formule (2.41]) dans I’équation (2.39), nous obtenons I’équation

suivante :
7—6 (Z) / (Z) +

en multipliant 1’équation différentielle précédente par o, (z), on obtient
o (2)y" (2) + 7 (2) ' (2) + h(2) y (2) = 0. (2.42)

Pour définir le polynéme 7, (z), mettons la condition (2.41]) sous la forme

Conformément a 1’équation ([2.40)), nous trouvons

Ge (2) + 72 (2) + (Fe (2) — 00 (2)) e (2) + e (2) e (2) = h(2) e (2),
ou sous la forme d’une équation du second ordre suivante
¢ (2) + (7o (2) = 00 (2)) e (2) + G (2) = (h(2) = m(2)) 0e (2) = 0

e
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Si on pose

h(z) =7l (2) = g (). (2.44)

L’équation (2.43)) devient 1’équation suivante :

e (2) + (Fe (2) = 00 (2)) e (2) + G (2) = g (2) 0e (2) = 0. (2.45)

Le polynéme figurant dans ’équation ([2.45) est un polynome de degré 2 en
Te (2) .
Par les mémes techniques qu’ont utilisés dans la méthode de NU ci-dessus, le

discriminant de I’équation ([2.45)) vaut

A= (f(z) = 0L(2)" —4(6.(2) =g (2) 0. (2))

donc 'inconnu 7, (2) est donné par I'expression suivante :

me () = 208 T @) \/ (M) ()4 g()o(z), (246)

Pour déterminer toutes les solutions possibles du polynome 7, (z), 'expression
sous la racine doit étre le carré du polynéme d’ordre 2, pour cela, il faut choisir des
formules particulieres de g (z), et apres détermination de g (z) le polynéme 7, (z)

peut étre obtenu a partir de I’équation([2.46]).

Afin de généraliser les solutions de I’équation (2.42)), nous les dérivons une fois

pour obtenir une forme compréhensible

0e (2)y" (2) + 00 (2)y" (2) + 7 (2) ¥ (2) + 7 (2) ¥ (2) + B (2) y (2) + B (2) ¥/ (2) =

o (2)y" (2) + (e (2) + 00 (2)) y" (2) + (70 (2) + 1 (2) ¥ (2) + 1 (2) y (2) =
(2.47)
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Cette expression est un équation différentielle homogeéne du troisiéme ordre avec
des coefficients polynomiaux de degré ne dépassant pas 'ordre de différenciation.
Parce que toutes les dérivées ont la méme forme, ils peuvent étre dérivées n fois en

utilisant la nouvelle représentation y™ (2) = v, (2).

{oc(2) v (2) + (7 (2) + (n + 1) 0, (2)) wy (2)

+ ((n r07 @)+ MO ) g (z)) o (2)

# (e 0 )4 M (9 OO D00 ()) 0, () 0}

(2.48)

Remarque 2.2.1 cette équation peut étre obtenue a partir des dérivées séquentielles
de l’équation , en prenant des représentations de y' (z) = vy (2) dans la dérivée
premiére, y" (z) = vy (2) dans la dérivée second, et enfin y™ (z) = v, () dans la n

1eme dérivée.

Preuve. On montre par récurrence. Pour n = 1, 'équation ([2.48|) est coincide avec

I’équation (2.47)), donc la propriété est satisfaite. m

Maintenant, on suppose que 1’équation (2.48)) est établi pour tout n € N* et on

montre pour n + 1.

34



Chapitre 2. Extension de la méthode de Nikiforov-Uvarov

On dérive ’équation ([2.48)), on obtient

{ot (v (2) + 0 (2) o) (2) + (72 (2) + (n + 1) 07 (2)) v, (2)
+(7e (2) + (n+ 1) op (2)) o (2) + ((n +1) 7! (2) + @09 (2) + 1 <z)) v

n(n+1)o_ll z

On écrire I’équation par ordre décroissant de la dérivée de v, on obtient

o (2) v (2) + ((n+2) o0 (2) + 7e (2)) v (2)

+{[n+2 +(n+2)2(n+1)02’(2)+h(2)} vy (2)
|
=0.

, (n+1)(n—|—2) " nn+1)(n+2) 4 ,
(n+2)n"( 5 T (2) + c O',(B)(Z):| vy, (z)}

Donc I'équation (2.48)) est satisfaite.

Lorsque le coefficient de v, (2) dans I’équation (2.48) est égale & zéro, donc

n(n+1) , nn+1)(n—1)

(n+ )W (o) + g () + =T 60 ) <,
alors
W () =~ 22t () - 20200 (o),
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en intégrant les deux membres de cette équation, on obtient

n nn-—1
hy (2) = _ETé (2) — %02’ (2) + cn, (2.49)
ol ¢, est une constante d’intégration. Par conséquent, I’équation (2.48|) se réduit a

la forme suivante :

o (2) v (2) + (1 (2) + (n + 1) 0, (2)) vy (2)

n

= 0. (2) v (2) + (7 (2) + (n + 1) 0, (2)) v (2)
+(2n+2—n, 3n?2+3n—n*+n ,

5 7. (2) + 5 ol (z) + cn> vl (2)

=0,

par simplification de cette équation, nous trouvons
n(n+2
ga” (2) + e | v, (2) = 0.

o (o (4 () + (a4 D oL @ )+ | (5 1) 7220+ 0 2o
(2.50)

2

Cette équation posséde une solution particuliére de la forme y (2) = y,, (2) qu’est

un polynoéme de degré n. Pour obtenir cette solution polynomiale, il faut construire

une relation entre h (2) et h, (z) par les équations (2.44)) et (2.49).
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Chapitre 3

Application

3.1 Solution de ’équation de Schrodinger pour le

potentiel : V (r) = —ar~! + gr + kr?

Considérons le potentiel suivant
V(r)=—ar '+ Br+kr’

ou (a, 3, k) € R?

I’équation suivante :

d? 2d o
— - 2F + — —
dT’QR(T) + R(r)+ +

I(1+1) B
rdr 2

r

Br—kr*| R(r) =0, (3.1)

pour résoudre cette derniére équation, on utilise la méthode de Nikivorov-Uvarov
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prolongée, ou

7e (2) =2, (3.2)
oe(2) = 2, (3.3)
Ge(2) = —kz* = B2* + 2B +az — (1 +1). (3.4)

En substituant ces polyndémes dans I’équation (2.46)), le polynéme 7, (z) peut

étre obtenu

1-2 1-2)?
We(z):Ti\/<T> + ket 4+ 523 —2E22 —az+1(1+1)+g(2) 2

1 1
=-3 + 5\/41{2’4 + 4323 —8E2% —daz+4g (2) 2+ (21 +1)7,

Puisque 7, (z) est un polynome du second degré, I'expression sous la racine

carrée doit étre un polynéme du second degré. On a choisi deux cas de polyndéme

g (2) comme suit :

, 2 B(20+1) _
. sionprend ¢y (2) = |— — z—————+a, nction 7. (2
1. sion prend g; (2) P (2l + 1) VEk +2F Wi +«, la fonction 7 (2)

est donnée par

1 1
Te (2) = ~5 + 3 {4k2* + 487° — 8E2* — daz

+4(<%—(2l+1)\/§+2E>2—ﬁ<§l—\/gl)+&)z

[V

+(20+1)%}

1 1 /1 >
— _ - - 2 __ _
= 212\/k (zﬁ+2kz 2kl \/E) :
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par simplification de cette derniére équation, nous trouvons

Ter (2) = —22Vk — 2\/8/%,2 +1, (3.5)
et
m(z):ﬁz%ﬁ—(lﬂ). (3.6)
e 2\/E
2. Pour g5 (2) = [% + (204 1) VE + QE} z+ ﬁ(jl—\/gl) + «, la fonction 7, (2) est
donnée par
L1 4 3 2
Te (2) = ) + 5 {4k=* + 482° — 8E2* — 4z
3 B(20+1)
+4 [(E+(2l+1)\/g+2E)z+W+a} z

(24 1))

1 1 /1 2
- _ _ 2
= 212\/1f <zﬁ+2kz +2\/Ez+\/E) ,

par simplification de cette derniére équation, nous trouvons

_vies B,
Te (2) = Vkz +2\/E +1, (3.7)
et
Y R
s (2) = —Vk T (1+1). (3.8)

D’apres ([2.44]).et (3.5)), la fonction h (z) est donnée comme suite :

h(z) = {4—2—(2[+1)¢E+2E}z—6(§l—\/%1)+a+ (—z2\/_—2\B/Ez+l)/

p(20+1)
W + «, (39)

{4—2—(2[%—3)\/%—1—2E}z—
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Chapitre 3. Application

De I'équation ([2.37)), on trouve

Te(z):—2ﬂz2—ﬁz+2(z+1).

vk

D’aprés I'équation (2.49)), le polyndme h, (z) est obtenu comme suite :

hn (2) = g <4\/Ez + %) + .

En utilisant I’égalité h (z) = h,, (z), on obtient

B(2l+1)

= — +OZ7

Wk

Cn1 +

|3

B
Vk
et

2m/_=f—z—(zz+3>\/E+2E,

ca veut dire

8k 2
et
Cn1 :—i(2l—|—2+n)+a.
2Vk

Nous calculons la fonction ¢, (z) a partir de I’équation ([2.36]), et on a

I6;
@) me OVt

e (2)  oe(z) z ’
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en intégrant les deux membres de la derniere égalité, on obtient

/Z[lncbe (z)]'dz:—/ZZ\/Edz—/Zz\B/Edz—k/zédz

_ g
- k—Q\/Equlln(z),

alors la fonction ¢, (z) est donnée par

Ge (Z) = exp [— (?z@ + %z)] x 2.

et la solution donc est :

Uy (2) = exp [— <@22+ g z)] x 2b %y (2).

2 Wk

Nous substituons les équations (3.3)), (3.10]) et (3.9) dans I’équation (2.42)), de-

vient

2y (2) + {—2@2’2 - %z +2(1+ 1)} Y (2) + {(4_; — (20 +3)VE + ZE) 2
B(20+1)

Toh +ay (Z)]
= 0.

Nous suivre les mémes étapes, pour trouver les valeurs propres E (I’énergie du

probléme) et les vecteurs propres ¥ (z) (la solution du probléme), en utilisant les

équations , et .
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De I'équation (3.6)), on a

_ P 1
S

U, (2) = exp [\/—Ez2 + P

2 2k

—(1+1)

z| X z X Y2 (2).

De I'équation (3.7]), on a

P 3
U5 (2) = exp [\/—Ef—l—iz x 2' X ys(2).

2 Wk

De I'équation (3.8]), on a

2 1
E:—§+\/E(n—l+§),
WU, (2) = exp [— (?ﬁ—i—%z)] x 27 sy, (2).

3.2 Solution de ’équation de Schrédinger pour un

potentiel de racine carré inverse

Le potentiel de racine carré inverse est donné par

—
A — 3.11
"= (311)
L’équation de Schrédinger stationnaire (1.11]) pour le potentiel (3.11)) est
d?u (r) 1141 «
kK — — =0. 3.12
az * 2z NG u(r) (3.12)
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ou K est un nombre imaginaire pure tel que sa partie imaginaire est strictement
positive

En utilisant le changement de variable suivant :

A= : (3.13)

I’équation (3.12) prend la forme suivante :

Pulz) 1du(z) [A+410+1)+22%) (2) =0, (3.14)

dz? z dz 22

cette derniére équation prend la forme de ’équation ([2.31]), donc on peut appliquer

la méthode de Nikivorov-Uvarov prolongée pour résoudre 1’équation (3.14]) ou

7o (2) = —1, (3.15)
0. (2) = z, (3.16)
Ge(2) = — [Z*+4L(1+1) + 2227 (3.17)

En substituant ces polyndémes dans ’équation ([2.46|), le polynéme . (z) peut

étre obtenu

Te(2) =12 /124 +4l (I +1) + 2023+ g (2) 2. (3.18)

Puisque 7, () est un polynome du second degré, Iexpression sous la racine
carrée doit étre un polynéome du second degré. On a choisi deux cas de polyndéme

g (z) comme suit :
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1. Sion prend g; (2) = [A2 —2(20l+ 1)] 2 — 2X (20 + 1), la fonction 7, (2) est

Te(2) =11+ 244228 + 4l (1+1) +[(A2—2(20+ 1))z — 2\ (2l + 1)] 2,

par simplification de cette derniére équation, nous trouvons

7o () = 1 /(22 + Az — 2l — 1),
donc on a deux possibilités

Ter1 (2) = =22 — Az + 20 + 2, (3.19)
et

Teo (2) = 22+ Az — 21 (3.20)

2. Pour g5 (2) = [N +2 (20 +1)] 2+ 2A (20 + 1), la fonction 7, (z) est donnée par

Te(2) =141+ 24+ 223 + 4l (1 4+ 1) +[(A2+2(20+ 1))z +2) (20 +1)] 2

= lj:\/(z2+)\z+21+1)2,
alors

T3 (2) = 22 + Az + 21 + 2, (3.21)
et

Tea (2) = — (22 + Az +21). (3.22)
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A partir de Péquation 1} on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :

hiz)= (=22 = Az +20+2) + [N +2@Q+1)] z+2\ (20 +1)

=[N+2@+1D)]z+2X(20+1) -2z — A

On utilise I’équation ([2.49) pour calculer le polynéme h,, (z), on obtient

—n

o (2) = — (=227 = 2\z + 41+ 3) + ¢,

2
=n 22+ \) + ¢,

dans laquelle

Te(2) = =222 —2\z + 41 + 3

Pour trouver la valeur propre, on utilisant Iégalité h (z) = h,, (2)

M4+2020+1)-2=

et

2n,

ci1=-A(n—4l—-1).

o
Nous substituons A\ = dans ’équation
VoK 4
2
o
! L(n—2l)

si on pose K = ik, tel que £ > 0, on trouve
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Nous calculons la fonction ¢, (z) a partir de I’équation ([2.36]), et on a

(z)  ma ==Xz 420+2
¢ (2)  0e(z) z ’

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

s

2 2
dz + L+

zdz —

alors la fonction ¢, (z) est donnée par

e (2) = 227D exp [— (%2 + )\zﬂ :

Alors la solution est

0= [ (2 400) o

Nous substituons les équations ((3.16)), (3.23)) et (3.24) dans I’équation ([2.42)), on

obtient

2y (2) — [222 + 2 z — 4l + 3] yp (2) + [()\2 + 4l) z4+ X4l + 1)] y1 (z) = 0.

En utilisant les mémes techniques, on calcul la solution pour les cas (3.20)), (3.21])
et (3.22).
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De I’équation ([3.20]), on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :

hiz)=[2+ Az =2 + [N =22 +1)]z-2\ (2 +1)

— (A2 —4l) 2z — A (1 +40),

le polynéme h,, (z) est

b (2) = —n (22 + A) + cpa.

On utilisant ’égalité h (2) = h, (z), on trouve

M\ — 4] = 2n, (3.27)
et
Cno=—-AN1+4l+n), (3.28)

La fonction ¢, (2) est :
1
be (2) = exp (§z2 + )\z> 2
la solution donc est :
L, (—21)
Uy (2) = exp 27 + Az )z X Yz (2).
A partir de ’équation (3.21)), on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :
hiz)=(N+3+20)z+ (4l +3).

Si on calcule le polynéme h,, (2), on obtient

hn (2) = —n (22 + A) + cpa-
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En utilisant I’égalité h (z) = h,, (z), on obtient

AN 4+3+20=—-2n,
et

De ’expression ([2.36)), on a

oL(2) w2 HAz+20+2
b (2)  0o(2) z ’

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

/[1n¢e I"dz =

:5+)\z+(2l+2 In(z),

2l—|—2

zdz + [ Mdz +

alors la fonction ¢, (2) est donnée par

b (2) = 2%+ exp K%Z + )\z)} )

Alors la solution est
52
W (2) = 2P exp [— (? + )\z)} ys (2).

De I'équation (3.22)), on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :

hz)=(N—4l)z+A(1+4),
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et le polynome h,, (z).est donné par

hi (2) =n (22 + A) + Cpa.

En utilisant I’égalité h (z) = h, (), on trouve

M 441 = 2n, (3.29)
et
Cna=—A4l+1—-n). (3.30)

La fonction ¢, (2) est :

6. (=) = exp {— (; i A)} )

et la solution donc est :

W, (2) = exp {— (%z2 - )\z)} x 272 %y, (2).

3.3 Solution de I’équation de Heun

On va utiliser la méthode de Nikivorov-Uvarov prolongée pour résoudre (pour
trouver la solution polynomiale) ’équation de Heun (|1.341.4}). Pour trouver la relation
entre les polynémes de la méthode de NU prolongée et les parametres de ’équation

de Heun, nous comparons les équations ([1.3)) et (2.31]), pour cela, on écrit ’équation
(1.3) sous la forme suivante

Pw Y- (-a+dz(z-a)+e(z-1Ddw (afz—q)z(z-1)(2—a)
dz? z(z—1)(z —a) dz (z(z—1) (2 —a))’

w =0,
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donc les polynémes de la méthode de NU prolongée sont donnés par les relations

suivantes

T (2)=7(—-1)(z—a)+dz(z—a)+ex(z—1), (3.31)
e (2)=2(z—1)(2—a), (3.32)
Ge(2) =(afz—q)z(z—1)(z —a). (3.33)
En remplacant ces polynémes dans 1’équation , on obtient
_ (z(z—1)(z—a)) —v(z—-1)(z—a) =6z (2 —a) —ez(z — 1)
e (2) 5
ié{[(z(z—l)(z—a))'—fy(z— 1)(z—a)—dz(z—a)—ez(z — 1)}2

—(afz =)z (z-1)(z—a) +9(2)2(z = 1) ( @)}
:(z—l)(z—a)—i—z(z—a)—i—z(z—1)—7(2—1)(7:—(1)—5z(z—a)—ez(z—1)
2

i%{[(2—1)(2—a)+2(z—a)+2’(2—1)—7(2—1)(2—@)—5z(z—a)—ez(z—1)]2

N

—(afz=q)z(z-1)(z-a)+g(2)2(2 =1) (2 —a)}?,

la forme finale de la fonction 7 (2) est donc

=y -Dk-a)+(1-0)z(z-a)+(1-€¢z(z—-1)
Te (2) = 5

£ {0 - DE—a) Q=02+ (-2 (1P

=

—Ad(afz—q)z(z—1)(z—a)+49(2)z(z—1)(z —a)}2. (3.34)

La fonction 7, (2) est défini comme un polynome quadratique, donc I’expression
sous le signe de la racine carrée doit étre le carré du polynéme second degré. Ainsi,

toutes les solutions possibles de 7, (2) correspondant & certaines valeurs du polyndéme

g(z) peuvent étre énumérées comme suit :
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Pour : ¢;(z) = a8z — ¢, la fonction 7, (2) est donnée par

1-NGE-De-a+1-0zE-a+1-9z(-1)
2

£ (=D —a)+ (=02 (z—a) + (1 - z(z— 1))

Te (2) =

IV

—4(afz—q)z(z—1)(z —a) +4(aBz —q) 2 (2 — 1) (z —a)}?,
ainsi on trouve

Taa(z)=1—-7)(z=-1)(z—a)+(1-9)z(z—a)+(1—€)z(z—1), (3.35)
et

Te2 (2) = 0. (3.36)

Si nous prenons : go = afz —q¢— (1—=7)[(1—=0)(z—a)+ (1 —¢€)(z—1)], la
fonction 7, (2) est

1-y)(z=—1D(z—a)+(1=0)z(z—a)+(1—€)z(z—1)
2

£ {(1=) G- =)+ (1-8)z(—a) + (1 -z (z— 1)

Te (2) =

—4(afz—q)z(z—1)(z—a)

t4(aBz—q-1-N[A-0)(—a)+ 1 - (z =1z (2= 1) (z —a)}
L-NGE-De-a+(1-8zE-a+1-9z(-1)
2

N

+ {(a—22—a7+2’y+ze—z2'y—22(5—226—2a2+3z2+az7+az5)2

DN | —

—42(7—1)(&—2)(2—1)(&—22—6-@(54-2(54—264-1)}%

_{ﬂ—vﬂ%—U@—a%Hl—ﬂzw—aH%l—@z@—n
2

+ (a—ay+ 2y —ze — 22y + 2%0 4+ 2% — 2° + azy — azd) },
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finalement

ﬂes(z>={“_7)(2_1)(z_a)+<1—25)Z(z—a)+(1—e)z(z—1)

1
+§(a—cw—i—zv—ze—227+z26+z26—z2+az7—az5)},

=(1—=9)(z—a)(z—1). (3.37)
et

SEE (L EELIEL I ERURIE R

1
-5 (a—a’y—l—z’y—ze—zz’y—%z?é—l—z%—zz—l—azfy—azé)},

=—z2(a—2z—€e—ad+20+ze+1),

=1-9§)z(z—a)+(1—-¢€z(z—-1). (3.38)

En substituant g3 par afz—q— (1 —¢€) (1 —7) (2 — 1) + (1 — §) 2) dans I'équa-
tion (3.34)), la fonction 7, (z) sera

l1—y)(z=-1D(z—a)+(1=0)z(z—a)+(1—€)z(z2—1)
2
1

£ 1= -1 G- +1-0z(-a)+ 10—z (1)

—4(afz—q)z(z—1) (2 —a)

+4(afz—q—(1—)(1=7)(z=1)+(1=8)2)(z = 1) (z —a) 2}7,
l1—y)z—1D(z—a)+(1=0)z(z—a)+(1—€)z(z—1)
2

Te (2) =

+ {(a—22—a'y—irZ'y—l—ze—227—,22(5—226—2&2—%322+az’y+azé)2

N | —

4

+
I

(e=1)(a—2)(z—1) (27— 7 — 22+ 20+ 1)},

L-NGE-De-a+(1-8zE-a+1-9z(-1)
2

+

DO | = A

(a—a'y+z'y—ze—z2fy—225+226—2az+22+az’y+a25)2},
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cela implique

1-NGE-De-a+1-0zE-a+1-9z(-1)
2

Tes (2) =
1
—i—§ (a—a’y+zy—ze—227—7;25—1-226—2az+z2+a27+az5) ,

=(a—2z)(zy—v—22420+1),
=1-7)(E-1)(z—a)+1-9)z(z—a).

et

1=y (z—1D(z—a)+(1—=0)z(z—a)+(1—¢€)z(z—1)
2

Te (Z) =

1
-5 (a—ay+2y—ze — 2%y — 220 + 2%e — 2az + 2 + azy + azd) | ,

=(1-9(k-1)z
donc
Tes(2)=(1—=—7)(z—1)(z—a)+(1=08)z(2—a), (3.39)
Tes (2) = (1 —€) (2 — 1) 2. (3.40)

Finalement pour : g4 = afz—q— (1 —9) (1 — ) (z —a) + (1 — €) 2), de 'équa-
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tion (3.34)), la fonction 7, (2) est donnée par

=y E-DE-a+(1-0)z2z(z-a)+(1-€¢z(z—-1)
Te (2) = 5

1
:l:5{(a—2z—a7+z7+ze—227—z26—z2e—2az+322+az7~|—a25)2

—4(afz—q)z(z—1) (2 —a)

Hlafz—q-(1-0) (1= (z-a)+ (1 -€¢)2)]z(z-1) (2 - a)}

1—y)(z—1D(z—a)+(1—=0)z(z—a)+(1—¢€)z(z—1)
2

{(a—22—av—l—zv—i—ze—227—,22(5—,226—2@,2'—1—322+a27+az5)2

[V

+

| —

42 (6 —1)(a—2) (2 — 1) (@ — 22 — ay + 2y + 26)} 2

1-—y)(z—1(z—a)+(1—-0)z(z—a)+(1—¢€)z(z—1)
2

+ (a — 22 — ay + 2y + ze — 22y + 226 — 2P + 2 + azy — azd),

par simplification de cette derniére équation, nous trouvons

Ter (2) = — (2= 1) (a — 22 — ay + 2y + z¢)
=1—-y)(z—1D(z—a)+(1—¢€)z(z—1). (3.41)

et

Tes (2) = (1 = 0) (2 —a) z, (3.42)
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D’apres ([2.44]).et (3.35)), on peut étre écrite h (z) comme suite :

h(z)=aBz—q+[1-7)(z=1)(z—a)+ (1 =0)z(z—a)+(1-ez(z—1),
=afz—q+1—y)z-1D+1=-7)(z—a)+(1—=0)z+(1—-0)(z—a)
t(l-6z+(1-€(z—1),
=afz—q+[1-7)+1-0)+1-6]22-(1-7)(1+a)

—(1=d)a—(1-0),

ca veut dire
h(z)=afz—q+2z3—(e+7+0)]—-1—7)1+a)—(1-0da—(1—¢).
D’apres I’équation (2.49)), le polyndme h,, (z) est obtenu comme suite :

hn(z):—g[fy(z—1)+’y(z—a)+52+5(z—a)—i—ez—i—e(z—1)+2(1—’y)(2—1)
+2(1—-7)(z=1)+2(1—=79)(z—a)
+2(1-68)2+2(1=8)(z—a)+2(1—€) 2 +2(1—€) (z — 1)]

_n(n-1)
6

(122 — 2yz — 262 — 2ez) — (n® —n) 2

2(3z—1—a)]+cm

+n
2

NN 3

2
4a+4—'y—e—a’y—a(5+§(n—1)(1+a)>—i—cnl,

aprés simplification, on obtient

hn(z):—n[n+5—(6+’y+5)]z—i—g[(a+1)(2—7)+a(2—5)

+(2—6)+§(n—1)(a+1) +em.

Pour calculer les solutions et la parameétre accessoire ¢, on utilise I'égalité h (z) =
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hr (2)

afz—q+2283—(e+7+90)]—-(1—=7)(1+a)—(1—=05)a—(1—¢)
:—n[n+5—(6+7+5)}z+g[(a+1)(2—7)+a(2—5)

_1_(2_5)—1—%(71—1)(&—1—1) + Cn1,

ceci implique

n

—q:E((a+1)(2—7)+a(2—5)+(2—6)+g(n—1)(a+1))

+(1-=y)1+4+a)—(1=08a—(1—¢€)+cn,
et

af=-nn+5—(e+7+0)]—-2383—(e+v+9),

=n+2)(e+y+0d—n—3).

Pour obtenir I’expression de la fonction W (z), nous suivons les étapes suivantes.

Tout d’abord, nous calculons la fonction ¢, (z) a partir de ’équation ([2.36]), et on a

¢o(2)  ma  (AI=7y)(z—-1)(z—a)+(1-0)z(z—a)+(1—€)z(z—1)

Pe (2) e (2) 2(2=1)(z —a) ’

sa veut dire

o, (o = (L=, =8 (1=

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

lngbe(z):/zgdz%—/z%dz%—/z%dz

=(1—-9y)nz+(1-56)n(z-1)+(1—-¢ln(z—a),
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alors la fonction ¢, (z) est donnée par

e (z)=exp[1—7)Inz+(1—-0)In(z—1)+ (1 —€)In(z — a)]

=% (z-1)" x (z—a) .

Une solution est un polynéme de degré n, elle est obtenue a partir de ’équation

(2.50]) par y; (z) et en la remplagant dans I’équation (2.32)), on obtient

Uy (2) =2""7x (2 — 1)1_5 X (z — a)l_6 y1(2),

cette solution correspond au 8 classes de polynéme 7. (z). Etant donnée que la procé-
dure ci-dessus est valable pour tous les polynomes 7, (z) contenus dans les équations
(3-36]) & (3.41), nous pouvons suivre les mémes étapes pour trouver des autres solu-

tions.

De I'équation (3.36]), on a
h (Z) = OCBZ - 4,

et on a

hn(z):—g['y(z—1)(z—a)+5z(z—a)+ez(z—1)]'—%[Z(3z—l—aﬂ+cn2
:—n(7+5+e+n—1)z+g {(a+1)7+5a+e+§(n—1)(a+1)} + Cna.

En utilisant I’égalité h (z) = h, (z), on trouve

2
aﬁz—q:—n(7+5+e+n—1)z+g [(a+1)7+5a+6+g(n—l)(a—i-l)]—i-cng,
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par conséquent

af=-n(y+d+e+n—1), (3.43)
et
n 2
—4=3 (a+1)7+5a+6+§(n—1)(a+1) + Cna. (3.44)

Par les mémes techniques que nous utilisons ci-dessous, on obtient

P x(z-1)"x(z—a)°,

Pe (2)

donc la solution est

cette solution correspondant au polyndéme de classe 1.

A partir de I’équation ({3.37)), nous calculons d’abord A (2), on a

h(z)=aBz—q-(1-7)[1=0)(z—a)+ (1 -e)(z=D]+[1-7)(z—a)(z - 1)
=afz—q—z+0z+vyz—vz+a—da—ay+ayd—z+yz+ €z —€yz

+l—y—et+ey+2z—v2—-14+v+2—7v2—a+a,

par conséquent

h(z)=afz—q+ (0 —~v) —ey+€)z+ayd — e+ ey — da.
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Deuxiémement, nous calculons h,, (z), et on a

hn(z):—2[7(2—1)+7(2—a)+5z+5(z—a)+ez+e(z—1)

2
+2(1_7)(z—1)+2(1_7)(z—a)]—$[2(32_1_a)]+cn3
:—g[—272+25z+2€z+4z+7—|—a7—a5—e—2—2a]
—%[2(32«—1—@)“@”3,

c’est-a-dire

hp(z)=n(y—0—€e—2—(n—1))z

n 2
+3 —7—7a+a6+6+2+2a+§(n—1)(a+1) + Cp3.

En utilisant I’égalité h (z) = h, (2), on obtient

af=nly—0—e—-2-(n—-1)] -0 -6 —ey+e),
et

2
—7—7a+a5—|—e+2—|—2a+g(n—l)(a—l—l) —ayd + € — ey +da+ cys,

|3

_q —
sa veut dire

af=n+d+¢e)(y—n—-1), (3.45)
et

(a+1)(2—7)+a5+6+§(n—1)(a+1) + (1 =) (ad + €) + cp3.

|3

_q:

Puis, on calcule la fonction ¢, (2), on a

$e(2) s (1=7)(z—a)(z-1)

P () de(z)  z(z—1(z—a)
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en intégrant les deux membres de la derniere égalité, on trouve

z z

Jimo, @y e = [EEDECAEDg,

ceci implique

be(2) =2 x (2=1)" x (z—a)°.
La solution est donc
Vs (z) = 2177 x (z — 1)0 X (z — a)o ys (2),

cette solution correspondant au polyndéme de classe 2.

On calcule h (2) de 'équation (3.38)), et on a

h(z) =afz—q—(1=7)[(1-06)(z—a)+(1—€)(z—-1)]
+[1=0)z(z—a)+(1—€)z(z—1),
=afz—q+(—z+dz+vz—vdz+a—da—ay+ayd —z+yz+ ez —eyz

+l—y—e+ey)+(1-0)z+(1-0)(z—a)+(1—€)z+(1—€)(z—1),

apres simplification, on obtient

h(z)=afz—q+ (2= 042y — e+ =0y — 7€)z — ay + ady — v + 7.
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Deuxiémement, nous calculons h,, (z), on a

hn(z):—2[7(2—1)+7(z—a)+25z—a5+26z—6+2(1—5)2

2
+2(1_5>(2_a)+2(1—e)z+2(1—e)(z—1)]—wm?}z—uamcn%
:—g[82—{—2’72’—252—262-}-6—’}/—&’7—{—&5—2(1—2]

2
—n(n—l)z+§xg(n—l)(a—i—l)—i—cM,

c’est-a-dire

hy(2)=n[d—v+e—4—(n—-1)|z

n 2
+3 —e+’y+a”y—a(5+2a+2+§(n—1)(a+1) + Cpa.

En utilisant I’égalité h (z) = h,, (z), on obtient

aB=n[6—y+e—4—(n—1)]—(2—04+2y— e+ —6y—e),
=@ +e—n—-2)(y+n+1),
et

2
—e+7+a7—a5+2a+2+§(n—1)(a+1) +vla(l—=0)+ (1 —¢€)]+ cpa

|3

_q:

Ensuite, on calcule la fonction ¢, (2), on a

DL (2) e (1=0)z(z—a)+(1—€)z(z—1)

0 (2)  0c(z) z2(z=1)(z—a) ’

en intégrant les deux membres de la derniere égalité, on obtient

z z

e
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ceci implique que la formule de la fonction ¢, (z) est donnée par
b (2)=2"%x (z=1)"" x (z—a)"".
Par conséquent, la solution correspondante est
Uy(2) =2 x (2= 1) % (z—a) “w(2),

cette solution correspondant au polynéme de Heun de classe 7.

De I’équation (3.39), on calcule facilement h (2), on a

hz)=abz—q=(1-€¢)[(1=7)(z=1)+(1-10)
+(1=7(E-D(E-a+1-0)z(-a)],
=afz—q-(1-¢(1-7)(E-1)-(1-¢1=0)z+(1-7)(z—-a)

+(1=-7)(-1)+10=-08)z24+(1-90)(z—a),
aprés simplification, on obtient
h(z)=afz—q+(2—~v+2e—06—ve—€d)z—2a — €+ ve+ ad + ay.
Deuxiémement, nous calculons h, (z), on a

hn(z):—2[7(2—1)+7(z—a)+252—a(5+262—6+2(1—7)(z—a)+2(1—’y)(z—1)]

2
+2(1—5)z+2(1—5)(z—a)—@

232 —1—a)] + cus,
:—g[82—272—25z+2ez—2+7+7a+6a—4a—6]—n(n—l)z

2 n
+§X§(n—1)(a+1)+cn5,
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c’est-a-dire

2
hn(z):n[—3+7+5—e—n]z+g 2—7—7&—5a+4a+6+§(n—1)(a+1) +Cps-

En utilisant I’égalité h (z) = h, (2), on obtient

af=n[-34+v+d—€—n]—(2—7+2—3§—ve—¢€d),
=0+vy—n—-2)(e+n+1),
et

2
—q:g 2—7—7@—5a+4a+6+§(n—1)(a+1) +(1—7)(a+e€)+ (1 —0)a+ cus.

Puis, on calcule la fonction ¢, (2), on a

$(2) _ M5 _(1=7)(-1DE-a+1-0z2(—-a)

$e () de(2) z2(z=1)(z—a) ’

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

z z

/ e ()] dz = /(1 —s i)(iz—_lo)z)(;—_(la)_ 0)z(z—a) dz,

ceci implique

G (2) =2 x (2 =1 x (2 —a).

donc la solution est

Us(2)=2"""x (2= D" x (2 —a)ys (2),

cette solution correspondant au polynéme de Heun de classe 4.
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Tout d’abord on calcule h (2), de I’équation (3.40)), on a

h(z)=aBz—q—(1=[(1-7)(z =1+ (1 -0)]+[1-e)(z—1)z],

=afz—q—(1—e)(1—=y)(z—-1)—-1—-€¢e(1-0)z+(1—-€z+(1—€)(z—1),
apres simplification, on obtient
h(z)=aBz—q+(y—ey—€d+0)z—7+ €.
Deuxiémement, nous calculons h, (z), on a

hn(z):—g[’y(z—1)+’y(z—a)+2(5z—a5+2&z—e+2(1—e)z+2(1—e)(z—1)},

_n(n-1)
6

:—g[4+27+25—2e]z—n(n—1)z+g[(7+a7+a5+6—2)

+§ (n—1)(a+ 1)} + Cng,

2(32 — 1 —a)] + cues

c’est-a-dire
n 2
hn (2) :n[e—y—é—n—l]z%—? [(7+a7+a5+6—2)+§(n—1)(a+1) +Cnp-
En utilisant I’égalité h (z) = h,, (z), on obtient

af=nle—y—d—n—1]—(y—ey—ed +9),
=0+7+n)(e—n—1),
et

2
—q = (a+1)ﬁy—|—a(5+e—2—i—g(n—l)(a—l—l) + (1 =€) + cpp.

|3
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Puis, on calcule la fonction ¢, (2), on a

¢;(Z) _ Tes (1_6)(2’—1)2

P ()  de(z)  2(z—1)(z—a)

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

z z

s, as = [E=2E= D0

la formule de ¢, (2) dans ce cas est donnée par

b (2) =2"x (2=1)" x (z —a)"".

Alors la solution pour cette classe est

U (2) = 2" x (2 — 1)0 X (z — a)l_6 ve (2),

cette solution correspondant au polynéme de Heun de classe 5.

De I’équation ([3.41)), on calcule h (z), on a

h(z)=aBz—g—(1-8)(1-7)(z—a) + (1 - ¢)2)
=N GE-D-a)+(1-az(-1),
—aBr—q-(1-86)(1-7)(z—a)=(1-8) 1 - z+(1-7) (= 1)

t1=7(E-a+0-gz+(1-¢(z-1),

apreés simplification, on obtient

h(z)=afz—q+2—~v+20—e—76 —d€)z—2—ad +ady +e+7.
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Deuxiémement, nous calculons h, (z); on a

hn(z):—g[7(2—1)+7(z—a)+25z—a5+2ez—e
21—y (z—-1)+2(1—-7)(z—a)+2(1—€)z+2(1—¢€)(z—1)],

—M[Z(?)z—l—a)]—l—cm,

6
—g[8z—2fyz+25z—26z~|—’y~|—a’y—a(5+e—4—2a]

2
—n(n—l)z—i-gxg(n—l)(a—l—l)—i-cm,

c’est-a-dire

hn(z):n[6+7—5+1—n—4]z+g[2a—7—a7+a5

2
—€+4+§(n—1)(a+1) + Cny.

En utilisant I’égalité h (z) = h,, (z), on obtient

af=nle+vy—0+1—n—4]—(2—~v+420 —e—~0 — de),
=(e+y7y—n—-2)(0+n+1),
et

2
—q:g[2@—7—a7+a5—e+4+§(n—1)(a+1)} +24ad —ady — € — v+ cpy,

—g{(a+1)(2—7)+a5+(2—6)+g(n—1)(a+1)] +24ad —ady —€— 5+ cor.

Puis, on calcule la fonction ¢, (2), on a

¢ (2) 7w  (A=7)(-1DE-a+0-¢z(z-1)

$e (2) e (2) z2(z2=1)(z —a) ’
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en intégrant les deux membres de la derniere égalité, on obtient

z z

O

ceci implique

be(2) =2 x (2=1)°" x (z—a)"°.
Donc

Ur(2) =277 x (2 — 1)0 X (z — a)l_6 yr (2),

cette solution correspondant au polynéme de Heun de classe 6.

De I’équation (3.42)), on calcule h (2)

h(z)=afz—q—(1-0)((1-7)(z—a)+ (1 —e)2) +[(1-0)(z—a)2],

=afz—q—(1-0)1—-y)(z—a)—1=-0)1—-€z+(1=08)(z—a)+(1-19)z,
aprés simplification, on obtient
h(z)=afz—q+ (y+e€—v0 —d€) z — ay + vyda.
Deuxiémement, nous calculons h,, (z)

hn(z):—g[’y(z—1)+7(z—a)+252—a5+262—e+2(1—5)(z—a)—|—2(1—5)z]

_n(n-1)
6

:—g[4—|—2fy—25—|—26]z—|—g(7+a’y—a5+e+2a)

23z —1—a)] + cps,

2
—n(n—l)z—i—gxg(n—l)(a—f—l)—l—cng,
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c’est-a-dire

2
hn(z):n[é—v—e—n—l]zﬂLg 7+a7—a5+6+2a+§(n—1)(a+1) + Cps.

En utilisant I’égalité h (z) = h, (2), on obtient

af=n0—v—e—n—1]—(y+e—~v) — de),
=(e+y—n)(d—n—-1),

et

n

2
—1=5 {QG—V—@’Y+G5—E+4+§(TL—1)(6L+1)} +24ad —ady—€— v+ cus

n 2
=3 {7+a7—a5+6+2a+g(n—l)(cu—l)} + ay — yda + ¢

NS

[’y(a+1)+a(2—5)+e+§(n—1)(a~|—1)] +avy (1 —9) + cps.

Puis, on calcule la fonction ¢, (2), on a

b (2)  Tes (1-6)(z—a)z

P () de(z)  2(z-1)(z—a)

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

¥4 z

s, as = [C2E=00

ceci implique

Donc

Ug(2) =2 % (2= 1) x (2 —a)’ys (2),

cette solution correspondant au polynéme de Heun de classe 3.
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Remarque 3.3.1 On détermine les fonctions y;, 1 = 1...8 aprés la résolution de
I’équation , une fois les fonctions y;, 1 = 1...8, on détermine facilement les

solutions W; (z), i=1...8.

Pour l'existence de solutions polynomiales de I’équation de Heun, le choix de
I'un des parametres « et 3 doit étre se faire facilement. Dans la solution obtenue par
la méthode NU prolongée, les paramétres « et 5 peuvent étre déterminés exactement.
Aussi le parameétre accessoire ¢ est spécifié exactement & une constante d’intégration

pres.

3.4 Solution de I’équation de Heun confluente

On va utiliser la méme méthode pour résoudre une équation trés importante

dans la physique qui est ’équation de Heun confluente.

L’équation de Heun confluente (CHE) : est dérivée de I’équation de Heun par
le contexte des singularités en z = a et z = oco. La forme la plus générale de CHE

est exprimée comme,

qﬂ<z>+<zzflzz+z By ) (Z o

i—1 Z — Z3

+ZL2+Z&)J.> U (2) = 0. (3.46)

=1 (Z — Zz) =1 (Z — Z3

La forme la plus simple de I’équation (3.46]) peut s’écrire sous la forme suivante :

y”(z)+(&+ﬂjl+%) y'(z)%—(u—l—%l)y(z):O, (3.47)

cette équation contient des singularités régulieres & z = 0 et z = 1, et singularité

irréguliére en z = oo.
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Le CHE donnée par ’équation (3.47) peut étre résolue de maniére analytique

par la méthode NU prolongée comme suit :

" wz(z-)+B+DE-D+0+1z) pr(z =1 +ve (2 - 1) _
y (z)+( Y )y (Z)+< YT >+y (2) =0,

donc
Te(z)=az(z—1)+B+1)(z=1)+(y+1)z, (3.48)
o (2)=2(2—-1), (3.49)
(3.50)

Ge(2) =[(n+v)z—plz(z—-1).
En substituant ces polyndémes dans ’équation ([2.46|), le polynéme . (z) peut

étre obtenu
(zz-1) —z(z-1)-(B+1)(z=1) - (y+ 1)z

Te (2) = 5
(Z(z—l))’—OéZ(z—1)—(ﬁ+1)(z—1)—(7+1)2)2

i{( :
~p+v)z—plz(z=1)+g(2) (z— 1)z}

z—ltz—az(z-1)-B(z—-1)—z+1—92—2
2

£\ (c0z (= 1) = Bz 1)~ 72 4l 4 )z p—g ()] 2 (=~ D),

alors
7o (2) = —az(z—1) —2ﬁ (z—1)—~z
£ V(a2 (z = 1) = Bz 1)~ 72— 4l(u 4 )z = p— g ()] 2 (= — 1)
(3.51)

Puisque 7, (z) est un polynome du second degré, Iexpression sous la racine
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carrée doit étre un polyndéme du second degré. On a choisi quatre cas de polyndéme

g (2) comme suit :

1. pour: g1 (2) = (u+v) z — p, la fonction 7, (z) est donnée par

—az(z—1)—pB(z—-1)—~z
2

£ \(maz(z 1) = fle—1) =52 — Al 4 w) 2 — o= ((p+0) 2 = )] 2 (o= )

Te (2)

:_az(z—l)—ﬁ(Z—l)_’YZil[_az(z_l)_ﬂ(z—l)—’m’],

2 2
donc
Te1(2) = —az(z—1) =B (z—1) — vz, (3.52)
et
Te2 (2) = 0. (3.53)

De I’équation ([2.44)), on peut obtenir le polynéme & (z) comme suite :

h(z)=(p+v)z—p+[-az(z=1) = B(z = 1) —2]

=(p+v)z—p—az—alz—1)—~v—p,

donc

h(z)=(p+v—2a)z—p+a—vy—7. (3.54)

Maintenant on va calculer le polynéme h,, (z), on a 0. (z) est un polynome du
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second degré et ol (z) est égal a zéro, donc

hy (2) = —gT, (2) + cn,
:—g[az(z—1)+(ﬁ+1)(z—1)—|—(7—|—1)z
+2(—az(z—1) = p(z—1) —v2)] + e

:—g[az—i—a(z—1)+ﬂ+1+7+1—20¢z—20¢(z—1)—26—27]—1—0”1,

finalement

ho(2) = =% [<202 + a+2— 8= 1]+ car.

Pour trouver le paramétre p, on utilise 1'égalité h (z) = h, (2).
L4 v—2a = na, (3.55)

et

_M:%”[a+2—5—7]—a+v+ﬁ+cn1. (3.56)

Pour obtenir la solution, tout d’abord, nous calculons la fonction ¢, (2) a partir

de I’équation (|2.36)), on a

en intégrant les deux membres de la derniére égalité, on obtient

z

/[ln@(z)]'dz:/z—adz—/zgdz—/zzjldz,

alors

de (2) = exp (—az) 2P (z —1)77. (3.57)
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Nous substituons y; (z) et ¢, (z) dans I’équation ([2.32)), devient

Uy (2) =exp(—az) 27 (z = 1)y (2). (3.58)

De I'équation (3.53)), on a

h(z)=(p+v)z— pu (3.59)
Maintenant on calcule le polynoéme h,, (2).

ho(2) = =50z (= D+ (B+1) (= 1)+ (1 + 1) 2] + e,

= —Zlazta(z—1)+B+1+7+1]+
2

donc
n

hn(z): 2[2Ozz—a+2—}-ﬁ+ﬂ+cn2

En utilisant I’égalité h (z) = h,, (z), on obtient

L+ v =—na, (3.60)
= —g[—a+2+5+v]+0n2, (3.61)

donc la solution est donnée par :
Vs (2) = y2(2). (3.62)
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2. pour : g2 (2) = (L + v —ya) z — . — 3, la fonction 7, (z) est donnée par

—az(z—1)=p(z—1) =~z
2

£ 2 {(maz(z 1) = Bz 1) 72

Te (2) =

1
—Alp+v)z—p—((p+v—ra)z—p—B)]z(z=1)}*,
aprés les simplifications, on obtient

Te3 (2) = =z, (3.63)
et

Tea (2) = —az(z—1) =B (z—1). (3.64)
De I'équation , on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :
hiz)=(p+v—ra)z—p—y8—1.
Maintenant on calcule le polynome h,, (2)

h(2) = =% [0z (z = )+ (B+1) (= 1) + (7 + 1) 2 = 292] + e
:—gm@—1ywu+ﬁ+1+v+1—2ﬂ+%&

ceci implique

hn(Z):—3[2042—04+6+2_")/]+Cn3.

Pour trouver le paramétre p, on utilisant I’égalité h (z) = hy, (2)

U+ v —ya=—na, (3.65)

_N:—g}a+ﬂ+2—ﬂ+wﬁ+v+%g (3.66)
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On détermine la fonction ¢, (2), on a calculé comme suite :

¢ (2) =72

e (2)  z(z—1)

Wy (2) = (1) T (2). (3.67
De I’équation (3.64)), on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :

h(z)=(p+v—a)z—p—y8+[-az(z—1) =Bz = 1)

— (4 —1a)z—p -y -az—alz-1) -4

c’est-a-dire

hiz)=(p+v—ya—2a)z—p—y8+a—p
Maintenant nous calculons le polynéme h,, (2)
hn (2) = —g[a(z—1)+&z+5+1+7+1—2az—2a(2—1)—26]+cn4,

et ¢a veut dire
_n

[6)



Chapitre 3. Application

Pour trouver le paramétre p, on utilisant I'égalité h (z) = h,, (2)

w4 v —ya—2a = na, (3.68)

—u:—g[a—5+2+7]+75—a+ﬁ+0n4. (3.69)
Donc la solution est donnée par :
Wy (2) = exp (—az) 2 Py, (2). (3.70)
3. pour: g3(z) = (p+v—af —ya)z — p— af, on peut voir facilement que

Tes (2) = =0 (2 — 1) — vz, (3.71)
et

Teg (2) = —az (z — 1). (3.72)
De I'équation (3.71f), on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :

h(z)=(u+v—af—va)z—p—af+[-B(z—=1) —2]

=(pt+tv—af-—qa)z—p—af—-pF—1.
Maintenant nous calculons le polynéme h,, (2)
n
ha(2) = —gla(z =1 +az++1+7+1-20—29]+cu,

ceci implique
n

hin (2) = 2[2042—04—5—1—2—7]4—0”5.
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Pour trouver le paramétre p, on utilisant I'égalité h (z) = h,, (2)

p+v—af —ya—2a=—na, (3.73)
—,u:—g[Q—oz—ﬁ—v]+a5+5+7+0n5; (3.74)

donc la solution est donnée par
Us(2) =27 (2 - 1) ys(2). (3.75)
A partir de Iéquation (3.72), on peut obtenir le polynéme A (z) comme suite :

h(z)=(n+v—af—ya)z—p—af+[-az(z - 1)

=(p+v—af—ya)z—p—aBf—a(z—1)-az,

ceci implique

h(z)=(n+v—ab—ya—2a)z—pu—af +a.

Maintenant nous calculons le polynéme h,, (2)
hy (2) :—g[a(z—1)—|—az+6—|—1—|—7+1—2a(z—1)—2az]+cn6,

et ¢a veux dire

hn(z):—g[—2az+a+ﬁ+2+ﬂ+cnﬁ.

Pour trouver le parameétre p, en utilisant 'égalité h (2) = h, (2)

i+ v—af —ya—2a = naq, (3.76)
—p:—g[a+6+2+’y]+a5—a+cn6, (3.77)
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la solution donc est :

W (2) = exp (—az) ys (2) (3.78)

4. pour : g3 (2) = (u+v —af)z — u+ af — B, la fonction 7. () est donnée par

et (Z) = _ﬁ (Z o 1) ) (379)
et

Tes (2) = —az (z — 1) — vz. (3.80)
A partir de Péquation 1} on peut obtenir le polynéme A (z) comme suite :

h(z)=(u+v—af)z—pu+aB—By+[-B(z—1)

=(ut+v—af)z—p+af—py-p.
Maintenant nous calculons le polynéme h,, (2).
ho(2) = =3 [a(z =) +az+B+1+7+1 28]+,

ca veut dire

hn(z):—g(Zaz—a—ﬁ+2+7)+cn7.

On utilisant ’égalité h (z) = h,, (z), on obtient

p+v—af=—na, (3.81)

n
—u:—5(—a—6+2+’y)—a6+ﬁ”y—6+cn7. (3.82)

La solution donc est :
Uy (2) = 2"y (2). (3.83)
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De I’équation ([3.80]), on peut obtenir le polynéme h (z) comme suite :

h(z)=(p+v—af)z—p—af+[-az(z—1) - yz]

=(p+tv—af)z—p—af—a(z—1)—az—7,
ceci implique
h(z)=(p+v—af—2a)z—p+af+aoa—py—1.
Maintenant nous calculons le polynéme h,, (2)
by (2) :—g[a(z—1)+0¢z+5+1+7+1—2a(2—1)—2042—27]4—0”8,

ca veut dire
_n

On utilisant ’égalité h (z) = h, (z), on obtient

p+v—af —2a =nao, (3.84)
_M:_g[a+6—|—2—7]—aﬁ—a+57+7+6n8- (3.85)

La solution donc est :
Ug (2) =exp (—az) (2 — 1) " ys (2) . (3.86)

Remarque 3.4.1 On détermine les fonctions y;, @ = 1...8 aprés la résolution de

l’équation , une fois les fonctions y;, 1 = 1...8, on détermine facilement les

solutions ¥; (z), i=1...8.
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3.4.1 Les cas particuliers

On va donner des trois exemples de physique de I’équation Heun et Heun

confluente, ou dans lesquels on a calculé seulement I’énergie du probléme.

Le probléme de coulomb sur 3-sphérs

L’équation de Schrodinger pour le probléeme de coulomb sur 3-sphére en coor-
données paraboliques généralisées, aprés la séparation des variables, est donnée par

I'équation de Heun suivante ([14])

r A € abz — q
1" — I [ = :
+(z+z+1+z—|—1> +z(z—1)(z+1) 0, (387)

ou
I'=1—-+1+E+1i,

A=ec¢=|m|+1,
VI+E—iy—+1+FE+iy

a=1+|m|+ 5 (3.88)
TTE—i+VITETI
b1 |m|— Y ”;”/ reTy (3.89)

Pour obtenir la solution du probléme, nous utilisons la méthode de Nikiforov-

Uvarov prolongeée, et ceci en remplacant les équations (3.88)) et (3.89)) dans les équa-
tions (3.43]) et (3.45)), on obtient

ab=-n(e+T+A+n—-1),
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D’autre part, on a

1+F -1y -1+ E+1 1+ FE—1 1+ FE+1
<1—|—|m|+\/ + 272\/ + +w) (1+\m|—\/ + w—;—\/ + —I—w)

:—n(2|m\—\/1+E+i’y+n+2>,

par simplification de cette derniére équation, on trouve

,}/2

E,=E=(n+m|) (n+|m|+2)+ :
() (ol +2)

De I’équation (3.45))

ab=(n+A+¢e)I'—n-1)

D’autre part, on a

1+F -1y -1+ E+1 1+ FE—2 1+FE+2
<1+]m\—|—\/ + 272\/ + +w) <1+\m]—\/ + w;—\/ + +w)

:(n+2|m|+2)<—\/m—n>,

par simplification de cette derniére équation, on trouve

,72

4(n+|m| +1)*

E,=E=n+|m|) (n+|m|+2)+

Deux électrons se repoussent coulombiquement sur une sphére

Considérons un systéme de deux électrons, interagissant via un potentiel de

coulomb, mais contraints de rester a la surface d’une sphére de dimension D de
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rayon R. L’hamiltonien du systéme (en unités atomiques) est :

H==(Vi+V3) - % (3.90)

N —

ol u = |r; — ro| est la distance interélectronique. La fonction d’onde de Schrodin-
ger du systéme peut étre séparé en tant que produit de fonctions d’ondes de spin,

angulaires et inter-électrons.
La fonction d’onde inter-élection ¥ (u) satisfait 'ODE suivante :

u? d>v du 1\dv
S Y (O ety o 3.91
(4R2 ) az (4R2 ’yu) du ’ (3:51)

ou o et v sont des parametres liés a la dimension D de la sphere. Introduire la

. . . U . N L, .
variable sans dimension z = SR’ alors ’ODE ci-dessus peut étre écrit sous la forme

de I’équation de Heun

1

5(‘;) 5(5—%> dU  —4R?Ez+2R
z+1 z—1 %—i_z(z—i-l)(z—l)

1
AL
du? z

T =0, (3.92)

cette équation est de type CHE en remplacent parameétres v, ¢, €, af3, ¢ et a dans

11 1\ 1 1

I’équation.(??) par —, = <5 - —>, - (6 - —), —4R%’FE, —2R, —1, respectivement,
v 2 v/ 2 Y

nous pouvons calculer ’énergie F et le rayon R en écrivant de nouveaux parametres

dans les équations : (3.43)) et (3.44)), respectivement.

De I'équation (3.43)), on a

—4R2E:—n(l+1(5—l)+1<5—1>+n—1>
yoo2 g 2 g

1 1
:—n(é———l———l—n—l),
v
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donc I'énergie est donnée par

n(n+6—1)

E =
4R2

(3.93)

Potentiel hyperbolique & double puits

Considérons le potentiel suivant
—g>. (3.94)

ou r parameétres physique

Le cas unidimensionnel de ’équation de Schrédinger stationnaire ((1.11]) est :

—h? d?

2m dz?

U (z)+V(x)¥(x) = EV(z). (3.95)

Nous substituons le potentiel (3.94) dans I’équation précédente (3.95]), on trouve

d? 2mVp sinh* (2) ,  2m
—U —FEr¢| ¥ (z)=0
dz? () + h?  cosh® (z)r TR (2) =0,
. x
ol z=—
”
2mE 2mV¢
Si on prend € = %, Uy = 722 9 1a derniére équation conduit a ’équation suivante
d? sinh* (2)
—U d* + Upd* —"2| W (2) = 0. 3.96
dz? (2) + |ed"+ U cosh® (2) (2) ( )

On peut transformer I’équation (3.96|) en une équation de Heun confluente en

utilisant le changement de variable suivant

1

)
cosh? z
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donc I'équation ([3.96)) prend la forme suivante :

d? 1 1\ d
@+ (o T ) Lo+ (B4 ) v =0 @on

ol = —1/Ty, B = —irVE, v = Shop=zla(e+2)+2a8-B(B+1)], v =
1 (a+ B(B +1)),.cette équation est de type CHE (3.47).

Nous pouvons facilement utiliser la méthode de NU prolongée pour trouver

I’énergie

De I’équation (3.60]), on obtient

1 1
Z[a(a+2)+2a5—5(5+1)]+Z(Oé+5(ﬁ+1)) = —na,
1
Z(Oé(a+2)+2ozﬁ—|—oz) = —na,
a
Z(a+3+26) = —na.
En substituants o = —ry/Ty et § = —iry/E dans la derniére équation, on a

T U()
4

(—7‘\/ Up+ 3 — 21'7“@) = rv/Uyn,
—r\/Uy + 3 — 2irVE = —4n,

la derniere équation devient I’équation suivante

@:%(4N+3—d\/ﬁo),

alors I’énergie est donnée par

1 2
By=—13 (4N +3—7 U0> . (3.98)

Maintenant, pour trouver I’énergie, nous substituons les parametres p et v dans
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I’équation (3.65)) ou (3.73]). De I’équation (3.65)), on a
a+ 3426 —4y = —4n,

en substituants a = —ry/Uy, f = —irvE et v = ’71 dans la derniére équation,

on a

—1
—r\/Uy+3—irVE —4 <7) = —4n,

la derniére équation devient 1’équation suivante

—-T UO 5 4dn
E— L
VE 4r2 + 2ir + 2ir’

alors I’énergie est donnée par

1 2
By=—13 <4N +5— r\/U()) . (3.99)

Pour les autres cas de la fonction 7, (2) , on obtient 'une des résultat précédentes

BT ot E29).
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Conclusion

La méthode Nikiforov-Uvarov et son extension, la méthode Nikiforov-Uvarov
prolongée, ont été présentées dans cette thése comme des méthodes trés impor-
tantes pour résoudre un large éventail de problémes mathématiques et physiques.
Ces méthodes ont ouvert de nouvelles perspectives dans la résolution d’équations
différentielles et de problémes en physique mathématique, en chimie, en mécanique
quantique, etc. La méthode Nikiforov-Uvarov a été principalement utilisée pour ré-
soudre des équations hypergéométriques, pour lesquelles ils ont réussi a trouver une
solution polynomiale donnée par la formule de Rodrigues. Cependant, avec la mé-
thode Nikiforov-Uvarov étendue, elle peut maintenant étre appliquée aux équations
différentielles du second ordre contenant au plus quatre points singuliers. Cependant,
les scientifiques poursuivent leurs recherches pour développer davantage la méthode
Nikiforov-Uvarov prolongée, ou pour mettre au point de nouvelles méthodes de

résolution d’équations et de problémes scientifiques.

Nous avons également donné des applications trés importantes de la méthode
Nikiforov-Uvarov prolongée dans le domaine des mathématiques, telles que la
résolution des équations de Heun et de Heun confluent, et dans le domaine de
la physique, telles que la résolution de 1’équation de Schrodinger pour un poten-
tiel de Colomb, résolution de 1’équation de Schrédinger pour le potentiel V (1) =
—ar~! + Br+kr?, le probléme de coulomb sur 3-sphérs, deux électrons se repoussent

coulombiquement sur une sphere.
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