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INTRODUCTION

Beaucoup de problemes modélisant des phénomenes dans plusieurs
domaines tels que la transmission de la chaleur, la physique des plasmas,
dynamique de population, dynamique des fluides et de la thermo-eélasticite,
etc....; sont des modeles pour équations aux dérivees partielles avec des

conditions aux limites non classiques.

On a recours a ce genre de problémes lorsque les informations sur les
frontieres ne peuvent étre mesurées ponctuellement (pression, température,
etc...), par contre, la condition intégrale, qui peut représenter une moyenne, un
flux, une énergie totale ou une masse totale ou autre, est connue. Ces problemes
sont d'actualité et prennent de I'ampleur de jour en jour a cause de cette

intégrale.

Ce travail est consacré a l'étude numérique et a la mise en ceuvre
informatique des problemes aux limites pour équation aux dérivees partielles
avec des conditions non standard de type intégral. Beaucoup d'auteurs ont
réalisés des études montrant I'existence et I'unicité de la solution de ce genre de
probléme par des méthodes différentes parmi lesquelles nous citons les travaux
d’A.L.Marhoune [10], M. Bouzit and N. Tyar [4]; M. Bouzit and T.Bahloul [5],
A. Bouziane and Benouat [1,2], ou différentes méthodes d'analyse ont été
utilisées. Dans le travail que nous représentons ici, nous abordons ces mémes
problémes du point de vue numérique en vue de l'obtention des valeurs

approchées des solutions.

Ce travail peut étre considéré comme prolongement des travaux de
M .Chelinguel et M. Ayadi [6,7]. Nous adaptons quelques methodes, qui ont été
utilisées dans le calcul de modeles avec des conditions classiques, a ces modéles
avec conditions non classiques, a savoir la méthode des différences finis

compacte et la méthode de décomposition d'Adomian.
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Cette methode a nécessité d'une part une étude approfondie de quelque
algorithmes adaptés aux problémes obtenus sous formes discrétes en utilisant les
méthodes numériques citées ci-dessous et d'autre part une mise en ceuvre
informatique importante permettant la réalisation de codes de résolution

exploitables pour traiter divers problemes issus de I'industrie.

Le mémoire comprend une introduction générale et trois chapitres. Le
premier chapitre est consacré a la présentation de méthodes numériques
utilisées. Le deuxiéeme comprend I'étude numérique des probléemes abordeés. La
méthode des lignes a été utilisée pour transformer I'équation en un systeme
d'équations différentielles ordinaire du premier ordre. En approximant les
derivées du second ordre par rapport a la variable d'espace et en utilisant la
méthode des différences finis compactes, le systeme est resolue par la méthode

de Runge-Kultta.

Quant au troisieme chapitre, il est I'objet de la mise en ceuvre informatique.
Il comprend donc la description des organigrammes réalisés ainsi que la
présentation des deux programmes principaux accomplis et utilisés par l'auteur

pour I'obtention des résultats numériques.

Des tests numeriques ont été effectués sur des modeles dont on connait la
solution exacte et ont donneés des résultats tres satisfaisants du fait que les

valeurs exactes de la solution ont été atteintes des les premieres itérations.



CHAPITRE 01

Meéthode Des Différences Finies

Chapitre 01

1. Méthode des différences finies

1.1 Introduction

Dans le domaine de I'analyse numérique, on peut étre amené a rechercher la solution d'une
équation aux dérivees partielles (EDP).
Parmi les méthodes de résolutions couramment utilisées, la méthode des différences finies.
8éme

Elle est due aux travaux de plusieurs mathématiciens du 1 siecle (Euler,Taylor,Leibniz...).

Le principe genérale de la méthode est basé sur la formule de Taylor.
1.2 Principe général de la méthode

Soit u une fonction de deux variables x et le temps t, on pose u = u(x,t)

u est n fois dérivable dans I’intervalle I .

Au voisinage de x,, ona
u(x, t) —u(xg, t)

Li =u'(xo,t
Lim X u'(xo,t)
Onpose x —x, = h ,donc
u(xg + h,t) —u(xy, t ,
(ot hD) —ub ) oy
h
On appliquant la formule de Taylor au voisinage de X, on a
h? h3
u(x +ht) =ulx)+u'(x)h+ u”(x)? + u(3)(x)§ + -

On pose

!

u(x,t) =u; ,u(x+ht) =uyq ,ux—ht)=u_; , U t) =y

h? h3 h*
Ui = w+ulh +u) —+u® —+uP— 4. (1.1)
S T TR Y '
hZ h3 h4
wig = w—uh+u = —u®—+u®—— (1.2)

L2l L3l L4l
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Meéthode Des Différences Finies

1.3 schémas des différences finies

En tronquant les deux séries (1.1) et (1.2) en premier ordre en h, on trouve

Uip1 = W +ulh + 0(h?) (1.3)

uji_y = u; —ujh + 0(h?) (1.4)
En tenant compte de la formule (1.3) , on trouve

uj = —u”lh_ %y och) (1.5)

Cette formule est appelée : schémas « avant » aux différences finies d’ordre 1 de ulf .

De méme, en utilisant la formule (1.4) , on trouve

uf =2 _hui_l +0(h) (1.6)

Cette formule est appelée : schémas « arriére » aux différences finies d’ordre 1 de u;.
Des deux formules (1.3) et (1.4) , on trouve
Uipr — Uiq = 2ujh + 0(R3)

or
Uiy — Ui 2
e T + 0(h*). (1.7)

14

Cette formule est appelée : schémas « centré » aux différences finies d’ordre 2 de u{.

1.4 Approximation de la premiére derivée

Pour constuire les schémas des différences finies d’ordre supérieur, on utilise le

developpement de Taylor au voisinage de x; .

2

Upr = w +ufh+uf =+ 0(h%) (1.8)
! n h2

U1 = w—uth+uf >+ 0(h3) (1.9)

Ujpq — Uj—q = 2ujh + 0(h®) d’ou

Uu; — U;_
ul = % + 0(h?). (1.10)

La formule (1.10) est dite schéma « centré » d’ordre deux.

-4 -
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Approximation de la premiére dérivée d’ordre trois

On pose
hu'; = au;_q + bu; + c ujpq + dugy,

_ th (3)h 4
Uiy = W Fuih +u; 2|+ ; +0(h)

h? h3
U1 = W —ulh+u' — T l-(3) + 0(h%)

L @2 @0

Uipp = W +ul(2h) + ] o Y ——+ 0(h")

De ces derniéres formules on obtient
! h? u® h’ h? @3) h®
hu'; = alu; —ujh +u o W 3 + bu; + c| w; +ujh +uf’ 2'+u 3

2h)? 2h
+d<ul+u(2h)+ "(23 +uf3)(3)> o(h*)
W' = (a+b+c+du+h(-a+c+2du+h? (5+5+2d)w) +h3(-S+ 5+ u®.

Par comparaison , on trouve

(a+b+c+d=0

—a+c+2d=1
{ d' 1 b 1 1,d 1
a c oua=--, b==-5, c=l,a=-¢
—+-=-4+2d=0
2 2
\—a+c+8d=0
—Ujyp + 66U 1 — 3U—2U; 4
' = 0(h3
Ce schéma est le schéma aux différences finies d’ordre trois .
1.5 Les derivées d’ordres superieurs
h? h3
U1 = U +uth+uf’ —+ l-(?’) + 0(h*)

12|

h? h3
Ui_1 = W —ulh+u' — T l-(?’) + 0(h*)

En additionnant ces deux formules, on trouve
-5-
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Ujpr + Uiq = 2u; + h%u] + 0(h*)

Ujpq — 2U; + U
uf == ———+ 0(h?) (1.11)

La relation (1.11) est le schéma d’ordre deux « centre ».
Il est possible de construire d’autres schémas « avant » et « arriere » d’ordre un pour u;’.
po_ Uirz = 2Ujyq T U

Schéma «avant» u;’ = 2 + 0(h) (1.12)

u; — Zui_l + Ui_»p
hZ

Schéma «arriere » u; = + 0(h) (1.13)

Nous pouvons obtenir des schémas aux differences finies surérieurs par le méme procédé
pour approximer les dérivées seconde , troisiéme,etc. ..
Exemple
le schéma « arriere » d’ordre deux pour la derivée seconde est
" Zui - 5ui_1 + 4ui_2 —Uj_

W = e >+ 0(h?)

1.6 Utilisation des différences finies pour la résolution d’un probleme

Position du probléme
Chercher une valeur approchée de u telle que

.
ou(x,t) , 0%u(x, t)
T =a T 0 <x<L (D

u(x,0) = f(x) 0 < x < L condition initiale (2)
u(0,t)=gt)0<t<T

conditions aux limites (3)
u(L,t) =h(t) 0<t<T

\

u(x, t) est une fonction de deux variables difinie sur [0,L] X [0,T],a # 0.
D’une autre maniére, Si on connait les valeurs de la fonction u(x, t) sur les cotés

t=0,t=T, x=0, x =L, on peut obtenir une solution approchée .

-6-
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Le maillage
Faisons un maillage uniforme du domaine [0, L] x [0,T] par des rectangles en prenant les noeux
(x,t) tels que

x=1th,i=12,..

t =jk,j=12,... (fig.1) et (fig.2),

et déterminons les valeurs approchées des solutions en ces nceuds.
t

A
T
Uit
Ui u;; Uit
>
0 L X
t A Fig.1.
(x, t+k)
[ n
(x —h,t) (x,t) (x+ h,t)
0 X
Fig .2
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Notation
On pose
u(x,t) = u(ih, jk) = u;; et on remplace I’equation (1) par I’équation corréspondante en

différences finies pour le point u(ih, jk) conformément au formules

2
d u(x, t) oy~ ui+1’j - Zui‘j + ui_l,j
0x? L h?
du(x,t) o Lt = Ui
ot J k

L’équation (1) devient

Uijr1 ~ Uij Uivs,j ~ 2Uij + Ujqj
— g2

k B h2 ’
d’ou
ka?
Uijer = Wij = 557 (i = 2uij + Ui ).
On pose
_ ka?
h '

d’ou

Upjpr — Wij = A(uiHJ —2u;; + ui—l,j) / A>0.
On a finalement
Upjyr = Ayogj + (1= 2D + Auyyq; / =12, N =1 (@)
On déduit de la formule (4) que si on connait les trois valeurs dans la j-éme série
W1/, Uij, Uis1,j, ON peut déterminer la valeur wu; ;. dans la (j+1)-eme série. (voir fig.1)
Nous avons toutes les valeurs sur la droite t = 0 grace a la formule (2) et nous déterminons les valeurs
sur tous les points intérieurs du segment t = L gréace a la formule (4).
Les valeurs aux extrémités de ce segment sont connues a cause des conditions aux

limites (3).
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Ecriture matricielle

On ecrit la formule (4) sous forme matricielle

pOUI’ i = 1: ul'j+1 = AuO’j + (1 - 2/1)111’] + /1u2‘j

pOUI’ l = 2 uZ’j+1 = /1u1,]‘ + (1 - Zl)uz‘] + Au&j

pOUI’ l = 3 u3,j+1 = AuZ‘j + (1 - 21)“.3‘] + Au4‘j

pOUI’ i=N-— 2 :uN_Z’j+1 = ){,uN_g’j + (1 - ZA)uN_Z‘j + Au’N—l,j

pOUI’ i=N-1: uN_l'j_l_l = AuN_Z'j + (1 - ZA)uN_Lj + luN’j

1-22 A

Ug,j+1
Uz j+1
= | » Ungr = |
uN—Z,j/ uN—Z,j+1/
UN-1,j UN—-1,j+1

On trouve finalement

Untr = AU, + V()

telque V(t) =

0
0 Uy, 9(k)
AN
0 o ||+ |,] |
+
. 0 N .
. A 0 uzv—z,j/ \ 0 /
0 1 1-22 A Un_1,j h(jk)
0o A 1-2A
1-22 A 0 0
A 1—-24 1 0 0
0 A 0
0 0 0 0
. 0
0o . . A 0
0 0 A 1-24 A
0 0 A 1-—
(k)
0
et n=0,1,2, .. )

\éo/

Si n = 0 c'est-a-dire j = 0, on portant dans la formule (5), on trouve

-9.-
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U =AU, +V(t) telque t =jk=0

1-21 A 0 0
U1 A 1-21 1 0 0 U1,0 9(0)
(uu\l 0 2 0 {uzo\
B 0 0 0 0
|~ . 0 | *
UN—2,1/ 0 A 0 Uy- 20/ \
uN_Ll O 0 A 1_2/1 A uN 1,0 h(O)
0 0 A 1-21

Ce systeme est résolu par une méthode adéquate et on détermine ainsi les valeurs pour les noeux de la
premiere rangée sur la droite t = k, qui sont les composantes du vecteur Uy, ainsi nous déterminons
les valeurs de la solution pour tous les noeuds de la grille rangée par rangée.

Pour n =1 c'est-a-dire j = 1, de la formule (5), on trouve

U, =AU, +V(t) tel que t =k

. ) ) . 0
Us,2 A 1=21 1 0 . . . 0 ul g(k)
0 0 2 . . 0
: . 0 0o . . . 0 0
| . L 0 |7
. ) . ) 0
) | ‘ /

.0
UN-1,1

Uy-1,2 h(k)

En résolvant ce systétme, on détermine les valeurs approchées de la
solution sur les noeux de la deuxieme rangée qui consonttient les points sur la
droite t =2k, ainsi nous déterminons rangée par rangée les valeurs de la solution
pour tous les noeuds du maillage.

Convergence

Sid < % le schémas (4) est convergent [13].

-10 -
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1.7 Méthode de Runge-kutta

Soit donnée I’équation différentielle ordinaire suivante
y' =1f(xy), (1.7.1)
avec la condition initiale  y(x,) = y,

ol y est une fonction définie est dérivable sur I’intervalle [a. b].

M;(x + h,y + Ay)

y A M(x'y)/_\
\

a Xo X x+h b X
Fig .3.

Comme y est une fonction dérivable sur I’intervalle [a. b] on applique le developpement de

Taylor d’ordre 4 au voisinage de X c'est-a-dire x+h

! 1 " 4)
Yot h) =y + 2 X0 o Y@ s YD
1 2! 3! 4!
On pose
Ay = y(x + h) — y(x) (1.7.2)
1 " " (4)
Ay =2 ix) ht? z(lx) h? 42 3(|x) 42 4|(x) h* + 0(h%) (1.7.3)

On déduit de cette formule que si on connait la valeur de y(x)au point x et les dérivées

y'(x), y"'(x), y"(x) , y*®(x) on peutcalculer y(x + h).

-11-
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La méthode de runge-kutta repose sur les valeurs suivantes

K, = hf(x,y)

K—hf( +h +K1>
2= M\X TS YT

K—hf( +h +K2)
3T M\ Ty TS

K4 = hf(x + h,y + K3)
\

On peut montrer que Ay = y(x + h) — y(x) donné par la formule (1.6.3) coincide avec

Ay Donné par la formule
Ay = = (ky + 2k, + 2ks + ks)

alors on trouve

1
y(x+h) =ykx) +€(k1 + 2k, + 2k5 + ky) [ y(x0) =y,

-12-
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1.8 Formule de Simpson
Soit f une fonction continue sur ’intervalle [a, b] et soient
My(x0,v0) » My(x1,y1) , M,(x,,y,) des points de la courbe (c) de la fonction f tel que
Xo=a , Xx,=b et x3—xy=x,—x;,=~h
Pour obtenir la formule de Simpson, en remplace la courbe (c) par la parabole passant

par les points My(xo,y0) , Mi(x1,y1) , My(xp,y,)  (figure 4)

figure.4.

La formule de Simpson est donnée par la relation suivante

b h b—a
j f(x)dx z§(yo + 4y, +y2) =T(}’0 + 4y; + ;)
a

-13 -
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2. Méthode de décomposition d’Adomian

1.2.1 Apercu sur la méthode
Cette méthode permet de résoudre les équations fonctionnelles de différents types .

L’avantage de cette méthode est de permettre la résolution par un schéma direct le probléme
considéré ou la solution est obtenue sous forme de séries, rapidement convergentes.

Beaucoup d’auteur ont donnés un grand intérét a I’application de cette méthode ,
et a la résolution des problémes aussi bien déterministe que sochastique .

Dans ce chapitre , on va exposer les grands principes de cette méthode sur un probléme
non linéaire .

On propose ensuite deux méthodes pratiques de calcul les polyndmes d’Adomian ,
apres on va étudier la convergence de la méthode et enfin on montre concrétement 1’éffecacité
et la précision de la méthode en considérant un probléme parabolique non linéaire
avec exemples numérique .

1.2.2 Principe général de la méthode
Soit I’équation fonctionnelle

Fw=f (2.1)
ou f est une fonction donnée et F est un opérateur differentiel non linéaire d’un éspace de
Hilbert H dans H , contient des termes lineaire et des termes non linéaires c.-a-d.

F = des termes lineaire + des termes non lineaires

La partie lineaire est notée P et la partie non lineaire est notée N

Doncona
F=P+N
P sera décomposer en deux termes L et R c.-a-d. P = L+R, ou L est un opérateur inversible et

R est le reste de la partie linéaire P.
L’équation(2.1) s’écrit sous la forme

or L+R+N)w)=f

Lw)+RW)+Nw)=f (2.2)

-14 -
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En appliquant I’opérateur inverse L™ & I’équation (2.2), on trouve
L'L(uw)=L(f) - L"*R(w) — L"IN(u)

A titre d’exemple, on prend L un opérateur différentiel d’ordre 1 comme suit

t
L= = [ war,
on obtient
L L(w) = u—u(0),
alors

u=u(0)+L1(f)— L Rw) — L IN(u)

3

On cherche la solution u sous la forme =

u= Zn: u; = u(0) + L71(f)— LR (Zn: ulj — L7IN (i ul> (2.3)

i=0 i=0 i=0

En utilisant la formule (2.3), on trouve

[ ug(x,t) = u(0) + L71(f)
u;(x,t) = — L"'R(ug) — L™IN(ug)

{ uy(x, t) = — L_lR(u1) — L7IN( Uq)

un+1(x' t) = - L_IR(un) - L_IN(un)
Remarque

Si L un opérateur différentiel d’ordre 2 ¢’est-a-dire

02 X[ rx
bt = 52 i3t = [[| [ Cae] ax
0 0

et on obtient
L 'L(w) = u—u(0) —u'(0)x

ou u(0) et u'(0) sont données.
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En général, si L un opérateur différentiel d’ordre n en utilise la formule

L (u) = u — Z( Cu® ()

ouu(ty) , u'(ty) et u''(ty),...Sont données.
1.2.3 Recherche des polynomes d’Adomian
L’étape la plus importante dans la méthode de décomposition est celle du calcul des

polynémes d’ Adomian.

On décompose le terme non lineaire

N(u) =N (i ui>,

i=0
en écrivant N(u) sous forme d’une série de polyndmes spéciaux, appelés polynémes

N(u) = zn: A;
i=0

Les polyndmes A,, sont donc les polynémes d’ Adomian.

d'Adomian. On obtient donc

Pour obtenir les polynémes A,, on introduit le paramétre A comme suit

n
u(1) = Z A = ug + Aug + 2uy + -+ Ay + - (2.4)
i=0
N(u®) = Z NA; = Ag + A4, + 224, + -+ A1A; + - (2.5)
i=0

En utilisant les deux formules (2.4) et (2.5)

A 1[ ,1] 4, = 1% v 4= L% v
=alarem] 4 =glgne| =g |gmean)]

=0

1[dn
o Ay = E[WN(u(A))L:O
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Remarque

Nous pouvons obtenir les polyndmes d’ Adomian en posant

u(d) = Zﬂiui et N(u(d) = Zli A;
i=0 i=1

On developpant u(A4) sous forme de puissances de A et en comparant ,on trouve que

A, représente le coeffecient de A™.
1.2.4 Exemples de recherche des polynomes d’Adomian
Exemple 1
Soit I’opérateur N (u) définit par N(u) = u?. On pose
u=u(l) =u + uy + uy + o+ Ay + -
N@) =u? = (ug + duy + P2uy + -+ Ay + ) (ug + Auy + A2uy + -+ Ay + )
N@) = u? = u3 + 2ugus A + Quouy + u?)A? + Quouz + 2uquy)A3+... (2.6)
D’ autre part on a
n
N(u@) =u? = zAiAi =Ag+AA; + 124, + -+ VA, + - (2.7)
i=0
En comparant les deux de formules (2.6)et (2.7) , on trouve les polynomes d’ Adomian .
AO = ug ) A1 = 2u0u1 , Az = u% + ZuOuZ , A3 = 2u0u3 + 2u1u2 i
Le reste des polyndmes A,, se calculent de la méme maniére.

2¢me méthode

Ao= N(uo) = uOZ
_1yd
A =gl N(u(@)LO

d
(u3 + 2ugus A + Quguy + u?)A% + Qugus + 2uuy)A3 + - )]

A = —|—
7 1lda A=0

A= 2uguy

1[d?

A =5l

(u3 + 2ugus A + Quguy + u?)A% + Qugusz + 2uquy)A3 + - )l
A=0

A= u12+2u0u2
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1[d3
As = 3 W(ug + 2uquy A + Quguy + u)A? + Quoug + 2uguy)A3 + )
! A=0
A3 = ZuOU3 + 2u1u2
Exemple 2

Soit I'opérateur N (u) définit par N(u) = u3

Nu)=ud= (z": /’liui) (z": Aiul) (Zn: liui>
i=0 i=0 i=0

= (ug + Auy + 22uy + -+ 2wy + ) (g + Aug + -+ Ay + ) (U + Aug + -+ Ay + )

n
NQ) = = Y NA; = A+ Ady + 224y + o4 HA + -

=0

Par raisonnement similaire, on trouve
Ay = u03 , A = 3u02u1 , A= 3u02u2+3u12u0 , As= u13+3u02u3+3u2u1u0

Le reste des polynémes A, se calculent de la méme maniére.

1.2.5 Applications
On applique maitenant la méthode de décomposition sur des éxemple simples dont on

connait la solution exacte.

Application 1
Soit I’équation algébrique

x> +5x—-1=0 (*)
Ona

donc _
N(x)=x* , N = ZAi.

Ici, ’opérateur N (x) est non linéaire, =

L est la multiplication par 5 et L™ la division par 5.

Les polynémes A, doivent étre évalués a partir de N (x).
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(o]
On cherche la solution x sous la forme x = Z X,

d’ou
oo n
X —in = 0.2—022Al
i=0 i=0
xo = 0.2
x, = —0.24,
J x2:_0.2A1 x:xo‘l' x1+ x2+"'+ +xn+"'
Xpeqp = —0.24,

En prenant la formule (2.5) en considération , on trouve
x; = —0.24, = —0.2x2 = —0.008
x, = —0.24; = —0.2(2x, x;) = 0.00064,

et remarque que
xX= %9+ x4+ x, =0.1926

L’une des deux solutions

—5++19

L'une des deux solutions de I'équation (*) est — 0.1925

—54+419

En comparant la solution obtenue par la méthode de décomposition avec la solution

on voit que les deux resultats sont trés proches.
Application 2

Soit I’équation algébrique

x3+5x—1=0, (*x)
ona
x=——§x , x=le=§—§ZAi et x =ZA‘
i=0 i=0 =0

Xo = 1 =02, 4, = xg A = 3x§x1 A; = 3xgx2 + 3x%x0
5 ’ ’ ' '

As = x3 + 3x2x5 + 3x9x,%,
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x; = — 0.24, = —0.0016

x, = — 0.24; = —0.2(3x2x,) = 0.0000384

Xniq = —0.24,

\
X=Xg+tx;+ Xo+--+x,+
xX=x9+ x;+ x, =0.1984

est une valeur approchée de la valeur exacte de la solution (fig. 5).

@

+
f

e R A

| | | | | | | | | | 1 | | | | | |

T T T T T T T T T T T T T T T T T
-10-9-8-7-6-5-4-3-2-10A1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314
-

ll i X

A(0.19,0.00) A(0.19,0.00)

Fig.5
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Application 3

Soit le probléme

§
ou u N t € b €|0,T 1
]
u(x,0) = g(x) (2)
\
Cherchons la solution u sous la forme u(x,t) = z up(x,t)
n=0
a(.) _ ‘ 9%(.)
Lt(.)=? , Ltl(.)=f0(.)dt , Ly () = I
L’¢équation (1) devient
Le(u) = Lyxy(w) + N(u) + f(x, ) @)
Li'Le(w) = Ly 'Ly (W) + LN (W) + L Hf (1)
u(x, t) —u(x,0) = Li Ly, (w) + L;AN(uw) + LY f(x,t)  dou
n n
z u; = u(x,0) + Ly f(x, t) + Ly Ly, (Z ui> + LN ( ui>
i=0 i=0 i=0
n n n
z u; = u(x,0) + Ly f(x, ) + Ly [Lyy (Z ul-) + N (Z ui>]
i=0 i=0 i=0
uo(x, t) = u(x,0) + Ly f(x, t)
Ikun+1(x: t) = LEI[Lxx(un) + N(un)]
Application numérique
Soit le probléme précédent
(
ou 0%u
—_— -u -2Uu
5% ax2+e +e x €[0,1],t €[0,T] (D
(®) A
u(x,0) = In(x + 2) (2)
\
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Nu)=e“+e 2 , fl,t)=0 , gx)=In(x+2)

(uo(x, t) = u(x,0) =In(x + 2)

un+1(x: t) = Lzl[Lxx(un) + N(un)]
Recherchons les polynomes d’Adomian A4,

n
N(u) = 2/11 Al = e_z?zlﬂ'l‘ui + 8—22?=1liui

=1
tilisant la formule A, = 1[dn N( (,1))] t
cn utilisant la rormul€ A, = ! ldan u l=O,On rouve

1 1

~ o —2ug —
ug=In(x+2) , N(u) =e™+e uo_x+2+(x+2)2

t[d2u ' t
= L7Y[L (u)+N(u)]=j ° + N(up)|dt =
Uuq t xx 0 0 o _dxz 0 | x + 2
t 'dzul ] _t2
— 71 — =
= L L) + NGu)) = [ |G+ NG| de = 5o
t 'dzuz ] —t3
— 71 — =
0 = L L) + V) = | |24 NG [ de = 5
t4-
%= 4 + 2)

d?u,
N ()| de

t
Un1 (%, 1) = L [Lyx(un) + N(wp)] = J I
0

(_1)ntn+1
(n+ 1)(x+ 2)n+1

un+1 (X, t) =

u(x,t) =uplx, t) +u (o, t) +uy (o, t) + -+ up (6, t) + Uy (6, 8) + -+

_t2 t3 (_1)Yltn+1

t
ulx,t) =In(x + 2) + "
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(_1)Tltn+1
(n+ 1)(x + 2)"?

ulx,t) =In(x + 2) + z
n=0

t
u(Cx, t) —ln(x+2)+ln(x+2+1>—ln(t+x+2)

("¢ . . ot
0 it D2yt est le developpement limité de la fonction (n(X + 1) telque X = T12
n=
In(x + 1) o, SO
2 3 4 xn

On verifie facilement que
u(x,t) =n(x+t+2)

est la solution exacte de probléme (P).
Remarque 1
On peut Vvérifier facilement la précision de cette méthode en prenant la somme des M

premiers termes et par comparaison avec la solution exacte on trouve les résultat suivants

(_1)ntn+1
(n+ 1)(x +2)"

uy(x,t) =In(x +2) + Z
n=0

Remarque 2

On va utiliser dans le troisiéme chapitre un programme de c++ pour calculer la
somme des M Premier termes
sienprend M =4 , x=05 , t=0.2

u(x,t) = In(x + t + 2) = 0.99325177

4
uy = In(x +2) + Z (%, 0)
n=0

uy =In(x + 2) + ug(x, t) + uy (x, t) + uy (x, t) + us(x, t) + us(x, t) = 0.99325115

L’erreur absolue pour ce cas (x = 0.5 , t = 0.2) est |u(x,t) —uy(x,t)|=6-2E—17

Si on veut augmenter la precision il faut prendre plusieur termes de la série (1) qen
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Application 4

Soit le probléme
p

ou 0%u
;=75 *€101[t=0 Y]
{u(x,0)=0

u(0,t) = 1—et

u(l,t) = sint

a . t 02 . X X
LO=22 0= [0t Lal)= ay L;;<.>=fOUO <.>dx]dx

L’equation (1) s’ecrit sous la forme

Lt(u) = Lxx(u)
L;;Lxx (u) = L;;Lt(u)
u(x, t) =u(0,t) + xu’(0,t) + LyiL;(u(x,t))

On cherche la solution sous la forme u(x,t) = Z uy(x,t)
n=0

n

Z u;(x,t) = u(0,t) + xu’'(0,t) + LyLL, (Z u; (x, t))

i=0 i=0
(ug(x,t) = u(0,t) +xu'(0,t)
uy(x,t) = L;;Lt(uo (x, t))

Uny1(xt) = Lyl (uq(x, 1))

\

[ee]

On cherche la solution sous la forme u(x, t) = Z U, (x,t)

n=0
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[ ug(x,t) =1 —x)(1—eY) + xsint

. X[ rx d 1 xZ x3 x3
— I — — ,—t
uy (x,t) = LziLe(uo(x, ) = L L E(uo(x, t))dx- dx=-e (7 - §> — 3y cost

X[ rx d 1 x4 x5 x5
Uy (x,t) = LtLe(uy (x, ) = .[; _fo E(ul(x, t)) dx_ dx = —et <E — E) — Esmt

X X d x6 x7 x7
—7-1 — _ —p | )| -
us(x,t) = LtLy(uy(x, 1)) = .[; U; Tt (uz(x, 1)) dxl dx =e <6! 7!> = cost

X

x4n x4n+1 x4n+1
t) =—e*t — - int
Uz (%,1) = —e <(4n)! (4n + 1)!) Gn+ D"
. 4n+2 x4n+3 x4n+3
,t) =e” — — t
Ui (3, 0) = € ((4n +2) (4n+ 3)!) (4n +3) %

U0 = U0 + ) ona (B + ) (0
n=0 n=1

cost

4n+2 x4n+3 > x4n+3

u(x, t) = uy(x, t)+z <(4n+2)' (4n + 3)! _(4n+3)!

xAntl xin+l
+ Z ((4n)l (4n + 1);) - (4n + 1)! sint

Exemple

Si en prend la série tronquée
M

uy(x,t) = Z u,(x,t)

n=0

M M
Uy (5,8 = ug(6 ) + ) s (68) + )y (x,0)
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Pour les valeurs suivantes M =5 , x=0.5 , t=0.2 ontrouve

5 5
u(x,t) = uplx, t) + z Upneq(x,t) + z Uy, (x,t) = 0.2528799550875

n=0 n=1
M
Alors uy(x,t) = Z up(x,t) = ug +uy + -+ uy; = 0.2528799550875
n=0

Application 5

Soit le probléme hyperbolique

( 0%u d%u

ﬁ=9ﬁ x €]0,1[,t €]0,T[ (D
u(0,t) =u(l,t) =0 0<t<T

) u(x,0) = sinmx 0<x< 1

Ju(x,0)

"t = 0 0<x<1

62_ t
LO=%2 @O

t
j u(.)dtl dt,
0

t t aZ .
L31() = f U u@)dx]dx L) = agfz)
0 0

L’équation (1) devient
Lee(u) = 9Ly (w)

On applique I’opérateur inverse Lz} a I’équation précédente, on trouve

L?tl Lyt (w) = 9LZL‘1 Ly (w)

On cherche une solution sous la forme u(x,t) = z U,
n=0
L;tl Ltt (Z un) = 9th1 Lxx (Z un)
n=0 n=0

o)

t] rt 92 —
Z}un —u(x,0) —tu'(x,0) = 9]; L Wzo:un dt|dt
n=
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{{ uy = u(x,0) + tu'(x,0) = sinmx

Vn € Nitpyq = LG Ly (uy)

\

uy = u(x,0) + tu'(x,0) = sinmx
. ]
u; = 9f f —updt|dt = —gnztzsinrtx
o Lo 0x2 ] 2

° ] 27 .,
U, = 9f f I Zuldt dt=§(nt) sinmx

e [[[[ Lo

81
dt = —— (nt)6sm7rx

3 2n
U, = Z = sman(— )ik ((;rt))'

Nous savons que

had 3 2n
cos(3mt) = Z(—l)” ((;T:l))!

n=0

Alors la solution de ce probléme est  u(x, t) = sin(mx)cos(3mt)
1.2.6 Convergence de l1a méthode d’Adomian

Soit I’équation fonctionelle

u=f+N (D

N(u) = zn: A;
i=0

N est un opérateur nonlinéaire

f est une fonction connue

I’equation (1) s’appelle la forme canonique
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Nous savons que la méthode décompositionnelle consiste a chercher
00}

la solution u sous la forme u= Z U;
i=0

alorsona u = f + N(u)

( uo == f
u1 = AO
> > Uy = A
S-S
i=0 =0
\Un+1 = Ap
n n
on deduit de cette formule que Z u; = Z A; donc
i=1 i=0

n

n
si Z A; < +oo alors z u; < +oo et reciproquement

la méthode d’adomian se raméne a la recherche d’une suite (Sy,),, ,

Telque S, =u; +u, +uz+--+u, avec

et (2)
Sne1 = N(ug + S») n=2012..

Theoréme

Si 'opérateur N est une appliquation contractante (||N|| < § < 1)
Alor la suite (S,), converge vers s

ou s est la solution de I’équation  S,+; = N(ug + S,)

preuve

de la relation (2) on a

Sn+1_S=N(uO+Sn)_N(u0+S)

= (U Uy + Uy FUppr) — (U F Uy o Uy U Uy )
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1Sur1 = Sl = lIN(up + Sn) = N(up + S)|
< [INII1IS, = Sl
< 6lIS, =Sl
< 8%|ISn1 = Sl

< 8%|ISu2— Sl

< &8"|S1 =Sl

D’ou la convergence e la suite(S,),, .
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Chapitre 02
1. Résolution numeérique d'un probléme parabolique

2.1.1 Méthode de différences finies compactes

Ce chapitre est conscré a I’application de la méthode de différences finies compactes d’ordre six

pour la recherche d’une solution approchée de 1’équation de la chaleur avec une condition non locale.
2.1.2 Position de probléme

Soit le probléme

(ou 0%u
E:ﬁ XE]O,l[,tE]O,T[ (21)
u(x,0) = f(x) 0<x<1 (2.2)
P
® [au(x, O =40 O<t<T (2.3)
dx vt
b
j u(x, t)dx = m(t) 0<t<T (2.4)
Us

ouf, g,b et m sontconnues et b appartient a I’intervalle ]0,1[ .

2.1.3 Discrétisation du probléme
Tout d’abord , on s’interesse a la variable continue X.
On subdivise lintrevalle [0,1] en N+1 points en formant une grille uniforme comme suit.
On pose
xi+1—xi=hx=% y X =0< < x, < <xy=1
2.1.4 Methode des différences finies compactes

On utilise la formule de Taylor pour la deuxieme dérivée

. 0%u(x;,t) . u(x, t)

U = Ox2 U ot ’ Uit = U(.Xi + h) , Uj—q = u(xi — h)
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On développant suivant Taylor, on obtient

! hz "

Uipr = ulx; + h) = u; + hy; + - Ui + 0(h?) (2.5)
, h*

ui_; =u(x; —h) = w; — hu; + - Ui + 0(h?) (2.6)

ul‘+1 + u,:_l = Zul' + hzui
donc

" 1
U =33 (Ui—1 — 2u; + Ujyq) (2.7)

en utilisant le developpement de u'’ suivant Taylor d’ordre 4, on a

2 h3 h4-
—+u® 4 y® (2.8)

" 3 (4
ui+1_ui+ui h+ui 2 i 3! i E

” ’

, h3 h*
Ui =U; — ul.(3)h +u &) (©)

O e (2.9)
Eo2 o3 T g .

" ” . hZ h4
Ujpq T U = 2u; + Zui(4) 7 + zui(ﬁv) Z

" " " 2 U; (6) hz
Ujpq + Ui — 2u; = 20 — +u; i (2.10)

en appliquant la formule (2.7) sur ul.(6) on trouve

1
4 4 )
72 [ui—l 22Uty

(6) _
u - = h2

en substituant la valeur de ui(e)dans la formule (2.10), on trouve
2

12 [ v

ulhy +uil, -2y = ul(f)l + 1Oui(4) +u;q |-

Par analogie, on déduit la formule
2
Up1 = 2U + Uy = 12 [u;_; + 10u;" + uiy4]
2

12

n

[uiZy + 10w + w4 ] = wimg — 2u; + uypq (2.11)
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2°™ méthode
Pour obtenir la formule générale des différences finies compactes d’ordre six (2.11), on suit les étapes
suivantes

1. Ecrire la formule des différences finies compactes avec des coefficients inconnus

b_qu;—q + bou; + by
2

" " "o
A_qUj—g + QU + AUy =

2. Développer les deux membres de cette équation en série de Taylor au point x; , puis on les regroupes
par I’ordre de h et on obtient six équations ( les coefficients de h/ ,j = —2,—1, ...,2,3 sont nuls)

3. résoudre le systeme de six équations et six inconnues.

En appliquant au probléme (P) et en écrivant (2.11) aux points discrétisés, on trouve

du(x;,t) 0%u(x;, t)

, [ = 1,2,3 ... ,N—1 2.12
at o2 l (2.12)
L'équation (2.11) est valable pouri = 2,3 ......... ,N—2

Pour i=1,

On utilise la formule (2.11) on trouve ,

2

R [ug + 10wy + uy] = uy —2uy +u, (2.13)

La dérivée seconde de la fonction u(x, t) n’est pas definie au extrémités 0 et 1
C'est-a-dire ug n’est pas connue.pour eliminer ug en procéde comme suit.

D’aprés la formule (2.7) et la formule (2.11) ona

" n 1
U = ﬁ(uo —2uy +u,) dou =1 [ug + 10uy + uy]
" [ " 1 " i "
U, =ﬁ(u1—2u2+u3) d'ou U,= E[u1 + 10uj + ufj]
" \ " 1 2 2 n
Us = ﬁ(uz —2uz +u,) dou us=15 [uy + 10u3 + uy |
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1
—[ug + 8u;y’ — 18uj + 8uj + uy|

u{—2u£+u§=12

D’ou

n

uy = 4uy — 6uy +4uy —uy

En remplace ug dans la formule (2.13) on trouve finalement

2

7 [14u; — 5uj +4us —uy ] =uy — 2uy +u, (2.14)

b
b
On utilise la formule de Simpson j u(x, t)dx = 3 (ug + 4uq +uy) = m(t)
0

On a
em(t)
uo = b

- 4-u1 - uZ

En remplcant u, dans (2.14), on obtient

h? 6em(t
W [14u; — 5uj +4uj —u,] = b( ) — 6u, (2.15)
Pour i=N-1,
On utilise la formule (2.11) on trouve ,
2
[uy_, + 10uy_; +uy]l = uy—_y — 2uy_q1 + Uy (2.16)

12

La dérivée seconde uy n’est définie,pour eliminer uy en utilise la méme facon

D’aprés la formule (2.7) et la formule (2.11) ona

" " 1
Un-1= 73 (un—2 = 2uy-_1 +uy) d'ou Un-1 =75 [un—z + 10uy_; + uy]
" [ " 1 12 12 124
Un-2 =73 (uy-3 — 2uy_p +uy—,)  dou Un-2= 75 [un_s + 10uy_5 + uy_4]
" (PR " 1 i i "
Un-3 = 13 (un-—4 — 2uy-3z +uy—;)  dou Un-3= 75 [un_4 + 10uy_3 + uy_o]

" " " _ 17 1 17 17 17
uN_1 - ZuN_Z + uN_3 —_ E [uN + 8uN_1 - 18uN_2 + 8uN_3 + uN_4_]
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D’ou
Uy = 4uy_y — 6uy_, +4uy_3 — Uy_4
En remplace uy dans la formule (2.16) on trouve

hZ
w [—Un_4 + 4uy_3 — Suy_p + 1duy_1] = uy_, — 2uy_1 + uy (2.17)

uy n’est pas définie ,c'est-a-dire que nous connaissons pas la valeur de u au point x; = 1.
On a uN - uN_1 = h,u,N

En substitue dans la formule (2.17) en trouve finalement

hZ
w [—uy_s4 +4uy_3 — Suy_, + 1duy_4] = uy_, —uy_q + huy (2.18)
On utilise la formule (2.11) aux points discretisés x; , i=2,3,........ , N-2 et les deux formules

(2.15)et (2.18) pour trouver le systéme (S).

( hz " " " " 6m(t) :
E[Mu1 — 5uj + 4ug —u4]=T—6u1 pouri =1
2
P [ui’ + 10u; +uj] = uy — 2u, + us pouri=2
2
P [uy + 10us + uy | = uy, — 2us; +uy pouri=3
(5) 1
hZ
P [—un_s +4uy_5 — Suy_, + 1duy_4] =uy_, —uy_q + hu'y pour i=N-—-1
\
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2.1.5 Ecriture matricielle

Posons
ul u”1
. I
UN—1/ \u”N_l
14 -5 4 -1 0 0 0 6m(t)
1 10 1 0 0 0 g
0 1 10 1 O . 0 0
2| 0 0 1 10 1 0 . . . 0
. 0
0 1 10 1 O
0 1 10 1 0
0 0 -1 4 -5 14 hu'y
-6 0 0 . 0
1 -2 1 0 . 0
0 1 -2 1 0
0 0 1 -2 1 0
M= 0 1 -2 1
. 0
.01 -2 1
0 0 0 0 0 00 1 -1
On obtient
AU" = MU + H(t) (2.19)
Comme le probléme (P) a une solution unique, la matrice A est inversible
En multipliant I’équation (2.16) par A™%, ona
U’'=A"TMU+ A" tH(t)
Posons
ATIM =B et A7 H(t) = R(¢t)
On obtient
U" = BU + R(t) (2.20)

En substituant dans la formule (2.12) ,on obtient I’équation différentielle ordinaire suivante
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— = BU+R(®) (2.21)

On pose

\.
, U= : i
\f(x,'v_a ku(x,v y 0>/

En tenant compte de la condition initiale u(x, 0) = f(x),

on trouve
Uu(0) = F(X)

posons
f(t,U) = BU + R(t),

on trouve 1’équation différentielle ordinaire ordinaire d’ordre 1

dU
f(t,U) = I (2.22)

on résout la derniére équation (2.22) par la méthode de runge-kutta dordre 4

tout d’abord on calcule les vecteurs K, K,, K3, K, telque

g
Ky = hf(to, Up)

K—hf( hU Kl)
2 — I'tg 2 O 2

K —hf( h U KZ)

K4 = htf(to + ht' UO + K3)

\
h; est le pas de temps , U, = U(t,)

On applique finalement la formule
- 36 -
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1
U‘l’l+1 = UTl + g (Kl + 2K2 + 2K3 + K4_)

1
En genérale on utilise la formule suivante

Uner = U+ (K™ 42K +2K" + K7) or

1
Ut +h) =U() + E(Kl(n) +2Kk™ 42Kk + Ki")).

2.1.6 Problémes d’applications
On va appliquer cette méthode sur quelques problémes tirés du probléme général (p) , ou la solution
exacte connue avant .

probléme 1 Soit le probléme suivant

rou  0%u
E:ﬁ XE]O,l[,tE]O,T[ (1)
u(x,0) = 0.5x2 0<x<1 (2)
{ [ou(x, t
uc(ix ) =u,(1,t) =1 0<t<T 3)
x x=1
b 1
] u(x, t)dx = m(t) = 0.25¢ +3(0'25)3 0<t<T (4)
\J0

On utilise une discrétisation en neuf points c est-a-dire en prend N =8

On prend hy=h=5 , hy=—e , b=025

t ™ 1000

La matrice de systéme est

14 -5 4 -1 0 0 O 14 -5 4 -1 0 0 O

1 10 1 0 O O O 1 10 1 0 O O O

2 0 1 10 1 0 0 O ) 0 1 10 1 0 0 O
A= P 0o o0 1 10 1 0 0 |= 768 o o0 1 10 1 o0 O
0o o o0 1 10 1 O 0o 0 o0 1 10 1 O

o o o0 0 1 10 1 0o o0 o0 o 1 10 1

0 0 0 -1 4 -5 14 0O 0 0 -1 4 -5 14
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-6 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0
M=j 0 0 1 -2 1 0 0
0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 1 -2 1
0 0 0 0 1 -1

Nous savons que A™*M =B et A" *H(t) = R(t) alors

OmEN  am@n (et
0 |
H(t) = | 0 |
0
0
k huy ) \

(O] K(O) K(O) K(O)
2 0 B3 0 Dy

S oo ooT

On va calculer maitenant les vecteurs K

K® = hf(t, Up)  telque  f(t,U) = BU + R(t)

©) _
K BU, + R(0
1 71000 f0, Uo) = 1000[ o+ R(0)]
x12
u(xl,O) xzz
u(xy, 0) 2
3
to=0, U, =U(0) = : =0.5 x42

) )

KO —p f(t +htU+K1(O) _ ! fl o+ 1 U+K(O)
2 TR0 TP 5 1T 1000 2000°°° " 2

B(Uo + ﬂ) +R (2000)]

~ 1000
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K(O)zhft+EU+K2(0) - £l 0+ ! U+@
3 N R R ) 1000 2000° °

1
K = e £(to +he Uy + KS”) = f<0+

(0
~ 1000 Uo + K5 )

1000’

=—l—ha/+Kmb+ch—H
1000[ %" 73 1000
1
Uns1 = Un + 2 (k™ + 2k +2K" + k)
Pour n = 0 cest-a-dire t = h, on trouve

1
Uy = Uhy) = Uy + E(Kl“’) + 2K 42k + k)

0.0078125
0.03125
0.0703125

avec U, = 0.125
0.1953125
0.28125
0.3828125

1 2 7
Le vecteur U represente la température aux points X, = 3’ Xy ==, ., X7 = 3 a l'instant t=h; =

8 1000

pour n =1 cest-a-dire t=2h,  ontrouve
1
U, =UQ2h) = U(h,) + E(Kl(l) +2KkP 42k + kM)

K™ = hyf(h,, Uy) tel que f(t,U) = BU + R(t)
@ 1 1 1 1
kO =)oy an( L)
1000 \1000 1000 1000
M”—hfiz+htU+KP)— L U+KP +R<1 + 1)
2 T\t P o 171000 1T 1000 ' 2000
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k® - 1 [g(y +K(1) +R( 3 )
371000 172 2000

1 2
(1) €))

KV = ——|B(U; + K} R
4 1000[ ( 1t )+ (1000)]

1
U, = U, + E(Kl(l) +2kP 42k + kM)

2 _7 tt=2h, = 2
8,---,x7—8aum0men = t_1000

Le vecteur U, represente la température aux points x, =

QR =

pour n =2 cest-a-dire t=3h, ontrouve

1
Us = UBh) = U(2h) +7 KP + 2K +2KP + KP)

1
Us =Uz +7 KP4 2k + 2P + kP

K® = h, f(2h,,U,) = ! f(z U) ! (pu R(Z)
1 T 0 Y2) = 75001000 ¥2) = 1000\ "2 T ®\1000
Kk 2 1
— B . R——+ ——

(U2+ 2 >+ (1000+2000)‘

K 5
A2 2
B (UZ T ) +R (2000)]

371000
2 1
@ _ ©)
Ky ~ 1000 [B + K ) +R (1000 1000)]
K@ = [B K(Z)) +R ( 3 )]
4 1000 1000

1
Us = Uy +2 KP +2KP + 2k + kP

/2 7
, X9 = =,..,X7 == au moment t=3h; =

Le vecteurU 3 represente la température aux points X1 = 3’ 3 = i

le

De la méme maniére on trouve U, , Ug , Uy , et ainsi de suite .
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Résolution de probleme précedent en ulilisant une nouvelle dicrétisation

Prenant N=6 , h =1 , h,f=L , m(t)=1t+i
6 1000 3 162
la solution explicite de probléme est u(x,t) = 0.5x%* +t

14 5 4 -1 0 -6 0 0 0 0
h2 1 10 1 0 0 1 -2 1 0 0
A_E 0 1 10 1 0 , M= 0 1 -2 1 0
0 0 1 10 1 0 0 1 -2 1
0 -1 4 5 14 0 0 0 1 -1
/14 5 4 -1 0\
1 | 1 10 1 0 0 |
= 0 1 10 1 0
12"36\0 0 1 10 1/
0o -1 4 5 14
1
- 0.013889
6m(t) 1 1
- /6t4—§\ T 0.055556
_ 0 _ 0 _ -1 1 1y
HO=| o =| o | RO=4TH , U= < |=] o1z
0 / \ 0 / 2
2 222222
\0425 0.125 5 0
25 0.347222
72

+
~

K, = 1(BU+R0) K, = 1[3@1+&)
171000\ 70 ©) 271000 L)

(z5)
2000
K——l B(U KZ) R(—1> K——l B(U, + K. R(—l)
3"1000[ ot ) %2000 ] ’ 4"1000[ (W0 + K3) + 1000]

1
UTL+1 = UTL + E(Kl + 2K2 + 2K3 + K4)
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Pour n = 0 cest-a-dire t = h; on trouve

1
72
1
18
1 1
U1= § +E(K1+2K2+2K3+K4)
2
9
25
72
U te la températ int. 1, =2 =3 l'instant t=h; =
1 represenie la temperature aux points X1 = 6,x2 = 6, oon 87 = 6 atinsian t = 1000
probléme 2
Maintenant on va traiter ce probléme extrait du probléme général (P) .
soit les données de probléme suivant
(ou_ 0% €10,1[,t €10, 1
9t ox? x =1 ' (1)
u(x,0) = f(x) 0<x<1 (2)
1 rdu(x t
[ (*x, )] =u,(1,t) = g(t) 0<t<T (3)
dx -4
b
\ f u(x, t)dx = m(t) 0<t<T 4)
0
f(x) = sinmx (t) = —me™ ™" m(t) = l(—i + 1) i
) g ) T \/E

La solution explicite de probléme est u(x,t) = sin(mc)e"”t2

1 1

Enprend N=8 |, h=8 ) ht=m )

b =0.25
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sin (g)

sin(n) 24 1
—rt?
| 3‘; /6";(0\ 24m(t) —( ﬁ+1)e
) ey [0,
8 0
s o | o 0
P I O O
/5w o | | o | 0
n(3) RN
) i/ g
4
(T
Sln(?)
-6 0 0 O 0 0 O
(1 -2 1 0 0 0 0\
0 1 -2 1 0 0 0
M=| 0 0 1 -2 1 0 0 ‘
0 0 0 1 -2 1 0
\0 0 0 0 1 =2 1/
0 0 0 0 0 1 -1
La matrice de systéme est
14 -5 4 -1 0 0 O 14 -5 4 -1 0 0 O
/1 1010000\ /1 1010000\
pl0O 1 10 1 0 0 0| 4]0 1 20 1 0 0 O
A=Ei00110100i=ﬁi00110100i
0 0 0 1 10 1 0 0 0 0 1 10 1 0
\0 0 0 0 1 10 1/ \0 0 0 0 1 10 1/
0 0 0 -1 4 -5 14 0 0 0 -1 4 -5 14

Calcul de la matrice B et de vecteur R(t) telque A M =B et A 'H(t) = R(t)

Maintenant en va calculer les vecteurs k™, k™, kM, kM

Unsr = Uy + % K™ + 267 + 2K + KM)
Pour n = 0 on trouve
Uy = U(h) = Uy + % K + 2K + 2K + K
En commence par le calcul des vecteurs K, k®, k@, k©

k©® = L(BU + R(0))
1 1000~ °
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) © .
1 K 1

) _ 1 =
K= 1000 B (UO T ) +R (2000)
) © .
1 K 1
) _ 2 =
Ks™ = 1000 B (UO T ) +R (2000)

1
0) _ (0)
K B + K; R
4 71000 [ ) + (1000)]
0.3826834324
/0 7071067812\
09238795325
Uy = Uhe) = Ug += (K{® + 2K3% + 2K5” + K{”) avec Uoz‘ ‘
09238795325
\0 7071067812/
0.3826834324
1 2 7
Le vecteur U, represente la temperature aux pomts X1 = § , Xp = §, e, X7 = § au moment t=ht
Résolution du probléme précédent en utilisant une nouvelle discrétisation
E d N=10c'est—a—dire h ! h ! b 2
n pren = c'est —a—dire = — , = —_— = —
P *= 70 * ™~ 1000 10
14 -5 4 -1 0 0 0 0 O -6 0 0 O 0 O O o0 O
1 10 1 0 0 0 0 0 O 1 -2 1 0 0 0 0 0 O
0 1 10 1 0 0 0 0 O 0 1 -2 1 0 0 0 0 O
L2/ 0 0 1 10 1 0 0 0 0 0o 0 1 -2 1 0 0 0 0
A=>10 0 0 1 10 1 0 O Of,M=l0 0 0 1 -2 1 0 0 0
0 0 0 0 1 10 1 0 O o 0 0 0 1 -2 1 0 0
0 0 0 O O 1 10 1 0 0o 0 0 O o0 1 -2 1 0
0 0 0 0 O o0 1 10 1 o o 0 O o0 0 1 -2 1
0 0 0 0 0 -1 4 -5 14 o o0 0 O O o0 0 1 -1
7 1 1 1 0 0 0 0
600 240 300 1200
1 1 1
1200 120 1200 0 0 0 0 0 0
1 1 1
1200 120 1200 0 0 0 0 0
1 1 1
0 0 1200 120 1200 0 0 0 0
A=| o0 0 o — L L 0 0
1200 120 1200
1 1 1
0 0 0 0 1200 120 1200 0 0
1 1 1
0 0 0 0 0 1200 120 1200 0
1 1 1
0 0 0 0 0 0 1200 120 1200
1 1 1 7
0 0 0 0 0 -

1200 300 240 600

Calcul des matrices B et R(t) telque A M =B et A71H(t) = R(t)
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w w

@, @\,

= =
WhR| NP,

/X

@,
5

30(
— | 1—cos
T

)

S

w
2
SRR EENEE R R RS

Ul =

, H@) =

«.
=
o\ =

[N NN NN

N =

@,
5

(o)

@,
5
® =

©,
=
O =

I

(=]

I

2]

—

=
AN TN T N N, N NN N N
P L L L L L L N e

1
K©

) _
| m(BU0+R(0)) , K, =

1000

K 1
B R
(U" +t >+ (2000)‘

kK =_—_|BlU K" R(—l ) k© - 1 B(U +K(0))+R< 1 )]
371000 ot ) T8 %000/ © M4 T 1000[ 07 1000
1
Up= Uh) =Uo + g (K" + 2K7 + 2K + K,)
Remarque

En va voir aux troisiéme chapitre, un programme de c++ qui a été réalisépour trouver

une solution approchée aux problemes précédents par la méthode de Runge-kutta.
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2. Résolution d’un probléme avec conditions aux bords non locales la méthode de G. Adomian
2.2.1 Résolution de problémes paraboliques
Probleme 1

Soit le probleme

(0u 0%u
==t q(x) u(x,t) €10,1[ x]0,T[ (1
u(x,0) = f(x) 0<x<1
4 1
u(0,t) =j a(x, t)u(x, t) dx + g,(t) 0<t<T
0
1
Lu(1, t) =f B(x, ulx,t) dx + g,(t) 0<t<T
0

Ou a, B, q, g1, g» sontdes fonctions connues.

u(x,t) = i u,

n=0
t

On cherche la solution sous la forme

0%u
(.)dt » Lx(W) = ==

L = a—u L_1 =
¢ (W) ’ ¢ () Ox2

Jt

o

L’equation (1) devient L;(u) = L,,(w) + q(x,t)
On applique I’opérateur inverse Ly a I’équation (1), on trouve
L' Le(w) = L' Ly (WL q(x, )
u(x, t) —u(x,0) = Li L, (w) + L7 q(x, t)

n n
2 u; = u(x,0) + Lilq(x,t) + L{lex< ul-)
i=0

i=0 i

(uo(x,t) = u(x,0) + L7 (q(x, 1))

Uy (x! t) = Lglex (uO (x, t))

Uns1 (X, 1) = L?l [Loex (ur)]

\
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Application 1
En prenant ,
2(x2+t+1) 1
e A
g2(x) = R a(x,t) =L(x,t) =x

(Ou 0%u 2(x*+t+1)

TR Tl e x €10,1[ x ]0,T[ €Y)
u(x,0) = x? 0<x<1 (2)
{ 1 1
u(0,t) = f xu(x, t)dx + m 0<t<T 3)
0
1 3
ku(l, t) = jo xu(x, t)dx + m 0<t<T (4)

On applique I'opérateur inverse Ly a1'équation (1)

0 t 62
L) =50 170 = [ Ode L) = 55
0

on trouve

n n
Z wp = ulx,0) + Lq(et) + L Ly ( ul-)
=0

i=0

up(x, t) = u(x,0) + Ly [q(x, 0]

et) = 2+ft2(x2+t+1) - x? N 2 )
e N R P E T+ 1D? t+1
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((ui(x,t) = Lzlex(uO(x: t))

t

u(x,t) = f Lyx (uo(x, £))dt

0

t dZ
uq, (x, t) =f w(uo(x,t))dt
0

( t)—ftd2 i + 2 2dt = 2 2
e o AxZ\(t+ 1?2 t+1 T t+1

[ w6, 8) = L Ly (us (3, 1))

t d2
u,(x,t) =f W(ul(x, t))dt
0

t dZ 2
Uz (%,1) =f0 W(H—l‘z)‘“ =0

\

Alors u,(x,t) = 0 pour n > 2
La solution de ce probleme est

ulx, t) =uglx, t) +uy(x,t) + - +uy(x, t)
2

u(x, t) = uplx, t) +u (x, t) = (ti—l)z

On peut Vvérifier facilement que la solution satisfait les conditions non locales (3),(4).
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Application 2

Soit le probleme

( ou 02
6_7;26_;2‘ x €]0,1[,t €10, T[ (1)
u(x,0) = f(x) 0<x<1
A rdu(x, t
[uc(;; )x=1=ux(1,t)=g(t) 0<t<T
b
fu(x,t)dx=m(t) 0<t<T
\Jo

g =1, f(x)=05x%, b=025 , m(t) = 025t +=(0.25)°

ou b est un réel appartient a I'intervalle]0,1] .
En posant

du t azu
L(u) = I ) L) = j u(x,t)ydt Ly (u) = Pl
0

I'equation (1) devient

Lt(u) = Ly (u)

On applique I'opérateur inverse Ly ! et on trouve

Li'(Le(w) = L' (Lyx (W)

el 92
u(x, t) —u(x,0) = jo EP [u(x, t)]| dt
el 92
u(x, t) = u(x,0) + jo EP) [u(x, t)]| dt
Cherchons la solution sous la forme u(x,t) = Z u;
n=0
n t 62 n
Zuizu(x,0)+J W[Zu‘] dt
i=0 0 i=0
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d'ou

Application 3

Soit le probleme

( 0u_d%u
ot ox?
u(x,0) = f(x)
1 rdu(x, t)
[ dx ]le - UX(L t)
b
f u(x, t)dx = m(t)
\Jo

f(x) =e*,

En posant

du
Lt(u) = E ]

u(x, 0) = 0.5x?2

( uy=u(x,0)=0

u = fot _a—z [uo]_

O0x?

t 62
<uz=f0 ﬁ[uﬂ

\u, =0

(0]

5x?
dt =t
dt=0

u(x,t) = Zui =05x2+t

=0

g®) =et*l b=05

L) = ftu(x, t)ydt
0
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De la méme fagon que de I’exemple precédent on trouve
n t 62 n
Zuizu(x,0)+f —Zui dt
dx?
i=0 0 i=0

u(x,0) = e*

( Uy =u(x,0)=e*

t 62 |
= o d = x
Uy fo _ax2 [uo]_ t =te
tl 92 £2
= —— = — pX
U, fo _6x2 [ul]_ dt €
3 t[ 52 ] t3
Uz = jo _ﬁ [uz] dt —ﬁe
tf 92 ] 4
= e = x
ta fo o2 sl [dt =537 ¢

t 62 tn
_ . — x
| _jo o2 el |dt =g e

o)

la solution u(x, t) est sous la forme u(x,t) = z u;
i=0
or

2 t3 tn

t

12 3!

D’ou u(x, t) = e*tt

-51-

)



CHAPITRE 03 Mise en ceuvre informatique

chapitre 03

Mise en ceuvre informatique

Dans ce chapitre, nous donnons des organigrammes pour les deux méthodes, les

solvers par c++ builder et les résultats obtenus.

3.1 Algorithme de la méthode des différences finies

3.1.1 Description du programme principal

Le programme principal est réalisé pour faire le calcul des différents termes des
formules dans les problémes d’applications du chapitre 02, a savoir

A, A'M =B , A7'H(t) = R(¢)

K; = h(BU, + R(0)) o Ke=he [B (UO + %) R (%)]

Ky =he[B(Uo+2)+R(Z)| . Ki=heBWs+Ks) +R(he)]

1
U1:U0+ E(K1+2K2+2K3+ K4_)
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3.1.2 Organigramme

Lecture des données

A[n][n], M[n][n], B[n][n]: réelles
H[Tl], R [n], UO [Tl], Ul [Tl], Kl [Tl], KZ [Tl], K3 [Tl], K4- [Tl] reels
h,, he, to:reel
n: entier

|

Calcul de A*

|

Calculde B= , R(t)=

!

Calcul de B U,

v

Calcul de
Ky, K2, Kz, Ka

v

‘ Affichage des résultats

l

Calcul de Uy

|

STOP
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3.1.3 Application au probleme 1chap. 02

mEn prenant N = 7 ( huit points)

1
hx=§ ) t0=0 ) ht

0.018229 -0.00651
0.001302 0.013021

0 0.001302
0

0
0 0
0 0
0 0

52.795317 28.874165
—5.332992 74.665984
0.538699 —7.542197
A™=| —0.05441 0.761778
0.005441 -—0.076172
0 0
—0.005441 0.076172

—

SO OO OoOR

0.005208
0.001302
0.013021
0.001302

0

0

0

S OO O

—24.78724
—5.332992
78.121256
—7.890418
0.788981
0
—0.788981

0.0078125
0.03125
. 0.0703125
= To00 Uy = 0.125
0.1953125
0.28125
0.3828125
—0.001302 0 0 0
0 0 0 0
0.001302 0 0 0
0.013021 0.001302 0 0
0.001302 0.013021 0.001302 0
0 0.001302 0.013021 0.001302
—0.001302 0.005208 —0.00651 0.018229
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
-2 1 0 0 0
1 -2 1 0 0|
0 1 -2 1 0
0o 0 1 -2 1
0o 0 0 1 -1
7.836008 —0.788981 0.076172 —0.005441
0 0 0 0
—7.836008 0.788981 —0.076172 0.005441
78.366098 —7.890418 0.761778 —0.05441
—7.836008 78.121256 —7.542197 0.538699
0 ~5.332992 74.665984 —5.332992
7.836008 —24.78724 28.874165 52.795317
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—287.897737 —82.53557  86.284653  —41.248237  9.490142 —-0.946766  0.081613
106.663936 —154.66496 85331968  —5.332992 0 0 0
-10.774391  93.20565 —171.620717  94.582253  —9.490142 0946766 ~ —0.081613
B=| 1088238  —9.413974 94908712 —172.513032 94.908712  —9.468384  0.816188
—-0.108818 0941325  —9.490142  94.582253 —171.620717 93.744349  —8.080896
0 0 0 —-5.332992  85.331968 —159.997952  79.998976
0.108818  —0.941325 9490142  —41.248237  86.284653  —29.740253 —23.921152
3.299027 —2.29907
—0.333312 1.333312
0.034349 0.965694
A"TH(0) = R(0) = | —0.010202 , BUy = 1.009777
0.067677 0.936531
—0.666624 1.62496
6.599075 —5.186611
0.000999 0.001158 0.001158 0.001287
0.000999 0.000984 0.000993 0.000983
0.001000 0.001001 0.000999 0.001001
K; =1 0.000999 |, K, =| 0.001000 |, K3 =| 0.001000 |, K, =| 0.001000
0.001004 0.001000 0.001001 0.000998
0.000958 0.000978 0.000976 0.000994
0.001412 0.001408 0.001407 0.001403
Solution apres l'exécution de programme
0.008957
0.03224
0.0713134
U, = 0.126
0.1963135
0.2822271
0.384221
U; représente la température aux points x; = 1, X, = E, vy Xy = z au moment t=h; = ——
8 8 8 1000

-55-



CHAPITRE 03

Mise en ceuvre informatique

3.1.4 Comparaison avec la solution exacte

La solution exacte de probleme est: u(x,t) = 0. S5x’+t

I’erreur absolue est |u(x,t) —uy(x,t)|, u,(x,t)est la solution approchée .

valeurs de x valeurs approchées valeurs exactes erreurs absolues

1

X = 3 0.008957 0.0088125 1.45 E-4
2

X = 3 0.03224 0.03225 1E—-4
3

X = 3 0.0713132 0.0713125 7E—7
4

x=g 0.126 0.126 0.000000
5

X = 3 0.1963135 0.196312 1.5E-6
6

X = 3 0.2822271 0.28225 2.29E-5
7

X = 3 0.384221 0.383812 4.09 E—-4

Conclusion

On remarque que la solution approchée est une bonne approximation de la solution

exacte .
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3.1.5 Nouvelle discrétisation

m Pour N =5 (six points)

N

/6t+1\ 0.013889 6 0 0 0
9
[ o | /0.055556\ /1 -2 1 0
1 | |
h, == ,h,=—— ,H(t) = ,Ug = 0.125 M=1 0 1 -2 1
X 3 t 1000 (t) | 0 0
0 \0.222222 \0 0 1 =2
\0125 0.347222 0 0 0 1
0.032407 —0.011574 0.009259 —0.002315 0
/14 -5 4 -1 0\
Il 0 1 0 OI 0.002315 0.023148 0.002315 0 0
1
= | | =
1236 | 0 10 1 oI 0 0.002315 0.023148 0.002315 0
\0 0 1 10 1/ 0 0 0.002315 0.023148 0.002315
0 -1 4 -5 14
0 —0.002315 0.009259 —0.011574 0.032407
29.700263 16.200249 —13.800069 4.200381 —0.300055 —17.437593
—3.000291 42.000186 —3.000291 0 0 6.666881
A"l =| 0300055 —4.200381 43.800387 —4.200381 0.300055 I,R(0)=I —1.2293
0 0 —3.000291 42.000186 —3.000291) k 5.62506
—0.300055 4.200381 —13.800069 16.200249 29.700263 —1.020756
—162.001329 —46.200567 48.000768 —22.500886  4.500436 —2.254201
60.001932 —87.000663 48.000768 —3.000291 0 1.333323
B=| -6.000711 52201149 —96.001536 52.501204 —4.500436 | , BUy=| 0.920823
0 —3.000291 48.000768 —90.000954 45.000477 1.458375
6.000711  —22.200831 48.000768 —16.500304 —13.500014/ —3.504182
0.0010083 0.0010046 0.00100532 0.00100215
0.00099995 0.0009998 0.00099992 0.00099998
Ki =1 0.0009916 |,K, =] 0.0009961 |,K; = 0.00099528 |, K, =] 0.00099903
0.00108333 0.0010608 0.00106121 0.00104063
0.0001750 0.0001797 0.00017997 0.00018487
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La solution aprés l'exécution de programme est

0.014894
0.056555
Uy =1 0.125995

0.223283

0.3474018

3.1.6 Comparaison avec la solution exacte

valeurs de x valeurs approchées valeurs exactes erreurs absolues

1 0.014894

X =— .
6 0.014888 6E -6
2

x=c 0.056555 0.056555 1E-7

X = % 0.125987 0.126 1365
4

x=z 0.223228 0.223222 6E-6

x = g 0.347401 0.348222 8.21E-4

Conclusion

On remarque que la solution approchée est une bonne approximation de la solution

exacte .
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3.1.7 Application au probleme 02 du chap . 02

m en prenant N = 7 (huit points)

hy =2 , he=—— , =0

fO) =sinmx , gkx) =-me™ , m(t) = %(——+ 1) et

sin(%) 0.38268343 2.23753937
3 0.70710678 0
sin(—)
8 0.92387953 0
s
Uy = sm(i) = 1 , H0)= 0
5t
(2 0.92387953 0
sm(8)
3 0.70710678 0
sin(—)
4 0.38268343 —0.39269908
n(%)
sin 3
0.018229 —-0.00651 0.005208 —0.001302 0 0 0
0.001302 0.013021 0.001302 0 0 0 0
0 0.001302 0.013021 0.001302 0 0 0
A= 0 0 0.001302 0.013021 0.001302 0 0
0 0 0 0.001302 0.013021 0.001302 0
0 0 0 0 0.001302 0.013021 0.001302
0 0 0 —0.001302 0.005208 -—0.00651 0.018229
—-6 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0
M=1 0 0 1 -2 1 0 0
0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 0 1 -2 1
0 0 0 0 0 1 -1
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52.795317 28.874165 —24.78724 7.836008 —0.788981 0.076172 —0.005441
—5.332992 74.665984 —5.332992 0 0 0 0
0.538699 —7.542197 78.121256 —-7.836008 0.788981 —0.076172 0.005441
A"l =| —0.05441 0.761778 —7.890418 78.366098 —7.890418 0.761778 —0.05441
0.005441 —-0.076172 0.788981 —7.836008 78.121256 —7.542197 0.538699
0 0 0 0 —5.332992 74.665984 —5.332992
—0.005441 0.076172 —0.788981 7.836008 —24.78724 28.874165 52.795317
—287.897737 —82.53557 86.284653 —41.248237 9.490142 —0.946766 0.081613
106.663936 —154.66496 85.331968 —5.332992 0 0 0
—10.774391 93.20565 —171.620717 94.582253 —9.490142 0.946766 —0.081613
B = 1.088238 —9.413974 94.908712 —172.513032 94.908712 —9.468384 0.816188
—0.108818 0.941325 —9.490142 94.582253 —171.620717 93.744349 —8.080896
0 0 0 —5.332992 85.331968 —159.997952 79.998976
0.108818 —0.941325 9.490142 —41.248237 86.284653 —29.740253 —23.921152
118.133718 —121.937252
—11.932778 4957346
1.203223 —10.320963
A"'H(0) = R(0) = | —0.100377 ,  BU,=| -9.767651
—0.199373 —8.923548
2.094261 —9.017888
—20.744842 16.428398
—0.00126242 —0.00140787 —0.0014346 ~0.00161572
—0.00723214 —0.00706116 —0.00707786 —0.00692116
—0.00909149 —0.00907279 —0.00906345 —0.00903894
K; = | —0.00987375 |, K, = | —0.00981656 |,K; = | —0.00982215 |,K, = | —0.00976792
—0.0090919 ~0.00907102 —0.00906330 —0.00903735
—0.00722813 —0.00707748 —0.0070867 —0.00694413
—0.00130223 —0.00126969 —0.00127969 —0.00125492
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la Solution aprés l'exécution de programme

0.00262979 0.38125625
—0.00731041 0.70003473
—0.00905533 0.91481232
—0.00982058 0.99017977
—0.00906636 0.9148131
—0.00708349 0.70002329
—0.00127586 0.38140744

1 2 7
U, represente la température aux points x; = 3’ X, = g X, = 3 au moment t =h; = 1000

3.1.8 Comparaison avec la solution exacte

La solution exacte de probléme est u(x,t) = sin(n'x)e""2

I’erreur absolue est |u(x, t) — uqy(x, t)|, us(x, t) est la solution approchée

valeurs de x valeurs apprchées valeurs exactes erreurs absolues
1
x = 3 0.38125625 0.382682 1.42E —3
2
x = 3 0.70003473 0.707105 7.07E — 3
= 3 0.91481232 0.923877
*=3 ' ' 9.06E — 3
X = g 0.99017977 0.999997 9.81E — 3
5
x= ) 0.9148131 0.923877 9.06E — 3
= 6 0.70002329
*=3 ' 0.707105 7.08E — 3
7
X = 5 0.3814074 0.382682 1.27E -3
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3.1.9 Nouvelle discrétisation

m en prenant N = 10 (neuf points)

. 1 1 2
*X7107 Y T 1000 10’
-6 0 0 0 0 0 0 0
/1 -2 1 0 0 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0 0 0
| 0 0 1 -2 1 0 0 0 0
M = 0 0 0 1 -2 1 0 0 0
0 0 0 0 1 -2 1 0 0
0 0 0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 0 0 0 1 -2 1
0 0 0 0 0 0 0 1 -1
sin (1) 0.30901699 1.823753
10 . .
. (2m
Sm(ﬁ) 0.58778525 0
. (3m
sm(ﬁ) 0.80901699 0
. (4m
sm(ﬁ) 0.95105652 0
. /5m
Uy = sm(ﬁ) = 1 ,  H(0) = 0
. (b
sm(ﬁ) 0.95105652 0
7
sin(ﬁ) 0.80901699 0
8
sin(—”) 0.58778525 0
10
o
sin(ﬁ> 0.30901699 —0.314159
0.011667 —0.004167 0.003333 —0.000833 0 0 0 0 0
0.000833 0.008333 0.000833 0 0 0 0 0 0
0 0.000833 0.008333 0.000833 0 0 0 0 0
0 0 0.000833 0.008333 0.000833 0 0 0 0
A= 0 0 0 0.000833 0.008333 0.000833 0 0 0
0 0 0 0 0.000833 0.008333 0.000833 0 0
0 0 0 0 0 0.000833 0.008333 0.000833 0
0 0 0 0 0 0 0.000833 0.008333 0.000833
0 0 0 0 0 —0.000833 0.003333 —0.004167 0.011667
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ATIM =B et A7'H(t) = R(t)

—HOBIONS  -12B97TIMD  MB19X3  —6h4deSEt
166652019 167540 IBBIMST 83BN
16809175 SIS -2B163TTD 14100087
o | L6 4706500 148308652 269623554
171616 1485120 1497669 148455014
0017328 149958 54 145000
001733 0014991 151170 1498465
144209 - 107 1248714 - 1077 1259266 - 10°° 1248043 - 10°°
0001732 01459 0151158 1498341
150.441904

—15.192132

1.534125

—0.154652

ATH(0)=R(0) =| 0.012949
0.025108

—0.264115

2.616993

—25.915235

—0.003062 —0.002302
—0.0058 —0.005847
—0.007984 —0.007937
—0.009386 —0.009341
K, =| —0.009869 |,K, =| —0.009821
—0.009389 —0.009337
—0.00796 —0.007956
—0.00604 —0.00584
—0.000684 —0.000631

La solution aprés I’exécution de programme
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1451165 -1498341 0151158 0015077 0001300
0000124  —124843 - 107 1259266 - 1070 —1255027 - 1077 1081352 - 108
14530400 1498465 151170 0015078 001300
TR —14990040 151243 150824 0012998
“JO6R030  14BASSOL4  —149766% 1493698 0128726
WBMTIS 269613554 48308652 14791538 114728
AR MO0 26BIGITTD  MATASN 12613148
000124 -BIIM0  133MST 250005388 125002189
1AZIB165  —6AMESB  (MBISN  46BL0FT 3736070
—153.503803
9.391791
—9.519376
—9.232417
, BU,=| —9.883159
—9.411753
—7.725378
—8.375329
22.437384
—0.002468 —0.00181
—0.005775 —0.005798
—0.00795 —0.007899
—0.009339 —0.009295
K =| —0.009821 |, K, = | —0.009772
—0.009342 —0.009291
—0.007939 —0.007925
—0.00586 —0.005675
—0.000654 —0.000616
0.32992568
0.58132147
0.80104794
0.94172421
0.99017797
0.94171726
0.80107112
0.58193303
0.30837209
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3.1.10 Comparaison avec la solution exacte

valeurs de x

valeurs approchées U,

valeurs exacte u

erreurs absolues

x = % 0.306615 0.30901602 2.4E-3
2
x = o 0.581978 0.58778341 5.8E-3
x = % 0.801074 0.80901445 7.94E-3
4
x = 0 0.941717 0.95105353 9.34E-3
x = 1_50 0.990179 0.99999686 9.82 E-3
6
x = 10 0.94171726 0.95105353 9.34 E-3
x = % 0.801071 0.80901445 7.94 E-3
8
x = 10 0.581932 0.58778341 5.85E-3
9
x = 0 0.308372 0.30901602 6.45 E-4

3.2 Algorithme pour la méthode de décomposition d’Adomian

Description du programme principal

Le programme est congu pour le calcul de la somme d'une série tronquée laquelle

représente la valeur approchée de la solution du probleme .
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Lecture des données

N=0, Nma

|

Calcul u,

!

U=U+u,

g

Ecriture de la solution

!

STOP
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3.2.1 Application au probleme 01 du chap . 1

B (_1)ntn+1
" (n+ 1D (x4 2)ntt

4
M=5,t=02, x=05, u ,uM=ln(x+2)+2un
n=0

Lecture des données

n:01 nmax

Calcul u,

!

U=U +u,

%

U=In(x+2)+U

v

‘ Ecriture de la solution

v

STOP

la solution apreés 1’éxécution de programme est  u(x,t) = 0,99325180

L’erreur absolue pour ce cas (x = 0.5 , t = 0.2) est |u(x,t) —uy(x,t)|=6-2E—7

Si on veut augmenter la precision il faut prendre plusieur termes de la série (u,;)nen
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3.2.2 Application au probleme 02 du chap . 1

x4n x4n+1 x4n+1
,t) = —e7t — — int
Uan (%, 8) = —e ((4n)! (4n + 1)!) Gn+D"
x4n+2 x4n+3 x4n+3
Upnsr (1) = 7t — — cost
(4n+2)! (4n+ 3)! (4n + 3)!
Sien prend la série tronquée
M M M
uy(x, t) = z u,(x,t) =up(x, t) + z Upper (x, t) + z Uy (x, t)
) n=0 n=0 n=1
Organigramme
Déclaration
M, n: entier
x, t,u(x, t): reel
[ début
lire (max), sommel €——— 0, somme2 <——— 0
- pourn =0a (max) , faire
. x4n+2 x4n+3 x4n+3 .
(4n+2) @4n+3)) @Gn+3)1”
x4n+2 x4n+3 x4n+3
1 1+ et — — t
sommel<—— sommel + e <(4n +2) (dn+ 3)!) GAn+3)°"°
- Fin pour
~ pourn =0a (max) , faire
x4n x4n+1 x4n+1
—pt — — int
¢ ((471)! (4n + 1)1) Gn+ 11"
x4n+2 x4—n+3 x4n+3
2 2+ et — — t
sommes < sommes + e <(4n +2) (4n+ 3)!) Gn+3)0 %
L Fin pour
u(x,t) €<—— sommel + somme2 + (1 —x)(1 —e™Y) + xsint
| Fin
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Pour les valeurs suivantes M =5 , x=05 , t=0.2

La solution aprés I’éxécution du programme est

5 5
u(x, t) = ug(x, t) + Z Uy (X, t) + z Uy, (x,t) = 0.252879955
n=0 n=1
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Conclusion

CONCLUSION

Les résultats obtenus par la méthode des différences finies compactes
appliquée a un ordre de six en espace et un ordre de quatre en temps sont tres
satisfaisants du fait que les valeurs approchées obtenues sont tres proches des
valeurs de la solution exactes dés les premieres itérations. Un autre avantage de
la méthode est qu’elle est facile a la mise en ceuvre informatique. Concernant la
méthode de décomposition d’Adomian ’avantage est de pouvoir calculer la
solution explicite des problémes sans avoir recours a la linéarisation par contre

un inconvénient est constaté lors de la recherche des polynomes d’ Adomian.
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Résumeé

Dans ce travail, on s’intéresse a la méthode des différences finies compactes
d’ordre supérieur, et a la méthode de décomposition d’Adomian en vue d’une
utilisation dans le calcul de modeles pour probléemes avec conditions non
classiques. Ce travail a nécessité une étude approfondie de quelque algorithmes
adaptés aux problemes obtenus et une mise en ceuvre informatique importante
permettant la réalisation de codes de résolution exploitables pour traiter divers

problémes issus de l'industrie.

Abstract

In this paper, we are concerned with the method of high order compact finite
differences,and the method of Adomian decomposition with regards of use in
calculation of models for problems with non local boundary conditions.

This work needed a deep study of some algorithmes necessary for found
problems in addition to the use of an important computing help which permits
the realisation of exploitable resolution codes for dealing with diverse problems

appeared in industry.
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