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INTRODUCTION 
 

       Beaucoup de problèmes modélisant des phénomènes dans plusieurs 

domaines tels que la transmission de la chaleur, la physique des plasmas, 

dynamique de population, dynamique des fluides et de la thermo-élasticité, 

etc.…; sont des modèles pour équations aux dérivées partielles avec des 

conditions aux limites non classiques.  

       On a recours à ce genre de problèmes lorsque les informations sur les 

frontières ne peuvent être mesurées ponctuellement (pression, température, 

etc...), par contre, la condition intégrale, qui peut représenter une moyenne, un 

flux, une énergie totale ou une masse totale ou autre, est connue. Ces problèmes 

sont d'actualité et prennent de l'ampleur de jour en jour à cause de cette 

intégrale. 

 Ce travail est consacré à l'étude numérique et à la mise en œuvre 

informatique des problèmes aux limites pour équation aux dérivées partielles 

avec des conditions non standard de type intégral. Beaucoup d'auteurs ont 

réalisés des études montrant l'existence et l'unicité de la solution de ce genre de 

problème par des méthodes différentes parmi lesquelles nous citons les travaux 

d’A.L.Marhoune [10], M. Bouzit and N. Tyar [4]; M. Bouzit and T.Bahloul [5], 

A. Bouziane and Benouat [1,2], ou différentes méthodes d'analyse ont été 

utilisées. Dans le travail que nous représentons ici, nous abordons ces mêmes 

problèmes du point de vue numérique en vue de l'obtention des valeurs 

approchées des solutions. 

       Ce travail peut être considéré comme prolongement des travaux de              

M .Chelinguel et M. Ayadi [6,7]. Nous adaptons quelques méthodes, qui ont été 

utilisées dans le calcul de modèles avec des conditions classiques, à ces modèles 

avec conditions non classiques, à savoir la méthode des différences finis 

compacte et la méthode de décomposition d'Adomian. 

-1- 



 Cette méthode a nécessité d'une part une étude approfondie de quelque 

algorithmes adaptés aux problèmes obtenus sous formes discrètes en utilisant les 

méthodes numériques citées ci-dessous et d'autre part une mise en œuvre 

informatique importante permettant la réalisation de codes de résolution 

exploitables pour  traiter divers problèmes issus de l'industrie.  

  Le mémoire comprend une introduction générale et trois chapitres. Le 

premier chapitre est consacré à la présentation de méthodes numériques 

utilisées. Le deuxième comprend  l'étude numérique des problèmes abordés. La 

méthode des lignes a été utilisée pour transformer l'équation en un système 

d'équations différentielles ordinaire du premier ordre. En approximant les 

dérivées du second ordre par rapport à la variable d'espace et en utilisant la 

méthode des différences finis compactes, le système est résolue par la méthode 

de Runge-Kutta. 

       Quant au troisième chapitre, il est l'objet de la mise en œuvre informatique. 

Il comprend donc la description des organigrammes réalisés ainsi que la 

présentation des deux programmes principaux accomplis et utilisés par l'auteur 

pour l'obtention des résultats numériques. 

        Des tests numériques ont été effectués sur des modèles dont on connait la 

solution exacte et ont donnés des résultats très satisfaisants du fait que les 

valeurs exactes de la solution ont été atteintes dès les premières itérations. 
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CHAPITRE 01 
                        Méthode Des Différences Finies 

 

Chapitre 01 

  
1. Méthode des différences finies 

 
1.1 Introduction  
  

Dans le domaine de l'analyse numérique, on peut être amené a rechercher la solution d'une  

équation aux dérivées partielles (EDP). 

Parmi les méthodes de résolutions couramment utilisées, la méthode des différences finies.                  

Elle est due aux travaux de plusieurs mathématiciens du 18
éme

 siècle (Euler,Taylor,Leibniz...). 

Le principe générale de la méthode est basé sur la formule de Taylor. 

 

1.2  Principe général de la méthode  
 

Soit   une fonction de deux variables    et le temps  , on pose     (   ) 

 

  est n fois dérivable dans l’intervalle I . 
 Au voisinage de    , on a 

   i 
    

 (   )   (    )

    
   (    ) 

On pose           , donc 

 

                                                                  
 (      )   (    )

 
   (    ) 

 

On appliquant la formule de Taylor au voisinage de x, on a 

 

                      (     )   ( )    ( )     ( )
  

  
  ( )( )

  

  
                     

 

On pose   

         (   )         (     )          (     )               (   )    
  

 

 

                                        
     

  
  

  
   

( )  
 

  
   

( )   

  
                                           (   )   

 

                          
     

  
  

  
   

( )  
 

  
   

( )  
 

  
                                            (   ) 
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                       s1.3  schémas des différences finie 

 
En tronquant les deux séries (1.1) et (1.2) en premier ordre en h, on trouve 

 

                                          
    (  )                                                           (   )      

  

               
                                         

    (  )                                                        (   ) 

 

En tenant compte de la formule (1.3) , on trouve 

 

                               
  

        

 
  ( )                                                              (   ) 

 

Cette formule est appelée : schémas « avant » aux différences finies d’ordre 1 de   
 . 

 

  De même,  en utilisant  la formule (1.4) , on trouve  

 

                                 
  

       

 
  ( )                                                                (   ) 

 

Cette formule est appelée : schémas « arrière » aux différences finies d’ordre 1 de   
   

 

Des deux formules (1.3) et (1.4) , on trouve 

 

                                                               
    (  )   ,         

or 

                                   
         

  
  (  )                                                         (   )  

 

Cette formule est appelée : schémas « centré » aux différences finies d’ordre 2 de   
 . 

 

1.4 Approximation de la premiére derivée     
 

Pour  constuire les sché as des différences finies d’ordre supérieur,  on utilise le  

developpement de Taylor au voisinage de    . 

                                                        
     

    

  
  (  )                                            (1.8)         

 

                                                        
     

    

  
  (  )                                              (1.9) 

 

                                                     
    (  )   d’où  

 

                                
  

         

  
  (  )                                                                (    )   

 

La formule (1.10) est dite schéma « centré » d’ordre deux.  
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Approximation de la premiére dérivée d’ordre trois 

 

On pose                            

                                                                          
 

           
     

  
  

  
   

( )  
 

  
  (  ) 

 

           
     

  
  

  
   

( )  
 

  
  (  ) 

 

                                                               
 (  )    

  
(  ) 

  
   

( ) (  ) 

  
  (  ) 

 

De ces dernières formules on obtient 

 

     
   (     

     
  
  

  
   

( )  
 

  
)       (     

     
  
  

  
   

( )  
 

  
) 

 

                                      (     
 (  )    

  
(  ) 

  
   

( ) (  ) 

  
)   (  ) 

 

   
  (       )    (       )  

    (
 

 
 

 

 
   )   

     ( 
 

 
 

 

 
 

  

 
)   

( )
. 

 

Par comparaison , on trouve  

 

{
 
 
 

 
 
 
         

         

 

 
 

 

 
     

         

d ou    
 

 
           

 

 
                

 

 
 

 

  
  

                     

  
  (  ) 

 

Ce schéma est le sché a aux différences finies d’ordre trois . 

 

1.5  Les derivées d’ordres superieurs  

 

           
     

  
  

  
   

( )  
 

  
  (  ) 

 

                             
     

  
  

  
   

( )   

  
  (  ) 

En additionnant ces deux formules, on trouve 
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    (  )                          

 

                               
   

             

  
  (  )                                             (    )  

 

 a relation (1.11) est le sché a d’ordre deux « centré ». 

Il est possible de construire d’autres schémas « avant » et « arrière » d’ordre un pour   
    

 

                      
   

             

  
  ( )                                                           (    )   

 

                      
   

             

  
  ( )                                                          (    )   

 

Nous pouvons obtenir des schémas aux differences finies surérieurs par le même procédé  

pour approximer les dérivées seconde , troisié e,etc…  

Exemple 

 le schéma « arrière » d’ordre deux  pour la derivée seconde est 

 

  
   

                    

  
  (  ) 

 

1.6  Utilisation des différences finies pour la résolution d’un problème  

 

Position du problème 

Chercher une valeur approchée de u telle que 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
   (   )

  
   

   (   )

   
                                                        ( )  

 (   )   ( )                                                      ( )

{
 (   )   ( )      

 (   )   ( )       
                                           ( )  

 

     (   ) est une fonction de deux variables difinie sur [   ]  [   ] ,     . 

D’une autre manière, Si on connait les valeurs de la fonction  (   ) sur les cotés   

                      , on peut obtenir une solution approchée .  
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Le maillage 

Faisons un maillage uniforme du domaine  [   ]  [   ]  par des rectangles en prenant les noeux  

(x,t) tels que 

                                                    

                                                 ,… ( fig .1)  et  (fig .2) , 
 

et déterminons les valeurs approchées des  solutions en ces nœuds. 

            t 

 

  

        T 

          o                                              L                         x  

                                                               Fig.1. 
 t 

 

 

                   (     ) 
 

 

 

     
(     )                (   )                    (     ) 

                    0                                                                                             x       

 

 

 
                                                                      Fig .2     
 

 

                                                                               

       

       

                 

       

                             

       

       

       

T   
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Notation  

 

                       On pose  

 

                        (   )   (     )       et on remplace l’equation (1) par l’équation corréspondante en  

  

                     différences finies pour le point   (     ) conformément au formules 

 
   (   )

   
      

   
                   

  
 

 

                                                        
  (   )

  
     

            

 
 

 
 ’équation  (1) devient   

 

 
            

 
   

                   

  
  

 

d’où  

                 
   

  
(                   )  

 

On pose  

                    
   

 
  ,  

d’où 
                            (                   )          

 

On a  finalement  

 

                    (    )                                                  (4) 

 

On déduit de la formule (4) que si on connait les trois valeurs  dans la  -ème série 

 

                       on peut déterminer la valeur         dans la ( +1)-ème série. (voir fig.1) 

 

Nous avons toutes les valeurs sur la droite     grâce à la formule (2) et nous déterminons les valeurs  

 

sur tous les points intérieurs du segment      grâce à la formule (4). 

 

Les valeurs aux extrémités de ce segment  sont connues à cause des conditions aux  

 

limites (3). 
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Ecriture matricielle 

 

On ecrit la formule (4) sous forme matricielle  

 

pour      :                (    )           

 

pour      :               (    )           

 

pour      :               (    )           

 

. 

. 

. 

                         pour        :                  (    )               

 

                      pour        :                   (    )             

 

 

(

 
 
 

      

      

  
 

        

        )

 
 
 

 

(

 
 
 
 
 

           

           

        

        

        

        

           
           )

 
 
 
 
 

(

 
 
 

    

    

  
 

      

      )

 
 
 

 

(

 
 
 
 

 (  )
 
  
 
 

 (  ))

 
 
 
 

   

 

On pose 

 

 

   

(

 
 
 

    

    

  
 

      

      )

 
 
 

        

(

 
 
 

      

      

  
 

        

        )

 
 
 

  ,   

(

 
 
 
 
 

           

           

        

        

        

        

           
           )

 
 
 
 
 

 

 

On trouve  finalement  

          ( )               ( )  

(

 
 
 

 (  )
 

 
 

 

 

 (  ))

 
 
 

                                        (5) 

 

Si      c'est-à-dire    , on portant dans la formule (5), on trouve   
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        ( )                     
 
                                                   ( ) 

 

(

 
 
 

    

    

  
 

      

      )

 
 
 

 

(

 
 
 
 
 

           

           

        

        

        

        

           
           )

 
 
 
 
 

(

 
 
 

    

    

  
 

      

      )

 
 
 

 

(

 
 
 
 

 ( )
 
  
 
 

 ( ))

 
 
 
 

 

 
 

Ce système est résolu par une méthode adéquate et on détermine ainsi les valeurs pour les noeux de la 

première rangée sur la droite    , qui sont les composantes du vecteur   , ainsi nous déterminons 

les valeurs de la solution  pour tous les noeuds de la grille rangée par rangée. 

Pour      c'est-à-dire     , de la formule (5), on trouve   

 
          ( )                   

 
                                                         ( ) 
 

 

(

 
 
 
 

    

 
  
 

  
      )

 
 
 
 

 

(

 
 
 
 
 

           

           

        

        

        

        

           
           )

 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

    

 
  
 

  
      )

 
 
 
 

 

(

 
 
 
 

 ( )
 
  
 
 

 ( ))

 
 
 
 

 

 
 En résolvant ce systéme, on détermine les valeurs approchées de la 

solution sur les noeux de la deuxième rangée qui consonttient les points sur la 

droite     , ainsi nous déterminons rangée par rangée les valeurs de la solution  

pour tous les noeuds du maillage. 

Convergence 

Si    
 

 
 ,  le schémas (4) est convergent [13]. 

 



 
 

- 11 - 
 

CHAPITRE 01 
                                   Méthode de Runge-Kutta 

1.7 Méthode de Runge-kutta 
 

Soit donnée l’équation différentielle ordinaire suivante 

 

                                                   ,                                                                     (1.7.1) 

 

avec la condition initiale             
 
 

 

où y est une fonction définie est dérivable sur l’intervalle [   ]. 
 

 
                     

    y                                             
 

                                                              b                               x 
 
                                                   Fig .3.   

 
Comme   est une fonction dérivable sur l’intervalle [   ] on applique le developpement de 

Taylor d’ordre 4 au voisinage de x  c'est-à-dire x+h  

 

            
     

 
  

      

  
   

       

  
   

       

  
         

 

On pose  

                                                                                                                (1.7.2) 

 

  

             
     

 
  

      

  
   

       

  
   

       

  
                                           

 

On déduit de cette formule que si on connait la valeur de     au point   et les dérivées   

 

                                      on peut calculer          . 
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La méthode de runge-kutta repose sur les valeurs suivantes  

 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
            

     (  
 

 
   

  

 
)

     (  
 

 
   

  

 
)

               

 

 

 

On peut montrer que                    donné par la formule (1.6.3) coincide avec  

  

   Donné par la formule 

 

                                      
 

 
                , 

 

alors on trouve  
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1.8  Formule de Simpson  

 

Soit   une fonction continue sur l’intervalle [   ] et soient 

  

  (     )     (     )        (     ) des points de la courbe (c) de la fonction   tel que  

 

                                              et                      
 

Pour obtenir  la formule de Simpson,  en remplace la courbe (c) par la parabole passant 

 

par les  points     (     )          (     )         (     )     (figure 4) 

 

 

 

 

 

La formule de Simpson est donnée par la relation suivante 

 

∫  ( )   
 

 
(         )  

   

 
(         )

 

 

 

 
 

 

M
0

M
1

M
2

y
0

y
1

y
2

0 1

1

x

y

     𝑥  𝑎                                        𝑥                                 𝑥  𝑏                                             x      

figure.4. 
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2.  Méthode de décomposition d’Adomian 
  

1.2.1 Aperçu sur la méthode 

 

         Cette méthode permet de résoudre les équations fonctionnelles de différents types . 

 

L’avantage de cette méthode est de permettre la résolution par un schéma direct le probléme 

considéré où la solution est obtenue sous forme de séries, rapidement convergentes. 

         Beaucoup d’auteur ont donnés un grand intérêt à l’application de cette méthode , 

et à la résolution des problémes aussi bien déterministe que sochastique . 

Dans ce chapitre , on va exposer les grands principes de cette méthode sur un probléme 

non linéaire . 

On propose ensuite deux méthodes pratiques de calcul les polynômes d’Adomian , 

apres on va étudier la convergence de la méthode et enfin on montre concrétement l’éffecacité 

et la précision de la méthode en considérant un probléme parabolique non linéaire 

avec  exemples numérique . 

1.2.2 Principe général de la méthode  

Soit l’équation fonctionnelle 

                                ( )                                                                                               (   ) 
 

où   est une fonction donnée et F est un opérateur differentiel non linéaire d’un éspace de  
 

 Hilbert H dans H , contient des termes lineaire et des termes non linéaires c.-à-d.           
 

   = des termes lineaire + des termes non lineaires 

 

 La partie lineaire est notée P et la partie non lineaire est notée N  

 

Donc on a  

          

P sera décomposer en deux termes L et R c.-à-d. P = L+R, ou L est un opérateur inversible et  

R est le reste de la partie linéaire P. 

 

 L’équation      s’écrit sous la forme   
 

 

 or                                                         (     )( )          

 

                                             ( )   ( )   ( )                                          (   )                          
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En  appliquant l’opérateur inverse   -1
 à l’équation (   )  on trouve 

 

    ( )     ( )      ( )      ( )  
 

À titre d’exemple, on prend L un opérateur différentiel d’ordre   comme suit 

 

 

  ( )  
 ( )

  
              ( )  ∫ ( )  

 

 

    

on obtient 

 

    ( )       ( ), 

 

alors     

   ( )     ( )      ( )      ( ) 
 

                                               ∑  

 

   

 

  ∑  

 

   

   ( )     ( )       (∑  

 

   

)       (∑  

 

   

)                               (   ) 

 

En utilisant la formule (2.3), on trouve  

 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  (   )    ( )     ( )                    

  (   )        (  )       (   )

  (   )        (  )       (   )
 
 
 

        (   )        (  )       (   )

 

Remarque    

 

Si L un opérateur différentiel d’ordre 2 c’est-à-dire 

         

       ( )   
  ( )

   
          

  ( )  ∫ *∫ ( )  
 

 

+   
 

 

 

et on obtient  

  

    ( )      ( )    ( )  
 

     ( )       ( )  sont données.  
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En général, si L un opérateur différentiel d’ordre n en utilise la formule  

  

    ( )    ∑
(    )

 

  

   

   

 ( )(  ) 

  

    (  )      
 (  )       

  (  )  Sont données. 

1.2.3  Recherche des polynomes d’Adomian 

L’étape la plus importante dans la méthode de décomposition est celle du calcul des          

polynômes d’Adomian. 

On décompose le terme non linéaire  

   ( )   (∑  

 

   

)  

en écrivant N(u) sous  forme d’une série de polynômes spéciaux, appelés polynômes  

 

d'Adomian. On obtient donc 

 ( )  ∑  

 

   

 

 

Les polynômes    sont donc les polynômes d’Adomian.

  

Pour obtenir les polynômes    on introduit le paramétre λ comme suit  

 (𝜆)  ∑𝜆   

 

   

    𝜆   𝜆      𝜆                                                            (   )      

 ( (𝜆))  ∑𝜆   

 

   

    𝜆   𝜆      𝜆                                                     (   )      

 

En utilisant les deux formules (2.4) et (2.5) 

 

 

   
 

  
[
 

 𝜆
 ( (𝜆))]

   
         

 

  
*
  

 𝜆 
 ( (𝜆))+

   

         
 

  
*
  

 𝜆 
 ( (𝜆))+

   

  

 

     
 

  
[
  

 𝜆 
 ( (𝜆))]
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Remarque 

 

Nous pouvons obtenir les polynômes d’Adomian en posant 

 

 (𝜆)  ∑𝜆   

 

   

            ( (𝜆))  ∑𝜆 

 

   

   

 

On  developpant   (𝜆) sous forme de puissances de 𝜆 et en comparant ,on trouve que  

   représente le coeffecient de 𝜆   

1.2.4 Exemples de recherche des polynômes d’Adomian 

Exemple 1 

Soit l’opérateur  ( ) définit par  ( )      On pose  

           (𝜆)     𝜆   𝜆      𝜆     
 

         ( )     (   𝜆   𝜆      𝜆     )(   𝜆   𝜆      𝜆     ) 

 

          ( )       
       𝜆  (        

 )𝜆  (           )𝜆
  …               (2.6) 

 

 D’ autre part on à 

       ( (𝜆))     ∑𝜆    

 

   

   𝜆   𝜆      𝜆                                          (   ) 

En comparant les deux de formules (   )   (   ) , on trouve les polynômes d’Adomian .  

  

     
                         

                            . 

 

Le reste des polynômes    se calculent de la même maniére. 

 

2éme  méthode  

                        

 0  (  )   0
2  

 

   
 

  
[
 

 𝜆
 ( (𝜆))]

   
 

  

   
 

  
[
 

 𝜆
(  

       𝜆  (        
 )𝜆  (           )𝜆

   )]
   

 

 

                            1   0 1

  

   
 

  
*
  

 𝜆 
(  

       𝜆  (        
 )𝜆  (           )𝜆

   )+
   

 

 

                            2  1
2   0 2
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*
  

 𝜆 
(  

       𝜆  (        
 )𝜆  (           )𝜆

   )+
   

 

 

                                       

 
Exemple 2 
 
Soit l’opérateur  ( ) définit par  ( )        
 

 ( )     (∑𝜆   

 

   

)(∑𝜆   

 

   

)(∑𝜆   

 

   

) 

 

 (   𝜆   𝜆      𝜆     )(   𝜆     𝜆     )(   𝜆     𝜆     ) 

 

 ( )     ∑𝜆   

 

   

    𝜆   𝜆      𝜆      

 

Par raisonnement similaire, on trouve  

 
     

            0
2 1        2   0

2 2   1  0        3  1
3   0

2 3   2 1 0 

 

Le reste des polynômes  n se calculent de la même maniére. 

 

1.2.5  Applications 

On applique maitenant la méthode de décomposition sur des éxemple simples dont on  

connait la solution exacte. 

 

Application 1  

Soit l’équation algébrique  

                                                      ( ) 

On a 

  
 

 
 

 

 
    

donc 

 ( )                ( )   ∑  

 

   

  

Ici , l’opérateur  ( ) est non linéaire, 

 

  est la multiplication par 5 et     la division par 5. 

 

Les polynômes   doivent être évalués à partir de  ( )  
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On cherche la solution   sous la forme         ∑   

 

   

 

d’o  

  ∑  

 

   

        ∑  

 

   

 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

                                                                                                                    

                                                                                                                 

                                                                

                                                                                                              

 

 

En prenant la formule (2.5) en considération , on trouve  

 

                  
         

 

                (      )         , 

 

et remarque que  

                           
 

L’une des deux solutions 

L un  des deux solution  de l équation ( )  est   
   √  

 
        

 

En comparant la solution obtenue par la méthode de décomposition avec la solution
   √  

 
  

 
on voit que les deux resultats sont tr s proches. 

Application 2 

Soit l’équation algébrique  

                                                 (  ) 

 on a 

  
 

 
 

 

 
            ∑   

 

 
 

 

 
∑  

 

   

 

   

              ∑  
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{
 
 
 
 

 
 
 
 

                                                                                            

                                                                         

               (   
   )                               
 
 
 

                                                                                     

     

 

                           
 

                        
 

 est une        approc é                                     (fig. 5). 

 

 

 
 

Fig.5 

 

 

 

 

-1 0 1 

1 

x 

y 

A(0.19,0.00) 

A 
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1 

x 

y 
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A 
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Soit le probléme  

{
 
 
 

 
 
   

  
 

   

   
  ( )   (   )          [   ]    [   ]             ( )

 (   )   ( )                                                                                   ( )

 

Cherchons la solution   sous la for     (   )  ∑   (   )

 

   

 

  ( )  
 ( )

  
             

  ( )  ∫ ( )  
 

 

                   ( )  
  ( )

   
 

 

L’équation     devient  

 

  ( )     ( )   ( )   (   )                                        (3)
  

  
    ( )    

     ( )    
   ( )    

   (   ) 
 

 (   )   (   )    
     ( )    

   ( )    
   (   )     d’o  

 

∑   

 

   

  (   )    
   (   )    

     (∑  

 

   

)    
   (∑  

 

   

) 

 

∑   

 

   

  (   )    
   (   )    

  [   (∑  

 

   

)   (∑  

 

   

)] 

 

{
 
 

 
 

   (   )    (   )    
   (   )          

     (   )    
  [   (  )   (  )]   

 

 

Application numérique 

 

Soit le probléme précédent  

 ( ) 

{
 
 
 

 
 
   

  
 

   

   
                   [   ]    [   ]                             ( )   

 (   )    (   )                                                                                  ( )  
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 ( )                  ,      (   )                  ( )     (   ) 

 

{
 
 

 
 

  (   )    (   )    (   )       

    (   )    
  [   (  )   (  )]

 

 

Recherchons les polynômes d’Adomian      

 

 ( )  ∑𝜆 

 

   

     ∑ 𝜆 
 
          ∑     

 
    

 

en utilisant la formule     
 

  
[
  

 𝜆 
 ( (𝜆))]

   
  on trouve 

 

     (   )          (  )             
 

   
 

 

(   ) 
 

 

     
  [   (  )   (  )]  ∫ *

    

   
  (  )+

 

 

   
 

   
 

 

     
  [   (  )   (  )]  ∫ *

    

   
  (  )+

 

 

   
   

 (   ) 
 

 

     
  [   (  )   (  )]  ∫ *

    

   
  (  )+

 

 

   
   

 (   ) 
 

 

   
  

 (   ) 
 

. 

. 

. 

    (   )    
  [   (  )   (  )]  ∫ *

    

   
  (  )+

 

 

   

 

    (   )  
(  )     

(   )(   )   
 

 

 (   )    (   )    (   )    (   )      (   )      (   )    
 

 (   )    (   )  
 

   
 

   

 (   ) 
 

  

 (   ) 
   

(  )     

(   )(   )    
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 (   )    (   )  ∑
(  )     

(   )(   )   

 

   

 

 

 (   )    (   )    (
 

   
  )     (     ) 

. 

∑
(  )     

(   )(   )   
 

 

   

est le developpement limité de la fonction    (   )  telque     
 

   
 

 

  (   )       
  

 
 

  

 
   

  

 
         

(  )     

  
     

 

On verifie facilement que  

 (   )      (     )  
 

est la solution exacte de probléme ( )         
 

Remarque 1 

 

On peut vérifier facilement la précision de cette méthode en prenant  la somme des M  

 

premiers termes et par comparaison avec la solution exacte on trouve les résultat suivants  

 

     (   )    (   )  ∑
(  )     

(   )(   )   

 

   

 

 

Remarque 2 

 

On va utiliser dans le troisiéme chapitre un programme de c++ pour calculer la  

 

somme des M Premier termes   

  
si en prend                                               

 

 (   )    (     )             
 

     (   )  ∑   (   )

 

   

 

 

     (   )    (   )    (   )    (   )    (   )    (   )             
 

L’erreur absolue pour ce cas (             ) est | (   )    (   )|          

Si on veut augmenter la précision il faut prendre plusieur termes de la série (  )    
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Application 4 

 

Soit le problème  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
   

  
 

   

   
     ]   [               ( )  

      

 (   )                                                  

 (   )                                           

 (   )                                                 
                                

 

 

  ( )  
 ( )

  
             

  ( )  ∫ ( )  
 

 

           ( )  
  ( )

   
            

  ( )   ∫ *∫ ( )  
 

 

+   
 

 

 

 

L’equation     s’ecrit sous la forme 

 

  ( )     ( ) 
 

   
     ( )     

    ( ) 
 

 (   )   (   )     (   )     
    ( (   )) 

                                              (   )  ∑   (   )

 

   

 

 

 ∑  (   )

 

   

  (   )     (   )     
    (∑  (   )

 

   

) 

 

{
  
 

  
 
   (   )    (   )     (   )

  (   )     
    (  (   ))     

    (   )     
    (  (   ))

 

 

                                      (   )  ∑   (   )
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{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       (   )  (   )(     )                                                                                                           

  (   )     
    (  (   ))  ∫ *∫

 

  
(  (   ))  

 

 

+
 

 

      (
  

 
 

  

  
)  

  

  
       

  (   )     
    (  (   ))  ∫ *∫

 

  
(  (   ))

 

 

  +
 

 

       (
  

  
 

  

  
)  

  

  
    

  (   )     
    (  (   ))  ∫ *∫

 

  
(  (   ))

 

 

  +
 

 

      (
  

  
 

  

  
)  

  

  
    

  (   )     
    (  (   ))  ∫ *∫

 

  
(  (   ))

 

 

  +
 

 

       (
  

  
 

  

  
)  

  

  
    

 
 
 

   (   )      (
   

(  ) 
 

     

(    ) 
)  

     

(    ) 
                                                                 

         (   )     (
     

(    ) 
 

     

(    ) 
)  

     

(    ) 
                                                          

 

 

 (   )    (   )  ∑      (   )  ∑    (   )

 

   

 

   

 

 

 (   )    (   )  ∑    (
     

(    ) 
 

     

(    ) 
)  

     

(    ) 
    

 

   

 

 

                              ∑     (
   

(  ) 
 

     

(    ) 
)  

     

(    ) 
    

 

   

  

  

          
 

Si en prend la série tronquée                

  (   )  ∑   (   )

 

   

 

 

  (   )    (   )  ∑      (   )  ∑    (   )
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Pour  les valeurs suivantes                                     on trouve   

  

 (   )    (   )  ∑      (   )  ∑    (   )

 

   

                

 

   

 

       

                             (   )  ∑   (   )

 

   

                             

 

Application 5  

Soit le problème hyperbolique  

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

   

   
  

   

   
                                    ]   [    ]   [                    ( )  

 (   )   (   )                                                                           

 (   )                                                                                        

 
  (   )

  
                                                                                           

 

 

   ( )  
  ( )

   
               

  ( )  ∫ *∫  ( )  
 

 

+
 

 

     

    
  ( )  ∫ *∫  ( )  

 

 

+
 

 

           ( )   
  ( )

   
            

L’équation  ( ) devient  

    ( )      ( ) 

On applique l’opérateur inverse    
   à l’équation précédente, on trouve  

   
     ( )      

     ( ) 

                                                (   )   ∑   

 

   

 

   
  (   (∑   

 

   

))      
  (   (∑   

 

   

)) 

∑   

 

   

  (   )     (   )   ∫ [∫
  

   
∑  

 

 

  
 

 

]
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{
 
 

 
 

    (   )     (   )                     

               
     (  )                          

 

    (   )     (   )        

    ∫ *∫
  

   
    

 

 

+
 

 

    
 

 
          

    ∫ *∫
  

   
    

 

 

+
 

 

   
  

 
(  )       

    ∫ *∫
  

   
    

 

 

+
 

 

    
  

  
(  )       

. 

. 

. 

   ∑  

 

 

      ∑(  ) 
(   )  

(  ) 

 

 

 

                

   (   )    ∑(  ) 
(   )  

(  ) 

 

   

  

Alors la solution de ce problème est     (   )      (  )    (   ) 

1.2.6 Convergence de la méthode d’Adomian  

 

Soit l’équation fonctionelle          

                                                                     
     ( )              ( ) 

  est un opérateur nonlinéaire                    

        ( )  ∑  

 

   
 

  est une fonction  connue 
 

 

l’equation     s’appelle la forme canonique 
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 ous savons que la méthode  écompositionnelle consiste a chercher 

la solution u sous la forme                     ∑  

 

   

 

 

alors on a       ( ) 
 

∑  

 

   

   ∑  

 

   

              

{
  
 

  
 

        
     

     

 
 
 

       

 

on deduit de cette formule que∑  

 

   

 ∑  

 

   

       

 

     ∑          alors      ∑  

 

   

        et  reciproquement

 

   

  

 

la méthode d’adomian se raméne a la recherche d’une suite ( n)  , 

   

 

 elque                          avec  
 

 

{

                                                                                                        
et

 n    (    n)                                                                         
( )

 

 

 

Théoréme 

 

 i  ’opérateur   est une app iquation contractante (       ) 

 

Alor la suite (  )  converge vers s 

 

où  s est  a so ution de  ’équation      n    (    n) 

 

preuve 

 

de la relation (2) on a 

 

 

 n      (    n)   (    ) 

 

                 (               )  (                      ) 
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  n        (    n)   (    )  

 

                            n     

 

                          n     

 

                           n      

 

                           n 2     

                   . 

                   . 

                   . 
 

                                

 

                               (Sn) 
n
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Chapitre 02 

1. Résolution numérique d'un probléme parabolique 
  

2.1.1 Méthode de différences finies compactes 

Ce chapitre est conscré à l’application de la méthode de différences finies compactes d’ordre six 

 pour la recherche d’une solution approchée de l’équation de la chaleur avec une condition non locale. 

2.1.2  Position de problème  

Soit le problème 

 

( )

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

   

   
                                                         ]   [    ]   [        (   )

 (   )   ( )                                                                              (   )

*
  (   )

  
+
   

   (   )   ( )                                              (   )

∫  (   )    ( )
 

 

                                                                   (   )

  

 

o          et       sont connues et b appartient à l’intervalle ]   [ . 
 

2.1.3 Discrétisation du problème 

 
Tout d’abord , on s’interesse à la variable continue x. 

  
            n subdivise l intrevalle [ , ] en     points en for ant une grille unifor e co  e suit  

 

 n pose 
 

                               
 

 
   ,                     

 

2.1.4 Méthode des différences finies compactes 

 
 n utilise la for ule de  a lor  pour la deuxi  e dérivée 
 

  
   

   (    )

   
             

  
  (    )

  
                   (    )                (    ) 
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          n développant suivant  a lor             
 

      (    )        
  

  

 
  

    (  )                                    (   ) 

 

      (    )        
  

  

 
  

    (  )                                     (   )
 

 

                     
                                                            

donc 
 

              
   

 

  
(             )                                                            (   ) 

 

 en utilisant le developpement de      suivant Ta lor d’ordre 4, on a 

 

 

    
     

     
( )

    
( )   

 
   

( )  
 

  
   

( )  
 

  
                                      (   ) 

 

    
     

     
( )

    
( )   

 
   

( )  
 

  
   

( )  
 

  
                                       (   ) 

               

                              
       

      
      

( )  
 

 
    

( )  
 

  
    

   

                            
       

      
      (

  
( )

 
   

( )   

  
)                                               (    )

 
 

                          (   )       
( )

              

 

  
( )

 
 

  
*    

( )
    

( )
     

( )
+ 

 

en substituant la valeur de   
( )
dans la for ule (    )  on trouve 

 

    
       

      
   

  

  
*    

( )
     

( )
     

( )
+  

 

 ar analogie  on déduit la for ule  

 

              
  

  
[    

       
       

  ] 

 

  

  
[    

       
       

  ]                                                       (    ) 
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2

éme
 méthode 

Pour obtenir la formule générale des différences finies co pactes d’ordre six (    )  on suit les étapes  

suivantes    

1. Écrire la formule des différences finies compactes avec des coefficients inconnus 

       
       

          
    

                   

  
 

2.  Développer les deux membres de cette équation en série de Taylor au point    , puis on les regroupes 

     par l’ordre de h et on obtient six équations ( les coefficients de                             ) 

3. résoudre le système de six équations et six inconnues. 

En appliquant au problème  (P) et en écrivant (    ) aux points discrétisés, on trouve 

        
  (    )

  
 

   (    )

   
                                                                                      (    ) 

 

  équation        est valable pour                 
 

  our i  ,   
 

On utilise la formule (    ) on trouve , 

 

              
  

  
[  

       
     

  ]                                                  (    )        

                        

 

La dérivée seconde de la fonction  (   ) n’est pas definie au extrémités 0 et 1 

 

C'est-à-dire    
   n’est pas connue.pour eliminer   

   en procéde comme suit. 

 

D’aprés la for ule (   ) et la formule (    ) on a  

 

 

  
   

 

  
(         )     d o              

   
 

  
[  

       
     

  ] 

 

  
   

 

  
(         )      d o               

    
 

  
[  

       
     

  ] 

 

  
   

 

  
(         )      d o               

   
 

  
[  

       
     

  ] 
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[  

      
       

      
     

  ] 

 

        D’o                     

 

  
      

      
      

     
   

 

 

En remplace   
   dans la formule (    )  on trouve finalement  

 

                     
  

  
[    

      
      

     
  ]                                                            (    ) 

 

 n utilise la for ule de  i pson∫  (   )  
 

 

  
 

 
(         )   ( ) 

 

 n a 

                             
  ( )

 
           

 

En remplçant    dans  (2.14),  on obtient   

  

                           
  

  
[    

      
      

     
  ]  

  ( )

 
                                                      (    ) 

 

 our i    , 
 

On utilise la formule (    ) on trouve , 

 

                            
  

  
[    

         
     

  ]                                                                  (    ) 

  

 

La dérivée seconde   
   n’est définie,pour eliminer   

   en utilise la même façon 

 

D’aprés la for ule (   ) et la formule (    ) on a  

 

       
   

 

  
(             )             d o                   

   
 

  
[    

         
     

  ] 

 

        
   

 

  
(               )        d o                   

    
 

  
[    

         
       

  ] 

 

       
   

 

  
(               )        d o                 

   
 

  
[    

         
       

  ] 

 

    
        

       
   

 

  
[  

        
         

        
       

  ] 
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D’o   
  

        
        

        
       

   

 

 

En remplace   
   dans la formule  (    ) on trouve  

 

                   
  

  
[     

        
        

         
  ]                                            (    )    

 

   n’est pas définie ,c'est-à-dire que nous connaissons pas la valeur de   au point       . 

 

On a                                    

 
En substitue  dans la formule (    ) en trouve finalement  
    

                 
  

  
[     

        
        

         
  ]               

                              (    ) 

 

On utilise la formule (2.11) aux points discrétisés    ,  i     ,   ,    ,  -  et les deux formules 

 

 (    )et (    ) pour trouver le systéme (S). 

 

 

( )

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  
[    

      
      

     
  ]  

  ( )

 
                                                                                                                                                                               

  

  
[  

       
     

  ]                                                                                                                                                                                                        

  

  
[  

       
     

  ]                                                                                                                                                                                                         

  

  
[     

        
        

         
  ]               
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2.1.5 Ecriture matricielle  
 

Posons 

  

(

 
 
 

  

  

  
 
 

    )

 
 
 

                      

(

 
 
 
 

   
 

   
 

  
 
 

   
   )

 
 
 
 

 

 

  
  

  

(

 
 
 
 
 
 

            
          
          
          
        
        
          
        
            )

 
 
 
 
 
 

         ( )  

(

 
 
 
 
 
 
 

  ( )

 
 
 
 
 
 
 
 

   
 )

 
 
 
 
 
 
 

 

 

  

(

 
 
 
 
 
 

             
              
             
             
             
         
         
           
              )

 
 
 
 
 
 

 

 

On obtient 

                                            ( )                               (2.19)       
 

Comme le problème (P) a une solution unique, la matrice A est inversible 

 

En multipliant l’équation  2.16) par          

 

              ( ) 

 

Posons  

         et       ( )   ( ) 

 

On obtient  

                                                     ( )                                                          (    ) 

 

En substituant dans la for ule        ,on obtient l’équation différentielle ordinaire suivante  
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      ( )                                                                (    )  

 
 n pose   

              ( )  

(

 
 
 
 

 (  )

 (  )
  

 
 (    ))

 
 
 
 

                     ( )  

(

 
 
 
 

  (    )

 (    )
  

 
 (      ))

 
 
 
 

 

 

 

 

                    la condition initiale  (   )   ( )  
 

 on trouve  
  ( )   ( ) 

 

posons 

 (   )      ( )  
 

on trouve l’équation différentielle ordinaire ordinaire d’ordre   

 

 

                               (   )  
  

  
                                                               (    )  

 

on résout la derniére équation (    ) par la  éthode de runge  utta d ordre 4 

tout d’abord on calcule les vecteurs                telque 

 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
      (     )                       

      (   
  

 
    

  

 
)

      (   
  

 
    

  

 
)

      (           ) 

 

 

   est le pas de temps ,      (  )  

 

On applique finalement la formule  
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 (              ) 

  

 (    )   ( )  
 

 
 (              )  

 

En genérale on utilise la formule suivante  

 

        
 

 
(  

( )
      

( )
       

( )
      

( )
)  or 

 

 (    )   ( )  
 

 
(  

( )
      

( )
       

( )
      

( )
)  

 

2.1.6  Problémes d’applications 

On va appliquer cette méthode sur quelques  problémes tirés du probléme général (p) , ou la solution  

exacte connue avant .  

   probléme 1  Soit le probléme suivant 
 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

   

   
                                                   ]   [    ]   [              ( )

 (   )                                                                                    ( )

*
  (   )

  
+
   

   (   )                                                        ( )

∫  (   )    ( )        
 

 

 

 
(    )                                ( )

 

 

 n utilise une discrétisation en neuf points c est à dire en prend       
 

On prend                        
 

 
             

 

    
                 

 

La matrice de systéme est

 

 

  
  

  

(

 
 
 
 
 
 
 

          

        

        

        

        

        

          )

 
 
 
 
 
 
 

 
 

   

(

 
 
 
 
 
 
 

          

        

        

        

        

        

          )
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(

 
 
 
 
 
 
 

        

        

        

        

        

        

        )

 
 
 
 
 
 
 

 

 

Nous savons que            et      ( )   ( )  alors              

 

 

 ( )    

(

 
 
 
 
 

  ( )

 
 
 
 
 
 

   
 )

 
 
 
 
 

 

(

 
 
 
 

   ( )
 
 
 
 
 

     )

 
 
 
 

 

(

 
 
 
 
 

   
 

  
 
 
 
 
 

     )

 
 
 
 
 

 

 

 

On va calculer maitenant les vecteurs   
( )

        
( )

        
( )

        
( )

 

 

  
( )

    (     )                          (   )      ( ) 

 

  
( )

 
 

    
f(    )  

 

    
[     ( )]

 

 

              ( )  

(

 
 
 
 

 (    )
 (    )

  

 

 (      ))

 
 
 
 

    

(

 
 
 
 
 

  
   

  
   

  
   

  
   

  
   

  
   

  
   )

 
 
 
 
 

 

 

  
( )

      (   
  

 
    

  
( )

 
)   

 

    
 (  

 

    
    

  
( )

 
) 

 

                                                                      
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)] 
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( )

    (   
  

 
    

  
( )

 
)   

 

    
 (  

 

    
    

  
( )

 
) 

 

                                                                    
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)] 

 

  
( )

     (             
( )

)  
 

    
 (  

 

    
      

( )
) 

 

                                                                      
 

    
[ (     

( )
)   (

 

    
)] 

 

                                                
 

 
(  

( )
      

( )
       

( )
      

( )
) 

 

 our      c est à dire      on trouve 
 

     (  )      
 

 
(  

( )
     

( )
     

( )
    

( )
) 

 

 

avec      

(

 
 
 
 
 
 
 

         

       

         

     

         

       

         )

 
 
 
 
 
 
 

 

 

                                                      
 

 
    

 

 
      

 

 
                  

 

    
 

 

pour        c est à dire      t              on trouve 
 

    (   )    (  )   
 

 
(  

( )
      

( )
       

( )
      

( )
) 

 

  
( )

    (     )   tel que    (   )      ( )
 

 

  
( )

 
 

    
 (

 

    
   )  

 

    
(     (

 

    
)) 

  

  
( )

     (    
  

 
    

  
( )

 
)  

 

    
* (   

  
( )

 
)   (

 

    
 

 

    
)+ 
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( )

 
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)] 

 

  
( )

 
 

    
[ (     

( )
)   (

 

    
)] 

 

      
 

 
(  

( )
      

( )
       

( )
      

( )
) 

  

                                                      
 

 
    

 

 
      

 

 
                   

 

    
 

 

pour          c est à dire                on trouve 
 

    (   )    (   )  
 

 
(  

( )
     

( )
     

( )
   

( )
) 

 

      
 

 
(  

( )
    

( )
    

( )
   

( )
) 

 

 

  
( )

     (      )  
 

    
 (

 

    
   )  

 

    
(     (

 

    
)) 

 

  
( )

 
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
 

 

    
)] 

 

  
( )

 
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)] 

 

  
( )

 
 

    
[ (     

( )
)   (

 

    
 

 

    
)] 

 

  
( )

 
 

    
[ (     

( )
)   (

 

    
)] 

 

      
 

 
(  

( )
     

( )
      

( )
    

( )
) 

 

                                                     
 

 
    

 

 
      

 

 
                 

 

    
 

 

 

De la       ani re on trouve              et ainsi de suite . 
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 Résolution de problème  précedent en ulilisant une nouvelle dicrétisation  

 

 Prenant                    
 

 
              

 

    
           ( )  

 

 
  

 

   
            

 

 la solution explicite de problème est            (   )          

 

 

    
  

  

(

 
 

       
      
      
      
       )

 
 

                   

(

 
 

      
      
      
      
      )

 
 

 

 

 

  
 

     

(

 
 

       
      
      
      
       )

 
 

 

 

 ( )  

(

 
 
 

  ( )

 
 
 
 

     )

 
 
 

 

(

 
 
 

   
 

 
 
 
 

     )

 
 
 

       ( )                 

(

 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
 

  
 

 
 

 
  

  )

 
 
 
 
 
 
 
 

 

(

 
 
 
 
 
 

        

        

     

        

        )

 
 
 
 
 
 

 

 

   
 

    
(     ( ))             

 

    
[ (   

  

 
)   (

 

    
)]   

 

 

   
 

    
[ (   

  

 
)   (

 

    
)]              

 

    
[ (     )   (

 

    
)] 

 

 

        
 

 
(             ) 
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 our      c est à dire      on trouve 
 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
 

  
 

 
 

 
  

  )

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
(             ) 

 

                                           
 

 
    

 

 
      

 

 
                  

 

    
 

 

  problème 2  

 
Maintenant on va traiter ce probléme extrait du probléme général (P) . 

 

soit les données de probléme suivant 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

   

   
                                                                       ]   [    ]   [                 ( )                                   

  (   )   ( )                                                                                                     ( )                                    

[
  (   )

  
]
   

   (   )   ( )                                                                     ( )                                  

∫  (   )    ( )
 

 

                                                                                          ( )                                  

 

 

 

 ( )                ( )         
            ( )  

 

 
( 

 

√ 
  )      

 

 

 

 a solution explicite de problé e est     (   )     (  )     
 

 

 

En prend                            
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   (
 

 
)

   (
 

 
)

   (
  

 
)

   (
 

 
)

   (
  

 
)

   (
  

 
)

   (
  

 
))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           ( )  

(

 
 
 
 
 

  ( )

 
 
 
 
 
 

   
 )

 
 
 
 
 

 

(

 
 
 
 

   ( )
 
 
 
 
 

  ( ) )

 
 
 
 

 

(

 
 
 
 
 
 

  

 
( 

 

√ 
  )     

 
 
 
 
 

 
 

 
      

)

 
 
 
 
 
 

 

 

  

(

 
 
 
 

        
        
        
        
        
        
        )

 
 
 
 

 

 

La matrice de systéme est  

 

 

  
  

  

(

 
 
 
 

          
        
        
        
        
        
          )

 
 
 
 

 
 

   

(

 
 
 
 

          
        
        
        
        
        
          )

 
 
 
 

 

 

 

 

Calcul de la matrice   et de vecteur   ( )      telque               et       ( )   ( ) 

 
 

Maintenant en va calculer les vecteurs               
( )

    
( )

      
( )

   
( )

 

 

 

        
 

 
(  

( )
    

( )
    

( )
   

( )
) 

 

 our     on trouve 
 

     (  )     
 

 
(  

( )
    

( )
    

( )
   

( )
) 

 

En commence par le calcul des vecteurs       
( )

   
( )

      
( )

    
( )

 

 

  
( )

 
 

    
(     ( )) 
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( )

 
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)] 

 

  
( )

 
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)] 

 

 

  
( )

 
 

    
[ (     

( )
)   (

 

    
)] 

 

     (  )     
 

 
(  

( )
    

( )
    

( )
   

( )
)   avec      

(

 
 
 
 

            
            
            

 
            
            
            )

 
 
 
 

 

 

                                                      
 

 
    

 

 
      

 

 
                

 

Résolution du problème précèdent en utilisant une nouvelle discrétisation   

 

                                  
 

  
           

 

    
          

 

  
 

 

  
  

 

  

(

 
 
 
 
 
 

            
          
          
          
          
          
          
          
            )

 
 
 
 
 
 

   ,     

(

 
 
 
 
 
 

                
                
                
                
                
                
                
             
             

 

)

 
 
 
 
 
 

 

 
  

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   
 

 

   

 

   
 

 

    
     

 

    

 

   

 

    
      

 
 

    

 

   

 

    
     

  
 

    

 

   

 

    
    

   
 

    

 

   

 

    
   

    
 

    

 

   

 

    
  

     
 

    

 

   

 

    
 

      
 

    

 

   

 

    

      
 

    

 

   
 

 

   

 

   )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

Calcul des matrices        ( )      telque               et      ( )   ( ) 



   

- 33 - 
 

CHAPITRE 02 
méthode de différences finies compactes 

 

 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   (
 

  
)

   (
  

  
)

   (
  

  
)

   (
  

  
)

   (
  

  
)

   (
  

  
)

   (
  

  
)

   (
  

  
)

   (
  

  
))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                ( )   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 
(       (

 

 
)) (   )  

 
 
 
 
 
 
 

(   

  
)  (   )  

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

    
( )

 
 

    
(     ( ))               

( )
 

 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)]

 

 

 
 

  
( )

 
 

    
[ (   

  
( )

 
)   (

 

    
)]             

( )
 

 

    
[ (     

( )
)   (

 

    
)] 

 

 

     (  )      
 

 
(  

( )
       

( )
        

( )
      

( )
) 

 

 

Remarque  

 

 En va voir aux troisiéme chapitre, un programme de c++ qui a été réalisépour trouver 

 

 une solution approchée aux problèmes précédents par la méthode de Runge-kutta. 
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2. Résolution d’un problème avec conditions aux bords non locales la méthode de G. Adomian 
 

2.2.1  Résolution de problèmes paraboliques  

 

Problème 1 

 

Soit le problème  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

   

   
  ( )                                                              (   )  ]   [  ]   [            ( )                         

 (   )   ( )                                                                                                                                          

 (   )  ∫  (   ) (   )
 

 

     ( )                                                                                                 

 (   )  ∫  (   ) (   )
 

 

     ( )                                                                                                 

 

 

Ou                     sont des fonctions connues. 

 

                                     

  (   )  ∑   

 

   

 

  ( )  
  

  
              

  ( )  ∫ ( )  
 

 

              ( )  
   

   
 

 

L’equation (1) devient   ( )      ( )   (   ) 

 

On applique l’opérateur inverse   
   à l’équation (1), on trouve 

 

  
    ( )    

     ( )  
   (   ) 

 

 (   )   (   )    
     ( )    

   (   ) 

 

∑   

 

   

  (   )    
   (   )    

     (∑  

 

   

) 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

  (   )    (   )    
  ( (   ))   

  (   )    
     (  (   ))              

     (   )    
  [   (  )]                
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Application 1  

 

En prenant , 

 ( )            ( )   
 (      )

(   ) 
         ( )  

 

 (   ) 
    

 

  ( )   
 

 (   ) 
         (   )   (   )    

 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

   

   
  

 (      )

(   ) 
                      ]   [  ]   [                           ( )                       

 (   )                                                                                                 ( )                       

 (   )  ∫   (   )   
 

 (   ) 

 

 

                                                 ( )                       

 (   )  ∫   (   )   
 

 (   ) 

 

 

                                                ( )                      

  

                                  
                ( )    

 

 

  ( )  
  

  
    

  ( )  ∫ ( )  
 

 

      ( )   
   

   
 

  
on trouve 
 

∑   

 

   

  (   )    
   (   )    

     (∑  

 

   

) 

 

{
 

 
  (   )    (   )    

  [ (   )]                                                 

  (   )     ∫
 (      )

(   ) 
   

  

(   ) 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

    (   )    
     (  (   ))                                                     

  (   )  ∫    (  (   ))  
 

 

                                                  

  (   )  ∫
  

   
(  (   ))  

 

 

                                                  

  (   )  ∫
  

   
(

  

(   ) 
 

 

   
  )   

 

   
  

 

 

 

  

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

                                  
    (   )    

     (  (   ))                                        

  (   )  ∫
  

   
(  (   ))                                   

 

 

    (   )  ∫
  

   
(

 

   
  )   

 

 

                          

 

 

 

         (   )                 
 

                               
 

 (   )    (   )    (   )      (   ) 
 

 (   )    (   )    (   )  
  

(   ) 
 

 

On peut vérifier facilement que la solution satisfait les conditions non locales (3),(4). 
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Application 2 

 

Soit le problème 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

   

   
                                                                                            ]   [    ]   [             ( )                 

 (   )    ( )                                                                                                                                                 

[
  (   )

  
]
   

   (   )   ( )                                                                                                                      

∫  (   )    ( )
 

 

                                                                                                                                       

  

 

  ( )          ( )                          ( )        
 

 
(    )   

 

                               ′          ]   [  . 
 

En posant   

 

        ( )  
  

  
                     

  ( )  ∫  (   )  
 

 

           ( )   
   

   
              

 

             ( )          
 

  ( )     ( ) 

 

                                  
                  

 

  
  (  ( ))    

  (   ( )) 
 

 (   )   (   )  ∫ [
  

   
[ (   )]]   

 

 

 

 

 (   )   (   )  ∫ [
  

   
[ (   )]]   

 

 

 

                                      (   )  ∑   

 

   

 

 

∑  

 

   

  (   )  ∫ [
  

   
[∑  

 

   

]]   
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 (   )        
 

 

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

    (   )       

    ∫ [
  

   
[  ]]   

 

 

  

    ∫ [
  

   
[  ]]     

 

 

                                          
 
 
 

                                        

 

 

        

    (   )  ∑  

 

   

         

 

Application 3 

 

Soit le problème  

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  
 

   

   
                                                                                            ]   [    ]   [             ( )                 

 (   )   ( )                                                                                                                                                         

[
  (   )

  
]
   

   (   )                                                                                                                                     

∫  (   )    ( )
 

 

                                                                                                                                             

  

      ( )       ( )                      ( )    (√   ) 

 
En posant   

 

        ( )  
  

  
                     

  ( )  ∫  (   )  
 

 

           ( )   
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De la même façon que de l’exemple precédent on trouve  

 

∑  

 

   

  (   )  ∫ [
  

   
[∑  

 

   

]]   
 

 

 

 
 

 (   )     
 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    (   )                             

    ∫ [
  

   
[  ]]   

 

 

           

    ∫ [
  

   
[  ]]    

 

 

  

 
       

   ∫ [
  

   
[  ]]    

 

 

  

   
     

 

   ∫ [
  

   
[  ]]    
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D’où                                    (   )       
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chapitre 03 

 

Mise en œuvre informatique 

 
 

Dans ce chapitre, nous donnons des organigrammes pour les deux méthodes, les  
 

 

solvers par c++ builder et les résultats obtenus.  
 

  

3.1 Algorithme de la méthode des différences finies   

 

3.1.1 Description du programme principal    
 
 

Le programme principal est réalisé pour faire le calcul des différents termes des  
 

 

formules dans les problèmes d’applications  du chapitre 02, à savoir 
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     (     ( ))                          [ (   
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3.1.2  Organigramme  
   

    
  

𝐴[𝑛][𝑛] 𝑀[𝑛][𝑛] 𝐵[𝑛][𝑛]: 𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠 

𝐻[𝑛] 𝑅[𝑛] 𝑈 [𝑛] 𝑈 [𝑛] 𝐾 [𝑛] 𝐾 [𝑛] 𝐾 [𝑛] 𝐾 [𝑛]: 𝑟é𝑒𝑙𝑠 

 𝑥  𝑡  𝑡 : 𝑟𝑒𝑒𝑙 
𝑛: 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟 

Lecture des données 

 

 

Calcul de  A
-1 

Calcul de  B =   ,    R(t) =
 

Calcul de 

  K1, K2 , K3 , K4 
 

Calcul de U1  

Affichage des résultats 

STOP 

Calcul de 𝐵 𝑈  
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3.1.3 Application au problème 1chap. 02 
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    repr sente la temp rature au  points    
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3.1.4   Comparaison avec la solution exacte  

 a solution e acte de probleme est :   (   )      2   
 
 

l’erreur absolue est   | (   )    (   )|,    (   )                       é  . 

 

 
 

Conclusion   

On remarque que la solution approchée est une bonne approximation de la solution 

exacte . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

valeurs de    valeurs approchées valeurs exactes erreurs absolues 

  
 

 
                     .45  E-4 

  
 

 
                       

  
 

 
                           

  
 

 
             0.000000 

  
 

 
                    1.5E-6 

  
 

 
                  

 

2.29E-5 
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 3.1.5  Nouvelle discrétisation 
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3 .1 . 6  Comparaison avec la solution exacte 
 

 

 valeurs de x 
 

 

 valeurs approchées 
 

 

 valeurs exactes 
 

 

erreurs absolues 

       

  
 

 
            

 

0.014888 
 

 
 

6E -6 

       

  
 

 
 

 

 
         

 

 
0.056555 

 

 
1E-7 

 

  
 

 
 

 

 

 

         

 

 

 

0.126 

 

 
 

1.3E-5 

       

  
 

 
            0.223222  6E-6 

 

  
 

 
 

 

 

 

         

 

 

 

0.348222 

 

 
 

8.21E-4 

 
 

Conclusion 
. 

On remarque que la solution approchée est une bonne approximation de la solution 

exacte . 
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3.1.7 Application au problème 02 du chap . 02 

 
  en prenant N = 7 (huit points) 
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3 . 1 . 8  Comparaison avec la solution exacte 
 

 a solution e acte de problème est    (   )     (  )      

 

l’erreur absolue est  | (   )    (   )| ,   (   ) est la solution approchée 

 

  

valeurs de x valeurs apprchées valeurs exactes erreurs absolues 
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3.1.9  Nouvelle discrétisation 
 
  en  prenant      (neuf  points) 
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3 . 1 . 10  Comparaison avec la solution exacte 
 

 

3.2  Algorithme pour la méthode de décomposition d’Adomian 
 

Description du programme principal  

 

Le programme est conçu pour le calcul de la somme d'une série tronquée laquelle  

 

représente la valeur approchée de la solution du problème . 
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Organigramme
 
           

 
 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
  
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lecture des données 

M , n , 𝑥 , t , …… 

 

Calcul un 

U=U+un 
 

Ecriture de la solution 

STOP 

n = 0 ,  nmax 
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3.2.1 Application au problème 01 du chap . 1 
 

                                  
(  )     

(   )(   )   
          (   )  ∑   

 

   

 

 
 

 
 
 
 
 
  
 
 
 
  
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

la solution après l’   cution de programme est     (   )             
  

 

L’erreur absolue pour ce cas (             ) est | (   )    (   )|          

Si on veut augmenter la précision il faut prendre plusieur termes de la série (  )     

Lecture des données 

M , n , 𝑥 , t , …… 

 

Calcul un 

U = U + un 
 

 

STOP 

n = 0 ,  nmax 

Ecriture de la solution 

U    (𝑥   )  U 
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3.2.2 Application au problème 02 du chap . 1 
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Pour  les valeurs suivantes                                             

 

 

La solution après l’   cution du  programme est     

  

  (   )    (   )  ∑      (   )  ∑    (   )
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CONCLUSION 

        

      Les résultats obtenus par la méthode des différences finies compactes 

appliquée à un ordre de six en espace et un ordre de quatre en temps sont très 

satisfaisants du fait que les valeurs approchées obtenues sont très proches des 

valeurs  de la solution exactes dès les premières itérations. Un autre avantage de  

la méthode est qu’elle est facile à la mise en œuvre informatique. Concernant la 

méthode de décomposition d’Adomian l’avantage est de pouvoir calculer la 

solution explicite des problèmes sans avoir recours à la linéarisation par contre 

un inconvénient est constaté lors de la recherche des polynômes d’Adomian. 

 

 

 

 

 

    

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Conclusion 
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Résumé  

 
       Dans ce travail, on s’intéresse à la méthode des différences finies compactes 

d’ordre supérieur, et à la méthode de décomposition d’Adomian en vue d’une 

utilisation dans le calcul de modèles pour problèmes avec conditions non 

classiques. Ce travail a nécessité une étude approfondie de quelque algorithmes 

adaptés aux problèmes obtenus et une mise en œuvre informatique importante 

permettant la réalisation de codes de résolution exploitables pour traiter divers 

problèmes issus de l'industrie.  

 

Abstract 

In this paper, we are concerned with the method of  high order compact finite 

differences,and the method of Adomian decomposition with regards of use in 

calculation of models for problems with non local boundary conditions. 

This work needed a deep study of some algorithmes necessary for found 

problems in addition to the use of an important computing help which permits 

the realisation of exploitable resolution codes for dealing with diverse problems 

appeared in industry. 

 

 ملخص
 

 العليا، بطريقة الفرو ق المنتهية المضغوطة ذات المرتبات المذكرةنهتم في هذه 
 

 ئل ذات شروطساب نماذج لممن منظور استعمالهما فى حساادوميان  وطريقة  التفكيك لـ
 

 غير كلاسيكية .هذا العمل تطلب دراسة معمقة لبعض الخوارزميات المتماشية مع حدية 
 

 نامج حاسوب مهم جاهز للاستعماله في معالجة على برعليها وتطبيقها  المسائل المتحصل
 

 .الاتية من الصناعة  المسائل المختلفة
 


