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Introduction

INTRODUCTION

Tout phénomene physique nécessitant une analyse de son comportement vis-a-vis aux
sollicitations extérieures diverses, consiste en la formulation mathématique de sa géométrie,
et de la connaissance des parametres gouvernant son comportement, ceci peut étre formulé
par les équations aux dérivées partielles couplées.

La modélisation des problémes liés aux phénomenes de transferts de matiere ou de
chaleur est primordiale, d’une part lors de la phase d’étude ou de conception d’un produit, et
d’autre part, pour le suivi de ce produit en phase de fonctionnement.

Parallelement aux progres technologiques, des avancées importantes ont vu le jour
dans le domaine des transferts de chaleur, et les sciences li€es a la thermique en particulier.
Cette discipline se développe depuis quelques décennies a un rythme élevé grace a 1’outil
informatique. Les secteurs concernés étant nombreux: nucléaire, spatial, aéronautique,
automobile, pétrochimie, etc. [1].

Les matériaux composites suscitent un intérét croissant au vu de leurs applications
dans de nombreux secteurs industriels, car leur emploi tend a se généraliser.

Les objets a différentes échelles allant du nanometre (assemblages atomiques) au
kilométre, voire au-dela (écorce et manteau terrestres, planétes et étoiles), méme s’ils ont 1’air
tout homogenes, sont en fait des structures multi échelles, ¢’est—a—dire qu’ils présentent des
niveaux d’hétérogénéité a différentes échelles.

Les bonnes propriétés des matériaux composites permettent un allégement des
structures, particulierement recherché dans des secteurs d’activités comme 1’aéronautique et
I’automobile. Les difficultés relatives aux dimensionnements des piéces en composites
proviennent principalement du caractére anisotrope de leurs propriétés. Le calcul de ces
structures demande une connaissance plus précise du comportement (mécanique, thermique,
thermomécanique, ...) anisotrope de ces matériaux. On s’intéresse en particulier, a 1’équilibre
de ces structures pour connaitre les charges (forces, températures,...) qu’elles supportent. Les
problemes liés a la durabilité des tels matériaux demandent, quant a eux, une meilleure
connaissance des processus d’endommagement qui surviennent lorsqu’ils sont soumis a des
sollicitations thermomécaniques et/ou environnementales [2].

Dans plusieurs situations pratiques, le transfert de chaleur par conduction n’est pas
monodimensionnel. Il est bi- ou tridimensionnel, différentes approches sont possibles :
v’ Analytique exacte (séparation des variables, limitée a des géométries simples avec
conditions aux limites) ;
v" Graphique approximative (sans génération interne d’énergie, valeur limitée pour des
considérations quantitatives) ;
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v' et Numérique approximative (différences finies, éléments finis ou éléments
frontieres). C’est 1’approche la plus utilisée et qui s’adapte a tous les niveaux de
complexité).

La température intervient dans le comportement thermomécanique des matériaux, elle
induit des déformations au sein de 1’élément de matie¢re. Ce sont les sollicitations d’origines
thermiques qui jouent un rdle essentiel dans la plupart des structures et des composants
industriels. Elles sont responsables de nombreuses ruptures en service a cause de la fatigue
induite par leurs répétitions un grand nombre de cycles. Pour calculer ces contraintes
d’origine thermique dans une picce, il faut connaitre le champ de température qui y régne [3].

Souvent, les calculs de transfert thermique sont exécutés indépendamment des calculs
de contraintes: ils rapportent le champ de températures, qui sert d'un apport aux calculs de
contraintes, il y a une interaction mutuelle entre contrainte/déformation et températures [4].

L’objectif de notre travail est de modéliser, résoudre et analyser le comportement
thermique stationnaire des solides anisotropes tridimensionnels représentant certains
matériaux composites. Notre contribution se construit a partir de la connaissance des
microstructures de ces solides (triclinique, monoclinique...), sous I’effet d’une source de
chaleur interne imposée, utilisant une méthode numérique se basant sur la méthode des
éléments finis.

On vise, a élaborer un code numérique en langage Fortran, permettant le calcul des
températures a tous les nceuds du solide pour différents types de solide. A titre comparatif on
utilisera les résultats obtenus par un travail effectué dans le cas bidimensionnel [5].

Le domaine d’étude est tridimensionnel, la forme géométrique considérée est un cube
de dimensions considérées égales a I’unité dans les trois directions, sollicité par une charge
thermique constituée par une source volumique interne W, les frontieres du domaine sont
convectives avec le milieu ambiant.

Le manuscrit est réparti sur cinq chapitres comme suit :

Le chapitre 1 est une revue bibliographique des travaux réalisés par des chercheurs dans le but
de prédire le comportement thermique et thermomécanique des structures composites, les plus
utilisées récemment dans différents domaines, ceci pour répondre a des besoins de plus en
plus précis.

Le chapitre 2 présente des généralités sur les matériaux composites, leurs applications dans
différents domaines ainsi qu’un apercu sur la modélisation thermique et thermomécanique de
composites.
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Le chapitre 3 constitue un rappel des définitions du transfert de chaleur en précisant celles de
la conduction dans les solides par: la définition du champ de températures, du gradient de
température, du flux de chaleur dans un solide ainsi que 1'énoncé de la loi de Fourier et
conditions aux limites.

Le chapitre 4 est consacré a I’¢laboration du modele numérique de notre étude, a commencer
par la présentation des méthodes variationelles en donnant un bref apercu sur la méthode de
Galerkin, une description de la méthode des éléments finis et ses fondements, puis on entame
la discrétisation du domaine géométrique d’étude, ainsi que le développement des équations
régissant le phénomene de transfert de chaleur pour les solides anisotropes, on aboutit ensuite
a un systéme d’équations linéaires qui sera résolu par la méthode classique de décomposition
LU (de Crout) avec substitution, enfin on représente l'organigramme et le listing du
programme obtenu par a cette discrétisation,

Le chapitre 5 est dédié a la présentation et a ’analyse des résultats numériques obtenus par
I’outil numérique développé, pour exprimer le profil de température au sein de chacun des
types de solides étudiés. Différents résultats seront illustrés par des graphes tracés a 1’aide
des logiciels de graphisme Tecptot et Origin pour permettre leurs discussion et analyse
détaillées.

Une conclusion générale clot ce travail, résumant les résultats obtenus et examinant les
perspectives se rattachant a I’étude réalisée.
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CHAPITRE 1 : REVUE BIBLIOGRAPHIQUE
1.1 Introduction

Les objets de la mécanique des milieux continus sont :
e la matiere sous ses formes fluides (Liquides, gaz, plasmas...) et solides,
e les matériaux et les structures qui sont des assemblages d’¢léments de
matériaux ou de sous structures.
On étudie leurs mouvements sous 1’action de forces, et les variations de mouvement
d’un point matériel a un autre.

La variable température influence aussi le mouvement de ces objets et doit donc étre
prise en compte dans le cadre plus général de la thermomécanique des milieux continus.

On rencontre ces objets a différentes échelles allant du nanomeétre (assemblages
atomiques) au kilometre, voire au-dela (écorce et manteau terrestres, planetes et étoiles).
Chaque objet, méme s’il a I’air tout a fait homogene, est en fait une structure multi échelles,
c’est—a—dire qu’il présente des niveaux d’hétérogénéité a différentes échelles [1].
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Figurel. 1 Echelle de la matiere, des matériaux et des structures [1].

Les différentes échelles de la matiere, des matériaux et des structures
e Structures, microstructures, nanostructures

Les structures proprement dites : structures du génie civil qui font appel souvent au
béton et a 1’acier (figure 1.2 (a)), composants et pieces industriels qu’ils soient en
alliages métalliques (aubes de turbines d’alternateurs ou de moteurs d’avion, figure 1.2
(b), polymeres (pieces moulées ou injectées de la vie courante), ou céramiques (fours,
filtres...). Ces structures sont omniprésentes dans le transport, 1’énergie, etc., et posent
les problémes de leur construction, fabrication, élaboration ou mise en forme, mais
aussi de leur tenue en service (vibrations, charges limites, fatigue...). En particulier, on
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s’intéresse a 1’équilibre de ces structures pour connaitre les charges qu’elles
supportent. [2]

(a) Structures du génie civil

(b) Structures industrielles |
Figures 1.2 (a) et (b) structures [2].

Les MEMS (micro-electro-mechanical Systems) représentent depuis une dizaine
d’années un domaine d’investigation affiché de la mécanique des milieux continus. Il s’agit
d’assurer une ¢élaboration de précision (contraintes résiduelles...) et de prévoir la tenue en
service de composants de 1’électronique par exemple, qui sont soumises a des sollicitations de
fatigue thermomécanique séveres. Dans une large mesure, estimer la durée de vie d’un
microprocesseur reléve de la méme science mécanique que le dimensionnement d’un joint de
culasse automobile ! On rencontre en particulier des circuits d’interconnexion en cuivre
(figure 1.3).

Figure 1.3. MEMS [2]

Les nanostructures apparaissent comme [’aboutissement de la miniaturisation de
nombreux systemes mécaniques (figure 1.4 (a)). Certaines molécules géantes, comme les
nanotubes de carbone (figure 1.4 (b)) dont le panel d’applications possibles ne cessent de
s’¢largir, peuvent étre traitées pour prévoir leurs modes de déformation.
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Figure 1.4 Nanostructures [2].

Les questions de fiabilité¢ des structures sont aujourd’hui au cceur des démarches de
normalisation avec pour objectif des composants plus sir dans les transports, 1’énergie...

e  Microstructures cristallines, granulaires, cellulaires
Le caractére discret de la matiere se manifeste sous la forme d’hétérogénéités
présentes a toutes les échelles :

Structure cristalline :

Les atomes constituent I’échelle d’hétérogénéité indiscutable commune a tous les
matériaux. Ils sont arrangés de maniere ordonnée dans de nombreux matériaux métalliques et
céramiques, ou désordonnée dans les verres, la plupart des polymeres, les liquides et les gaz.

La structure cristalline joue un role fondamental sur la déformation de ces solides. La
figure 1.5(a) montre des rangées d’atomes observées au microscope ¢électronique a
transmission, qui définissent des orientations privilégiées du cristal. Lorsque cet ordre s’étend
a I’ensemble du solide, il s’agit d’un monocristal. On retrouve alors au travers des propriétés
physiques macroscopiques (optiques, thermiques, €lectriques, mécaniques...) des symétries
issues de la structure de la maticre.

(b)

Figure 1.5 joint de grains dans un carbure de silicium [2].
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Structure granulaire.

En général les matériaux cristallins sont plutdt des assemblages de cristaux appelés
grains, chaque grain possédant une orientation cristalline privilégiée. Il s’agit de poly cristaux.
Les grains sont séparés par des joints qui, en I’absence d’endommagement, garantissent la
continuité du mouvement de la maticre et la transmission d’efforts.

La taille des grains varie en général entre 1um et quelques mm voire centimétres. On
en voit d’ailleurs souvent les reflets sur certaines pi¢ces métalliques revétues d’un dépdt de
zinc par galvanisation (figure 1.5(b)). On cherche aujourd’hui a produire et utiliser des
alliages a grains ultrafins, voir nanométriques, en raison de leur extréme dureté et résistance a
’usure.

* Structure cellulaire.

Les grains ne représentent pas la seule fagon de paver 1’espace tridimensionnel. On y
parvient aussi a 1’aide de I’assemblage de cellules (polyédres) comme dans les mousses
liquides ou solides. Les matériaux obtenus sont trés légers mais considérablement plus
souples. Cela permet de concevoir des structures légéres comme les structures en nid
d’abeilles (en aluminium sur la figure 1.6), trés utilisées dans 1’aéronautique, dont la
microstructure est strictement périodique et offre une forte rigidité selon I’axe des cellules.

Figure 1.6 Structures cellulaires
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Les niveaux d’hétérogénéités imbriqués atomique et granulaire jouent chacun a sa
facon un role décisif sur le comportement mécanique résultant. Par exemple, les cristaux
individuels ont des propriétés anisotropes, c’est—a—dire dépendantes de la direction selon
laquelle on les sollicite. Le poly cristal, quant a lui, s’il contient de trés nombreux grains avec
des orientations treés variées, pourra avoir des propriétés isotropes, i.e. indépendantes de la
direction de sollicitation.

Les symétries des propriétés physiques et mécaniques sont étroitement lies aux
symétries géométriques que peut présenter la microstructure du matériau.

1.2 Revue bibliographique

Dans cette partie, on va résumer quelques travaux concernant le comportement de
certains types de matériaux composites présentant une anisotropie caractérisée par leurs
propriétés thermo physiques. Des travaux ou le profile de température, pendant le phénomene
de la conduction de chaleur, est déterminé pour prédire les déformations thermiques et/ou
thermomécaniques.

[Niezgoda 2012] et all, avaient décrit et validé deux modélisations permettant de
répondre aux deux objectifs fixés : déterminer la diffusivité thermique (celle de la loi de
Fourier) de matériaux poreux pour permettre de faire un tri parmi les matériaux en fonction du
besoin, puis parmi les matériaux retenus, reproduire le comportement thermique d’un
matériau poreux a partir de sa microstructure numérique . Ils se sont limités a I’expérience
stationnaire de la plaque chaude gardée.

Plague métallique « froide =

Echantillon ATT
Bain
thermostaté

Echantillon AT

| Plague métallique « froide » |

Figure 1.7 L’expérience de plaque chaude gardée symétrique [3].

La plaque inférieure est maintenue a une température constante dite froide 7t et la
plaque supérieure a température dite chaude 7c. Le matériau a étudier est placé entre ces deux
plaques et isolé sur ces parois latérales. Le transfert de chaleur est alors unidirectionnel et on
mesure le flux établi entre les deux plaques. La conductivité thermique équivalente Aeq du
matériau d’épaisseur e et de surface S est alors simplement déduite par la formule suivante :

e

Aea = SaT

Les matériaux qui sont utilisés peuvent étre soumis a différentes sollicitations
thermiques dans leur environnement d’utilisation. Le code devra donc étre capable de restituer
ou de prédire le comportement de ces matériaux sous ces différents types de sollicitation. Le

10
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second but de ce travail ici présenté est de développer le modele qui permettrait de reproduire
le comportement thermique d’un matériau poreux hétérogéne a partir de sa microstructure
numérique. Ils se sont limités dans cette étude au régime stationnaire.

La plaque chaude est située au centre et délivre un flux constant et uniforme qui
traverse les échantillons dont on veut mesurer la conductivité thermique jusqu’aux plaques
froides. Les plaques froides sont constituées d’un matériau trés conducteur (du cuivre ou de
I’aluminium). Les écarts de température dans les deux échantillons symétriques sont mesurés
par des thermocouples placés sur les deux faces des échantillons.

La validation concerne dans un premier temps un milieu homogene puis, dans un
second temps, un milieu Hétérogene.

Les tailles caractéristiques étudiées sont comprises entre 1 um et 1 m. L’association
des constituants qui les composent donne a ces matériaux des propriétés exceptionnelles du
point de vue chimique, mécanique et thermique (c’est ce dernier aspect qui nous intéresse plus
particulierement). C’est pourquoi ils servent dans des applications de plus en plus nombreuses
: I’isolation dans I’habitat ou 1’aéronautique (jusqu’a des trés hautes températures), les
réacteurs ou combustibles du domaine du nucléaire, dans le domaine de 1’énergie en
particulier les piles a combustibles, les tuyéres dans 1’aéronautique ou les corps de rentrée
dans I’aérospatial ou encore les freins dans 1’automobile. Ils servent aussi a la fabrication
d’échangeurs de chaleur, de panneaux ultra lumineux, d’absorbeurs d’énergie ou de sons,
d’¢lectrodes de batterie €lectrique, de déflecteurs ultrasons, de milieux dissipant la chaleur et
de bien d’autres applications multifonctions [3].

Cas d’un milieu homogene

Figure.1.8 Champs de température d’un milieu homogene en conduction pure [3].

Cas d’un matériau hétérogene

Reprenons le cas précédent cette fois-ci appliqué a un matériau hétérogene. La figure
1.9 montre la microstructure que nous avons choisie pour cette premiere validation. Cette
microstructure du matériau hétérogeéne posseéde deux constituants : 1’air (les porosités
sombres) et la matrice solide (en clair).

11
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Figure 1.9 Microstructure hétérogene choisie pour la validation du code 3D en conduction
pure [3].

Figure 1.10 Champs de température d’un milieu hétérogéne en conduction pure [3].

Les laines minérales étant des matériaux anisotropes par leur procédé de fabrication.
Une démarche expérimentale permettant de solliciter et identifier cette anisotropie a été mise
en place, elle nécessite 1’utilisation de mesures de champs et des techniques d’identification
associées. [4]

Pour identifier les propriétés régissant le transfert thermique dans les laines minérales,
une méthode de recalage par éléments finis tridimensionnelle prenant en compte I’influence
de I’anisotropie a été développée, et mise en ceuvre dans le cadre d’un essai plan-chaud en
utilisant des mesures de champs de température par thermographie IR sur les faces libres de
I’"echantillon. Le matériau est considéré comme isotrope transverse (trigonal).

L’essai plan chaud consiste a positionner une résistance chauffante surfacique
circulaire entre deux cylindres du matériau a identifier. Le principe est de mesurer les
températures des thermocouples placés aux centres des échantillons. Pour ce faire le plan
chaud est congu en imposant la source de chaleur via une plaque chauffante carrée régulée en
température sur laquelle un échantillon de laine est posé. Toutes les autres faces étant a 1’air

12
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libre. Les températures sont mesurées sur les faces libres par thermographie infrarouge
lorsque 1’ "etat stationnaire est atteint.

Face dessus

5 10 15 20

Figure 1.11 Champs de températures mesurées sur la face de dessus [4].

Hamid Belghazi [5] a établi une modélisation analytique du transfert de chaleur par
conduction dans un matériau bicouche (orthorhombique) en contact imparfait et soumis a une
source de chaleur en mouvement. L’¢laboration des solutions analytiques est basée
principalement sur la méthode de séparation des variables. Les résultats de cette étude sont
appliqués aux transferts de chaleur dans les matériaux bicouches.

)
p2.cp2, ks

a P11, 1

.az

Figure 1.12 Représentation schématique du probleme [5].
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Figure 1.13 Représentation imagée de la distribution de température dimensionnelle dans le
bicouche soumis a un flux de chaleur [5].

Le travail suivant présente pour la premiere fois une solution analytique exacte pour la
conduction de chaleur anisotrope transitoire dans une calandre conique composite tronquée.
Les fibres de la calandre conique composite sont enroulées autour du corps dans n'importe
quelle direction arbitraire [6].

A x =L,
Figure 1. 14 Géométrie et conditions limites du cone tronqué composite; direction des fibres et

systeme de coordonnées.
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Figure 1. 15 Contour de la température (K) : (a) fibres a 0 degrés; (b) fibres a 30 degrés; (c) fibres a
60 degrés; (d) fibres a 90 degrés

La convection thermique entre le flux de fluide ambiant et la calandre conique
composite est modélisée et la solution exacte de 1'équation de conduction thermique est
obtenue en combinant deux méthodes analytiques populaires. La présente solution est
applicable dans certains cas industriels tels que les ailettes de refroidissement et les
instruments aéronautiques.

Un autre cas concerne le probleme de plancher chauffant en béton. Une dalle de
béton de 0.2m d’épaisseur est située entre deux pieces dans lesquelles régne des températures
différentes. Elle est traversée de tuyaux de 0.04m de diametres distants de 0.4m dans lesquels
circule de I’eau chaude. La simulation ¢léments finis est réalisée avec des éléments
triangulaires a trois nceuds linéaires en température [7].

15
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59 1
Figl. 16 Plancher chauffant Figure 1. 17 Champ de température EF [7]

Cet article présente une méthode d’identification thermique et mécanique des
matériaux hétérogénes comme les laines minérales crépées qui présentent une texture
localement tres anisotrope. S’appuyant sur cette texture, un modele linéaire orthotrope
transverse ( ), tant en thermique qu’en mécanique, est proposé par mesure de champs
(thermique en thermographie Infra-Rouge et cinématique par corrélation d’images
numériques). [8]

s B — . . .
bl - - E_| - - L}

Figure 1. 18 Température identifiée [8].

Une modélisation bi-dimensionnelle est choisie, un matériau idéal de référence
orthotrope transverse a été introduit, caractérisé par deux conductivités propres kn et kt a
partir duquel un matériau crépé avec sa microstructure vraie a été présenté. La méthodologie a
été validée sur un cas artificiel avec comme conditions aux limites, une température nulle sur
le bord droit, 19°C au milieu du bord gauche et un flux nul ailleurs. Ce cas est représentatif de
I’essai fil-chaud. Le rapport des conductivités initiales kn/kt était de 2.5.
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Une autre illustration de la distribution de la température dans un solide anisotrope, il
s’agit d’un cube d’acier de coté 1 mm soumis a un gradient constant de température de 100°C
:T =0°C sur la face x1 =0 et T = 100°C sur la face x1 = 1. Le coefficient de dilatation est
a =107 K. Les déplacements sont amplifiés d’un facteur 2000 pour Iillustration. Les faces
du cube sont libres d’effort [2].

] 10 20 <t} 40 S0 €0 70 €0 <0 100

Figure 1. 19 Le champ de température [2].

Une Caractérisation et modélisation thermique de matériaux hétérogeénes est abordée
par Denis ROCHALIS [9], Composite carbone-résine UD AIRBUS
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Figure 1. 20 Caractere de la diffusion thermique (a) isotrope (b) anisotrope [9]
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CHAPITRE 2 : MATERIAUX COMPOSITES
2.1 Définitions

Un matériau composite peut étre défini comme ’assemblage de plusieurs matériaux de
nature différente a 1’échelle microstructurale. Les composites sont le plus souvent constitués
d’une matrice dans laquelle on a dispersé de facon contr6lée des renforts. [1]

La nature du matériau constituant la matrice permet de répertorier trois grandes classes
de composites, considérées ici par ordre croissant de tenue en température : les composites a
matrice polymere (C.M.P.), les composites a matrice métallique (C.M.M.) et les composites a
matrice céramique (C.M.C.).

Selon 1’application envisagée, [’assemblage de ces fibres longues peut étre
unidimensionnel (plis unidirectionnels), bidimensionnel (plis tissés, mats a fibres coupées de
quelques centimetres ou a fibres continues) ou tridimensionnel (tissus multidimensionnels).

(2]

Un matériau composite est constitué de différentes phases nommées renforts et
matrice. Lorsque le matériau composite est non endommagé, les renforts et la matrice sont
parfaitement liés et il ne peut pas y avoir ni glissement ni séparation entre les différentes
phases. [3]

Les renforts se présentent sous forme de fibres continues ou discontinues. Le rdle du
renfort est d’assurer la fonction de résistance mécanique aux efforts. La matrice assure quant a
elle la cohésion entre les renforts de maniere a répartir les sollicitations mécaniques.

L’arrangement des fibres, leur orientation permettent de renforcer les propriétés de la
structure. La nature de la résine ou du renfort est choisie en fonction de I’application finale

visée.

Nous présentons les différents types de matrices et renforts classiquement employés
dans I’industrie.

2.1.1 Matrices

— thermodurcissable

organique —|
— thermoplastique
matrice
— céramique
minérale —
— métallique

e Résines thermodurcissables
Les résines thermodurcissables ont des propriétés mécaniques €élevées. Ces résines ne
peuvent étre mises en forme qu’une seule fois.
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o Résines thermoplastiques

Les résines thermoplastiques ont des propriétés mécaniques faibles. Ces résines sont
solides et nécessitent une transformation a trés haute température.

2.1.2 Renforts

Les renforts assurent les propriétés mécaniques du matériau composite et un grand
nombre de fibres sont disponibles sur le marché en fonction des colits de revient recherchés
pour la structure réalisée. Les renforts constitués de fibres se présentent sous les formes
suivantes : linéique (fils, meches), tissus surfaciques (tissus, mats), multidirectionnelle (tresse,
tissus complexes, tissage tri directionnel ou plus).

La classification des types de renforts couramment rencontrés est indiquée par le schéma
suivant :

polvesther — verre
inorganiques {

aramides — céramigques
renforts
. minéraux —— bore
organiques {
végétaux — métalliques
— carbone

Le choix d’une association entre un renfort et une matrice est trés délicat et ce travail
reste du ressort des chimistes. En effet, 1’interface résultant de 1’association intime de deux
constituants différents doit avoir de bonnes performances mécaniques.

Les exemples d’association entre renfort et résine couramment rencontrés dans
I’industrie aéronautique et spatiale sont les suivants :

o composites a fibre de carbone et matrice époxy thermodurcissable : carbone/époxy :
T300/5208, T300/914, IM6/914, GY/7T0MS55J/M18, AS4/3501-6

o composites a fibre de carbone et matrice époxy thermoplastique : carbone/polyamide
IM7/K3B, cellion C6000/PMR-15, AS4/PEEK (APC-2)

e composite a fibre et matrice carbone : 3D C/C, 3D EVO, 4D C/C

e composite a fibre et matrice céramique : SiC/SiC, Sic/Mas-L
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2.2 Différentes structures des composites : représentées sur les figures 2.1 et 2.2

2.2.1 Structures composites stratifiées

{a) [—45/45/ — 45/ — 45/45/ —45) (b} [0/45/45/90/ — 45/ —45/0]

Figure 2.2 Désignations du stratifié [3]

2.2.2 Structures sandwiches
Une structure sandwich est composée d’une ame et de deux peaux en matériaux

composites. Les ames les plus utilisées sont de type nid d’abeilles (figure 2.3), ame ondulée
ou mousse. Les peaux sont généralement constituées de structures stratifiées.
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joint nodal

Lsensruban™._ -~ 7

Figure 2.3 Désignations d’une ame nid d’abeilles

2.2.3 Structures composites tissées multidirectionnelles

Il est possible de créer des pieces en matériaux composites de type tridimensionnelles
massives ou des formes de révolution. Des tissages volumiques de type 2D (deux directions
de renfort) (figure 2.4), 3D—Evolutif (deux directions de renfort et un piquage dans la
troisiéme direction), 3D (trois directions de renfort) (figure 2.5), 4D (quatre directions de
renfort), ou plus sont élaborés dans I’industrie aérospatiale (figure 2.6). Il est également
possible de tisser des cylindres ou des cOnes afin de réaliser des réservoirs ou des tuyeres.

0 -0 -8
00—

(a) schématisation (b) illustration

Figure 2.4 2D Sic-Sic matériau avec deux directions de renfort
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Figure 2.5 Géométrie tri-orthogonale de I’ Aerolor 32 C/C

Figure 2.6 Sepcarb(r) 4D C/C renfort carbone/matrice carbone : tissage suivant quatre
directions de 1’espace [3]

2.3 Relation composite/anisotropie
De nombreux composites ont un comportement mécanique anisotrope.
e Lorsque l'orientation est aléatoire (figure 2.7.a), le comportement est & peu pres isotrope ;

e Lorsque l'orientation suit une ou plusieurs directions préférentielles (figure 2.7.b), le
comportement est anisotrope.
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(a) (b)

Figure 2.7 Quelques exemples de microstructures de composites :
(a) ayant un comportement isotrope ou quasi-isotrope, (b) ayant un comportement fortement
anisotrope. [4]

2.3.1 Classes de symétrie des solides anisotropes

Les huit classes de symétrie des tenseurs d'élasticité [1]

Systéme Cotés de la maille Angles i
Triclinique azb#c azB=y=90° 21
Monoclinique azb#c a=p=90"=y 13
Orthorhombique azb#c a=pF=y=90° 9
Rhomboédrique a=b=c o=p=y=90° 7-6
Tétragonale a=b#c a=pF=y=90° 7-6
Hexagonale a=b#c o=p=90°y=120"| 5
Cubique a=b=c a=pF=y=90° 3
Isotrope 2

TAB 2.1 Systeémes cristallins
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cubique(9) tétragonal(5) orthotrope(3)
Z yd

/ S - /
—~g

>

1s0trope / / monoclinique  triclinique
) (1) (0)
)
1sotrope transverse trigonal(3)

Figure 2.8 Arbre des symétries des tenseurs d'élasticité [5]

Les figures représentent les traces des plans de symétrie et leur nombre.
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Chapitre trois. Notions sur le transfert de chaleur

CHAPITRE III : NOTIONS SUR LE TRANSFERT THERMIQUE

Introduction

La premicere loi de la thermodynamique, connue par le principe de conservation de
'énergie, stipule que 1'énergie ne peut €tre ni créée ni perdue au cours d'un processus; elle
ne peut que changer de forme [5]. La variation nette (augmentation ou diminution) de
'énergie totale du systeme au cours d'un processus est égale a la différence entre 1'énergie
totale qui entre et I'énergie totale qui quitte le systéme pendant ce processus.

Energie totale Energie totale Variation de
entrant dans _ | quittant le I’énergie totale
le systeme systéme = du systeme

Le bilan énergétique de tout systéeme subissant un processus peut s'exprimer par :

Ee - Es=Asyst (3-1)
L'énergie fournie par les particules constituantes telles que les atomes, molécules

ou électrons libres des régions les plus chaudes d'un corps a celles des régions plus froides

est appelée chaleur. [1]
3.1 Définition

Le transfert de chaleur entre deux Corps est défini comme étant le

transfert d'énergie qui résulte d'une différence de température entre les deux corps.

3.2 Différents modes de transfert de la chaleur

On distingue habituellement trois différent modes de transmission :
par conduction, par convection et par rayonnement, les trois modes sont régis a la
fois, bien que la conduction et le rayonnement sont des modes fondamentaux de
transmission de la chaleur : la convection tout en étant trés importante ne
fait que combiner la conduction avec un transfert de matiere [2]. Ces trois modes

sont régis par des lois bien spécifiques. Dans la pratique, il est rare qu'une
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situation particuliere ne concerne qu'un seul mode ; le plus souvent, deux sinon

trois modes entrent en jeu. [3]

3.2.1 Transfert de chaleur par conduction

La conduction est définie comme étant le mode de transmission de la chaleur
(ou l'échange d'énergie interne) provoquée par la différence de température entre deux
régions d'un milieu solide, liquide ou gazeux. La conduction est le seul mécanisme
intervenant dans le transfert de chaleur dans un solide homogéne, opaque et compact.
Cette conduction peut étre mise en évidence par la loi de Fourier. [1,4]

Le-flux-de-chaleur ne peut pas étre mesuré directement, mais le concept a une
signification physique car il est lié a la quantité scalaire mesurable appelée température.
Par conséquent, une fois que la distribution de température T (r, t) dans un corps est
déterminée en fonction de la position et du temps, alors le flux thermique dans le corps est
facilement calculé a partir des lois reliant le flux thermique au gradient de température T

[1]

3.2.1.1 La loi de Fourrier (1822)

Fourier apparente la conduction de la chaleur a 1'écoulement d'un fluide qui a
lieu des régions chaudes vers les régions froides, dont les seules manifestations dans la
matiere se traduisent par des variations de température . Selon la loi de Fourier, la densité
de flux de chaleur est proportionnelle :

e Au gradient de température suivant la normale aux surfaces isothermes.

e A un coefficient A, appelé conductivité thermique, caractéristique du matériau.

@ =—Agrad T (3.2)

T, T, >T, T > ¢

[
.

X

Figure 3.1 Transfert de chaleur par conduction dans un solide [6].
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Avec:
A : la conductivité thermique  [w/m°c] ou [w/m°K]

o: densité de flux thermique [w/m”]
T : température [°c] ou [°k]

3.2.1.2Le champs de température

Le champ de température est défini mathématiquement par 1'équation :

T = f(x.y. z.t) (3.3)
On distinguera des champs instationnaires (ou variables) d'une part, et des

champs stationnaires (ou permanents) d'autre part selon que la température

dépende ou non du temps t.

Fig 3.2 Vecteur unitaire a la surface isotherme [6].

Cette distribution est en principe arbitraire et peut méme étre discontinue. Un cas
particulier important est celui ot f(x, y, z) est une constante (température uniforme a
I'instant zéro).

¢/ Le flux de chaleur

On appelle flux de chaleur a travers la surface S d'un solide la quantité de chaleur qui
entre par unité de temps dans un volume par la surface S, il me semble qu’il manque dS

dans ta formule (dSdt ??7?). a verifier !!!

_ae
D= — (3.4)

Q : quantité de chaleur transmise a travers la surface [J]
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3.2.1.4 Conditions aux limites en conduction thermique

La solution d'un probleme de conduction (en régime permanent ou
transitoire) s'exprime par une certaine fonction T(x, y, z, t) (représentant la
température en fonction de l'espace et du temps) qui devra satisfaire 1'équation
différentielle propre au probleme. Cette équation différentielle ne fait qu'exprimer
comment les variations de température se font dans l'espace et dans le temps.

Mais pour que le phénomene soit décrit complétement (et d'une fagon unique), il
faut que la solution trouvée satisfasse aussi aux conditions aux limites (spatiales et
temporelles).

On distingue deux types de conditions aux limites :

e Les conditions initiales (temporelles)

Elles expriment, dans les problémes en régime non permanent, la distribution
spatiale des températures a un instant donné, le plus souvent pris comme origine des
temps :

T(x,y,2z,0)=1f(x,y,z)at= 0, [°K] (3.5)

e Les conditions aux limites (spatiales)
Elles expriment comment, a partir de 1'instant zéro, varient sur les frontieres du
corps étudié, la température ou son gradient.

> Condition de Dirichelet

La distribution de la température T a la surface frontiere considérée est donnée en
fonction du temps et pour tous les points de la surface :

T = f(x, y, z, t) (3.6)

Souvent, on aura affaire a l'un des cas particuliers ou la température sur la
surface ne dépend que de la position du point :

T=1(x,y, z) (3.7)

Les conditions de'type Dirichlet sont les plus faciles a traiter mathématiquement
mais elles sont souvent plus difficiles a réaliser ce qui veut dire imposer
une température sur la frontiere du dispositif a étudier T=Ts.
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» Condition de De Neumann :

* La valeur de la densité de flux est imposée sur tous les points de la
surface et en fonction du temps :

q=p al‘ =f(x,y,2) (3.8)
on

Ce qui revient a imposer une valeur au gradient de la température par rapport a la
normale a la surface. Par contre, on ne connait généralement pas la température elle-méme.

*  Sur une surface adiabatique, pour un corps thermiquement isolé on a :

—za—T = 0 [W/m?] (3.9)
onls

*  Le flux thermique imposé est en fonction du milieu extérieur vers lequel se fait
le transfert. On distingue deux types déja évoqués précédemment, le transfert se fait
vers le milieu ambiant de température Ta, la condition a imposer dans ce cas est due
au transfert par convection (condition de Fourier ou de Robin), elle s'exprimera par
I'équation suivante :

—ﬂa—T =h (T,-T.) (3.10)
on| s

Ts est la température inconnue de la surface de la frontiere et 0T/0n est la dérivée
suivant la normale extérieure a la surface. Mathématiquement, ce la revient a imposer sur
la frontiere une relation linéaire entre la fonction T et son gradient 0 T/0n .

* Transfert par rayonnement, La condition s'exprimera par:

—/IZ—T = B¢ (T'-T', ) 3.11)
S

n

On peut noter que les conditions aux limites sur chacune des frontiéres peuvent
tres bien €tre de types différents.
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3.2.2 Transfert de chaleur par convection

Ce mode de transmission qui implique le déplacement d'un fluide liquide
ou gazeux se trouve dans I'échange qui a lieu entre une paroi et un fluide.
En réalité, il s'agit d'une combinaison du phénomene de conduction avec celui
d'un transfert de matiere. La paroi (supposée chaude, par exemple) cede par
pure conduction de la chaleur au fluide adjacent qui la transmet de couche en
couche dans une direction perpendiculaire a la paroi. Ce mécanisme de transfert est régi par la loi

de Newton [6] :

®=h (T;-Ta) (3.12)

Flude a T.. @

Figure 3.3 Schéma du transfert de chaleur convectif

¢ Flux de chaleur transmis par convection (W)

h Coefficient de transfert de chaleur par convection (W m-2 °C-1)
Tp Température de surface du solide (°C)

Too Température du fluide loin de la surface du solide (°C)

S Aire de la surface de contact solide/fluide (m?)

On distingue :

N

* la convection forcée dans la quelle le mouvement du fluide est dii a
l'action d'une pompe, d'un ventilateur ou d'une cheminée placée dans

le circuit

* la convection naturelle (ou libre) dans la quelle le mouvement du fluide est
crée par des différences de densité elles mémes dues a des différences

de températures existant dans le fluide.
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Lorsqu’un fluide est en écoulement, une partie du transfert de chaleur dans le fluide se fait
¢galement par conduction et, dans le cas d’un fluide transparent, un transfert de chaleur par

rayonnement peut accompagner les deux transferts précédents.

3.2.3 Transfert de chaleur par rayonnement

Le rayonnement thermique est le mode de transmission par lequel la
chaleur passe d'un corps a haute température a un autre plus froid. Les deux corps
ne se touchent pas, mais ils sont séparés par un milieu transparent tel 1'air ou
le vide, il s'agit d'un rayonnement électromagnétique, mais limité aux
longueurs d'onde du rayonnement thermique dont 1'absorption par certains
corps a la propriété de transformer (en tout ou partie) " L'énergie radiante ou chaleur

ou plus exactement en énergie calorifique. Ce mécanisme est décrit par la relation :
d=c¢,S (T," —T,") (3.13)
Avec :
o Constante de Stefan (5,67.10° W m™? K™)

ep Facteur d’émission de la surface

Le rayonnement thermique est émis continuellement par tout les corps
dans toutes les directions et a la vitesse de la lumiére (dans le vide).

L'exemple de rayonnement le plus simple est celui dont le soleil nous
gratifie continuellement depuis des siecles.

3.3 Loi de Fourrier pour un solide anisotrope

Le bilan thermique pour un élément de volume dV, pendant le temps dt est exprimé
comme la chaleur ayant pénétré dans I'élément augmentée de la chaleur engendrée par les
sources a l'intérieur de 1'élément, est égale a la chaleur sortie de 1'élément augmentée de la

variation d'énergie interne.

Taux de gain apport de chaleur taux de
d’énergie par | +| chaleur sortie +|  changement
conduction volumique = d'énergie interne

(qx+qy*+qdt+w(dx dy dz)dt=(qx+axtqQy+dayTqzra)dt+cp,dT(dx dy dz) (3.14)
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Pour les corps anisotropes les projections du vecteur de flux de chaleur

suivant les coordonnées spatiales sont fonction des gradients de température suivant les

mémes coordonnées.

AT
XX ax Xy ay Xz aZ

or , or , or

14,7k ko ke (3.15)
RN Y i
> Ox 2 0y = 0z
!
d, i
!
A I
| .
—’ .
Y d: | q ! 5
yA == —_]—_ —_ =
: e q,+ B gy
s ox
./b‘
X 4 :
dx
Figure 3.4 Elément de volume dxdydz
XX Xy Xz
k. k. k
X z
y yy y 516

kif - k

zx zy 7z

tenseur de conductivité thermique.

Dans le cas le plus général mais selon la loi de Fourier
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oT
= xa dy dz (3.17)

Ou k, est la conductivité selon la direction X.

Et
oq oT\ or( . oT
=q +—dx=|\| -k, — |[+—| -k, — |dx|dyd. .
qx+dx qx ax X |:( x axj ax( X axj x:| yaz (3 18)
on. 2
X
Gx — Gr+dx = o dxdydz (3.19)

Pareil pour les directions y et z on a des relations semblables ou il a suffit de remplacer x

par y et z respectivement.

Introduisant ces relations dans (3.14) on obtient.

o(, oy o, o'} o, oT dT
—|k,— [+—|k,— |[+—|k,— |[+w=c p— (3.20)
o\ o) oyl Toy) az\ 7oz ot

aqx _l_aq}’ _l_aqz +w=c¢ ﬂ

& dy  d s G.21)

L'équation générale de la conduction s'écrit alors:

i kua—T+kx,a—T+kﬂa—T +ﬁ kvxa—T+k,‘,a—T+kwa—T
| “or Yoy oz o oy T
of or or T dT (3-22)
t—k,—thk,—+k,—|+w=cp—
oz| “ox “dy oz dt
Sous forme condensée cette équation s'écrit :
9 k o +tw=c o
o, | o, P (3.23)
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3.4 Quelques tenseurs de conductivité thermique [K;;] [6]

Les tenseurs de conductivité thermique pour les sept systemes cristallins sont :

Tenseurs de conductivité selon chaque systeme

kll klz k13 kn klz 0 k“ 0
[kij]z k21 kzz k23 [kij]z k21 k22 0 [ky] kzz

0
0 0
k31 kaz k33 0 0 k33 00 k33

Systéme triclinique Systeme monoclinique. Systeme orthorhombique.

ko 0
ki 0
0 ks

Systéme cubique. Systéme trigonale,

0 O "
ku 0 [kij]z _k12
0

tetragonal, hexagonale.
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CHAPITRE 4 : MODELE NUMERIQUE

4 .1. NOTIONS SUR LES METHODES NUMERIQUES

Il existe plusieurs types de méthodes pour trouver des solutions approchées aux
problémes définissants 1'équilibre global d'une structure. Ces méthodes sont brievement
décrites plus loin, particulicrement celles auxquelles la méthode des éléments finis
s'apparente fortement.

L'idée de base de ces méthodes est de représenter la solution par une combinaison
linéaire finie de fonctions connues. Les coefficients multiplicateurs étant déterminés pour
que la solution soit le meilleur possible. Le fait que le nombre des fonctions soit fini
montre bien que la solution n'est qu'approchée. Les coefficients sont ajustés de maniere a
minimiser 1'écart entre la solution vraie et la solution approchée.

Le processus converge si cet écart tend vers zéro quand le nombre de termes

représentant la solution approchée augmente.

4.2 Différentes méthodes numériques

Les méthodes numériques les plus connues, utilisées pour la résolution des
équations aux dérivées partielles, sont :

-les méthodes intégrales.

-la méthode des différences finis.

-la méthode des volumes finis.

-la méthode des éléments finis.

4.2.1 Méthode des différences finis
C’est la méthode la plus simple et la plus directe pour résoudre une équation ou un
systeme d'équations aux dérivées partielles, le principe de cette technique consiste a
remplacer les dérivées partielles par les différences finies obtenues a partir d'un
développement en série de Taylor limité.
La résolution d'un probleme aux dérivées partielles nécessite la donnée:
- d'un domaine D.
- d'une équation aux dérivées partielles (E.D.P).
- de conditions aux limites.

- de conditions initiales (pour le probleme d'évaluation).
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La méthode des déférences finies est fondée sur les étapes suivantes:
e Discrétisation du domaine.
e Approximation des différences finies.
e Approximation des conditions initiales et aux limites.

e La solution.

4.2.2 Méthode des volumes finis

Le probléeme continu est formulé en termes d'équation de bilan (lois de
conservation ) sous forme intégrale s'appliquant a des sous domaines quelconques de D, le
domaine D est discrétisé par des volumes élémentaires (cellules, ou volumes finis )
pouvant se recouvrir partiellement et le plus souvent définis par des maillages comme les

méthodes de différences finis. Les inconnus p peuvent étre des valeurs ¢ dans chaque
cellule, ou plus généralement des valeurs de @ en certains points de chaque cellule. Les
équations discretes résultent de l'application a ¢ des équations de bilan dans chaque

cellule.

4.2.3 Méthode des éléments finis
4.2.3.1 Principe de la méthode

La méthode des éléments finis est une approche de calcul numérique, permettant

de déterminer 1'équilibre élastique des structures continues a deux ou trois dimensions,

structure planes, solides élastiques, plaques minces, etc.

4.2.3.2 Fondements de la méthode des éléments finis

Le domaine D est discrétis€ en sous domaines D., de dimensions finies, ou
€léments finis de telle maniere qu'il n'y ait ni trous entre les éléments, ni recouvrements
des éléments. Il est aussi souhaitable qu'il y'ait le moins d'erreurs possibles dans la
représentation de le frontiere de D.

Le résultat de cette discrétisation constitue le maillage, la construction de maillage
bien adaptée est un élément de plus en plus important pour la précision et l'efficacité de
traitement aussi bien pour la construction de maillage que pour la formulation

mathématique et la méthode numérique.
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Dans chaque sous domaine D., la fonction U qu'il faut calculer est approchée de
maniere nodale, cette terminologie est employée pour définir une certaine approximation,
complément caractérisée par les valeurs que prend U en un certain nombre de points ou
nceuds de 1'élément fini D,, 'approximation est supposée nulle dans tout les autres éléments
dont la réunion constitue D . Les approximations dans chacun des éléments sont construites

de telle sorte que l'approximation globale soit partout continue.

4.2.3.3 Discrétisation du domaine

Il s'agit de découper le domine initial en un certain nombre d'éléments de taille
finie (d’ou le nom de la méthode). Généralement, pour un domaine donné, ces éléments
ont la méme forme géométrique, triangle, rectangle...etc. Ce n'est pas une obligation mais
une commodité et/ou une contrainte dictée(s) par des considérations de continuité,
Evidement ces éléments de type différents si le domaine a discrétiser est une ligne, une
surface ou un volume.

La figure (4.1) montre les éléments les plus usuels, utilisés pour représenter des
domaines de R, RZ, R>.

Il faut suivre des regles et des considérations mécaniques. Chaque type d'élément
considéré sous son seul aspect géométrique, est donc caractérisé par la donnée d'un certain
nombre de nceuds sommets ou nceuds intermédiaires des cotés ou des faces. Ces nceuds
sont numérotés de telle maniére qu’ils puissent étre identifiés par un ordinateur.

4.2.3.4 Approximation nodale
A Pintérieur de chaque ¢lément, la fonction U recherchée est approximée nodalement.
Pour construire cette approximation nodale dont la définition suit, il faut choisir des
fonctions de base. Dans la méthode des éléments finis ce sont des polyndmes ainsi, dans

chaque élément sont adopté des développements de type :

- dans R
U=a;+axx ou U=a;+a2x+a3x2 4.1)

- dans R?
U= a;+tax+az;y ou U=a;+ax+aszy+tauxy 4.2)

- dans R’
U=a,;+ax+azy+ayz 4.3)

43



Chapitre quatre. Modele numérique

Element de R

boli .
linéaire parabotiqte cubique
-9 LB
/// o . ‘\b P -«
« & {
Elément de R®
4 -

—-_.,...-/

Eléments triangle ou rectangle a bordes droites (linéaire) ou courbes (parabolique)

Element de R* ey ’/"/..-ﬂ]'-_
AN *“7‘9
— -
Van\\ [f e j;-f"",,-"
L N -

Figure 4.1 Types d’¢éléments finis

Si U est une fonction vectorielle, chacune de ses composantes est alors
développée, pratiquement toujours avec un polyndme du méme degré. Pour obtenir la

forme nodale de ces approximations polynomiales, il faut exprimer les coefficients a@; en

fonction des valeurs de U.
4.2.3.5 Assemblage

Les regles d'assemblage peuvent différer selon les problémes traités, mais le plus

souvent il s'agit de superposer la contribution de chaque élément. Bien entendu, toutes les
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quantités assemblées de chaque élément doivent €tre exprimées dans le méme systeme
d'axes.
Les grandes étapes de la Méthode des éléments finis sont résumées ci-dessous :
» Discrétisation : Cette étape s'appelle le maillage, le nombre, le type et la forme des
éléments finis choisis dépendent du type de probléme a résoudre et de savoir faire.
Les nceuds géométriques définissant les éléments doivent étre numérotés de la
méme que les éléments. On doit aussi connaitre la séquence de numéros des nceuds

appartenant a un élément et leurs coordonnées.

» Formulation variationnelle : les équations aux dérivées partielles ou les équations
différentielles a résoudre doivent étre mises sous forme variationnelle. Dans cette
formulation, des intégrations par parties peuvent étre nécessaires pour équilibrer,

sous le signe somme l'ordre des dérivations de la fonction et de sa variation.

» Approximation nodale : dans chaque élément, la fonction recherchée est
remplacée par son approximation nodale. Les inconnues du probléme deviennent
alors les valeurs nodales d'approximation. Les calculs sont menés séparément pour

chaque élément.

» Assemblage : La sommation des variations ou une forme bilinéaire symétrique des

inconnus et de leur variation.

» La solution: les équations algébriques déduites de 1'étape précédente ne sont
résolues qu'apres avoir tenu compte des conditions limites du probleme. La solution
est un ensemble de valeurs nodales. L'interpolation dans chaque élément permet de
connaitre la solution partout.

Le principal avantage de la méthode des éléments finis est sa flexibilité, on peut 1'appliquer
de facon quasi-automatique a tous problémes mis sous formes variationnelle, on peut aussi
varier le type d'élément choisis et on a intérét a utiliser dans chaque probléme un type
d'élément adapté, on a surtout une trés grande souplesse dans le découpage en élément que
I'on pourra faire beaucoup plus serré dans certaines parties du domaine si la solution y

présente des irrégularités.
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4. 2 Méthodes variationnelles
Parmi toutes les méthodes fondés sur cette démarche il faut distinguer plus
particuliecrement : La méthode de résidus pondérés, de Galerkin et la méthode de
minimisation de 1'énergie potentielle.
4.2.1 Méthode des résidus pondérés
Il est supposé que :
= L'équation d'état du probléme, sous sa forme non variationnelle, puisse s'écrire dans

V (V domaine déformé) comme suit :
LU= f 4. 4)

Avec U opérateur différentiel,
= ] es conditions aux limites aient, la forme :
B U=g; 4.5)
* La méthode des résidus pondérés consiste a supposer que la solution approchée U,

s'écrit:

n
U= 2. € 4. 6)
j=1
* Les C;sont calculés de telle maniére qu’ils minimisent le résidu défini par :
an‘l[z Cj¢jj —f “.7)
i=1

= (Cette minimisation est réalisée en €crivant l'orthogonalité entre R, et un nombre n

de fonction y i ce qui s'exprime par :

[ XR,)dv=0 k=1x . 8)

Les @ ; (j=1, n) doivent vérifier les conditions aux limites. Les n équations

résultant des n conditions d'orthogonalité permettent de calculer les C;.

4.2.2 La méthode de GALERKIN

C'est une variante de la méthode des résidus pondérés, elle consiste a prendre pour

fonction y, les fonctions d’interpolationg;. Si £ est linéaire (4-8) prend la forme

suivante :
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J.(gok){L(Zn:Cj@J—f}dv:O k=1,...n (4.9)

v

Et donne un systéme linéaire a résoudre dont la k™™ ligne s'écrit :

D AC =h (4.10)
j=1

4.2 .3 Méthode de minimisation de I’énergie potentielle
Considérons un corps élastique, déformé sous l'action des forces de volume et de
surface, I'énergie potentielle de ce corps est définie comme étant la différence entre
I'énergie de déformation et le travail effectué par les forces extérieures sur ce corps le

Théoreme de 1'énergie potentielle minimale est énoncé comme suit :

M) =U,(u,) -V, () (4. 11)
érl(ui): 5|_Up(ui)_vp(ui)J 4.12)
M(u;) = oU ,(,) = 6V, (1) = 0 (4.13)

On définit 1'énergie de déformation d'un corps élastique comme suit :

U,(u,v)= 1 [[elo}av (4. 14)

v
[5] = lgxx,gw,exy,eyxj : rang de déformation.
{0} : vecteur contrainte.

V : volume du corps.

Le travail effectué par les forces extérieures est donné par :

V, ()= [[Flojdv+ j [T]5}aA (4. 15)

Ou:
[F ] = [Fx, Fy,FZJ : le rang du vecteur des forces volumiques.

[T] = l];,Ty,TZJ : le rang du vecteur des forces surfaciques agissant sur la limite du

domaine.

{5 } : le vecteur du champ de déplacement.

47



Chapitre quatre. Modele numérique

4.3 Application de la MEF pour le calcul des températures

4.3.1 Description du probléme

Il s'agit de calculer le champ de température dans un solide de forme cubique, de 1m de

coté ayant une source de chaleur interne d'intensité w (figure 4.2)

v

1m

Figure 4.2 Domaine d’étude (D)

1 m

1m

Pour discrétiser ce domaine nous avons utilisé au départ des éléments de base (€)

de forme cubique 8 nceuds chacun (Figure 4.3 (a)). Pendant le développement des calculs

pour l'obtention des matrices élémentaires décrivant le phénomene de transfert dans ce cas,

nous avons affronté un probléme dans la discrétisation des équations et nous sommes

arrivés a une formulation dont la solution n'est pas évidente. Alors nous avons décidé de

discrétiser 1'élément de base (€) lui-méme en 5 autres sous éléments (€e) (Figure 4.3.(b))

de forme prismatique (tétraedre).

(b)

Figure 4.3 (a) ElIément cube(e)
(b) elément tétracdre(ee)

3)
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4.3.2 Discrétisation du domaine

Etant donné le domaine d'étude de forme cube, les éléments choisis sont des
prismes, ce domaine sera divisé en  ¢éléments et nceuds, les nceuds nj, ny, n3, ng ,ns, ng,
n7, ng situés aux huit extrémités sont dits noeuds directeurs (Figure 4.4), on a commencé par
une premiere division de segments en cinq divisions égales. La génération automatique du
maillage consiste alors a :

v' Spécifier les coordonnées des nceuds directeurs :

Neeuds X y z
N;=1 0 0 0
N,=6 1 0 0
N;=31 0 0 1
N4=36 1 0 1
N5s=181 0 1 0
Ng=186 1 1 0
N;=211 0 1 1
Ng=216 1 1 1
N7 N8
z
A
N{ Ny
A
/ '
NS N6
S3
S2
v .
Ni¢ »N, > 7
S1

Figure 4.4 Nceuds directeurs

49



Chapitre quatre. Modele numérique

> générer les neeuds situés sur le premier segment horizontal n; n; .
x (1)=0 y(1)=0 z(1)=0
i=1+ng«(ik-1),np + (ik — 1 )+n4
id = j«nyp +i
x (id) = x (1)
y (id) = (ik — 1)+sp2
z (id) = j=sp3

» générer les noeuds situés sur les segments paralléles a ny n; :
i=1,n
in=jxn;+i
x(in)=x(1)
y(in)=y (i)
z(in)=jx sp3

» génération des faces :

j=1,(m-np)
ik=1,n,

in=1 +n4«( ik- 1)
x(in) =0

y (in) =(ik -1) * sp,
z(in)=0

ir=2+n4 * (ik- 1) ,mp+ (ik—1)*ny
x(ir)=x(ir—1)+sp;

y (ir) =(ik — 1) * sp;

z(ir)=0

» générer les éléments :

En subdivisant le domaine suivant oy (figure 4.5 a, b, c¢), puis par des segments
verticaux suivant oz (figure 4.6) et par des segments horizontaux suivant ox (figure 4.7),
on obtient 125 cubes a huit (8) nceuds chacun ; enfin on divise chaque nouveau cube en
cinq prismes, on utilise deux compteurs 1'un a gauche et 'autre a droite, on adaptera ainsi la

numeérotation nodale et élémentaire suivante :
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Initialement:

e=0

ir=nl, (ny-1)

ib=nl, (ny-1)

id =nl, (ny-1)

e=etl

iie = (ir-1) x n4 + (ib-1) x np + id
je =1iie +1

ke=je+n, -1

le=ke +1

me =(ir-1) x ng +(ib-1) x n, +id + n4
re=me + 1

pe =me + ny

qe =pe +1

Exemple
Maillage : 6x6x6

Nombre des nceuds total nn : 6*¥6*6=216 noeuds

N 1= 1 N1: 1
N2:6 N2:6
N3:2(N4-N2)+1 N;3;=31
1\14:1\122 N 4:36
Ns=N4*(Np-1)+1 Ns=181
Ne=Ns5+(N,-1) Ne=186
N,=Ng-(N»-1) N,=211
N8:N23 N8:2 16
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Ng

N L N
; ! : : _é.Ns .............................
T S S G -
N] N2

Figure 4.5 (a)

» Discrétisation du solide en des volumes (5 sous volumes) suivant 1'axe (y) :

N7 Ng
Ns Lo L] Ne
N, N.4 ____________________
,/'SpZ
N N,

Figure 4.5 (b) Discétisation suivant I’axe (oy) 6 plans ( faces )
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31 36
25 30 N=1
19 24 N,=6
13 18 Ei:ié
SP3I 7 12
1 6
Face 1
67 72
61 66
35 60
49 | 54
43 48
37 42
“—>
Spl
Face 2
103 108
97 102
91 96
85 90
79 84
73 78
Face 3
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139 144
133 138
127 132
121 126
115 120
109 114
Face 4
175 180
169 174
163 168
157 162
151 156
145 150
Face 5
211 216
205 210
199 204 N
N¢=186
193 198 N;,=211
187 192 Ny=216
181 186
Face 6

Figure 4.5 (¢) Numérotation des nceuds des faces
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> Discrétisation des volumes en des barres (5 barres dans chaque sous volume)
suivant l'axe (z) :

67 72

31— 36
oL _ . 1. 66

23— /

T 55 ] 30 160

19 24
4,'9| .................................................. 54

13— 18
43: ............................................. _/ 48

U 12
7 )

1 6

Figure 4.6 Discrétisation suivant I’axe (0z)

» Discrétisation des barres en des cubes (5 cubes par barre) suivant l'axe (x) :

43 44 45 46 47 43
é 8/ o/ 1o L1 i
7 O . . 3 e (e
I 2 3 4 5 6

Figure 4.7 Discrétisation suivant I’axe (0x)

Résultat de la premicre discrétisation en cubes 5x5x5=125 éléments (e) cubiques.
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P(7) Q(®)

K@3)

R(6)

1(1) 1)
Figure 4.8 élément de base (e)

» Discrétisation des cubes en des prismes :

Maintenant chaque élément (e) est divisé sur la diagonale inférieure dans un sens et
sur la diagonale supérieure dans le sens opposé, en reliant chaque diagonale aux deux
sommets opposés de la deuxieme diagonale par des plans triangles on obtient quatre
tétracdres de volumes égaux et opposé€s deux a deux, le cinquieme tétracdre a une
forme et un volume différents des autres tétraedres (Figure 4.9).
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1(4) i(7)
k(6) K6)
i(1
‘D i2) i)
(eel)
1
1) (ee2)
1(7)
1@ K(6)
i) i)
(1) (eed)

k(6)

(eed)

Figure 4.9 Discrétisation de 1’élement (e) en sous éléments (ee)

Résultat de la deuxieme discrétisation en prismes 125x5=625 éléments (ee) tétraédriques.
4.3.3 Discrétisation de I’équation de chaleur

On reprend 1'équation de la conduction de chaleur dans le solide anisotrope :

i k..a—T er:pde—T (4.16)
8xi 1j 6xj dt

Pour le cas tridimensionnel et un régime stationnaire cette équation condensée par les

indices 1,j s’écrit comme suit:

57



Chapitre quatre. Modele numérique

ﬁ kxxﬂ-l-kx £+kxzﬂ + 0 k xﬂ-l-ky £+k zﬂ +
ox ox, " ox, ox, | ox,| Tox,  Tox, ok,
- 4.17)
i kzx £+k £+ku ﬂ +w=0
0x, ox, 7 ox, X,
Xy =X, X =Y, X;=2Z
6=T-T, (4.18)
Ty : température de milieu ambiant
W : source de chaleur dans le solide
4.3.3.1 Choix de la fonction d’interpolation
On a choisit la fonction d'interpolation suivante :
0 (x.yz)= 0o, +0,X+ 0,y + 0,z (4.19)
a,,0,, 05,0, : Constantes a déterminer.
[0} (x.y.z): représente le champ de température a calculer.
Et on choisit un élément type (ee) de nceuds i, j, k, 1 (figure 4.10):
L(4)
K(6)
I(1) 12)
Figure 4.10 Elément type (ee)
La fonction @ en chaque nceud de I’élément s’écrit :
([ D.(X,y,2)=0, +0,X, +0,Y, +0,2Z
CD]-(X,y,Z):OLI+OL2Xj+OL3yj+OL4Zj (4.20)

q)k(x,y,z): o +0,X, +OL,Y, +0,Z

0 (%y,2) = oy + 0X) + agy) + 047

58



Chapitre quatre. Modele numérique

Sous forme matricielle :

1 x;, vy, zl|o, [P
I x; vy, zjo, _ D,
I X, vy zfosl [P,
I x, y  z|o, D, (“4.21)
On résout ce systéme pour obtenir les coefficients OL;,0,, 0l;€t0L,
A=x; [(Ykl kY1) (inl_Z Y1)+(y Zy— ZiYk)]
[(y 21— ZY1) ykl kY1 (yJZk ZYk)]
(4.22)
k[yzl ZY1 (y iZ1~ ijl) (ylz )]
[(y iZy ~ ZYk) ka ZiYk Wiz —Zy ])]
A\ : déterminant du systeme (4.21)
Ou ®,,®,,®,,D, les températures aux neeuds i, j k, 1
A, A, A, A,
“w=3o @Sy ®TR mSg
(4.23)
Avec
A]Z
D x; Yy oz 1 @y, z| A=
D x5y oz L @ y; z
D, X, Y Zy I &, vy, z
O, X,y z 1 &, vy, z
A3: A4:
1 . D, oz, 1 x, vy, @, (4.24)
1 i q)j Zj ! i Y q)j
1 x, D, 1z, L x yuo @y
1 x, @D, z L x y, @
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On remplacant a1 , o, a3, a4 dans ’équation (4.19) et en rassemblant les termes en @;, ®;,

®dy, @, on obtient :

0°(x,y,2)

A

_ _(ijkZl - xlykzj) + (ijk - }’le)x + (lej - ijz)y + (xkyl - kaj)Zl @

i

[ yvizi — xiyizi) + ez — yiz)x + (2 — x,2)y + (Y — X1 Y)2Z
+ A @j
4 —(xlyizj - xj)’iZl) + (YzZi - )’jZi)x + (ijz - lej)y + (xiyj - xi}’l)Z 0
L A k
4 -(xiyjzk - ka’jZi) + (inj - }’ij)x + (xpz; — x;z)y + (xjyk - xjyi)zl @
l

A

A =6V ,V volume de I’élément (ee)

Sous une autre forme ®°=(x,y,z) s'écrit aussi :

q)e(x’ Y Z) =N, (X’ Yy Z)q)i + Nj (X’ Yy Z)(Dj +N, (X’ Yy Z)(Dk +N, (X, Y Z)q)1

Ou
N.(x,v,z) = %(al. +hx+cy+dz) Nj(x, y.z)= é(aj +bjx+cjy+djz)
Nk(x, y,z) = %(ak +bkx+cky+dkz) Nl(x,y,z): 6LV(al +b,x +cly+dlz)
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Et

a; = Xj (Y z1 -Zx Y1)-Xk (Yj Z1 -z y)+x1 (Yj Zk -Zj Yx)
a

Xi (Z1 Yk —Zx YD-Xk (i Z1-Zi y1)+X1 (Vi Zk -Zi Yx)
ax = Xi (yj z1-zj y-Xj (yi z1-zi y)+Xi (Yi zj-zi yj)

ar = X (Zx ¥j —z; Y)-X (Vi Zk -zi Yi)-Xk (¥i Zj -Zi Yj)

(4.28)
[ bi=-((yx 21— y-(yj z1 —z; yD+(y; zx -zj yx))
b = -((yx 21 -y1 z)-(¥i 21 -1 Z)+(Yi Zk -Yk Zi)
by = -((yj z1 —zx yD-(yi 21 —zi YD+(¥i Zk -Zi yx))
b= -0 Zi-Yiez)-(yi zic -2i i)+ (Yi 2 -2 Y)) (4.29)
[ ci=-(%( 21-7i )Xk (z1— Z)+x1 (2 - 7))
Cj = -(Xi( Z1-zx )-Xk (z1— Z)+X) (zk — 73))
Ck = -(Xi( 21-2j )-Xj (21— z;)+X1 (2j— 7))
| o= -(Xi( 2c—2) )X (2 — z) Xk (2= 24)) (4.30)
di = -(X; (yx —y1 )Xk (y;— yD+x1 (¥;—yx))
dj = -(X; (yk—y1 )Xk (¥i— yD+x1 (¥i —¥x))
di = -(Xi (y;=y1)-%j (yi— y)+x1 (Yi— ;)
di = -(Xi (i =¥k )-%j (¥i— yo)+xx (Yi—¥j) 4.31)

4.3.3.2 Application de la méthode de Galerkin
e Calcul de la matrice de rigidité élémentaire [k]*

Pour calculer le champ de température T on applique la méthode de Galerkin a
I’équation (4.17), C'est-a-dire :

{{g(klléﬂ+kl2ﬁ+k13?J+g(k21%4_1(22@_{_1(23 a’r] a
40X X oy zZ oy

—~ |7 A k31g+k32§+k23§
oy T0z) Oz ox oy oz
NidD+ [WNdD =0 i=1234

D(’

Le sous élément (ee) choisit est un tétraédre a 4 nceuds donc [Ke [ est une matrice carrée
de dimension 4x4 de la forme suivante
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ki ky, ks o ky
[ke]e _ Ky ky ky ky
k}] ky ki ky, (4.32)
ki ky ko k]
Ou

1
K= % (ky 1b12+k1201b1+k13d1b1+k21b1Cl+k22C12+k23d1C1+k31
bid;+kspcid+kasd %)

1
ko= 360 (ki1babitkiacobi+k 3dob+kobaociHkaacoc tkozdac+

k31b2d;+k32Cod +ks3dody)

1
k= 360 (ki1bsbitkiacsby+k sdsb+kabsci+kaacsci+koszdse i+

k31bsd;+ksacsdi+kssdsdy)

1
k4= % (k11bsb1t+ki2c4bi+k 3dsbr+kobsci+korcaci+kozdyc +
k31bad+ksocadi+kazdady)

ko= 3—;} (k11b1ba+kiacibatkizdibatka bicatkarcicatkazdicot
k31bidatksacidatksadidy)

kop= 3—;} (K1 1b2 k1 20obr+k 3daba+ka bacotkaacy +kasdacor+
k3ibada+kacada+kszda?)

1
kos= g (k11bsbatkiacsbatkizdsbatkabscatkacscrtkasdscr+
%

k31bsdatksacsdrtksasdsdy)
1
kos= % (k] 1babr+K2C4br+k 3dsbo+ko  bacotkorcacortkozdaco+

k31badatksacadrtksazdady)
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k3= 36y (k11b1bstkiocibst+kisd bstkaibicatkacicstkaadics+
k31b1da+karcids+ksadids)

k3= 36y (k11b2bstki2¢obs+ki3dabstka bacstkaacacstkasdacs+
k31b2ds+kancods+ksadads)

k3= 3—;} (k11b3"+k1203b3+k3d3bs+ka  bacs+karcs +kasdses+
k31b3ds+kazcsds+kazds”)

ksy4= 360 (k11bgbstkiacsbstkizdsbs+kaibscstkarcacstkozdscs+
k31bsdst+ksocadstkazdads)

k4= % (ki1bibstkiacibstkizdibstkoibicstkacicatkozdics+
k31b1da+kancidstksadids)

kso= % (k11babastkiacobytkizdobstkobocstkacocstkozdocs+
k31b2da+kancods+ksadads)

1

kys= 360 (k11bsbstkiacsbatkizdsbstkaibscstkacscstkozdscs+

k31bsdstksocsdstksazdsds)

1
kys= 360 (k1 1by>+koCabytk3dabstky bacstkoncs +kozdaca+

K31bads+ksncadstkszds”)

C'est une matrice antisymétrique puisque kij # kji

4.3.3.3 Assemblage des matrices élémentaires

Pour assembler les matrices sous élémentaires [k ]e] , [k ]62 , [k ]63 , [k ]e4 , [k ]e5 de

e
dimensions 4x4 dans la matrice élémentaire [k ] en des matrices de dimension NxN ,on

vas €largir les matrices €élémentaires en des matrices de dimension NxN en ajoutant des

lignes et des colonnes de zéros.
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Soient des matrices sous élémentaires suivant :

(4.33)

Elément e; nceuds 1, 2, 6, 4
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1 3
kut+ ki
ki ki

el

el k21 e3
k31 + k21 t

e5
ki

e
ks,

e2

o kzl v
kot ko +
k31

0
kotka+

e5

K

4.3.3.4 Vecteur charge élémentaire {B} :

el
k.
el
k22

el
32

el
k..
0

0

S O O O O O o O

S O O O O O o O

5 3
kn*kot
e2
ks |
e
ke
e e
kll +k33+
e3 e5
k22+lg32
e
ks
0
1 4
Kot kot
e5
ke
e
ks
e3 e4
k42+k4] +

e5

k.

S O O O O o O O

0

e3

ks

S O O O O O O O

1 2
kutkst

es
kD

e

| k24 .

e e
k34+k12 +

e5

ks
0

e2

ks 2
el e
k44 + k33 +
4 5
kot ke
e4

ko
e e
k43 + k42+

Elément es nceuds 6,7,4,1

e2 e3

k14 + km +

e5

k.
0

3 4
kot kot

e5
ko 3
ke
ki‘z‘
e2 2 e4
k34 + k24+
e5
k34 e4
3k34 2
e e
k44 + k44+

4 5
kiutka |

(4.37)

(4.38)

L'intégration du deuxieme terme de I'équation (4.17) pour un élément (ee) nous donne

le vecteur charge élémentaire {B}“ . Pour cela on va utiliser le tableau suivant qui donne

directement les valeurs des intégrales dans le cas tridimensionnels sous forme d'un rapport

A/B pour :

1

afyd =

1 ; A
— | NYNJ/NIN;dvV'9 ==
V j 1 2 3774 B

y©
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afBy o B Y ) A B

)
0 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 1 4
2 2 0 0 0 2 20
2 1 1 0 0 1 20
3 3 0 0 0 6 120
3 2 1 0 0 2 120
3 1 1 1 0 1 120
4 4 0 0 0 24 840
4 3 1 0 0 6 840
4 2 2 0 0 4 840
4 2 1 1 0 2 840
4 1 1 1 1 1 840
5 5 0 0 0 60 3,360
5 4 1 0 0 12 3,360
5 3 2 0 0 6 3,360
5 3 1 1 0 3 3,360
5 2 2 1 0 2 3,360
5 2 1 1 1 | 3,360
6 6 0 0 0 360 30,240
6 5 1 0 0 60 30,240
6 4 2 0 0 24 30,240
6 4 1 1 0 12 30,240
6 3 3 0 0 18 30,240
6 3 2 1 0 6 30,240
6 3 1 1 1 3 30,240
6 2 2 2 0 4 30,240
6 2 2 1 1 2 30,240

Tableau 4.1
D'aprés ce tableauona:a +B+y+d=1,a=1,A=1,B=4
[ wNidD* = w| NidD** i=1234 (4.40)
Dee
Cette intégrale est équivalente au systéme suivant :
i=12,3,4

w [ N,dD* :%A
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(4.41)

ce W
{B}° = = A
(4.42)

-

{B }ee pour 1’éléments typique i,j,k,m .
Les vecteurs charge des 4 autres éléments sont obtenus de la méme facon et auront

la méme valeur et le méme ordre 4 x 1.

Le terme de surface est calculé en intégrant le terme suivant :

kllﬁ—'_kIZ@kl%@ n, + k21@+k22@kz3@ n, +
ox oy oz ox oy 0z

J‘ y
2 k31@+k32@k33@ n,
ox oy oz

N> <

(4.43)

Et on aura enfin :

[k] {65 -{B; 4

NxN  Nxl Nx1
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4.3.3.5 L'organigramme

DEBUT

Déclaration des constantes et variables

Ouverture des fichiers

Entrée des données

Appel de GEO
-Calcul des coordonnées de tous les nocuds
-Génération des éléments

-Spécifier les noeuds ou les

Appel de CDLIM

-Spécifier les nceuds appartenant aux limites

températures sont connues

-Calcul des constantes géométriques : al,a2,a3,a4,b1,b2,b3,b4
,cl,c2,c3,c4,d1,d2,d3,d4

K11,k12,k13,k14,k21,k22,k23,k24

Calcul des coefficients de la matrice de rigidité élémentaire

,k31,k32,k33,k34,k41,k42,k43,k44

Appel de ASSEMA Elargir la matrice

Q élémentaire [k] de taille 4x4 en une matrice globale [k] de taille NxN
C

®

6

8
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() o

Calcul de la contribution de la force volumique (w), et convection h
pour chaque neeud : Fy(1),Fw(j),Fu(k),Fw(1), Fn(1),Fn(),Fn(k),Fn(l)

Appel da ASSEMF élargir les vecteurs élémentaires {F }e de taille 4x1
en un vecteur global {F } de taille Nx1

ie=ie+1

Oui K

A

Calcul du vecteur charge résultant {B} = {W}

Appel de LUD décomposer la matrice globale [k] en un produit de deux matrices

(k] =[L}{U]

Calculer le vecteur {y} tel que [L]x{y} = {B}
Calculer le vecteur {x} tel que [L]x{x} = {y}

Calculer la température en chaque nceud

Appel de RESULT enregistrer les résultats

FIN

Figure 4.11 Organigramme de ’algorithme développé
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Chapitre cing. Résultats et discussion

CHAPITRE 5 : RESULTATS ET DISCUSSION
Ce chapitre est consacré a la présentation et la discussion des résultats du calcul
numérique obtenus en utilisant le programme Heat3D , développé en langage Fortran basé sur
la méthode des ¢léments finis, pour résoudre 1’équation de transfert de chaleur par conduction,
décrite par la loi de Fourrier pour un matériau anisotrope, et ce en calculant le champ de
température dans le cas tridimensionnel. Le domaine d’étude est un cube de dimensions

¢gales I’unité.

5.1 Effet du maillage

Dans un premier temps on a procédé a un calcul de choix du maillage. Pour cela on a
choisi un solide isotrope de dimensions 1x1x1 soumis a une source de chaleur égale 1000
W/m® et échangeant avec le milieu ambiant a I’aide d’un coefficient convectif h de 20
W/°Cm? et de coefficient de conductivité thermique k de 100 W/°Cm.

On ne fait que varier la valeur du Neeud directeur (Ny) de 6, 7, 8, 9, 13, Le maillage se
fait automatiquement, on calcul la température dans le solide et on compare les valeurs

maximales calculées, dés que la différence entre deux valeurs de températures successives

devient négligeable, on opte pour le maillage correspondant, Figure (5.1.1) a Figure (5.1.5).
z

Figure 5.1.1 Maillage 6x6x6
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Figure 5.1.2 Maillage 7x7x7

Figure 5.1.3 Maillage 8x8x8
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Figure 5.1.4 Maillage 9x9x9

Figure 5.1.5 Maillage 13x13x13
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Pour trouver le maillage convenable on a utilisé comme valeur comparative celle de la
température aux nceuds directeurs nl, n2, n3, n4, n5, n6, n7 et n8. A titre d’exemple, on cite
les valeurs obtenues pour le nceud nl ou la variation de température passe de 5,3° pour le
maillage 6x6x6, a 3,7° pour le maillage 7x7x7, a 2,7° pour le maillage 8x8x8, a 2,5° pour le
maillage 9x9x9, et , 0,95° pour le maillage 13x13x13.

On remarque bien I’affinement des résultats avec I’augmentation du nombre de nceuds.

5.2 Influence de la source de chaleur W

Sur les figures (5.2.1) a figure (5.2. 3) on a illustré I’influence de la source de chaleur
volumique W sur la distribution de la température pour un tenseur de conductivité et un
maillage arbitrairement choisi, en gardant les mémes conditions aux limites, mais en faisant
varier la valeur de W respectivement de 100 ; 1000 et 10000 w/m’ et on remarque que les

résultats sont proportionnels a la valeur de W.

Figure 5.2.1 Champ de température pour W=100w/m’
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Figure 5.2.2 Champ de température pour W=1000w/m’

Figure 5.2.3 Champ de température pour W=10000w/m’
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5.3 Résultats pour différents types de solide
Sur les figures 5.3.1 a figure 5.3.4 on a présenté les champs de température calculés
pour chacun des systémes cristallins pour un maillage de 721 nceuds et 2560 éléments.

5.3.1 Cas du solide triclinique

Figure 5.3.1.a Profil de température sur le plan YZ
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La figure 5.3.1 est une représentation 3D du profil de température dans le
solide triclinique. La température minimale dans le domaine est de 306,95° et celle maximale
est de 307,1°. On remarque bien que D’allure de la variation est différente d’un plan a
’autre suivant la méme direction ; pour ce la nous avons opté pour une représentation 2D de
la température sur le plan YZ pour trois postions différentes (x=0, x=0.5 et x=1) figure

5.3.1.a.

teta

30765
3076
30755
3075
30745
3074
30735
3073
30725
3072
30715
30741
30705

Figure 5.3.1.a1 Profil pour x=0 Figure 5.3.1.a2 Profil pour x=0.5

z

b,

teta
3078
307.75
3077
30765
3076
30755
3075
30745
3074
30735
3073
30725
3072
30715
3071
30705
307
306 85

Figure 5.3.1.a3 Profil pour x=1

Cette représentation est détaillée dans les figures Figure 5.3.1.al ; Figure 5.3.1.a2 et
Figure 5.3.1.a3 respectivement. La variation des températures est nettement différentes
qualitativement et quantitativement pour chacune des postions. La température est maximale
au point de coordonnées (y=1, z=1) et minimale au point de coordonnées (y=0, z=0) pour x=0

Figure 5.3.1.al; elle est par contre maximale au point de coordonnées (y=1, z=1) et
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minimale au point de coordonnées (y=0, z=0) pour x=1 Figure 5.3.1.a3, enfin elle maximale
au point de coordonnées (y=0.5, z=0.5) et minimale au point de coordonnées (y=0, z=1) ou
(y=1, z=0) pour x=0.5 Figure 5.3.1.a2. On remarque aussi que la température est symétrique
par rapport a la diagonale du plan YZ.

Une deuxie¢me représentation de la température en 2D sur le plan XZ est illustrée par

la figure 5.3.1.b ci-dessous pour trois postions différentes (y=0, y=0.5 et y=1).

i

Figure 5.3.1.b Profile de température sur le plan XZ

F

Cette représentation est détaillée dans les figures Figure 5.3.1.b1 ; Figure 5.3.1.b2 et

Figure 5.3.1.b3 respectivement.

z

.

teta
3078
307.75
3077
30769
3076
30755
3075
30745
3074
30735
3073
30725
3072
307.1%
3071
30705
307
30695

Figure 5.3.1.b1 Profil pour y=0 Figure 5.3.1.b2 Profil pour y=0.5
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X

Figure 5.3.1.b3 Profil pour y=1
La aussi, on remarque la différence qualitative et quantitative des variations des
températures pour chacune des postions. La température est minimale au point de
coordonnées (x=1, z=0) pour y=0 Figure 5.3.1.b1; elle est par contre minimale au point de
coordonnées (x=0, z=1) pour y=1 Figure 5.3.1.b3, elle maximale au point de coordonnées
(x=0.5, z=0.5) et minimale aux points de coordonnées (x=0, z=1) ou (x=1, z=0) pour y=0.5
Figure 5.3.1.b2. Dans ce cas on remarque que la symétrie est perdue pour les trois positions

y=0, y=0.5 et y=1.

“

T e
307 75
are
307 85
ire
307 55
TS
0T 45
anr4
30735
aora
0T I5
Tz
30T 85
aora
anTos
aor
ADE S

Figure 5.3.1.c Profile de température sur le plan XY
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Une troisiéme représentation de la température en 2D sur le plan XY est

illustrée par la figure 5.3.1.c ci-dessus pour trois postions différentes (z=0, z=0.5 et z=1).

.

tota

1.000 | 141.958

E 140,356

E 138.758

0.800 | 137.159

E 135.556

o800 138.956

o 132,356

E 130.756

©.700 1= 120.158

E 127.556

o600 125.956

s F 124398

s E 122.757

| ©.500 |- 121157

E 118.557

o.400 [ 17.957

- r 116.357

- E 114757

! 0.300 - 113,157

G E 11.957

" 0.200 [ 109.956

{ b 108.356

4 F 108.756

p 0100 |- 106.156

g F 108.556
& F 101,958
100.356

X I I I I I I I i

©.000 |-

0.000 0,100 0.200 0.300 0.400 0.500 0600 0.700 0.800 0.900 1.000

97.1554

Figure 5.3.1.¢3 Profil pour z=1 Figure 5.3.1.c4 Profil 2D [10]

Pour le plan XY, la température est minimale au point de coordonnées (x=1, y=0) pour
z=0 Figure 5.3.1.cl; elle est par contre minimale au point de coordonnées (x=0, y=1) pour
y=1 Figure 5.3.1.c3, elle maximale au point de coordonnées (x=0.5, y=0.5) et minimale aux
points de coordonnées (x=0, y=1) ou (x=1, y=0) pour z=0.5 Figure 5.3.1.c2. La encore le
profil ne présente aucune symétrie.

Les résultats illustrés sur la figure 5.3.1.c2 du plan XY pour la position z=0.5 se
concordent bien avec ceux obtenus par le modele 2D (Annexe 2) figure 5.3.1.c4 concernant

le solide triclinique.
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5.3.2 Cas du solide monoclinique

Figure 5.3.2 Champ de température pour le solide monoclinique

Figure 5.3.2.a Profile de température sur le plan YZ
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La figure 5.3.2 est une représentation 3D du profil de température dans le solide
monoclinique. La température minimale dans le domaine est de 307,1° et celle maximale est
de 307,7°. On remarque bien que I’allure de la variation est différente d’un plan a
’autre suivant la méme direction, en plus elle différe de celle du solide triclinique déja illustré
; pour ce la nous avons aussi procédé a une représentation 2D de la température sur le plan

YZ pour trois postions différentes (x=0, x=0.5 et x=1) figure 5.3.2.a.

Figure 5.3.2.al Profil pour x=0 Figure 5.3.2.a2 Profil pour x=0.5

Cette représentation est détaillée dans les figures Figure 5.3.2.al ; Figure 5.3.2.a2 et
Figure 5.3.2.a3 respectivement. La variation des températures est nettement différentes
qualitativement et quantitativement pour chacune des postions. La température est maximale
au voisinage des points de coordonnées (y=0 a 0,2 ; z=0 a 1) et elle est minimale au point de
coordonnées (y=1, z=0 a 1) pour x=0 Figure 5.3.2.al; elle est par contre maximale au
voisinage des points de coordonnées (y=0,8 a 1; z=0 a 1) et elle est minimale au point de
coordonnées (y=0 a 0,2 ; z=0 a 1) pour x=1 Figure 5.3.2.a3, enfin elle maximale au centre du
domaine et elle est minimale dans la zone des points de coordonnées (y=0 a 0,075 ; z=0 a
0,25) ou (y=0,95 a 1; z=0 a0,25) pour x=0.5 Figure 5.3.2.a2. Dans ce cas on remarque une
symétrie du champs de température par rapport a I’axe z=0,5 pour les positions x=0 et x=1,

mais une symétrie par rapport a y=0,5 pour la position x=0,5.
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b 4

Figure 5.3.2.a3 Profil pour x=1

Une deuxieéme représentation de la température en 2D sur le plan XZ est illustrée par

la figure 5.3.2.b ci-dessous pour trois postions différentes (y=0, y=0.5 et y=1).

)

i LILE

Figure 5.3.2.b Profile de température sur le plan XZ

Cette représentation est détaillée ci-dessous dans les figures : Figure 5.3.2.b1 ; Figure

5.3.2.b2 et Figure 5.3.2.b3 respectivement.
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X

Figure 5.3.2.b1 Profil pour y=0 Figure 5.3.2.b2 Profil pour y=0.5

Figure 5.3.2.b3 Profil pour y=1

Dans ce cas, le profil de la température pour les postions y présente une certaine
ressemblance avec celui pour les positions x. Qualitativement, la température est minimale au
point de coordonnées (x=1, z=0) pour y=0 Figure 5.3.2.b1; elle est par contre minimale au
point de coordonnées (x=0, z=1) pour y=1 Figure 5.3.2.b3. Sur la figure 5.3.2.b2 la
température est maximale au point de coordonnées (x=0.5, z=0.5) et elle est minimale aux
points de coordonnées (x=0, z=0) ; (x=1, z=0) ; (x=0, z=1) et (x=1, z=1) pour y=0.5. Dans
cette position on a une symétrie par rapport a I’axe x=0.5.

La figure 5.3.2.c est la troisieéme représentation du champ de température en 2D sur le

plan XY illustrée pour trois postions différentes (z=0, z=0.5 et z=1).
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Figure 5.3.2.c Profile de température sur le plan XY

Figure 5.3.2.c1 Profil pour z=0 Figure 5.3.2.c2 Profil pour z=0.5

Pour le plan XY, le profil de la température est nettement différent de celui pour les
plans YZ et XZ illustrés dans la section précédente ; mais il est semblable pour les trois
positions z=0 figure 5.3.2.c1, z=0.5 figure 5.3.2.c2 et z=1 figure 5.3.2.c3. La température est
minimale aux points de coordonnées (x=0, y=1) et (x=1, y=0) et elle est maximale au centre
du domaine pour les trois positions z=0, z=0.5 et z=1. La figure 5.3.2.c2 confirme les
résultats présentés sur la figure 5.3.2.c4 réalisés par le modele 2D (Annexe 2) pour le solide

monoclinique.
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teta
1000 B 141.959
F 140,359
F 138,799
0.900 | 137.153
F 135.558
0.800 F 133,958
E 132.358
L F 130.758
[ 0.700 | 129,158
F 127.558
- o600 125.958
F 124,338
3 F 122.757
0.500 | 121,157
F 119,557
o0 £ 117.657
F 116.357
F 114.757
0.300 | 113,457
F 111,557
o000 £ 109,958
r 108.356
E 108.758
0.100 | 105,156
F 103.556
£ 101.658
e e ! ! ! ! ! L ! 10039
X 0.000 2,100 0200 0.300 0.400 0.500 0600 0.700 0.800 0.900 1.000 97.1554
. 1 1
Figure 5.3.2.¢3 Profil pour z=1 Figure 5.3.2.c4 Profil 2D[10]

5.3.3 Cas du solide orthorhombique

La figure 5.3.3 est une illustration du profil de température dans le solide
orthorhombique. La température minimale dans le domaine est de 307,45° et celle maximale
est de 307,58°. Le Profil est nettement différent des deux cas de solides exposés dans les

sections précédentes.

Figure 5.3.3 Champ de température pour le solide orthorhombique
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Pour mettre en évidence la variation du profil suivant différentes directions nous avons
utilis€ une représentation 2D de la température sur le plan YZ pour trois postions différentes

(x=0, x=0.5 et x=1) figure 5.3.1.a.

Figure 5.3.3.a Profil de température sur le plan YZ

Cette représentation est détaillée sur les figures 5.3.3.a.1, figure 5.3.3.a.2, figure

5.3.3.a.3 ci apres.

b,

A 4 b ¢

Figure 5.3.3.al Profil pour x=0 Figure 5.3.3.a2 Profil pour x=0.5
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Qualitativement le profil de température parait semblable sur le plan YZ pour les
trois postions x=0, x=0.5 et x=1 ; mais quantitativement on remarque sur la figure 5.3.3.al
que le minimum de température se trouve aux points (y=1, z=0) et (y=0, z=1) pour x= 0 par
contre sur la figure 5.3.3.a.3 le minimum de température se trouve aux points (y=0, z=0) et
(y=1, z=1) pour x= 1. Sur la figure 5.3.3.a.2 le minimum se trouve aux quatre sommets du

domaine.

Y

Figure 5.3.3.a3 Profil pour x=1

De méme, une représentation 2D est dédiée au plan XZ pour les positions y=0, y=0.5

et y=1 figure 5.3.3.b.
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Figure 5.3.3.b Profile de température sur le plan XZ
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L’allure du profil est cette fois ci différente de celle sur le plan YZ, qualitativement

elle est semblable pour les trois positions y=0, y=0.5 et y=1

Z

Figure 5.3.3.b1 Profil pour y=0 Figure 5.3.3.b2 Profil pour y=0.5

04 06
X

Figure 5.3.3.b3 Profil pour y=1

Dans ce cas on remarque une symétrie du champ de température par rapport aux
diagonales du plan XZ sur les figures 5.3.3.b1 et 5.3.3.b3 et par rapport aux plans x=0.5 et
z=0.5 sur la figure 5.3.3.b2.

La figure 5.3.3.c illustre la variation de température sur le plan XY pour les positions
z=0, z=0.5 et z= 1. Cette variation représentée sur les figures 5.3.3.c1, 5.3.3.c2 et 5.3.3.c3
est qualitativement comparable avec celle du plan YZ décrite dans la section précédente.

En fin ; sur la figure 5.3.3.c2 on remarque une bonne concordance avec le résultat
obtenu par le modele 2D de la figure 5.3.3.c4 (Annexe 2) effectué pour le solide

orthorhombique.
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Figure 5.3.3.c Profil de température sur le plan XY
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Figure 5.3.3.¢3 Profil pour z=1
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Figure 5.3.3.c2 Profil pour z=0.5
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5.3.4 Cas du solide trigonal
Finalement nous présentons sur la figure 5.3.4 les résultats de calcul effectués pour le
cas du solide trigonal en 3D, dans ce cas la température varie de 307,43° a 307,61°.

Les résultats dans ce cas sont proches de ceux du cas du solide orthorhombique.

Figure 5.3.4.a Profil de température sur le plan YZ
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La représentation détaillée des résultats obtenus pour le plan YZ concernant les
positions x=0, x=0.5 et x=1 figure 5.3.4.a est illustrés sur les figures 5.3.3.a.1, figure

5.3.3.a.2, figure 5.3.3.a.3 ci apres.

teta
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0157
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20755
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30753
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20751
w075

30749
30748
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20746
0745

Figure 5.3.4.al Profil pour x=0 Figure 5.3.4.a2 Profil pour x=0.5

¥

Figure 5.3.4.a3 Profil pour x=1
La aussi qualitativement le profil de température parait semblable sur le plan YZ pour
les trois postions x=0, x=0.5 et x=1 ; mais quantitativement on remarque sur la figure 5.3.4.al
que le minimum de température se trouve aux points (y=1, z=0) et (y=0, z=1) pour x= 0 par
contre sur la figure 5.3.4.a.3 le minimum de température se trouve aux points (y=0, z=0) et
(y=1, z=1) pour x= 1. Sur la figure 5.3.4.a.2 le minimum se trouve aux quatre sommets du

domaine.
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Une représentation 2D est dédiée au plan XZ pour les positions y=0, y=0.5 et y=1
figure 5.3.4.b. L’allure du profil est cette fois ci différente de celle sur le plan YZ,

qualitativement elle est semblable pour les trois positions y=0, y=0.5 et y=1.

Figure 5.3.4.b Profil de température sur le plan XZ
Qualitativement le profil de température parait semblable sur le plan XZ pour les trois
postions y=0, y=0.5 et y=1 ; mais quantitativement on remarque sur la figure 5.3.4.b1 que le
minimum de température se trouve aux points (x=1, z=0) et (x=0, z=1) pour y= 0 par contre
sur la figure 5.3.4.b.3 le minimum de température se trouve aux points (x=0, z=0) et (x=1,

z=1) pour y= 1. Sur la figure 5.3.4.b.2 le minimum se trouve aux quatre sommets du domaine.

z r4

] )
X X

Figure 5.3.4.b1 Profil pour y=0 Figure 5.3.4.b2 Profil pour y=0.5
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Figure 5.3.4.b3 Profil pour y=1

La figure 5.3.4.c illustre la variation de température sur le plan XY pour les positions

z=0, z=0.5 et z= 1. Cette variation représentée sur les figures 5.3.4.c1, 5.3.4.c2 et 5.3.4.c3

est qualitativement différente de celle des deux plans YZ et XZ décrits dans les sections

précédentes.
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Figure 5.3.4.c Profil de température sur le plan XY
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Les résultats obtenus dans ce cas sont présentés sur les figures 5.3.4.cl, figure 5.3.4.c2

et figure 5.3.4.¢3 suivantes.
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Figure 5.3.4.c3 Profil pour z=1
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Figure 5.3.4.c4 Profil 2D [10]

L’allure du profil est qualitativement semblable pour les trois positions z=0, z=0.5 et

z=1. Dans ce cas on remarque sur la figure 5.3.4.c1 que le minimum de température se trouve

aux points (x=1, y=0) et (x=0, y=1) pour z= 0 par contre sur la figure 5.3.4.c.3 le minimum de

température se trouve aux points (x=0, y=0) et (x=1, y=1) pour z= 1. On a une symétrie par

rapport aux plans x=0.5 et y=0.5 sur la figure 5.3.4.c2.

On remarque sur la figure 5.3.4.c2 que le résultat obtenu sur le plan XY pour z=0.5

sont en accord avec celui obtenu par le modele 2D de la figure 5.3.4.c4 (Annexe 2) pour le

méme type de solide.
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teta
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Figure 5.3.5 Champ de température pour le solide isotrope

Figure 5.3.5.a Profil de température sur le plan YZ
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Figure 5.3.5.a1 Profil pour x=0 Figure 5.3.5.a2 Profil pour x=0.5

Figure 5.3.5.a3 Profil pour x=1
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Figure 5.3.5.b Profil de température sur le plan XZ
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Figure 5.3.5.b1 Profil pour y=0 Figure 5.3.5.b2 Profil pour y=0.5
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Figure 5.3.5.b3 Profil pour y=1

Figure 5.3.5.c Profil de température sur le plan XY
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Figure 5.3.5.c2 Profil pour z=0.5
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Pour le solide isotrope le profil de la température est qualitativement identique sur les
plans : YZ (figure 5.3.5.a), XZ (figure 5.3.5.b) et XY (figure 5.3.5.c) ; La différence est
quantitative d’une position a I’autre : figures 5.3.5.al, 5.3.5.a2 et 5.3.5.a3 pour le plan YZ ;
figures 5.3.5.b1, 5.3.5.b2 et 5.3.5.b3 pour le plan XZ et figures 5.3.5.c1, 5.3.5.c2 et
5.3.5.ac3 pour le plan XY. Pour le cas du solide isotrope on remarque une symétrie sur des
résultats sur les trois plans et pour toutes les positions.

La figure 5.3.5 c4 représente la variation de température calculée par le modele 2D
(Annexe 2) sur le plan XY ; pour le modele 3D c’est le cas correspondant a la position z=0.5

de la figure 5.3.5 ¢2, on remarque bien la concordance des résultats.
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5.4 Comparaison entre différents solides
Pour pouvoir comparer entre le comportement de différents solides, nous avons
représenté sur la figure 5.4.1 le profil de la température en fonction de la coordonnée x , c'est-

a-dire pour (y=0, z=0).
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L 900 \
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700 e Trigo ®
650

Figure 5.4.1 Superposition du profil de température pour différents cas

Dans la figure 5.4.2 nous avons représenté la comparaison entre la température des
cinq solides en fonction de x mais pour une valeur de y = 0.25 avec z=0. Et on remarque déja

la variation apparente entre les deux positions y=0 et y=0,25.
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Figure 5.4.2 Superposition du profil de température pour différents cas
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CONCLUSION

Les matériaux composites sont d’un intérét important dans plusieurs domaines tels que
: la mécanique, 1’aéronautique, le génie civil et la biomécanique vu leur dureté leur 1égereté,
leur super élasticité et leur durée de vie. Ces matériaux sont des matériaux anisotropes a
caractére structural inhomogene et complexes utilisés pour la réalisation des picces.
Cependant durant leur fonctionnement et leur mode de vie, ces matériaux peuvent subir des
fissurations sous I’effet de chargements provoquant leur déformation et par suite leur. Les
charges limites a la rupture des matériaux doivent étre déterminées a 1’état statique comme a

I’état dynamique.

Ces matériaux sont anisotropes ayant des différentes propriétés mécaniques et
thermiques suivant leurs trois directions orthogonales. Il est donc nécessaire d’identifier le

comportement de ces matériaux a partir d’un nombre réduit d’essais.

Dans ce domaine, d'un point de vu engineering, la méthode des éléments finis (MEF)
donne une solution compléte au probleme de conduction thermique lorsque les propriétés et
les conditions limites sont connues et dans la plupart des cas 1’acces a la mesure de certains
parametres essentiels (température, flux thermique, résistance thermique....etc.) est trés
difficile. Elle devient méme impossible lorsqu’il s’agit par exemple de mesurer la température
a I’interface d’un bicouche ou la température dans une couche mince. Devant ces difficultés

expérimentales, 1’intérét de la modélisation est majeur.

Durant notre recherche bibliographique, nous avons constaté le nombre limité de
travaux traitant le cas du comportement thermique des matériaux anisotrope autre que les
matériaux orthotropes ou isotropes transverses dans le cas tridimensionnel, d’ou I’intérét
apporté au développement d’un outil numérique permettant de traiter le probléme des

déformations thermiques pour ce type de matériaux.

Pour atteindre I’objectif , notre étude a consisté a utilise la méthode des ¢léments finis
pour discrétiser le domaine d’étude, ainsi que 1’équation de Fourrier pour un solide anisotrope

en trois dimensions. Le développement de I’outil numérique écrit en langage fortran HEAT
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3D, a permis de prédire le champs de température dans le solide soumis a une source de
chaleur W et échangeant par convection avec le milieu ambiant a la température extérieure T,
avec un coefficient convectif h. Chaque systeme cristallin a été spécifié par son tenseur de

conductivité thermique Kj;

D’apres les résultats obtenus on peut conclure que les matériaux anisotropes ont un
comportement trés vari¢ d’un solide a un autre et au sein d’'un méme solide d’un plan a un

autre et d’un point a un autre.

Pour des études ultérieures, on propose I’extension de cet outil pouvant traiter des
géométries et des conditions aux limites complexes et variées spécialement dans les cas ou la
réalisation des expériences est complexe a réaliser. Ainsi que d’étendre les équations

phénoménologique a un transfert mixte de chaleur et de masse.
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Annexes

Annexe 1

ANNEXES

Revue des Energies Renouvelables CISM 05 Oum E! Bowaghs (2008) 103 - 111

Calcul du champ de température dans un solide
anisotrope par la méthode des éléments finis
Cas bidimensionnel

S Bouzid'', A C. Boumaaza® et M_ Afrid*

! Institar des Sciences Techrigues, Ain Beida, Universite Larb: Ben M Hidz, Cum E] Bovaghi, Algere
* Institut de CGente Macanique, Cenire Urniversitaire, Ehenchela, Algenie
3 Deparemart de Plhrysique, Université des Fréres Mentourd, Copstantine, Algérie

Reésume - Norre étide a pour objectif la prézentation er I'applicarion de la lof de Fourier
caracrérisant le comportement thermigue des mandmiaux anisetropes dams l¢ cas
bidimensionnel. Pour la réalization de cet olyectf, mous mvons fait 'éude tur un solide
carrd de dimensions donndes reprdzentant les sepr fuonémes oristalling eubigue,
monoclinigue, triclinigue, tdiragonal, wigonal, orthorfombigue e rhomboddrigue),
subissant une variation de fempdratre sous |gffet d'une tource de chaleur mierme W et
ayant des fronfnéres convectives avec Te milien extivieur avec un cogfficient k. Pour
aboutir @ la solution, neus avens dizerdfizé fe domaine gdomérigue, ainsi gue |'éguation
de trangfert par la méthode la mdthede des dléments fnds, le systéme d dguations obtenu
ext riseiu par la méthode de Crout dive L.U. L 'éfude rdaiizée parmet wune manipulation
rapide ef une vasie varidid de cas faisant objet de la forme séomdirigue du salide er les
conditions aux limites imposdes sur le solide en drude. Dans cette drude, chagque svsidma
crisfallin a did spécffid par som fenseur de conductiving thermiigue. Les rdsulrars obranus ef
fiiustrés & 'alde du logiciel de graphume Tecplor ont permis ume mizg on dvidemce da
Uinfluence des propridiés de conductivind rthermigue, minsi gue ['gffed der condifions
extérieures imposdas sur le champ de température. Iz sont en bonne concordance avec la
théorie du trangfert thermiigue f llustrent bien la syméirie de Ta strucrure cristaliing, @
calen! permet de prévoir les diformations thermigues évenmualles dans un seifde dans dez
covnditions connues,

Abstract — The oljectne of the present siudy is rthe presentation and enforcement of
Fourer law characterizing the thermal behaviowr of anisotropic materials in the bi-
dimenzional caze. To achicve this ebjective we srudied a sgquare dimension: solid
reprezenting the seven crystal systems (eubic, monociiic, michmic, teragonal, oigonal,
oritorhombic and rhombohedra), having a temperature varigiion as a reswit gf an
fntermal heat source and comvective boundary 's. To achieve the selution, we have used rha
Jinite element method. The obrained eguation: system I3 reselved by the Crour method
The stugly provides a fast technigue which handles a wide variety of cases. In thiz snudy
wach crysial bas been speciffed by if thermal conducindiy fensor. The obtained resultz
allew a kighlight qf the influence af thermal comductivity prapertes and the ¢ffect of
external conditions imposed on the remperature field. They show a good agreemant with
the heat mangfer theory amd illustrate the cryzial structure pymmeny. The calculation
permits the prediction af the pozsible thermal degformation in a solid for brown
conditions.

Mots clés: - Champ thermique - Solide anisomops - Discrétisatdon - Elements finis -
Simmlation.
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L INTRODUCTION

Le présent travail a té proposé comme premisre partie d'une éude ayant pour
objectif, la réalization d'un programme de calewl numerigque du champ de temparature et
de deéplacement dans un solide anisotrope dans le cas tmidmmensionnel. Cette étuds est
limitée an départ au cas bidimensionnel.

L'objachf est done de fare 1'éfude de pomt ds vue, modéle mathématique, ains qua
numerique et 'appliquer pour quelques solides amizomopes. Pour ce but, nous avons
limite I'etude a un domame de forme camée souwmis a U'effet d'une sowee de chaleur
volumique af un échange convectif sur les frontieras.

COn présente I'ecriture de 'équation de chaleur aprés discrétization par la meétheds
des eléments fimis utilisant 'approche de Galeking, ams: que la discrétization du
domaine géomstrique, on aboutit amsi 3 un svstéme alementare d’equation linsairs
3=3.

Puiz on procede a 'assemblage des effets de touts las elements du domame powr
obtenir le svsteme global qui sera rézalu par la methode clazsique de décomposition LIT
avec substitution. Pour cela, nous avons developpe un programme en Fortran “Heat.for'.

LEQUATION DE LA CHALEUR

1.1 Conduction de chaleur dans un solide

La conduction est défmie comme stant le mode da transmission de la chalewr dans
un solide provoque par la différence de tempeérature entre dewsx rézions dun mulisu
solide ou encore entve deux miliews en contact physigue. L'etude des transferts de
chaleur 2 raméne 3 cells des champs des temperatures dans le matérian.

1.2 Loi de Fourier pour un solide anisotropigue

Pour les solides anisotropicues, las projections du vecteur da flux ds chalsur suivant
les coordonness spatiales sont fonctions des gradients de tempeérature suivant les mémes
coordonnees:

-

a6 g &

. = kg — by — kg —

dx = ax oy T

| ki) L] dh
fay = —kygo— = by —kyy— (1)

. (=4 oy gz

a6 dh o]

{9z < “km—— —kpy—— — k=

ix gy dz

kjj: Temseur de conductivité thermique.
Sous forme condenses, 'aguation du bilan énergétigue dans wun selide amisotrope
et [1, 2]:

&
R

a8 | . 28
sim—— =W o= pxl x—— 2
U7ex; | S AT @

.

112

Annexes




CISM 2008 Calcwl du champ de rempdrature dans un solide anizotrope par la.. 105

1.3 Tenseurs de conductivité thermigue |]sclj] pour differents solides

Swvstéme monoclinigue Svstéme frigonal
kyy kg a _lcn 0 0
[kp]=ky kxpp O [kyl= 0 Ky 0
0 0 ki L0 0 ks
Systeme orthorhombigue Systeme triclinigus
kp 0 0 kyp kpz k3
[kp]=| 0 kypn 0 [k ]=|ky kp kps
0 0 ki3 k3n kap ki

Swsteme cubigue

kyp 0 0
[kp]=| 0 ky @
00k

3. APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR LE CALCTUL DES TEMPERATURES

3.1 Discretisation du domaine

i
9 L A Sy .I.QN #1 '
J - . 9°0%,y)
i ! . ¥ [ ’ 8
' Yi :
5 é :
10 : ;
R
4 d i :“ "
i | :
3 o !
® k! N . il >
o 1] - X %
1 i} 12 &l ki
Fig. 1: Wumeérotation des neends Fiz. 2: Elemeant tvpe

et des elements

3.2 Discretisation de I'éguation de chaleur
(On reprend 1"egquation d’énergie pour le régime permanent [2]:
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kllﬂnc]ﬁ Bl. 2 k1]£+ka2ﬂ +W =0 (3)
gxl év! &y dx ay

W : Source de chaleur dans le selide.
L’eguation (3) est da la forme:

dive + W = 0 o

On choisit la fonction d'mterpolation, pour un élément triangulare a trois neuds,
survanta [3]:

B%(x,¥) = Ny(my) %8 + Na(x,w) % By + N3(x,y) 63 (51

Oz 8;, By, 93 les températores ame nesuds 1, J, k.
Pour caleuler le champ de temperature § de 'éguation (3), on applique la methods
de Galerkin décrite par 1"équation (4).

\

| n §
Jomo L Toje; -f|.dv k=1..n (6)
v e ),
D'on
[l = (UL WL P L +kﬁ2_|+w «N;. dD® (T)
o &x ¢ dy ! Evl T é=x

On mtegre la premuer terme en appligquant le theoreme da Grasm:

[(78).¥.dD® = [(¢a) ¥ dz®+ [¢V.¥dD"

DD TP Di
On obtient:
jH. I:n—E+1:11—| | k-.l——]_-;m.ﬂ HN,—&EE
-8 oy }.-'

(8)
- |L;]1_E'+k11 % |+| LIS | B2 L R SR g
- L &x éy | L x ay |

Posons:

[“knf_ﬁulz'f_?]—[ PNLNELY x[ﬂ N lape -1, @
- ' oy /| | ox !

“av &x év o=
] kllf—a—k11?_6|+|k‘lcﬁ+k“£ Nj.dI® = I (10)
- L X _C}r.-' e - Ex' o L—:Y _I -
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Le terme I= n'exizte que pour les éléments avant des segments siués sur la

fromtigre qui echange da la chaleur aves le milien extérieur 3 'aide d'un coefficient de
convection b . Ce terme est évalus comme suit:

[ ha.w de® = J'thlNiE'1+N1?\:131 +MaN;6; ) d 28 =123 (11
}-n

—

z

On T° est la somme des longueurs des trois segments d'un Slément.

Apres tout calenl fait, la discretization de 'éguation (3) powr un &lément € de

neends 1, j, k peut s'écre sous forme matnicielle:

[kF {e)* = {wF

(12
I3 3xl Ixl

51 ancun segment n'echange de la chaleur avec le milien extérieur,
{ 1 R
b- ([kF+[knFy{ef = {w} (13)
siun ou deux segments se trouvent & la frontiére du solide.
1 b 2
K11 =37 \kuby +kiabrey +kaorbrer +kaney |
Ky = ﬁ-fl‘nh] by +kppbyey +kyybaey = kayeag )
Kz = ﬁ-':kllblbli *kpabyes +kapbyep +kypeger )

En =ﬁ-|._l\'11‘='1bz +kpzerby + kapbyey +kpegen )

a

£

K""E =%.':_k]]b§ + k]_zh:tl —kl]bztl + kg)_ l::lz |
Kas =ﬁ-':k11‘='3'='1 +kyjpesby +kapbaey +kapeges )
K= ﬁ-'ﬁlﬁnblhs +kpabyep +kyybyey +kazepes )

K1 =ﬁ-[k11hzb3 +kppeaby +kapbyey thapepes )

1 | 5 5
K3z = E-lknb; +Ek2bses +kabses + kaaes |

Avac
by =y1-v: ] =m3 — 3
by =¥3 - ¥ ey =X~ X3
b3 =y -¥2 ey = %3 X
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8 )" W '1]
P A
8f =82} {W}=—11}
18] !
-1 1
- — 0
? 113
hi— = 0=l our 1 — j
17 & 12 P 1
o0 0
1
00 a0
[kn] =1L 0 LI P -k
h]= | ? 1]2 23 pour ]
T
-1 1T
— o —
] 12
hi 0 0 0 |xljz; powri-k
11 1
—_ 0 =
|12 6

4. CHOIX DU MAIT.TAGE CONVENAELE

Avant ecrit le modsle mathématique décrivant le comportement thermigue dun
solide fowmi par la loi de Fourter et aprés discrétization du modele par la méthods des
alements finis, on a procede au caleu]l numerique concemant quelques types de sclides
afin de mettrs en évidence le compeortement du solide sous effet des conditions aux
limites dennées.

On a chewsi un solide de forme carree de dimensions 1 m * 1 m on b a fait subir
une ariation de temperature par genération dune source de chaleur volumique de valeur
10° kW/im® on a représenté les résultats sur des zraphes tracés 2 I'aide du logiciel
Tecplat.

Avant d'llustrer la distmbution du champ de température, on a fart un caleul
preliminaire pour le choix du maillage eléments finis. On a commence par un premisr
maillage da 5 % 5 ot on 2 enregistrd les temparatures caleulées, sn anpmentant 1ordrs ds
maillage.

On a remarqué une vanation du champ de températures, mais qui diminuait de plus
an phus, on a juge bon d'augmenter encore le matllage jusqu'a 21 * 21 malgzre que le
temps d’exécution parait de plus en plus considérable mais qui reste acceptable et a ce
moment 13 on 2 eu un écart de 0.3 %5 par rapport au précédant. Ce gui est acceptable

comme ntervalle &t on a mamtenu pour les caleuls nltérisurs le maillage 21 = 21 pour
touts les solidas.
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S RESULTATS DU CALCUL DU CHAMP DE
TEMPERATURE POUR DIFFERENTS SOLIDES

Le calenl 2 été elabore powr les cas suivant

Swstéme monoclinigue Sviteme trisonal

100 120 @ -‘ s 0 0

[ky]=|120 200 © [kx]=| 0 100 0
0 0 300 0 0 200

Svsteme orthothombigue Systeme triclmigue
100 0 [+ Moo 120 150

[knl=| 0 200 0 [kp]='120 200 190
0 0 300} 1150 199 300

Swatame cubigue

100 0 0
[k ]=| 0 100 O
0 0 100

aw s
bt o
(] T =]
et e
(E1 ] T
i ) e

e
[} = 1] =1
i i o
T : Wiy

s
i
T i (=t
i e
i 150 e
i o
fu ™ (1L
il (T
[L1° " .
™ T¥, [~
(LE Ir'r
win . Fin
i e
es L
=1 ] e
o e
b i
i o m=

Fiz. 3: Solide cubique Fiz. 4: Solide monoclhnigque
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-
Lk " 1,
" {LIK S
A0 & (i
y -
HaEs
o 1
1T
R ant ma
< TR
Lo . 10
LIk =
- e TR
3 EET
- Hi
AR 15
I.'.-i 1
i : s
-
- L
ey 1ol
il
1% x —_—
" A
L & T
1 i . i

0 RO A D A D

Fiz. 3: Solide tnigonal

e

L0 LR SR N (U0 AN T N ILY iy

Fiz. 7: Solide niclu:ique

6. DISCUSSION

La distribution de températurs sur le plan (x v ) ast (llustrée par les fipurez 3 3 7 2
l'aide du legiciel Tecplot, representant respectivement les solides: cubigue,
monoclinique, trizenal, orthorthombigue et ticliniques.

La figure 3 montre que le maximum de température se frowve am centre. Ells
presente une symetrie par rapport aux diagonalss et aux axes medians v la symetrne du
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tenzemwr de conduectivite thermigque et des conditions awe hmites imposees. Les résultats
paraizsent identiques pour les figures 3 et 5. Iz auratent ate différents =1 ["itllustration
atart farte sur le plan (zz ) ou (¥z) ou dans le cas tdimensionne] car kaz # kyp et
k3z # kyo . Elles sont égales sur les 4 extrémités.

Pour la figures 4, la dismibution de températurs est visiblement différente des deux
cas précedents car ky2 # 0 en plus kg = k12, la différence entre les reésultats de la
fizure 4 =t de la figure 7 zerait plus nette pour une représentation (xz ), { vz ) ou encore
pour le cas tridimensionneal.

Swr la figure 6, la distibution de tempérahwe dans le selide crtherhombigue est

svImetrique par rapport aux axes medians, car ki # kyg.

7. CONCLUSION

Le programme alabors nous a permis de metoe en évidence 1"application de la loi de
Founer pour calculer le champ de temperature dans les selides anizofropes dans le cas
bidimensionnel, résultats concordant avec la theone de la conduction de chaleur. Ce
programme permetTa une manmpulation rapide et varee concsmant, specialement la
forme geomeétrique du solide et les condition impesdes aux limites.

NOMENCLATURE
q : Flux de chaleur £ =6 Champ variabls inconnue
L‘ij - Tensaur da conductivite thermiqns D% - Deomaine slémanzzire

& : Tempérarure T%: Surface dn domaine Slémenraire

W Source de chalenr b : Coeffictent d'echange thermique

P - Massz volumique [k F : Matrice de rigidize elementaire

by, g : Coefficients géomemiques de conduction
Cp - Chaleur specifique { g :EE : Vacteur tempéranire lémentaira
Nl : Fonctions d'interpolation {1;; }E - Wecteur source de chalenr

R Champ de temparamre élémentaire Elémentzire
8 : Tempéramres nodales [ky F - Mamice de rizidité élémentaire
W =N : Fonction d'interpolation Convective

Kij : Coefficients de rigidits alémentaires
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Abstract

This ealewlation is part of mnerte thermo-mechanical sirains simulation i ansotropie sofids. The olyective is o apply
Fourier s faw for musotropic matenials i ndimensional case. The study dosain 1s a cube wath it dinsession, represeiting
some crvsialline svstems having one internal eat souree equal to 100 Kwinid' and convective borders with a convection
coetlicient equal to 20 wind K. Domain and feat transfer equation are diseretized by finite elements method, oltated
equattons set 5 resolved via Cromes method. Each covsialline system 15 sdentiied by iis heat conductiaty tensor. Obiained
residts agree well with thermal transter theory and clearly ifustrate envsialline structure svnnmetry, This calewlation can

predict eventual thermal strains in a solid aiisotropie,

Kevwords: Temperature, aisotropte, discretizaton, finite elemeny, sinndlation;

1. Introduction

The work consists on enlarging temperature  fields
caleulation m ansotropic solids, already completed for the
two-dimensional case [1]. This paper aims to implenent a
program for numerical temperanwe held caleulation m an
anisotropic solid mto ridimensional case. To achieve this,
we have chosen a cubic domain submitted to & volumical
heat source effect and convective heat exchange in the
borders. Via Galerkin's discretization method, we obtain
an elementaryfour order lnear equations svstemn, and
then we assemble all element effects o obtain the global
systemi which wall be resolved via LU decomposition
techmicue of Crout’s methaod.

2. Fourier’s law for an anisotropic solid

In anisotropee solids, heating [ow veclor projections
according to space coordinates are lemperatire gradients

function under same coordinates [2]:

120

T a8 88
Gz = Hxx a = nya__\' — Nz E
a6 ag ad
Gy = -R}.J.E;-k}.l.a-k}.r'i: (1)
a6 a6 _ a8
Gs= _kz.r.'ﬁ ik KE}'E_ 'I"ZL'E
Where

G o gz Heat flow thro x,v,z axis (w/im’).

& 2 Thermal conductivity tensor fwyfm K.

#: Temperatire (K).

In a condensed form, the energy balance equation into an

anisotropic solid is written as [3], [4):
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g a6 a8
a—xi(%a—%% W=pGar Li=X)y.:2 (2)

Where

wz Internal heat source in domain D (w/m').
p: Density (kg/m).

o2 Specificanassic heat capacity (Jfkg K).

i: Time (s).

8. Heat conductivity tensors [&] for different solids

For each system and taking o sccount synumery i
crystalline systems, thermal conductivity tensors became
17

Monoclnic system:
e Heg B
[ky,] = lk,, kaz a}

Culue systen:

kiy 0 0
[.lc”]=[ﬂ' kyy u]

0 0 ky

Orthorhomilae systen:

kyy O 0
[kt_]'] = l 0 kypz O ]
o 0 [

Trigonal svsten:
k., 0 O
[k] = | 0 ks, |0 ]
0 0 ko
Trielinie system:
kii k:z kiﬂ
t _r] k"n kaz Kz

Kaz

<

4. Finite elements method application to calculate
temperatures

4 Domain diseretization

To manage antomatic mesh of studied domain on figl,

we discretized every cube (¢} on five tetrabedron noted
{ee), each of four node 0,3,k g3,

1
1
Figure 1. Smdy domain
pl7) qih
4
ki3
1l
7 6
il 2

Figure 2. Elementary cube (e}

ki3

AN

li4)
12)
i)
Figure 3. Elementary tetrabiedron (ee)

4.2 Equation discretization

For stationary case, equation (2) became:

i} a8 ag a8
a[kna + Ii‘f::'_:’.__.l. + k“E] +

d a8 E
ﬂ_y[kz"ﬁ-"k: = keas ﬂr]+

we proceed with a first clipping on elementary cubes noted

le) of eight nodes {L.kLoyr,peg) as shown on fig.2, Then,
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d a6 ae an
5["

"ax+k"6‘_y+k“5+w=u (3)

The equation (3) is discretized by Galerkin's method, 5],

I6].

J‘ (&1L Zﬂ'jd’})—f dV¥ =10 4)
¥ =

k=1,.n

Where

0, State variable,

L1 =f: Problem’s state equation.

[= Z:.'_l CJ"f Approached problem solution,

(2 Constanis 1o be caleulated.

L3 Inverpolating finenon choice
We choose the following interpolating lunction |4

N (xv.2) =0, +a:x +azy + a2 (5}

(g, Oze Gy, 04t Constants to be determined.

Interpolating function in a four podes tetrahedron

component 1s

% (x,yv.2) = N.(x, y.2)8, + N.(x. v, 2)6, +

Ny(x.y.2)8; + N, (x.v.2)8, (6)

Where: #;, #; #;and &, are temperatures at 1, |, k and
| nodes.

We apply Galerkin's method deseribed in (4), then:

as 90 _ 20 _ 8@
(k ket k )

ax ufy ¥ *‘61 23z,
d aa ﬂﬂ a8
= — -
L' a;»(“--ar"'"-ﬂa R=,az)+ N,dD* =0
8 a8 a8 a6
‘a—‘z:(kzia + k;;a'ﬁ' k;;E) +w

i=1234 )]

Using Green's theorem we teger the first term of (7) we
obtain:

aa as o
(kna + k“‘ﬂ_j'+ k:; 5) +

f. (ks LA ’33)+ NdE" -

Hgx " gy "Wz
(k ﬁ*ﬂh k E+.Tr ﬁ)
Eia._r Eia}. 23 ﬂz

3 a8 @9
(k +k )

lla 12 a} +k*?a
a8 a8 a8
J. (kha+ kua—}_-t- i:iE)+ .
38 a8 a8 (8)
o* (h:a"‘k::a"'kna)
oN, , aN, Ny . .
% Ty oz
Let

(kn = —+ kl_ﬂ} + k:;; +

Iyeg f:- (k:z?‘*k:::_ﬁ"'k*zd }"’ N dE* (9)

(kas e+ ks

aﬂ.a} +k33a )

annd
(k s RTINS aa)+
i1 a iz ﬂ:l-. iz az
(k af i ag - BE)
gy 22y ﬂy 23 gz
Lp= J- a8 (i) ag (10)
oe (kg'_a +k3:a k;?az)
{ﬂh’: A% aN. ﬂ"nl'
dx ﬂ}

The term I ¢ exists only for elements with segments

simated on frontiers  exchanging heat with  external
mednm, with a conwvection coelficient h. This term 15
estimated as follows:
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L hBN,dy*~

f h (N, N,8, + N;N,8: + N, N,6,)dx* (11)
EI
i=1.2.3. 4

where [ is the four surface areas sum ol a tetrahedron.
Second term equation integral is given by

f w. N dD* = wf NdD* i=1234
1 i

Once every calenlation made, discretization from (3) for
one tetrahedron element lee) of 1 ), k and | nodes, mav be

wrilten i a matrix form:

o [K]*(8})" = (W]}*

when no face exchanges heat with external mediun,

(13)

w UK]* + K176} _{W)* (14)

when one, two or three surlaces are within solid boundary.

AT, [ A Square matrix of fowr order.

[ V1) (8 Column vectors of four order.

&§. Suitable mesh choice

Omnee mathematical formula fmished, which descnbes
solid thermal beliaor gven by Fourter’s law,  and
following model discregzation fnite elements method; we
procecded to numerical ealeulation concerning several
solid types. To achieve these caleulations, we performed a
program in FORTRAN Lmgige. We choose a cubical
solid with unit dimension, which experenced temperature
vriations through volume hear source of 107 Kw/ni'.
Before temperature field distnibuton is described, we
nade a preliminary estmation to choose fmite element
mesh. First, we started with an imiform grid of six (6)
order along three axis. Wlhile temiperatures arve caleulated
by increasing mesh order, we noted temperatmwe field
variation which decreases more and more, we consider
that i will be appropnate to [uther inerease the mesh to a
mid of nme (9 order, that we mananed for any
subsequent solid tvpe calculations.

123

(12)

6. Temperature field calculation results for different
solida

To idlustrate calculation results, we liave chosen as
mumerical value for conductivity tensors

Monoclinie system:

100 120 O
[ky] = |120 200 o
0 0 300
Cubic system:
100 0 0
[ky]=[0 100 o0
0 0 100

Orthorhombic system

100 0 0
[k;J=[0 200 o
0 0 300
Trigonal system:
100 0O ]
[ku]= 0 100 O
0 0 200
Triclinic svstem:
100 120 150
[ky]=]120 200 190
150 190 300

7. Discussion

Temperature distribution in the (x. v, 2) coordinates is
shown i Fig.d 1o 8 with Tecplot software, represeiting
solids:

triclinic, respectively.

monoche, cubie, orthorhombic, ngonal  and

For all presemted eases, we [find that maxinmm
calculated temperature 15 at held cemtre, it is equal to
120K, 1160°K, 1120°K, 114FK and 1250°K  for
monoclnie, cubic, orthorhombic, wigonal and riclnic

solid cases, respectvely.
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Al himwes presemt symmetries to median  and
diagonal planes as per thermal conducimnaty tensor
symmetry and mposed boundary conditions.

The results that seems qualatvely identical m bi-
dimensional case lor cubic/ingonal and

monochnic/inchme solids, on the fact that ko= ke and
k= {k however, 1 the three<imensional case, they are
clearly different because k= » ki and ks = ke, and also
kiz, kaz and ke are dilferent from 0,

In fig.5, temperature distribution is obviously
different from the two previous cases because kyy = ko=
kag, also ke kg and ke are non=zero; the difference
between the results shown in fig-d and ig.8 1s well visible
because kyz and kes are nonszero, which was expected
m resulis discussion of the bi-dimensional case.

Figure 5. Cubic solid

Figure 7. Trigonal solid

Figure 8. Trclinic solid
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5. Bowsd et al.

Elaborated program enabled us to identify Fourier's
law implementation to calenlate temperatiwe distribution
within anisotropic solids in mdimensional case.

Besults  agreed  with heat  conduction  theory  and
ervstalline systems symumetry, These results can contribute
to caleulate thermal elastic strains of anisctropic solids in
ridimensional case wlich will be used as data for
subsequent  thermo-mechanical  strain ealeulations i
amsotropic solids.
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Résumeé

RESUME

Notre travail concerne la modélisation numérique du transfert de chaleur par conduction
stationnaire dans un matériau anisotrope tridimensionnel 3D soumis a une source de
chaleur interne. L’¢laboration de la solution numérique est basée sur la méthode des
éléments finis MEF, utilisant la méthode variationnelle d’intégration dite de Galerkin,
pour résoudre I’équation aux dérivées partielles EDP de Fourrier. Ce modéle numérique
représente un outil de calcul du champs de température permettant 1’é¢valuation des
déformations résultants d’une sollicitation thermique lors des études de comportement des
pi€ces ou structures a caractére anisotrope et ce pour tout type d’anisotropie, vue que la
majorité des études faites dans ce domaine se limitent aux matériaux orthotropes ou
isotropes transverses, spécialement quand il s’agit du cas tridimensionnel. Nous avons
donc choisi pour notre étude un domaine de forme cubique de dimensions unité, dans un
repere cartésien, que nous avons suppos¢€ soumis a la génération d’une source de chaleur
interne et échangeant avec le milieu extérieur par convection avec un coefficient
superficiel h. Nous avons d’abord procédé a la discrétisation du domaine géométrique par
des ¢léments cubiques a huit (8) nceuds, ce qui nous a amené a une formulation

N 7z N

compliquée, par suite nous avons pensé a procéder a un découpage en sous domaines
tétraédriques a quatre nceuds (4), la nous avons commencé par gérer un maillage
automatique pouvant assurer un nombre important de nceuds et d’éléments. Ensuite, nous
somme passé a la discrétisation de I’équation aux dérivées partielles, ou nous avons
obtenu la matrice de rigidité élémentaire [K]°, ainsi que le vecteur charge élémentaire
{B}°. L étape suivante est ’assemblage de toutes les matrices et vecteurs élémentaires,
pour aboutir a un systeme d’équations linéaires. Nous avons enfin adopté pour la résolution
de ce systeme la méthode de décomposition LU, dite de Crout. L ’opération est assurée
ensuite pour tout les éléments du domaine de facon automatique et ce a 1’aide du
programme que nous avons écris en langage Fortran. Le programme obtenu a été
appliqué pour différents systémes cristallins : monoclinique, triclinique, orthorhombique,
trigonal, cubique identifiés par leurs tenseurs de conductivité thermique [k;;], ce qui nous a
permis de calculer le champ de température en tout point du domaine. Les profils de
température correspondant a chaque type de solide sont illustrés par des graphes tracés a
I’aide du logiciel de graphisme Tecplot. Ces résultats sont jugés en accord avec la théorie
de transfert de chaleur et sont comparables avec quelques résultats cités dans la
bibliographie. Enfin nous estimons ce travail comme une contribution a la réalisation d’un
outil numérique permettant de prédire 1’évolution de la température dans les structures
composites tridimensionnelles, un outil qui, aprés extension sera capable de traiter des
géométries et des conditions aux limites complexes et variées spécialement dans les cas ou
la réalisation des expériences est complexe a réaliser.

Mots clés : champ thermique, solide anisotrope, discrétisation, éléments finis, simulation
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Abstract

This work concerns the heat transfer numerical modeling by unsteady conduction in a 3D
three-dimensional anisotropic material subjected to an internal heat source. The numerical
solution elaboration is based on the MEF finite element method, using the variational
integration method called Galerkin method, to solve the EDP Fourrier’s partial differential
equation. This numerical model represents a calculation tool of the temperature field that
allows to evaluate the deformations resulting from a thermal stress during the studies of parts
or structures behavior with anisotropic character, for any anisotropy type, since that the
majority of the studies in this area are limited to transverse orthotropic or isotropic materials,
especially when it comes to the three-dimensional case. Therefore, for our study, we have
chosen a cubic domain of unit dimensions, in a Cartesian coordinate system, which we
supposed to be subjected to an internal heat source W generation and exchanging with the
external environment by convection with a surface coefficient h. We first proceeded to the
discretization of the geometric domain by cubic elements with eight (8) nodes, which led us to
a complicated formulation, and then we thought to proceed to a division into tetrahedral
subdomains with four nodes (4), where we began by managing an automatic mesh that can
ensure a large number of nodes and elements. Then we discretized the partial differential
equation, where we obtained the elementary stiffness matrix [K]°, as well as the elementary
charge vector {B}‘. The next step is to assemble all the matrices and elementary vectors, to
achieve a system of linear equations system. We have finally adopted the decomposition
method LU, called Crout method to resolve this system. The operation is then ensured
automatically for all domain elements through the program that we wrote in FORTRAN
language. The obtained program was applied for different crystalline systems: monoclinic,
triclinic, orthorhombic, trigonal, cubic that were identified by their thermal conductivity
tensors [Kij], which enabled us to calculate the temperature field at any point of the domain.
The temperature profiles corresponding to each solid type are illustrated via graphs drawn by
using the Tecplot graphics software. These results are seen to be in agreement with the heat
transfer theory and are comparable with some results cited in the bibliography. Finally, we
estimate that this work is a contribution to the achievement of a numerical tool to predict the
evolution of temperature in three-dimensional composite structures, a tool which, after
extension, will be able to deal with complex and varied geometries and conditions especially
in cases where the realization of experiments is complex to achieve.

Key words: thermal field, anisotropic solid, discretization, finite elements, simulation
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