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0.1 Introduction

Les équations différentielles fractionnaires sont devenues une importante branche
des mathématiques dans les trente derniéres années & cause de leurs applications dans
plusieurs domaine de la science et de 'ingénierie.

Récemment il existe des articles qui étudient I’existence des solutions des équations
différentielles non linéaires d’ordre fractionnaire.

Dans[1] par application du théoréme du point fixe sur un cone; S.Zhang étudie

I'existence et la multiplicité des solutions positives pour le probléme.
“Dgu()=f (tu@)eDfut); 0<t<1
uw(0) + 4 (0) =0,u(l)+u (1) =0,
oul<a<2et D g, estladérivée fractionnaire aux sens de Caputo.

Dans [2] 'auteur démontra ’existence de trois solutions positives pour le probléme

D%u(t)+alt) f (t,u(t),u”(t))zo; 0<t<1

ou 3 < a < 4;et Dy, est la dérivée fractionnaire standard aux sens de Riemann-Liouville,
par utilisation du théoréme du point fixe du a Bai et Ge.

Dans [3], les auteurs étudient I’existence et I'unicité des solutions pour le probléme
CDg.u(t)= f(t,u( ).C DS ut )) 0<t<1
a1u (0) — agu’ (0) = A, bu (1) +beu/ (1) = B,
oul<p<l, 1<ac<?2, CD3+ et CD€+ sont les dérivées fractionnaires aux sens de

Caputo, par I'application des théorémes du point fixe de Banach et de Schauder.



Motivé par les résultats précédents, nous étudions dans ce travail I'existence et

I'unicité des solutions pour le probléme mixte suivant

Cpgu(t)=f ( tou(t),C D§+u(t)) 0<t<1 o

u(0) = folp (s,u(s))ds, —au' (0)+bu' (1) =0

onl0<f<l,1l<a<2etfeC(01]xRxRR), a,b >0, a>betpest
une fonction donnée (connue), par le moyen du principe de I'application cantractante et du
théoréme de Banach.

D’autre part nous considérons un autre probléme d’une équation différentielle non

linéaire avec des conditions aux limites a multipoints

2" (t) + f (t,z,2',2") =0 t €0,1]
-2
z(0) =z (1) = 22055 " aiz (m;)
Nous supposons que : a; >0 pours=1,2,..m—2etn:0<n <1y <...<Npy_9 <1
et Z:SZ a; < 1;0 <t < 1. par application du théoréme du point fixe de Schauder nous

montrons que ce probléme admet une solution positive et symétrique.



Chapitre 1

Rappels

Le but de ce chapitre est de rappeler certaines notions et résultats d’analyse fonc-
tionnelle qui seront utilisées de notre étude, en particulier la définition de la fonction de

Green d’un opérateur linéaire et le rappel de quelques théorémes du point fixe.

1.1 Fonctionnelle convexe, cone et applications contractantes

Définitionl.1. 1 Un ensemble K dans espace vectoriel normé E est dit convexe si tout

segment reliant deux points quelconques x,y € K est inclus dans K.

Définitionl1.1. 2 Soit E un espace de Banach sur R. Un ensemble K # () convexe, fermé

de E est appelé cone si :

-au € K Yu e K et Va >0,

- Siu, —u € K alors u = 0.



Définitionl.1. 3 Une application ¢ est dite fonctionnelle convere non négative continue
sur K C E, E un espace de Banach. Si ¢ : K — RT est continue et o Az + (1 — \)y) <

Ap (@) +(L=A)p(y),Vo,y € K et 0 <A< 1

Définitionl.1. 4 Soit E un espace de Banach, et T : E —— E un opérateur non linéaire.

Un point T est appelé point fize de T si T (T) = T.

Définitionl.1. 5 On dit que l'opérateur T est un opérateur contractant (ou simplement

une contraction) sur Q C D (T'),s’l existe k € ]0,1[ tel que pour x,y € Q

1T (z) =T Wl < kllx =yl

le nombre k s’appelle rapport de la contraction T.

Définitionl.1. 6 Une famille de fonctions F' = {@;}; o1 , définies sur un intervalle [a, b],
est dite uniformément bornée, s’il existe une constante k > 0 telle que |¢; (x)| < k pour

tous les x € [a,b] et pour toutes p; € F.

Définitionl.1. 7 Une famille F' = {¢;},c; est dite équicontinue, si Ye > 0,36 > 0 :

Y,y € [a,b] vérifiant |x —y| < d = |p; (x) — ¢; (y)| < €, pour toutes les fonctions de F.

Théorémel.1 (d’Arzela).

Pour qu’une famille F' de fonctions continues et définies sur [a,b] soit compacte
dans C [a, b], il faut et il suffit que les fonctions de F' soient

1) uniformeément bornées

2) équicontinues



Définition1.1. 8 Un opérateur T : E +—— E, E un espace de Banach est dit compact (ot
complétement continu), s’il est continu et applique des ensembles bornés dans des ensembles

précompacts (c’est-a-dire sa fermeture dans E est compacte).

Nous énoncons et sans démonstrations des théorémes d’une grande application
dans la théorie des équations différentielles non linéaires.

Théorémel.2 (principe de Schauder).

Soit 1" un opérateur qui applique une partie convexe et compacte D d’un espace
de Banach F dans lui méme (T'D C D). Si T est compacte sur D, Alors il admet un point
fixe dans D.

Théorémel.3 (de Krasnoselskii).

Soit E un espace de Banach et K C E un cone. supposons que {21, {29 sont deux

sous ensembles ouverts de F avec 0 € 1, C Qs et soit

T:KN(Q2\Q)— K

un opérateur continu et compact tel que 'on ait I'une des conditions suivantes

(i) | Tu|| > |lu|l,uv € KNOQ et ||[Tu] < ||ul|,ue KNoQy,

(ii) [|Tu|| < ||lu|l,u € KNI et ||[Tul| > [|ul|,w € K N 0.

Alors 'opérateur 1" admet un point fixe dans K N (Qig ~ Ql) )

Théoréme 1.4 ( de Banach).

Supposons que 'opérateur 1" appliquant une partie fermée et bornée M d’un espace
de Banach F dans lui-méme est une contraction sur M de rapport k. Alors T admet dans

M un point fixe unique z* : T (z*) = z*.



1.2 Quelques fonctions utilisées dans notre étude

La fonction gamma [4]

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction
Gamma d’Euler, son interpretation est simplement la généralisation du factoriel n (n!) et

elle perment & n de prendre des valeurs non entieres.

Définition 1.2.1 La fonction intégrale Gamma est donnée par
+oo
I'(2) :/ e 'ttt 2>0
0

Elle est plus souvent utilisée si elle est restreinte aux valeurs positives de z .
L’intégration par parties conduit a la relation de récurrence suivante
F'z4+1)=2T(2)

Puisque I' (1) = 1, nous obtenons pour z = 1,2, 3, ...1a relation bien connue
I'n+1)=nI(n)=n(n-1)=n!

La fonction de Green

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de beaucoups d’équations

différentielles linéaires et non linéaires.

Définition 1.2.2 La fonction de Green pour un opérateur L est sous éutidie étre la
fonction G (z, s) satisfaisant les conditions suivantes
1). G(x,s) est continue et admet des derivées continues par rapport a z a ordre

(n —2), pour toutes les valeurs z et s € [a, b]



2). Pour chaque s fixe dans ]a, b[, la fonction G (z, s) admet des dérivées continues

d’ordre (n — 1) et n par rapport a x dans chacun des intervalles [a, s| et |s,b].

1

la (n — 1)- iéme dérivée est discontune en x = s, avec saut 2005)

3). Dans chacun des intervalles [a, s et |s,b], G (x, s) considerée comme une fonc-

tion de la variable x vérifie I’équation :

0" 1G(s+0,5) 9" T1G(s—0,5) _ 1
Oxzn—1 Ozn—1 " po(s)

1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Pour completer, nous énoncons les définitions fondamentales sur les dérivées frac-

tionnaires aux sens de Caputo qui peuvent étre obtenues dans [5, 6]

Définition 1.3.1  Pour une fonction f : [0,4+00] — R, lintégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordere « peut étre écrite comme suit

O =

oun = [a] + 1, et [a] désignent la partie entiere du nombre réel o

Définition 1.3.2  Pour une fonction f : [0, +00[ — R, expression

Pt O (i) o

ou n = [a] + 1, et [ désignent la partie entiere du nombre réel a est appelée la

dérivée fractionnaire d’ordere o aux sens de Riemann-Liouville.



Définition 1.3.3  Pour une fonction f : [0, +oo] — R, la dérivée fractionnaire d’ordere

« aux sens de Caputo est donnée par

top ) (g
D4t 0= | (ti >°‘(—'3“d8

S

oun = [a] + 1, et [a] désignent la partie entiere du nombre réel o

Remarque  Sous les conditions naturelles de la fonction f(t), si @« = n la dérivée
de Caputo d’order o devient la dérivée habituelle d’order n. si & = n est entier la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville est la dérivée usuelle d’order n, nous avons les propriétés

suivantes
IGIN @) =15f (t)eta, B>0,f €L'(0,1),et I § :C[0,1] — C[0;1]

et

DTS f ()=Ff (t) eta, B>0,f € L' (0,1),et I § : C[0,1] — C[0;1]

et

—_

FE @)
— A t" ], a>0
k=0

on suppose que u € C (0,1)N L' (0,1) alors

CD3+f (t) =

o0
VR
~
—
~
SN—

3

Lemme 1.5.

I8 D8 (t) = u(t) +cotert + cat’ .o+ cprt™

oncg €Ri=1,2...,n—1letn=[a]+1,a>0.
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Chapitre 2

Existence et unicité des soulitions
pour une équation différentielle
fractionnaire avec des condition

aux limites mixtes

Lemme 2.1.  Soit h(t) € C'[0,1] une fonction donnée et 1 < a < 2. Le probléme aux

limites

“Dg u(t) = h(t) 0<t<l1

u (0) = folp(s,u(s))ds, (2.1)

—au’' (0)+bu/ (1) =0



admet une solution unique

w(t) = 1/0 (t — 5)° i (s) ds

+/01p<3,u<8>)

preuve . D’aprés le lemmel.5. nous avons

et

nous obtenons

et

et

II suit que

u(t)=I g h (t) —co—cit

t
=t Jo (0~

$)* L h(s)ds —co—cit

u (t):((;(_a;)/o (t—s)*"2h(s)ds —ci.
1
co= —u(0)= —/0 p(s,u(s))ds
u' (0) = —cy,
o — 1
u’(1):(r(a;)/o (1— ) 2h(s)ds —c1.

—au’ (0) +bu’ (1) = ac1+

(a
' ()

_1)

b 1
/ (1—35)*"2h(s)ds — bey,
0

11



12

alors on obtient

Cl:(a—(b);)(z)/o (1—35)*"2h(s)ds.
Finalement
w(t) = F(la)/o (t— )% h(s)ds

o — 1
Eoerr i AL

1
+/0 p(s,u(s))ds.

2.1 Reésultats essentiels

Dans cette section, nous considérons ’existence et 'unicité des solutions du pro-
bléeme aux limites (0.1). Soit I = [0,1] et C (I) l'espace de toutes les fonctions réelles

continues définies sur I , et définissons ’espace

X={ut):u(t)eC) et’DEu(t)cC(I),0<p<1}

muni de la norme

lull = ex fulo 2 | D] (2.2)
ou
_ cpb — cpb
|u|oo _Oén?}él |U (t)| ,et D0+u = Oén?}él D0+U (t)‘

alors par la méthode utilisée dans [7,lemme3,2], (X, ||.|| ) est un espace de Banach
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Lemme 2.2. Supposons 0 < f<1,1<a<2, f:[0,]]xRxR—R,a,b>0, a>bet

P est une fonction donnée, alors le probleme (0,1) est equivalent a I’équation intégrale

/Gts s,u(s), D0+u()> (2.3)
/ p(s.u(s)) ds,

0

ou

ou bien chaque solution de (0.1) est aussi solution de (2.3) et vice versa .

Preuve. Supposons que u € X est solution de (2.3) et denotons le membre droit par

Z (t), alors on a

/ G (t,s) s,u(s) © Dg+u(s)) ds

/ p(s,u(s)) ds,

0

et

Z(t) = Ig-f (tu(®).C D)
1 (Lu(1).C D (n)

1
+/0 p(s,u(s))ds,



et

14

2(6) = Dy A1 (106 € DRw®) + 1t s (1w (1).€ D (1))

et
2" () = DLISf (bu() S DYu)
= DA f (bu®) D),
par la suite
‘DRzt = 127" (1
= 17o0ef (tu(t) . D))
= f (bu® . Dgu(®).

en d’autres termes on peut vérifier que

u (0) =/0 p(s,u(s)) ds

o — 1
b (1) = b(r(a)l)/o (1—s)*2f (s,u(s),cD€+u()> ds
(a_l)b2 ! _Sa—2 SuSC 5u5 s
ot | =9 (s D) ds
et
fon  —(a@—1)ab 1 o
—au (0)_(a—b)Fm)/0 (1—s)*2f <3,u(s),CDg+u(s)> ds.
Il suit que

1
u (0) = /0 p(s,u(s))ds, —au' (0)+bu' (1) =0,

par la suite v € X est une solution de (0.1).
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Réciproquement  soit uw € X une solution du probléme (0.1), par la méthode utilisée
dans la preuve du lemme 2.1, on obtient que v € X est une solution de (2.3) . Nous prouvons
que G (t,s) et %—C: (t,s) sont intégrabls sur [0, 1], qui par la suite seront utiles. Pour chaque

€[0,1], on a

o — 1
/ |G (t,s)|ds < )/ (t —s)alds—l—((f_b)llzl();)/o (1—s)*?ds

e bt
I‘(a+1) (a—0b)T' ()
1 b
+

et

Théoréme 2.3. Supposons que (Hjp) : la fonction p € C ([0,1] x R, R) il existe une

fonction ¢ € C' ([0,1] ,R") et une constante L :0 < L < 1, telle que

’p(‘g?x)_p<say)‘§w(s)|x_y|vvs6[071]7 $>y€Ra
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et

L — /
lell < L, |||l Uéntméllso()l

(Hg) : f € C ([0,1]R x R,R) il existe une constante 0 < cg < %01 et 01,02 > 0 telle

que

9, < W-lehe—brre=p o Lea(a=b)T'(@)I'(2-f)
T aletal2-0) T ale+al2-8)

avec

|f (t,u1,v1) = f (E,ug,v2)| < 01 |ur —uzg| + 02 Jvr — v2],
pour tout ¢t € [0,1] et uy,uz,v1,v2 € R. Alors le probléme aux limites (0.1) admet une

solution unique.

preuve Considérons l'opérateur T': X — X défini par

Tu (t):/ol G (ts) ] (s.u(9).C Du(s)) ds +(0).

ou

Alors u (t) est la solution du probléme aux limites si et seulement si u (t) est le point fixe
de T et I'opérateur 7' : X — X est un opérateur continu et compact sur X. Nous prouvons
que T admet un point fixe unique sur X.

Soient u,v € X on obtient que

[T (t) — T (t)| = /0 Gt (7 (s:u(5).9 Dgyu(s))
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—f (s, v(s),° D€+U (s)) )ds

Y

v (05,1 () p (5,0 (5))) ds

et
1
Tu®-To) < [ 16N (3009 0 Dfu()
—f (s,v(s) C D§+v(s)) |ds
1
" /0 1p (5, (5)) — p (5, (5))] ds

< (91 |u — v + 62 ‘CD€+U ¢ D€+U

) /Ol\G(t,s)ds

1
+|u—v|oo/ o (s) ds
0

< (91 lu— v + 62 ‘ODngu ¢ Dngv

) /01 G (¢, 5) ds|

+ el — vl

(91 |u — | + 02 ‘CD§+U -¢ DO'8+U

)

S CEDING)

+ el — vl

B <(a_ab)91rm) + ||s0||> u = vl

a 0, CpB . CpB
0% lops O pP .
Ta=nT (@ x| DG ~€ D

11 suit que

Tu-Tiy < (=0t lel) ol (24)
a 92

C b C B
—_ D - D
+(a—b)I‘(a)X‘ o+t 0+
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/Gts syu( D0+u( ))d3+’7()
alors
°DF () () =gy |, (=97 (@) (s)ds
et

d’oll nous avons

D5, (Tw) (1) = DY, (

et

©Dg. (Tw) (1)~ DS, (10) ()] = = B’/ (t— ) ( (s,7)

xf( u(r), Dmu<0dr+v<>m

e e

Xf<rv(> Dmv<0dr+v<>dﬂ

e [ [ B

<(f (ru), Dmu<0
~f (rv().C D)o (r)) dr)ds|

)

V(ru “Dgyur)

oG (
s

s,7)

—f('r (r),¢ D0+v )‘dr)ds
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ainsi on obtient

1
Dy (Tu) (t) = Dy, (Tw) (1)] < T (61 1u—vloe + 05 |“Dgu = D.v

x/ot(t—s)_'8</01 oG dr>ds,

0s

)

(s,7)

ie,

“Dy. (Tu) (t) = DG, (Tv) (1) < BT

-)

X (01 lu — v + 62 CD§+u -C Dg+v

finalement nous obtenons

CL(91

“Df. (Tu) -° DJ, (Tv)| < @ DT F) lu— vl (2.5)

a0y CpB . _CpB
D -~ D
+(a—b)I‘(a)F(2—6)’ ot = Por?|

d’apres (2.4) et (2.5)on obtient que

ITu — Tw|| = e1 |Tu — Twl, + 2 ‘CD5+ (Tu) —° DE. (TU)(OO

a 01
< a <(a—b)I‘@z) + H‘PH) u— vl

a 0 cpb ., _Cph
—_— D -~ D
TG (@ [©Dg.u~C Do 0
+ a b lu — |
C [e—
“(a=b)T ()T (2-B) >
0
oo % DG, u = Dfu
o0

(@=0)T ()T (2= 5)
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a 01co

<a—b>r<a>r<2—ﬁ>>“_”‘°°

- (@ ol

a Oxc1 a Osco Cpf oy _C Dby
+<(a—b)F(a)+(a—b)1“(a)f‘(2_/3)>) Dy Do+ -

)

<L (01 |u — | + c2 CDO'B+u -¢ D€+v

=L|u—v].

d’aprés le théoreme du point fixe de Banach T est une aplication contractante, alors T
admet un point fixe unique qui est la solution unique du probléme (0.1).

Nous présentons notre résultat essentiel

Théoreme 2.4.  Supposons les hypotheéses (H1) et (Hz) dans le théoréme (2, 3) vraies et

f(t,v,w) >0,V (t,v,w) €[0,1] xRT xR,
p(s,u) >0,V (s,u)€0,1] xRT.
alors le probléme aux limites (0.1) admet une solution positive unique

preuve Le théoréme 2.3 assure 'existence d’une solution unique pour le probléeme aux

limites (0.1) telle que

1
u (t) :/0 G(t,s)f (s, u(s),’ Dg+u (s)) ds—l—folp (s,u(s))ds

définissons

K={u(t)e X u(t)>0te0,1]}.



alors K est un sous ensemble convexe fermé et borné de X , nous avons que

1
'y(t):/ p(s,u(s))ds >0, pour u € K
0

pour 1 < a < 2, et a partir de 'expression de G (¢, s), il suit que

(t—ku”+ua—nta—sW4
I'(a) (a=b)T(a)

G (t,s)= , telle que s <t <1,

comme a,b > 0 et a > b, alors on conclut que

(t =)V bla—1)t1—s)""

Gl ) =" ) (@ b)T(a)

>0,pour s<tetl<ac<?2,

nous obtenons ainsi pour t < s

ua—1n(1—@wﬂ>g

Gl =" @) -

f (s,u(s) ,CD§+U(S)) >0, pour0<s<letueckK,

nous avons donc

1
/ G(t,s)f <s,u(s) ,CDg+u(s)) ds > 0 pour u € K,
0

et

1
u@%:A(Hqu(au@%ﬂfgﬂﬁ%ﬁ+7@)2&0§tgl

Par la suite le probléme (0.1) admet une solution positive unique
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Chapitre 3

solution positive et symétrique
d’un probléme aux limites a

multipoints

Dans ce chapitre nous considérons un probléme aux limites 4 multipoints d’ordre

deux

z )+ f (t,x,x’,m”) =0, te]|0,1] (3.1)
2 (0) =z (1) = X aiw (n;) (3.2)

Nous supposons que : a; >0 pour ¢ =1,2,..m—2etn, : 0 <0 <1y < ... <
Nea < Let 7 7%a; < 1; f:[0,1] x RT x R x R~ — Ret continue avec f (£,0.0.0) # 0

pour 0 <t <1, f(.,u,v,w) est symétrique sur [0, 1] pour tous (u,v,w) € RT x R x R™.
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Par application du théoréme du point fixe de Schauder nous montrons que le

probléme(3.1) — (3.2) admet une solution positive et symétrique.

Lemme 3.1. Soit a; > 0 pour i =1,2,...,m — 2,et Y ., 2a; # 1, alors pour g € C'[0,1]

le probléme
2 +g(t)=0, t €[0,1] (3.3)

z(0) =2 (1) =377 ai (n;) (3.4)
admet une solution unique donnée par

z 1 aZfO 7717 )ds
1- Z;ilz a; 7

fo s) ds+

ou

Preuve intégrons de 0 & ¢t on obtient
"(t)=—[g(s)ds +ci.

Une seconde intégration de 0 & ¢ donne

fo(/ )dr+clt+cQ

i.e

:E(t):—/o (t—s)g(s)ds +cit+ ca.
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11 suit que
z(0) = co
i
s) = —ai [ (= 9)9(s)ds +memitaien,
0
m—2 m—2 i m—2 m—2
Dy ai(n) = =00 az/ (m; —8)g(s)ds +c1 )il  aimtea Y 107 as;
0
1
x(l) = —/ (1—-35)g(s)ds + c1+ca,
0

de (3.4) on obtient

1
o = /0<1s>g<s>ds,

2—1 aznzf() 1_3 )d Zz 1 azfol 77@—3)9(3)655
1- Z?;Q ;g 1- 22112 a;

Finalement, le probléme (3.3) — (3.4) admet une solution unique donneé par

t ! z aﬂh 1_5 )d
r(t) = —/(t—s)g(s)ds +t/ (1—35)g(s)ds+ i1 1_f0m2
0 0 Zi:l a;
Y aify (ni—s)g(s)ds
1_22112(11 ’
ou
7, 1 a/lfo 777,7 )dS

x(t) = fo G (t,s)g(s)ds+

1- 2?52 ai
Remarque 3.1.
Nous avons que G (o, ) < G(o,),G (o, ) =G(1—a,1—-0), et G(a, ) >0

pour 0 <, 5 < 1.

Lemme 3.2 Soit a; > 0 pour i = 1,2,....m —2 et >./"] 20 < 1.Sig e C'10,1] et

g (t) > 0, alors 'unique solutions x (¢) du probléme (3.3) — (3.4) vérifie = (t) > 0,V¢ € [0, 1]
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Preuve. Comme " (t) = —g(t) < 0, on déduit que le graphe de x (t) est concave sur

[0,1]. Utilisons (3.4) et (3.5) on a

11 d 1 @ 7 d
JI(O) = l‘(l): Zlanf0m2 zla“fo 1;]712 )
=20 a L= Zi*l @i
_ DKy amzf (L—s)g(s)ds n S ain; [ (1 — (s)ds
1 - 2712 @i 1— 22112 @i
Y aify (ni—s)g(s)ds
11— %a
_ > a asz (1—s)g(s)ds + o azfo “n, ( —(n; —9)]g(s)ds
1-— Zm_12 a; 1- 22112 a;
_ Y amzf (1-s)g(s)ds N S ai (L—n;) [isg(s)ds -0
1- 2&2 a; 1= % a; -

Ce qui termine la preuve.

lemme 3.3. Soit a; > 0 pour i =1,2,....,m —2,et > 20;>1.Sige C'10,1] et
g (t) > 0 alors le probléeme aux limites (3.3) — (3.4) n’admet pas de solution positive.

Preuve. Supposons le contraire, i.e; que le probléem (3.3) — (3.4) a une solution

positive z, on a z (n;) > 0 pour ¢ = 1,...,m — 2, de (3.5) nous avons que

azf (n;,8) g (s)ds
z(n;) = ir S ds + Licy il
() = G )9 (o) 1—22“1%
=[G (i, 5)g(s)ds — S 0o ) g (9)ds
0 ® 2:112%—1 ’

nous obtenons

(Zl _1 a; — 1) fo (ni,8) g (s)ds > > alfo (n;,8) g (s)ds,

il suit que

—fo (n;,8)g(s)ds >0,
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et

fo (n;,8)g(s)ds <0,

on a une contradiction, donc le probléme (3.3) — (3.4) n’admet pas de solution positive. Si

S % a; > 1, il est clair que 2 (0) = x (1) n’est pas positive.

Lemme 3.4. Pour Y " 2ai <letm :0<n <ny < ..<mn, 5 < lsila fonction
g (t) est symétrique sur [0, 1]. Alors I'unique solution z (¢) du probléme (3.3) — (3.4) est

symétrique sur [0, 1]

Preuve . De (3.5) on a

1 1 azfo (n:,5) g (s)ds
= |G (t,s)g(s ds+ ,
f() ( )g() 1_2';7;12(%
il suit que
alf (n;,8) g (s)ds
z(l—t) = (1—t,s)g(s ds+ i1 0
(1= = [G1-tg() 1_2712%
1= 1 alfo 7717 )ds

= folG(l—t,l—s)g(l—s)dg+

1- 21212 a;
= xz(t).

ceci montre que z (t) est symétrique sur [0,1]. Soit B = C?]0, 1] I'espace de Banach de

"

norme ||zl = max{]w\o,\m’lo, x

0}, ou ||, = maxg<; <1 |¢ ()| .on définit Popérateur

intégral T': B — B par

/ "
Do 1 alfo (n;, s (s,x,x,x )ds
m—2
1_21':1 a;

= folG (t,s) f (S,ZE, l‘/,.’L‘”) ds +
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Nous avons que la fonction z = z (t) € C?0,1] est solution du probléme (3.1) —
(3.2) ssi x est un point fixe de l'opérateurr T. Appliquons le théoréme du point fixe de

Schauder.

Théoréme 3.5. Soit B un espace de Banach et K C B un sous ensemble fermé, borné et
convexe, si T': B — B est un opérateur complétement continu (compact) tel que 7' (k) C

K. Alors T admet un point fixe dans K. (see [9])

3.1 Preuve du résultat essentiel

On étudie Iexistence d’une solution positive de (3.1) — (3.2) Nous avons le résultat

suivant.

Théoréme 3.6. supposons que Z:Z_f

a,-<1,77i:0<771<772<...<77m_2<1,
F:[0,1]xRT xRxR™ — Rtest continue, f (., u,v,w) est symétrique sur [0,1] V (u,v,w) €
RT xR x R™, f(¢0,0,0) > 0,Vt € [0,1]. et supposons qu’il existe une conctante C' telle

que
-2
1- 221 a;in; (1 —mn;)

(1 )ik az’)

max { 1, C <2M,

ou

C=max{f (t,u,v,w):0<t<1,0<u< M, v <M, -2M <w<0}.

Alors le probléme aux limites a m-point (3.1) — (3.2) admet au plus une solution positive

et symétrique.
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Preuve. Soit K un sous ensemble fermé, borné et convexe de I'espace de Banach B =

C?10,1] défini par :

K = {x (t) € B:x(t) est symétrique sur [0,1],0 <z () <

o (1) < M,—2M <z (t) < 0}

On montre que 'opérateurr I" est complétement continu, alors nous avons pour tous z,y €

Cc?[0,1]

i— 1 a@f 771?
(Tz) (¢) = (Ty) (1) < (’” 1_20);11% )

(202 O O) =1 (s O 0)|

ol

K = ax. fo (t,s)ds (< ).

Ainsi T est un opérateur continu.
on montre que 1" transforme un ensemble borné en un ensemble compact. Soit f§ un
sous-ensemble borné de C?2[0,1], il existe une constante M > 0 telle que|z ()| < M,Vx € f8

et t € [0,1]. Nous avons

KT@@NSO<k 1 aily G i) >,

1= a

pour tous z € f§ et t € [0, 1], et on

"

C = max {f (5, z, 7, as") ,
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Soit z € f8, alors V t1,t3 € [0,1] ,0n a

(Tz) (t) — (Tz) (t2)] < /Olya(tl,s)—a(tz,s)w]f (s,m,x’,m//)‘ds

IN

ClG(t1,.) = G (t2,)llo [0,1] -

Il suit que T transforme un ensemble borné en un ensemble compact, donc 'opérateur T' est
compact. On montre que

T(K)Cc K (3.7)

D’apres (3.5), (3.6) et la remarque 3.1, pour z € K il suit que

/ "
1 alfo (n;, s (s,x,x,x )ds

Tz (t) = folG(t, s)f (s,m,x',m"> ds—l—

1_21'112@1'
< | [G (@t s)ds+ S iy G 277” C
1_221 a;
< lG d z 1 alfoz 7717 Z =1 alf G 7717 )d
— fO (t t) m—2 + m—2
i fn" Zz CLZ 7; 1—3)d
< | ot (1—t)ds+ 1af°m2 ) ds | 2= me C
1_21':1 @i 1_21':1 a;
m—2 ] .
2 2(1- 2032 a)
< 1= 1az+2 1%772( —1;) C<M,

2(1- 20 w)
ie;

0<Tx(t) <M, Vtelo1] (3.8)



Nous avons

(Tz) (t) =
<
<
<

aussi on a

On tire que

Pour finir, nous avons

et
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fol 3Ga(z, S)f (s, z, 2, :E”) ds

taG (t, 8) I 1 oG (t’ S) ;o
f(] ot f (873371:733 )dS—l—ft ot f (S,SU,ZB,LE )dS

—fotsf (s,x,w',xﬁ> ds—i—ftl(l—s)f (s,w,m’,az”) ds

fg (1—3s)f (s,x,x',a:”) ds + ftl (1—3s)f (s,x,m',x”> ds
fol (1-s)f (3, z, 7, xu> ds

1
-C<M
2C_ ’

(Tz) (t) > —fotsf <s,x,x’,$”)ds

1
2 —5C
> —M.
|(Tz) (¢)| < M, vtel0,1]. (3.9)

—2M < —C < (Tz)" () <0,

—2M < (Tz) ()< 0, vVt €[0,1] (3.10)
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D’aprés le lemme 3.1, et (3.8) — (3.10) nous avons que Tz € K et T (K) C K. D’apres
le théoréme du point fixe de Schauder, 'opérateur T' admet un point z* € K, i.e Tx* =
x*, comme f (¢,0,0,0) #0, ¢t € [0,1], z*est une solution positive symétrique du probléme

(3.1) — (3.2)
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Conclusion

Les théorémes du point fixe s’appliquent dans beaucoup de branches de mathéma-
tiques, en particulier en ’analyse, dans la résolution des équations différentielles ordinaires
non linéaires, & ordre fractionnaire, dans les équations aux dérivées partielles, dans les équa-
tions intégrales, les inéquations variationnelles.

Dans ce mémoire nous avons présenté des exemples d’applications de théorémes du
point fixe de Banach et de Schauder, mais comme les recherches évoluent trés rapidement,
il est toujours possible de résoudre de tels problémes dans des espaces métriques généralisés
avec des conditions aux limites plus compliquées, en considérant des équations a retard et
les théorémes du point fixe de Banach, Shauder et surtout de Krasnoselskii, se présentent

en force pour résoudre de tels problémes.
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Résumé

Dans ce travail, on étudie I’existence des solutions d’un probléme aux limites
pour une équation différentielle d’ordre fractionnaire non linéaire avec conditions aux
limites mixtes, ainssi que I’existence d’une solution positive et symétrique d’une équa-
tion différentielle non linéaire avec des conditions aux limites & multipoints.

Dans les deux problémes 'existence des solutions sont obtenues par applica-
tions de certains théorémes du point fixe.

Mots Clés. Equation non linéaire; conditions aux limites a multipoints;

dérivée au sens de Caputo; théoréme du point fixe; conditions aux limites mixtes.



34

Abstract

In this work, we prove the existence of solutions for fractional differential
equations with mixed boundary conditions, and we consider the existence of sym-
metric positive solutions of multi-point boundary-value problem. This solutions are
obtained by using certain fixed point theorems

key words.Nonlinear equation ; fixed-point theorem ; Caputo derivative ; multi-

point boundary conditions ; mixed boundary conditions
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