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Introduction générale

Durant ces dernieres années, de nombreuses études ont été menées dans le domaine
de l'optimisation comme le montre le nombre important de publications sur ce theme
dans les revues du domaine. Aujourd’hui, 'optimisation s’applique a tous les domaines
de la science et méme a notre vie quotidienne. Chacun cherche souvent a mieux gérer
son temps, son argent, minimiser certaines consommations,, ce sont autant de problemes
d’optimisation.

Les problemes d’optimisation globale présentent plusieurs difficultés liées aux besoins
de I'utilisateur (recherche d’une solution globale, fiabilité et précision de la solution, diver-
sité des problemes traités, temps de calculs raisonnable, ), aux caractéristiques du probleme
d’optimisation (non linéarité, dérivées difficilement accessibles,..) et au temps de calculs
importants. La résolution de telles difficultés a fait I’'objet de nombreux travaux en utili-
sant diverses méthodes d’optimisation.

Les méthodes d’optimisation globale peuvent étre subdivisées en deux classes : les
méthodes déterministes et les méthodes non déterministes (stochastiques). Les méthodes
déterministes s’appuient sur le calcul qui peut étre fait d’une direction de recherche,
généralement liée a la dérivée de certains résultats par rapport aux parametres de concep-
tion de dispositif. Elles ne sont réellement utilisables que dans le cas restreint ou la solu-
tion cherchée est réputée proche d'une solution connue, point de départ de cette recherche.
C’est pour lever cette difficulté, que nous avons choisi de nous intéresser au développement
des méthodes stochastiques et d’étudier leur application.

Les méthodes d’optimisation stochastique s’appuient sur des mécanismes de transi-
tion probabilistes et aléatoires. Cette caractéristique indique que plusieurs exécutions
successives de ces méthodes peuvent conduire a des résultats différents pour une meéme

configuration initiale d’un probleme d’optimisation.



Les trois méthodes stochastiques les plus prometteuses : algorithmes génétiques, récuit
simulé et recherche taboue ont été implantées et testées. Ces techniques ont une grande
capacité trouver 'optimum global du probleme. Contrairement a la plupart des méthodes
déterministe, elles ne nécessitent ni point de départ, ni a la connaissance du gradient
de fonction objectif pour atteindre la solution optimale. Cependant, elles demandent un
nombre important d’évaluations de la fonction objectif.

Pour résoudre ce probleme, quelques contributions originales ont été apportées en utili-
sant la théorie du chaos. Les algorithmes que nous allons étudier font partie des méthodes
stochastiques globales permettant de résoudre des problemes généraux d’optimisation.

Par ailleurs, ils permettent de fournir le plus haut degré de certitude concernant 1'op-
timalité globale des solutions trouvées.

Ces algorithmes s’appellent : Algorithmes d’optimisation Chaotiques(COA).

En effet plusieurs applications des systemes chaotiques en optimisation globale ont
fait leur apparition due a leur comportement aléatoire. L’intérét d’utiliser des signaux
chaotiques réside dans deux propriétés du chaos :

— Un signal chaotique est un signal a large spectre et permet de transmettre des signaux
tres variés.

— D’autre part, un signal chaotique est obtenu a partir d'un systeme déterministe. Il
n’existe pas encore de définition du chaos valable pour un systeme dynamique quelconque.
Néanmoins, la communauté scientifique s’accorde, dans le cas d’un systeme dynamique
discret correspondant a une fonction d’un espace métrique dans lui méme, a le considérer

comme chaotique s’il vérifie les propriétés suivantes :
1. La propriété de sensibilité
2. La propriété de mélange
3. La densité des points périodiques

A partir de ces propriétés, nous proposant une nouvelle approche simple basée sur le
systeme chaotique est un bon candidat pour 'optimisation.

Ce travail est consacré a l’application de la théorie du chaos a 'optimisation. Son
objective a visé une contribution au développement d’une méthode d’optimisation globale

basée sur les séquences chaotiques.



Cette these comprend trois chapitres couvrant deux concepts principaux : < Les
systemes dynamiques chaotiques > et < Les méthodes d’optimisation globale >.

Le chapitre I se compose de plusieurs sections qu’elles contiennent ’ensemble des outils
mathématiques, numériques nécessaires a une bonne compréhension du travail réalisé par
la suite.

Le chapitre IT dresse un apercu non exhaustif des méthodes d’optimisation en accor-
dant une importance particuliere aux méthodes utilisées dans nos travaux de recherche. Il
aborde aussi les définitions générales des méthodes d’optimisation qui se divisent en deux
volets déterministes et non déterministes.

Le chapitre III présente un algorithme d’optimisation chaotique efficace basé sur le
I’application logistique. Cet algorithme appelé BCOA. La deuxieme partie de ce chapitre
est une tentative de développer une technique d’optimisation chaotique. Dans cette ap-
proche nous avons amélioré cet algorithme en optimisant localement pendant quelques
itérations le résultat global. Cette recherche globale localement moyennée est appelée EB-
COA [Enhanced BCOA]. Ce chapitre a fait 'objet d’une publication :

F. Derouiche , T. Hamaizia. An Enhanced Bi-Directional Chaotic Optimi-
zation Algorithm Nonlinear Dynamics and Systems Theory, 20 (4) (2020)
365-373.



Chapitre 1

Systemes dynamiques et chaos

1.1 Deéfinitions et notations

Définition 1

On défénit un systéme dynamique par un triplet (X, T, f) constitué de l’espace d’états X,
du domaine temporel T et d’une application de transition d’état : f : X xT — X qui
permet de définir a partir d’un vecteur de conditions initiales ’état du systeme a tout

mstant.

Représentations mathématiques des systémes dynamiques

Un systeme dynamique décrit par une fonction mathématique présente deux types de
variables : dynamiques et statiques, les variables dynamiques sont les quantités fonda-
mentales qui changent avec le temps, les variables statiques, encore appelés parametres
du systeme, sont fixes.

Dans le cas ou la composante “temps” est continue le systeme dynamique est présenté

par un systeme d’équations diférentielles de la forme :

d
= J(@,tp) ovz ER" et pE R, (11)

Dans le cas ot le temps est discret le systeme dynamique est présenté par une application

itérative :



Th+1 = f(xk7p>7‘r € R” et pE IRT7kl - 172737 8] (12)

ol p un parametre.

Lorsque le temps t ou l'indice k apparaissent explicitement dans les relations (1.1) et
(1.2) le systeme est dit non-autonome.

En général, ¢’est un inconvénient majeur pour la résolution numérique et il est préférable
de s’en affranchir.

Par un changement de variables approprié, on peut transformer un systeme non auto-

nome avec X € R” en systéme autonome avec X € R"*L,

1.2 Systemes dynamiques discrets

Définition 2

Soit f : D — D, D C R™une application continue (ou une transformation), f& désigne la
kieme jtérée de f, c’est-a-dire :

Fo(2) = o, () = F(@), 2(2) = FF@))s oo ) = FF1(2)), = 0,12,

Dans la pratique zo,x1 = f(xg), 2 = f*(x0),... représentent les valeurs d’une certaine
quantité au temps 0,1, 2, ...

Ainsi la valeur de la quantité au temps k + 1 est fonction de sa valeur au temps k.

L’application [ est appelée un systeme dynamique discret.

1.2.1 Orbites ou trajectoires

Définition 3

L’orbite positive de x par le systeme dynamique f est définie par :
Of = {f*(),k € N}

St f est bijectif, on définit l'orbite de x par :

O = {f*(z). k € Z}

Ainsi que orbite négative :

; ={f"@),keN}

10



1.2.2 Points fixes

La notion de points d’équilibre est centrale dans ’étude de la dynamique de tout
systeme physique. Dans de nombreuses applications en biologie, économie, physique,
ingénierie, etc., il est souhaitable que tous les états (solutions) d’un systeme donné tendent
a son état d’équilibre (point d’équilibre). C’est le sujet d’étude de la théorie de la stabilité,

un sujet d'une grande importance pour les scientifiques et les ingénieurs.

Définition 4

Un point fize d’une application xyi1 = f(xg,p) est un point invariant par f, c’est-a-dire
un point x* de lespace des phases vérifiant l’équation f(x*) = x*.

Géométriquement, le point fize est une intersection de la courbe de la fonction y = f(x)

avec la bissectrice y = x.

o8
0.8
o4 f
—
o I 0 K
5 T
-0z -“H"'Hﬁ_\_ _,_,_,--""
-0.4
-0.6
-0.8
-1
=1 —0.5 o 0.5 1

FIGURE 1.1 - Le point fixe * = 0 du systeme f(z) = ax®—bxr.a = 0.5,b=0.7 et x5 = 0.6

1.2.3 Points périodiques et p-cycles

S’il existe n > 1, tel que f"(z) = x, on dit que x est un point périodique.

La période d’un point périodique x est le plus petit entier n > 1 tel que :

/(@) =

11



Un ensemble {xg, z1, ..., 2,1} forme un cycle d’ordre p (ou une orbite périodique d’ordre

p, ou encore un p-cycle), si :

f(x;)) =z pour i =1,2,..,p—1et f(z,1) =0

Autrement dit chaque point d’un cycle d’ordre p est un point fixe pour f?, ou fP(x;) = x;

pour i =0,1,2,,p — 1, et n’est pas un point fixe pour f* si k < p.

1.2.4 Etude de stabilité

1.2.5 Stabilité du point fixe

Définition 5

Un point fixe x* s’appelle stable si Ve > 0 il existe un 6 > 0 tel que si |zg — x*| < & alors
pour tout n > 0 | f™(xo) —x*| < ¢

Autrement dit, toutes les orbites qui commencent prés du point x* restent dans un voisi-

nage de ce point.

La stabilité du point * est déterminée par la pente m = f'(z*) de la tangente au point
x* a la courbe représentant f.

Nous avons les quatre cas suivants :
Définition 6
1. Le point x* est attractif (ou stable) si |m| < 1.
2. Le point x* est répulsif (ou instable) si |m| > 1.
3. Le point x* est indifférent si jm| =1 :
4. Le point x* est super attractif (ou super stable) sim =0 .
m s’appelle le multiplicateur de f au point z. En dimension n, pour décider si un point
x* est attractif ou non, il faut calculer les valeurs propres de la matrice jacobienne

Df(x) = J(x). Plus précisemment si toutes les valeurs propres de Df(z) = J(z) sont

a l'intérieur du disque unité, z* est stable. Si au moins une de ces valeurs propres a un

12



module plus grand que un, x* est instable.

1.2.6 Stabilité des orbites périodiques.

Définition 7
Soit x, un point périodique de période r d’un systeme dynamique discret défini par une
fonction f(x). L orbite périodique correspondante O(x,) s’appelle stable ( instable) si cha-

cun de ses points est un point fize stable ( instable ) de l'application f".

Exemple 1 Soit f(x) = 1 — z. Tout point x # 0.5 est un point périodique de période
2. Or Uapplication f*(x) = 1 — (1 —x)) = z est Uapplication identité. Tous les points
sont des points fizes stables de cette application. Donc pour tout point x # 0.5 ['orbite

correspondante O(x) = {x,1 — x} est une orbite périodique stable.

1.2.7 Equivalence topologique des systemes

Définition 8 Soient (D, f) et (E,g) deuz systémes dynamiques. On dit qu’ils sont to-
pologiquement conjugués s’il existe un homéomorphisme ( une application continue et

bijective) h - D — E tel que hof = goh

Théoreme 1
Soient (D, f) et (E,g) deux systéemes dynamiques. Supposons qu’ils sont topologiquement

conjugués par un homéomorphisme h : D — E Alors

1. L’application h™' : E — D wvérifie aussi la définition et assure donc I'équivalence

topologique entre les systémes (D, f) et (E, g).
2. hof™ = g"oh, pour tout n € N.

3. Six, € D est un point périodique de f de période fondamentale p alors h(x,) € E

est un point périodique de g de période fondamental p.

1.2.8 Bifurcation

La bifurcation signifie un changement qualitatif de la dynamique du systeme, qui

résulte du changement d’un des parametres du systeme. Par exemple : déstabilisation

13



d’un équilibre stable, apparition ou disparition d’un cycle ou d’un attracteur,....etc
La valeur du parametre pour laquelle la bifurcation se produit est nommeée le point de
bifurcation.

De nombreux types de bifurcation sont inventoriés dans [19, 12], Dans cette section
on présentera trois types de bifurcations qui sont : la bifurcation noeud-col , bifurcation

fourche et la bifurcation de Neimark-Sacker .

1.Bifurcation de type noeud-col

La bifurcation A = +1 correspond a la situation ot I'une des deux valeurs propres est
égale a +1.
Ce type de bifurcation donne naissance a deux cycles d’ordre k en méme temps, 'un est
attractif et 'autre est instable. Cette situation peut étre représentée par :
O «» cycle attractif + cycle répulsif

Ou O signifie absence de cycle.

Exemple 2 Considérons la fonction f : R — R avec f,.(x) = 2*+r o r est un paramétre
réel .
Les points fizes sont solutions de x = x* +r qui sont :

1 n v/ (1—4r) et 1o — (1—47")'

1
L1 =3 2 2= 3 2

qui existent seulement pour r < ¢ (et coincident sir = 7)

On représente ci-dessous 'ensemble D = {(r,x) € R?*| x point fize de f}, c’est ici

la parabole 72 —x +1r =0 .

Etudions la stabilité de xq et xo en fonction de r.
On a fi(z) =22 d'ou f.(x)) =211 =1+ /1T —4r et fi(xy) =229 =1 —/1—4r

14



pour r < %, x1 est répulsif, et xo est attractif si et seulement si :
1 —V1—4r| <1 clest-a-dire (52 < r < 1) Afin de compléter la figure précédente
nous représentons en pointillés la partie de I’ensemble D qui correspond a des points fixes

instables, ce qui donne :

[

On obtient ainsi une premiére portion de ce qui s’appelle le diagramme de bifurcation

de f.

La situation, concernant les point fixes est décrite par :

r= }l fr a un seul point fixe.
Vr > i fr n’a pas de points fizes réels.
Vr < ;11 fr a deux points fizes réels : ['un est instable et [’autre est stable pour r > _T3

C’est ce que l'on appelle une bifurcation noeud-col, r = % est appelée valeur de bifur-

cation et le point (%, 3) est appelé point de bifurcation.

2.Bifurcation fourche

Cette bifurcation a lieu lorsqu’une des deux valeurs propres est égales a —1. Un cycle
d’ordre k qui subie cette bifurcation va changer de nature et crée un cycle d’ordre 2k de
la méme nature. C’est-a-dire, un point fixe stable d’ordre 1, par exemple, devient instable
en méme temps que I'apparition d'un cycle d’ordre 2 stable. Cette situation peut étre
représentée par :

Cycle attractif d’ordre k <+ cycle répulsif d’ordre k& + cycle attractif d’ordre 2k

Exemple 3 Considérons la fonction f.(x) = rxz — x3. Ici, nous nous limiterons auz

15



valeurs de r > 0.
Recherche des Points fixes

3 = x. Ainsi 0 est un point fize de f,

Les points fizes de f, sont les solutions de rx — x
Vr >0 et, pour r > 1 deuz points fizes vont apparaitre v, = /7 — 1 et x5 = —/7 — 1.
Stabilité des points fizes

Nous avons f.(x) =r —3x%. Ainsi f.(0) =1 et f.(x1) = f.(xy) =3 —2r. Il s’ensuit donc
que 0 est attractif si 0 < r < 1 et répulsif st v > 1, alors que xy et xo sont attractif pour
1 <r <2 et répulsif pour r > 2.

Tragcons maintenent l’ensemble

D = {(z,r)|r >0 et z un point fize de f,}

ou encore :

D ={(z,r)lr >0} U{(z,r)|z*=r—1, Vr > 1}

X
-ﬂ"‘#
|_
r
— e e e s e -
1 2
1A -
4.-__-

3.Bifurcation de Neimark-Sacker

La bifurcation de Neimark-Sacker est définie pour un systeme de dimension plus grand
que 1, cette bifurcation est caractérisé par la naissance (quand le parametre de bifurcation
p dépasse le point de bifurcation py ) d'une courbe invariante fermée a partir d’un point
fixe, lorsque le point fixe change de stabilité via une paire de valeurs propres complexes
avec un module unitaire. La bifurcation peut étre super-critique ou sous-critique, donnant

lieu a une courbe invariante fermée stable ou instable, respectivement.
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1.3 Chaos

1.3.1 Introduction

En 1963 le météorologue Edward Lorenz expérimentait une méthode lui permettant
de prévoir les phénomenes météorologiques. C’est par pur hasard qu’il observa qu’une
modification minime des données initiales pouvait changer de maniere considérable ses
résultats. Lorenz venait de découvrir le phénomene de sensibilité aux conditions initiales.
Les systemes répondant a cette propriété seront a partir de 1975 dénommés : systemes
chaotiques. C’est donc au cours des années soixante dix que la théorie du chaos a pris son
essor. Cependant, les travaux de certains scientifiques menés bien avant cette découverte
vont étre tres utiles a la compréhension de la dynamique chaotique. En effet, vers la fin
du XIXe siecle le mathématicien, physicien et philosophe frangais Henri Poincaré avait
déja mis en évidence le phénomene de sensibilité aux conditions initiales lors de 'étude
astronomique du probleme des trois corps. On trouve dans le Calcul des Probabilités de
Henri Poincaré 'affirmation suivante :

< Une cause tres petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous
ne pouvons pas ne pas voir, et alors nous disons que cet effet est dii au hasard. Si nous
connaissions exactement les lois de la nature et la situation de I'univers a l'instant initial,
nous pourrions prédire exactement la situation de ce méme univers a un instant ultérieur.
Mais, lors méme que les lois naturelles n’auraient plus de secret pour nous, nous ne
pourrions connaitre la situation qu’approximativement. Si cela nous permet de prévoir la
situation ultérieure avec la méme approximation, c’est tout ce qu’il nous faut, nous disons
que le phénomene a été prévu, qu’il est régi par des lois; mais il n’en est pas toujours
ainsi, il peut arriver que de petites différences dans les conditions initiales en engendrent de
tres grandes dans les phénomenes finaux ; une petite erreur sur les premieres produirait
une erreur énorme sur les derniers. La prédiction devient impossible et nous avons le
phénomene fortuit. » Cette citation définie parfaitement le chaos en tant que sensibilité
aux conditions initiales mais aussi le déterminisme qui réside dans le fait que si une
condition initiale est parfaitement déterminée alors I’évolution du systeme 'est aussi. Le

déterminisme traduit I'unicité de la solution pour I’équation différentielle d’un systeme
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donné, c’est le théoreme de Cauchy. Toujours au XIXe siecle, le mathématicien Russe
Alexandre Lyapunov effectue des recherches sur la stabilité du mouvement. I1 introduit
I'idée de mesurer 1’écart entre deux trajectoires ayant des conditions initiales voisines,
lorsque cet écart évolue exponentiellement on parle de sensibilité aux conditions initiales.
Les travaux de Lyapunov, d’abord tombés dans 1’oubli, seront plus tard tres précieux pour
étudier certains aspects de la théorie du chaos. Les travaux des prédécesseurs de Lorenz
ont donc été tres importants pour la compréhension du chaos déterministe, mais il faut
souligner que ce qui va permettre aux scientifiques une compréhension plus accrue des
systemes chaotiques c’est I'ordinateur. En effet, les équations différentielles régissant un
systeme chaotique sont nécessairement non linéaires et, sans ordinateur, leur résolution

est en général impossible.

1.3.2 Systemes dynamiques chaotiques

On trouve dans la littérature plusieurs définitions mathématiques du chaos, mais jus-
qu’a présent, il n’existe aucune définition mathématique universelle du chaos. Avant de
donner une définition du chaos, due a R.L Devaney [40], quelques définitions de base sont

nécessaires.

Définition 9
fJ — J est dite topologiquement transitive si pour toute paire d’ensembles ouverts

U,V C J il existe k > 0 tel que fX(U)YNV # Q.

Définition 10
f:J — J a une sensibilité aur conditions initiales s’il existe & > 0 tel que, pour tout

x € J et tout voisinage N, de x, il existe y € N, et n > 0 tels que |f™"(x) — f*(y)| > o

Définition 11

Supposons que X un ensemble et Y un sous-ensemble de X (Y C X ), on dit que Y est
dense dans X si, pour tout x € X, il existe y € Y arbitrairement proche de x , autrement
dit Y est dense dans X si pour tout x € X on peut trouver une suite {yn}nen de Y qui

comjergent VETS I .

On est maintenant en position d’énoncer la définition du chaos au sens de Devaney [40].

18



Définition 12

Soit un sous-ensemble V' de X, la fonction f: X — X est dite chaotique sur V' si :
1. La fonction f posséde une sensibilité aux conditions initiales.
2. La fonction f est topologiquement transitive.

3. L’ensembles des points périodiques de la fonction f sont denses dans X.

1.3.3 Les attracteurs

Un systeme chaotique dissipatif possede (au moins) un attracteur d’un type particulier
appelé attracteur étrange. Géométriquement, un tel attracteur peut étre décrit comme le
résultat d’une opération d’étirement et de repliement d'un cycle de 1’espace des phases,
répétée un nombre infini de fois. La “longueur” de I'attracteur est infinie, bien qu’il soit

contenu dans un espace fini. Alors on peut donner cette définition :

Définition 13
Soit U D RY un ouvert et soit Uapplication f : U — U. Un ensemble fermé et borné
A C U est un attracteur si f(A) = A et sl existe r > 0 tel que d(zo, A) < r implique que

lim d(z,,A) =0

n=s+oo
Les attracteurs jouent un role fondamental dans I’étude du comportement a long terme
d’un systeme dynamique.
Certain de ces attracteurs ont une géométrie tres compliquée au point que certains d’entre
eux ont été appelés attracteurs étranges [4]. Les attracteurs peuvent étre classés dans trois
catégories [5] :
1. Point fixe (un seul point),

2. Orbite périodique (un ensemble fini des points).

3. Un attracteur chaotique (attracteur étrange) est tout autre type d’attracteurs.

Définition 14 [50] Le bassin d’attraction B d’un attracteur A est l’ensemble des condi-
tions initiales (I’ensemble des tous états initiaux des orbites) est a long-temps un compor-

tement approche vers A

19



FIGURE 1.2 — attracteur de Lorenz

1.3.4 Détection du chaos

Il existe plusieurs méthodes qui permettent de déterminer si des systeémes non linéaires
sont ou non chaotiques. Elles ne sont généralement pas tres nombreuses, ni réparties sur
un temps suffisamment long a 1’échelle du systeme étudié. On a choisi de mettre en oeuvre
deux des méthodes les plus couramment utilisées qui, d’ailleurs, sont complémentaires :

la dimension fractale et les exposants de Lyapunov.

1. Les exposants de Lyapunov

Alexandre Lyapunov a développé une quantité permettant de mesurer la divergence

[13

des trajectoires qui sont voisines au départ, cette quantité est appelée “ exposant de
Lyapunov ” qui est souvent utilisé pour déterminer si un systeme est chaotique ou non.
Cas d’une application discréte unidimentionnelle.

Soit une application discrete f de R dans R qui applique z,, sur z,, ;1 : Choisissons deux
conditions initiales tres proches, soit xy et xg + € et regardons comment se comportent

les trajectoires qui en sont issues. Supposons qu’elles s’écartent en moyenne a un rythme

exponentielle. On pourra trouver un réel tel que aprés n itérations on a :
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/" (w0 + €) — " (20)| = eexp(np)

d’ou
ln|f (20 +€) = /(o) ~np, Ve >0
€
En faisant tendre € vers zéro, on trouve :
df" (o)

Finalement, en faisant tendre p vers l'infini et utilisant la regle de dérivation en chaine :

d . g
%f (x9) = gf ()

pn obtient :

1e .

= ngglwg;lnu (i,
1t est appelé exposant de Lyapunov.

Généralement, on peut distinguer trois cas des orbites suivant le signe de I'exposant de

Lyapunov :

1. Si p < 0, orbite est attractive vers un point fixe ou une orbite périodique stable, il
caractérise les systemes dissipatifs. Ce type de systeme exhibe une stabilité asymp-
totique, plus 'exposant est négatif, plus la stabilité est grande. Les points fixes et
les points périodiques super-stables ont un exposant de Lyapunov p qui tend vers

—OQ.

2. Si p = 0, Vorbite est un point fixe neutre. Un systeme physique avec un tel ex-
posant est dit conservatif. Dans cette situation, les orbites gardent une séparation

constante.

3. Si p > 0, Uorbite est instable et chaotique. Tous les points voisins doivent étre
visités, ces points sont dits instables. Pour un systeme discret, on a un ensemble

de points sans aucun rapport de liaison.
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FI1GURE 1.3 — Exposant de Lyapounov du systeme logistique en fonction du parametre p

Cas d’une application discréete multidimensionnelle

Soit f une application discrete de R” dans R™ :

Lp41 = f(xn)

Un systeme m-dimensionenel possede m exposants de Lyapunov, chacun d’entre eux me-
sure le taux de divergence suivant un des axes du systeme, de sorte qu’en moyenne un

hyper-volume initial V[ évolue selon une loi de type :

V= %e(u1+u2+...+um)n.

Pour avoir du chaos, il est nécéssaire qu’au moins un p,; soit positif, pour avoir
étirement selon au moins un axe. Mais il faut aussi que la somme des p; soit négative.
Puisque, dans le cas contraire, le volume initial finirait par remplir tout ’espace dans
lequel il est immergé et on n’aurait plus un attracteur de faible dimension, ce qui signifie
qu’on n’aura pas du chaos déterministe. Tout d’abord nous devons calculer les ;. Comme

précédemment, nous nous intéressons a :

[ (w0 +€) — f" (o).
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Posons

/
Ty = Xo T €.

On a le développement en série limité d’ordre 1 de f,(xg) au voisinage de atz) suivant :

T, — l“;z ~ af_(iU())(l,O _ %)

8.170

w0 J(20)J (21)ern () (0 — 22)

n

~ [ 7 (@) (o — ).

=1

On note

H J(x;) par J"(xp),

=1

ainsi

!

Ty — Ty &2 J"(10) (0 — Tp),

J"(xo) dénote la matrice jacobienne de f™ au point xg : Il s’agit d’une matrice carrée

m x m, si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible P, telle que :

D}, = PP,
D! est une matrice diagonale des valeurs propre
Al(fn(l’())),l = 1, T de J".
On définit alors les m exposants de Lyapunov de la maniére suivante :
= dm_ |\ (@) i = 1
pi=lim —in|A; xo)|, i =1,..m.

Pour le point d’équilibre x*,la formule devient :

wi = In|Ni(z")],i=1,...,m.
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2. Dimension fractale

Cette méthode correspond a une mesure de la dimension de 'attracteur reconstruit
du systeme étudié, nous pouvons calculer la dimension de I'attracteur du systeme étudié
et ainsi déterminer si oui ou non il est construit de maniere fractale. Si, a I’issue du calcul,
nous obtenons une valeur positive non entiere, cela signifie que le systeme possede un
attracteur étrange. Plusieurs dimensions ont été proposées, on cite quelques une : il ya
la dimension de Kolmogorov, dimension de Corrélation et dimension de Lyapunov, il ya
une diférence légere entre chaqu'une de ces dimension, mais elles caractérisent, toutes,

lattracteur étrange avec sa dimension fractale et satisfont les propriétés suivantes :[51]
1. AC B=d(A) <d(B)
2. A=0=4d(A)=0
3. d(Ax B)=d(A)+d(B)

Plusieurs définition de dimension fractale ont été proposées depuis le debut de ce ciecle.
Certaines ont un intérét purement théorique, pour une étude de ces définitions nous ren-
voyons a [7, 2, 15].

-Dimension de Corrélation

Le principe de cette méthode repose sur les corrélations entre les points de la série tem-
porelle étudiée. Il s’agit de compter combien de cubes de coté de longueur R il faut pour
contenir tous les points de I'espace de dimension N. Les données sont regroupées en mul-
tiples de p et on compte le nombre de cubes nécessaires pour prendre en compte tous les
points de I'espace. On commence par utiliser une toute petite boite puis on I'agrandi afin
que tout les points soient contenus dans une seule et méme grande boite. Notons C'(R) le
nombre de boites requis pour chaque dimension N : On peut caractériser la dimension de

corrélation a l'aide d’une fonction appropriée, une telle fonction est définit par :

C(R) = lim —v (1.3)
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avec U représente le nombre de paires i, j dont la distance |X; — X;| < R.
On peut reéerire la fonction (1.3) comme :

) 1
C(R)= lim —ZRH(R—|Xi - X)),

avec H la fonction de Heaviside. La dimension de corrélation est alors définie par :

log(C(R))

19 pu—
A5 too log(R)

La distribution sur 'attracteur étant relativement facile a estimer, ’aspect fractal des
attracteurs est souvent caractérisé simplement par cette dimension de corrélation.
-Dimension de Lyapunov

Soient Ay > Ay > ... > A, les exposants de Lyapunov d'un attracteur d’un systeme
dynamique pour un espace de phase de dimension plus grand que 2.

Soit k, 1 < k <n —1, le plus grand entier naturel tel que :

k+1

k
=1 =1

La dimension de Lyapunov défini par Kaplan et Yorke est [11][13] :

k
DY
DL _ k, + Zz:l ?
Akt
-Dimension de capacité (Kolmogorov)
Soit X un ensemble de points de lattracteur, on recouvre X par un nombre minimal N ()

d’hypercube de coté ¢ .

e Si X est un carré de coté L, il peut étre recouvert par N(e) = (5)2 petit carrés de

cotés e.

e Dans le cas général on a :

N = (Y,
InN(e)

d= InL — lne

quand € — 0, InL <<lIne

25



Définition 15

La dimension de Kolmogorov ou de capacité est définie par :

d. = —lim lnM
e—0 lng

1.3.5 Routes vers le chaos

On ne sait pas a I’heure actuelle dans quelles conditions un systeme va devenir chao-
tique. Cependant il existe plusieurs types d’évolution possibles d’un systeme dynamique
régulier vers le chaos. Supposons que la dynamique étudiée dépende d’un parametre de
controle [36][23].

Lorsqu’on varie ce parametre, le systeme peut passer d'un état stationnaire a un état
périodique, puis au-dela d’un certain seuil, suivre un scénario de transition et devenir
chaotique. Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos.
D’une maniere générale, 1’évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive mais
marquée par des changements discontinus appelés bifurcations. Une bifurcation marque
le passage soudain d’'un régime dynamique a un autre, qualitativement différent. Tous
ces scénarios ont été prédits par la théorie et observés dans de nombreuses expériences.
En physique, ¢’est notamment la convection thermique de Rayleigh-Bénard, dans laquelle
une couche de fluide située entre deux plaques horizontales est soumise a un gradient
de température vertical, qui a servi a l'origine de systeme modele pour I’étude du chaos.
Depuis, le chaos a été mis en évidence dans bien d’autres domaines. Nous allons en exposer
brievement trois types d’évolution possibles.

-Par doublement de période

Ce scénario de transition vers le chaos est sans doute le plus connu. Par augmentation
du parametre de controle de 'expérience, la fréquence du régime périodique double, puis
est multipliée par 4, par 8, par 16 ... etc. Les doublements étant de plus en plus rap-
prochés, on tend vers un point d’accumulation auquel on obtiendrait hypothétiquement
une fréquence infinie. C’est a ce moment que le systeme devient chaotique. Il a été
étudié en particulier en dynamique de populations par RMay sur I’application logistique,

Tpi1 = axp(l — x,) Selon la valeur du parametre a, la suite converge soit vers un point
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fixe nul ou pas. Des que a est plus grand que 3 le systeme bifurque, c’est a dire qu’il
oscille entre 2 valeurs autour du point fixe. On parle de cycle attracteur de période 2.
En continuant a augmenter a, ces 2 attracteurs s’écartent du point fixe jusqu’a ce qu’une
nouvelle bifurcation ait lieu. Chaque point se dédouble et on obtient un cycle attracteur
de période 4. On dit qu’il y a doublement de période. C’est a partir de cet exemple que
Feigenbaum pressentit I'existence d'une forme d’universalité dans cette transition vers le
chaos sous forme de cascade de doublement de période.
-Par Intermittences

Ce scénario via les intermittences se caractérise par ’apparition erratique de bouffées
chaotiques dans un systeme qui oscille de maniere réguliere. Le systeme conserve pendant
un certain laps de temps un régime périodique ou pratiquement périodique, c’est a dire
une certaine “régularité”, et il se déstabilise, brutalement, pour donner lieu a une sorte
d’explosion chaotique. Il se stabilise de nouveau ensuite, pour donner lieu a une nouvelle
“ bouffée” plus tard. On a constaté que la fréquence et la durée des phases chaotiques
avaient tendance a s’accroitre plus on s’éloignait de la valeur critique de la contrainte
ayant conduit a leur apparition. L’intermittence suppose en particulier que le cycle limite
(correspondant a 1’état périodique d’ou est issu ce phénomene de transition) bifurque de
facon sous-critique et qu’il n’y ait pas d’attracteur a proximité. C’est ce que ’on observe
dans le systeme de Rossler.
-Quasi-périodicité

Le scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques
de Ruelle et Takens (1971) illustré par exemple sur le modele de Lorenz (1963). Ce scé-
nario a été confirmé par de nombreuses expériences dont les plus célebres se trouvent en
thermo-hydrodynamique - convection de Rayleigh-Bénard dans une petite boite - et en
chimie - réaction de Bélousov-Zabotinsky - entre autres. cette route vers le chaos résulte de
la “concurrence” de différentes fréquences dans le systeme dynamique. Dans un systeme
a comportement périodique a une seule fréquence, si nous changeons un parametre alors
il apparait une deuxieme fréquence. Si le rapport entre les deux fréquences est rationnelle
comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel, le comportement est

quasi périodique Dans ce cas, les trajectoires couvrent la superficie d’un tore. Alors, on
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change de nouveau le parametre et il apparait une troisieme fréquence, et ainsi de suite
jusqu’au chaos. n existe aussi des systemes qui passent directement de deux fréquences

au chaos.

06r

04r

3842 3B44 3B46 3B4E 385 3832 3B 1B

F1GURE 1.4 — Cascade de doublements de période

1.4 Exemples de Systemes dynamiques chaotiques

1.4.1 Application logistique

Considérons 'application f qui est définie de [0, 1] dans lui-méme par l'itération sui-

vante :

f(xy) =4z, (1 — xy), 2, € [0,1]

oun = 0,1,2,... dénote le temps discret, x,, I'unique variable dynamique, et 0 < XA < 1
un parametre.

f est la fonction logistique, elle s’annule pour x = 0 et = 1, et sa dérivée s’annule
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pour z = 1 donc atteint le maximum a z = § et f(1) =\

Les points fixes de f sont les solutions de 1’équation :

1
x:4)\x(1—x),)\>()d’of1x1:Oetx2:1—ﬁ

On voit bien sur la figure 1.5 que les points d’équilibre de la suite considérée corres-
pondent aux intersections de la courbe d’équations y = f et y = x.
La dynamique de cette application présente un comportement tres différent selon la

valeur du parametre A

o

(3
T
.

P

FI1GURE 1.5 — Orbite des itérations de la fonction f avec A = 0.7 et zp = 0.1

Valeurs de A\ comprises entre 0 et 1
Les domaines de stabilité sont alors donnés par :
(z; est stable si |f'(z;)] < 1)
.0 < XA <0.25 pour z7.
0.25 < XA < A; avec A\; = 0.75 pour x4
Il existe alors, pour 0 < A < A1, un unique point fixe stable, en modifiant la condition
initiale xg, la suite converge toujours mais la vitesse de convergence est différente.

pour Ay = 0.75, f'(x3) = —1 donc = = % est un point de bifurcation.

Valeurs de A\ comprises entre \; et \,
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FIGURE 1.6 — Orbite des itérations de la fonction f avec A = 0.7 et o = 0.2

On releve figure 1.7 que pour des valeurs de A\ comprises entre A\; = 0.75 et Ay =

0.86237, deux points de convergence x3 et x4 prennent naissance autour de xo, et vérifient :

w3 = f(x4) et 24 = f(23)

Ces points ne sont donc pas des points fixes de f mais de g = f o f , ou o désigne la
composition, ils forment un attracteur d’ordre 2 (cycle).

pour A\ = 0.86237 le cycle d’ordre 2 perd sa stabilité et donne lieu a un cycle d’ordre 4.

i i
as o
o B Lo S as
|r MR T
a7 i iy b | a7
i IH I et = = ——————
I -
ae ' H:I i 4 ae . ' .-"?
' N ========l ] I3
— : --------- - _— : -
I [
a4 - T - a4 :
] 1
a3 \ a3 |
| ]
a2 | a3 !
I [
a9 I al [
i ]
] 1
D, - o s
a1 o 03 04 5 a8 o7 o8 08 1 ®: a1 o 6y 04 5 a8 o [T
L ] ]

FIGURE 1.7 — Orbite des itérations de la fonction f pour A = 0.8 (a gauche), orbite des

itérations de la fonction g pour A = 0.8 (a droite)

Valeurs de A comprises entre \; et A3
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De méme, pour des valeurs de A comprises entre Ay = 0.86237 et A = 0.87, la pente

de f devient supérieure a 1, et la suite prend alors quatre valeurs différentes, qui sont :

v5 = f(24), 26 = f(25), 27 = f(26), 28 = f(27)

Ces points sont des points fixes de la fonction h = go g.

Il y a ainsi quadruplement de période.

i 1
a8 aeg
—r T e T
P e r——y =
as il I ‘) as :i H 1 .:'
femded I W
ar ] = i 1 ] ! 1 l: -] =| :l 1 II:
: ' : : ‘-'-J| :1 l'------'--'r'--|=' ----- = I:l
I !
. N e | oo/ | o “
b H [ il i
=08 ] H =88 ! HH H
1 T L 1 1 d JerrassrasswaEw
1 ' l““““““-l 1 ‘l
a4 : L Lo - a4 : ey ¥
! 1
———————— ] i
al 1 al H
I
az ' az |
] 1
I I
at ! 4 a1 !
H H
. a1 o 03 04 & a8 07 oas o8 % a1 o ST & ae a7 o8 08
| L ]

FIGURE 1.8 — Orbite des itérations de la fonction f pour A = 0.87 (& gauche) , orbite des

itérations de la fonction h pour A = 0.87 (a droite)

On assiste ainsi a toute une série de doublement de période, pour des valeurs du
parametre de plus en plus rapprochées, ce qu’on appelle une “cascade sous-harmonique”.
Cette cascade se produit jusqu’a atteindre une valeur limite du parametre de bifurcation
A = A =~ 0.892489418. au-dela de laquelle le comportement devient chaotique.

La longueur des plages de parametres correspondant & un comportement donné (A\;—\;_1)

diminue au fur et & mesure des bifurcations de la maniére suivante :

An — Ap—
lim —— 2l o Cr = 4.6692016609102....
n—+00 )\n—‘rl -\

ou CF est la constante de Feigenbaum.

Diagramme de bifurcation
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Il est intéressant de visualiser ces différents comportements sur un diagramme de bifurca-
tion. On trace tous les points obtenus en fonction de la valeur du parametre de bifurcation
A correspondante. Le nombre de points différents représentés sur une méme droite verti-
cale donne donc ainsi le facteur par lequel est multipliée la période initiale. On y retrouve
bien les valeurs des seuils de bifurcation ;.

La constante de Feigenbaum

La découverte de cette constante est due entierement au mathématicien Mitchell J. Fei-
genbaum, qui 'a calculée a I’aide d'une simple calculette vers 1975. Il avait observé que
les bifurcations de 'application quadratique convergeaient vers leur limite d’une facon

réguliere. Il a donc été conduit a étudier la suite pur = A\p11 — Mg et il a remarqué qu’elle

se conduisait presque comme une suite géométrique car le rapport 0, = ul:i - n’est pas

constant, mais J;, tend vers une limite Cr . Avec les valeurs de A\, que I'on a, cela donne :

01 = 4.7514, 6y = 4.6562, 63 = 4.6682, 0, = 4.6687...

1.4.2 L’attracteur de Hénon

L’attracteur de Hénon est définit par :

Xpp1 =Y, +1—aX?
(1.4)

Yn+1 = bX’n

a et b étant deux parametres réels, ou la valeur de la constante a controle la non-
linéarité de l'itération, et cette de b traduit le role de la dissipation.

Les valeurs habituellement utilisées pour a, b sont :

a=1.4 et b= 0.3, ce sont les valeurs adoptées dans la suite.

Partant d’un point du plan de coordonnées (X, Yy) on peut calculer les coordonnées
(X1, Y1) du point suivant, et ainsi de suite.

L’application de Hénon est inversible, son inverse est :

fHz,y) = bty z — 1+ ab?y?). (1.5)
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La matrice jacobienne ici a pour expression :

—2axr 1
J = (1.6)
b 0
Le déterminant de la matrice jacobienne est égale a |.J| = —b

Ainsi, les aires sont multipliées a chaque itération par un facteur de |b], il y a donc
contraction des aires si |b| < 1.

Considérons I'application de Hénon

flz,y) = (1+y— ax,bx) (1.7)

avec 0 < b < 1.

Cette application a deux points fixes

b—1+4++/(1—-0)>+4a
<2& ) 5 ylszl (18)

b—1— 1—-56)24+4a
Ty = (Qa ) . Yo = bxy

trouvés en faisant la définition des points d’équilibres : f(z,y) = (1 +y — ax,bzx) =

(z,9).

Le déterminant (b — 1)% + 4a est négative si a < ay = — (b;1)2 = —0.1225, dans ce cas

il n’y a pas des points fixes.
Stabilité des points fixes

La matrice jacobienne J a pour valeurs propres, les valeurs données par :

A2 = —ar £ Va?zr? +b (1.9)

Si 'on calcule les valeurs absolues des valeurs propres, on constate que la plus petite des
valeurs propres est toujours inférieure a 1, tandis que la plus grand est inférieur, égale ou
supérieur a 1 suivant que |z| inférieur, égale ou supérieur a (1 — b)/2a, on en déduit que
le point fixe (z2,y2) est un point selle.

L’autre point fixe est stable si a < 3(1 — b)?/4 = 0.3675.
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Sia=3(1—0b)%/4, on a \j(z1,y1) = b et X\y(wa,90) = —1.

Diagramme de bifurcation

La construction de diagramme de bifurcation est faite en faisant varier le parametre
a de 0 a 2 avec un pas de 0.0005, b est égale a 0.3.

Le diagramme obtenu est représenté par la figure 1.9

Ce diagramme est de type de bifurcation de doublement de période, 'attracteur de
Hénon contient deux points fixes.

La partie stable se situe dans U'intervalle [0, 0.3675] .

Un 2—cycle stable commence a a = 0.3675 suivi d'un 4—cycle stable a a = 0.9 et ainsi
de suite.

La période continue de doubler jusqu’a une valeur déterminée ou le trajectoire com-

mence a prendre une forme particuliere.

1.5

05

-05F

b =

F1GURE 1.9 — Diagramme de bifurcation de Hénon

Pour a = 1.4, on ne distingue plus les cycle, le systéeme est chaotique.

L’attracteur de Hénon pour a = 1.4, b = 0.3 est représenté dans la figure 1.10
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F1GURE 1.10 — Attracteur de Hénon pour a = 1.4 , b = 03.

Pour déterminer la structure fractale de 'attracteur de Hénon, quelques graphes aident

a préciser cette structure, représenté dans la figure 1.11
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FIGURE 1.11 — Illustration de la permanence de la structure de I'attracteur de Hénon a

différentes échelles.

Dans I’encadré de la figure 1.11 on note la présence de trois lignes paralleles, dont 1'une
parait d’ailleurs plus épaisse. Un premier agrandissement releve que la ligne supérieure
est, en réalité formé de trois lignes parallele, de méme un deuxieme agrandissement fait
apparaitre que la ligne supérieure des trois lignes observées dans le premier agrandissement
est elle aussi triple, et ainsi de suite. Autrement dit, la structure de I'attracteur se répete
identiquement a elle-méme aux échelles d’observation successives. Cette structure dont la
permanence a différent échelle est caractére ristique d’un objet fractale. Par ailleurs, la
dimension de Hausdorff de I'attracteur de Hénon objet intermidiaire entre une ligne et
une surface, est D = 1.26. On peut aussi calculer la dimension de I'attracteur de Hénon

par la dimension de Lyapunov.
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FIGURE 1.12 — Les exposants de Lyapunov en fonction du temps pour ’application de

Hénon.

On a pour a = 1.4, b = 0.3, 'application de Hénon a deux exposants de Lyapunov
A1 = 0.42205, Ay = —1.626 la dimension de Lyapunov par définition est égale a Dy =
1.2596.

1.4.3 L’attracteur de Lozi

Dans le but de simplifier 'attracteur de Hénon, René Lozi [8], propose I'application

suivante :

L: R*— R? (1.10)

(z,y)  +—  (y+1-alz| br)

Propriétés de ’application de Lozi

1. La seule différence entre 'application de Hénon et de Lozi est que le terme non-
linéaire 2% de I'application de Hénon est remplacé par |z| dans Papplication de

Lozi. Cette modification de I'application de Hénon est linéaire pour x > 0, x < 0.

2. L’application de Lozi n’est pas différentiable.
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3. Si a =0, Lapplication de Lozi est une application linéaire, donc on pose toujours
a # 0.

4. L’application de Lozi est inversible, son inverse est :
fHzy) ="y, 2 = 1+a/blyl). (1.11)

5. Le déterminant de la matrice Jacobienne est égale a |J| = —b, alors il y a contrac-

tion des aires pour |b| < 1.

Cette application possede deux points fixes hyperbolique définit par :

JR— T T p— 1 b 1
P = (Z1,th) = (mv 1+a—b)’ si b<a+l (1.12)

Py = (Z2,72) = (= ) si b<—a+1

On peut facilement déterminer la stabilité locale de ces points par I'évaluation des

valeurs propres de la matrice jacobienne :

Olz|
Df(x) = = 1) (1.13)

Stabilité des points fixes

L’équation caractéristique de la matrice jacobienne est :

M+ a\—b pour P (1.14)

N —aX—b pour P

Stabilité de P,

Pour b > ’T“Q, les valeurs propres sont des réelles

Pour b < _7“2, les valeurs propres sont des complexes.

Elle sont de module inférieur a un si :
b>—-1,b<a+1etb<1—a. Etlepoint fixe P; est stable.
Les valeurs propres sont de module supérieur a un si :

b<—1,b<a+1etb<1—a. Etlepoint fixe P; est instable.
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Les valeurs propres A; et Ay sont [Aj| < 1 et |Ag| > 1si:
b>a-+1etb>1—a. Etlepoint fixe P est une point selle ou col.

Stabilité de P,

L’équation caractéristique pour P, est définit par A2 — a\ — b et donc :

A = a® + 4b.

L’existence de P, est pour b > —a + 1, alors A = a® + 4b > 0 et les valeurs propres
sont toujours des réelles.

Elle sont de modules supérieurs a un si

b>—a-+1,b>a+ 1. Et le point fixe P, est instable.

Les valeurs propres \; et Ag sont [A;| < 1et [Ag| > 1si:

b>a+1etb>1—aetlepoint fixe P, est un point selle ou col. Plus de détails sont
cités dans [30, 14, 31].

Le résumé de la stabilité des points fixes pour 'application de Lozi est donné dans le

tableau (1.1)

Stabilité des poins fixes | Stabilité de P; | Stabilité de Ps
b<a+1
b<—a+1 Stable N’existe pas
b>—1
b<a+1
b<—a+1 Instable N’existe pas
b<—1
b>a+1
b>—-a+1 Selle Selle
b>—-a+1
b>a+1 N’existe pas Instable

TABLE 1.1 — Variation de la stabilité de P, , P, par rapport a la variation du parametres
aetb

Misiurewicz dans [8] prouve l'existence d'un attracteur étrange de 'application de

Lozi.

Pour les parametres a = 1.7 et b = 0.6 la suite de points itérés par l'application de

Lozi converge vers un attracteur étrange représenté par la figure 1.13

39



0a

06

G4r

oarp

-0

-paf

OB

FIGURE 1.13 — Attracteur de Lozi pour a = 1.7 b = 0.6

Structure fractal

Pour déterminer la structure de I'attracteur de Lozi, on fait un agrandissement d’un

région de 'attracteur et on observe que la structure se répete, voir la figure 1.14

0sF

A5F

FIGURE 1.14 — Diagramme de bifurcation de Lozi

Contrairement au cas de I'application de Hénon, la route vers le chaos par ’applica-
tion de Lozi n’est pas une bifurcation de doublement de période. Puisque la dérivée de

I’application de Lozi n’est pas continue.
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Exposants de Lyapunov pour I’application de Lozi

Pour a = 1.7, b = 0.6, 'application de Lozi a deux exposants de Lyapunov \; =
0.69314 qui est positif, Ay = —1.204. On vérifie bien cependant que la somme de ces
exposants est strictement négative.

La figure 1.15 présente la variation des exposants de Lyapunov en fonction du temps

pour 'application de Lozi.

FIGURE 1.15 — Les exposants de Lyapunov en fonction du temps pour l'application de

Lozi

Dimension de I’attracteur de Lozi
On a pour a = 1.7, b = 0.6, I'application de Lozi a deux exposants de Lyapunov

A1 = 0.69314, Ay = —1.204, alors la dimension de Lyapunov est égale a D = 1.5757.
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Chapitre 2

Généralités sur optimisation

2.1 Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques et de I'informatique en tant que dis-
ciplines, cherchant a modéliser, a analyser et a résoudre analytiquement ou numériquement
les problemes qui consistent a déterminer quelles sont la ou les solution(s) satisfaisant un
objectif quantitatif tout en respectant d’éventuelles contraintes.

Dans la vie courante, nous sommes fréquemment confrontés a des problemes d’optimi-
sation plus ou moins complexes. Cela peut commencer au moment ou 1’on tente de ranger
son bureau, de placer son mobilier, et aller jusqu’a un processus industriel, par exemple
pour la planification des diférentes taches. Ces problemes peuvent étre exprimés sous la
forme générale d’un probleme d’optimisation.

D’un point de vue mathématique, 'optimisation consiste a rechercher le minimum ou
le maximum d’une fonction avec ou sans contraintes. L’optimisation possede ses racines
au 18ieme siecle dans les travaux de :

-Taylor, Newton , Lagrange, qui ont élaboré les bases des développements limités.
- Cauchy ([1847]) fut le premier & mettre en ceuvre une méthode d’optimisation, méthode
du pas de descente, pour la résolution de problemes sans contrainte.

Il n’existe pas de méthode unique permettant de résoudre efficacement tous les problemes
d’optimisation. C’est pourquoi de nombreuses méthodes d’optimisation ont été développées

pour résoudre différents types de problemes d’optimisation.
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Un probleme d’optimisation peut étre énoncé comme suit :
Trouver X = (z1, z, .., 2,) qui minimise f(X),

sous réserve des contraintes

ou X est un vecteur a n dimension appelée vecteur de conception, f(X) est appelée fonc-
tion objective et g;(X) et 1;(X) sont respectivement contraintes d’inégalité et d’égalité.
Certains problemes d’optimisation n’imposent aucune contrainte et peuvent étre définis

comme suit :

Trouver X = (x1, 3, .., ;) qui minimise f(X)

Ce genre de problemes sont appelés problemes d’optimisation sans contrainte.

2.2 Types d’optimum

On veut résoudre min f(zy, 29, ,2,) ou max  f(xq,29,--- ,2,) ie,
(I1,$2,"',In)ec (3317932:‘“73371)60

on cherche v valeur optimale et z tel que f(xg) = v.

Définition 16

Soit xg € C.

1. On dit que xq est un minimum local si
IV € I(xg) tel que Vo € V, f(x) > f(xo)
2. On dit que xqy est un minimum local strict st

AV € Y(xg) tel que Vr € V, f(x) > f(xo)
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3. On dit que xq¢ est un minimum global si

Ve € C, f(x) > f(xo)

4. On dit que ¢ est un minimum global strict si

Ve e C, f(x) > f(xo)

On définit de la méme fagon un maximum local, maximum local strict, maximum global,

maximum global strict, en renversant les inégalitées.

B 1600-1800
= 1400-1600
= 1200-1400
= 1000-1200
= 800-1000
= 600-800

= 400-600

= 200-400

= 0-200

FIGURE 2.1 — Exemple d’un probleme d’optimisation : fonction de Schwefel

2.3 Classification des problemes et des approches

2.3.1 Problemes avec ou sans contraintes

Soit le proobleme d’optimisation :

min T, Loy Ty P
(xl,x2,~~~,xn)60f( L2 ) ( )
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Une classification naturelle des problemes d’optimisation globale serait de distinguer
les problemes sans contraintes (Psc) et ceux avec contraintes (Pc). Les problémes sans
contraintes, ce sont ceux dont l’ensemble faisable est C' = R". Cependant, sont aussi
considérés essentiellement sans contraintes les problemes dont les contraintes spécifient
seulement la région d’intérét pour I'exploration globale mais ne sont pas des contraintes
importantes, comme par exemple le cas ou C est un pavé de R", i.e, C' = ﬁ [a;, b;] avec
(ay,a9,...,a,) € R™ et (by, by, ..., b,) € R™ . -
Si C'# R", le probleme p est dit probleme de minimisation avec contraintes.
Dans le cas C' = R", et pour que le probleme (P) admette un minimum global, il faut im-
poser une hypothese supplémentaire sur f dite condition de croissance a l'infini, connue
sous le nom de la coercivité, c¢’est-a-dire \|a:|1|i—r£r N f(z) = +oo ou [|z|| désigne la norme
euclidienne de x dans R™. Notons que cette hypothese implique I'existence d'un ensemble
robuste compact C' C R, tel que C' contient tous les minimiseurs globaux de f, et la
valeur de f(z) quand z est sur la frontiere de C” est plus grande que la valeur de f(z)
pour tout point z & U'intérieur de C'. Rappelons qu'un sous ensemble fermé C" est dit
robuste s'il est la fermeture d’un ensemble ouvert U # @) de R™, c’est-a-dire C' = U.
Numériquement, il est plus aisé de résoudre les problemes sans contraintes et cela,
quelle que soit la nature de la méthode . En effet, le domaine (des variables) de recherche
n’étant pas restreint, on a moins de sousis a se faire que dans les cas des problemes avec

contraintes ot il faut tout mettre en ceuvre pour s’assurer a chaque itération que 1’on reste

dans le domaine faisable ou sinon s’imposer un moyen d’y revenir a la limite du domaine.

2.3.2 Approches déterministes et approches probabilistes

Différentes classifications des méthodes d’optimisation globale sont trouvées dans la
littérature. Une classification, basée sur [22], est présentée dans cette section. Elle n’a pas
pour objectif d’étre complete, ni de montrer tous les détails des méthodes, mais plutot de
mettre en évidence les caractéristiques de chaque classe.

-Approches déterministes

Dans ce type de méthodes, 1’aléatoire n’intervient pas, c’est-a-dire que pour résoudre

un probleme, 'algorithme se comportera toujours de la méme fagon et donnera toujours
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la méme réponse. Ces algorithmes peuvent se classer en fonction du type de problemes
pouvant étre résolu les programmes linéaires, les probléemes convexes, quadratiques, po-
lynomiaux ou plus généraux.

Ces techniques ont généralement l'avantage de ne pas nécessiter de point de départ.
Mais avant tout elles fournissent une réponse déterminante sur la qualité des solutions
trouvées : 'optimum est-il local ou global 7 Quel est le degré de certitude? etc. Cette
précision a une importance significative, car il est souvent beaucoup moins cotteux de
trouver une solution que de prouver qu’il s’agit bien de 'optimum global.

Pour ces méthodes, I'exploration de ’espace des solutions se fait grace a des procédures
de recherche qui sont élaborées a partir de la constante de Lipschitz ou celle de Holder,
des dérivées ou d’autres informations locales et globales concernant la fonction objec-
tif. La théorie mathématique de l'optimisation globale est assez développée et possede
de nombreuses applications importantes Récemment, une série de travaux de Floudas,
Horst et Tuy[22], Strongin et Sergeyev [21], Pardalos [24] et Thoai [25], Dans le cas ou
la fonction objectif est donnée sous forme de® boite noire” le probleme d’optimisation
est particulierement diffcile. Les modeles déterministes ne traitent pas adéquatement les
informations disponibles sur la fonction objectif.

-Approches stochastiques

Les approches stochastiques peuvent souvent faire face a ce genre de problemes plus
facilement et plus efficacement que les algorithmes déterministes. Les algorithmes sto-
chastiques explorent 1’espace des solutions grace en partie a des procédures de transitions
aléatoires. Ainsi, plusieurs exécutions successives de ces algorithmes, pourront conduire
a des résultats différents (pour un méme point initial). L’avantage des méthodes sto-
chastiques est leur simplicité et leur pertinence pour les problemes ou les évaluations
de la fonction objectif sont corrompues par un bruit aléatoire, ainsi que leur robustesse
a ’égard de la croissance de la dimension. L’inconvénient majeur de ces méthodes est
qu’elles peuvent diverger, et passer plusieurs fois a coté de la solution. L’obtention de
I'optimum global n’est pas garantie, il est seulement repéré avec une probabilité proche
de 1.

De nombreux algorithmes, ou l'aléatoire et I'argument statistique sont impliqués ont
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été proposés heuristiquement. Ces algorithmes sont basés sur des analogies avec les proces-
sus naturels. Les exemples les plus connus de tels algorithmes sont ’'optimisation évolutive,
le recuit simulé, I'algorithme génétique et la recherche tabou. Les algorithmes heuristiques
d’optimisation globale sont tres populaires dans les applications. Le recuit simulé, comme

étant méthode importante, a été intensivement étudié par plusieurs chercheurs.

2.4 Meéthodes d’optimisation globale

2.4.1 Meéthode du gradient

La méthode (ou algorithme) du Gradient fait partie d’une classe plus grande de
méthodes numériques appelées méthodes de descente [28], I'idée de ces méthodes est :
On veut minimiser une fonction f. Pour cela on se donne un point de départ arbitraire
xo. Pour construire I'itéré suivant z; il faut penser qu’on veut se rapprocher du minimum
de f, on veut donc que f(x1) < f(zo). On cherche alors x; sous la forme x; = xo + p1d;
ou dj est un vecteur non nul de R™ et p; un réel strictement positif. En pratique donc,
on cherche d; et p; pour que f(xg+ p1di) < f(zo). On ne peut pas toujours trouver d;.
Quand d; existe on dit que c’est une direction de descente et p; est le pas de descente.
La direction et le pas de descente peuvent étre fixes ou changer a chaque itération. Le

schéma général d'une méthode de descente est le suivant :

2o € R™ donné

Tp+1 = Tk + pkdk, dk € R" — {0}, P € R+*,

ou py et di sont choisis de telle sorte que f(xy + prdi) < f(zk)-
Une idée naturelle pour trouver une direction de descente est de faire un développement

de Taylor (formel) a l'ordre 2 de la fonction f entre deux itérés zy et T = x) + prpdy :

f(@r + prdi) = f(zr) + pr(V f (1), di) + o(prdi).

Comme on veut f(zy + prdi) < f(xx), on peut choisir en premiere approximation

dr, = — v f(zr). La méthode ainsi obtenue s’appelle I'algorithme du Gradient. Le pas py

47



est choisi constant ou variable.

e Méthode du gradient a pas constant

On utilise le plus souvent la méthode du gradient a pas constant ( pr = p constant).
Toutefois, on peut faire varier le pas a chaque itération : on obtient alors la méthode du
gradient a pas variable.

e Méthode du gradient a pas optimal

La méthode du gradient a pas optimal est un algorithme de gradient dans lequel la taille
de pas py est choisie pour atteindre le maximum de diminution de la fonction objectif a
chaque pas individuel. Plus précisément, un py, est choisi pour minimiser f(zx—p~ f(xx)).

En autre mots dit :

Pr = argglzigf(:vk —p v f(xr))

Pour plus de détail voir [38, 52].

2.4.2 Meéthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problemes d’opti-
misation non linéaires sans contraintes spécialement les problemes de grandes tailles. On
I'utilise aussi pour résoudre les grands systemes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs
sont orthogonaux entre eux et aux directions précédentes. L’'idée initiale était de trouver

une suite de directions de descente permettant de résoudre le probleme :

min{ f(x) : z € R"},

ou f est réguliere (continument diférentiable)

Le principe général d’une méthode a directions conjuguées

Définition 17 Soit A une matrice symétrique n X n, définie positive. On dit que deux

vecteurs x et y de R"™ sont A-conjugués (ou conjugués par rapport a A) s’ils vérifient :
2T Ay =0
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Description de la méthode

Soit {dy,dy,...,d,} une famille de vecteurs A-conjugués. On appelle alors méthode de
directions conjuguées toute méthode itérative appliquée a une fonction quadratique stric-
tement convexe de n variables : ¢(z) = %xTAx +bTx 4 ¢, avecxr € R et A € M, ., est
symétrique et définie positive, b € R" et ¢ € R, conduisant a 'optimum en n étapes au

plus. Cette méthode est de la forme suivante :

o donné ,

Tr+1 = Tk + Ozkdk.

ol «y, est optimal et dy, ds, ..., d,, possédant la propriété d’étre mutuellement conjuguées
par rapport a la fonction quadratique. Si 'on note g = Vq(z), la méthode se construit
comme suit :

Calcul de «y,

Comme o4 minimise ¢ dans la direction dj, on a, Vk :
¢ () = d;}FVQ(CUkH) =0,

iV q(xpe1) = d} (Azpyy +b) = 0.

Soit :
di Azy, + agdy) + dib =0,
d’ou 'on tire :

o= =
g Adg
Comment construire les directions A-conjuguées ?
Des directions A-conjuguées dy, ..., d,, peuvent étre générées a partir d’un ensemble de vec-
teurs linéairement indépendants (j, ....., (; en utilisant la procédure dite de Gram-Schmidt,

de telle sorte que pour tout ¢ entre 0 et k, le sous- espace généré par dy, ..., d; soit égale

au sous-espace généré par (g, ..., (; . Alors d;;1 est construite comme suit :

dit1 = Gp1 + Z (it 1)ymAm-
m=0
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Nous pouvons noter que si d; ;1 est construite d’une telle maniere, elle est effectivement
linéairement indépendante avec dy, ..., d;. En effet, le sous-espace généré par les directions
do, ..., d; est le méme que le sous-espace généré par les directions (o, ...,(;, et (;41 est
linéairement indépendant de (, ..., (;. (;+1 ne fait donc pas partie du sous-espace généré
par les combinaisons linéaires de la forme Y_' _  ©(it1)ymdm, de sorte que d;1q n'en fait
pas partie non plus et est donc linéairement indépendante des dy, ..., d;. Les coefficients

©(i+1)m, €UX sont choisis de maniere a assurer la A-conjugaison des dy, ..., dj1.

2.4.3 Meéthode de Newton

La méthode de Newton n’est pas a proprement parlé une méthode d’optimisation,
c’est en réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires de la forme
F(x) =0 ou F est une fonction de R" dans R" [17, 18]

Description de la méthode

Considérons le probleme d’optimisation sans contraintes (P)

(p) - min f(z)

reR™

fla) > f(ap) + (x — 2)" 7 f2e) + 5z — xp) Fag) (0 — x) = q(2),

F(zy,) est la matrice hessienne. Soit 1 'optimum de ¢, alors il vérifie \7q(zx11) = 0,
d’ou :

0=vq(@rs1) = Vf(r) + Flap)(x — zp).

Si la matrice F'(xy) est définie positive, alors :

Trar = 2p — Fae) ' v f(an).

2.4.4 Méthode de quasi newton

Une méthode de quasi Newton est une méthode de type :

Tpt1 = Tk + Mdy,

dy, = — By Gk,
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ou bien

Tp1 = Tk + Apd, 2.3)
dk = - kjlglm

ou By, (respectivement Sy ) est une matrice destinées a approcher I'inverse du Hessien de
f (respectivement le Hessien) de f en xj. Le probleme posé est : quelle stratégie a adopter
pour faire cette approximation 7 On peut par exemple poser By = I, mais comment ensuite
mettre a jour 'approximation By au cours des itérations ?

L’idée est la suivante :

Prenons f € C?(R"), et faisons un développement de Taylor de V f(z) au voisinage de

Tk,

Vi(x) =V f(ae) + H(zx) (2 = x) + 0 ([[o — 2] (2.4)

~ V f(ar) + H(xp) (v — 2)

ce qui implique

[H (z,)] " [V f(z) = V()] ~ 2 — 2.

Les approximations sont exactes si f est quadratique. En particulier avec © = xy,1 et si

By, était une bonne approximation de [H (24)]”" alors

By [9(zri1) — g(z)] = Tpy1 — 1

On peut imposer que By, satisfait cette équation exactement d’ou

Bii1[9(xri1) — 9(@n)] = Tpy1 — 7.

Formule de mise a jour de ’approximation du Hessien

Le principe de la mise a jour consiste a une itération donnée de 1’algorithme

Tpt1 = Tk + Aidy,

dy, = — By Gk,
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a appliquer une formule de type
Bk+1 - Bk- —|_ Ak, (25)

avec Ay symétrique, assurant la relation de quasi Newton. ainsi que By définie positive,
sous I'hypothese que By, est définie positive. La formule( 2.5) permet d’utiliser les nouvelles
informations obtenues lors de 1’étape k de D'algorithme, c’est-a-dire essentiellement le
gradient gp11 = V f(zr41) au point x4 1, obtenu par une recherche linéaire (exacte ou
approchée) dans la direction di. Il existe différentes formules de type (2.2). Suivant que

Ay est de rang un ou deux, on perlera de correction de rang un ou de rang deux.

Méthode de correction de rang un

Etend donné que [H(zy)]" est symétrique, la formule de mise & jour de I'approxima-

tion du Hessien B, est la suivante :
Bk+1 = B, + Ozkuku;f, U € Rn,
donc la condition de quasi Newton s’écrit comme suit :
Sk = (Bk + akuku;‘f) Yk
ou encore

T
S — Bryr = apupuy, Y.

D’ou 'on déduit que uy est proportionnel a s, — By, avec un facteur qui peut étre pris
en compte dans ay. Un choix évident pour vérifier cette derniere équation est de prendre

ur = S — Bryr et ay tel que ay (ufyk) =1, on obtient :

(s — Bryk) (sk, — Bkyk)T

By = By +
(sk — Bryr) v

52



Méthode de Davidon Fletcher Powell (DFP)

Cette méthode a été proposée par Davidon en 1959 et développé plus tard en 1963
par Fletcher [38, 52]. La formule de mise a jour de DFP est une formule de correction de

rang deux. De fagon plus précise construisons By, en fonction de By de la forme :

By = By + A + Ay,

avec Ay et Ay deux matrices de rang un tel que

T T
Ak = ApURUg Ak = bk’Uk'Uk,

ay, by sont des constantes, uy, vy sont deux vecteurs de R” . By doit satisfaire la condition

quasi Newton c’est-a-dire

Tr1 — Tk = Bry [ges1 — gi] -
Si on pose par suite
Sk = Tk+1 — Lhy Yk = Gk+1 — Gk

donc

Sk — Bk—i—lykz (26)

= (Bk + apupui + bkvkv;{) Yk,
par suite
arurty, Y + brokvL yr = Sk — Biyi.

Un choix évident pour satisfaire cette équation est de prendre

T T
Uy = Sk, Uk = Bryk, arup yp = 1, by yp = —1,

d’ott

T T
SkSy, By, yr B,
Byt1 = By + -
- Sk vl Bryy,
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Méthode de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno (BFGS)

La formule de mise a jour de Broyden. Fletcher. Goldfarb et Schanno est une formule
de correction de rang deux, qui s’obtient a partir de la formule DFP en intervertissant
les roles de si et y,. La formule obtenue permet de mettre a jour une approximation By
de Hessien lui méme et non de son inverse comme dans le cas de la méthode DFP. On
exigera que posée dans les mémes propriétés, a savoir By reste définie positive si By 1'est

et bien sur I’équation d’approximation de quasi Newton doit étre vérifiée, c’est-a-dire :

By 155 = Y.

On obtient donc
ykyi  Brsksi B

Byi1 = B + —
b F ylsy, sT' By.sy
2.4.5 Meéthode de relaxation
On cherche & minimiser f : R" — R | posons X = (zy,...,2,). Le principe de la

méthode est le suivant :

k k

étant donné un itéré X* de coordonnées (z%,...,x%), on fixe toutes les composantes sauf

la premiere et on minimise sur la premiere :

minf(x, x5 o .. 2F) z e R.

On obtient ainsi la premiere coordonnée de I'itéré suivant X*+! que ’on note :L"TfJrl .

k+1

On recommence ensuite en fixant la premiere coordonnée a x7"" et les n — 2 dernieres

comme précédemment. On minimise sur la deuxieme coordonnée et ainsi de suite.

2.4.6 La méthode des initialisations multiples (multistart)

La technique Multistart est historiquement la premiere a étre largement utilisée en op-
timisation globale [26]. Sa popularité est due a son importance pratique puisqu’elle utilise
des méthodes locales qui étaient déja parfaitement développées dans les années soixante

et soixante dix. La méthode consiste a faire des recherches multiples des minima locaux en
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commengant en différents points initiaux. Ces points sont générés d’une maniere aléatoire
parmi les éléments d'une grille uniforme. Pour s’assurer de 1’obtention du minimum glo-
bal on doit prendre le nombre de points initiaux beaucoup plus grand que le nombre des
minimiseurs locaux (qui est généralement inconnu). La partie essentielle des efforts de
calcul est consacrée donc a I'obtention des minima locaux d’une maniere répétitive. Si
les minimiseurs locaux sont éloignés I'un de 'autre, la version de base de Multistart est
souvent modifiée par I'une des deux fagons suivantes :

La premiere version consiste a appliquer une procédure de descente LS (local search) au
voisinage de chaque minimiseur local. Cette approche n’est possible que si 'on est ca-
pable de choisir les voisinages qui sont des domaines d’attraction des minimiseurs locaux
correspondants. Ceci est trés difficile, voire impossible dans la majorité des cas.

La deuxieme version est appelée méthode des points candidats. Elle consiste a faire des
descentes simultanesé a partir des points initiaux, en joignant les points voisins (les points
voisins sont remplacés par celui qui a la plus petite valeur de la fonction objectif). Ces
méthodes sont heuristiques, leur efficacité dépend des parametres et des procédures auxi-

liaires utilisées dans 'algorithme [9]

2.4.7 La méthode de tunnel (tunneling)

L’algorithme tunneling est I'une des méthodes de pénalisation. La méthode de per-
cement du tunnel (tunneling), présentée par Levy et Coll [16], se décompose en deux
phases :

- Dans la premiere phase on utilise une technique de descente locale permettant de trouver
un minimiseur local x* de la fonction objectif f.

- Dans la deuxiéme phase (la phase de tunneling) on construit une fonction auxiliaire
T'(x) appelée fonction de tunneling (appelée encore fonction pénalité ou fonction Filled).
Cette fonction admet un maximum (peut étre local) au point z* possédant des dérivées
premiéres continues(sauf, peut étre en z*) et dépend de f, de 2* et d’un nombre fini de
parametres choisis automatiquement par ’algorithme.

On cherche alors un minimiseur y* de 7'(z) dans l'ensemble :

E(z*) = {z € D, f(z) < f(z*)}\{2*}, en appliquant une minimisation locale qui com-
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mence en un point xy proche du point record z*.

Ensuite, on retourne a la minimisation de f en appliquant une descente qui commence
cette fois-ci au point y* , le minimiseur local obtenu est un nouveau point record. L’itération
précédente peut étre répétée. On arréte la recherche lorsque le méme point y* € E(z*) est

obtenu plusieurs fois par les itérations précédentes.

2.4.8 Méthodes de regroupement (clustering)

Ces méthodes s’appliquent aux fonctions ayant un nombre de minima locaux relative-
ment petit (inférieur a 50) [26, 58, 47]. L’idée principale consiste a générer suivant la loi de
probabilité uniforme, un échantillon de points relativement important et former des sous-
ensembles constitués de points mutuellement proches (clusters) et appliquer une méthode
de descente locale a partir d’un ou de plusieurs points de chaque groupe. Deux procédures
pour créer de tels groupes a partir d'un échantillon initial sont utilisés, la premiere appelée
méthode de réduction [3] retient uniquement une fraction v de I'échantillon, constituée de
points pour lesquels f a les meilleures valeurs. La deuxieme appelée méthode de concen-
tration [9] transforme 1’échantillon en appliquant une ou plusieurs itérations de descente
locale a partir de chaque point d’échantillon.

La procédure de base pour identifier les clusters des points qui résultent de I’échantillon
obtenu par I'une des deux méthodes est toujours la méme. Les clusters sont formés au
cours des itérations, en commencant a partir d’un point foyer, qui peut étre un point non
clusterisé et ayant une petite valeur de f ou un minimiseur local trouvé en appliquant LS
en ce point. Des points sont alors ajoutés au cluster a travers la regle de groupement.
Un désavantage de ces méthodes est qu’elles sont peu performantes pour les fonctions
ayant de nombreux minima. Dans ce cas, en effet, un grand nombre d’échantillons est

nécessaire.

2.5 Méthodes méta-heuristiques

Une métaheuristique est un algorithme d’optimisation visant a résoudre des problemes
d’optimisation difficile (souvent issus des domaines de la recherche opérationnelle, de

I'ingénierie ou de l'intelligence artificielle) pour lesquels on ne connait pas de méthode
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classique plus efficace.

Les métaheuristiques sont généralement des algorithmes stochastiques itératifs, qui
progressent vers un optimum global, c’est-a-dire 'extremum global d’une fonction, par
échantillonnage d'une fonction objectif. Elles se comportent comme des algorithmes de
recherche, tentant d’apprendre les caractéristiques d’un probleme afin d’en trouver une
approximation de la meilleure solution (d’une maniere proche des algorithmes d’approxi-
mation)

Il existe un grand nombre de métaheuristiques différentes, allant de la simple recherche
locale a des algorithmes complexes de recherche globale. Ces méthodes utilisent cependant
un haut niveau d’abstraction, leur permettant d’étre adaptées a une large gamme de

problemes différents.

2.5.1 Meéthodes de recherche locale

Le principe des méthodes de recherche locale (ou méthodes d’amélioration itérative)
est inspirée des méthodes d’optimisation continue. Ces méthodes consistent a déterminer
itérativement la solution d’'une fonction continue en utilisant des outils comme les dérivées
partielles ou les gradients, suivant que la fonction soit ou non dérivable.

La description de ces méthodes a partir d'une solution de départ Xy, a engendrer une
suite (finie) de solutions (X,,). déterminées de proche en proche, c’est-a-dire itérativement
(Xi11 étant déterminée a partir de X;). Le choix de la solution X, se fait dans un en-
semble “localement proche” de la solution X; et de maniere a avoir une solution X;,; “plus
intéressante” au sens de la recherche locale. Les deux expressions mises entre guillemets
dans la phrase précédente se formalisent a partir de la notion de voisinage et de recherche
dans un voisinage.

La construction essentielle de ces méthodes reposent en effet sur la détermination d’un
bon voisinage. Ensuite, suivant la fagon de choisir une solution dan le voisinage, on ob-
tient différentes méthodes de recherche locale : méthode tabou, descente “pure”, descente

stochastique, recuit simulé,...
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2.5.2 Les méthodes évolutives

Le terme “algorithmes évolutifs” englobe une autre classe assez large de métaheuristiques.
Ces algorithmes sont basés sur le principe du processus d’évolution naturelle. Les algo-
rithmes évolutifs doivent leur nom a ’analogie entre leur déroulement et le mécanisme
de sélection naturelle et de croisement des individus d’une population vivante sexuée
[27, 1, 6, 33].

Un algorithme évolutif typique est composé de trois éléments essentiels :

1. Une population constituée de plusieurs individus représentant des solutions poten-

tielles (configurations) du probleme donné.

2. Un mécanisme d’évaluation de 'adaptation de chaque individu de la population a

I’égard de son environnement extérieur.

3. Un mécanisme d’évolution composé d’opérateurs permettant d’éliminer certains

individus et de produire de nouveaux individus a partir des individus sélectionnés.

Du point de vue opérationnel, un algorithme évolutif débute avec une population initiale
souvent générée aléatoirement et répete ensuite un cycle d’évolution suivant les principes

en 3 étapes séquentielles :
- Evaluation : mesurer I'adaptation (la qualité) de chaque individu de la population.
- sélectionner une partie des individus.

- Reproduction : produire de nouveaux individus par des recombinaisons d’individus

sélectionnés.

Ce processus se termine quand la condition d’arrét est vérifiée, par exemple, quand un
nombre de cycles (générations) ou quand un nombre d’évaluations est atteint ou quand
des solutions suffisamment bonnes sont trouvées. Si I’on s’imagine que le processus suit le
principe d’évolution naturelle, la qualité des individus de la population doit s’améliorer
au fur et a mesure du processus.

Parmi les composantes d’un algorithme évolutif, la population et la fonction d’adaptation
correspondent respectivement a la notion de configuration et a la fonction d’évaluation
dans la recherche locale. La notion de mécanisme d’évolution est proche de celle du

mécanisme de parcours du voisinage de la recherche locale mais les opérateurs sont sen-
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siblement différents. En effet, un algorithme évolutif comporte un ensemble d’opérateurs
tels que la sélection, la mutation et éventuellement le croisement. La sélection a pour
objectif de choisir les individus qui vont pouvoir survivre ou/et se reproduire pour trans-
mettre leurs caractéristiques a la génération suivante. La sélection se base généralement
sur le principe de conservation des individus les mieux adaptés et d’élimination des moins
adaptés.

Le croisement ou recombinaison cherche a combiner les caractéristiques des individus pa-
rents pour créer des individus enfants avec de nouvelles potentialités dans la génération
future.

La mutation effectue de légeres modifications de certains individus.

2.5.3 Optimisation par essaims particulaires

L’optimisation par essaim particulaire “Particle Swarm Optimization (PSO)” est une
méthode basée sur la reproduction d’un comportement social et la collaboration entre
des individus souvent appelés particules. Ce comportement social s’appuie sur I’analyse
de I’environnement et du voisinage et constitue alors une méthode de recherche de I'op-
timum par 1’observation des tendances des particules voisines. Chaque particule cherche
a optimiser ses chances en suivant la tendance de son voisinage qu’elle compose avec
sa propre expérience. L’algorithme est généralement initialisé de fagon aléatoire et les
particules (solutions candidates) sont placées au hasard dans 'espace de recherche de la
fonction objectif. Le concept principal de la PSO est que les solutions potentielles se di-
rigent vers les meilleures solutions. Les particules évaluent de maniere itérative I’aptitude
des solutions candidates et se souviennent de I’endroit ot elles ont eu leur meilleure valeur
de la fonction objectif. Chaque particule dispose d’une mémoire concernant sa meilleure
solution visitée ainsi que la capacité de communiquer avec les particules de son entou-
rage. A chaque itération k, les particules se déplacent en tenant compte de leur meilleure
position, mais aussi de la meilleure position de ses voisines. L’objectif est de modifier
leur trajectoires pour quelles se rapprochent le plus possible de I'optimum. L’optimum est

obtenu par une procédure itérative sur la base des processus de mouvement et de l'intel-
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ligence dans un systeme évolutif. La PSO met 'accent sur la coopération pluttot que sur
la compétition et il n’y a pas de sélection (au moins dans la version de base). L’idée étant
qu’une particule aujourd’hui encore pauvre mérite d’étre préservée, peut-étre justement
parce que c’est elle qui saura trouver la meilleure solution, précisement parce qu’elle agit
hors de 'espace prometteur a priori. Selon certains résultats, cette technique ne souffre
pas des problemes de pieges rencontrés par les méthodes évolutionnaires.

Un essaim de particules, qui sont des solutions potentielles au probleme d’optimisation,
survole I'espace faisable a la recherche de I'optimum global. Le déplacement d une particule

est influencé par les trois composantes suivantes :

1. Une composante d’inertie : la particule tend a suivre sa direction courante de

déplacement.

2. Une composante cognitive : la particule tend a se diriger vers le meilleur site par

lequel elle est déja passée.

3. Une composante sociale : la particule tend a se fier a I'expérience de ses congéneres

et, ainsi, a se diriger vers le meilleur site déja atteint par ses voisins.

La stratégie de déplacement d’une particule est illustrée dans Figure 2.2.

Position du

Position meilleur
actuelle de voIsin
la particule

Nouvelle position

Meilleure
position de
la particule

FIGURE 2.2 — Déplacement d'une particule.

Dans l'espace de recherche D = [][a;, b;] , une particule j de l'espace est représentée
i=1
1,2 2

e _ n . o 1 n s
par sa position z; = (zj,z7,....,77) et son vecteur vitesse v; = (v}, v§, ..... ,v). La qualité
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de sa position est déterminée par la valeur de la fonction objectif en ce point. Cette parti-
cule garde en mémoire la meilleure position par laquelle elle est déja passée, que ’'on note
pj = (pjl-,p?, ,p;‘) La meilleure position atteinte par ses particules voisines est notée
g; = (gjl», gjz, - gJ”) A Titération k, le vecteur vitesse est calculé a partir de la formule

suivante :

V) pin = w0l + 1o (k) (Pl — o) + c2Bi(k) (gl — %) 1 € {1,2, ...,n}

ou w > 0 est un parametre, appelé coefficient d’inertie; ¢; et ¢y sont deux constantes
positives, appelées coefficients d’accélraétion et a; (k) et 5;(k) sont deux nombres aléatoires
tirés uniformément de [0, 1], & chaque itération k et pour chaque composante.

Il est a noter que le terme “vitesse” est ici abusif, car le vecteur v; ne constitue pas
une vitesse proprement dite. Cependant, pour respecter ’analogie avec le monde animal,
la littérature a préféré utiliser ce terme.

Dans I’équation précédente, U;k correspond a la composante d’inertie du déplacement.
Le parametre w controle 'influence de la direction de déplacement sur le déplacement fu-
tur. L’expression ¢; ozi(k:)(p; i —x; ) correspond a la composante cognitive du déplacement.
Le paramétre ¢; controle le comportement cognitif de la particule. L’expression ¢z 3; (k) (gf e
x?k) correspond a la composante sociale du déplacement. Le parametre ¢y controle ’ap-
titude sociale de la particule.

La combinaison des parametres w, ¢y et co permet de régler I’équilibre entre les phases
de diversification et d’intensification du processus de recherche. Clerc et Kennedy [39]
ont proposé 'utilisation d'un facteur pour prévenir la divergence de 'essaim. L’équation

devient alors :

U;‘,k+1 = w(%i‘,k + Clai(k)(pj',k - 9‘7;1@) + 6251'(]‘7)(9;,16 - x;k)al c€{1,2,...,n},

avec

(8

=1+ cy > 4

2
To—2v e
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la position a l'itération k£ + 1 de la particule j devient alors

i i i :
Tigor = Tip 05,8 €{1,2,..,n}

. . - Z .
Si pour un certain i; ., ¢ [a;, b;] alors on pose :

i C i
Thippr = Qi SLTY . <

o =bi sial, . > b
2.5.4 Optimisation par Colonie d’abeilles

Les abeilles sont des insectes sociaux. Elles sont obligées de vivre en colonie tres
organisée, formée d’ouvrieres, de faux-bourdon et d’une seule reine, et ou chacune a un
travail bien précis a faire. Les abeilles se nourrissent essentiellement de pollen et de miel.
Elles vont butiner les fleurs pour prendre le nectar.

Les abeilles adultes (agées de 20 a 40 jours) deviennent habituellement des butineuses.
Les abeilles butineuses jouent en général 'un des trois roles suivants : butineuses actives,
butineuses éclaireuses et butineuses inactives.

Une colonie d’abeilles melliferes peut s’étendre sur de longues distances (plus de 10 km)
et dans plusieurs directions simultanément pour exploiter un grand nombre de sources de
nourriture. En principe, les abeilles visitent plus de parcelles de fleurs contenant beaucoup
de nectar ou de pollen qui peuvent étre récoltés avec moins d’effort, alors que les parcelles
de fleurs contenant moins de nectar ou de pollen doivent recevoir moins d’abeilles [34].
Dans le processus de recherche, 'emplacement de la source de nourriture représente la
solution possible au probleme, et la quantité du nectar et de pollen de cette source cor-
respond a une valeur objective dite fitness.

Le processus de recherche de nourriture commence dans une colonie par ’envoi des bu-
tineuses éclaireuses aux différentes sources de nourriture. Les butineuses éclaireuses se
déplacent au hasard d’'un champ de fleurs & un autre.

Quand les butineuses éclaireuses (qui ont trouvé une source de nourriture et qui ont

évalué (fitness) au-dessus d’'un certain seuil de qualité (mesuré a la combinaison de cer-
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tains constituants, tels que la teneur en sucre) ) retournent dans la ruche, déposent leur
nectar ou pollen et commencent a danser. Cette danse mystérieuse est essentielle a la
communication entre les abeilles et contient trois informations concernant un source de
nourriture : la direction dans laquelle il sera trouvé, sa distance par rapport a la ruche et
son indice de qualité [34]. Ces informations aide la colonie a envoyer ses abeilles a cette
source avec précision, sans utiliser de guides. Apres avoir dansé, les danseuses (c’est-a-
dire les butineuses éclaireuses) retournent au source de nourriture avec des abeilles qui
attendaient a l'intérieur de la ruche. Plus d’abeilles sont envoyées dans des sources plus
prometteuses. Cela permet a la colonie de rassembler les aliments rapidement et efficace-
ment. Lors de la récolte dans une source, les abeilles surveillent le niveau de nourriture.
Cela est nécessaire pour choisir le type de la prochaine danse a leur retour dans la ruche.
Algorithme d’abeilles

L’algorithme des colonies d’abeilles [45] est une méthode basée sur la population pour
trouver une solution optimale aux problemes de recherche. Elle est inspirée du comporte-
ment des abeilles dans la nature.

L’algorithme nécessite la définition d’un certain nombre de parametres :[45, 53]
1. n : nombre de butineuses éclaireuses,
2. m :nombre de sources sélectionnées sur n sources visitées,
3. e : nombre de meilleurs sources sur m champs sélectionnés,
4. nep : nombre d’abeilles recrutés pour les e meilleurs sources,
5. nsp : nombre d’abeilles recrutées pour les autres sources sélectionnées,
6. ngh : taille initiale des sources,
7. critere d’arret.

A I’étape 4, les abeilles qui ont les plus grand fitness sont choisies comme < abeilles
sélectionnées > et les sources visités par celles-ci sont choisies pour une recherche au voi-
sinage. Ensuite, aux étapes 5 et 6, ’algorithme effectue des recherches au voisinage des
sources sélectionnées, affecter plus d’abeilles pour rechercher pres de e meilleurs sources.
A I’étape 7, les abeilles restantes de la population sont affectées.

L’algorithme d’abeille peut étre illustré comme suit :

Etape 1 :Initialiser la population avec des solutions aléatoires.
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Etape 2 : Evaluer la fitness de la population.

Etape 3 : Dés que (critere d’arrét non rempli) Formation d’une nouvelle population.
Etape 4 : Sélectionnez les sources pour une recherche au voisinage.

Etape 5 :Recrutez des abeilles pour les sources sélectionnés (plus d’abeilles pour les
meilleurs sources) et évaluer les fitness.

Etape 6 :Sélectionnez I'abeille correspond & max(fitness) de chaque source.

Etape 7 . Affecter aux abeilles restantes une recherche aléatoire et évaluer leurs fitness.

Etape 8 : Fin While.
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Chapitre 3

Proposition d’une nouvelle approche
pour les algorithmes d’optimisation

chaotiques

3.1 Introduction

L’identification de 'optimum global d’une fonction multimodale reste encore une tache
tres difficile, malgré la puissance de la technologie de I'information d’aujourd’hui et les
multitudes de techniques de recherche qui existent. Dans l'optimisation des problemes non
convexes, les algorithmes d’optimisation chaotiques (COAs) en deux phases possedent une
grande efficacité, et procedent a une bonne exploration de 1’espace de recherche par rap-
port aux autres méthodes probabiliste d’optimisation [46, 57]. Cependant, ces algorithmes
présentent une faible exploitation des informations données par ces échantillons. Cette fai-
blesse engendre une perte de temps considérable, ce qui laisse 1'algorithme converger vers
I'optimum global lentement. Les algorithmes proposés par Ying Song [56], L. S. Coelho
[54], et W.S. Jiang [29, 32] sont basés sur une recherche chaotique globale suivi d’une
recherche local utilisant 1’application Logistique et sont basés sur un partitionnement
uniforme de ’espace de recherche de maniere a ce que leur exploitations restent limités
par ce mécanisme statique de partitionnement. Bien que Ying Song utilise des approches
bidirectionnelles pour déterminer la prometteuse région la plus susceptible de contenir

I'optimum global, I'efficacité de la méthode reste encore limitée.
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Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche pour les algorithmes d’opti-
misations chaotiques. Dans cette approche appelée EBCOA, on introduit un mécanisme
des phases imbriquées, une phase globale ponctuée des phases de recherche locale bidirec-
tionnel basé sur un générateurs de nombres chaotiques bidimensionnel.

L’idée principale que nous développons dans ce chapitre, est de construire un algo-
rithme basé sur la recherche chaotique autour des meilleurs individus d’une population
associée a une sous recherche locale. La combinaison de la recherche locale avec la re-
cherche globale peut assurer un temps de convergence tres intéressant.

L’utilisation de cette approche améliore 'efficacité de I’algorithme de recherche puisque
I'exploitation des renseignements est maximisée. L’utilisation d’une sous-phase de re-
cherche locale bidirectionnelle est basée sur une division non uniforme (Gaussienne) de
I'espace de recherche, ce qui laisse supposer que les sous régions n’ont pas les mémes

dimensions.

3.2 Stratégie de la recherche chaotique.

Parmi les stratégies de recherche couramment utilisées dans 'optimisation globale, la
stratégie de recherche chaotique s’inspire du phénomene de chaos dans la nature. Le chaos
peut étre généré par un systeme dynamique non-linaire de structure assez simple. En effet,
une simple équation de récurrence peut produire des dynamiques chaotiques assez com-
plexes et riches [37, 41]. Les signaux chaotiques possedent de nombreuses caractéristiques

distinctes, telles que : ¢

Haute sensibilité aux conditions initiales et aux parametres du systeme.

Auto-et inter corrélations proches de celles des signaux aléatoires.

Pseudo-aléatoire et imprévisible a long terme.

Déterministe.

Ergodique, c.-a-d, la plupart des orbites conduisent a la méme distribution.

L’idée d’utiliser des systemes chaotiques au lieu des processus aléatoires a été remarquée
dans plusieurs domaines. Un de ces champs est la théorie de l'optimisation. Dans les

algorithmes d’optimisation aléatoire le role du hasard peut étre joué par une dynamique
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chaotique. Des études expérimentales ont affirmé que les avantages de 1'utilisation des
modeles chaotiques au lieu des modeles aléatoires sont souvent évidents mais il n’est pas

encore mathématiquement prouvé [29, 32, 54, 55, 57].

3.2.1 Génération de séquences chaotiques.

Dans la littérature, il y a beaucoup de séquences et générateurs chaotiques mono et
multidimensionnels qui sont utilisés dans diverses applications telles que : processus d’algo-
rithmes évolutifs, sources pseudo- aléatoires, communication et sécurité de I'information,
etc. ..

Rappelons, que le chaos peut étre généré par tout systeme dynamique non-linéaire.
En effet, des simples équations de récurrence sont capables de générer des dynamiques
chaotiques riches, si les parametres de controle sont bien positionnés .

Les séquences chaotiques sont utilisées dans différentes applications liées a 1’opti-
misation mathématiques. Les séquences chaotiques sont des candidats possibles comme
générateurs de nombres pseudo aléatoires et peuvent remplacer les générateurs pseudo-
aléatoires traditionnels.

En effet, les séquences chaotiques possedent des caractéristiques tres intéressantes pour
explorer I'espace de recherche et pour le processus d’algorithmes évolutifs telles que : haute
sensibilité extréme aux conditions initiales et aux parametres du systeme , auto et inter-
corrélation similaires aux signaux pseudo-aléatoires, ergodicité, etc.

Les variables chaotiques peuvent passer par tous les états dans certaines plages selon
leur propre régularité sans répétition [46, 42]. Plusieurs générateurs a base de modele
chaotiques ont été développés dans la littérature depuis 1990. Le générateur chaotique
proposé dans cette these, est totalement numérique et est constitué a partir du modele

chaotiques de Lozi [10] donnée par :

yi(k) =1 —al(yi(k — 1))+ by(k — 1)

y(k) =y (k—1)
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ou k est le nombre d’itération. Dans ce travail, les valeurs de y sont normalisées dans
I'intervalle [0, 1] pour chaque variable dans I’espace a 2 dimensions du probleme d’opti-
misation.

Par conséquent, y; € [—0.6417;0.6716] et (o; o) = (—0.6418;0.6716).

Les parametres utilisés dans cette étude sont a = 1.7 et b = 0.5, voir figure 3.1 , ces

valeurs sont illustrées dans [54].

FIGURE 3.1 — Attracteur et séries temporelles de la suite de Lozi

3.2.2 Meécanisme de I’algorithme BCOA

Dans cette section, nous rappelons brievement le BCOA introduit par Ying Song [56].
Beaucoup de stratégies chaotiques d’optimisation globale se composent de deux phases :
La phase globale et la phase locale phase. Lors de la phase globale, des points chaotiques
sont tirés du domaine des recherches X selon une certaine distribution, souvent uniforme.
Ensuite, la fonction objectif est évaluée dans ces points. Pendant la phase locale, les
points d’échantillonnage sont manipulés au moyen dune recherche locale pour obtenir un
minimum global candidat.

Considérons le probleme d’optimisation pour une fonction non linéaire :

mmf(X), X = [l’l,ilj'g,il?g, ..... ,an],

L; <xz; <U.
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Les variables chaotics sont :

2040 = g(71),

ott Z") sont des variables chaotiques générés par 1’équation chaotique.

La méthode BCOA peut étre décrit comme suit :

Etape 01 : (ainsi appelée la phase globale). On définit un générateur de séquences chao-
tiques basées sur une application chaotique (la suite logistique) puis on calcule les fonc-
tions objectifs aux points générés, et on choisit le point ou la fonction atteint son potimum
comme 'optimum réel .

Les variables chaotiques sont donnés par :

Xt =c4+dzW, (3.3)

ou ¢ et d sont des vecteurs constants constitués de n éléments respectivement ¢; = L; et
di=U,—L;

Etape 02 : (ainsi appelée la phase locale) . L’optimum réel est supposé proche de 'opti-
mum global apres certaines itérations, et il est considéré comme le centre avec un peu de
perturbation chaotique et 'optimum global est obtenu grace a la recherche fine. Répétez
les deux étapes ci-dessus jusqu’a ce qu'un critere de convergence spécifié soit satisfait, et

I'optimum global est obtenu. L’approche de la phase locale est la suivante :

X =X+3X(05-2), (3.4)

X est I'optimum approché, /3 est le parametre de la deuxieme étape. on a

—058< B(0.5—2) <053 si B>0, (3.5)

058 < B(05—2)<—058 si B<0, (3.6)

la recherche se fait donc des deux cotés de la solution.
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Algorithme BCOA

Step 1 : Initialization. Set & = 0 and & = 0, Set the initial best objective function
f = +oo.

Step 2 : algorithm of chaotic global search.
Begin

While k£ < mazK do

k=k+1

First carrier wave using (3.3)

If f(X®) < f then

X =X® and f = f(XH®)

End If

End While

End

Step 3 : Algorithm of local search Begin
While & < maz K" and (CT is not satisfied) do
E=kK+1

Second carrier wave using (3.4)

If f(x(’“/)) < f then

X = X®) and f = f(X*))

End If

End While

End

3.3 Proposition d’une nouvelle approche EBCOA

3.3.1 Description de la méthode EBCOA

Dans cette section, nous proposons une nouvelle stratégie d’optimisation chaotique
qui est une amdélioration de la méthode BCOA [56] (bidirectionel Chaotic Optimization
Algorithm) qui repose sur une recherche globale suivie d’une recherche locale et peut

donner des résultats insatisfaisants.
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Nous avons fait une modification dans la phase globale de la recherche. On a fait
quelques étapes de recherches locales chaotiques autour de chaque point obtenu par la série
chaotique, c-a-d en optimisant localement pendant quelques itérations le résultat global.
Cette nouvelle recherche est appelée EBCOA. Donc EBCOA a améliorée la méthode
BCOA par une recherche globale localement moyennée.

Dans de nombreuses stratégies de recherche chaotique, I'application Logistique [56, 29,
32] est utilisée pour générer une séquence chaotique, nous remplagons la suite uniforme
logistique par la suite gaussienne de Lozi pour accélérer le taux de convergence.
EBCOA peut étre illustrée comme suit :

Entrées :

M, : le nombre maximal d’itérations de la recherche globale chaotiques

M1 :le nombre maximum d’itérations de la recherche locale chaotiques.

Mgl : le nombre maximal d’itérations de la ler recherche globale-locale.
Mg x Mgl + MI : le critere d’arrét de la méthode d’optimisation chaotique.
[ : le pas dans la recherche locale chaotique.

Sorties :

X : la meilleure solution d’exécution en cours de recherche chaotiques.

f : la meilleure fonction objectif.
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(Initialize of y(0). a. b)

k2 M, xi(k) = Li + 5(k).(U; - L) |
'|f=:
yes
k= Ml r;(k) = F; + SF(0.5 — Z(k)) :
ves
L 3 :

o[ ri(k) = 7 + BE(0.5 — Ze(k)) Joreneeesd

FIGURE 3.2 — Schéma de la méthode EBCOA

3.3.2 Controle de la taille des pas (role du )

Au cours (Lors) de la recherche locale chaotique le pas [ est un parametre tres im-
portant dans le comportement de convergence de la méthode d’optimisation qui permet

de :

Régler le rayon autour de X.

La taille du pas [ est utilisée pour la génération d’une nouvelle solution.

Utiliser pour contréler I'impact de X sur la génération Xj. 1.

Un petit 5 sert a réaliser I'exploitation pour affiner les résultats par recherche locale.
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- tandis qu’un grand [ tend a faciliter une exploration globale de I’espace de recherche.

- Un petit 3 sert a bien exploiter X

- Un grand § facilite I'exploration de l'espace de recherche. Une valeur convenable
pour le pas 8 fournit I’équilibre entre les capacités d’exploration globales et locales
et par conséquent une réduction du nombre d’itérations nécessaires pour trouver

la solution optimale.

3.4 Simulation numériques

En mathématiques appliquées, les fonctions de test [48][43] sont utiles pour évaluer les
caractéristiques des algorithmes d’optimisation. Pour tester notre approche, nous utilisons
deux fonctions de référence non linéaires (La fonction Griewank et La fonction Rastrigin

Dans notre étude, nous surmontons cette limitation en utilisant un certain nombre de
dimensions 2 et en comparaison avec d’autres algorithmes d’optimisation heuristique.
La fonction de Rastrigin
La fonction de Rastrigin est une fonction mathématique souvent utilisée pour évaluer
la performance d’algorithmes d’optimisation. Elle présente des pieges intéressants, sous
la forme de ses nombreux minima et maxima locaux. Elle a été proposée, en 1974, par
Rastrigin en deux dimensions et a été généralisée par Miihlenbein et D. Schomisch et J.
Born.

Sa définition, en dimension n, est : f(z) = 10n + Y " [2? — 10cos(2mx;)].

Son minimum global se trouve a l’origine, ou sa valeur est nulle.
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FIGURE 3.3 — fonction de Rastrigin a deux variables

La fonction de Griewank
La fonction Griewank est une fonction largement utilisée pour tester la convergence

des fonctions d’optimisation. sa formule est donnée par : f(z) = 1+ o5 2o [®? —

[T, cos(2).

Son minimum global se trouve a l’origine, ou sa valeur est nulle.

griewankfcn

X -10 10 X
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Dans la suite, nous comparons les résultats obtenus par BCOA avec EBCOA en di-
mension 2, ces résultats montrent que la méthode EBCOA est meilleure que BCOA .
Dans chaque étude de cas, 50 essais indépendants ont été effectués pour chacune des

méthodes EBCOA. Dans les cas testés pour comparer les problemes; le nombre maximum

d’itérations maz K et maz K’ était de 10000 et 10000 itérations.

3.4.1 Résultats pour la fonction de Rastrigin

BCOA EBCOA
K’ B optimum | optimum
1001 700 4.2752e-6 | 0
1001 500 4.7997¢-9 | 0
1001 400 1.1219e-11 | O
2405 200 3.5527e-15 | 0
1023 0.1 3.9080e-14 | 3.90798505 e -14
6965 0.01 4.3343e-13 | 4.192202141 e -13
mazK' | le -3 2.6392e-5 | 5.419204974544 e - 6
mazK' | le -4 4.7111e-4 | 8.3677132572291 e-5
mazK' | -(1e-3) | 2.8008¢-5 | 2.1552183152806 e-5
mazK | -(1e-4) | 4.7392e-4 | 5.0020093164866 e -5

TABLE 3.1 — L’optimum de la fonction de Rastrigin pour n = 2 avec différents f.

BCOA | EBCOA
optimum | [ K’ K’
100 | 1206 10
0 10 399 10
1 368 10
-100 | 1918 10
-10 421 10

TABLE 3.2 — Nombre d’itérations avec différents 3.

A partir du tableaux 3.1, pour § > 200, EBCOA peut trouver I'optimum réel 0.
Pour |3] € [1le — 4,200]U] — 120, —(1e — 4)]. P'optimum est amélioré .
A partir du tableau 3.2 por 5 €]0.1, 100], EBCOA peut également trouver 'optimum réel
0 mais avec nombres d’itérations moins que BCOA.

La valeur optimale et la vitesse de convergence sont meilleures que celles du COA [32]
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et de ses améliorations, telles que MSCOA[35], COA-BFGS [49] et d’autres algorithmes

évolutifs (comme le GA | PSO et ses améliorations) [44, 43].

3.4.2 Résultats pour la fonction de Creiwank

BCOA | EBCOA
K’ I6] optimum | optimum
802 | 11.12 0 0
346 | 11.10 | 0.2533 0
904 | -9.93 0 0
3721 -9.91 | 0.2516 0

TABLE 3.3 — L’optimum de la fonction de Griewank pour n = 2 avec différents .

BCOA | EBCOA
optimum 6] K K’
11.09 | 802 10
10 550 10
0 1.60 347 10
-9.90 | 904 10
-10 489 10
-1.33 | 369 10

TABLE 3.4 — Nombre d’itérations avec différents 3.

A partir du tableaux 3.3 et 3.4 , pour > 11.09 et 5 < —9.90, , EBCOA peut trouver
toujours 'optimum réel 0.
Pour 8 € [1.60,11.09] U [9.90, —1.33], EBCOA peut également trouver loptimum réel 0
mais avec nombres d’itérations moins que BCOA.
La valeur optimale et la vitesse de convergence sont meilleures que celles du COA [32]
et de ses améliorations, telles que MSCOA([35], COA-BFGS [49] et d’autres algorithmes

évolutifs (comme le GA | PSO et ses améliorations) [44, 43].
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3.5 Applications de la nouvelle technique

Afin de tester lefficacité de la nouvelle approche proposée, et afin d’enrichir notre
étude, nous allons I'appliquer a certaines fonctions test dont la recherche de minimum est

difficile en choisissant différentes valeurs du nombre d’itérations et de pas f3.
3.5.1 La fonction de Rosenbroc

La premiere fonction est la fonction de Rosenbroc a deux variables définie par :

flaz,y) = (1 —x)* +100(y — 2*)°

son minimum global est f(1,1) =0

2500 ~
2000 ~
1500 =
1000 =~

500 <

FIGURE 3.5 — fonction de Rosenbrock
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M, | Mgl | Ml 15} optimum

300 | 5 1000 700 0.000002606934759

100 | 50 600 500 0.235708453474101

150 | 6 100 10 0.000000028787292

326 | 4 1023 0.1 0.117853786900490
220 | 4 | 10000 | 0.01 0.000000000001901
220 | 4 | 10000 | 0.001 0

326 | 15 | 10000 | -0.01 0.000000000035251

150 | 20 50 -0.001 0.000000000000010

400 | 20 900 | -(1le-3) 0.000017329974426

300 | 5 | 6000 |-(le-4) 0

300 | 5 | 6000 |-(le-5) 0

300 | 8 1000 -10 0.000005743887348

400 | 5 1000 | -100 | 0.000002349918484836
326 | 4 669 -200 0.004326082833209

TABLE 3.5 — Résultats d’optimisation de f;

3.5.2 La fonction de Easom

La deuxieme fonction est la fonction de Easom a deux variables définie par :

f(@,y) = —cos(z)cos(y)exp(—(z — m)* — (y — 7)*).

son minimum global est f(m,7) = —1
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BBk b b

FIGURE 3.6 — fonction de Easom

M, | Mgl | Ml 6] optimum

300 5 1000 700 -0.999664903059320
100 | 50 600 500 -0.998097535456517
150 | 6 100 10 -0.999881529010626
326 | 4 1023 0.1 -0.999999995240409
220 | 4 | 10000 0.01 -0.999999999955353
326 | 15 | 10000 | -0.01 | -0.999999999999181
150 | 20 50 -0.001 -1

400 | 20 900 | -0.0001 | -0.999999999999999
400 | 20 | 9000 | -0.00001 | -0.999998379519861
300 | 8 1000 -10 -0.999863011968368
400 | 5 1000 -100 -0.999822730309138
326 | 4 669 -200 -0.999963429422523

TABLE 3.6 — Résultats d’optimisation de fs
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3.5.3 La fonction de Matyas

La troisieme fonction est la fonction de Rastrigin a deux variables définie par :

f(z,y) = 0.26(2* + y*) — 0.487y

son minimum global est f(0,0) =0

FIGURE 3.7 — fonction de Matyas
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Mg | Mgl | Ml 15} optimum

300 | 5 1000 700 0.000000000387252
100 | 50 600 500 0

150 | 6 100 10 0

326 | 4 1023 0.1 0

220 | 4 | 10000 0.01 0.000000000003406e-9
326 | 15 | 10000 | -0.01 | 0.000000000224091e-7
150 | 20 50 -0.001 0.000012192911768
400 | 20 900 | -0.0001 0.000013953094222
300 | 5 6000 | -0.00001 | 0.000025567240575
300 | 8 1000 -10 0.000010463822737
400 | 5 1000 -100 0

326 | 4 669 -200 0

TABLE 3.7 — Résultats d’optimisation de f3

3.6 Conclusion

Dans cette these on a essayé de mettre certains concepts de la théorie du chaos a la

disposition de 'optimisation globale en particulier I'attracteur de Lozi.

L’objectif de cette étude a visé une contribution au développement de méthodes d’op-
timisation globale basée sur les systemes chaotiques. Cette méthode appelée EBCOA qui

améliore BCOA et repose sur une modification dans la phase globale suivie d'une recherche

locale.

L’étude permet de conclure que I'utilisation des algorithmes chaotiques avec ’approche

proposée, représente une technique d’optimisation globale efficace.
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Conclusion générale et perspectives

Récemment et en raison de plusieurs caractéristiques dynamiques importantes du
chaos, a savoir : la sensibilité aux conditions initiales, 'ergodicité, la stochastique et
la dimension fractale, de nombreux chercheurs se sont concentrés sur le développement
d’algorithmes hybrides en combinant des algorithmes heuristiques avec les techniques de
recherche chaotiques tout en évitant de rester bloquées dans les optimums locaux.

Ce travail est consacré a l’application de la théorie du Chaos a I'optimisation. Son
objective a visé une contribution au développement d’une méthode d’optimisation globale
basée sur les séquences chaotiques.

Cette nouvelle technique d’optimisation chaotique appelée EBCOA, basé sur la méthode
des phases imbriquées, une phase globale ponctuée des phases de recherche locale bidirec-
tionnel.

L’utilisation des algorithmes chaotiques avec I’approche proposée représente une tech-
nique d’optimisation globale tres efficace. Les résultats des applications faites ont donné
des résultats satisfaisants surtout en ce qui concerne le temps nécessaire pour atteindre
un voisinage tres étroit de 'optimum global et aussi la qualité de la solution obtenue.

Cependant, et comme perspectives des recherches supplémentaires sont nécessaires
pour gagner en confiance et mieux comprendre la méthodologie proposée. Il est nécessaire
d’évaluer I'algorithme proposé pour un grand nombre de fonctions de test a haute dimen-
sion ; analyser le comportement de notre approche lorsqu’elle est appliquée aux problemes
du monde réel et prouver l'algorithme avec d’autres types de cartes chaotiques de haute

dimension.
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Résumé

Basé sur la propriété ergodique, le chaos est adopté pour enrichir le
comportement de recherche et empécher les solutions d'étre piégées dans
I'optimum local dans les problémes d'optimisation.

Cette these se concentre sur I'exploration des effets des suites chaotiques et
donne des conseils pour améliorer l'algorithme d'optimisation chaotique
bidirectionnelle dans la résolution de problémes d'optimisation. En proposant un
nouvel algorithme EBCOA, nous avons amélioré BCOA en faisant quelques
modifications dans I'étape globale de recherche, nous avons affiné la solution
finale en utilisant une deuxieme methode bidirectionnelle de recherche locale.
L'étude présentée nous permet de conclure que la méthode proposée est rapide et
converge vers le meilleur optimum.

Mots clés : Algorithme d’optimisation chaotique, Chaos, optimisation
globale.



Abstract

Based on the ergodic property, chaos is adopted to enrich the search behavior
and prevent solutions from being trapped in the local optimum in optimization
problems.

This thesis focus on exploring the effects of chaotic maps and giving
guidance for improving Bi-directional chaotic optimization algorithm in solving
optimization problems. Through proposing a new algorithm EBCOA, we have
improved BCOA doing some modification in the global step of research, we
refined the final solution using a second bi-directional method of local search. The
presented study allows us to conclude that the proposed method is fast and
converges to a good optimum.

Keywords : Chaos optimization algorithm, Chaos, global optimization.
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